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Lettre de Leibniz d La Roque :

la quadrature arithmétique du cercle

Groupe M.DA T H.

Dans le texte du De Origo, Leibniz mentionne la méthode des métamorphoses sans en développer les
détails. Cette méthode est explicitée pour la premiére fois dans une letire adressée 4 La Roque,
directeur du Journal des Savants, gu'on date de 1673, Dans cette letire, Leibniz explique qu'il a obfenu
une quadrature exacte et non plus approchée du cercle, en utilisant 1la méthode des métamorphoses;
cette méthode consiste 4 remplacer la courbe irrationnelle qu'est le cercle par une courbe rationnelle

{dont I'égpation met en jeu une fraction ratiormelle). I en déduit alors une valeur de — sous forme
@ 4

P . 1 1 1 . e
d'vne série infinie de rationnels : 1 - 3 + = - 7 +..... La procédure infinie n'est pas un obsiacle
3

pour Leibniz : il explique que la simplicité de 1a Ioi de progression de cette série permet 3 V'esprit

d'embrasser d'mn seul regard la totalité de la série, qu'il identific & la valeur exacte de % H est

extrémement fier de ce résultat, qu'il obtient vers 1672, alors qu'il n'est encore gu'un mathématicien
novice, pendani son séjour a Paris, oi il a &¢ envoyé pour une mission diplomatique. 11 y a rencontré
Huygens, lui-méme en séjour temporaire 4 Paris, qui déctle chez le jeune Leibniz des qualités de
mathématicien, mais qui est désolé de sa formation trés hétéroclite, et décide de Pinitier plus
sériensement 4 la discipline. Leibniz gardera toujours une certaine nostalgic de ce premier résultat
mathématique important.

Letbniz déclare que sa méthode peut s'appliguer a toute courbe "transcendante”, ce qui signifie pour
Ini 4 towte courbe dont l'éguation ne s'exprime pas 4 l'aide de fonctions puissances. Il ne donnera
cependant pas & autre application de 1a méthode des métamorphoses.

La lettre & La Roque étant trés concise et difficile & lire, nous proposons au lecteur ce probléme, de
nivean posi-bac mais dont certaines parties peuvent étre proposées 4 des éiéves de terminale

scientifique, afin d'en faciliter ensuite la lecture.
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Probléme ;: Quadrature du cercle A la maniére de ... Leibniz

Les deux parties, bien que liées, sont indépendantes en grande partie. On peut toujours utiliser les
résultats des diverses questions dans la suite du probléme. Le but du probléme est de trouver une
expression de T sous forme de limite d'une suite de nombres rationnels.

Partie A. Etude d'une fonction et approximation d'une aire

222

+ 22

On définit la fonction f sur Fintervalle [0,1 Jpar: f: z — f(z) =

1°) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé ( unité : 8 cm ) ( on étudiera Ia

position de 1a courbe par rapport 4 sa tangenie au point d'abscisse—1~— ).

V3

1
29y Donner une interprétation géométrique du nombre A = J- f(z)dz
0

Le but des questions suivantes est de détermingr une suite convergeant vers A.

3%) a) Montrer que, pourtout nde Nettoutzde R, ona:

1 2, .4 6 a_2n +12
=l-z"+z -z +.. 1)z + (-1
1+2% 1) 1y 1+22

in+2

b) En déduire une expression de A sous forme de la somme d'un nombre rationnel et d'ane

intégrale qu'on ne cherchera pas 4 calculer (tous deux dépendant de n).

¢) On pose R —(—1)n+i JL 2" &z o w=i_1.1 H{-1)" !
pose S 1+2° "3 57T 2n+3
Montrer que: R | ( ¢t en déduire 1 lim w,.

n+5 ntow

d) Donner une valeur approchée par défaut a 103 prés de us ; usg ; usgg .
Partie B : Métamorphose d'un cercle

1°) Lire le texte suivant, extrait d'une lettre de Leibniz, écrite a La Roque, directeur du Journal des
Saveants .

Pour cet effect je me suis servi de ca lemme:
Trois paralleles BC, GE, HF (fig. 1), pessent per les troir angies
d'up triapgle BEF el un des costez EF estant proloage jusqu’s ia
rencontre d'une des paralleles en C, le rectangie sous !intervalie
BC entre le point de remcontre C et ['angle B, par lequel passe
calte paraliels, et sous GH, l» distance des deux autres paraileles

GE. HF, c'sst & dire le rectangle PGH (en supposant BGH nor-
male & BC, et CP égeie et parsliele & BG) sers le double du
Triengle BEF. De méme, s HQ égale a BM, le rectangle QHN
sers égal au double Triangle BFL.
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Les points C, E et F sont alignés; les droites (BC), (GE) et (HF) sont paralléles. Le rectangle GPP'H a

une aire double de celle du triangle BEF. Les questions a) et b) sont destinées 4 vous aider &

démontrer cette assertion.
a) On projette orthogonalement B en C' sur (EF) ¢t E en F' sur (HF). Montrer que les triangles

BCC' et EFF' sont semblables.
b) En déduire BC' x EF = BC x EF' et démontrer l'assertion de Leibniz.

v

l'o

fig.1 fig 2

2°) Voici ce qu'explique Leibniz dans la suite de sa lettre,

Soit B un point donné, qui sera pris pour origine du repére formé par les axes (Bz) et (Bx), etEet F
deux points d'une courbe (. Si E et F sont trés proches, la droite (EF) peut étre considérée comme la
tangente 4  en E et le triangle BEF est le triangle curviligne infinitésimal limité par 'arc EF de la

courbe C et les droites (BE) et (BF).
On a montré 3 la question 1°) que l'aire grisée est double de l'aire hachurée.

Imaginons qu'on répéte la construction en chaque point E de 1a courbe C : ontrace en E la tangente
a (', qui coupe (Bz) en C et on projette C orthogonalement en E' sur la paralléle a (Bz) passant par E.

E' décrit une courbe (' lorsque E décrit ¢ On obtient alors le résultat suivant

B C

fig.3
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L'aire grisée ( assimilable a I'aire du domaine limité par (Bx), (E'E"), (L'L"}, C'') est le double de Faire
hachurée ( du domaine limité par (, (BE), (BL)).

Remarquons qu'on a remplacé une quadrature par une autre

Quelle égalité d'aires obtient-on si on fixe L sur C, qu'on place E en B ¢t qu'on fait tendre vers I'infini le

nombre de points comme F, G, H,... qui subdivisent Farc BL?

3°) Leibniz utilise alors ce résultat pour déterminer H'aire d'un cercle de rayon 1.

a) Reproduire Ia figure 4 et tracer le point E' de la courbe (' correspondant 4 un cercle de centre A et

de rayon 1.
B C z
B z ' *
G :
E p E
fig.4 A fig.5 A
R
X R

v X

b) Nous allons chercher I'équation de (' dans le repére formé (B, (Bx), (Bz)). On note G le projeté

orthogonal de E sur (Bx). On pose BC = z et BG = x . Montrer que les triangles BCA et GBE sont semblables.

GB’ et monirer que ; ﬁ— CAz
c? 6B~ B

En déduire : EB? = CA? x

En déduire l'équation de ' (c'est-a-dire I'expression de x en fonction de z).

4°) Lire 'extrait suivant de la lettre de Leibniz :

Car 1a courbe E(E)((E)) estant un ar¢ de cercle, la courhe

des interceptées, sgavair BP(E)((P)), se.pourra rapporter a l'angie
H

Z
!+32

droit RBC par cette equntion: M x, sppellant BG on CP'x

ot BC ou GP,z, c'est & dire RB sera & BG en raisun doublée de
AC & BC, comme it est sisé de demonstrer.

Remarquer la notation de Leibniz, qui désigne différents points de 1a courbe par E, (E). ((E)), de maniére
analogue a nos E, E', E". La courbe E(E) ((E)} est Ia courbe (, la courbe BP(E)((P)) est la courbe ' aestle
rayonde C(a=1).

Que signifie l'expression :"” RSB sera a BG en raison doublée de AC a BC" ?
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5°) a) Donner une expression de 'aire du domaine limité
par ', (Bz) et la droite d'équation z = | 4 I'aide d'une

B z intégrale.

b) En déduire une expression de laire hachurée
ol (domaine limité par C', (Bx) , la droite d'équation

Af E x=1).

c) On a vu au 2°), que l'aire hachurée est le double de
l'aire du domaine limité par la corde (BE) et l'arc BE

du cercle. Déduire de ce qui précéde une expression de

iE l'aire A du quart de cercle ABE a l'aide d'une intdgrale,

d) En utilisant la partic A, exprimer A comme limite d'une suite de nombres rationnels.
Quelle est la valeur exacte de A ? Qu'en conclure pour 7 7

Lire le texte de Leibniz ( nous avons travaillé dans le cas particulier oil BAE est un angle droit ce qui

correspond db=1).

Et pour y arriver il fsut se servir de iz belle methode de
b
3
2

égel @ ﬁ_i?' la méme x sera égale & 222 4 28—1% etec. &

Nicolaus Mercator, selon layuelle, puisque a estznt l'unité et

I'infiol, et la somme de loules les x égale & Ja somme de toutes
les 22—32* etc. Or la premiere de toules les z estantl infiniment

petits, ot la derniere estant d'une certaine grandeur, comme B(C
bs
somme de loutes 3¢ sera 5 ele. (par la quadrature des paraholes),

donc la somme de Loutes les 1 ou Vespace BCPB, ou la difcycnce
3

du rectangle CBG et du double segment du cercle BEB scca 3

h® b? b®
- + T3 etc. donc (par unesuite assez aisée de 12 (oo-
3 s 1
melrie ordinsire) Yarc BDE sgers : - l%_ <+ {’5. — 2—’:7— etc. le

reyon estant | et BC, touchante de Ja moitié de Parc, estant ap-
pellée b. Ce qu'il falleit demonstrer.
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Retour sur le calcut de I'aire du secteur circulaire BAE de mesure a inférieure ou égale 3

-

|y

Le secteur circulaire BAE a pour angle au centre o ; tan(% }=BC.Onpose BC=b.

L'aire curviligne A ¢ limitée par (BR), (GE) et (' (gris foncé) est le double de V'aire A , du segment (hachuré)
de cercle BE (limité par (et [BE] ).
Premiére étape : on calcule l'aire A 3 (hachurée} limitée par (BC), (CPYet (.

2
X & 2 4,6 _8 o
2_1+22_z 27+ -2 ... {cf A3%a)

"La somme de tous les x", si x = f(z) , est égale, en termes modernes, 4 :

b b
» b b’
. ' ot . 2_ 4 - _
'!f(z)dz : c'est donc: 2_([(1 Z'+...)dz = 2( TS + 5 )

3
*La premiére de lowles les z étant infiniment petite ... la somme de foutes les 2 sera—3—, ..... * correspond a

3

CE e nous £Crivons J 7hdz = _3 .
! K

Or A ; (gris clair) est la différence entre 'aire du rectangle BCPG et A |, elle-méme double de A,

qui est “la différence entre le rectangle CBG et le double du segment du cercle”.

Deuxiéme étape :
L'aire A du secteur ABE est égale a l'aire Ay du segment de cercle ajoutée a 'aire du triangle BAE qui vaut
% (ABxGE) :or AB=1 ; GE?=AE?-AG? donc:

2
2 2. 2 7 4 2

. _1_[1“ sz _ 4b2[i_ b ZJ: b zb2
1+b 1+b 1+b (Hbz)? i+b

aire A du secteur BAE vaut donc

— i 3 3 5 7
SR L.
1+b 2 I+b 3 5 7
_— ——
triangle BAE rectangle BCPG a_}m‘ks
p {3 5 7
A R
1+b I+b 3 5 7
3 5 7
;‘{:b_b_ b b
3 5 7

Ce qui termine la démonstration.

. T i
Sionprend o= I , b=l et on retrouve la série

renconirée plus haut.

On remarque, conune toujours 4 cette époque, qu'on

ne voit apparaitre aucune préaccupation explicite de

Fig. 7

convergence.
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Lettre a La Roque, directeur du Journal des Savants.

Monsieur

.La quadralure Arithmelique du Cercle et de ses segments
ou secteurs, que j's) lrouvée el communiquée a plusieurs excelleos
Geometres il ¥ 2 déjb quelques annees, leur 8 paru assezr extraor-
dinaire, et ils m'opl exhorté d’en faire part su public. Mais comme
je n'aime pas d'écrire un volume farct d'un grand nowmbre de pro-
positions repassées pour donner une seule qui soit nouvelle et
considersble. j'ay recours a2 Yostre Journal qui nous donne le moyen
de publier un theoreme sans faire un livre,

Quadrature Arihmetique est, qui exprime la grandeur de la
figure proposée par ua rang infini de nowbres rationauxr ou com-
mensurables @ une ygrandeur donuée, ce qui suffit pour I"Arithme-
tique lorsqu'on me le scauroit faire par un nombre ratiopel [ni,
car l'arithmetique ne connoist l=s nombres irraliovaux qu'autant
qu'elle les peul exprimer par les ralionels soit finis soit iofinis.
Et il n'est pas difficile de donner méme un rang iofini de nombres
rationsux égal & une racine sourde, ce que je croy d'avoir fait le
premier, en......") la division dans nme extraction cootinuée.

La yusdrature Arithmelique do Cercle el de ses parties peut
estre comprise dans ce theoreme: Le rayon du Cercle estant I'unité,
el la tangente BC de la moitié BD d'un arc donné BDE estant
b b¥ bi b‘l b. bit
T3y Ty

appellée b, la grandeur de 'src sera:

etc. Or las arcs eslanl lrouvez, il esl sisé de lrouver les espaces,
et le corcilaire de ce lheoreine est que le Dismetre et son quarré
estant 1. le Cercie est }—{4+4—34-§— etc. L'usage de cette
quadrature est quoutre la beauté d'un theoreme aussi simple et
sussi surprenaut que celuv-ci. vous avons un moyen de trouver les
sogles par les cosiez el 2 rebours: item les espaces ou portions
des Cercles, Ellipses, Cones, Spheres, Spheroides et de leur sur-

faces, le tout par ume simple sddition de nombres rationaux ou
gracenrs commensurabies au defsut méme de tables toutes cai-
_culéss, ot sans polygones, dont le calcul demande une estraction
perpstuelle de racines, outre qu'sinsi on apprechera hien viste;
car si & per exsmple ou BC eatoit 4 du reyom, b'' seroit
Teosso0pBEus ol Par couseyuent loules les puisssnces plus hsutes
pourront negligées bardimsnt. Ce qui serviroil b conliouver les
ables, ol » les rendre plus exacles sans beaucoup de peine.

Or comme il n'y a rien de si importsot que de voir les ori-
gines des inventions qui valent mieuz & mon svis que les inventions
mémes, @ csuse de leur [fecondité et par ce qu'elles contiennent
en elles la source d'une infinité d'suires qu'un en pourrn tirer
par une certaine combinaison (comme j'ay coltume de [appelier)
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ou applicstion & d’autres sujets lors qu'on s'zvisera de lo faire
comme il faul; j'ay cri estrs obligé de fsire part su public de
l'origine de eelle~cy. Jay dome considere, que les quadratures
que nous avons lrouvées jusqu’icy par l'snalyse ordinaire, depen-
deut des regles Aritbwetiques de trouver les sommes des rangs
reglés, ou des progressions de nowbres rationsux. Mais les or-
données du carcle estsnl irretionclles, j'ay laché de trsnsformior le
cercle oo une sutre tigure, du nombre de celies que [appelle ra-
tionalles, c'est & dire dont les ordonnées sont commeasurables &
leurs sbscisses. Pour cet effect j'ay fait le dénombrement de quantité
da Metsmorphosas, el les syant essayées par une combinsison tres
aisés (car je pourrois par ce moyen écrire en une beurs de Lemps
‘une liste de plus de 50 figures planes ou solides. differentes, »t
nesntmoins dependentes de la circulsire) j'ay trouvé bieutost le
moyen que je m'en vays expliquer. J'gy crd cspendant & propos
de remarquer cecy eu passant pour justiier ca que j'avois dit su-
tresfois de l'otilité des combinsisons pour trouver des choses qune
Palgebre et si vous voulez, l'suslyse méme telle que nous V'avons
ne scauroit donoer. Or le moyen que lee combinaisons m'ont
offert sert & trouver un nombre infini de ligures commensursbles
& une fgure donoée. Pour cet effect je me suis servi de co lemme:
Trois paralleles BC, GE, HF (fig. 1), passant par les troin angles
d'un triangle BEF et un des costez EF estaol prolongé jusgu's s
rencoutre d'une des paralleles en C, le rectangle sous |'intervalle
BC entre le point de rencomire C ot Vangle B, par lequel pesse
oaslie parsliele, ot sous GH, la distance des deux sutres paralleles

GE, HF, c'est & dire le rectangle PGE (en supposant BGH wor-
mele 8 BC, ot CP égale et parallele & BG) sere le double du
Trisngle BEF. De méme, si HQ égsle a BM, le rectangle QHN
sera égal au double Trangle BFL. Ei si ces bases EF, FL etc
sonl infiniment pelites, et continuées pour remplir®) tout I'Espsce
EB({E)LFE i la courbe EFL((E)), et de méme si GH, HN stc
gont infigiment pelites afin que les rectangles PGH, QHN etc. rem-
plissent tout Vespsce PG({G)){(P))QP a la courbe PQ((P)), tout
cet espace sera le double de l'autre espsce. Et puisque FEC, LFM.
({E)}(C)) seront les touchantes de la premiere courbe, le theoremne
se pourra eponcer generalement sinsi: Si d’une courbe E((E)) on
mene & unh costé AB dun angie droit ABC les ordoanées EG,
((EN(G)). & l'sutre costé BC les touchantes EC, ((E)(C))), alors
ia somme des interceptées BC, ((Bf)((C)) entre le point de t‘angle'
B et le point de Ja rencontre des touchantes € ou ((C)) appliquées
normalement & 'aze AB ou GP, ((G))((P)). c'est & dire la figure
PGU(GNH(PYHQP sers le double de l'espace EB((E))E compris entre
e portion de la premiere courbe et les droites qui joignent les
ixtremités de cette portion zu point B.
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Le troisieme Caorvlisire est la quadratore Arithmelique du
Cercle. Car la courbe E(E)((E)) estant un arc de vercle, 12 courhe

des interceptées, sgavoir BP(E)((P)), se.pourra rapporter a l'angle
2

. 22z
droit ion —~
roit RBC par cette equation Sigs

ot BC ou GP,z, c'est b dire RB sera # BG en raisun doublée de
AC & BC, comme il est aisé de demonstrer. D'vu il s'ensuit pre-
mierement qua celuy qui trouvers une regle de donner par abregé
lsa somme d'un lel rang, quoyque fini, de nombres rationsui:
141 2° 144 8’ 149 10" 1+18 17
estre obligé de les adjouter ensemble l'un spres ['autre, aura achevé
la quadrsture du cercle, parceque c'est la progression des orden-
nées CP de la figure BCPB, dont la quadrsture donneroil celle du
Cercle. Mais & present ce west pss eneor s quadrature Arithme-
tique. Et pour y erriver il faut se servir de ia belle methode de

Nicolsus Mercator, selon laquelle, puisque a esiant Funité el -;

N 5, appeilant BG on CPx

elc, sans

2
égal a T};’_' la méme x vers égale & 23——p% 4 20—zt ete. &

linfini, ot lz somme de loutes les x égale & la somme de Loutes
les 32—z2° ete. Or la premiere de loutes les 2 estant infiniment
putite, ot la derniere estanl d'une certsine grandeur, comme BC

8
que nous sppelierons b, la somme de toutes les 22 sera % . el fa

]
somme de loutes 2¢ sera % etc. (par la quadrature des paraboles),

donc 1z somme de toutes les x ou l'espace BCPB, ou ls diffcrcnce
: 3
du rectangle CBG et du double segment du cercle BEB ccea 3

h® b* b?
S 3 etc. done (psr unesuite assez aisée de la Goo-

$ 7
B 5 i
melrie ordinzire) I'arc BDE gera : — % + l{;; -— b—.7" etc. la
rayon estant 1 et BC, touchante de la moitié de l'arc, estant ap-
pellée b. Ce qu'il failoit demonstrer. Javoue que ceile demon-
etrstion ne pourra pss estre entendue de tout le monde, Puvce-
qu'elle suppose bien des choses qui ne sont comnues qu’h ceux qui
son! versez dans les nouvelles decouvertes et qui scavent mauier
les characteres ou symboles., Mais il n'y en a que trep pour
ceuz—<y: et il faudroit un volume pour satisfaire sux autres. On
pourroit prouver aussi le rapport quiil y a entre la figure des
interceptées B((G)X((P))PB et lo cercle, en supposant la quadratare
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de la Cissoeide trouvée par Mons. Hugens, comme il m’a fait re-
marquer. Msis la demonstration que je viens de donner m's servi
de principe dinvention et est feconde eu theoremes nouveaux.
Sl y a lieu d'esperer qu'on pourrs jamais arriver i upe raison
anslytique, exprimée en termes finis, du Diametre & la circonference,
je cruy que ce sera par celte voye, ear quoyque les expressions
soyent infinies, nous ne laissons pes quelques fois d'en trouver les
sommes: el pour cet ellect je donnersy pour couclusion I'observa-
tion suivante, qui me paroist tres curieuse:

1 4 1% +'s ¥ P ¥y ¥5 oy vHa otc. dont la somme M § la progression
esisn! conii-
nuée & l'infini

I N R R L. N ek

b o - dg- s - cdwte . - . . . T}

$. . % .oy - 8e . . . . . I pendetexquad.
cirel.
$. - & - -« tisete.. . . . . 7. pendetexquad.
byperbol.
IR AN o SR 7

Z i
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Leibnizen mathematische Schriften publiés par C. I. Gerhardt, Halle, 1850-1863,
Réed. Georg Olms Verlag , Hildesheim 1962, tome V, p. 88.
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