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Le coeur de ce numéro est une éude sur les séries et les interrogations gu’elles ont suscitées tout au
long de I'histoire. Ce travail a ét¢ amorcée par la lecture de Uintroduction d’un ouvrage &’Emile Borel ; Legons
sur les séries divergentes. Cette introduction est un petit chef d’ceuvre d’épistémologie et de pédagogie que
nous vous présentons en “Bonnes feuilles™. La premidre édition date de 1901. Elle est plus difficile & trouver que
1a suivante, qui date de 1928, mais ce n’est pas seulement pour cela gue j'ai choisi Ia premiere édition. I’y lis
toute la fraicheur et I’enthousiasme d’un mathématicien en train de construire une théorie qui coincide avec son

intuition profonde et lui permet de réhabiliter certains ravaux critiqués de tr2s estimés prédécessenrs.

Dans la deuxitme édition, “on” a tempéré les jugements personnels et ajouté des justifications
mathématiques. A vrai dire, je pense que cette révision n’est pas de la main de Borel, mais plutot de celle de
Bouligand. Un indice étant que le “je” de la premiére édition est devenu “M. Emile Borel”. Ministre de la
Marine en 1925, Borel ne devait guére avoir le temps de s’occuper des rééditions. Pour donner a la lectrice et au
lecteur un apercu de cette évolution, j’ai souligné quelques passages supprimés dans la deuxizgme édition et

signalé en note quelques ajouts, quand ils m’ont parus significatifs.
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Les séries divergentes avant Abel et € cuchy,

On s’accorde généralement pour dater les débuts de PAnalyse
moderne des travaux d’Abel et de Cauchy. Ce qui caractérise
surtout ces deux géométres, c'est le souci de la rigueur parfaite
des raisonnements : ¢’est 13 ta réforme essentielle qu’lls ont intro-
duite dans les Mathématiques.

*Sans doute, avant enx, bien des géométres avaient fait des
raisonnements rigoureux; plusicurs méme avaient une sdreto
- parfaite et ne se trompaient que d’une maniére exceptionnelle.
D’autre part, depuis Abel et Cauchy, il a été imprimé souvent
des raisonnements inexacts, et eux-mémes n’ont pas toujours
¢chappé & Perreur. Mais le point essentiel est d’avoir proclamé
hautement et nettement qu'un raisonnement non rigoureax, un
raisonnement par induction ou par & peu prés, doit étre, en
Mathématiques, considéré comme inexistant. Ce principe une fois
posé, il apparienait aux successeurs d’Abel et de Cauchy d’en
tirer toutes les conséquences et d'introduire pen & peu la rigueur
parfaite des méthodes et des raisonnements qui caractérise le

développement mathématique de la seconde moitié du siécle qui
vient de finir.

E. 3. (3)

*’Rappelons que ¢’est nous qui soulignons certains passages, pour indiquer qu'’ils ont ét¢ supprimés dans

I’édition de 1928.



2 INTRODUCTION.

Il est incontestable que la révolution ainsi accomplic a con-
stitué un grand progrés et qu'elle était indispensable. On peut
toutefois se demander si 'abandon complet des méthodes moins
rigoureuses des géoméires du xvii® siécle a été un bien au point
de vue de la facilité de la découverte mathématique. Il a pu étre
nécessaire de les abandonner momentanément d'une maniére
compléte, pour permettre au principe de la riguenr ndeessaire
de s'établir sans conlestation; mais maintenant que ce principe
est établi d'une maniére définitive et irrévocable, 'étude des mé-
thodes anciennes peut avoir du bon, 4 condition, bien entendu,
qu’on les emploie seulement comme procédé de recherche, en se
réservant de démontrer ensuite les résultats par les méthodes
rigoureuses de I’Analyse moderne,

La théorie des séries divergentes est 'unc de celies auxquelles
s'appliquent le plus immédiatement les généralités qui précédent;
nous allons nous occuper exclusivement de cetie théorie, et tout
d'abord rechercher quel était I'état de la question avant les pre-
miers travaux d'Abel et de Cauchy.

Le procédé le plus commede, et peut-éire aussi le plus sir,
pour faire cette recherche, consiste 4 consulter le grand Traité de
Calcul différentiel et intégral de Lacroix ().

Oun peut considérer, en effet, que cet Ouvrage résume 'Ana-
lyse ancienne; en le comparant avec V'dnalyse algébrique de
Cauchy (), publiée seulement quelques années aprés, on mesure
toute la distance qui sépare les Mathématiques du xvin® siccle des
Mathématiques du xix®. Peu de comparaisons sont plus instruc-
tives pour I'histoire de la Science.
~ Mais revenons aux séries divergenles et voyons ce que nous
apprend 2 leur sujet le Traité de Laeroix; nous emprunterons
aussi quelques renseignements bibliographiques au substantiel
article de M. Pringsheim dans 'Encyclopédie Burkhardi-Meyer (3).

Il importe tout d’abord d’établir une distinction entre les séries
purement numériques et les séries analyliques, c'est-a-dire dont

('} 8.-F. Lacroix, Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, se-
conde édition, 3 vol. in-4, Paris, 18s0, 1814 el 181g.

(%) QFuvres de Caucly, série 11, t. IIL. La premiére édition est de :821.

(%) Encyclopidie der mathematischen Wissenschafien, I, A, 3, § 39-40.
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les termes sont des fonctions d'une variable (ou de plusieurs; mais
nous nous bornerons au cas d’une seule):

En ce qui concerne Jes séries divergentes numériques, I'impos-
sibilité apparait d’abord immédiatement de les utiliser directement
pour un calcul précis.

Il'est cependant un cas dans lequel elles ont paru pouvoir servir
4 un calcul approximatif; et, en fait, dans la pratique, on n’a

jamais besoin que d'ume approximation limitée; il est méme
presque toujours impossible de faire un caleul exact. Le cas dont
nous voulons parler est celur ou les termes de la séric divergente

commencent & décroitre jusqu'a un certaln terme minimum, pour
augmenter d’ailleurs ensuite au dela de toute limite. En calculant
la somme de la série jusqu'au terme minimum, on peut espérer
avoir un résultat approché, dont 'approximation sera du méme
ordre de grandeur que ce terme et pourra, par suite, étre Lrés
notable, si ce terme est suffisamment petit.

Souvent méme, on n'aura pas besoin daller jusqu'an terme
minimum, qui ogeupera un rang trés élevé et sera bien plus petit
que Vapproximation désirée; on calculera simplement les pre-
miers termes de la série, jusqu'a ce qu'on arrive a des termes
assez pettls pour qu’on puisse les considérer comme négligeables,
et Pon adoptera la somme ainsi trouvée pour valeur approchée de
la série.

L'exemple classique en Analyse de la série pour laquelle ceite
méthode réussit est la série de Stirling; mais nous aurons Poc-
casion d’y revenir tout & I'heure. Un exemple plus important est
celut des séries que les astronomes emploient dans leurs calculs;
ils les ont utilisées longtemps sans se douter qu'elles élaient
divergentes, en calculant seulement les premiers termes. Depuis
que M. Poincaré, dans un Mémoire célebre ('), 2 démontré leur
divergence, on conlinue & les uliliser dans hien des cas, caron y
est encouragé par l'exactilude des résultats oblenus, en tous
polnts conformes aux observations. Nous verrons, dans le Cha-
pitre I, consacré i la théorie des séries asymptotiques de M. Poin-
caré, comment cette théorie permet de se rendre compte de ce

{ait, en apparence paradoxal.

(") Acta mathematica, 1. XIIL
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Mais il est des séries divergentes numériques qui présentent
un tout autre caractére; leurs Lermes ne vont pas en-décroissant,
ou méme croissent constamment & partir du premier et augmen-
tent at dela de toute limite 3¢

Comme exemples typiques de telles séries, on peut citer les
deux suivantes, que 'on rencontre assez fréquemment dans les
applications, et qui sont étudides toutes deux dans le Traité de

Lacrorx -
(v} Pl o N — L — T =,
(2) l—i.2-+r1.2.3—1.2.3. ) +1.2.3.4.5—. ...

La série (1), qui parait avoir é1é considérée pour la premiére
fois par Jacques Bernoulli et Leibnitz, a €16 trés souvent choisie
comme type de série divergente; elle a donné lieu, depuis Euler
jusqu’a Cauchy, & de nombreuses discussions, el, aprés Cauchy,
on I'a soavent signalée comme exemple de Pemploi illégitime des

séries divergentes.
s £ . P
Euler considére la somme de la série (1) comme égale & ;5 et

cette affirmation a pour lui la signification suivante : si, par un
caleul quelcongue, on est conduit a la série (1), le résultat de ce

. I
calcul est certainement .

Alnsi présentée et prise 4 la lettre, la proposition d’Euler n'est .
certainement pas exacte, et l'on ne tarda pas & s'en apercevoir.
Déja plusieurs auteurs, Pierre Varignon, Nicolas Bernoulli,
d’Alembert, avaient. signalé le danger de Pemplot des séries
divergentes. I'emprunte & M. Pringshenun la citation suivante de
d’Alembert : « Pour moi, Javoue que tous les raisonnements
fondés sur les séries qui ne sont pas convergentes... me parai-
tront trés suspects, méme quand les résultals s’accorderaient
avec des vérilés connues d'ailleurs. » (Opusc. math., 5, 1168,

p. 183).

Relalivemen’ a la série d’Euler, I'objection snivante se présenta

hientdt.
Soient n et m (n <2 m) deux entiers positifs; on a

P— "

—— = = I et — i
1 — 'R '

{3

* Addition de 1928 : "Malgré celail y a lieu, dans certaines questions, de leur attribuer
une somme conventionnelle."”
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Si Von fail & =1, on obuent

=il—1+1—1—+1,...

R

La série d’Euler a donc ainsi pour somme une [raction positive
quelconque. | 7

Lagrange (1) montra cependant que Fobjection précédente pou-
vait éire levée; Leibnitz avait fait reposer le caleul de la série (1)
sur le calcul des probabilités; la somme de la série (1) étant 1 ou o
suivant que 'on prend un nombre impair ou pair de lermes, elle
est aussi souvent égale 4 1 qu'd zéro; donc sa valeur la plus pro-
bable est égale 4 la moyenne §. Lagrange fait observer que, si 'on
veut appliquer la méme méthode a la série (3), on doit observer
qu'elle n'est pas compléte et que si, pour plus de nelteté, on
prend n =3, m = 3, elle doit s’écrire

o0+ 0—at+0+23t+o0—0—28+0+ 200,

Dés lors, on voit que, si I'on prend la somme successivement
de v, 2, 3, 4, 3, ... lermes de la sévie, on constate que, sur
cinq sommes consécutives, trois sont égales 4 1 et deux & zéro; Ia
valeur moyenne est donc £, ce qui est bien la vraie valeur de la
fonetion qui a donné naissance i la série®

On peut prouver que le résultat ainsi obtenu n’est point dd an
hasard et démontrer méme, comme I’a fait voir M. Frobenius (2),
une proposition plus générale; si l'on pose

n

—
adp== 8y,

[}
an a
S S12- = Sy - S,

lim ayxt = lim ;
s n=w L3

St
dans le cas ot la limite du second. membre existe. On voil ainsi

(') Voir, pour cette discussion, Lacroix, t. III, p. £0o; et Lagraxge, Rapport
sur le Mémoire de Callet, dans le Tome I des Mentoires de la classe des Sciences
matheématiques et physiques de U'fnstitut,

(*) Journal de Crelle, t. 89, p. 262.

*
Note ajoutée en 1828 : “La théorie des séries divergentes dans ses rapports avec le Calcul des

probabilités a éié émdiée tout récemment par M. Paul Lévy dans un Mémoire du Bulletin de la Société
Mathématique de France, t. 54,1926, p. 1-25 (Sur les conditions d' application et sur la régularité des

procédés de sommation des séries divergentes)

** yoir page suivante
10



Si dans cet énoncé, la séric Za, est supposée convergenle, les”
sommes s, tendent vers une limite. Donc la moyenne des
sommes éerite au second membre a aussi une limite et cetle
limite est lo méme (*). D'autre part, dire que Za, est conver-

Tgente équivaut & dirc que la série entiére Za,z? converge
pour z == 1. Le rayon de convergence de cetie série ost donc 21.
S'il surpasse P'unité, I'égalité précédente traduit la continuiié de
la série entiére i l'intérieur de son intervalle de convergence; si
le rayon de convergence est I'unité, la méme égalité traduit le
second théoréme d’Abel, d’aprés lequel si z1end vers 1 par valeurs
réelles, la fonction représentée par la série entiére tend vers la
somme de lasérie convergenle Xa,.

En résumé, le théorime di Frobenins apparait done comme une

extension du théoréme d’Abel, vxlension quis’opére en conservant
littéralement 'énoncé de ce dernicr, i la senle condition d’adopter
une nouvelle défimition de la locution : somme d’une série. Pour
Uobtenir, on substitue a Ja limile de s, celle de la moyenne artth-
métique ()

Sp 8-t Ss-b... 28,
n41

.
Tn—

Moyennant ceile nouvelle définition, la série d’Euler a effective-

1
ment une somme dont la valeur est >

{*} Ce théoréme est essentiel. On peut le démontrer en derivant

(Se+ o~ sy ) {8p+o b0}
n-1

- - I3 - 2
et faisant crolire simultanénient p-el 1 de maniére que le l‘apport"—! lende vers

zéro. Le rvésultal annoncd devient dés lors évident.
(?) Un calcul immédial donne

so=(nti)s,—na,

a,=s5,~5 ,=(n-+1)g,—e2ne,  +(n—1}6, .

. # - a ,
On en conclut que §i o, posséde une limite, le rapport T;‘ tend vers zérn. 11 en

résulte que si la limite de o, existe, suns que s, admette une limite, le rayon de
convergence de lu série entiére Ra, z" est P'unité. La méthode de la moyenne
arithmétique est donc susceptible de faire connaltre la valeur de la fonction aux
extrémités de Vintervalle de convergence, mais elle reste inepérante ecn dehors de
celui-ei.
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que la série, qui pent étre divergente,

Y

Lo

a

peul étre considérée comme ayant pour somme la moyenne arith-
métique des diverses sommes obtenues en prenant successive-
ment 1, 2, 3, 4, ... termes (ou du moins la limite de ceute

movenne arithmétique).

Mais 'objection précédente n’est pas la seule que l'on puisse
faire contre la proposition d’Euler; il est aisé de former des
séries dont les termes dépendent d'une variable et qui se réduisent
a la série d'Euler pour une valeur particuliére de cette variable,
alors que la valeur limitle de la série est un nombre absolument

quelconque.
Empruntons-en deux exemples 3 M. Pringsheim.

6‘1'!?1

—1I
I+

=r—I4+—ritai—ai4.. .,

— =]—={tI—1+....
2
On peut d'ailleurs donner & la série (4), 4 laquelle on pourrait
reprocher un arrangement arbitraire des Lermes, la forme sui-

vanle :

@

dans laquelle les exposants sont les valeurs successives pour n=o,
1, 2,3, ... d’une founction simple de n. ,
De méme, en désignant par E(z) la partie entiére de z, on a
- )'l‘
2(__1),,375(”2}:, —lhr—rtri—zi., .,

L}

d’ol, pour x =1,

0=l —1Flwalbi—I=u.

Il serait aisé de multiplier et de varier ces exemples; fant-il en

12
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conclure, avec M. Pringsheim, que 'affirmation d'Evler est dé-
pourvue de toute valeur et doit étre complétement rejetée? Nous
ne le pensons pas. Il importe, en effet, de remarquer que les
anciens géomélres n'avaient point I'habitude de construire artifi-
ciellement des expressions analytiques compliquées pour prouver
telle ou telle opinion: ils se contentaient, d’habitude, de calculer

sur les expressions gul se présentaient naturellement 3 eux, an

cours de leurs recherches.
1l doit dong étre expressément sous-entendn, dans Paffirmation
d'Euler que, sf L'on est conduit & la série (1Y parn’importe quel
que, P

(1) On devra, bien entendu, tenir compte des remarques de Lagrange rappelces
page 5, relativement aux sérics qu’il est naturel de considérer comme incom-
plétes et de compléter par des termes nuls. 51 cependant la Toi des Lermes man~
quants est suffisamnment réguliére, la proposition d'Euler paralt élre encore vraie.
Mais je ne puis ici préciser le sens du mot reguliére; je renverrai & mes Legons
ster les fonctions entiéres, Note II, ol I'on trouvera quelques indications a ce
sujet, en attendani que je puisse publier une théorie générale de la croissance

des fonections.
Comme exemple d’une série importante en Analyse ct oit il mangue des termes
en grand nombre, on peut ciler la suivante

6‘:'—i—q+q‘+q°—.‘—q"+q’5:—q“f....
. - 1
Lorsque g tend vers —1 par valeurs réelles, la limite de s est 3! de serte que

I'on a, & la limite

1 .
2 E SR il B ob Tk £ S

Yoici de ce fait une démonstration trés élégante, due a M. J. Tannery. On a
=

(v} :1+v(u:)"2q“’cnsznzv

el
=1
- =
= I I {1—g™) I I {(1—2g*cos2mv—+ gir-7).
n=1 n=1

En faisant v =0, on obtient

mo) =[fa—g | [Jo—a

n=1 n=1

2

Lorsque g est réel et positif, tous les facteurs du produit infini sont inférieurs
4 l'unité; on en conclut immédiatement que ce produit tend vers zéro lorsque q
tend vers +1; si P'on observe que l'on a

Flo)=1—2g-—agt—ag'+2g'f—. ..,

13
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.- . ' o
calcul, on peut sans hésitation la remplacer par -, qulil s’agit
2

seulement des calculs que 1'on scra conduit naturcllement i [aire,
et non d’expressions construites exprés pour mettre lu régle en
défant. Pour prouver done que Uaffirmation d’Euler est fausse, en
se plagant au point de vue d’Culer, il faudrait fournir 'exemple

d'un géomélre qui, n'ayant qucune préoccupation relative aux
séries divergentes et & la légitimité de leur emplof, a trouvé,
dans des calculs ayant pour objet des recherches d’un ordre tout
différent, une série telle que {3), pour Jaquelle ia régle d'Euvler
est en défaul.

Tant qu'on n’aura pas fourni un tel exemple, on pourra dive

que cette régle est exacle, au point de vue pratique cl erpere-

mental, puisque, depuis un siécle, elle n'aurait trompé aucun des

géométres qui 'auraient appliquée, sauf ceux qui se seraient pré-

cisément proposé comme but de la metire en défaut; ceux-la. non

plus, n’aaraient d'ailleurs pas éié trompés, puisqu’ils savaient &
V'avance le but vers lequel ils tendaient.

Aussi n'y a-t-il point lieu de blimer Fourier de s’en étre servi
sans scrupule (GEuvres, t. I, p. 206). Fourier fait d'ailleurs
usage, dans le méme Ouvrage (p. 191} de produits infinis diver-
gents et il suffit de consulter la Note dans laquelle M. Darboux a
rétabli le raisonnement rigoureux, pour se rendre comple que

Fourier savait parfaitement ce qu'il faisait et ne risquait nulle-
ment de se tromper.*

Mais nous nons sommes assez étendus (1) sur lasérie (1); disons
quelques mots de la série

{2} 1—r.2+~i.2.3—1n.2.3.4+1.2.3.0.5—. ...

on en conclat immédiatement le théoréme que nous avons énoncé relutiverent
a la série s.

Ce théordme peut 5'étendre, par I'emploi des formules de transformaution { Tan-
NERY ot Moiy, Traité des fonctions elliptiques. t. 11, formule XLIIL,), au cas
ot Fon suppose que ¢ tend vers —i en suivant wn chemin quelconyque non tan-
gent au cercle de convergence; je dois aussi ce dernier résultat 3 une obligeante
communanication de M. Tannery.

(*) Faisons observer cependant que, st {’on attribue une somnie & la série (1),

o oa 1 .
cetie somme ne sauratt éire aotre que 3 @r si 'on pose

S=1—1-1—1+....

* Cette ardente défense des mathématiciens aa nom d’une restriction de leurs résultats & un champ nature!
des travaux mathématiques est remplacée dans l'édition de 1928 par une restriction théorisée et

axiomatisée du champ d’application, que nous présentons page suivante.

14



Nous ne pensons pas, pour
cela, qu'il faille en conclure, avec M. Pringsheim, que laffirma-
tion d’Euler est dépourvue de loute valeur. Il vaut mieux l'inter-
préter de la maniére suivante : si, dans un calcul, on est conduit &

la série (1), on peut en général la remplacer par ];; le résultat est

exact toutes les fois qu'il s'agit de caleuls se présentant naturcle-
ment, au cours d’une recherche objective, et non d’expressions
construites artificiellement avec le souct de metire jusiement la

régle d’Euletn géfaut (2).

Cel énoncé n'a évidemment qu’une valear statistique. Mais on
peut transformer la régle d’'Euler en un théoréme, parfailement
rigoureus, si 'on admet les prémisses suivantes :

1o [l existe une classe de séries, plus étendue que celle des
séries classiquement dénommées convergenltes, telle gu'a chaque
série de cette classe, corresponde.anesomme;

2° La série d'Euler appartient a cetle classe;

30 Soit S la somme d'une série Za, de la classe. La série Zha,

"

(ot . désigne un facteur guelconque indépendunt de 22) appartient
clle-méme a la classe et a pour somme 45;

4° Sila série @g 4~ as~+... 4+ ap —+... admet une somme S, la
série @, ...+ tp—+... admot elle-méme une somme égale
a5 —a,.

Ces hypothéses entrainent la possibilité d'écrire légitimement

S=f—14+1—1+...=m1—~(1—I+1—...) =15,
LIRS
d’'ed

Finalement, les caleuls an cours desquels il est permis d’appliquer
la régle d’Euler sont donc ceux oi, d'une maniére implicite, on
considére les hypothéses ci-dessus comme vérifiées.
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Il ne peut &tre ici question de prendre une moyenne de sommes
successives; cetle moyenne n'existe pas; on ne peut pas non plus,
comme il pourrait éire suggéré par ce qui précede, introduire une
variable z et chercher la limite de la série
{2) 1—i.22+1.2.322—1.2.3. 423+, ..
lorsqu'on y fait x =1. Celte série (2) est, en effet, divergente
pour toute valeur de z.

Lacroix obtient la somme de la série (2) par une transforma-
tion assez compliquée (t. ITL, p. 34-); le résultat ainsi obtenu
coincide d'aillenrs avec la valeur d'une intégrale qui donne nais-
sance 4 la série (2)' et dont nous parlerons plus loin (p. 36).

Sans qu'il soit nécessaire d'insister davantage, on voit gue,
malgré des hésitations et des scrupules qui devaient metlre en
carde contre les erreurs grossiéres, les géométres du temps de
Lacroix avaient d’assez bonnes raisons ezpdrimentales d’avoir
confiance dans les séries divergentes, méme numériques.

A plus forte raison employaient-ils sans le moindre scrupale
les séries divergentes dont les termes étaient des fonctions d'une
variable. Considérant simplement au point de vue formel les
calculs exéculés sur ces séries, ils étaient amenés 4 constater que
les résultats de ces calculs exprimaient des faits analytiques
précis, d’ot ils tiraient des conséquences le plus souvent, sinon
toujours, exactes (!). Nous verrons plus loin comment de tels
résultats sont aisément explicables.

on
Se=rem(l—tI—I+4...)=15

d’olt § = . Relativement aux objections que I'on pourrait faire & ce raisnnne-

ment, en changeant I'ordre des termes, voir plus loin, p. 17.

{(*) Le passage suivant du Traité de Lacroix (t. I, p. §) monlre trés nettement
le point de vue auquel il se placait :

« 11 est 4 propos de faire atiention an mot developpement que I'on emploie
jci au lieu de celui de waleur; car une série ne donne pas toujours la valeur de
la fonction & faquelle elle apparlient : quelquefois méme, au lieu d’en approcher
davantage, 3 mesure quon prend plus de termes, elle s'en éloigne sans cesse,

ainsi qu'on peat le remarguer sur la {raction = développée suivant les puis-
@ —
sances de . La série
z o
19 = 4+ — + — 4+
a @  a

qui en résulte ne donne des résultats convergents vers la vraie valenr que dans
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En somme, on peut résumer 1'état de la Science & Pépoque de
Lacroix en disant que 1'on avail dans les séries divergentes unc
conflance justifiée par les faits, mais cependant rendue prudente
et quelque peu hésitante par des difficultés telles que celle qui a
été étudiée page 3.

Les travauz de Cauchy.

Nous venons de dire que, & 'époque ot Abel et Cauchy com-
mencérent i écrire, on avail, dans les séries divergentes, une
confiance justifiée presque toujours, sinon Loujours, par les faits.

Ausst n'est-ce pas sans hésitation qu'Abel et Cauchy frappérent

le cas on 2 < a@; ce n'est donc que dans ce cas qu'il est permis de Vemployer i
déterminer par approximation cette vraie valeur, mais cependant 'expression

considérée en faisant abstraction du dernier terme, ¢’est-a-dire comme contenant
toujours des termes de méme forme, quelque loin qu’on la prolonge, est tellement

. . a . . . o -
liée avec la fraction — que si une question nous conduisait & la série

@

T z° x*
I = 4+ — 4 =
a a

nous serions en dreit den conclure que la fonction cherchée n'est autre que

— o si nous découvrions quelque propriété relalive & une suite de lermes
x z* . s .
tels que 1+ = =+ g3 ..., Dous pourrions affirmer qu’elle appartient 4 la fonc-

- @ : Coury s . -
tion - Pour sentir Ia vérité de cette assertion, il suffit d’observer que le
P
développement régulier d'une fonction, considéré dans toute son étendue, vérifie
Péguation qui caractérise cette fonction. Dans I'exemple que j'ai choisi, si I'on
a
a—zx

fait = y, on en conclura I'équation

a—(a—z)y=0
et si I'on substitue, au lieu de la fonctien 3, son développement

& x? z?
[+ = = A — el

a- a’ "

on verra que, quelque loin qu'en le calcul pousse, les termes se détruiront toujours.
On congoit sans peine qu’il en serait de méme dans tont autre exemple, et d’ail-
leurs il s’en présentera un grand nombre dans la suite de ce Traité. »

_ On verra qu'il ¥ a peu de chose & ajouter aux idées de Lacroix pour obtenir
la hase d’une théorie rigoureuse des séries divergentes.
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d’ostracisme les séries divergentes. Quelques citations montreront
bien quels furent leurs scrupules. Abel écrit & Holmbog, le 16 jan-
vier 1826 (OEuvres complétes d’ Abel, édition Sylow-Lie, t. I,
p- 256-257) : « Les séries divergentes sont, en général, quelque
chose de bien fatal, et ¢’est une honte qu'on ose y fonder aucune
démoanstration... la partie la plus essentielle des Mathématiques
est sans fondement. Pour la plus grande partie les résultats
sont justes, il est vrai, mais ¢'est ld une chose bien étrange. Je
m’occupe & en chercher la raison, probléme trés intéressant ».

D’autre part, dans la Préface de son Analyse algébrigue,
dés 1821, Cauchy écrit @ « J'ai é16 forcé d’admettre diverses
propositions qui paraitront peul-étve un peu dures; par exemple,
qu’une série divergente n'a pas de somme... ».

On voit combien sont grands les scrupules de Cauchy; aussi ne
doit-on pas s'étonner qu’il se soit posé, luj aunssi, le probléme
énoncé par Abel dans le passage que nous avons cité, et ait
recherché comment Uemploi des séries divergentes peut conduire,
d’une maniére presque coostante, a des résultats exacls, tout en
n’étant pas théoriquement légitime. Une mort prématurce n'a
malheureusement pas permis i Abel de s'occuper de cette ques-
tion, comme il en annonce l'intention ; aussi avons-nous di mettre
le nom seul de Cauchy en téte de ce paragraphe.

En parcourant ses OEuvres, on se rend compte que le désir de
trouver un mode d’utilisation des séries divergentes ne I'a jamais
abandonné; il y revient 3 plusieurs reprises. Il se préoccupe ausst
des intégrales définies dépourvues de sens, question connexe i
celle des séries divergentes el pouvant éire traitée par des mé-
thodes en partie analogues, mais que nous laisserons systématique-
ment de c6té, désireux de délimiter bien nettement notre sujet, et
ne voulant pas y méler un probléme, intéressant sans doute, mais
3 peine effleurs jusqu'ici et qui appelle encore bien des recherches.

Sur les séries divergentes, les travaux de Cauchy sont d’impor-
tance trés inégale; le court Mémoire sur la série de Stirling (1) se
distingue nettement des autres par la clarté et la beauté de ses
résultats; nous étudierons en détail ce Mémoire an début du Cha-
pitre I; contentons-nous de dire ici que Cauchy y justifie, pour

(') Comptes rendus, t. XVILL, p. 3-0. — (Euvres de Cauchy, série I, 1. VIII, p. t8.
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pitre L.

la série de Stirling, le procédé de calcul approximatif dont nous
avons parlé tout & I'heure (p. 3}, pour les séries donl les termes
décroissent d'abord beaucoup pour croitre ensuite au dela de toute

La théorie de Cauchy ne s’applique d’ailleurs pas i la seule
série de Stirling; comme nous le verrons, il fait observer qu'elle
s'applique aussi 4 une classe fort générale de séries ordonnées
suivant les puissances croissantes de la variable.

Mais cette partie du Mémoire de Cauchy, élant restée sans
applications, est tombée dans Youbli et la série de Surling a été
le seul exemple classique de série asymptotique, jusqu’au jour
oir M. Poincaré a fait une théorie générale de cette classe de
séries, théorie dont les traits essentiels sont exposés dans le Cha-

Parmi les autres recherches de Cauchy sar les séries diver-
gentes, on doil citer sa théorie des séries syntagmatiques. Cauchy
donne ce nom & des séries ordonnées suivant les puissances de
plusieurs variables et qui sont convergentes ou divergentes, sui-
vant la maniére dont on arrange leurs termes. Nous devons nous
borner 4 ces bréves indicalions, renvoyant pour les détails aux
Mémoires de Cauchy (*). Signalons cependant un fail curieux :
analogie certaine, quoique assez éloignée, de ces recherches de
Cauchy avec les travaux récents de M. Mittag-Lefller, dont il sera
question au Chapitre V. Nous devons d’ailleurs nous empresser
de dire que les Ménoires de Cauchy, faute d'applications simples,
étaient complétement tombés dans l'oubli, et que M. Mittag-Leffler
n'en avait nalle connaissance lorsqu’il a fait sa belle découverte.

Le fait essentiel qui se dégage de cette revue rapide des travaux
de Cauchy sur les séries divergentes, c’est que le grand géometre
n’a jamais perdu de vue la question des séries divergenles et a
cherché constamment & aliénuer cette proposition « un peu dure »,
suivant ses propres termes, gi'une série divergente n'a pas de
somme. Les successeurs immédiats de Cauchy, au contraire, ont
acceplé cette proposition sans atténualion ni restriction, et parais-
sent avoir perdu complélement de vue les efforts qu'il a faits pour
en diminuer la brutalité. Ils conservérent seulement le souvenir

INTRODUCTION.

(') Comptes rendus, 1. XX, p. 329. — OFuvres de Cauchy, strie L 1. 1X, p.1g.

* Note de 1928 -

() Il est bien ficile de comprendre dés maintenant comment ce point de vue
consistant 4 rechercher un arrangement, ou plus généralement une transforma-
tion opportune des termes se rattache i cc qui préeéde. Soit 5,(x) la somme
des n premiers termes d'une série entiére. En posant

. (z) == S+ S (x)+...+ S,,(.z)’

n—t
on obtient la somme des # + 1 premiers termes d'une série, ayani pour terme
général un polynome. FEn substituant i la sévie entiére cellesirie de polynomes
(qui en résulte par transformation des Lermes), il se peut que celle deuxidme
série converge en cerlains points du cercle de conyergence ol la premiére élait
indéterminée.
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HISTORIQUE ET GENERALITES. 13
de la théorie relative 4 la série de Stirling; mais la possililité
d’utiliser pratiquement cette série divergente apparaissait comme
une curiosilé tout i fait isolée, et sans importance an point de
vue des idées générales que 'on pouvait chercher & se faire sur

PAnalyse.

Les séries divergentes depuis Cauchy. — Le probléme actuel.

Comme npous venons de le dire; on cessa, aprés la mort de
Cauchy (1857), de se préoccuper des séries divergentes; cest
seulement plus de vingt ans aprés que parail un travail se ratia-
chant & cette question; je veux pacler du Mémoire de Laguerre

sur l'intégrale (V)
[‘m e~*dx
£

v

Nous dirons quelques mots de ce Mémoire an début du Cha-
pitre II; contentons-nous de remarquer ici qu'il renferme seu-
lement un fait isolé et ne paraissant pas pouvoir servir de base i
une théorie générale. C'est seulement bien plus tard que Stieltjes,
généralisant d’une maniére forl large le résultat de Laguerre, a
créé la belle théorie que nous exposerons dans ce Chapitre.

Mais c’est & 1886 qu’il fant faire remonter les premiéres re-
cherches & la fois générales et rigoureuses, sur des séries diver-
gentes. A cetle époque, parurent simultanément deux Mémoires,
'an de Stieltjes (), Pautre de M. Poincaré (3) sur les séries que
le premier appelmt semi-convergentes et le second asympio-
tigues. Clest ce dernier terme qui a prévalu; la théorie de
M. Poincaré a, en effet, une portée bien plus haute que celle de
Stielljes, comme on s'en rendra compte aisément en lisant le
Chapitre 1.

Ce qui caractérise la théorie de M. Poincaré et lui donne sa
grande importance, c'est qu'elle est basée essentiellement sur Ja

(") QFuvres de Laguerre, t. 1, p. 428, — Bulletin de la Société matheémaltique
de France, t. VL.

{*) StierTael, Recherches sur quelques séries semi-convergentes { Annales
de [’Ecole normale, 1886).

(*) PoixcARg, Acta mathematica, t. VIII.
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possibilité d'appliquer aux séries asymptotiques, dans des condi-
tions bien déterminées que nous apprendrons a connailre, les
végles ordinaires du calcul algébrique et du calcul intégral. Les
opérations ainsi effectudes correspondent exactement aux opé-
rations analogues eflectuées sur les fonctions que Uon fait
correspondre aux séries. Clest 1a le fait essentiel qui est le fon-
dement de la théorie de M. Poincaré et qui doit étre, mutatis
mutandis, le fondement de toute théorie des séries divergentes
qui aspire & élve susceptible d’applications.

On trouvera dans les Chapitres III, TV, V, l'exposé de travaux
plus récents sur les séries divergentes, travaux dans lesquels Jai
eu une part assez grande pour qu’il ne m’apparticnne point de les
commenter; je préfére terminer ce Chapitre en indiquant briéve-
ment les principes fondamentanx qui m’ont guidé et qui dérivent
d’ailleurs des remarques qui viennent d’étre faites i propos de la
théorie de B. Poincaré.

Il semble qu’a propos des séries divergentes on puisse se poser
deux problémes principaux, dont le second est, comme nous le
verrons, un cas particulier du premier, mais mérite cependant

d’éire traité i part.

Le probléme fondamental est le suivant : Faire correspondre
& chaque série divergente numérique un nombre tel que la
substitution de ce nombre & la série, dans les caleuls usuels ot
elle peut se présenter, donne des résultats exacts, ou du motns
presque toujours exacts. Il y aura lien d'ailleurs, une fois ce
premier résultat acquis, de fixer des classes, le plus étendues pos-
sible, de méthodes de calcul dans lesquelles on est certain que la
substitution du nombre & la série est légitime. Pour les calculs ne
rentrant pas dans les classes étudiées, on devra regarder le résultat
obtenu comme seulement probable, et chercher i le vérifier par
d’autres méthodes.

Il est d’ailleurs & peine utile d'observer qu'on ne peut guére
espérer résoudre le probléme précédent pour toutes les séries
divergentes ; 'infinité non dénombrable des modes de divergence
parait étre un obstacle insurmontable; mais ce serail déja un
résultat fort important de Pavoir résolu pour les séries diver-
gentes que l'on peut étre effectivement amené 3 rencontrer dans

les applications.

* Dans I"édition de 1928, cette phrase est remplacée par : “travaux auxquels M Emile Borel a pris une
part importante”,
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On pourrait d’ailleurs étre amené, comme nous en verrons des
exemples plas loin, & attribuer plusieurs sommes différentes a
une série divergente (1); ce fait peut paraitre tout d’abord étrange
et paradoxal; il n'anrait pas paru moins étrange a4 un géométre
du xvirr® siécle d’entendre affirmer que l'intégrale définie

s

1 ~

n'a pas senlement pour valeur loga, mais doit &tre considérée
comme égale &

loga -+ 2hwi,
k élant un nombre entier quelconque.

Mais nous laisserons i peu prés. complétement de cdté celte
question des valeurs multiples des séries.

Il est aisé de fixer, a priori, diverses conditions auxqguelles
devra satisfaire le nombre que nous appellerons la somme de la
série divergente, par une extension naturelle du sens de ce mot.
¥ 1{ est d'abord clair que si les séries de termes généraux u, et ¢,
ont pour somme U et V, la série de terme général au,+ bo,
devra avoir pour somme aU -+ 6V, quelles que soient les con-
slantes e et b.

Il est clair aussi que si la série

Uo— Uy Mo+, .o Up+. ..
a pour somme U, la série
Up— Upyqg Tt Upry ...
doit avoir pour somme
U gty 4 Ugbe oo Ly ).

De méme, dans des conditions a préciser, la multiplication des
séries divergentes devra élre possible, et la série produit devra
avoir pour somme le produit des sommes des séries facteurs.

Les remarques précédentes permettent déja de calculer lavaleur

nécessaire que I'on doit attribuer 3 la somme de certaines séries,
si toutefois il est possible de leur attribuer une valeur. Nous les

('} Et aussi & une série convergente.

* Le texte de 1928 qui remplace toute cette fin de I"introduction est reproduit dans article
“Le jeu des paradoxes dans 1’élaboration de la théorie des séries, p
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avons déji utilisées, en fait, page 8, a propos de la série d'Euler.
Voici un autre exemple @ soit

s=1—2+4—8+16—324....

se=1—2(l —24-4-—8+16—...)=1—23,
d’ol '

m
Il
CUE

Il est cependant deux opérations que I'on devra se garder d’ef-
fectuer sur les séries divergentes : ¢'est le changement de l'ordre
des termes, et le remplacement de termes conséculifs par leur
somme ('), lorsque ces opérations seront faites une tnfinité de
_ fois, car il résulte, d'une remarque faite & la page précédente, que
ces opérations sont légitimes lorsqu’on ne les ellectue gu'un
nombre limité de fois. .

Il est manifeste d’ailleurs que la seconde des opérations dont
nous venons de parler ne saurait étre légitime si la premiére ne
Pest pas; car, en effectuant successivement cette seconde opéra-
tion et Popération inverse, on peul obtenir un changement pur et
simple de Pordre des termes, c'est-a-dire effectuer la premiére
opération (*).

Or, un peu de réflexion suffit pour se rendre compte que ce
changement de P'ordre des termes ne sauratt étre légitime.

On sait, en effet, que, méme dans le cas des séries convergentes,
on peut modifier la somme & volonté en changeant l'ordre des
termes, toutes les fois que la série n’est pas absolument conver-
gente.

(') Ou, inversement, la décomposition d’un terine en une somme de plusieurs

sutres.
(?) Par exemple, la série d'Euler s peut s'écrire

(—n+(—1)~Hr—1)+..

¢’est-a-dire
D000,
et ensuite
(—1+1) {1+ {(—151) .,
c'est-a-dire
—_— it I T
ou — §.
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;

D'ailleurs, on peat démontrer (*) que si 'on désigne par g, le
déplacement du terme de rang » de la série, c’est-i-dire Ia diffé-
rence entre les nombres qui expriment son rang dans la série pri-
mitive et dans la série modifiée, il suffit, pour que le changement
de 'ordre des Lermes n’altére pas la valeur de la série, que I'on ait

(1) fimdy_p ttn = o,
n=w

ou bien

(') lisn ar:u—u+p= 0,
=]

quel que soit U'entier positif p qui peut varier avee n; ces deux
conditions sont d’ailleurs équivalentes; mais il ne suffit pas que
'on ait

(2) lim S, t,=o0.
nmw

Or, pour une série convergente, dont les termes tendent néces-
sairement vers zéro, la condition {1) est nécessairement vérifide si
tous les 8, sont finis. Mais pour une série divergente, dont les
termes ne tendent généralement pas vers zéro, la condition (2) ne
sera pas vérifice, méme si les 6, ne dépassent pas I'unité, 1 est
donc fort naturel, par analogie avec ce qui se passe pour les séries
convergentes, que le changement de I'ordre des termes aliére la
valeur de la série. Des exemples trés aisés a former montrent
d’ailleurs qu'il en est effectivement ainsi.

On doit donc considérer, dans une série, le rang de chague
terme comme faisant partie intégrante de ce terme; une série
n’est pas seulement une collection dénombrable de nombres; ¢’est
une telle collection, dont les éléments sont rangés dans un ordre
déterming, et cet ordre importe autant que la valeur des éléments.
Sans doute, pour les séries absolument convergentes, la somme nc
dépend pas de cet ordre et, & un certain point de vue, on peut
en faire abstraction; mais il n’en serait sans doute plus de méme
si Fon s'inquiétait des diverses valeurs que peuvent avoir ces
séries, comme nous 'avons dit p. 13.

Cette maniére de considérer les séries : une collection de

(') Voir BoreL, Sur le changement de ’ordre des termes d’une seérie semi-
convergente ( Bulletin des Sciences mathématiques, 18go).

E. B. (3) _ 2
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nombres, dont chacun a un rang déterminé, est, & mon sens,
tout & fait essentielle en Analyse;il faut y ajonter qu'une modi-
fication portant sur un nombre {imité de rangs, et pouvant par
suite diminuer tous les rangs d’un nombre fixe, & partir d'un cer-
tain terme, est sans importance; mais ¢’est & ’infind, si'on peut
ainsi s'exprimer, ¢’est-a-dire dans les termes dont le rang augmente
indéfiniment, qu'il importe de ne pas bouleverser Varrangement
de la série, sous peine de-changer compliétement son caraciére.

Laissant maintenant de ¢dté les séries divergentes numériques,
passons au second probléme que nous avions annoncé : il est
relatif aux séries de fonctions toujours divergentes. Lu théorie des
séries de fonctions tanldt convergentes, tantdt divergentes, sui-
vant la valeur de la variable (ou des variables} se rattache, en
effet, 4 Ia théorie du prolongement analytique et il 0’y a pas lien
d'y insister ici; nous en parlerons dans Ie Chapitre IV.

Le probléme actuel est, comme nous l'avons dit, un cas parti-
culier du précédent puisque, si I'on savait calculer la somme de
la série numérique obtenue en donnant i la variable (ou aux
variables), dans la série de fonctions, une valeur particuliére
quelconque, on aurait la connaissance compléte des valeurs nu-
mériques de la fonction représentée par la série. Cette fonction
serait donc connue, au moins théoriquement, et son étude rendue
possible. '

Mais on concoit qu’il puisse étre le plus souvent avantageux
d’étndier cette fonction directement, sans passer par l'inlermé-
diaire de ses valeurs numériques, et c’est pourquoi nous avons
distingué ce second probléme du premier.

Le cas particulier de ce second probléme qui parait étre de
beaucoup le plus important, dans 1'éiat actuel de I"Analyse, est
celui qui est relalif aux séries de puissances loujours divergentes.
Noas nous en occuperons i diverses reprises dans le courant de
cet Quvrage.

Remarquons simplement ici que ces séries se présentent natu-
rellement, comme intégrales vérifiant formellement des équations
différentielles, et qu'il est par conséquent Lout indiqué de cher-
cher a détermirer, a Paide de ces séries, les fonclions inlégrales.

Il est clair, d'aillears, sans qu'il soit besoin d’insister sur ce
point, que les régles de sommation de ces séries de fonctions
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devront satisfaire aux lois fondamentales que nous avons reconnu
étre nécessaires pour les régles de sommation des séries numé-
riques. En particulier, pour les séries de puissances, la multipli-
cation s’effectue d’aprés des régles évidentes : elle devra douner
pour résultat une série donl la somme sera le produit des sommes
des séries {acteurs.

PAR

EviLe BOREL
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