DANS NOS CLASSES

1-1+1-1+1-... etc.dﬁinﬁni

Maryvonne HALLEZ

i

La "série" 1-1+1-1-.... que nous pouvons écrire  lim 2 (—1)i a occupé sous différentes formes
n—eo
0

i=
plusicurs mathématiciens et philosophes et non des moindres] depuis le 17&me siécle aprés avoir donné
beaucoup de fil a retordre aux "géometres” du Moyen-Age. Le propos de cet article est la lecture de la
lettre adressée par Leibniz au philosophe Christian Wolf "sur la science de l'infini" qui traite justement de
cette série. A 'époque de Leibniz, "la nouvelle acuité du débat résulte de l'interprétation théologique que le
pére Guido Grandi, jésuite, auteur d'une quadrature du cercle et de 'hyperbole prétend y greﬂer“z. 1l énonce
que 0+0+0+...a l'infini donne une quantité non nulle expliquant ainsi de mani¢re tendancieuse voire
hérétique le mystére de la création.

Voici quelques questions un peu provocatrices qui peuvent introduire le débat. Considérons
Fexpression "0+ 0+ 0+ 0 +......etc. & l'infini".

Est-ce un objet mathématique ? Peut-on attribuer a la somme 0+0+... la valeur 0 ? Est-ce le

méme objet que "1-1+1-1+1-... etc. a l'infini" au sens o 1+2+3 serait le méme objet que 3+3 ? Peut-

1
on poser x =1-1+1-1...etc. & l'infini, en déduire x = 1- x et obtenir 5:1-1+1—1+...etc. a l'infini ? Dira-t-

on seulement : toute somme partielle est O ou 1 ?
Les mathématiciens contemporains qualifient I-1+1-1+... de série alternée admettant deux

valeurs d'adhérence O et 1. Cette série est donc divergente. Leibniz va proposer trois démarches pour

"prouver" |'égalité —2— = 1-14+1-1+...etc. A l'infini, que nous présentons dans l'aide 2 la lecture qui va

suivre. Le but de la réflexion sur cette lettre est de montrer les paradoxes qu'entraine la décision de poser
I'infini et d'introduire les outils mathématiques forgés pour domestiquer ces paradoxes. Quelle formulation
va satisfaire une communauté scientifique ? Quel outil conceptuel va remporter I'adhésion ?

D'Euclide & Grégoire de Saint-Vincent, donc du 3&me siécle avant Jésus-Christ jusqu'en 1647,
une seule méthode pour "apprivoiser l'infini” celle que nous appelons méthode d'exhaustion dont le
fondement est la proposition 1 du livre X des Eléments d'Euclide?. Cette proposition n'aura pas de rivale

avant le 17&me siécle. La scolie & cette proposition donne le cas particulier de la dimid:iation ou

1Citons Leibniz, les fréres Bernoulli, le Marquis de I'Hospital, d'Alembert, Euler, Bolzano, Woodhouse,
Peacock, De Morgan, Laplace, Lagrange, Borel, Bourbaki, Grattan-Guiness, Frobenius.......

2 °La naisance du calcul différentiel " de G.W. Leibniz - Introduction ,traduction et notes de Parmentier -
Vrin 1989 p.434

Le texte de la lettre donnée en annexe est également tiré€ de cet cuvrage.

La quadrature de Grandi fut publiée a Pise en 1703.

3Cf. Mnémosyne n°l p. 18
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dédoublement ; & partir d'une grandeur donnée , si on lui en enléve sa moitié puis la moitié€ de sa moitié
et ainsi de suite que restera-t-il ? Euclide répond : une grandeur moindre que toute grandeur proposée a

I'avance quelle que petite qu'elle fit. On peut aussi dire que le liévre ne ratirapera jamais la tortue, que

1 1 .

—+ — + —+... ne sera jamais 1, ou répondre comme Leibniz [ = —+ —+ —+... Ecrire cette égalité
2 4 2 4 8
est un des coups de force de Leibniz qui vont lui permettre de déraciner les méthodes archimédiennes en les
arrachant aux limites inhérentes 4 la mathématique grecque et d'inventer le calcul différentiel. Il affirme

fortement la véracité de 1'égalité ; "une égalité peur étre stricte et rigoureuse méme si elle enveloppe

1 1 1 1
Vinfini que ce soit U'infiniment petit ou l'infiniment grand . 2 est autant que ~1-+ 5 + :1- + »8-—+...[e
I
diamétre et son carré étant 1, le cercle est | ——+——............. "1 11 substitue ainsi A 1'égalité statique

de Descartes, a 1'adégalité de Fermat2, une égalité dynamique constitutive de la "doctrine des séries” qui
manifeste "les merveilleuses harmonies de la nature”. Cette position philosophique est liée au principe de
raison suffisante :"rien ne se fait sans raison suffisante :c'est & dire que rien n'arrive sans qu'il soit
possible a celui qui ne connaitrait assez les choses, de rendre une Raison qui suffise pour déterminer
pourguoi il en est ainsi, et non autrement."3 Deux autres éléments de la valise métaphysique de Leibniz
utilisés dans cette lettre 2 Christian Wolf sont

- la loi de justice que I'on peut exprimer ainsi : 8'if n'y a pas plus d'arguments en faveur d'une quantité que
d'une avtre Ia loi de justice conduit & prendre "le milieu entre les deux quantités ayant méme raison d'étre.”
- et la loi de continuité : lorsque la différence entre deux grandeurs "peut &tre diminuée au-dessous de toute
grandeur donnée in datis ou dans ce qui est posé, il faut qu'elle se puisse trouver aussi diminuée au-

dessous de toute grandeur donnée in quaesitis ou dans ce qui en résulte."

Christian Wolf (1679-1754) a exercé une grande influence sur la philosophie allemande
de son temps. I est d'abord mathématicien, professeur de mathématiques a Halle A partir
de 1707, il se tourne officiellement vers la philosophie 'année méme de cette lettre de
Leibniz en 1713; mais sa correspondance avec Leibniz s'étend de 1704 2 1716. Parmi les
"wolfiens", on rencontre le mathématicien Jean-Henri Lambert. Influencé par Descartes,
Spinoza et Locke, il est en relation avec Tschirnaus et comme loi il considére la
mathématique comme un idéal méthodologique. Toute vérité doit étre déduite d'une
vérité précédente; les premiéres vérités sont le principe de non-contradiction et le

principe de raison suffisante. Il &labore une science de I'8tre en général en tant qu'étre

possible. Accusé de spinozisme, d'idéalisme et de fatalisme, il est exilé. Frédéric I, Ie

nouveau roi de Prusse le rappelle 4 Halle en 1740.

1 Leibniz - lettre 2 Varignon publiée en 1702 dans le Journal des Savants.
2De vera proportione circuli 1682

3 Leibniz Principes de la nature et de la grice fondés en raison Epiméthée PUF p.45.
4 [eibniz lettre & Bayle fevrier 1687 citée par Parmentier op. cit. p. 445
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Aide a la lecture. {le texte de la letire est donné en annexe.) 1

Présentation des trois démarches de Leibniz:

1.Dans la premiére démarche, il utilise la somme des séries suivantes

I 1 1 1 &+ 1t 3

l4—+—=+=-+...=2 l4=+—+—+.=—
2 4 8

connues depuis [a publication en 1647 de I'Opus Geometricum de Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667)

et il écrit
. 3. .4 e
—— =]+ X+ XX+ X +X + etc. 4 l'infint (1)
1-x
i
W =1 — X+ XX — x3 +K4 - xS + etc. alinfini ()
X+ 1

en précisant "d condition naturellement de supposer en x une quantité plus petite que un" .

I attribue la premiére égalité & Saint-Vincent, la deuxieme a Nicolas Mercator (1620-1687).

Dans un passage célebre de la Logarithmotechnica publi¢ en 1668 4 Londres,

Nicolas Mercator veut quarrer 'hyperbole c'est-a-dire déterminer l'aire comprise entre

1
I'hyperbole équilatére d'équation ¥ = ——, les axes (X'X) et '] et la droite
YPC q q ¥ 1+x Yy

d'éguation x = a.

Il effectue la division du numérateur par le dénominateur 1 [ A+x
-(1+x) |1—x+x2+...
-X
-(-x-x2)
x2
*ita, continuata operatione =l-a+aa.." 2
I+a
La fraction peut Etre considérée comme point de départ ou point d'arrivée de la série

1+x

00 .
P
infinie 2 (—1 ) a' dans le cas ot a est positif et inférieur a ['unité.
i=0

! L'aide a la lecture et le probléme qui suit ont fait 'objet d'une publication dans Histeire d'infini , Actes
du collogue de la commission inter-IREM, d'épistémologie et histoire des mathématiques, publié par
PIREM de Caen, 1964

;L. . L.
< ainsi en continuant 'opération.
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L'aire cherchée est ainsi donnée par la série infinie a——+——... pour 0 < a < L.
— (—x)n

Cette "découverte sensationnelie de Ia série log(l+x) = —Z— par Mercator”
1

ouvre "des perspectives toutes nouvelles sur l'application des séries et principalement des

séries de puissances, aux problémes dits impossibles” 1

IDaprés Montucla, Lord Brouncker aurait fait cette découverte auparavant en 1657 .

Leibniz ose alors remplacer x par 1 dans (2) :"Observons ce gui se passe si X =1. A notre

grand émerveillement, il vient alors

%:1—1+1—1+1_1+ etc. a linfini".

2. La deuxiéme démarche consiste, & l'aide de la figure du mathématicien et théologien
Guido Grandi (1671-1742), & "meitre i la portée des gens peu familiarisés au calcul abstrait” ce
"merveilleux” résultat en utilisant la loi de continuité.

Sur ]0,1[ Grandi représente les courbes dont les ordonnées sont respectivement

I,x,xz,x3,x4,x5 et la courbe dont I'ordonnée est 1 —x + x% — X7 +... clest a dire la courbe dont

l'ordonnée est .
1+x

Pour x=AG<«1 on a

ke

GY-Gl+G2-G3+G4-G5+..=GD

en nommant 1,2,3,4,5 les points d'abscisse

x = AG. Pour x=1, le premier membre f
devient
bV-bV+bV-bV+bV-bV+..., 1le
deuxiéme membre devient Vs = —-L— = l
1+1 2

Conclusion de Grandi

Leibniz fait ce commentaire : "Ceci est en accord avec la lol de continuité ... Dans les continus,

on peut considérer une limite externe comme une limite interne”, que 'on peut interpréter ainsi :

1a fonction X — est continue sur {0,1] ; la série 1 - X+ Xz.... est convergente sur [0,1[. Donc

1+x

en considérant 1 qui est extérieur & [0,1{ comme "limite interne”, Leibniz étend 1'égalité

2

l—-x+x"...= alavaleur X = 1.

1+x

1 Bourbaki Eléments d'histoire des mathématiques - Hermann 1969 p.230
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3. La troisieme démarche est la plus surprenante, elle consiste a établir une moyenne en
probabilité : il y a autant de changes d'obtenir 0 ou 1 pour la somme de cette séric puisqu'il y a

équiprobabilité du pair et de 'impair dans la suite des entiers naturels.

0+1

Donc la sornme de cette sénie est =

l

— !

2

Le pouvoir de conviction est faible pour un mathématicien moderne, mais reste fort pour

beaucoup de non-mathématiciens méme de nos jours, et donc pour les éléves.

1l ne faudrait pas en conclure que Leibniz ne fait aucune considération de convergence : dans une
lettre du 26 juin 1705 il écrit & Hermann :

"I me semble que la détermination des limites est une partie essentielle de la théorie des séries si
on veut la traiter complétement. En effet dans tous les cas tant que nous ne démontrons pas que la série
converge vers le terme inconnu, afin que nous puissions rendre l'erreur plus petite qu'une quantité donnée,
nous ne pouvons pas conclure que la série compléte donne ce terme "1 Bt pourtant dans cette lettre de
1713 on pourait croire que Leibniz se laisse prendre & "l'évidence” géométrique du dessin de Grandi. Le
probléme est complexe et vient de Ia nature des séries divergentes. Leibniz affine son analyse quelques
mois plus tard dans une lettre & Bernoulli du 10 janvier 1714 : "Si tu y prétes attention tu remarqueras
aisément que lorsque les termes d'une série sont continiiment décroissants et alternativement positifs
et négatifs la valeur gu'elle exprime converge et est par conséquent fini 2 11 précise [a le critére suffisant
de convergence d'une série alternée, qu'il avait déja proposé en 1703, lequel critére ne s'applique

évidemment pas 2 la série 1 — X + x2... pour X = 1.

Quelques prolongements :

En 17935, appelé i enseigner les mathématiques aux Ecoles Normales par un décret de la
Convention Nationale, Laplace va présenter les principes et les résultats de la théorie des probabilités,
Dans I'introduction 2 son cours, il met en garde sur les illusions que les hommes, désirant ardemment un
événement peuvent entretenir dans l'estimation des probabilités ; il cite & ce propos quelques exemples
tirés de 1a vie quotidienne comme la crainte d'un futur pére dont le scuhait le plus cher est d'avoir un fils:
celui-ci doit naitre la deuxidéme quinzaine de mars ; or le 15 de ce mois le quota de gargons pour le mois
est atteint ! Un autre exemple d'illusion dans la calcul des probabilités sur lequel Laplace s'étend
longuement est notre fameuse série : " les préfugés de l'enfance peuvent égarer les plus grands hommes",
dit-il en référence i Leibniz qui, dans son Arithmétique binaire a imaginé que F'unité pouvait représenter

Dieu et zéro représenter le néant. Laplace reprend un & un les arguments de Leibniz de la letire 2 Wolf et,

L Parmentier op. cité p. 438 note 12
2Parmentier op. cité p. 439-440 note 15
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dans sa critique de la naiveté leibnizienne quant i Pestimation des probabilités s'appuie sur de
considérations d'analyse. Il reprend une objection de Nicolas Bernoulli en I'étayant d'un exemple!:
"Mais ces séries peuvent résulter d'une infinité de fractions différentes..." Ainsi la série "plus un, moins
un, plus un efc." peut naitre du développement d'une "fraction dont le numérateur est l'unité plus la

variable et dont le dénominateur est ce numérateur augmenté du carré de la variable”.

Soit ... =1-x2+x3-x5+ x5 - x84+ le second membre devient bien 1 - 1 + 1 - 1 +..., si I'on
1+x+x2
. N . 1+x 2 2 1 , .
substitue | 4 X, mais ——— =7 pour x = 1, et T ¥ . Laplace conclut alors "les régles de
lex+x2 3 372

probabilité donneraient donc alors un faux résultat, ce qui prouve combien il serait dangereux d'employer
de semblables raisonnements, surtout dans les Sciences mathématiques que la rigueur de leurs procédés

doit éminemment distinguer."%

L'argumentation de Laplace est renversée par le raisonnement de Lagrange "qui montre que cette
objection nest pas essentielle” comme le dit Emile Borel dans son introduction aux Legons sur les séries

divergentes de 1901. Lagrange prend comme fonction de la "série” la fraction rationnelle
1+ x + ..+ x0-1
1+ x+ ...+ xm-1

avec n<m dont I'exemple de Laplace est un cas particulier et prenant par

exemplen=3etm=5
1+ x + x°2

) 5 3.4 =1+0+0-x3+0+ x>+0+0- %8
+ X + x¢ + x7+x

les sommes partielles sont 1, 1, 1,0, 0,1, 1, 1, 0, 0, soit 3 fois 1 et 2 fois O toutes les 5 sommes .
3x1 +2x0

La loi de justice donne pour valeur 3

=3
=5 .

, N N . 1 -
En 1847, Bolzano s'attaque a une autre justification du - comme somme de la série

2
a i 1+1
-(a+a) a-a+a..
—a
-(-a-a)
+ a+...
en posant a- a+ a ... = x comme nous l'avions fait dans l'introduction

X=a-X x—g sia=1 x—l
= T2 - T2

et il écrit "l'erreur est ici assez évidente : la série entre parenthéses n'a manifestement plus le méme
ensemble de termes que celle donnée d'abord ; elle a en moins le premier a. Sa valeur si tant est qu'elle en
ait une aurait dil étre notée x-a ce qui aurait dii donner l'identité x = a+x-a" 3 et énonce une propriété
pouvant garantir contre les errements : pour considérer cette série comme une "grandeur” c'est a dire

"comme la somme de ses termes" il faut qu'elle vérifie "la propriété de ne subir aucun changement dans sa

1Lapiac:e annexe lignes 47 4 52
2Lapiace annexe lignes 54 a 59
3 Bolzano Paradoxes de l'infini introduction et traduction Hourya Sinaceur Seuil 1993 p. 109
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valeur guelque soit le changement introduit dans la succession de ses termes. Les grandeurs en effet
satisfont nécessairement la relation suivante :

(A+B) +C=A+ (B+ C)={(A + C) + B.(... »-I+]l-1+1..ininf.

devrait, si elle n'était pas complétement vide, étre égale & +a et aussi a -a avec le méme droit que nous
prenions pour I'égaler & 0." 11 reprend ensuite 1a remarque classique de Leibniz, de d'Alembert, de
Lagrange, "les séries obtenues résultent d'une division qui, & chaque étape, a un reste ... et c'est
précisément pour cette raison qu'elles ne peuvent donner la vraie valeur du quotient ... que si les restes

deviennent plus plus petits que toute grandeur si petite soit-elle.”

Pour conclure cette introduction de Ia problématique, voici deux citations montrant bien la

diversité des approches possibles.

Frobenius en 1880 dans un article intitulé & propos de la série de Leibniz_ veut éclairer ce qu'il

appelle "le paradoxe de la série infinie I-1+1-1... = 1;2)*1 11 pose Sy = ag +a1 ...+ ap . Si

s +S81+....+8p—1 F5 - . . . ..
0771 n=17°0 4 upe limite finie M guand n augmente, si la série aQ +a]1x] ..+ ap Xp

n
converge pour x compris entre 1 et -1 on pourra prendre M comme limite quand x tend vers 1, ce qui lui

permet d'attribuer un sens a 'égalité infinie. Il définit ainsi une convergence en moyenne.

Borel en 1901 : "Si dans un calcul on est conduit & la série (1-1+1-1...etc.) on peut en général la

I . e .
remplacer par 5 le résultat est exact toutes les fois qu'il s'agit de calculs se présentant naturellement

au cours d'une recherche objective et non d'expressions construites am’ficie!lemem"z On peut attribuer

une somme 2 une séric divergente et méme plusieurs dans le cadre de certaines problematiques.

Yerobenius, dber die Leibnitzsche Reihe Journal fiir angewandte Mathematik 1880 p. 262 a4 264.
2Borel Legons sur les séries divergentes Gauthiers-Villars 1901
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Travail avec les éléves. Texte de probléme.

De nos jours nous introduisons la notion de suite géométrique dans le cadre du cursus de lére et
1.n

1 (5) . 1
et lim S, =—.

L 2

.= n—o0
! 2

n
Terminale : pour la suite up = (%) Sp=ul + .4+up=

L'activité proposée aux éleves peut-étre menée comme introduction 4 la notion de limite ou comme mise

au point de cette notion.

A. Travail préliminaire & la lecture du texte de Leibniz

Dans un repére  ( A,T,]) orthonormal tel que || I || = ” 3 || = 6 cm, construisez les courbes

représentatives des fonctions [,g,h, K, définies sur [0,1] par :

fx)=1, gx)=x, hx)=x2, kx)=x3, Ix)=x4
Pour chaque fonction vous tracerez avec soin le point d'abscisse — et vous nommerez j,b,V, G,Y les

points de coordonnées respectives (0,1); (1,1); (1,0); (% , 0); (-i—, 1).

Dans un autre repere (A', 1, j) de mémes vecteurs unitaires que le précédent construisez la

courbe représentative de la fonction définie sur [0,1] par m(X)} = I— .
+ X

. . . 2 .
Vous appellerez H, D, S, les points de Gy d'abscisses respectives 0,3- et 1 et B le point de

coordonnées (1,0).

B. Lecture du texte 1 :
1 - Justifiez et écrivez en symboles modernes la ligne 11.
II - Justifiez le passage de la ligne 11 ala ligne 14
II1 - Justifiez la ligne 18

IV - Quelles sont les propositions disjonctives dont il est question ligne 42 ?

Quelle est la proposition affirmative de la ligne 43 ?

V - Quel commentaire pouvez-vous faire 7
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C. Lecture du texte 2 :

Vous vous servirez des graphiques tracés en A.
Leibniz appelle 1, 2, 3, 4 les points de méme abscisses sur les différentes courbes ; on peut

utiliser les équivalences de notations suivantes : GY = f(x) Gl=g(x} G2=hx) G3=k(x} G4 =I(x)

' 2 _
I - Calculez f(x) - g(x) + h(x) - k(x) + I(x) pour X = g puis 4 10 4 prés la différence entre
, 2
cette forme algébrique et ™ 5— .

II - Reprenez la question 1 pour x = 0,9 et pour x = 0,1

IIT - Quelle est la limite quand n tend vers l'infini

3+(3) (3]
de l——+| = ... +H o=
3 A\3 3

de1-0,9+0,9%........... +(=0,9)"
etde 1-0,1+0,12........4(=0,1)"

IV- Donnez une autre formulation pour les lignes 104 12.

V - Quelles conclusions tirez-vous de ces lectures ?

Commentaires

Les objectifs du travail avec les éleves étaient les suivants :
- Révision de la comparaison graphique des fonctions mondmes de degré de 0 2 4.
- Utilisation des connaissances sur les séries géométriques,

- Approfondissement de Ia notion de limite.

En classe de 1ére, le travail préliminaire A(Cf. p.52) fut donné 2 faire 4 la maison et corrigé en

classe avant la distribution des deux extraits du texte et du devoir B (Cf. p.52) I'accompagnant.

En classe de Terminale, les deux travaux A et B sont donnés conjointement.

La correction en classe fut accompagnée de la lecture du texte intégral avec les éléves,

Pour la question B I, la plupart des éleéves utilisérent

lim Sy =ug

pour la suite géométrique 1, = Xn,uo =1 de raison x, avec 0 < x < I,
n-—yeo I-q
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Mais certains justifierent I'égalité par la division infinie de 1 par 1 - x.

Pour la question B.II, les réponses s'équilibrérent entre l'utilisation de la suite géométrique de

raison -x, avec O<x<1 et la substitution de -x 4 x ; quelques-uns refirent la division infiniede 1 par 1 - x .

Dans I'ensemble, les éléves répondirent correctement aux questions et une vue d'ensemble claire
de la partie B se dégageait de leurs remarques. I n'en était pas de méme pour la partie C dont {'objectif leur
parut fort confus jusqu'a la mise en commun des remarques et I'analyse de la figure de I'un d'entre eux

agrandie sur fransparent.

Le savoureux débat du XVIle siécle dont la lettre de Leibniz & Wolf se fait I'écho, trouva son

répondant dans les virulentes discussions des éléves qui se poursuivirent au café du lycée,
Voici quelques-unes de leurs remarques :

"“Quel moyen peut-on utiliser pour obtenir quelque chose de fini & partir de rien 7",
"Sont-ce vraiment des riens?"

La discusion qui suivit fit référence 4 la question de Dieu créant le monde fini & partir de rien . Nous

discutdmes alors sur la forme indéterminée Ox co. " Peut-on avoir 0Xoo = —

. . x+1
Je leur proposai comme exemple la fonction f:x —> ———— = (X +1} X

2x+1 2x+1

1
lim x+1=+4e et lim =0
X o0 X—yoo 2X +1
x+1 1

l =-

xqaaZX"l'l 2

Voici pour conclure une remarque fort poétique d'une éléve : "0 ou 1, symbiose du ¢ et du 1 a I'infini,

Iinfini bouclé sur lui-méme par la moyenne arithmétique” ...

Je laissai un certain suspense en ne répondant pas tout de suite aux questions "Leibniz a-t-il
raison ?"."Que dit-on aujourd'hui ?" Je leur proposai, a la fin de I'heure, Ia réponse de Knobloch :
"Aujourd'hui on dit que c'est une série alternée avec deux points d'accumulation. Donc selon la définition
de la convergence d'une série infinie, cette série est divergente.” Ce fut un soulagement pour beaucoup.

Dans la classe de terminale, certains éléves émirent le souhait de lire d'autres textes du "méme
genre". Je leur proposai alors un extrait de l'article "Séries" de 1'Encyclopédie méthodique de Diderot et
d'Alembert, qui est donné en annexe, et dont la lecture se fit sans probleme. Ces éléves avaient pris goft a

la "division infinie”,
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ANNEXE : Textes distribués aux éleves

Texte 1

Dans la quesuon remise rédcemment 3 I'ordre du jour par Guido
Grandi. vous me demandez 51 je swsdavisqQue 1 =1 » [ =1 « 1 ec, )

] T .
Finfim est égal ) 7 et comment écarter Fapparente 1bsurdité d'ure elle

sropastuon. £a effet pursque Véguid | - 1 = 0 sembdle s¢ reprodurre
({') une nfinité de fois, on ne vout pas comment la répéunon 3 linfint de

purs néants pourrait faire 3

Ceux qui, sutvant U'exemple du grand Archimide dans sa
quadrature de la parabole. ont calculé la somme de termes en
progression Géoméurque, au premier chel Grégowre de Sarnr
Vincent -, ont déji montré que

(10) 1

I - x
nanmetlement de supposer en x une quantid olus petite que un. Nicolas
Mercaroe du Holsten a gansposé ce résultal en

: _
I = x

=] +x +xx + x) +x*t + ete, ) l'infini, ) ¢onditon

2l -x+wx—=x+ext-x}eew dlinfim,

L15-) Larssons-ld les quadratures et revenons 1 11 séne de termes en
progression Géomémqgue (qui me suffit pour c& que je veux faire)

1 .
al—-x+xx-x)+etc ylinfin, ou

{+x
1 ‘_l‘u = | - xx + x4 — 1t e, 3 'infint, Observoas cz qui s¢ passe
st x = 1, A noge grand émerveillement il vient 1lors .
(7-0) T“:T 501t _I:i'z =1 +1 =1t +1 ~1 +etc. 2Vinfin, e quela

figure employée par M. Grandi nous met en quelque sorie sous les
yeux.



II

Il mappumient ) présent de nEvéler 1a vénuble soluoon. peut-thre,
inattendue, en tout cas singulidre, de ceme farpme. UNS1 Jue
(1§)'explicanon du paradoce. et me Rmenant J'zbord 3 une sénec finie
pour passer enswie &une $ne nfinie. Remarquons & effet que pour
une séne fnie il f3ut disonguer deux cas  qu. de {1¢oa 1ssc
surprenante. se confondent d&s quiil sagit d'une séne minie - . Nev's
pouvons développer une séne fiue:l =1 1 =1 = ez, de dev
(5 °) manidres © clie est ou bien consutuée d'wr nombre paw de termes el L
LETMINE PAT N -, comme l -1, 1l-1l+l-laul-t+l=1l~+1-"
dans ¢z cas. 1usn lom que Bous powrsulYIont. nous obxenons WwuLss
0. Ou bicn la séne &1 conmusée d'un nombre wmpawr de 1ermes el de
ermine par un +, paurexemple 1 =1« L, 1 =1 «1 -1+-1 - 1, 2usg
(55) loin que pous poursurviony, ous les cas doment - 1. Mus lorsque bq
Séne est infinie 1 ~ 1+ 1 -1 «1 =1+etc. d lnfiru, 2u-deld de wub
nombre, en méme emps que dispanait 12 nouon de pombre, disparat

“également l1 déterminauoa paur impair. Bt comme 1l n'y 2 pas plus
d'arguments en {avewr de la panté que de l'impanté. ni par conséguenk
{40) en faveur d'un résuliat égal 1 0 ou 2 1, le genie :0minadle de 2 nauwe
far que le passage du fimt  nfim saccompagne du passage d:
proposiions disjoncuves (qu disparassent) i une proposition wique
affirmative {qu subsisie), moyen lerme enwe les deux propasibicns
disjoncuves. Or czux qui ont wané des esumauons oAl MoOnCe Jue
(Ljﬁ) lorsquil sagit de prendre le muliey entre deux quINUILs 1yant mime
raison d'3ae ©, il faut prendre la moyenne Anaméuque, ¢ esi-d-Cix

12 ‘moitié de leur somme : ¢eSt UNS que 12 nane CIsave 1K) CnCsiT 5d
lot de jusuce. par conséquent puisque dans le cas d'un nomore Ary ze
wrmes 2 série | =1+ 1 =1 + e vaut O 1 lec nombre est par et 1 53l
(QD) est impaur, Jorsque la rouluplicté infinie des wermes fui disparzioe ies
deux cas. que les prérogauves du parr et de i'impawr s confondent. et

que P'un et autre ont exacierment 12 méme ruson d'éTe, nous obtencas

par conséqumrgf'l = 15 comune j avingus.



Il

Texte 2

Soit le carrd BJAY, magons |2 diagonale Ab ou Ab. 2insi qu'une
infiruté da paraboles et de paraboioides Ajb, Ajb Aub. Adb etc., de
sorte que si nous premions le ¢oté du carré comme unité, que nous
npuons x i'abscisse AG, et que nous wacions ia dreite yG normale )
AG coupant la diagonale et les parabolordes en 1. 2 3. 4. 5, e, les
ordonndes Gy, Gl, G2, G3. G4, G35 etc. sowen: respectivement
1. &, xx, &2, xf xf etc. et quen conséquence les segments de droues

Gy. Gi. GL G3, G4 ec. soieat en progression Goméunque. Ceci
Posé, proloageons bV jusqud B. avec BY = bV, o1 vG Jusqu'l D de
facon que GD soit la réunion des ordonnéss atternativement
wddiucnnées st seustriites, sou GD = Gy -Gy » G2 -G3 - etc. ou
encore, <& qui rzvient au méme (compte tenu de < que J'a dit plus

| 1
haut), GD = VA + AG | 1+ agG Complétons te carré AVBH et

T3gons la courbe SDH jorgrant ous ies potnis D, et coupant AH en H et
BY en S il est clair que dams le cas ou AG = VA = | nous aurons

GD = l « L = VS, cest-d-dire GD = %—BV; par censéquent

|l - xx 2

1
dlmcccn-?wsqchmmbemVqus,vs=§-svou "ng.

Or comme dans ces conditons tous les pomnts 1, 2 3 4, 5 erc.
conc:cent wu mdme et umque point 9. les pons G1, G2, G, Gd exc,

)

(o)

(5

deviennent fgaux 1 Gy ou BV, et finalement Gy -Gl + G2 = G3 - arc, (lo)

2enent BV - BY + BV BV + o, = .1,—BV.

figure 48



Lettre au trés illustre Christian WOLF, professeur de
mathématiques 2 Halle, sur la Science de I'Infini? (publiée dans les
Acta Eruditorum de Leipzig en 1713)

Dans 12 quesuon remise récemment 4 ordre du jour par Guido
Grandi, vous me demandez si je sms davisque 1 =1 + [ =1 + | ew. 3

) 1 o
Iinfini es1 égal & = et comment écarer 'apparents absurdité d'une telle

oposition. En effer puisque 'égalité 1 - | = 0 sembie se reproduire
une infirsté de fois, on ne voit pas comment la répériion & 'infini de

. a1 .
Fars néanis pourrail faire 5. Je constate que M. Grandi confere 3

iinfini le pouvolr de faire surgir quelgue chose 3 parur de rien, et
cu'il entend par 1 expliquer, non sans £légance, |a créanon du monde,
que I‘omnipotence Divine tire du néant. Mais la Création n'est pas
umple répéuuon de Néants et suppose l'adjonction d'une réalité
aouveile ¢t posinve . J'entends dire ¢galement, bien gque ses
arguments De me solent pas parvenus, que M. Marchetri, Professewr de
Mathématiques A Pise, $'est opposé i I'idée de Grandi. Au demeurang
comume {examean du prebléme est plaisant &1 qu'il joue un réie essentiel
pour_ecxpliquer la Science de !/nfini (dont on ne s'est pas encore
ocsupé comume elle le méritait), il sera bon de reprendre lz chose d'un
peu pius haur et de la ramener 2 ses origines. J'ai la conviction que ce
2% serz pas pour déplaire 4 M. Grandi Jui-méme puisque sur le fond
Fapprouve sa conclusion, méme s'il faudrait seion moi préter attendon
2 zeriains de ses raisonnements et de ses déductions pour qu'ils n'aitient
pas poner préjudice i la science.

Cszux qui, sutvant l'exempie du grand Archimdde dans sa
guadrzture de ia parabole, ont calculé lz somme de termes en
mogression Géomérique, au premier chef Grégoire de Saim
Vincen: -, ont déji monué que

.
o

. T lrxrax s 3 =~ x4 < g1c, A l'infini, 2 condition

sanreliement de supposer en x une guantité plus pette que un. Nicoias
Merczaior du Hoistein a mansposé ce résultat en
1

= l-xexx- x3 + x4 - x5 « 21z 2 [infini, résultar quil a

Zemonté, en méme lemps que le précédent. A parur d'une division

fomtinue . it qu'on puisse aussi le déduire du premuer, en
mitpiagant - x oar - 1. 11 fut également le premier 4 enseigner, en
sudliant sa Logarithmotechniq. comment déduire de ce résultar une
Quacrature par une séne infinie ; c'est de cette manidre qu'il nous a
fart comnazive sa Quadraiure Arithmétique de I"Hyperbole, et qu'il l'a
*nsume mise en reiauon avec les Logarithmes. Encouragé par son
exemple, a1 su le bonheur de rrouver non seuiement que la

cyacrature de Atz avant pour ordonnée dépend de fa

I - xx

Quacrature ¢# "Hyperbole, mars auss: semblablement. que T———
i

- XX
repase sur la Quacrature Anthméugue du Carcle. En eifer, puisgue

. ! i
ien TEmIplagani X par xay T - xx o5t egala -

Peoxx = xd oxte xd = 219« et 3 linfinc ol sensurvait que

t

irex
xae méthode onginale m'avait fait désouvtit que cette somme fournu
iz guagrawere d'un secieur circuiare) | serait
I3 - r 1 . . .
Jex -~ jxx gz = [x4dx - [x4dx = etc. A linfim, C'est-d-dire (en

farsant appel 3 la Quaarature des Paraboloides qui nous est connue)
L LR i '

X
773 7% 5 ~ewc Déslors, dans le cas ol x = . il vient :
1 1 } .
T3 T T 7T rew alinfin o le rapport de catts séne 3 Funné

est czjui de Uawe d'un Cezele au curé de son Diameme. La premidre
nfe ol ont paru ies Actes de la République des Lewres de Lepng,

‘2 fan connaive ce résuttat découven bien longlemps auparavant,
s 1ard dans ces mémes Acies. A denné la formuie genéraie

rassemblant en un unique théordme la Quadrature des sacteurs de
wutes les Coniques 2 cenre . Cest ¢e que M. Grandi 2 vouly, dans
une intenuon louable, mewre 4 1a porice des gens peu familiarisés ay
calcul abstrail. en le démontrant i $3 maniére sur une figure, pour
donner plus de prise 2 l'imagmation : lorsque dans ma jeunesse je
résidais 4 Pans, j'avais eu moi-méme Vintennon de publier queique
chose d'analogue {mais applicable dgalement i d'auges résultats
apparentés), 1 en méme temps d'éclarcir Uorigine de leur décoyvernte,
qui n'est peut-&tre pas encore bien limpide aujourdhui. Mais, appeit 3
d'autres 1iches, yai suspendu ¢¢ propeL Il est naturellement bien plus
facile de démontrer les inventions que d'en dévoiler 'origine et de
faire ainsi progresser l'art dinvenwer (ui-méme

Latssons-12 les quadraiures et revenons 3 la série de termes en
progression Géomémique {qui me sulS1 pour ce que je veux fare}

e x4 xx =23+ e, 2 linini, oy

l+x

1

1+ xx

si x = 1. A nowe grand émerveillemen: i} vient alors -

= 1 «xx + x4~ x®+et1c. 1 infini. Observons ce gui se passe

1
-1-% soit 7=1-1+1-1=~1-14+ew alinfini, ce que la
figure employée par M. Grandi nous met en quelgue sone sous les
yeux,

Soit le carré bJAV, magons la dizgonale Ab au A,b, ainsi qu'une
infinité de paraboles et de parabole:des Asb, Asb Add, Asb etc., de
soTle que si nous prenions le cOté Zu carré comme unité, gue nous
notjons x l'abscisse AG, et que nous racions la droite ¥G normaie 3
AG coupami la diagonale er les paranoloides en 1, 2, 3, 4, 5, ec., les
ordonnées Gy, Gl, G2, G3, G4, G5 ewc. soient respectivement
1. x, 2%, x3, x4 x¥ e1c. et quen consEquence les segments de droites

Gy, Gl. G2. G3, G4 etc. soient ez progression Géométrique. Ceei
posé, proiongeons bV jusqud B, avez BV = bV, et yG jusqui D de
fagon gque GD soit la réunion Zes ordonnées alternativement
addivonnées et soustraites, soit GO = Gy =~ Gy + G2 - G3 + erc. oy
encore, ce qui re»i:en: au meéme (carmpte tenu de ce que ja dit pius
haut), GD = VA + AG - T+ ac  Compléwns le carré AVBH o

ragons la courne SDH jergnant wus ‘s points D, et coupant AH en H ef
BV en 5. il est clair que dans le ¢25 04 AG = VA = | nous aurons
1

= VS cest-d-Se GD =BV ; par conséguent
dans ce cas, puisque G tombe en Ve Den S, VS == BV ou = ";AV
Cr comme dans ces conditions tows les points 1, 2, 3, 4..-‘ eic

coincident au méme et unique poin: 3, les paints G, G2, G3, G4 ete
deviennent égaux 3 Gy ou BV, ¢! & .2ment CGy-Gl +G2-G3~exc

devient BV - BV + BV =BV - etic. = =BV

o] —

i \ V S B
Y - \
1 2 < D
1
oy H
figure <&

Cecy est en accord avec ta Lot e ontinaité que jar proposés pour
fa premiére fois dans les Nouvelles 22 la République des Letres de.
Bayle et 2ppilqués aux Lots du Mo =ment . Elle entraine que dans




les continus, on peus considérer une limite externe comme une limite
interne , si bien que le demnier cas, méme s'il est de nature com-
plétement différente, est compris dans la loi générale gouvernant les
autres : dés ce moment, de manidre paradoxale et pour ainsi dire, par
une Figure Philosophico-ridiorique, nous pouvons considérer ie point
par rapport A la ligne, le repos par rappon au mouvement, comme des
cas particuliers compris dans le cas général inverse -, le point
apparaissant comme une ligne infiniment petite, évanescente, ou le
repos comme un mouvement évanescent . De méme pour d'autres
formules du méme genre, que 'nomme trés profond qu'était Joachim
Jung aurait nommées vraies par tolérance &t qui sont des plus utiles
pour 'art d'inventer, méme si & mon avis elies enveloppent quelque
chose de fictf et d'imaginaire. Car en les ramenant 3 des expressions
ordinajres, i est trés facile de les cormiger ¢t d'écarter tout risque

d'erreur. Au reste la nature, qui procéde toujours pas 2 pas el non par
sauts, ne saurait violer ia loi da continuité - . .

Mais apparait ici l'objection pertinente que M. Marchetd et vous-
méme avez soulevée, Puisque BY — BV soit | =1 =0, n'en résulie-t-il
pas que BV = BV + BV = BV 4+ erc. 3 I'infini, soit

1=1+1=1+1=1+et. Al'infini, s& rédine 2

0+0+0+0+0+ete. 21'nfini ? On ne voit pas comment cela

o] . . _
pourrait faire 3. M. Grandi tente avec ingéniosité de lever I'objecdon

en recourant i une analogie. Il imagine que deux fréres devant
partager un patrimoine découvrent dans I'héritage de leur pare une
pierTe de wés grande valeur, dont le testament interdise la vente ; ils
conviennent donc entre eux de la déposer alternativement pour un an
dans leur bibliothéque respective. De catte fagon, 2 supposer gue les
héritiers respectent éernellament cetie régle, la descendance de chaque
frére’ se voyant accorder puis retirer la pierre une infiniié de fois, en
posséderait juridiquement exactement 1a moiti€.
~Mais 2 y regarder de plus prés, cetie analogie est mop claudicants,
Premidrement parce que dans le cas qui nous occupe (M. Grandi le
reconnaft lui-mé&ms), tout repose sur un privilége conféré 2 'infint, de
pouvoir de lui-méme, par simple répétition, produire queique chose 3
partir de Rier. Or dans le cas du partage d'un patrimoine, la situation
reste inchangée s'il y a un nombre fini d'anndsas, Imaginez en effet que
Ia pierre échoie aux deux fréres non par héritage paizrnel, mais par le
legs d'un ami, et qu'ils n'en obtiennent pas la propriété perpétuelie,
mais sewlemen: 'usufruit pour cent ans ; il est clair, dés ['instant o ils
ia possédent une année sur deux, que leurs droits respectifs seront les
mémes. Mais dans notre cas, si nous éctivons cent fois de suite 'unité,
en faisant alternztivement une addition puis ume soustraction,
¢'est-a-dire si nous écrivons 50 fois ou méme 50000 fois 1 - 1, il en
résultera toujours 0.
Deuxiémement la différence tient & ce que dans le cag d'un droit
commun & deux personnes possédant une chose tour A tour, ce qui est

accordé puis oté n'est pas la totalité du droit sur cetie chase, mais le
droit d'en user pendant un an, ¢e qui ne fait que de petites portions du
droit total ; si nous répartissons celui-ci par années e1 que nous &n
concadions I'usufruit pour cent ans, l'usuffuit pour un an 'est. de
toute évidence. que la centigme partie du droit total, de ce fait puisque
chacun en obtisnt de cefie manidre cinquante centiémes, nous voyons
bien que chacun détient la moitié du titre. Mais dans notre cas clest
l'unité elle-méme, le tout lui-méme {non de petites parts), qui sont
tant6t accordés, tantdr soustraits. C'est pourquoi, bien que séddisante,
si nous Fexaminons en démil, cetie analogie laisse le probléme entier.
11 m'appartient & présen: de révéler la véritable solution, peut-érre
inattendue, en tout cas singulidre, de cette énigme, ainsi que
l'explication du paradoxe, en me ramenant d'abord A une série finie
pour passer ensuite & une sére infinie. Remarquons en effer que pour
une série finie il faur distinguer deux cas qui, de fagon assez
surprenante, s¢ confondent dés quiil s'agit d'une série infinie - . Nous
pouvons développer une série finie : I =141~14+ewc de deux
manidres ; elle est ou bien constituée d'un nombre pair de termes &l se
terfTRine par un —, commel-1,1=1+1=loul=1+1=t+1-1
dans ce cas, aussi loin que nous poursuivions, nous obienons 1oujours
0. Ou bien la série a1 consttuée d'un nombre impair de termes et s¢
termine par un +, par exemple 1 =1+ 1,1 —1+1=1+-1+1, 3aussi
loin que nous poursuivions, tous les cas domment + 1. Mais lorsque l2
Série astinfinie 1 =1 + 1 -1 + | =1 +etc. 3 I'infini, au-dela de tout
nombre, en méme temps que disparait la notion de nombre, disparait
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également lz dérermination pair impair. Et comme il n'y a pas plus
d'arguments en faveur de I3 parité gue de l'impanté, ni par conséaquent
en faveur d'un résultat égal 3 O ou 2 1, le géme admirabie de la nature
fait gue le passage du fini & l'infini s'accompagne du passage de
propositions disjonctives (qui disparaissent) 4 une proposition unique
affirmative (qui subsiste), moyen lerme entre les deux propositions
disjonctives. Or ceux qui ont traité des estimations - ont monmé que
lorsqu'il s'agit de prendre le miliey entre deux quantilés ayant méme
raison d'éwe -, il faut prendre l2 moyenne Arithmétique, ¢'est-a-dire

la moiti¢ de leur somme ; ¢'est ainsi que la nature ¢ dserve ici encore sa
loi de justice, par conséquent piisque dans le cas d'un nombre fini de
termes la série 1 = 1 + 1 ~ 1 + etc. vaut O si le nombre est pair et 1 s'il
est impait, lorsque 1a multiplicité infinie des termes fait disparaime les
deux cas, gue les prérogatives du pair et de l'impair se confondent, et
que I'un et 'autre ont exactement la méme raison d'gre, nous obiznons

1 o .
par conséqucm—o'{—] = 3 comme Je l'avangais.

J'ajoute que méme si ce type d'argumentation semble plus Méza-
physigue que Marthématique, il ne laisse pas d'éme solide. Au reste les
Regies de la Véritable Méaphysique (celle qui ne se coniente pas de
dresser des nomenclaiures) sont en Mathématiques. en Analyse et
méme en Géomérrie, d'un usage plus étendu quon n'imagine. En
I'occurrence nous avions déjd un autre moyen de savoir, grice au

raisonnement que j'ai indiqué au début, gue VS est % BV (les ordonnées

1 .
T+ A0 il en résulte que lorsque AG devient AV,

. 1
c'est-a-dire 1, VS devient 777 1). Or nous aurions pu également

GD érant

montrer gu'en prenant G arbirrairement voisin de V, GD devient 4 son
tour aussi voisin de EBV gu'on le souhaite, de fagon que nous puissions

rendre la différence inférieure 3 toute quantité donnée. Par consé-
quent, par la manitre dc raisonner d'Archiméde nous obienons

également que Vs vau:% BV. Au demeurant le fait d'aboutir au méme

résultat 2 la fois par les propriéiés des séries et par celles de linfini
n'est pas seulement source de satisfaction, ce sera aussi une aide trés
précieuse pour construire des raisonnements rigoureux sur Tinfini et
dévoiler de micux en mieux les origines de notre nouvelle théorie. On
prendra garde du méme ¢Oup A ne pas porter préjudice 2 la nouvelle
science en recourant i des paradoxes insoutenables. Ainsi lorsqu'on
nous objectair que des quantités nulles si nombreuses soient elles ne
pouvaient rien donner de réel , ii ne faliait pas répondre en
distinguant entre le fini et Iinfini, au sens od cette régle ne vaudrail pas

pour l'infini, rnais' il f_alla:': recormailre la valeur pénérale de la régle et
monuer, comme je viens de le faire, qu'il o'y a pas lieu de Iappliquer
ici

=
- 1
P [ X

A

X3V - Episwota ad Christianum Wolfium (figure 48)




LAPLACE Essai philosophique sur les probabilités
Introduction, p. CXVII a2 CXX , tome 7 des QOeuvres complétes,

Je mets encore au rang des illusions I'application que Leibnitz et
Daniel Bernoulli ont faite du Calcul des Probabilités i la sommation des
séries. Si I'on réduit la fraction dont le numérateur est Punité et dont
le dénominateur est I'unité plus une variable, dans une suite ordonnée
par rapport aux puissances de cette variable, il est facile de voir qu’en
supposant la variable égale a I'unité, la fraction devient 3, et la suite

devient plus un, moins un, plus un, moins un, etc. En ajoutant les deux
premiers termes, les deux suivants, et ainsi du reste, on transforme Ja
suite dans une autre dont chaque terme est zéro. Grandt, jésuite ita-
lien, en avait conclu la possibilité de la création, parce que, la suite
étant toujours égale 4§, il voyait cette fraction naitre d'une infinité de
zéros, ou du néant. Ce fut ainsi que Leibnitz crut voir image de la
création dans sen Arithmétique binaire, ol il n’employait que les
deux caracteres zéro et 'unité. Il imagina que 'unité pouvait repré-
senter Dieu, et zéro le néant, et que I'Etre supréme avait tiré du
néant tous les étres, comme l'unité avec le zéro exprime tous les
nombres dans ce systeme d’Arithmétique. Cette idée plut tellement &
Leibnitz qu’il en fit part au jésuite Grimaldi, président du tribunal de
Mathématiques a la Chine, dans 'espérance que cet embléme de la
création convertirait au christianisme 'empereur d’alors, qui aimait
particulitrement les sciences. Je ne rapporte ce trait que pour montrer
jusqu’a quel point les préjugés de l'enfance peuvent égarer les plus
grands homimes.
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Leibnitz, toujours conduit par une métaphysique singuliere et trés
déliée, considéra que la suite plus un, motns un, plus un, ete., devient
Iunité ou zéro, suivant que I'on s’arréted un nombre de termes impair
ou pair, et comme dans Pinfini il n'y a aucune raison de préférer le
nombre pair & 'impair, on doit, suivant les regles des probabilités,
prendre la moitié des résultats relatifs i ces deux especes de nombres,
et qui sont zéro et I'unité, ce qui donne ! pour la valeur de la série.
Daniel Bernoulli a étendu depuis ce raisonnement & la sommation des
séries formées de termes périodiques. Mais toutes ces séries n'ont
point, i proprement parler, de valeurs : elles n’en prennent que dans
le cas ol leurs termes sont multipliés par les puissances successives
d’une variable moindre que 'unité. Alors ces séries sont toujours con-
vergentes, quelque petite que I'on suppose la différence de la variable
5 Punité, et il est facile de démontrer que les valeurs assignées par Ber-
noulli, en vertu de la régle des probabilités, sont les valeurs mémes
des fractions génératrices des séries, lorsque I'on suppose dans ces

fractions la variable égale a I'unité. Ces valeurssont encore les limites
dont les séries approchent de plus en plus, 4 mesure que la variable
approche de 1'unité. Mais, forsque la variable est exactement égale a
['unité, les séries cessent d’étre convergentes : elles n’ont de valeurs
qu'autant qu’on les arréte. Le rapport remarquable de cette application
du Calcul des Probabilités avec les limites des valeurs des séries pério-
diques suppose que les termes de ces séries sont multipliés par toutes
les puissances consécutives de la variable. Mais ces séries peuvent ré-
sulter du développement d'une infinité de fractions différentes, dans
lesquelles cela n'a pas lieu. Ainsi la série plus un, moins un, plus
un, etc., peut naitre du développement d'une fraction dont le numéra-
teur est I'unité plus la variable, et dont le dénominateur est ce numéra-
teur augmenté du carré de la variable. En supposant la variable égale
i V'unité, ce développement se change dans la série proposée, et lafrac-
tion génératrice devient égale & 3; les regles des probabilités donne-
ratent donc alors un faux résultat, ce qui prouve combien il serart dan-
gereux d’employer de semblables raisonnements, surtout dans les
Sciences mathématiques que la rigueur de leurs procédés doit émi-
nemment distinguer.
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Quant 4 V'invention dune fuite infinic , gqui cx-.
prime des quantnds cherchiees, Mercator , le pre-
Ihier inventeur de cette méthode, (e fere, pour cet
ellct, de la divifion, Mais Newton & Letbnitz ont -
porté cette théoric plus lorn le premicr, cn frou-
vant fes fuites par V'extrachion des racines; & le
fcoond, par unc autre fuite préfuppolée.

Pour trouver, par le moyen de la divifion, unc
Suite qui foit Pexpreflion d'une quantit¢ cherchée.

Sitppolons qu'on dcmande unc fuire qui exprime
le quoticnt de b divifé par a +c¢ , divifez l¢ divi-
dende par le divifeur , comme, dans Falptbre ordi-
naire , en continnant Ja divifion , jufqud ce que le
quoricnt faffe voir l'ordre de la progrellion, ou la
li fuivant laguelle les termes vont a 'infini; ob-
fervant toujours les régles de la fouflradlion , de Ia
inultiplicaiion, de la divifion, par rapport au
changement des fignes. Quand vous aurcz poullé
ccue opdration julqud un cermain point, vous

‘ . 5 be be?
reuverez que fe quotient et~ — = o —

bel
> e 2 l'infini, Ces quaire ou cing fermes érant

aull rouyés, vous reconnoitrez facilgment que e

quoticnt confifie en unc fuite infinic de fractions.
Les nupérateurs de ces fractions fone les puiflances
d¢ ¢, dont les expofans font moindres d'unc unité
que le nombre qui marque 1a place que ces termes
occupent , & les dénominateurs ont les puiflances
de 2, dont fes cxpofans font égaux au nombre
qui marque la place de ces termes, Par exemple ,
dans lc troifidme terme, la puiflance de ¢ eft du
fecond degré dans lo numdratenr, & fa puiflance
de « oft dur troifidme degré dans le dénominateur.
Par confdquent 1.° fi b==1 & a=1, {ubflituant
ces valcurs nous aurgns le quotient ci-deflus=1

3 - 1] ., 2 .. f .
—c e, &e alinfing g c'eft pourquot ;7 =

1—c ¢t —c3, &e b linfini,

2% Panc fi les termes qui font an quotient dé-
croiffent continnclement , la fuire donnera un
quoticnt aufli prés. du vrai quil eft poflible, Pac
cxemple, fib=1, a=2, ccs valcurs dtant (ub(-
titudes dans la fuite générale, & la divifion Crant
faitc comme duns Pexemple général ci-deflus , on
I 1

1 1 L
Irouyery) — — —— /g = — = 2 e — a— —
3 2kl ) 4 + ] 16 + 31
I T 1 e
=4 =, Ge aintenant que la ferie
o e b Suppofons maintenant que la fe
ou la fuire s'arrdte au quatritme rerme , la fomme
de cetie fuite fera au-deffons de la véritble; inais

il ne s'en faudra pas 4+ Si clie Cartcte au fixitme

terme, clle fera encore en-deflons , inais \moins:

T

que de 135 1 Celt ponrquoi plus on ponflera la férie
ou la fuite, plus aufli on approchera de I véri-
table fonune , fans pourtant jauis y arriver.

De I méme manit e quel = —
c 13 mene manicrc, on IFOL!\qu\C+— Tt

1 - . .
— .__..l_[._L.__L_}__'_, &e. 3 Vinfini....
3 F b 4 g1t 243
T 1 N - .
oy L L& i Uinfinha.,
3 41 4 16 64 256
T 1 1 1 1 t 6 1ok .
T Ll L L G AVinhnd
67 s-e T s oz Uiy 6ag’ t

Ce qui donnc une lai conflante, fuivant laquello
toutes les frackions, donr le numdcrareur cft Punitd,
peuvent &tre cxprimdes par dus fidtes infinies; cos
Juites éiant tontes des prozreflions glomdiriques,
qui-dderoiflent en telle maniére, que le pumd-

Article : Séries
3° tome p. 32-33

rateur eft toujours Yunité, & que le dénominatenr

du premicr terme, qui eft aufit Fexpoling do rap-
port, ¢fl moindre d'une wnité que e dénominaenr
de la fraclion -que Fon a propof de réduire en
Suite.

Si les termies du quotient croiffent continuelie-
ment Ia jeric S.,tf'l()lgu(.: d:aumnr plus du quolient,
qu'elle it ponllée plus loin; & clle ne pene jumis
devenir Cgile an quorient , 8 mons qu'on ne limie

. ! L :

ce quotient, & quon ne lui ajoute le dernier reile
avee fon propre figne. Par exemple , (uppolons
I—= _:_,; on trouvera que le quotient =1 — 2
3 Pk

b 4—8 -+ 16— 644 128, & prenons le pre~
micr terme 1, il excéde § de ¥ doux termes,
ceft-A-dire, 1—2, feront plus petits da #; trois
termes feronr trop g"rands de
feront plus petits que 7 de &5, &e. Si Pon fuppole’
que la ferie ou 1a futte f¢ termine aun terme — § ;

\ .
—_ =1 8. ot

alors on aura =1 2 4—8 4185 mais
I—2+4—8=—g=—ifeainfi = 2
1tz 3

I

LA QU
33
Ilais, dira-t- "expri
2is, d on, quexprime donc alors une
pareitle fuite? Car, par la natare de Popération,
cile doic &ure égale & la quantitd ou fradtion pro-
fée; & ’ i o
potee; & cependant elle s'en éloigne continuetle-
ment. Un auteur nomme Guido Ubaldus ,dans fan
traité de quadratura circuli & hyperboler , a pouflé
ce raifonnement plus loin,- & en 4 tiréune conlé- -

guence fort finguliére. Ayant pris Ia fuite —:'-=1—~_;_ )

& ayant fait la divifien, il a trouvé au quotient
I—¥f+-1~—1-} 1—71, & qui,d linfin, ne peur
jamals donner que 1 ou o3 {avoir 1, fi on prend
un nombre impair de termes; & o, fi on prend un

L ]

3 gquatte rermes

R :
nowbre pair; d’ol: cet auteur a couclu que fa frac- -

tion $ pouvoit devenir 1 par une certaine opé-
ration, & que o pouvoir érre anfli dgal 3 &, & que
par conféquent la créarion it poflible , puilque
avec motns on pouvoit faire plus.

L'errenr de cet aureur venoit de navoir pas
rc‘marqué que la fuite r—r1 4 1—1, &c. & en
géodral 1e—c L o001 | g, n'exprimoit point
exactement la valeur de la fra&ion ’T Car fup-

1 4

pofons qu'on it pouffé le quotient de lz divifian
Julqu’a cing termes, comme la divifion ne fe fair
jamals exactement, il y a toujours un refle, foit ce
refle r; & pour avoir le quorient exact, i} faut
é?f?ﬂ.’l: dans la divifion ordinaire, ajouter ce refte ,

wif€ per le divifeur 1 ¢, 4 Ia parrie déji rou-
vée du quotient.

Alnfi fuppofons que la férie générale foit terminée

L)

1me
— I+C—c-—c‘+c1+¢l_g!_._c+_i_c+ 1

1-‘}:_: "_ e

Par cenféquent la valeur exadte de L —

é—c’,onaural—i—cr_z——-c—f-c‘—c}w}-

1
grer eft
T
I— 111 ——35 & cette valeur fe trouve

toujours -égale 4 1, & non pas zéro 4 1.|

%,
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