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Lorenzo MASCHERON1L

né prés de Bergame le 13 mai 1750, mort a Paris le 14 juillet 1800.

Tl entreprend des études littéraires au séminaire de Bergame ot il est ordonné en 1767. Des [' age
de 20 ans il obtient un poste de professeur de réthorique puis, quelques années plus tard, une chai-
re de philosophie dans cette méme cité. Il découvre alors les mathématiques qu'il introduit dans
son enseignement déja ouvert 4 la métaphysique, la physique et la logique (1778). A partir de
1786 il exerce 4 'université de Pavie dont il devient le recteur en 1789 et par la suite membre des

académies de Mantoue et de Padoue.

Lors de la premidre campagne d'Italie, Bonaparte découvre ce personnage aux nombreuses facet-
tes. Il le fait connaitre et le fait nommer membre de la commission destinée a €tablir un nouveau
systtme de poids et mesures. A cette fin, Mascheroni vient & Paris en 1798 mais, terrassé par la

maladie, il ne pourra pas revenir dans son pays.

Les littéraires retiennent surtout de lui le poéte : Invito a Lesbia Cidonia 1793
In morte Bordee, viri celeberrimi, elogia, Paris -1799
sans oublier la dédicace en vers de la géométrie du compas pour Napoléon.

Les politiques évoguent son action pour réaliser la République Cisalpine. Il se montra le partisan
des changements que l'arrivée des Frangais occasionna dans le systtme politique de I'Ttalie. 1l fut

élu député.

Les mathématiciens pensent 2 ses "Notes sur le calcul différentiel d' Euler” ou figure le calcul des
32 premiéres décimales de la constante d'Euler, Pavie - 1790

ses Nouvelles recherches sur I'équilibre des voiites, en italien, Bergame -1785

et sa Méthode pour la mesure des polygones plans - 1787 (petit mémoire extrait des ad-

ditions au cours de mathématiques de Bossut).

Cependant c'est 1a "géométrie du compas” (en italien, Pavie -1797) qui le rend célebre. Bonaparte
le découvre, prend plaisir 3 "coller” ses collégues de I'Institut grice & cet ouvrage. "Nous atten-
dions tout de vous, Général, sauf des legons de géométrie.” s'exprime Laplace. 11 s'empresse de
faire traduire et éditer 'ouvrage en Frangais (Paris -1798). Dans son "Rapport & l'Empereur sur les
progrés des sciences depuis 1789" Delambre, écrira en 1808 : "La géométrie ancienne n'admet-
toit dans ces démonstrations que ce qui peut s'exécuter avec la régle et le compas. Mascheroni,



plus sévére encore, voulut se passer de la régle. On a lieu d'étre étonné du grand nombre de pro-
positions nouvelles et piquantes qu'il a su trouver dans un sujet en apparence épuisé. Ses princi-
paux théorémes avoient été apportés en France avec le traité de Campo-Formio, par le vain-
queur et le pacificateur de I'ltalie. On désira connoftre l'ouvrage entier, et bientdt il en parut une

traduction Frangoise."

Mais qu'en est-il de "Problemi per gli Agrimensori con varie solutioni” (Pavie - 1793) ?
Sa traduction sous le titre de Problémes pour les arpenteurs (1803), que nous reproduisons, est de

nos jours peu connue. Ce livre est rarement cité dans les biographies. Cependant ses contempo-
rains reconnaissent les aspects novateurs de son auteur comme en t€moigne encore Delambre
"...un systeme de propositions aussi considérable que nouveau. Celles qui regardent la division
du cercle, méritent surtout d'éire remarquées, parce gu'elles pourroient avoir des applications
utiles dans la construction des instrumens de mathématiques et d'astronomie.” (Rapport a I'Em-
pereur ... 1808)

Cet ouvrage est également mentionné comme ouvrage de référence aux cotés de la "Perspective"”
de I'illustre Lambert, des "Récréations mathématiques” de Montucla et de "Solutions peu connues
de divers problémes de géométrie” de Servois, dans "Un million de faits", ouvrage collectif du

second empire, rédigé par d'anciens éléves de Grandes Ecoles, au chapitre "géométrie pratique :
arpentage.” Il y est également fait mention d'une réédition en 1838 ce qui confirme l'intérét de
I'époque pour cet ouvrage.

Gino Loria dans son "Histoire des mathématiques"” (Milan 1950) note que ce volume "fut connu

comme il se doit" en France. Pour preuve, la préface de l'ouvrage de F. . Servois : "Ces Théore-
mes, qu'on ne trouve pas dans les Elemens ordinaires, appartiennent a des Géométres que je me
complais a citer. ....On verra que je cite assez souvent le Recueil que publia a Pavie, en 1793,
Mascheroni, sous le titre de Problemi per gli Agrimensori con varie solutioni .. Opuscule qui
renferme la collection la plus compléte que je connoisse de procédés et de formules sur toutes les
parties de la Géométrie Pratique."

Poncelet considere le travail de Servois original et utile pour la géométrie qu'il expose dans son
“Traité des propriétés projectives des figures” (1822). Mascheroni est donc un précurseur qui va

en particulier donner un nouvel élan au développement de la géométrie projective du début du
XIXe siecle.

Michele LACOMBE - Henry PLANE -1995
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PROBLEMES

LES ARPENTEURS,

AVEC DIFFERENTES SOLUTIONS,

Par I. MASCHHERONIL

OUVRAGE TRADUIT DEL'ITALIEN,

A PARIS,

Chez Covrcrer, Imprimeur - fibraire, et propriétaire de la
librairie mathématique de DuPRAT, qual des Augustins,
ne, 71.

An Al — 1803.




Ces Probidmes se trourent:

A Anpers, thez Foorrer-Maue.
Angoulume , ches BarcEas ¢t chez Baoguisse.
Aatun, chey Davenry.

Bourg, chez VERNAREL €t cliez BoTTIER,
Bruaeiles . chez LE CRARLIER.

Colwar , chez FoSTaixe
Clermont-Feprand , chez RotssgT.

Thjon, chez ((eQUET.

Daole, cher Jory-

Gand , chez e GoESIN=-YERHAEGHE,
Genéve, chez PascHoup.

T.afére, chez Troxguoy.

Lille, chez VaNackeRe.

Lyon, chez les frires Perisse ct chez Savr.
Metz , chez DEvIZLY.

Nancy , chez Mme BovTtorsx.

Nismes , chez Garpr et MeLoviovp.
Perigueux , chez Mme Despevil.
Rennes, cliez BLocrr.

Rouen, chiez VarLie Iréres . ot chez RExaryr.
Strashontg, chez LEVaavLT trires.
Tonlvuse , chez MaxaviT.

Tours . chez PoscHERARD et Alaxr,

Aux Sabies , chez FERET.

Aix, ches Uannacclolr.

Bayanne, cher Gosse et Boszon.
Nautes , cher FopeT.

Tordeaux , chiez LariTE.

Saint-Omer, cher Hueever,

Bunkerque . cher Frevarx,

1.a Ruchielic, chez SasLicose.

NOTE DU TRADU CTEUR.

Cer ouvrage de l'auteur de la Géométrie
du Compas, destiné par lui 4 l'usage par-
ticulier des arpenteurs, peut cependant
étre lu avec fruit par tous ceux qui étudient
les Mathématiques,

11 contient un assez grand nombre de
propositions de Géométrie , quelawteur,
pour des raisons qu'il fait connattre dans
sa préface , s'est contenté d'énoncer ,
et que le traducteur, pour les mémes
motifs , a ausst laissées sans démons-
tration.

La recherche de ces démonstrations,
sera, pour les éléves, un exercice utile
et agréable.

Les trois premiers livres ne renferment
aucune proposition qui ne puisse étre fa-
cilement démontrée par ceux qui possé-
deront bien les élémens d’'Alsébre et de
Géomeétrie, )

Pour le quatriéme, is pourront s'aider
de la Polygonométrie de M. Lhuillier, et
de Vouvrage que le C., Carnot vient de

A3
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publier sous le titre de Géoméerie de po-
sition. -

Enfin, le cinquié¢me livre, aprés quel-
ques propositions simples, pour lesquelles
ils pourront consulter les élémens de Géo-
métrie du C. Legendre et les notes dont
il les a fait suivre, en renferme quelques
autres plus difficiles, dont les démonstra-
tions. pourraient étre longues et pénibles,
sil'ons’'en tenait aux principes de la Géo=
métriz ordinaire , mais se trouveront faci-
lement au moyen des formules que four-
nit le calcul intégral pour la cubature deg
solides.




PREFACE DE L 4UTEUR.

Bravcore des problémes renfermés dans
ce recueil sont trés-connus, et je me seraig
dispensé de les y réunir, si les solutions
que jen donne étaient aussi répandues ,
et si elles ne présentaient souvent des
applications faciles et commodes dans
la pratique.*I} m'a semblé ensuite qu'il
nie serait pas inutile de faire snivre chaque
probléme de toutes les solutions que j'en
possédais , afin que Yarpenteur pit avoir,
dans un petit volume, plusieurs maniéres
différentes d’obtenir le méme résuliat;
mais j'ai cru superflu d'y joindre les dé-
monstrations , qui souvent se présentent
d’elles-mémes, etqui, dans les autres cas,
fourniront un exercice utile & ceux qui
voudront s’en occuper.

J'avais publi¢, en 1787, parmi les addi-

"tionsan cours de mathéma tiquesde M. Bos-

sut, un petit mémeoire intituld : Meéthode

pour la mesure des polygones plans. Deux.

ans aprés, M. Lhoillier publia & Genéve
A g

8

sa pob,gonamétrie. Je recounus en la H-
sant , mon-seulement que mon ouvrage
renfermait tous ses problémes, mais que
mes solutions analvtiques m'avaient con-
duit aux mémes formules, et que nous
avions suivi pas 4 pas la méme carriére.
Un accord aussi parfait avec ce célebre
Géométre , fut pour moi d'un grand prix,
etla preuve la plus complette que mon tra-
vail pouvait étre de quelque utilité, Je
donne ici les mémes problémes, accompa-
gnés des formulesqui servent alesrésoudre
et des régles générales que je publiai alors,
Aureste , Vouvrage de M. Lhuillier ne fait
pas seulement honneur 4 son érudition ;1]
I'a enrichi dedémonstrations géométrigues
qui lui appartiennent, et de beaucoup
d’exemples 'unbon choix qui éclaircissent
ses méthodes.

Cet ouvrage contient deux additions au
mémoire cité plus haut : la premiére est
une application des régles de la Polygo-
nométrie, i lamesure des cotés et des an-
gles dans certains systémes de lignes
droites , disposées de maniére 4 se couper

siccessivement sous des angles quelcon-
ques, la derniére se terminant 4 l'origine
de la premiére sans néanmoins former de
polygone : je crois que cette application
trouvera sa place dans le calcul des trian-
gles que 'on forme pour lever des plans ou
pour tracer des méridiennes.

La seconde addition est un essai de Po-
Iygonométrie solide, imitée de la Polygo-
nométrie plane. J'en avais jeté les pre-
miéres idées danslasolutiondes problémes
VII et VIII du livre V, surla solidité de
la pyramide, quand je vis les mémes ré-
sultats dans un mémoire de Vimmortel
Euler , imprimé en 1758, dans le tome I'V
des nouveanx commentaires de Péters-
bourg; en cherchant & conserver ce qui
m'appartient dans cette matiére, je rends
justice avec plaisir aux travaux de cet il-
lustre auteur.

On trouvera encore icila solution géné-
rale du probléme relatif a la solidité d'un
polyédre, quia pourbases deux polygones
paralléles . et dont les autres faces sont des

4]
guadrilatéres disposés d'une maniére quel-
conque autour des cotés de ces bases : ce
probléme est nouveau, je crois, et c’f.'st
une bheureuse addition a la théorie trop 1n-
campléte des solides.
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PROBLEMES

POTR

LES ARPENTEURS.

LIVRE PREMIERB.

DE LA MESURE DES LIGNES

PROBLEME PREMIER.

HMesurer une distance AD qui »'est aceessdile
que par ses extrémiles A et B.

S0 LUTTIORNRS.

. AvanT prisun point C, d’olt I'on puisse e, 2,
alleren 4 et B, c'est-a-dire, mesurer les
droites (4 et CB, on portera sur les prolon-
gemens de ces distances des parties CD et CE,
qui lenr solent respectivement égales, et 'on
aura DE = AB.

2. On prendra, comme tout-a-Pheure, un gg, «,
paint C, et ayant porté sur le prolongement
de AC, CE = B, etsurleprolongement de
BC,CD=A4C,on aura DE = 48.

12 PROBLEMES

ne.s.  3.Sidun point 7 onpouvaitalleren fet B,
et si,enprenant U= A, on pouvait aller
aussi deCen 4, on aurait

—— VR —
AB —= \/(AC ';;‘&*-l-BC )
BG4 4. Si du point ¥~ on peut aller en 4 et
B, etsi,en prenantsur 2.4 et 7B, des parties

FDet FE,on peut aller de .4 en E, on
aura

PEES Ve pryan T‘__z;i_i: (0¥ + 57 —D%)]

5. §i dans le triangle AF B, on peut me-
surer deux angles et e coté 477, on aura
sin ¥~

AB:AVainB'

Si 'on peut y mesurer deux angles et le
edté BV, on aura

AB:BVSin F

sin A"

6. Silonpeut mesurer angle 7" etlesdeux
codtés A et BF, on aura

AB=V{AF + BV — 214V BV, cos AV B),

On peut eacore trouver AB de cette ma-
nitre :

FOUR LES ARPENTEURS. 13
Aumoyen del’équation :

onchercheraiconnaitre tang et par con-

2

séquent

T ; cette demi-difiérence des an-

iles YV AB,FBA ,ajoutéei leur demi-somme
—izh-gdonnera le plus grand angle £ opposé
au coté BY” que Ton suppose ici plus grand
que A4F , et soustraite de la méme Jemi-
somme, elle donnera le plus petit angle. Alors
on aura 4B comme par la sclution 5.
7. On pourra {uire ensorte que Tangle 7 pg o

soit droit, et mesurer 47 et HI7) onaura

AB= v (V3B
8. Sipouvantiaire droit Pangle 27, on pou-

vait de plus mesurer un des angles £ et B, et
un des cotés A F, BF, on aurait

AB= 4V sec VA= 2V _
. cos VAR
ou bien
AB=BVscc ¥BA— 5% _
cos VB4

g- 51 Ton peut faire droit Pangle .1 et me- wo.i.




14 PROBLEMES
surer les distances A F et EX ,on aura
AB=y (BF — G5y = v/ (BF  AF)( BF = 277).
On gy prend de la méme maniére quand
on peut faire un angle droit en B,
10. Si Pon peut fuire un angle droit en .4

et mesurer un des deux autres angles et B,
etun des deux eotés 47, BF, on aura

AB = AV tang AFE ou AB=EBF sin A} B,

r1. Silon peut faire un angle droit en 4

et un angle demi-droit en 77, an aura
BY,

AB== AV ou AB—=""
V2

rme. s, Y2, Sil'onpeut faire des angles demi-droits
en 4 et B, et unangledroiten 7, onayra

AB= AV Va=EBF s,
me.r. 13, Silonpeut fuire droits trois des angles
A, B, Cet F,onaura 4B = CV.
me.4  14. Si Fon peut faire demi-droit Pangle 77,
¢t mesurer les distances A7 et BF, on aura

AB= V(AP + BV — AV.BF. v2).

ric. s, 15 Ayant prisle point 7, de maniére que
Vangle BF A soit droit, si T'on porte sur le
prolongement d’un des cdtés A7, BF dun
triangle rectangle 4 "B, par exemple sur le

YOUE LES ARPENTETURS 15
prolongement de 47", une partie égale & ce
bté, on aura 4B = IV B.

PROBLEME 171,

‘Mesurerlo droite CL dont on re peut appro-
cher quiar point C.

SOLUTIONS

. AYANT pris un point A qui soit en ligne re. .
droite avec les points Cet Z, et un point &
hors de cette droite, on tirera BC et B,
ayant ensuite divisé .48 endeuxparties égales
en M, et marqué le point P ou la droite BC
est coupée par MZ , on aura
AC.CP
2= pr—cp-
2. On prendra le point P sur le miliey de
BC, et cherchant sur .48 un point i dans la
direction de PZ , onaura

MB. AC

CZ= g mE
3. Sile point M ne pouvait étre pris sur
le milieu de .48, ni le point P sur le milien

de BC, on aurait toujours

MB,.AC.CP
= 4 BC— AF.CE

16 PROBLEMES

4 Voyez les solutions 3, 8§, 10, II, 13
et 13 du probléme I, qui pe supposent
la ligne 4 R accessible que par une de ses
extrémités,

FIG. g. = . . . .
* 5. Siloa ne pouvait ni prolonger la droite

CZ ni mesurer Fangle ', on diviserait une
droite CB en deux parties égales, de maniére
que Yon pit mesurer lesangles C4Z , CBZ,
et on aurait

CL =

AB sin' 4872 sin ABZ z
\/(1+sin‘ 7B T 2 inAzB e )-

6. Sile point A nétait pas le milieu de CB,

on aurait,
CF n=
V ~ "a+ - sint AT P sin AB7
- e
g aACAR— e 0sZAB)

7. Ayant trouvé 42 au moyen de I'équa-
tion
sin ABZ
sin A7B
etlesangles C et £ aumoyen de Péquation,
CzZ f{Z-:dC tan c+Zz

S laziac™™®

{ Voyez la solution 6 du probléme 1), onaura
sinCAZ _ sin CAZ
sin AZC~ T sin ACZ

AZ = AR

tang

€CZ = AC

POUR LES ARPENTEURS. I
8. Les points_{ et B étant en ligne drotte,
si Pangle Z 4C est la moitié, et langle ABZ
le quart d’un angle droit, on aura
CZ =" {4C* 4+ 48" — ACAB. v'3),
9. En faisant Vangle ZAB = Z.AC etrg. 1
AB = AC, on ama :

sin Z. A8,
sin AZ8

Application & la mesure des Rauteurs.,

Si Yon voulait mesurer la hauteur d'une s, 1w
tour 4B élevée perpendiculairement & B#,
on aurait :

‘AB=RB¥ tang ¥, ou simplement 4 C=58F
si Pangle 77 était la moitié¢ d'un droit.

Si 'on voulait mesurer la longueur dunse 1a
mur en talus .4 B, on aurait comme dans la
solution 5 du probléme I:

. sin ¥~
AB:BVsin{.’_l .

~ Si T'on ne pouvait pas mesurer fangle ZC A, re. .
gue le mur en talus ZC fait avec CA que
Ton peut mesurer, on obtiendrait ZC par
le moyen des formules des solutions 5,6, 7,

et 8 du probléme I
B




28 PROBLEMES
PROBLEME 111
Mesurer la ligneXZ enttlé?"f-'ment inaccessible.
SoLuTions

1. Avaxt pris un point C accessible , le
point 4 dans la direction de CZ , le point B
dans Ia direction de CX, et le point M au
6. o4, milien de 45, on déterminera le point P
ou MZ coupe CB,le point Q ou MX
coupe {4, et en portant de C vers . sur

. AC. CP
CAla I.lgne C =BT_-E-P s
. _BC. CQ
etsur CB laligne CxFAQ—CQ ’

on aura x7 égale et paralléle 3 XZ.
2. Sile point M ne pouvait pas se prendre
sur la moitié de 4B, il faudrait faire

MB.AC.CP
MABC—4B.CP

e MABC.CQ
T B AC—AB.CQ

Cr—=

et xz serait encore égale et paralléle 3 XZ,

3. Sides obstacles empéchaient de prendre
sur le terrein les lignes Cs et Cz, on aurait
en général

POUR LIS ARPENTEURS 13
XZ =

V[’.CJ—CI) ‘+C’_'1=§(AB+BC-—AQ(.4B+AC—5C;]
«al.{

et Y7 s'obtiendrait ainsi par la racine de va-~
leurs toutes connues, car fe n% 2 fournit le
moyen de connaitre Cx et (z,

Dans le cas de Cf = CB, on avra

. B A
XZ:\/L(C‘Z—CI)'—.&—QI Hq_z‘ifgz .
AC*

4. Si l'on fait droit Yangle 4CH, et s
Yop prend AC=CH , on aura

XZ= (O - O

5. Si Pon trouvait commode de prendre sic. .
les points B ef .4 sur upe droite B.A, telle
que Vespace compris entre B4 et X fiie
inaccessible , on fixerait un point € en de-
hors, & la rencontre des lignes XB et Z_ 4
et prenant le point M au milien de BA,
marquant le point P ou MZ coupe UB et
le point () ou XM coupe AC, portant sur le
prolongement de ZC la ligne Cz:‘”‘io‘ il

CP—BP
et sur le prolongement de XC la ligne

BC. O . .
Cr="_"1T7% s 00 auralt xs égale et paralidle

Ba
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6. Si le point M n'était pas au milien de
AB, il faudrait prendre
AB. AC.CP
T AB.CP=-MABC
o MABCLQ
=4B.CO—MB.AC"

Cz

7. Si Ton ne pouvait mesurer sur le ter-
rain pi Cz ni Cx, on trouverait XZ an
moyen de I'équation :

A=
Cr.Cz

2 74 [(cmcoy+ 2 (AB+BC—~ACHAB+AC—BC)]

qui, dans le cas de CA= BC, donnerait :
xz_—_\/ [(Cz—Cx)'+E”.-;—-Cf 2792:]
AC
8. En faisant droit Tangle 4CB et prenant
AC=CB; on aura
XZ=V(C2*4+Tz%).

me. ¢ _ 9. Si Yon fuit Vangle ZAB égal & langle
X AZ ;5 et si Ton se retire sur A8 Jusqu’a ce
qu'on ait trouvé un point B, tel que l'angle
ABX=90o—Z 4B=BX A, on aura

sin ZAB
sin 428

#0617, 10. Ayant fuit droit l'angle XAB, et s'%-

XZ—=BZ—AB

POUR LES ARPENTEURS. 2zr
tant retiré sur 4B jusqu’en un point B tel
que langle 4BZ soit droit, on déterminera
le point DD ou X_4 est rencontrde par la per-
pendiculaire BD au point B de la ligne BX,
et le point C ou Z B est rencontrée par la per-
pendiculaire au point 4 de A2 ; on aura en~
suite :

o AB AB\-
AZ= o —
z=a5\/ [ +(37 )]
ou pour pouvoir appliquer plus commodé-
ment les logarithmes

AB(AD—BON -
1. Ayant fait droit Pangle X 4B, et ayant rc. w
trouvé sur la ligne 4B le point B ou I'on a
encore un angle droit 4BZ , on déterminera
sur la méme droite AB les points D et
telsque lesangles BDZ et ACX soient demi-
droits , et 'on aura

XZ=V[AB* +{(BD—AC)]

formule qui se prétera plus facilement au cal-
cul logarithmique en Pécrivant ainsi:

xz=45\/ ( L‘?gf“ + )

12. Si trois points 4, B, C sont trouvés de ri. v
B3




22 PROBLEDMES

manitre que I'on puisse fuire droits les angles

XAy, ABZ, XCZ, on aura, en représen-
AB4-BCa-CA

2

tant par P la demie somme 3

ABBCCA
T2 VP(P—A4B (P—BC)(P—CAY
ou hien ayant trouvé sur 4 C un point P, tel
que Fangle APB soil droit, on aurd:

. B.A.BC
XZ_—Bﬁu .
13. Si les trojs points A4, B, C sont tels
6. 20. que les angles X AZ | XBZ | XCZ suient

demi-droits , on zura

AB.BCCA
A e V [P (P—AB)(P=EC, (P—CAY)

Xz

en faisant comme plus hant

B+ BC+-C.
Jiﬁ'_;'_’{:p,

et lorsqu'on pourra fiire droit langle 4 PB,
cefte formule se réduwa &

BAEC
Z=prTvs
nc. 2, 14. Avant mesuré In base 4B et les angles

que font avee cette base et avec la ligne X2
les droites A4Z et BY, on aura

POUR LES ARPENTETURS =23

sin ABX sin B.AX
AX— AR T e A B e
- sin AXB BX B.sin BX.t
ou
. - nSin ABZ . sin BAZ
piviseiiniminninni —=AB -
AZ#J{_B sin AZB BX=A sin BZ 4

et en joignant aux deux premifres valeurs
celle de Vangle X 47 | on anx deux dermiéres
celle de langle XBZ, on aura XZ par Ia
solution 6 du probléme 1.

15. Enconservant les conditions du no. pre-
cédent , on aura encore la valeur de X7 par
Tune ou Yautre des deux équations:

AZe
sin* ABY sin'4BZ sin4BX sinARZ
. 3 -— -
JB‘/(sm‘A.IB TS AZB SinAXB sinAZg °°% AAZ)
A==
sin'BAX  sin'BAZ sinB 4YcinR 42
AB ( } —_— ki
‘/ Sn’BXA sinBEZA  smBXdsinoZ g ©O% XBZ)'

16. 8i Ton fait droit Tangle X AB | et g ) FIG. 18
apres avoir trouvé le point B, on Tangle,
ABZ est aussi droit, on observe les angles
ZAB et ABZ | on aura :

XZ=ABv 14+ (tang ZAB—-tang XBAY],

ou bien, si I'on appelle A l'angle qui dans les
tables a pour tangente la différence des tan-
gentes des angles Z. 4B et XBA , on aura
AZ=48 sec A

B4
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FIG. 2. 1w Avant planté une jalon en C, de ma-
niére gque l'angle XCZ soit obtus, et ayant dé-
terminé sur Z C et XC deux points A4 et B
telsque lesangles X 4 Z et XBZ soient droits,
on aura:

2. AB. BC.-CA
XZ= B —BC—CA>
18. Ayant trouve les deux points 4 et B
comme dans le no. précédent, et @ étant le
point ot se rencontrent les deux lignes X4 et
ZB,on aura:
2. AB.BQ.Q.A4

T A0 +BQ*—4B"

76 22 1rg. 5iTon prend le point Cde manitre que
les rayons visuels dirigés de ce point aux ex-
trémités X et Z de la distance proposée for-
ment entr'eux un angle droit XCZ, et quon
prolonge ZC et XC en A et B jusqu'a ce que
les angles CAX, CBZ soient demi - droits,
en aura précisément

XZ=A4B.
wic. 3% 20, Ayan! fiit droits lesangles X 4B, Z AC
et demi- drails les angles XEBA, ZCA, on

daura encore
XZ=—=BC
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Application g la mesure des hauteurs,

S:iron se propose de déterminer la hanteurrs...
inaccessible 4B, en supposant que Pon peut
mesurer la partie DC de Thorizontale DB et

les angles 4B et ACB , on aura:

. sin ADC |
AB=DCsm sin A4CB.

Si DC ne se mesurant pas sar Phorizon- me.:s.
tale C2 faisait un angle quelconque avee I'ho-
rizbn, et si en méme tempsle plan du triangle
ADC n'était pas le méme que le plan du
triangle vertical #CB, on déterminerait en-
core 4B par la formule

sin ADC
sin DAC

Si 3 la hauteur 4B de la tour on voulait
gjouter Ia quantité BE dont le point E est
élevé au-dessus de Phorizontale CB, connais-
sant Pangle BCE , et par suite les angles CE B
et ACE, on aurait

sin ADC. sin ACE
sin D.AC. sin CEA

AB=DC sin ACE.

AE=DC

et cette formule serait encore vraie si le trian.
gle 4D C nérait pas vertical et si laligne DE
n’était pas horizontale,
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Y6 25 G} g'agit de mesurer la hauteur 4B dun
mur en talus, connaissant Pangle 4BE de
-son inclinaisen sur Phorizontale BE et langle
BCF du niveau CB avec Ihorizontale CF et
par conséquent le complérment CBF de cet
angle , on aura

CB A=270°—CBF — ABE,

sin £DC. sin ACB
sin DAC. sin CB.A"

CAS PARTICULIERS.

PreEmMIier Cas

et AB—

w6 5. (N pent, du sommet d'une tour 45, mesn-
rer I'horizontale inaccessible 1) (', si 'on con-
nait Ia hauteur AB de cette tour, et si Pon
peat mesurer les angles CAB, DAB, D AC,
on a en effet alors:

DC=ABV(sec' CAB 4 sec’ DAR
—2sec, CAR sec. DAB cos DAC).

we. 2. Ol le plan du triangle D AC était vertical,
cest-d-dire, si Ja ligne D C était le prolonge-
ment de BC, on aurait :

DC=AB (tang D.AB—tang C.AB).
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DeuvuxiEgxe CAS

Supposons que I'on veuille détermiger, par Fi&- =
rapport & trois points connus, la position d'un
quatriéme point d’oit Fon peut voir les trois
Premiers, sans que daucun des premiers on
Ppuisse découvrir le quatriéme; ces trois points
¢tant, par exemple, les sommets de trois
clochers que Pon appercoit du lien qu'il sagit
de déterminer, mais sur lesquels on ne peut
Ppas monter poar le découvrir.

Solent A, B, Cles trois points coanus de
position, et IJ le point inconnu duguel on
peut observer les angles 72 et # ; on demande

les distances BD, AD et CD.
Or aura d'abord

AB sin (m-4-n)

Cot, 2 = [
o+ F= BCsinmsin (B—nr)

-~ cot (B—n) ,

ou afin de pouvoir appliquer plus commo-
dément le caleul logarithmique

Cot:c:cot(B—-n){ sin C‘m.n (m+") —1 ).
\sinBACsinmcos(B-n)

Ayant trouvé de cette manitre le sexment
x de angle BAC, on connaitra par consé-
quent Lautre segment 4D, et on aura:
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BD=BACZ
s
B sin Fm+.:c)
AD ;n o
= sin (rz=-
lCA i—.(—'—n )
s
po=ca 7.
SIL T2

Si B était plus petit que », cot (B—n)
deviendrait négative.

Si le point D était dans Pintérieur du trian-
gle ABC, on aurait 72 4~ 7 plus grand que
18cv et sin (m~-nr) serait négatif,

Dans le cas ot Yon aurait B=n, le pro-
bléme serait indéterminé , puisqu'alors un
cercle devrait passer par les quatre points A4,
B, C, D, et l'on ne pourrait conclure la po-
sition du quatriéme point 1), gw'autant quiil
serait sur la circonférence du cercle qui pas-
scrait. par les trois premiers.

S8i T'on ne voulait pas connaitre les distances
AD, BD, €D, maissenlement la situation
que doit #voir le point D sur une carte , il
serait plus expéditif d’employer la construc-
tion suivante :

On ferait passer par les points 4 et B un
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AB .
cercle derayon —— et par les paints . et
2 s1n e

Cun antre ce el
rele de rayon ;- -5 tes denx

cercles se rencontreraient en deux points, sa~
VOIr au point .4 et au point cherché D,

CoroLrLrAIRE

.51 B=0, ce qui arrive lorsque les trois®c. o
points B, A et  sont en ligne droite, on
considérera le point .4 comme Vintersection
a des droites 4D et BC, et x=Bup) sera
alors donn¢ par la formule :

Cot a—C ot n( 1—%1
BCsinmcosn
_AC cotn—AB.cotm
- BC .

.Ayaut par B trouvé langle x, on con-
nattra.ensuite les autres angles B, Cet D_4C
et les distances 4D, BD, CD par les
€quations :

B=180°—z—m
DAC=1809—x

C=zn
AD=Ap S0 E_  nC

sin »




FIG. 2o

FIG. 5o
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ppe=aBmF_po_SinC
sinm SIIL (Mg 4~ n)

N sin DAC sin B

c ¢ s sin{(m—-1n)

enfin, onaura Ia perpendiculaire D P ahaissée
du point D) sur BC par la formule :
DP=ADsinz
PROBLEME IV
Trouver la distance VP du point V & ln ligne

AB, quin’a d’accessible que ses extrémutes
A et B,
SorLUTIONS
O x trouvera la distance demandée par I'une
ou Fauire des deux formmules:
‘ AV.BF.sin AFB
PP — e ——
: V(AP 4BV —o. AV BVcosAV B)
FP=A¥F sinA—F ¥ sin B.
PROBLEME V.

Trouver la distance AP du point A & la
ligne inaccessible XZ .

SoruvuTioxs

ATANT mesuré une base 45 et les angles
que toat avce cette base et avecla ligne pro-

POUR LES ARPENTETURS Ik

posée les rayon visuels AX et A2, BY et
BZ ,onaura

ABrin X 4Z
v(am‘AAB sin"AZB  StnAXBsin 47 R
sin ..45)& swi'dBL

slnd.ﬂ.&sm_dﬂz
PROBLEME VI

AP

COs .X.z‘Z)'

Lxprimer au moven des cotés seulement la g
distance des paraliéles AB et CD dans le
irapéze ABCD.

SorLnuTionN,

Sorent AB=a, BC=b, CD=c, D A= d;
on aura pour la distance cherchée I’expres-
sion :

vla(d+b)a—cy—(a—c)

2 {a—<)

PROBLEME VIL

(¥ ]

Etant donnés les trois angles A, B, C
dun triengle et son aire S, trouver un
¢ité , AB par cxemple.

FiG. 1.

SorvTrow

ON aura: AB._\/ 28 sin €

sin A, sin &

FIg. S
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PROBLEME VIIL

Trouver la distance AB qui n’a d'acces-
sibles que les seuls potnts A et B, desquels
on peut voir les exirémités X et Z dune
droite entiérement inaccessible, mais con-
nuc de longueur.

SoLUvTIiIONS

1. ON aura Ia distance 4B par Puge ou
Fautre de ces formules:

XZ
AB=
san'ABRX sm .«BZ sinABXswmABZ
— 2 s 08 X AT
1/(5111'.4,1’3 sn'dZB snAdZBsindZB )

Xz
(sm=3.4.rl';‘m=‘3“dz T smBAXsinBAZ
su*BX 2 sl BE A sinBXAsinBZ A

A B

cos XBZ)

2. Or donnpera une valeur queleconque &
A8, et supposant inconnue la distance X2,
on la déterminera par Ia solution 14 du pro-
bléme I ;i en résultera une fausse valeur
pour cette higne, puis on fera cette pro-
portion :

La vateur trouvée pour XZ est a la valeur
donnée & 4B, comme la valeor connue de
XZ est A lavaleur inconnue de .4.8.
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Dious T'on déduira 4B par les opérations
ordinaires de P'arithmétique,

PROBLEME 1IX

Etant donnés deuzx cétés aeth dun triangle
&t son aire m, trouver le froistéme cété c.

SonvTION

OX aura: C= Vi(a* b+ 2/ a8 —fm)
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LIVRE SECOND.

De la direction des lignes et de la mesure
des angles.

PROBLEME I

ﬁmlanger {a droite AB en C et D, malgré
Zinégalité du terrein occasionnée parPobs-
facle X.

SoruTIrioxs

1. O tirera une ligne indéfinie AP sous
Pangle aign BAP, et par le point B on me-

FC, 3a.

nera BM qui fasse avec elle un angle BMA, -

que pour plus de commodité on pourra
prendre droit ; en faisant ensuite aux points
N et P les angles ANC, APD égaux &
AMB, et prenant

. BM BM
CN=—A4N W’ PD—=AP —1ats

Ies points C et D seront sur le prolonge-
ment de la droite A5,

2. Si Ton fait demi-droit langle BAM,
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et droits les angles en N et P, if suffira de
prendre C.N:A]V’ PD— 4P,
3. Ayant mené i une distance queleonque ¥6- 53
de A8 la ligne LP, et fait des angles dgaux
aux points L, M, N et P, on aura:

LINBM—ALMN

ON= ————
LA ,
LP.BM— A1 0P
LM -
4. En prenant LM=MN=NP, on ayra:
C_’]\r‘::zBﬂ.’[-—-—-AL
PD=3BM—2.4F.

5. En faisant droits les angles 37, N et P,
on aura par la construction du n°. 3:

P~

CN== YN (tang Bt.‘l{——tang AML) 4 Ldftang BLAS
DPF == MP {tang BLM — tang AML )« LM lavg BLIM

et ces distances détermineront les points C
et O,

Autrement : ayant déterminé le point D
au moyen de la seconde formule, on fera I'an-
gle PLC égal & celui qui dans les tables a
pour tangente trigonométrique la différence
des tangentes des angles BLM et AML.

6. Ayant pris un point 77, du quel on puisse e,
mesurer les lignes 4F, BF, (F, DF et

Ca

54«
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les angles qu'elles forment entrelles, il faudra
faire : . :
FAFB.sin 4V B
V=t in AVC-V Bsin BVC
VAFVB, sin AVEB.
VD= e i P DV B sinBVD

ou bien ayant trouvé le point C, au moyen
de la premiére formule, en fera langle

FCD=V.AB+ AFC,

7. 8i 'oa ne peut mesurer que les distances
F°C et D, on prendra une base X que
Ion puisse aussi mesurer, et telle que du
point X on puisse voir les points . et B,
et on fera ensuite :

VZ.sinAZ einBZ Viin AR i
Fh= sindZ Fsin FBZsinAP C—sinBZ Vsin V2 Zs:nBVC
PZ sindZ VsinBZ Fiin AV E
P e VeV aZsn AV DsinBL Vein V AZsmBVD.

Autrement; ayant trouvé le point C parla
premiére de ces deux formules , et Tangle
¥ AB par I'équation.

sin A¥VE

sin FAB = WY LARTBE e FE A
(' Wo VA zain 2R Y iar A zvar 28 ° )

on fera l'angle PCD =F AB+ AV C.
8. Si Pon peut mesurer langle BAF etla
distance 47", on fera:
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sin 4B

sin (FAB+AFC)
sin ¥ .AB

sin (P AB+AV Dy

Fl=AV

FD=ap"

ou bien, ayant trouvé le point C, au moyen
de la premiére formule, on fera angle

FCD=FAB+AFC.

9.Si les angles 7.4 B et 4 VC étaient demi-ris. s

. . AP
droits, on aurait: CF = v

10. Ayant fait demi-droit Pangle BAF et g o
droit Tangle 4 7°C, on prendra CF = Vd,

k3

et [angle Z”CD sera égal a trois demi-droits.

- 11. Si Pon peut mesurer Ia ligne 4B et les i, 3.
angles 4BV, B AV, sans qu'on puisse me-
surer A7 et BF , on fera:

sin ABF sin ¥ 4R

CV=A8-
4 sin A¥ Bsin (VAB+APCY

C3

10




FIG. 34,

a3 ynos_LﬁMEs

PROBLEME IL

Par ur point donné D, mener une paralléle
@ la hgne inaccessible xz , en supposant
accessibles les points x et z.

$§O0OLUTIONSG

1. Ox menera Dz et par le milien #” de

cette distance, on tirera 7 E ; prenant en-

- suite FE=VF3z, la ligne DE menée par les

¥FIG. 3.

FIG. 35

points D et K sera la paralléle demandée.
Sile point 7 n’était pas le milieu de Dz,
il faudrait faire P E= Ef;’;.xyz
Autrement; sur =z on prendrait un point
quelconque F7 et ayant tieé Fx, on porte-
rait sur cette ligne et & partic du point 7

la distance E=22 7P
z

Autrement encore; de l'autre coté de la
ligne zx on choisira un poiat /7 et Tom
tnenera par ce point la droite JFD et la
droite 7F7£ qui rencontrers en y la droite
zz; en prenunt ensuite JFE = ZVWI;;:{) s
la ligne DE sera la paralléle demandée,

z. Ayant déterminé le point 7 de la li-

gne xz ou Vangle 27713 est droit, on me-

—_

POUR LES ARPENTETRS. 39
nera DE de maniere que l'angle #DE
soit aussi droit.

3. Plus généralement, ayant mené par le ms. s
point IJ Iz ligne Fz qui fasse avec 2z un
angle queleongue , on tirera DE, de ma-
niere que l'angle FDE soil égal 3 Faz,

4. Si Pon pent mesurer les distances DX, re. i
DZ et Tangle XDZ, et quen méme
tems Pinégalité du terrein ne permette de
déterminer aucun point sur la ligne AZ ;
Fun, au moins, des angles X et Z , T'angle
AXZD, par exemple, opposé an plus petit
cHté sera aigu, et on le déterminera par lé-
quation :

DX sin X2

sinXZD— - 5
V(DX +DZ —2DX.DZcosXDZ)

si ensuite on mene par le point D une ligne
DE qui fasse avec ZD Pangle

ZDE=XZD,

ce sera la paralléle demandée.

Cs

FIG. §:.
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PROBLEME IIL

40

A une ligne X7 toute inaccessible, mener
une paralléle par un point donné, par
exempie par le point A ( fig. 41 et 42);

- €t par le point D ( fig. 43, 44 €t 45)

SonUvTIonws

1. AYANT pris un point C sur laligne 42
et un point B sur la ligne CX, on dirigera
du miliew M de la distance 4B aux points
X et Z des rayons visuels qui rencontre-
ront aux points P et Q, les lignes 4Z et
BX, portant ensuite sur CB,

__BC.CQ(BP—CP)
CE= CPAQ—CQ)

AE sera la paralitle demandée.

2. Si Pon ne peut pas prendre le point
M au milieu de A48, il faudra faire

CE= M4 BC.CQ(MA . BC — AR .CP)
T MB.CP(MEB.AC— _4E.CQ)

3. Ayant fait Pangle Z.47 égal i Pangle
ZAX et se retirant sur la ligne A F7
Jusqua ce que Vangle A 77X soit égal &
90° — Z_AF, on fera langle
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ZAE= 1800 ZAF = ZF A

et AE serala paralléle.

4. Ayant pris sur la ligne XP7, gui ren-
contre AZ en (, un point ¥ tel que Vangle
AXFVZ soit égal & langle XAZ, et sur CF~

AC

o7 A D sera la ligne

une partie CD =

cherchée,

5. Ayant pris sur DX un point 4, d’on ¥6- &
Tor puisse voir les points Z et X, et guel-
qu'autre part un point B, dol I'on puisse
voir les mémes points, on déterminera le point
C ol les deux lignes ZE et DX peuvent
se rencontrer, et si le point C est entre les
points I} et X, il suffira pour avoir le
point £ de la paralltle demandée, de prendre

cA
sur CB, CE = CD-C—B,' sil est entre lcs ng. 4.

points C et X, il faudra prendre sur CZ,
cA
CE=0CD. °E
. 6. Ayant pris sur DZ un point 4, d'oli re. &
I'on puisse appercevoir £ et X, et quel-
qu’autre part un point semblable, si 'on dé-
termine le point , ol se remcontrent les
droites Z 4 et X B, et que on prenne

) CcA4
CE=CD <y DL sera la paralltle.

11
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T4 r 8 les angles Z 4 X, Z BX étaient Czs soient aigus, et en prenant eunsuie.
demi - droits ou quelconques, mais égaux — W
entr’eux, la solution serait encore la méme xN—_-E_"‘__;.J.:i_:...’.‘._ ,
que dans les denx cas précédents. -
me.ie 8. 8 des extrémités D et C d'une base CN sera la perpendiculaire cherchée.
mesurable D C, on observe les angles en 2. En prepant zz = sC, xN serait seu-
X et Z, et si on cherche dans les tables oo
I'angle qui a pour sinus lement -,
SilLXDz
sin’DCTsin‘DZC__ sinDCXsinDEC -PROBL E ME V.
l/(:+ sintDatsutbvs 25muAUstCZ LDSXDZ) ?
. Y droite zx , €l
ce sera Pangle D X.Z , qui sera aigu ou ob- En un_pomtV d’wu;‘ rc; ?ztéfTeuersur cette
tus, suivant que la quantité d;ozte le perpen iou azrek , samns em-
r i équerrc ni graphométre.
sin DCX  sin DCZ piayer nt eque grap.
o L cos XDZ
sinDXC s DZC SorovTIONS
sera positive ou négative. 1. E N menant dv point C aux points z et x ¥16. 4
Faisant donc XDE égal an supplément les lignes Cz et Cz, quifassent avec x5 des
de DXZ, DE sera la parallele cherchée. angles aigus Csx et Czz, et prenant sur 2C
PROBLEME IV T = ax¥V . xC. 1z
. —_— = easeyy ==,
Dun point donné C, mener & une droite zz +2C —3C
maccessible zx une perpendiculaire, sans F7T sera la perpendiculaire cherchée.
se servir. d'aucun instrumerndt. 2. Si ayant mené CF de maniere querc. sa
SoLUYUTIONS Tangle CFz soit aigu, on fait Fx = CF),
me. 4o 1. O 5 menera aux points z et x les droites il suffira de prendre T = p_xp".
Cs et Cr, de maniere que les angles Csz, zC
44 PROBLEMES
. POUR LES ARPENTEURS 45
PROBLEME VI et ayant mesuré les distances AA, AL et
Laligne XZ étant inaccessible, lui mener au Yangle XA Z , on ferait :
point X une perpendiculaire. 4O = A AX—AZ cos XAZ
- AX cos XAZ — 42’
.SonvuTiOoXNS s N :
le'point C devant étre pris entre A4 et £ ou re. su
755 1. AYANT construit zx égale et paralltle & sur le prolongement ACde A2, suivant que
XZ par laméthode du probléme 3 du livre I, cette valeur serait positive ou négative.
et ayant pris de z vers 3 P _—
JAE P 3. Sila ligne XZ est toute enliére inacces- ¥i6. s
Ve #5420 —20 (zC30)(xC—20) sible , on prendra une base .AB que Von puisse
= r Tt zz . mesurer, et des extrémités de laquelle on
) .. . uisse viser les points X et Z; onfera ensuite:
12 droite quiira de 77 en X, sera la perpendi- P P ’ Heuite
culaire demandée. . sin ABX _ sin ABZ o .o
R oS0 ABX Ysin g {8 sin A28
2. Ayaut mene, par un moyen qlle]CC’n‘ ACMABSmAXB s L ALK BT
que, xz paralléle & X2, on pourra trouver Teaia A — s
le paint #, ot Pangle z ¥z est droit. o cet : ive. 1o point G
. \ et si ve, le :
ne 52 3. Ayant fait Pangle Z. 4B égal & Pangle celte valeur est posiuve, fe point U serd pig, s,
. . v sur 47 entre les points A et X, et CX sera
Z AX, et trouvésur_4.B8 ua point B, ot Pangle . L E . )
i ) - la ligne demandée; si au contraire elle est né-
A BX soit complément de langle Z.A4 B, si o -
- L : . gative, il faudra prendre A4C sur le prolon-
Ton mene perpendiculairement a BZ la ligne ement de Z.4 . ot CX la e i
B qui rencontre 4Z en C, CX sera per- ge o, € sera 1a perpendicu-
T . laire cherchée.
pendiculaire sur XZ aa point X, 6 A do TPéaquad
Fc. 3. 4. Sila droite XZ n’étatt accessible que par - Au moyen de Fequation:

ses extrémitds, et que indgalité du tercein ne
permii pas de déterminer un point sur sa di-
rection , on prendrait an-dehors un point A,

. ontrouvera l'angle AXZ : cet angle seraobtus e,

sin X AL
sin’ SBX ain" AZH —a sinABX win AZH
30 AXB wn' ABZE T sintXB snABZ

vn fXZ=

Vi

cox XAZ)

. 3

12
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.sinABX sin ABZ
Syin AXB sin AZB
tité négative ; dans ce cas on prendra sur 48

SEHABXSLH(AXZ—QEG)—_ LIVRE TROISIEBIE.
= ¢inAXB sin{ ap0° — XAB — AXZ)

PODR LES ARPENTEURS. 4
cos XAZ est une quan-

AF

De ia mesure des Surfaces.
et 77X sera la perpendiculaire 2herchée.
Mais si la- quantité

in ABX sin ABZ ,
:;z i i’rz—m cos X AZ Mesurer la surface dun triangle ABC.

PROBLEDME 1L

est positive, angle AXZ sera aigu; alors SoLvTions

il faudra prendre sur le prolongement de B4 1. AVANT abaisss d'un angle quelconque 4 ris. 5,
AP qp SN ABXsin(gov— AXZ la perpendiculaire .4 D sur le coté opposé
=Y fin AXB sin (XAB + AXZ — goo)? BU, prolongé, sl est nécessaire s la surface

du triangle aura pour expression ; ADx BC,
2. Silon pent mesurer deux ciids et angle

Csomprls, par exemple les ¢otés 4B, 4 ex

Tangle 4, Ia surface sera : 4B. AC. sin A.

.3. SiTon peut mesurer deux catés et Fangle
adjacent & 'un dleux, par-exemple les cotes
4B, AC et Pangle C, Taire sera:

et 77X sera la perpendiculaire cherchde.

+ACSNC[AC cos O V (AE — T sin 0]

On pourra encore trouver Pangle B au
moyen de la {ormule

. ACsinQ
{ sin B — —733'—-
!
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et Paire sera donnée par la formule qu'on puisse mesurer 4Cet B C, et qu'ayant
1 AB.ACsin ( B+ (). pris sur OB,
- . B Ch=0CA4,
4. Silon pent mesurer les trois cétés, Paire .
Bera on puwsse encore mesurer 4D, Paire du
: : triangle 4 B C sera :
V[8$(8~AB)(§—~BC)(S§—A0)] &
, AD.BC e
€L représentant par .S la demie somnme +TAC V4 AC—A4D,
AB + L£C 4 BC i
_._2—"‘___ et st Yon veut employer les logarithmes ,
le logarithme de Vaire sera:

des trois cdtds,
we. 6 3. Silon pent mesurer un cbté et deux
angles, ce gui donne aussi le troisiémes si

HI(adC+ 4Dy +1(a4C—4DYy 1 4p
+I.BC—1. ACH 1, 4,

Yon a, par exemp,le., Ie coté BC et les trois il est mmpessible de mesurer D, on
angles A, B, C, l'aire aura pour expression : prendra sur les cotés O et CB, et d égale
, po SnBsinC distance du point C des points P et Q, et
s sin.A - on mesurera PQ, Yaire 4BC sera:
‘6. Sidans le triangle 4BC,il n’ya d'acces- ; BC.PQ. AC VIR
sible que le coté 4B, et quion ne soit pus BC 4PC—PQ

libre d’employer les sinus, on prolongera le

cité A en L jusqu’d ce que 4 L soit égal et clie aura pour logarithme ;

a AB; et ayant divisé la ligne 4 B en deux 310.(2PCHPQ) 41, (2PC—PQ)} +1.BC

parties égales en M, et déterminé le point P, +IePQA L AC—2l, POy,

ou le rayon visuel MC coupe la ligne A B; Schotie.

- . AM. LM, AP

Taire du triangle A BC gera 2" 27 T

BP—AP Tout polygone pouvant étre divisé ep
me.6: 7, Supposons le cdté 4 Binaccessible, mais triangles , e prob'ime précédent secvira &
qu’on D
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FIG. 6.

%o, PROBLEMES

tropver laire d'un polygone quelconque, en
sommant les aires des triangles dans lesquels
on peut le diviser par l¢ moyen du probléme
suivant.

PROBLEME 1IL
DLartager un. polygone ABCDEF en

triangles.
SorU0TIO0NS

f. A¥ANT pris un point O dans Fintérieur
du polygone, on menera de ce point 4 tous
Ies angles les dreites 0.4, OB, OC, OD,
O E, O F etellesle partageront en un nombre
de triangles ézal & celui de ses cdHtés.

2. Ayant pris un point O sur un edté quel-
conque .4 B du polygone, et ayant mené
de ce point aux angles les droites OC, OD,
QOF, OF, onaura un nombre de iriangles
€gal & celui des cétés du polygone diminué
d’une unité,

3. D'un angle quelcongue .4 du polygone,
on menera les droites AC, 4D, AF aux
antres angles, et le polygone sera partagé en
sutant de triangles qu’il y a de cotés moins
deux,

POUR LES ARPENTEURS. ip
PROBLEME IIL

Mesurer Paire d'un parallélogramme
ABCD.

SoervTIoHNs

1. Lrarar demandée est égale au pibduit
d'un c6té pris pour base, par la hauteur du
parallélogramme, c'est-i-dire par la distance
dn c6té pris pour base i celui qui lui est pa-
rallele; ainsi; si P est perpendiculaire aux
deux cotés 48 et DO, et MV aux deiix 0d-
tés .AD et BC, l'aire demandée sera DC. P
ou.dD.MN.

2. L’aire demandée sera encore ézale du
produit de deux cdtés contigus par le sinus
de Tangle qirfls comprennedt, ¢est-i-dite
que Pon aura:

ABDC = AB .DC.sin ADC
=DC.CB . sin DCB.

rIg. &

. L. ¥G. &8,
Si le parallélogramie était rectangle,

sin DCB serait Punité, et Faire serait seule-
ment égale au produit de deux cétés contigus

AD et DC,oulDCet CB.

Fic. €7,

FIG. &8,

52 PEOBLEMES
PROBLEME 1V.

Mesurer Taire dun trapeze ABCD, dont
AD et CD sont les deux e6tés paralleles.

SoLUTIONS

1. MexEZz P Q perpendiculaire aux deux
cotés paralleles , aire du trapeze sera

1(AB+ CD)PQ.

2. Divisez en deux également en Met N
les cotés non paralleles 4.D et BC, et me-
nez M N, Paire du trapeze sera MN . PQ.

3. Soient £ B=a, BC=b, CD=c,

D4 =4d, laire sera:
a-+c v \ . .
a—s) 3 v[a(d"+8") (a—c)'—(a—c)'—(d"—5"}].

PROBLEME V.

Décomposer un polvgone en triangles et
en trapezes.

SoLUTIORN.

Mexrz une droite, par exemple, Ia
droite 4 E gui divise le polygone en deux
parties; sur cette droite et des sommets de
tous les angles du polygone, abaissez les per-

POUR 'LES ARPENTEURS 53
pendiculaires B3, Ce, Dd, Ee, Ff, Gg,
Hh,Ii, Kk, Ll;le polygone sera divisé
par ces droites en trapezes et en triangles.

Scholie.

* Cette méthode peut quelquefois &tre subs-
tituée avec avantage 4 la division en triangles,
pour avoir l'aire d’un polygone, et elle s'exé-
cate facilement-avec I'équerre.

PROBLEME VL

Me.rurer un polygonc ABCDEF awn
moyen d'un rectangle, de trapezes ct
de tnangles.

SeoLuvPrronxns.

1. ON inscrira d’abord dans le polygone Fié. 6
le rectangle 4 P Qa que Yon prendra le
plus grand ou un des plus grands qui puis-
sent y étre inscrits; des points B, Cet D,
on abaissera ensuite sur les c6tés du rec-
tangle les perpendiculaires Bb, (e, Dd;
ces perpendiculaires partageront la partie
vestante du polygone en trapezes et en
triangles, et l'aire totale demandée sera la
somme de toutes ces aires partielles.

2. Au polygone lui-méme, on circons- . o

D3
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54 PROBLEMXES

crira le rectangle FfeE que Pon fera le plus
petit passible; des angles du polygone qui
ne seront pas sur les 0tés du rectangle ,
par exemple , des points 4, B et D on
abaissera sur ces tdtés les perpendiculaires
Ae, Bb, Dd; Yaire du polygone sera In
différence de laire du rectangle Ffe£ et des
aires des triangles ou des trapezes qul sont
extérieurs au polygane ABCDEF.

PROBLEME VIL
Mesurer Parre du gz_za;ggz'l;z@m ABXZ.

SorLnvTIONS

POTR LES ARPENTEURS 55

droites AZ et BX; nommant alors /4 laire
connue du trimgle ACH, on qura:

ABxZ ¢ (AQ—CQI(BP—CP),
Ai=4 BP.AQ
Si le point A ne peut pas &tre pris an
milieu de la ligne 4B, on aura;

MB.CP (,_._ MALY
A BCas s P, C‘P) T ME AU--4B.CP/.

ABXZ=A(1+

3. SiTon pent prolonger deux edtés, BX A5y
€t AZ par exemple, jusqus ce quils se
rencontrent en C; si de plus on peat me-
surer les lignes C X, CF& et laire o
du triangle & B C, Yaire' du quadrilatére

sera ;
¥6. 5. 1, §110on peutmesurerles diagonales 4Z,BX . L CX. e N
et la surface d’un des guatre triangies 4CB, 4‘(&4 ; CB"‘*)'
BCZ, ZCX, XCA, par exemple de Si au Heu de Vaire 4 du triangle ABC,
ACB = A, on avait aire § du trisngle CXZ, ceile du
Yaire du quadrilatére entier sera: quadrilatére serait :
. CA.CB
- AZ . BX ) (1— - .
4-"4¢.5C cx.ez )
- . 4. Sil'on ne peut mesurer que les trois
2. 5i Fon ne peut mesurer que I:zs tm}f droites 4B, 4C, BC,. on déterminera les
droites AB, .AC, BC, on prendra’le mi . : 2
1 . . ' points M, P et Qr conune dans le no. 2
Yeu M du cdté 4B, et de ce point on me- et en appellant 4 Taire dn trianed ,
nera aux points X et .Z, les droites MX Faire A%)an ~ae triangle ABC,
et MZ qui rencontreront en Q et P.les e seraz D4
56 pROBLEMTS /POTR LES ARPENTEURS Sy
CP.CQ s PROBLEME VIIL
+(=sryoe=aa—" )
Si 1o noint M . st . Mesurer Paire du Pentagone ADEFG, au
i le point M ne peut pas étre pris su . Jes AE, AT, GD.
wilieu de la distance £ B, Faire 4 BXZ maoyen des trois diagonale o
sera ; SoLUTION
e ( M4 CQ . MB . CP - ) Ex appellant .4 Taire du triangle 4B w6
a8 . CQ-—MB.AC  AB.CP —Md. BC formé par ces fl‘OiS diagona]es, Jaire du Pen-
vie. 5. 5. Si le coté XB prolongé de X vers B, tagone sera :

et la ligne Z M menée par le point Z et
par le milieu 3/ de 4B, peuvent se rencon-
trer en Q; en tirant la ligne PQ et appel-

‘lant @ Vaire AMQ, b lare PMB, ¢ Vaire

MP, onaura pour Peire ABXZ :

e+4(c—=a)+(c—=2)
cle—a){c—b)

2 3c—a—b
“« (c—a)}{e—b) "

Si le point M n’est pas le milieu de 4B,

2 dési "1 ts M4
on désignera par 7 et- ' les Tapports - 5
?‘%: et Yaire. ABXZ sera :

6c(1+r+r’)—a—b
“ (cr—a) (cr' —b)

ou
o4-(cr——a)+(er'—2)

abe c(er—a)(er’ =0y -

AF.BG 'AE.CD AF.AE
ZB.EC " AC.BC  AB.AC )"

PROBLEME I1X

Mesurer Faire dun hézagone DEFGHK
par le moyen des trois dingonales DG ,
.EH, FK.

SoLvUTIOTMN

E.x désignant comme tout & Pheure par A s, 5.
Vaire du triangle 4BC formé par les trois
diagonales , on aura pour Yaire demandée :

A(AE.HF+L‘1H. AK BD.BK+BF.BG

AB . AC AB.RC
CE.CD 4+ CG.CH
AC. BC -2/
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%3 PEOBLEMES
PROBLEME X

Mesurer laire de Phéxagone DEFGHK
ai moyen des cotés DK, GH, EF, con-
tinués jusqu'c ce qu'ils se rencomtremt
mutuellement en A, B et C.

SorurTrIonN.

. E w appellant 4 laire du triangle 4BC,

Paire de 'héxagone sera :

4 AH.AX BFBG CD.CE
1" 2B AC T AB.BC ACEC )"

PROBLEME X1

Mesurer Paire du polygone BCDEFG au
moyen de ses cilés prolongés jusqu's la
rencontre des cotés dun triangle circons-
crit, comme dans la_figure.

Sorvrrons

Surrosons que les cotés BG et CD se ren-

POTR ERS ARPENTETURS. 59

du polygone Sera :
P ( ._4D.4H AD.HEHK
AB.AC AB . ACHD

ADBEKF KG
— 4B ACHDKE

ou bien si I'on désigne par S l'aire ADH,
celle du polygone aura pour expression :

AB.AC EH.KH EHXFKG
AD AR T ZEDA~ 4H.DHKE

Problémes sur la- division proporiionnelle,
des aires.

PROBLEME XIL

Partager llaire donnée du triangle ABC ex
denr aires qui aient entelles une raison
donnée.

SonvuTtionw

S: 1z division doit. se faire en partant d'uk ng..s
angle, de langle C, par exemple, on djvi-

HE. .
contrent en 4 de maniere que le palygone sera la base opposce en D suivant le rap-
reste compris dans Dintérieur. du triangle port donné et _on_ menera {0,
thC, gt I]:OIUPgﬂ:;ifn ffn iu}?l“jn 1‘;;:;" St la droite qui partage le triangle doit me. s

ontre de nreT: 4 3 ' o SEr. noint dpané
lant alors 4 laire du triangle ABC, Taire passer par un. point 7, § sur lan 4G
66 " PROBLEW ®s POUR LES ARPENTEURS .61:
des cités, et si le rapport qui doit exister CSI la dfwfimn,doh se faire par uIIlle drcut]:
entre une partie et le tout, est celui de p E mence de ]'angie C, on appellera p
a ¢, il faudra prendre sur CB, plus pelite pariie et on prendra
. AB
g P-CA.CB Be= 242,
= . CD .
. le triangle CEB la partie p.
gt tirer DFE; le triangle CDE sera la par- enge & sere e P P 1e1
tie cherchée. Si CE éuit plus grand que Si la drolte qui partagera le parallclo-ng. 5
CB, il faudrait prendre sur .AB gramme, doit passer un point £ donné sur
’ le coté 4B, on prendra sur le coté opposé
Ao (t—p)AC, AB CD, une partie :
= t. AD ?
.o ) cQ = 2p. A8
et le quadrilatére D C B ¥ serait la partie
demandde. AB
. st P.B est plus petit que 2 ;ets’il estplus
PROBLEME XTIL
| grand , on prendra sur BC une partie :
Partager le parallélogramme ABCD en sp.BA.BC
deux parties telles que l'une des deux BR="—"7F% 2
sout aw lout ::p: L. enfin, si CQ est plus grand que CD, on
SoLUTTIO N prend.rasurﬁD
mo. 5. §1a division doit se faire par une droite AT = 2—p)AB. 4D

paraliéle aux cdtés, on prendra

p-AB
Be= <

et le parallélogramme eB(Cd sera la partie p.

t. AP ’
et dans les trois cas la partie homologue
P, sera la partie & droite de celui qui re-

garde la figure.
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63 PROBLENMZS
PROBLEME X1V

Diviser dans un rapport donné , Uaire du
trapeze ABCD par un point P donné
sur un des cités paralléles AB et DC.

SoruTroxN

7.8 Sy I'on veut que Ia pattie PQCRE soit ait
trapeze entier comme p ¢, il faudra prendre:

p(AB+ DC)
4

oC= — PB.

Dans le cas ou cette valeur serait néga-

POUR LES ARPENTEURS. 63

PROBLEME XV

Etant donné un point P sur un des cétés
nior paralléles du trapeze ABCD, expri-
MEr au moyer: de Uaire du trapeze entier

celles des trois triangles ABP, BPC, CPD,
SorvTronw

‘EN appellant 4 Paire du trapeze, on aura : FI4. &
- A .. AP, AB
ABP o T T
(AB+DCYAD?
BPc—"1(4B.DP+ 4P, DC),

tive , il faudrait encore prendre (48 +DC)AD
22 5C(AB +CD) CPp= 208 DC
BR=— 22 , B=dE T bo)AD
et si elle surpassait DC; #t fandrait prendre ‘PROBLEME XVI
_(t—p AD({AB+DC) .

AT = c 4D . Par un point P dorné sur un des COtés
nor paralléles dun trapeze | mener yne
droite quit le divite en dewz parties quu
ayent entrielles une raison donnge.

ServTrion
Avant trouvé par le probléme précédent
1es valeurs des triangles 4 BP, BPC, crDp
64 G roBLEEES POUR LES ARPENTEURS 65°

il sera facile de voir sur laquelle des trois bases
AB,BC, CD,doittomber le point de divi-
sion et le probléme se réduira i partager un des
triangles, suivant une raison donnée, et par
une ligne menée d’un des angles, ce qui est
Pobjet de la solution du probléme XIL

PROBLEME XVIL

Mesurer Paire d'un quadriatére ABCD
qui a un angle droit en A.

SoLUTUTION.
Sorext AB=a,BC=b, CD=c, DA=d,
e+ b—;— e +d des
quatre cbtés; Vaire du quadrilatére sera :
W 4(p—a)( p—b) (p—c) (p—d)—ad (ad + 2bc)]
+tad.
"PROBLEME XVIIL

Mesurer U'aire dur quadridatére ABCD dans
lequel la somme de deux angles opposes
est doale & deuzx angles droits en suppo-
sant que ce guadrilatére puisse sinscrire
dans un cercle.

SoLvUvYTION

FIG. 84

et p la demie somme

¥ 5 conservant les mémes dénominations
que dans le probléme précédent, laire de-
' mandée

Tmandée sera ;

§V(@ieed) (@b ) (ammBefocod]) (mfodefornd)

Qu

Vie—a)(s—8)(s—c) (s—d)
en représentant par 5 la demie-somme

a+btcd
2

des ¢uatre cotés.
PROBLEME XIX,
Mesurer L'aire d'ur rhombe ABCD.
S0OLUTIORN

Mevwesz les diagonales 4 C et BD, Taire gg g
sera: L AC.BD.

PROBLEME XX
Mesurer Paire dun polygone régulier.

SoLvuTION

SotENT a le ¢bté 4B du polygone régu-
lier,  le nombre de ses eotés, R le rayon
AC du cercle circonscrit, et S laire du po-
lygone, on aura ;

Q. 26y

E
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a6 pRrO0BLEMES

180" ‘Tho"
Sz==ina'cot — =1nRsin 3_62
" n

1
= nr’tang .
n

PROBLEME XX

Mesurer Paire d'un cercle dont Ie rayon et
la circonférence sont donnés.

SoLnvuTIORN,

Sor1eNT R le rayon, € la circonférence,
A laire, x le rapport de la eirconférence
au diamétre == 32 = 2% = 3 1415926535,
on aura

Cl

4’

PROBLEME XXII

A=iCR==R"

Mesurer Uarre d'une ellipse.
SoLUTIONGN

So1eNT M le demi grand axe, N le demi
petit axe, C Pexcentricité ou la distance du
cenire & un foyer, et «f laire demandde, on
aura : ‘

A==MNa=MrV T —C=NeY N T\ 1

POUR LES ARPENTETRS 67
PROBLEME XXIIL
Mesurer Paire d'une sphere,
SorvrTiox
Sotext R le rayon, C la circonférence
d’un grand cercle et S laire demandée, on

atira ;

S=2(R == 4nR = (—?—.
x

PROBLEME X xrV,
Mesurer laire d'un cone drou,
SoruvrTiIox.

Sorest Rle rayon du eercie de 1a base,
C la circonférence, T la hauteur du cone R
L son coté et S son aire, op aurs:

=L{C(L+R) =a R(L+ k)

c
:lC<L+2—W>z§C(v T R - R)
=RV I" R +R)

:fC( T’—[—(’ —i—g),
B T D - 4

Eg

68 rrROBLENES
PROBLEME XXV

Mesurer Paire d'un cylindre droit.
SorLvuTIDN

Sorext Rle rayon, C la circonférence

de la base, T la hauteur du cylindre et §
§0n aire, on aura :

S=C(:R+T)==R(:R+T)
C
=c(z+7)

Bt cette expression de Paire dun cylindre
coupé par un plan mené parallélement 2 Ia
base et 4 la distance T, restera la méme,
quelqw’inclinaison que prenne ce plan par
rapport i la base , pourvu qu'il passe toujours
par le méme point de l'axe,

POUR LES ARPENTEURS 69

m—
—_—

LIVRE QUATRIEME.

Dela pol_ygonométn‘&

D ¥ 1 XITIOTR RS

1. Paz Yangle extérieur d’un polygone nons nc. s
entendrons toujours 'angle que fait un coté

d'un polygone avec le prolongement dun
autre coté.

. Soit, par exemple, le polygone 4BCD :

par langle extérieur am point D de ce po-
lygone, que nous appellerons Iangle 12,
nous entendrons toujours Fangle 4 D¢ formé

au point I} par le coté AD et par le pro-
longement De du ctté CD.

2. Par angle saillant dans un polygone, . s,
on entend les angles qui comme £ BC,
BCD et CD.4 présentent leur sommet an
dehors.

Un angle rentrant est celui qui tourne mc. s
son sommet dans Tintérieur du polygone.

Nous affecterons doréoavant du signe -
les angles extérieurs des angles saillants, et
du signe — les angles extérieurs des angles
Tentrans ; ainsi langle extérieur de langle

E3
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o rROBLEMES
rentrant CD 4 ( fiz. 88 }, savoir l'angle
"_ADc,se désignera par — D, et Ton repré.
sentera par - 1) Fangle extérieur de l'angle
saillant CD 4 ( fig. 87 ), savoir langle
ADe,

PROBLEME L

Lrouver une distance AB, accessible seules
ment par ses deux extrémités A et B, au
moyen des trois cétés BC, CD, DA e
des deur angles G et D du polygone
ABCD.
SoLvVTIOM
b g O v aura :
BC+CD+DA
4+ sBC.CD .cos €

4+ 20D. DA cos==D
+2BC. DA cos( C=D),

AB=V

& signe -+ étant pour la figure 87, et le
signe — pour la figure 88,

POUR LRS ARPENTEURS 1
"PROBLEME IL

Trouver-le distance AB awmoyer dos qreare
Gofds BC, CH, PE, EA & des trois argles
€, B, E

SoLUTTIONXN.

ON aura : - T2, 5,
9

| BC + CD' + D& +EA
+2BC . CD. ,coa
200 . DE . cos D
AB = V'{ +-aDE. EA.cos== E
+28C . DE. cos (C+ D)
+2CD. EA4 . cos (D= E)
’ 4+-2.BC.EA.(:05(C+D¢E),

e sig‘ue. - devant servir a la figure 8y, et

le signe — a.la ﬁgure- 9o,

Y4

73 FAOBLENES

PREMIER PROBLEME GENERAL.

Trouver le cté inconne dun polygone dont
or conrnait fous les aidres cotés et fous
les angles excepté ceux qui sont adjacents
au cilé inconnu.

SoLUvTION.

Lz cbté inconnu sera lu recine quarrée
de la somme des quarrés de tous les cotés
connus, plus deux fois Ies produits de tons
ces cOtés multipliés deux 3 deux, et par le
cosinus de Ja somme des angles extérieurs
qu'ils comprennent dans la partie du poly-
gone opposée au cbté cherché.

PROBLEME 111

Etant donnés dans le quadriatére ABCD
les deuxr c¢ités BC et CD et les angles
A, D, C, trcuver le cété AB.

SorvT1ionw

PIC. 8y,
w Oxn aura:

DCsin==D -+ CBsin({==D+ (),

AB

POUR LRSS ARPENTEURS <73
PROBLEME IV

Eiant donnés dans le pentagone ABCDE
les trois cétés BC, CD, DE, et tous les
angles , trouver le cété AB.

SocoLUTIOR

Y. coté inconnu sera donné par la formule: "%, %

AB=[ED. sin== E 4~ DC.sin(==E4+ D)
+CB.sin(=E 4+ D4 C)}:sin A

" SECOND PROBLEME GENERATL.

Etant donnés dans un polygome tous les
angles et tous les cotés moins deuz , dé-
termuner Pun de ces cotés inconnus.

SoLuTronr

O aura le coté cherché en prenant la somme
des produits de tous les cotés donnés, mul-
tipliés respectivement par le sinus de Ia
somme des angles extérieurs compris entre
chacun deux, et le coté inconnu non cher-
ché, dans la pertie du polygene opposée au
€dté cherché, et en divisant cette somme
par le sinus de Tangle que forment les deux
ebtés inconnus,
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"PROBLEME V.

Etent donnés dans Ie quadritatére ABCD
fes cotés BC, DA et tows les angles,
trower le coté AB.

Sorvrrox
!'!é'u”‘lm O N aura le c6té demandé par la formule:
BCsin C— DA sin== D

“#B = i
A8 = sin (=D + A)
DA-sin:f:D—BCsinC_
sin( B+ C)

PROBLEME VL

Etant donnés dans lé pentagone ABCDE
les cotés BC, D.E, EA et les angles,
trouper AB.

SexuTiomN
méf” ON aura : . |
BCsin C— DEsin D — EA sin( D= EY,

POUR LES ARPENTEURS. 75
PROBLEME VIL
Eiant donnés dars Phéragone ABCDEF les
. cétés BC,CD, EF,F A a les angles,

frouver Je coté AB.

SoLuvrro xn
Ox aura Ie c6té demandé par l'une ou Mo o
Yautre des deux formules :

wdB=f{0D , sinD+ BC.sin (D C)— FE . sinE
— AF, sin,(‘E+F)} tsin( E4+F4.A4),

AB =} FE . .sinE+ AFsin(E+ F}—CD.sinD
—BCsu{ D4+ C)}:sin (B4 C+ 8B).

TROISIEME PROBLEME GENE’ML.

Trouver un cété dun polygons connaissant
fous les angles et tous les autres cités a
lexception de lun quelconque dentreuz.

SoruovTIiow

Iv fandra pour avoir le c6té cherché, mul

AR= Gn(DEE+ ) s tiplier chacun des cotés donnés qui sont pla-
DE sin D EA sin( Dk B) — BCsin.C, cés 'd’un méme catéd des cotds inconnus, par

= W (Bt 0) d le sinus de la somme fies angles extérieurs

) compris dans cette partie du polygone entre

les cttés inconnus; faire la somme des pro-

Vi) PEOBLENES POTR LES ARPENTEURS =77

‘duits semblables dans 1'autre partie, et divi-
ser la différence de ces deux sommes par le
sinus de la somme des angles extérieurs com-
pris entre les deux cdtés inconnus, mais
dans la partie du polygone ou les produits
ont été négaltifs.

Ce troisidme - probléme général contient
1o second.

Il faut excepter le cas on les deux cbiés
inconnus seraient paralléles : le probléme est
alors indéterminé.

PROBLEME VIIL

‘Mesurer Paire du quadrilatere ABCD, au
moyer des trois cotés BC, CD, DA, e
des deux angles C et D.

SorvTrIoOHN
6.4 | PATRE demandée anra pour expression

BC.CD .sin C
I 4+ CD. DA sinxD
+BC.DA .sin{ C=x=D).

PROBLEME IX

Mesurer Paire du pentagone ABCDE au
moyen des cétés BC, CD, DE, EA &
des angles C, D et E.

SoruoUTION

I arnz cherchée sera: b
BC.CD.sinC

o+ CD.DE.sinD

4 DE.EA .sin=xF

+BC.DE.sin{ C+ D)

+ CD.EA sin{D=xFE)
+BC.EA.sin(C+D=E)

e
X

QUATRIEME PROBLEME GENERAL.

Mesurer Iaire d'un polygone au moyen
des cotés et des angies.

SorLUuTIoO W

Ex ne tenant pas compte d’un cité et deg
deux angles qui lui sont adjacents, Daire
demsandée sera la demie somme des cotés
pris deux % deux et rmultipliés par le sinus
de la somme des angles extérieurs compris
entre ces deux chtds.
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-3 FAOBLEEES
Scholie.

- 8i le polygone avait un grand nombre de,
cOtés .comme JBODEFGH, il sersit plus
expéditif de le partager par une diagonale
en deux polygones ABCDE, EFGH.A
dont le mombre des cités serait le méme ,
ou ne différerait que d’ume vnité, et de cal-
cnler séparément ces deux poiygones en ne
tenant pas compte du coté AFE quils au-
raient commun, ni des angles qui lui se.
raient adjacents,

"6, 43,

PROBLEME X

Dars fe quadnlaters ABGD trouver les
angles A et B adjacents au coté ineonny.
AB. '

SorvTIiOonN

-mésf" O x déterminera ces deux angles par les

formules suivantes :

CDsin C4+ DA sin{(CE= D) .

FOUR LES ARTENTEURS. nmp
PROBLEME XI

Dans Ie pentagone ABCDE srouwver i
angles A et B adjacents au o6té inpomnu
AB,

SoLUTTION

LEs tangentes de ces angles seront : nie. %,
tang ABC =
_('_D.sin ('+DEs¥n(G+D)+E,{siﬂ(r+Di E)
BC Al c0s €t Db . <05 (D ) + Edocos (G DL E)
tang B4k ==
ED «in+ F 4 DCsin(F F4 DY s CB.cin fﬂ:*‘-;—D-ﬂ-C)
4E+ub...us.r;-i-u(,‘cua{1¢+U)+¢_B_ws(:r_+u+cj

et il sera facile, an moyen de ces formules,
de trouver dans les tables les angles deman-
dés,

CINQUIEME PROBLEME GENTLRAT:

Tirouver dans un polygore im cité et les
dewz angles adjacents | tout le resic-élang
conny. T

compris entre ce c6té et le coté connm de
Pangle inconnu ; multiplier aussi chacun des
mémes cOtés par le cosinus de la somme des
mémes angles, et diviser la premitre somme
par la seconde augmentée du c6té connu de
Yangle inconnu.

PROBLEME XIL

Trouver dans le quadrilatéire ABCD I
c6té CD et les angles A et B, les auires
cotés et les autres angles étant supposés
connus.

SoLUTION

we. s O~ déterminera CD par Péquation

&D ==V =B —(ADsinD—BCsinC) — ADcos B—BCeosC

et les angles 4 et B par les formules :

{sinD. V' 4B —(ADsinD—BCsinCy
—(ADsinD— BCsin CYens D §

$cosD. V' 4B —(ADsinD—BCsinCY
+{ADsinD—BCsin C)sin D }

tang B AD=

{sinc.VZR’_(ADs;n D—ACsinCy,
+{ADsin D ——BCs?n_({);Vifxf,‘_}:
§cosC.V AB—{ADsinD—BCsinCY
—{ ADsin D— BCsin C)sin C}

e

tang ABC=

tangz{?f:= BC 4 CDeos C DA cos (C=DYy } S010TI0N
S DCsin==D + CBsin{ C==0) Porr avoir 1a tangenic de -chacun des an-
tang BAD= A0 7 DCcos D4 CBoos(CED) * gles intérieurs inconnus; i faudra multiplier
chague cbté qui ne forme pas Pangle” in-
cormn par de sinus de Jasomme des angles
|
Bo rROBLANMES POUR LES ARPENTEURS. Be

en observant pour la figure 88 d'écrire — D
au leun de -1,

~ SIXIEME PROBLEME GENERAL.

Trouper dans un polygone deuz angles ad-

Jacents & un coté connue €t un coté gquel-
congue mconni.

So1LvUTION

L= premier probléme général fournit cette
€quation : le quarré du c6té adjacent anx
angles inconnus = la somme des quarrds
des autres cotés, plus deux fois les produits
de ces cOtés multipliés deux & deux et par
le cosinus de la somme des angles exté-
rieurs compris entr'eux dans la partie du
polygone opposée au premier cité;

De cette équation du second degré, il
sera facile de tiver la valeur du c6té inconnu,
et on trouvera ensuite, par le moyen du
f:inquieme prebléme général , les deux angles
lnconnus. ‘
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SEPTIEME PROBLEME GENERAL.

Trouver dans wun polygone gquelcongue
ABCDEFGHI, un coté HG et deus
angles, tels que A et D, qui ne sont
nicontigus ni adjacents au coié cherché :
fout le reste étant supposé connid,

SoLUTIORN

F16. .n (O tirera par les sommets des deux angles

inconnus .4 et ) une diagonale AD ; alors
‘on connaitra dans Je polyvgone 4BCI) tous
les cotés excepté le coté 4D, et tous les
angles excepté ceux qui sont placés sur cette
ligne ; on pourra donc déterminer, par le
moyen du premier probléme général, la H-
‘gne 4D et on trouvera ensuite les deux

angles BAD, AD( adjacents & cette ligne.

par le cinquiéme probléme général.

Dans le polygone ADEFGHT situé de
Tautre c6té de la ligne AL}, on détermi-
nera, i I'aide du sixiéme probiéme général,
Ie ¢oté inconnu 4G et les angles 140,
ADE qui lui sont adjacents,

Comme on a dailleurs :

IAB = IAD + BAD

POUTR LES ARPENTEURS 83
il sera facile de connaitre les deux angles
demandés.

HUITIEME PROBLEME GENERAL.

Dangun polvgone guelcongue ABCDEFGHI
frouver trois angles quelconques A, D, G,
les autres angles et tous les colés étant
donnés,

SorLvUuTION

AYANT formé le triangle 4DG, on tron- F&-s»

vera ses cOtés, par le moyen du premier
prohléme général, en se servant des trois po-
iygones 4BCD, DEFG, GHlA, dans
lesquels on connait les autres cétés et les
angles qui sont placés sur le périmétre du
Polygone proposé; on trouvera ensnite dans
ces polygones, & Paide du cinguidme pro-
bléme général, les angles B4 et CD4 .
GDE et DGF, HG.A et GAJL

Ayant ainsi déterminé les edtés du triangle
AGD, on trouvera les angles par les for-
mules connues de la trigenométrie rectiligne,
et 'on aura par conséquent I4B, CDE R
FGH, _ .

Tels sont les problémes de ma methode

CDE = ADC+ ADE, pour lamesure des poly gones plans,imprimée
Fa
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il se fera une déviation 4 droite du co6ié 4B,

3 Pavie, en 1787 ; cequisuit en pourrarendrs
T'application plus générale et plus facile.

Addition pour donner aux problémes prt-
cédens la plus grande genéralité.

Nous avons précédemment distingué dans
un polygone les angles saillans et les angles
rentrans, et nous avons affecté le signe - aux
angles extérieurs contigus aux angles saillans,
et le signe — aux angles extérieurs contigus
aux angles rentrans.

Mais si Pon veut considérer ces deux es-
péces d’angles sous un autre aspect, il en
naitra une régle facile non-seulement pour
calculer les polygones précédemment exa-
minés, mais encore pour trouver 'expression
des cOtés et des angles dans des figures recti-
lignes quelcongues.

Quand tous les angles d’'un polygonesont
saillans , on frouve , en suivant pas pas son.
contour et en partant d'un point quelconque,
que quand on patse d'un coté 4 un antre, on
se dirige toujours dans un méme sens. Par
exemple , si, dans le polygone 4BCDE
(fig. 89), on va de A vers B, quand arrivé
@u point B, on voudra passer sur le coté BC,

de méme quand du point C on passera sur
le coté CD, on éprouvera une autre dé-
v_iati.on a dvoite du coté BC et ainside suite :
ainst lorsque tous les angles d’un polyeone
sont saillans, un corps assujetti a suivre exac-
tement son eontour, éprouve i chacun deg
angles une déviation vers la droite.

Le polygone 4ABCDE (fig.90), qui a
un angle rentrant en k£, ofire une circons-
tanee différente ; si on commence i le par-
courir en allant de A4 vers B, on éprouve
en B, en Cet en D des déviations 3 droite,
mais arrivé au sommet £ de langle rentrant ,
Ia déviation se fera & gauche, jusqu'a ce que
repassant sur le coté 45 et par son extré-
mité 4, qui estle sommet d’unangle saiflant,
on éprouve , comme dans les premiers cas,
une déviation 3 droite.

On trouvera méme que Tangle de dé.
viation est précisément celui que nous avons
précédemment appellé angle extéricur, c’est-
adire angle qui est formé par le prolon-
gement d’un coté du polygone et par le cité
suivant; ainsi, dans les figures 8g et go,
Yangle de déviation en F est Pangie extérieur
dEA.

SiYon parcourait le polvgone en sens con-

F3
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86 PROBLEMES
traire; si, par exemple , dans les figures 8y
et goon allaitde 4 en £, de Een D, de
D en C, etc., on éprouverait aux angles
saillans une déviation vers la gauche, et aux
angles rentrans une déviation versla droite.
Oun dira donc, en général, que les angles
saillans et les angles rentrans ont des dévia-
tions contraires, que celle des angles sail-
lans est dirigée vers 'intérieur du potygone,
et celle des angles rentrans vers Uextérieur.
On trouvera méme que la somme des
angles extérieurs compris entre deux eGtés,

POUR LES ARPENTEURS. &7
probléme général le probléme suivant qui
Pest encore davantage , puisqu’il embrasse
non seulement tous les cas du premier, mais
€ncore tous ceux des exemples qui lui sont
joints et tous les autres semblales.

NOUVEL ENONCE
DU PREMIER PROBLEME GENERAL

Sotent plusieurs droites qui se coupent succes-
sivement suivant une loi quelcongque , mais
telle cependant que Uextrémité de la der-
nicre et Porigine de la premiére sotent

n'est autre chose que la déviation entre ces
deux cotés. Ainsi, dans la figure 89, B + C
n'est autre chose que la déviation que ['on
éprouve en allant de 4B en CIJ, puisque
pour se trouver sur la direction CI, on s'est
d’abord écarté en B d'une quantité égale a
Iangle B, et ensuite en C d’une quantité
€¢gale i l'angle '; de méme , dans 1a fig. go,
B -~ C 4+ D — E n'est autre chose que la
déviation de 4B 4 E A, bien entendu que ,
dans cette appréciation , on affectera du signe
-+ les déviations vers T'intérieur de la figure,
et du signe — les déviations vers Pextérieur.

En considérant les angles extérieurs sous
¢ nouvesu point de vue et comme angles
de déviation , on peut substituer au premier

au méme point, et supposons que lune de
ces drortes ainst que les angles qui lui sont
adjacents soient tnconnus, les autres drotes
et les autres angles étant donnésy il sagit
de trouper I droite inconnue,

SorLnUTION

LA droite inconnue sera la racine quarrée de
la somme des quarrés de tousles cotés connus
etdes doubles produits de ces cotés, pris
deux & deux et respectivement multipliés
pa le cosinug deleur déviation mutuelle.

Ezemple 1.

Etant données de grandeur et de position mic. s
F4

a8 rROBLENMES

les trois droites BC, CI}, D A et lesangles
‘BeD et CD A, traouver la droite 4B qui,
dans la figure , coupe Ia ligne JC entre
les peints D et L.

Si Yon parcourt successivement les trois
cOtés du polygone , en allant de B en4 ou
de A en B, on trouvera que les angles de
déviation en C et D sont dirigds en sens
contraire ; en donnant don¢ a I'un d’eux,d
Yangle C, par exemple, Ie signe +, il fandra
donner & lautre le signe — , et on aurs alors,
comme on I'a déji eu pour la fig. 88;

POUR LES ARPENTEURS 89
BC 4 CD +DE + EA
+28C . CD .cos Q

. . + 2CD .DE .cosD

AB== V' { 4 2DE.EA.cos E
+zBC.DE.cos(C+D)
—l—-:zCD.EA.cos(D__E)

L+ 28BC.EA . cos (C+D—E),

On pourra de méme substituer aux autres
problémes généraux donnés précédemment,
des problémes plus généraux encore. N suffira,
pour y parvenir , de substituer au mot po-
Iygone ces mots : Systéme de plusieurs droites
assujelies & se couper successivement , de
maniére que la derniére vienme rencontrer
la premiére & son origine , et aux mots angles
renlrans ou saillans , ces mots angles de
deéviation positive ou négative,

De cette maniére, tous les problémes de
Ia figure 88 pourront sappliquer i la figure g4,
et tous ceux de la figure go 4 Ia figure 95,
sans qu'il soit besoin de multiplier inutilement
les exemples ; 11 sera sculement utile d*établip
quelques régies générales auxquelles Ja di-
versité des cas peut donner Leu.

Eo'+ C_I-)'—i-.DA‘

+ 2 BC. CD. cos C

+ o CD. DA, cos D

+2 BC DA cos (C—0D)

AB = Vv

Exemple I1.

ma.¢%.  Fiant données les rquatre distances 4E,
ED, DC et CB,ainsi que les angles gue
ces lignes forment entr'elles anx points E,
D et €, wouver la distance des deux points
A et B.

En affectant d'un signe contraire Tangle de
la déviation en E gul se fait dans un sens
différent de celies en D) et C, on aura ici,
¢omme on V'a eu pour la figure go:

23




90 PROBLEMES
Régle premiire,

Quand les angles de déviation n’entrent
dansI'expression dela valeur d’une inconnue ,
que par leyr cosinus, le signe de ces angles
est absolument indifférent , puisque cos 4 =
€08 — £ ; mais quand les déviations seront les
sommes de plusieurs autres, il faudra conserver
3 chacune son signe, puisque cos (44 B)
n’est pas la méme chose que cos {4—B);nous
avons déjd vuune application de cette régle,
dans les deux exemples qui ont suivile nouvet
€noncé du premier probléme général.

Régle seconde.

Quand les angles de déviation n’entrent
que par leur sinus dans la veleur d'un coté
ou d'un angle inconnu, le signe des déviations
est encore indifférent, tant qu'on o'z pas
combiner par addition des déviationsdesigne
contraire , et les différentes hypothéses ne
pourront changer que le signe du résultat ;
ce signe indiquera la direction du cdté ou le
sens de la déviation de langle conformément
& I'hypothése & laquelle on se sera arrété.

POTR LES ARPENTEURS. ['34

quatre chemins connus, par leur longueur et
par les angles £, D et quitls forment, il
faille tracer un chemin qui joigne en ligne
droite les points .4 et B.

Il est clair que tout se réduit & connajtre
Fangle CB.4; or on peut appliquer & cette
question toutes les formules qui se rapportent
& la fig. go, et on aura comme dans le pro-
bléme XI,

tang ABC =
CD sin Cu- DE sin ¢ C4 D)-L-EA.:;n((‘-}-D——E)
BCA- (L s CF Dz cos (CHD ] F E4 cos (G- D—F)

Ayant regardd ici comme positive la dé
viation en , et la déviation en B étant du
méme genre; si la valeur de tang ABC est
positive, Pangle .4BC sera plus petit qu'un
droit, et il sera plus grand si cette valeur est
négative ; ces résultats s'accordent avee ceux
de la figure go.

Nous supposerons , pour second exemple,
que, dans le tracé du chemin demandé, on
veuillealler de .4 vers B, il est claiy quil faut
alors déterminer l'angle E.4B.

En appliquant ici la formule relative 4 la
figure 9o du probléme XTI, on aura:

ne. st Pour faire une application de cette régle .y taug BAF =
AE DC et CBétant D (= FY+ DOsin (D— F ) 4 CB. sin { C-D—F )
supposons que S ED, DC EFuD S b D0 (D=t o+ B oo (CiT}
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et, i la différence de I'exemple précédent ,
Yapgle B.A4E sera plusgrand ou plus petit que
9o%, suivant que cette valeur de tang BAE
sera positive ou négative; cette différence
entre le résultat présent et célui de la figure
9o, tient & ce que, dans cette derniére, la
déviation en 4 et la déviation en E sont
de nature différente.

On voit, dans ces deux exemples, qu'on
peut également prendre en sens contraire les
deux déviations en (' et en E, en changeant
tous les signes dans les expressions des angles
soumis & la caractéristique sim, c'est-d-dire
en éerivant

sin (—C}, sin (—C—I), sin(—C—D+ B,
pour le premier exemple, et

sin £, sin (E--D), sin (E—D--0C),
pour le second ; les tangentes prendront alors
un signe contraire, ce gul est conforme &
la nature des angles qui ont changé le sens
de leur déviation.

Régle troisiéme.

Quand on considére ces systémes de plu-
sieurs droites , dans lesquels deux quel-
cengues non consécutives se rencontrent,
comme dans la figure g4 ou la ligne DC

rencontre la ligne 4 B en 2, et dans la -
gure 95 ou laligne D E rencontre de méme
laligne 4B en z, onne doit pas appliquer
la solution du quatrieme probléme général
dans lequel on cherche Vaire , car au liey
d’avoir ]a somme des aires opposées au point
de rencontre x , on aurait leur différence oy
le résultat que Fon obtient lorsque de Ia
somme des aires dans lesquelles les déviations
prises négativement répondent aux angles
extérieurs des angles saillans, on retranche
12 somme de celles dans lesquelles les angles
extérieurs des angles saillins coincident
avec les déviations positives. Par exemple,
Pexpression :

¥{BC.CD=inC+Ch.DA. sin (—D)4+ BC.DA sin (c—b)}

appliquée ala figure g4, indique la différence
des aires BCx et 1D 4.

Mesure des Polygones ay moyen dune
base.

Proposons-nous maintenant ces problémes:

Etant donnés: wn cité dun Polygone ef les
engles que fait ce coté aver les diagonales
mendes par ses exirémités et avec les citéds
contigus 5 trouver la surface, les cotés et les
angles inconnus. T
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PROBLEME I

Trouver la surface.
SoLUTION

O N partagera d'abord le polygoae en trian-
gles qui aient tous leur sommet & Iune des
extrémités du c4té que Fon prend pour base.

On déterminera ensuite, par le moyen
que nous allons enseigner tout-3a-Theure,
Texpression générale de chacun de cestrian-
gles.

Enfir , on combinera ces triangles par
addition ou par soustraction , selon gu'il
conviendra 4 la figure du polvgone. Tout
cela va s'éelaircir par des exemples.

Exemple I

ne.gs,  Soit donnée la base .4 B du polygone

ABCDEF dont tous les angles sont saillans,
et soient aussi donuds tous les angles que
font avec cette base les deux cHiés contigus
AF,BC et les diagonales AC,AD, AE,
BD BE, BF;il suit'immédiatement de 13:

1% Quele polygone sera divisé en trian-

gles BCD,BDE,BEF, BEA ,quiauront

ious

POUR LES ARPRENTEURS oS
tous leur sommet en B 3 ou bien en triangles
ACB, ACD, 4ED, AFE quiauront leur
sommet en 4,

20, L'expression de la surface de Fun quel-
conque de ces trizngles , du triangle BDE
par exemple , sobliendra en mullipliant a
moiti¢ du quarré de la base 4B par une
fraction, dontle numérateur serale produit
des sinus des angles que font avec la base 4B
et 4 Textrémité f de cette base qui n'est pas
le sommet du triangle , les diagonales D4,
E A4 qui passent par deux angles du triangle;
et dont 1o dénominateur sera le produit des
sirus des angles que font lesmémes diagonales
DA, EA avec les cotés DB et EB, cette
fraction étant encore multipliée par le sinus
de langle que font entr'eux les deux cotes
du triangle qui partent du point B ; asinsi
Taire DBE sera:

—sin D AB sin EAB
A R ADE ein AEs “n DPE

Cette expression se simplifie pour le trian-
gle dont un des colés est la base .4 B, par
exemple, pour letriangle FB.4, dont l'aire;

T sin 48 sinFB.A
* sin .AFB s

sobtiendra en multipliant la moitié du quarré
G
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Ezemple I1,

de 4B par le produit des sinus des angles

-qui lui sont adjacens, et en divisant par le Soit donnéela base du polygone 4BCIDEF o or

sinus de Tangle qui lui est opposé.

. 3% Ajoutant maintenant lesaires des trian-
gles BCD, BDFE,BEF, BF.4, on aura
pour lire du polygone 4BCDEF:

f sin CAB sin DABsin OBD
sin ACB sin ADE

sin DAB sin EAR sin DBE
i sin ADB sin AER
sin EAB sin FARB sin EBF

sin AEBsin AFB

- sin FAB sin FB.A
L “sin AFB

En ajoutant les triangles 4CB, 4DC,
AED, AFE, on trouverait cette autre ex-
pression de la méme aire:

[ sin CB.4 sin CAB
sin BOA

2 A8 x

sin CBA sin DB.A sin CAD

T sinBCAsnBDA

i

Y
o
x

e

sin DB.A sin ER.A sin DAE
sin BD.A sin BEA

o sin EBAsin FBAsin EAF
i sin BEA sin BFA

dans lequel Pangle DEF est rentrant; st de
tous les angles de ce polygore, on mene
au point o les droites CA4, DA, EA, et
au point B les droitess DB, EB, FB;lare
du polygone sera la somme des aires CBD |
DBE, EBF et FBA ou Vexcés de lasomme
des aires CBA, DCA et FEA sur laire
ED A, ensorte qwon aura pour lexpression
de cette aire :
“r 8in C.48. sin DAB. sin CBD
sin ACB, sin ADB

sin 4R, sin EAB. sin DBE
T sinADRsin AEB
sin EAB. sin FAR, sin EBF

sin AEB. sin AFB
sin FARB. sin FRA

+
1 4B x !

ou
sin CB A, sin B.AC
sin BOA
sin CBA. sin DB.AsinCAD
sin B4, sin B A

sin DBA. sin EBA. sin DAF
+ sin BDA . sin BEA
. sin EB.A. sin FBA. sin EAF

sin BEA. sin BF A4
G o
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PROBLEME IL
Trouver les cotés.

SoLUTION

G- 95:
ON se servira pour résoudre cette questiox

- des solutions 14 et 15 du Probléme I, du
Invre L

Par exemple, si 'on veut trouver le cté
DE, il suffira de substituer dans les for-
mules qui conviennent 4 ces solutions les
lettres D et E, aux lettres Z et X.

PROBLEME IIL
Trouper les angles.
SoruvTIoOoN

Poun prendre un exemple , afin de mieux
faire entendre la régle , supposons qulon
veuille avoir I'angle CDE'; on déterminera
d'abord les angles CL .4 et BDE au moyen
des £quations :

tang CDA =

sin DAB — sin ( DAB - CAB)

AGB
stn LB
s JCB

am LB
mn 8DA

+ cos DAB cos { DAB 4= CB.4)

POUR LES ARPENTEURS gg

tang BDE =
: sin FBA .
8in B4 - o prg R (DBA+E4B}
sic DA R sin EBA

s BDA +°°5954+ on BEA COS(DEA L E4R)

et si de la somme de ces denx angles, on
retranche Pangle BD A, la différence sera
Vangle cherché CDE.
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LIVRE CINQUIEME.

De la mesure des solides.
PROBLEME L

Mesurer un Prisme ow un Gylindre.

SoLUTION

O N multipliera la base par la hauteur, le
produit sera Ja solidité du prisme ou du
cylindre : soient & la base, ¢ la hauteur ets
la solidité , on aura:
5= ab,

et cette formule sera encore vraie, quelgue
soit l'inchnaison mutuelle des plans des deux
bases paurvu que par @, on entende la portion
de l'axe du cylindre comprise entre les deux
plans et par & l'aire de la section faite perpen-
diculairement aux arétes.

PROBLEME I1L
Meswrer une Pyramide ou wun Cone.
SorLvTIionw

O N multipliera la base par le tiers de la
hauteur, le produit sera la solidité cherchée;
ainsi en désignant la base par #, la bauteur
par a et la solidité par s, on aura :

§= }al:.

POTUTR LES ARPENTEURS, 10%
PROBLEME IIL
Mesurer un Tronc de Pyramide ow de Céne.

SorvrTrion

A 1a somme des deux bases paralléies, on
#3joutera une base moyenne proportionnelle
" entre les deux premiéres, etle tiersdu produit

du résultat par la hauteur du tronc de pyra-

mide ou dé cone en serala solidité ; soient

B la base inférieure, & la base supérieure ,

et @ la hauteur du tronc; on aura pour la

solidité cherchée:

ta(b+ VB4 B).
PROBLEME

Trouper ia solidité dune Splire.

Iv.

SorxvTronxn

L A solidité dune sphére s'obtiendra en
multtpliant sa surface par le tiers du rayon.
Soient 71le rayon de la sphire, ¢ la circon-
férence d’un de ses grands cercles , s sa sur-
face , = le rapport de la civconférence an
diamétre = 2* = 3% = 3,1415926535, la

solidité de la sphére sera :

o5 ¢ '
T e } o I —1 —T .
m=gre=f{al=}; -=! ‘*—5\/

el
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PROBLEME V.
‘Mesurer la solidité d'un Secteur de sphére.
SoruvTrionm

O~ multipliera la surface du secteur par le
tiers du rayon de la sphére, le produit sera
la solidité cherchée.

Soient R le rayon de la sphére, r celut
du cercle qui sert de base au secteur,
¢ =2ar la circonférence de ce cercle, la
solidité du secteur sera :

(V)i )
PROBLEME VI

Mesurer la soliirté d'un Segment de sphére,

SorvurTi1o0N,

OoN mutipliera Ja surface du segment par le
tiers du rayon de la sphére, et on retranchera
de cc produit la solidité du céne qut a pour
base celle du segment et pour sommet le
centrede la sphére ; la différence de ces deux
solidités sera la solidité cherchée.

Soient R Ie rayon de la sphére 5 7 celui

POTR LES ARPENTETURS. 13
de 1a base du segment et 2 sa hauteur, on
aura pour Iexpression de sa solidité :

o
—3“-(31{_-‘;):%(3,-._,;-)_

PROBLEME VIL

Mesurer une pyramide au moven de ses
arétes,

SorvTIioN

Sorr 4BCD la pyramide proposée; en
posant

AR = A BO=F
AC=r¢ CD—=g
AD=d BD—=F

en aura pour solidité de la pyramide,
T (C+E R — )
+ (B e d g k)

IRt A Gt S S Sy
—-Fc‘f‘-—-b’d’k’—c‘d’g’—f‘g'k‘

Cororzrarze L

Si Ton avait 4B=AC, DB=0D (C,
eette expression de Ia solidité se réduirait & ;

104 PROBLEMES S
LV (g b odig Y B gt ey,

ou &

af V(64 —dfy,
en nommant 4 T'aire du triangle
ABD = ADC.
Cororraine ILE

Si l'on avait AB=AC=DDB =DC, la
solidité serait :

LAV IIE = d— .
Conorrarne IIL
Silon avait
AB=AC=AD, BC=BD=CD,
la solidité serait :
LoV B
Cornorntraire IV.

Enfin, si toutes les arétes étalent égales,
la solidilé serait seulemnent :

L{ABY V.
Sclolie.

On peat -se servir des formules précé~
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dentes pour avoir promptement la solidité
de certains polyédres 4 faces triangulaires.
Supposons, par exemple, quautour de 4D
comme autour d’'un axe, on place des pyra-
mides toutes semblables 41a pyramide 4 BCD
qui a les conditions du corollaire I'; on aura
sur-le-champ la solidité de ce polyédre en
multipliant la formule du corollaire I, par
le nombre des pyramides.

PROBLEME VIIL

Trouver Uezpression de la solidité d'une py-
ramude au moven des trois aréles et des

trois angles plans qui forment un de ses

angles solides.
SorvTIiox (0

SoiT 4BCD I pyramide donnée et faisons,

AB=13% BAC=p
AC=c BAD—g4
AD=d CAD=r

(1) On peut voir les détails de cette solution et
de celle du probléme précédent, dans les notes
que le citoyen Legendre a placdes a la suite de
ses Elémens de Géométrie,
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1a soliditd cherchée sera :

3bed v/ (1—c0s'p—cos"g—208'r+-acospeosgcosr)
=tbed V[cos(r—p)—cos ] [cosg —cos( r+p)]
=ibed V'sin §sin (8 —p )sin (§—g)sin{ S—r)
€n représentant par S la demie somme

Prg-+r
a

Cororxrarze
Si p=g=r, la solidité sera :
thedV' (1 —5cos'p+2cos’ py
=} bed V' (1 —cosp) ( cosp—cos ap)

== I bedy sin -5£ sin* 2.
a 2

PROBLEME 11X

Mesurer la solidité dun corps qui a deux
bases opposées ABCD , abed paralléles
dont tous les angles sont saillans et dont
les quatre faces latérales ABba, BCcb,
CDde, DAad sont planes et placées d'uno
maniére gquelconquee.

5. O~ mesurera dans 1z base deux angled
apposés B et D qui seront respectivement

FOUR LES ARPENTETURS. 1o-
€gaux aux angles b et d; on mesurera aussi
tous les cotés des deux bases et la hauteur
du corps, c'est-a-dire, la distance des deux
bases paralleles et en I'appellant P, on aura
pour la solidité cherchée :

1 PsinABC[AB(BC+ 3 bo)+ab(bo+LBC) |+
% Psin ADC[CD(D A+ 4da)-+cd(da+1D 1)),

Scholie 1.

SiPon concoit que la diagonale qui passe par
lespointsa et ¢ se meuve en s'appuyant sur les
droites .4 et ¢C, et en restant toujours dans
un plan parali¢le & celui des bases, jusqua
ce quelle soit arrivée daans la positian A4C,
elle divisera le solide en deux parties 4 BCabr,
ADCade qui auront pour mesure de leur
solidité -

La premitre,

$ PsinABC[AB(BCA £ bc)ab(be+ 1 BO)],
et la seconde,

§ PSinADC[CD(D A+da)+ed(da+LD.A)].

Si les droites .4a, Cc, ne sont pas dang
un méme plan, la surface décrite par le
mouvement de la diagonale ac, ne pourra
pas tre contenue dans un plan et sera du
genre de celles qu'on appelle gauches. Cette

108 FROBLEMES

solution nous donne dooc le moyen de me-
surer la solidité dune espéce de pyramide tri-
angulaire tronquée qui a deux bases 4BC,
abe paralléles , deux faces planes .4 Béa,
CBbe et une troisieme fuce ACea plane ou
gauche ; mais telle que les plans AparalléIe‘s
aux deux bases la coupent toujours sui-
vant une ligne droite; la solidité de cette
espéce de pyramide a pour expression la pre-
miere des deux formules précédentes.

Scholie 11

Si deux angles solides tels que a et & coin-
cident, et par conséquent si les deux faces
ABba , dcba deviennent des triangles, il
suffira pour avoir l'expression du solide de
faire dans Pexpression générale ab=o, ce
qui la réduira 4 :

 PsinABC. AB (BC+" be).
Scholie ITT.

Si les trois angles @, &, ¢ se réunissent,
audquel cas toutes les faces du solide A BCabe

deviennent des triangles et le solide une py--

ramide triangulaire , ayant la ligne P pour
hauteur et le triangle 4 B C pour base, il
faudra , dans Texpression générale trouvée

POUN LFS ARPENTEUDRS. 10G

-plus hauat , faire :

aeb=0, bc—=p,

ce qui donnera, pour T'expression du solide
dans ce cas particulier :

1Psin ABC. AB.BD
ou, comme s déjd enseigné le probléme I,

1.P.B,

B Ztant égale &

+8BC. A8 . sin ABC

et désignant Vaire du triungle 4BC,
2. Voyez le scholie du probléme XI.

PROBLEME X

Mesurer I solidité dun corps dont la base
a un angle rentrant DCB, mais qui a
d'atlleurs toutes les conditions di pro-
biéme précédent.

SoLnvUuTIO N

1. St lon mesure, comme dans la premiere
solution du probléme XI, deux angles sail-
lans de la base, tels que ADC et ABC et
qu'on appelle P la distance des deux bases
paralléles, la solidité cherchée aura pour ex-
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110 PROBLENES
pression la formule du probléme précédent,
2 SiFon mesure deux angles opposés Iun
‘D .AB saillant et 'aytre DCHB rentrant, Pex-
pression de la solidité ne différera de celle
trouvée précédemment, qu'en ce que le si-
nus de langle rentrant sera négatif, cest-
a-dire, qu'elle sera :
% PsinDAB[D.A(AB+ab)+da(abi-tAB)]
— 3 PsinDCB[DC(CB+ 4cb)+de(ch-+LCBY).

3. Voyez le scholie du probléme XI.
Scholze.

Il était indifférent dans les problémes pré-
cédents de prendre dans le polygone ABCD
( fig. 99}, un dngle 4B C ou son sup-
plément, parce que cet angle n’entre dans
le résultat que par son sinus qui est le méme
pour un angle et pour son supplément.
Dans les problémes suivans, quand on dési-
gnera par une lettre un angle d’une base,
par exemple, par B Fangle B de la base
ABCL}, il faudra toujours entendre, comme
dans la polygonométrie plane, le supplément
de l'angle ABC oula déviation du cité 4B
au cot¢ BC, Au reste nous n'aurons jamais
occasion d'employer que les angles plans des

bases vpposées et paralléles.
) Prousimes

POUR LES ARPENTEVWVRS. 111
PROBLEME XIL

Mesurer la solidité d'un corps qui a deuzx

bases opposées ABCD, abed paralléles et
a angles saillans , trots faces latérales
ABbz, BCcb, CDed plases et disposées
d’'une maniere quelcongue, et une gua-
trieme face latérale ADda plane ougauche,
mais , dans tous les cas, telle gque les
sections_fattes dans le corps parallélement
aux bases, la coupen! swivent une ligne
drorte,

SoLvUTION.

Ex appellant P la hauteur du corps ou la
distance des deux bases paralléles, on avra
pour la solidité cherchée :

I
T

Psin B[ AB(BC+ thc)+ab{bo+ 1 BC) ]+

L Psin C{BC(CD + % ed)+be(ed+ 1 CD)] +
£ P sin (B4-C)[AB(CD+ } cd)4-ab(cd+ ¢ CD)4

Scholie.

On voit facilement que lorsqu’en suppose

plang Iz face 4Dda, cette solution appar-
tient anssi au probléme IX,

Si Pangle DCB 4tait rentrant, il suffirait

d'écrive, dans la formule précédente, — C

arz “PAOBLEMES

ay Yeu de + C, et la formule ainsi changée
résoudrait encore le probféme X, dans le.
quel on a supposé plane la face 4 Dda.

PROBLEME XIL

Mesurer la solidité d'un corps jformé par
deuz bases paralléles ABCDE, abede, ez
par des faces planes disposées d’une ma-
nicre quelconque aufour des cités de ces

bases.
SoLUTIONS

r. O supposera le corps divisé en deux
parties, par une diagonale, telle que ad qui
glisse le long des deux arétes da, Dd,
"en restant toujours dans un plan paraliéle
anx bases; et en désignant alors par P la
hauteur du corps, an aura pour mesure de
Ia solidité de la portion A& Deda, Yexpres-
sion :

1 P sin E[ AE(ED ++ed)~+ae(ed++ED)],
et la formule du probléme XI, sera I'expres-
sion de la colidité de la partie 4BCDdcba.

2. Voyez la solution du probléme XIIL

Scholie,

Si les polygones parelitles entre lesquels

POUR LES ARPENTEURS. 113

le corps est comprisavaient des angles saillans,

i

faudrait affecter du signe —, les supplé-

mens de ces angies.

PROBLEME X111

Mesurer la solidité dun corps gui a deuxy

bases paraliéles ABCDE, abede, ef toutes
les faces environnantes planes et placées
dune maniere quelconque, & Vexception
cependant de lune delles AEea, par
exemple, qui est gauche, mais telle que
tous les plans menés dans le corps peral

_ lélement auz deuzx bases, la coupent sui-

vant des droites.

SorvTIiomw

E n désignant par P la havteur, on aura
pour la solidité : .

i

sinB[AB(BC+-3bc)-+ablbe+1B0)]

Sin(UBO(CD S cd)-+be(cd-1CD)]

sin D[ CD(DE+1de)-+cd(de-+iDE)]

$in(B4-C) AB(C D+ Led)+ab)od+1 Ccoy]

sin(C+-D) BC(DE+:de) +-be(de+iDE)]

Sin(B+-C-D)[ A B(DE4-Lde) +ab(de--+DEa
M a
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- Scholie I

5l y avait des angles rentrants, il fay.
drait leur donner le signe —.

Scholie I1T.

Si deux angles voisins coincidaient, il fau-
drait dans la formule égaler & zéro le coté
gui leur est contign.

Scholie II1.

Ces exemples fournissent la régle quiil
faudra suivre dans tous les cas o0 le nombre
des angles sera plus grand. On combinera
les formules des exemples précédents avec
celles que fournit la polygonométrie, pour
avoir la surface des deux bases paralléles, et
on aura facilement Ja solution du probléme
général suivant :

POUR LES ARPENTEURS 115

PROBLEME GENFRAL

Exprimer immédiatement la solidité d'un
corps quelcongue qui a deux bases pa-
ralléles, ef toutes les Jaces environnantes
Planesetplacées d'une maniere quelcongue,
a lezeeption dune seule qui est gauche,
mais qui peut toujours étre coupee siui~
vant une ligne drotte par les plans me-
nés parallélement aur bases.

SernvuT1iom

O x trouvera par la polygorométrie plane
Texpression de I'aire des bases au moyen des
cotés et des angles, en n’y faisant entrer ni
le c6té qui se trouve sur la face gauche ni
les deux angles qui lui sont adjacens.

A la somme de ces bases , on ajoutera
la sommte des autres bases Planes, en formant
chacane d’elles des deux premieres , dans
Pexpression desquelles on substituera dans
chaque produit de deux cdtés » au lien dn
deuxiéme cbté pris dans la méme base , la

moitié du cété analogue pris dans lautre
base.

On multipliera enfin Ia somme de toutes
ces bases par Ie tiers de Ia hauteur du corps,

116 PROBLEMES

le produit sera Pexpression du volume cher-
ché.
Scholie I

Si toutes les faces latérales étaient planes,
on pourrait rendre le calcul plus simple,
€n concevant le corps partsgé en deux
parties par le mouvement d'une diagonale
qui divisant les bases parallgles en deux po-
Iygones d'un méme nombre de cbtés, ou
de deux nombres de ¢Hiés qui ne différe-
raient entr'eux que d'ume unitd, ghisserait
le long des deux arétes qui la rencontrent
en restant continuellement dans un plan pa-
ralléle aux bases : on aurait alors deux corps
tels que celui que Ton considére dans le pro-
bléme précédent; on pourrait donc expri-
mer séparément leurs volumes, et la somme
de ces volumes partiels fournirait pour le vo-
lume cherché une expression plus simple
que si le corps n'eat pas été ainsi divisé,
Nous avons donné plus haut pour les poly-
gones plans, une régle semblable,

Scholie IT.

Ou peut encore étendre ce probléme 3 un
polytdre quelconque; pour y parvenir:

POUR LES ARPENTEURS 117

On supposera d'abord le polyddre placé
sur une de ses faces comme base.

Par les sommets de tous les angles solides,
on menera des plans paralléles 4 cette base.

Par 14, le polyedre sera divisé en d’antres
polyédres dont chacun satisfera aux conditions
du dernier pLohléme général. Mesurant donc
séparément la solidité de chacun d’eux et faj-
sant leur somme, on aura la solidité dun
polyédre d’un nombre quelconque de faces
toutes planes, mais d’'une fizure guelconque.
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