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Reflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal,
par le Citoyen CARNOT, Membre de ['"Institut national

mathématicien; 1753- 1823

Carnot est un cas, exceptionnel en histoire des sciences, d'un savant qui obtient ses principaux

résultats sur le tard, aprés une carri¢re politique et militaire extrémement brillante.

Né 2 Nolay (Céte d'or), Camot entre en 1771 a la prestigieuse Ecole du Génie de Mézitres, ot il
suit les cours de I'abbé Bossut et de Monge. Sa carrigre d'ingénieur militaire est assez lente; il s'entend
mal avec ses supériears, publie des pamphiets et des mémoires militaires. Sa rencontre en 1787 avec
Robespierre & Arras, ol il élait en poste, décide de sa carriere politique. En 1791, il est €lu député du Pas
de Calais 4 ' Assemblée 1égislative et effectue des missions aux armées. En aofit 1793, il est 'un des neuf
membres du tout puissant Comité de Salut Public et se consacre & la réorganisation et 4 la conduite des
armées, en ingénieur et en militaire. La victoire de Wattignies contre I'Europe coalisée puis surtout
I'écrasement de 'armée autrichienne 2 la bataille de Fleurus lui vaudront fe titre "d'organisateur de la
victoire". 11 joue pendant prés de deux ans un rdle clé au sein du Directoire; c'est lui qui confie 2
Bonaparte le commandement de 'armée d'Ttalie. Refusant l'illégalité du coup d'état du 18 fructidor il est
obligé de s'exiler en Suisse. Sa carritre politique s'arréte, méme si, gracié le 18 brumaire, il occupe en
1800 un poste éphémére de ministre de la guerre du Consulat. Réélu a I'institut en 1800 il se consacre
dés lors & ses travaux scientifiques et d'ingénieur. En 1813, il participe avec Berthollet et Laplace au
Conseil de Perfectionnement de I'Ecole Polytechnique oii son fils Sadi avait été admis I'année précédente.
Ministre de 1'intérieur sous les Cent jours, il est conduit 2 s'exiler et il meurt 3 Magdebourg le 2 aoiit

1823,




L.a Science des machines:

En 1777, I'Académie avait proposé comme sujet de concours “La théorie des machines simples en
ayant égard au frottement et 4 la raideur des cordages”. Camnot rédige un mémoire mais le prix n'est pas
atribué, et le méme sujet est remis au concours en 1780. Carnot reprend et développe son premier travail
mais il n'obtient pas le prix qui est attribué & Coulomb. C'est le point de départ de son premier livre,
I'Essai sur les Machines en général, publié & Dijon en 1783. Il développera ses idées dans son ouvrage
Principes fondamentaux de I'équilibre et du mouvement, Paris 1803, Pour I'analyse et 'évolution des
idées de Carnot en mécanique, et leur influence sur la maturation du texte fondateur de la
thermodynamique, les Réflexions sur la puissance motrice du feu... de son fils Sadi Camot, nous
renvoyons a l'éwude trés détaillée de Gillispie ( citée dans la bibliographie) qui donne le texte des deux
mémoires proposés par Carmnot 3 'Académie.

L.a_géométrie,

A partir de 1801, Camnot publie une série d'ouvrages de géométrie qui auront, de l'avis de Chasles
une place de premier plan, entre les travaux de Monge et de Poncelet dans le renouveau de la géoméirie au
XIXeme siecle. Apres De la corrélation des figures de géométrie (1801)) c'est la célébre Géomérrie de
position {1803} qui fit traduite en allemand en 1804, puis en 1810 sur l'avis favorable de Gauss. Les
idées de Carnot sont celles d'un ingénieur, qui consiste a étadier des configurations générales comme
obtenues a partir d'un systéme primitif par déformations insensibles. Deux configurations sont dites
corrélatives si elles proviennent du méme systéme primitif. Carnot établit des tables de corrélations de -
systémes compliqués. Nous citerons Gillispie: En fait, 1a fagon dont Carnot étudiait la Géométrie refléte
c¢ gui nous parait tre sa marque caraciéristique: Ia réunion de résultats de niveau élémentaire, faite d'un
point de vue a la fois général et opérationnel, et sa nouveauté réside dans cetic combinaison de qualités.

Mentionnons enfin un dernier ouvrage de 1806, Mémoire sur la relation qui existe entre les
distances respectives de 5 points quelconques pris dans Uespace, suivi d'un essai sur la théorie des

transversales;ou, dans un appendice, il expose ses idées sur les nombres négatifs et imaginaires.

Reéflexion r_la métaphysi lcp! infinitésimal

L'origine de ce texte est cette fois encore un concours académigue. A l'instigation de Lagrange qui
-dirigeait 1a classe de mathématiques en 1784, 'académie des sciences de Berlin demandait pour 1786:
"Une théorie claire et précise de ce qu'on appelle Infini en Mathématique™ et précisait "On sait que la
haute Géométrie fait un usage continuel des infiniment grands et des infiniment petits. Cependant, les
Géométres et méme les Analystes anciens, ont évité soigneusement tout ce qui approche de | ‘infini et les
grands Analystes modernes avouent que les termes grandeur infinie sont contracictoires.

L'Académie souhaite donc qu'on expligue comment on a déduit tant de théorémes vrais d'une
supposition contradictoire, et qu'on indique un principe sir, clair,en un mot vraiment mathématique,

propre d étre substitué 4 I'lnfini, sans rendre trop difficiles, ou trop longues, les recherches qu'on expédie
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par ce moyen. On exige que cette matiére soit traitée avec toute la généralité et toute le rigueur, la clarté

et la simplicité possibles.”

Depuis sa création par Newton et Leibniz ie calcul infinit€simal n'a cessé tout au long du
XVIlgme siecle de soulever des questions de rigneur. Aprés la critique ingénieuse de Bertheley ( The
analyst 1734), tous les mathématiciens se sont trouvés confrontés a ce probleme auxquels ils ont apporié
des réponses diverses. L'une d'entre elles, défendne par Carnot- et I'on retrouve 1a l'interprétation d'un
ingénieur - est celle de la compensation des erreurs: on manipule des expressions imparfaites qui une fois
transformées deviennent des équations parfaites, débarassées de quantités infinitésimales comme les
nombres imaginaires pouvaient intervenir dans des raisonnements intermédiaires sans jamais figurer dans
le résultat final. Ccite idée n'est pas nouvelle, et avait &té avancée par Lagrange dés 1762 (voir I'Annexe
1); elle avait I'accord de Lacroix (Annexe 2), Toutefois , on sait que Lagrange se proposait de construire
le calcul indépendamment de "toute métaphysique et de toute théorie des quantités infiniment petites ou
évanouissantes”. Ce programme sera réalisé dans la Théorie des fonctions analytiques (Paris, an V) ol
Tauteur affirme réduire les principes du calcul différentiel " i 'analyse algébrigue des quantités finies”. Le
mémoire de Carnot n'obtint pas le prix qui fut attribué an mathématicien suisse S, L'Huilier  ou
L'Huiltier). L'argumentation de l'auteur pour définir la dérivée repose sur la notion de limite, dont il
introduit ]a notation. On donne un extrait caractéristique du § 14 de ce mémoire en Annexe 3.

A. Youschkevitch a retrouvé Ie mémoire original 4 Berlin et en a donné une édition critique dans
I'ouvrage cité en référence. Nous renvoyons 2 la remarguable étde qui 'acompagne. En 1797, Camnot
publie ses Réflexions, qui présenient un texte modifié, plus accessible car moins technique que celui de
Berlin. C'est celui qui est reproduit ici. Une seconde édition, publiée en 1813 est en fait un livre
entiérement nouveau, dont le volume est prés du triple de celui de 1797, L'ouvrage eut un grand succés et

fut traduit dans de nombreuses langues, dont le russe (1823).

Jean Luc Verley
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REFLEXIONS
SUR

LA METAPHYSIQUE

U

CALCUL INFINITESIMAL.

(1). IL n’est aucune déconverte qui ait pro- Sajet de ent
duit dans les sciences mathématiques une ré- émit.
volution asussi heurense et aussi prompte
que celle de Panalyse infinilésimale; aucune
n'a fourni des moyens plus simples ni plus
efficaces pour pénétrer dans la connoissance
des lois de la nature. En décomposant, pour
ainsi dire , les corps jusques dans leurs ¢lé-
mens, elle semble en avoir indiqué la stroc-
ture intérieure et Porganisation ; mais comme
1out ce qui est extréme échappe aux sens et
& Vimagination , on n’a jamais pu se former
qu'une idée imparfaite de ces élémens, es-
peces d'étres singuliers, qui, tantdt jouent
le rble de véritables quantités , tantdt doi-
Ad 9
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AVERTISSEMENT.

IL y a quelquesannées que I’ Auteur
de ces Réflexions les a rédigées dans
la forme ou on les présente aujour-
d’hui. II est maintenant chargé de
soins dont 'importance ne lui permet
pas de revenir sur ses premieres me-
ditations ; mais comme tout annonce
que la culture des Mathématiques
va reprendre un- nouvel essor, on
a pensé qu'il pourroit étre utile de
fairé connoitre un Mémoire o la
Métaphysique du Calcul différentiel
est discutée avec étendue et préci-
sion , et ol sont rapprochés les divers
points de vue sous lesquels on a
présenté cette Méraphysique.

A

[

4 Reftéxions sur la” Metaphysique

vent étre -traités comme absolopment nuls ,
et semblent par leurs-propri¢tés équivoques,
tenir le milien entre ja grandeur et le zéro,
entre 'existence et le néant (*).
Heureusement cette difficulié n’a point
nui au progrés de la découverte : il est cer-
taines idées primitives qui laissent toujonrs
quelque nuage dans esprit; mais dont les
premitres conséquences une fois tirées, ou-
vrent un champ vaste et facile 4 parcourir.
Telle a parn celle de Vinfini, et plusienrs
Geéomeétres en ont fait le'plus heureux usage ,
qui n’en avolent peut étre point approfondi
la notion; cependant les Philosophes n’ont
pu se contenter d'une idée si vague ; ils ont
vou uremonter anx principes; maisils se sont

(") Fe paile idi conformément aux idées vagues qu'on
st fait cammunément des quantités infinitésimales, lors-
qu'on n'a pas pris la peire d'en examiner la nature;
mais, dans le yral, rien n'est plus simple que la notien
de ces quantités. En effet, dire d'une quantite qu'elle
est whniment pestte , c'est précisément dire qu'cl]c est
12 difiérence de deux grandeors qui ont pour limite une
méme treisieme grandeur et rien de ples. Liidée d'une
quantité infinitésimaie n'est donc pas plus difficile a saisiz
que celle d'une limite; mais clle a de plus, comme
toat e monds en convient, Uavantage de sopduire 2
an¢ théorie beaucoup plus simpic.



du Celcul infinitésimal. i

tronvés enx-mémesdivisés danslears opinions,
ou plutdt dans lenr manitre d’envisager les
objets. Mon but dans cet écrit est de rap-
procher ces différens points de vue, d’em
montrer les rapports, et d’en proposer de
nouveaux; je me croirai bien récompensé de
mon travail si 7’al pu réussir 4 jetter quel-
ques degrés de lumiére sur un sujet si in-
téressant.

(3) La difficulté qu'on rencontre souvent
& exprimer exactement par des équations les
différentes conditions d'un probléme, et &
résoudre ces équations, a pu faire naitre les
premiéres idées du Caleul infinitésimal. Lurs-
qu'il est trop difficile, en effet, de trouver
la solution exacte d’une question, il est na-
turel de chercher au moins a en approcher
le plus qu’il est possible, en négligeant les
quaniités qui embarrassent les combinaisons,
sl Pon prévoit que ces quantités négligées
ne peuvent, & cause de leur peu de valenr,
produire qu’une erreur legere dans le résal-
tat du calcul. Clest ainsi, par exemple , que
ne pouvant découvrir qu’avec peine les pro-
priétés des courbes , on anra imaginé de les
regarder comme des polygones d’un grand
nombre de’ cotés. En effet, si Pon concoit,

A4
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culiére on Pon pit simplifier beaucoup les
opérations en négligeant, par exemple , un de
ces petits cOtés par comparaison & une ligne
donnée , c’est-d-dire, en emplovant dans le
calcul cette ligne donnée an liew d’une quan-
tité qui seroit égale 4 la somme faite de cette
ligne et du petit cté en question , il est elair
qu’on pourroit le faire sans inconvénient , car
Perreur qui en résulteroit ne pourreit étre
qu'extrémement petite , et ne meériteroit pas
gqu’on se mit en peine pour en conneitre la
valeur,

(5) Par exemple, soit proposé de mener
une tangente au point donné M de fa circonfé-
rence MBD. ( Fig. 1.)

Soit C le centre du cercle, DCB Paxe; sup-
posonsVabscisse D P=x, 'ordonnée corres-
pondante MP=j, et s0it TPla sous-tangente
cherchée.

Pour la tronver , cansidérons le cercle com-
me un polygone d'un trésgrand nombre de
cotés; soit MN un de ces cétés, prolongeons-le
insqu’a Paxe; ce sera évidemment la tangente
en question , puisque cette ligne ne pénétrera
pas dans Pintérienr du polygone ;abaissons de
plusla perpendiculaire MO sur NQ, paralléles
MP, el nemmons e le rayon du cercle ; cela

nitésimale,

2 Reflexions sur ja Metaphysique

par exemple , un polygone régulier nscrit
dans un cercle, il est visibje que ces denx
figures, quoique toujours différentes et ue
pouvant jamais devenir identiques, se res-
semblent cependant de plys en plus & mesure
gue le nombre des chiés da polygone aug-
mente , que leurs périmétres, lenrs surfaces.,
les solides formés par lears révolutions au-
tour d’un axe donné, les lignes analogues
menées au dedans ou .au dehors de ces fi-
gures, les angles formés par ces lignes, etc.,
sont, si non respectivernent €gaux , au moins
d’autant plus approchans de Pégalité que ce
nombre de cités devient plus grand ; d’or; il
suit qu’en supposant ce nombre de cdtés trés-
grand en effet , on pourra sans erreur sensible
attribuer au cercle circonserit les PTOpriétés
gu’on aura trouvées appartenir au polygone
INSCrit.

En outre, chacun des cités de ce polygone
diminue évidemment de grandeur & mesure
que le nombre de ces célés augmenie ; et
par censéquent , si Pon suppose que le poly-
gone soit réellement composé d’un trés-grand
nombre de cbtés, on pourra dire aussi qus
chacun d'enx est réellement trés-petit.

Cela pasé , 5il se trouvoit par hasard dans
le cours d'un calcul ane circonstance partis

10 Reflexions sur ln Métaphysigue

.

pos¢ , Dous aurons évidemment MO : NO 1

MO TP
TP.MP,ouN—B:—y_.

D'une autre part, 'équation de la courbe
élant pour le point M, F¥=288—23,
elie sera pour le point N

(r+NO)=12a (x-+MO )~ ++MO)’,
6tant de cette équation la premiére s trouvée
pour le point M, et réduisant yona

MO _ ay+NO
NO™ a2a—a2-MO ?

, MO .
galant donc cette valeur de 5o dcellequia
€1 trouvée ci-dessus, et muliipliant par y ,
. {(3ay+NO)

il vient T P=— 222X E)

P 26=32z—MO"

Si donc MO et NO éicient connues , on
aurcit la valeur cherchée de TP; or ces
quantités MO , NO sont wrés-petites , Ppuis-
qu'elles sont moindres chacune que le c6té
MN, qui, par hypothése , est lui -méme trés-
peut. Donc (3) on peut négliger sans errenr
sensible ces quantités par comparaison &ux.
quantités oy et 2x—24a anzquelles elles sont
ajoutées. Donc Péquation se réduit 4 TP

3

b4 . -
o ce quwil falloit trouver.
o—

(4) Si ce résultat p’est pas absolument



du Calesl infinitesimal. 11

exact, il est au moins évident gue dans la onadirau-
reliemsut la

pratigne il peut passer pour tel , puisque les reparder d'a-
ae MO NO - pord comme

quantites ) sont extremement pe- .

. : . . .. methodediap:

tites ; mais quelqu’nn qui n’auroit ancune idee ;"r‘o',fm:,‘;ni,,'_'

de la doctrine des infinis seroit peui-étre

fort étonné si en lui disoit que l'équation

simpla

’,!
T P== ~—, non-sculement approcke bean-

coup du vrai , mais est réellement de Iz plus
parfeite exactitude ; c’est
chose dontil est aisé de s’assureren cherchant
TP, daprés ce principe que la tangentcest
perpendiculaire 4 Pextrémité durayvon; car

cependant une

il est visible que les triangles semblables
CPM,MPT donnent CP: MP:: MP: TP,
d’oll Pon tire TP == El:: Y , comme ¢~

cp ez

dessns,

(5) Pour second exemple , supposons qu'il
soit question de trouver la surface d’un cercle
donné.

Censidérons encore cefte courbe comme
un polygone régulier d'un grand nombre de
cotés; Vaire d’an polygone régulier quel-
conque est egale au produit de son périmétre
par la moitié de la perpendiculaire menée
du centre sur Pug des cdiés; donc le cercle

du Caleul infinitesimal. 13

{7) Mais I'avantage qu’elles procurent est
bien plus considérable encore qu’on n’avoit
d’abord eu lieu de Pespérer; car il suit des
exemples rapportés que ce qui navoit &té
regardé en premierlieu que comme une simple ona dteons

> N . . R Tt i
méthode d’approximation , conduit an moins , quemalgriles
€n certains cas, a des résultats parfaitement SFSr 07
exacts. 1l seroit donc intéressant de savoir E:;‘;':j}i?;‘n,

1811 ¥ 3 2 dechaguepro-
distingner ceux ot cela arrive , d’y ramener P

les autres autant qu'il est possible , et de sultawétoient

néanmoins da

changer ainsi cette méthode d’approximation laplus Effai-
X i e exacticuds,
en un calcul parfaitement exact et rigoureux.

Or, tel est U'objet de Panalyse infinitésimale,

(8) Voyons donc d’abord comment dans1’%-
y(2y+NO)
382 x- MO
pu se faire qu’en négligeant MO et NQon
n’ait point altérd Ia justesse du résultat, ou
plutdt comment ce résultat est devenu exact
par la suppression de ces guantités, et pour-

guaoi il ne Iétoit pas auparavant.

Or, on paut rendre fort simplement raison
de ce qui est arrivé dans la solution du pro-
bléme traité ci-dessus, en remarquant que
Phypothese d’ott Pon est parii étant fausse ,
puisqu’il est absoloment impossible qu’un
gercle puisse étre jamais considéré comme un

quation TP = trouvee (3),1la

12 Reflexions sur la Meétaphysique

étant considéré comme un polygone d'un
grand nombre de cdtés, sa surface doit étre
¢gale au prodait de sa circonférence par la
moitié¢ du rayon; proposition qui n’est pas
moins exacte que le résultat trouvé ci-dessus.
) Quelque vagues et peu précises que
puissent donc paroitre ces denx expressions
de trés-grand et de trés-petit, on auires équi-
valentes, on voit par les deux exemples
-précédens que ce n’est pas sans ntilité qu'on
les emploie dans les combinaisons mathéma-
tiques, et que leur usage peut étre d’un grand
secours pour faciliter la solution des diverses
questions qui peuvent £tre proposées; car
ieur notion une fols admise , tontes les courbes
pourront aussi bien quele cercle étre considé-
réescomme des polygones &’un grand nombre
de cétés, toutes les surfaces pourront étre
partagées en une maltitude de bandes ou
z0nes, tous les corps en corpuscules, toutes les.
guantités, en un mot, pourront etre décom-
posées en particules de meme espece gqu’elles.
Deld naissent beauconp de nouveaux rap-
ports et de nouvelles combinaisons , et Pon
peut juger atsément, par les exemples cités
plus haut, des ressources que doit fourmr
au calcul Vintroduclion de ces quantités
€lémentaires.

[

14 Réflexions sur la Métaphysigue

vrai polygone, quel que puisse €tre le nombre
de ses cotés, il a di résylter de cette hypo-
theése une erreur quelconque dans Péquation

TP= Y(2xy+NO)
2a=m3Te=MO?

et quele résultat TP = 2 tant néan-
-
moias certainement exact, comme on le
pronve par la comparaison des denx triangles
CPM,MFT,on apu négliger MOetNO
dans la premiére équation , €t méme on a dd
le faire pour rectifier le caleul et détruire
Perreur a laquelle avoit donné lien la fansse
hypothése d’ou 'on étoit parti. Négliger les
quantités de cette nature est ‘dohe non-seu-
lement permis en pareil cas, mais il le faut,
et c’est la seule maniére d’exprimer exacte-
ment les conditions du probléme. '

. r?
Cesvésultats () Le résultat exact TP = —-n’a done
nesont exacts . Lot
que par com-

été obtenu qae par une compensation d'er-
renrs; et cette compensation peat étre rendue
plus sensible encore en traitant Pexemple
rapporté ci-dessus d’unc maniére un pen dif~
férente, ¢’est-a dire , en considérant le cercle
comme une véritable courbe et non pascomme
un polygene. ' :

maation
'Brrenrs.
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-Pour cela , par utt point R , pris arbitraire-
ment & nne distance guelconque du point M,
soit menée la ligne RS paralléle a MP, et
par les points R et M soit tirée la sécante
RT/; nousanrons évidemment T/P: MP ::
MZ:RZ, et partant TP, ou TP+ T'T
=MP ;—1-—22:. Cela pose, st nous imaginions
que RS se menve parallélement 3 elie-méme
en s’approchant continuellement de MP, il est
visible que le point T! s’approchera en méme
tems de plusen plusdu point T, et qu'onpourra
par conséquent rendre laligne T/T aussi petite
gu’on voudra sans que la proportion établie
ci-dessus cesse d’avoir liew. Sidonc je néglige
cette quantité T/T dans équation que je
¥iens de trouver, il en résultera i la vérité

une. erreur dans Icquation TP=MP 1;-;

4 laguelle la premiére sera alors réduite ;
ais cette errenr pourtaétre atténuée antant
qu’on le voudra en faisant approcher autant
qu’il sera nécessaire RS de M P : c’est-d-dire,
que le rapport des denx. membres de cette
équation différera aussi pea qu'on voudra du
rapport d’égalité.
2y--RZ

Mz
Pareﬂlc.n:ent nousavonspo =—=——--(3)

I
du Calcul infinitésimal. 17
. L Mz
tependant les €quations TP = 5 %7 et
Mz ¥ L. Lo e .
T o= d'oti il a 6t tiré, sont certai-

nement fausses toutes deux , puisque la dis-
tance de RS & MP n'a point été supposée
nulle , ni méme trés-petite , mais bien égale
a une ligne quelconque arbitraire. [l fant par
conséquent de toute nécessité que les erreurs
se solent compensées mutuellement par la
comparaison des deux équations erronées.

(10) Voila donc le fait des erreurs compen-
sées bien acquis et bien prouvé; il sagit
muaintenant de Yexpliquer, de rechercherle
signe auquel on reconnoit que la compensa-
tion a lten dans les calculs semblables au pré-
cédent, et les moyens de la produire dans
chaque cas particulier,

Or, il suffit pour cela de remarquer que S —

0 1 & i cette compen-
les errenrs commises dans les equatlons‘m.o““m

MZ MZ ¥ R
TP"—"J’E et Rz = ;—; Pouvant éire ren-

does aussi petites qu’on le veut, celle qui
suroit lieu , s'il s’en trouvoit ane dans équa-

3
tion résnltante TP = &, pourroit égale-

ment étre rendue aussi petite qu’on le vou-
B

s

a6 Réflexions sur la Métaphysique

et cette €quation est parfaitement exacte,
quelle gue soit la position du point R, c’est-
#-dire, quelles gue soient les valenrs de MZ
et de R Z. Mais plus R S approchera de MP,
plus ces lignes M Z et R Z seront petites ; et
partant, si on les néglige dans le second
membre de cette équation, I'erreur qui enré-
sultera dans Iéquation :—; = i 4 laquells
elle. sera réduite alors, pourra’ comme Iy
premiére étre rendue aussi petite guon le
jugera & propos. :
'Cela étant, sans avoir égard a des erreurs
que je serai toujours maitre d’stténner autant
que je le vondrai, je traite lesdenx équations
: MZ MZ
TP=MP F—Z et ﬁ ==
trouver comme si ellgs étoient parfaitement
exactes l'mne et V'autre; substituant donc

o que je viens de

dans la derniére la valeur deim—gt'irée&el’_au-

. . ¥’ .
tre , y'ai pour résnltat TP= i comme ci-
dessus.

Ce résnltat est parfaitement juste, puisqu’il
est conforme & celui qu’on & obtenu par la

comparaison des triangles CPM, MPT et
cependant
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droit , ‘et qu'elle dépendroit de la distance
grbitraire des lignes MP, R §. Or, celan’est
pas , puisque le point M par oi doit passer
la tangente étant donné, il ne se tronve au-
cune des gquantités a, x,y, TP de cette

" équation qui soit arbitraire ; donc il ne peut

v aveir en effet aucone erreur dens celle
équation.

1l suit de-l4 que la compensation des er-
reurs qui se trouvoient dans les éguations
.']'P:_y%{—; et %1—; = :i—;, se manifeste dans
le résultat par Pabsence des quantités M Z,
RZ qui causoient ces erreurs; et que par
conséquent,, aprés avoir introduit ces quan-
tités dans le calcul pour faciliter Pexpression
des conditions du probléme , et les avoir trai-
tées dans les éguations qui exprimoient ces
conditions comme nulles par comparaison aux
quantités proposées,afin de simplifier ces équa-
tions,iln’y a qu’a éliminer ces mémes quuntités
des équations oi elles peuvent se trouver en-
core, pour faire disparoitreles erreurs qu’elles
avolent occasionnées, et obtenir un résnltat
quisoit parfaitement exact.

{r:} L'inventeur a donc pu étre condunit &
pa découverte par un rasonnement biem
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simple : si & la place d’une quantité proposee,
a-t-il pu dire, jemploie dans le calcul une
autre quantité quine lui soit point égale, il
en reésultera mne erreur quefconque ; mais si
la difféerence des quantités employées Pune
pour Pautre est arbitraire , et que je sois mai-
tre de la rendre ausei petite que je voudrai,
cette erreur ne sera poin! dangereuse; je
pourrois méme commettre & la fois plusieurs
erreurs semblables sans qu'il s'ensuivit aucun
inconvénient , puisque je demeurerai tonjours
maitre du degré de precision que je voudrai
donner & mes résultats. Il y a plus encore;
c’est qu'il pourreit arriver que ces erreurs se
-compensassent mutnellement , et qu’ainsi mes
résultats devinssent parfaitement exacts. Mais
comment opérer cette compensation et dang
tous les cas? C’est ce qu'un peu de réflexion
aura pu fawre découvrir; en effet, aura pn
dire I'inventeur , supposons pour un instant
que la compensation desirée ait lien, et voyons
par quel signe elle doit se manifester dans le
résultat du calcul. Or, ce qui doit naturelle~
ment arriver, c’est que les quantités qui oca
casionnoient ces erreurs ayant disparu, les
erreurs aient disparu de méme; car ces quan-
tités( telles gue M2, RZ ) ayant parhypothése
des valeurs arbitraires, elles ne doivent plus
Bz
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exemple, est la Lmite de RS, c’est-a-dire,
e terme fixe dont elle approche continuelle-
ment, ou, i Ponveut, sa derniére valear;
de méme MT est la imite ou derniére va-
leur de RTY, et PT celle de 8T parla méme
raison , il est clair que les limites ou der-
niéres valeurs de MZ,RZ, MR, T'T, sont
toutes o; enfin, il est encore évident que la
derniére raison de RS 4 MP, cest-d-dire ,

“ RS . ,
la derniére valeur de P est une raison d’é-

galité , de méme que celle de RT'aM T, de
5T/aPT, ou, enfin, celle de toule autre
quantité quelconque a sa limite.

(13) Imaginons donc maintenant, pour
¢étendre ces remarques anx autres problémes
du méme penre , un sysiéme quelcongue de
quantilés proposées, et qu’il soit question
de trouver les rapports gui existent enire
elles (*).

(*} Jesoppose ici que ka question proposée 3 été préa-
hablement réduite 3 trouver en effet tes rapports qui
existent entre telles ou teles gmantités proposées. Sis
Pat exemple, il s'agit de trauver une courbe qui ait une
ctttaine propriété determinde , je supposs gu'on ait préa-
Lablement réduit cette question a trouver le mpport gu

B3
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entrer dans des formules oy résultats qui ne
le sont pas, et qui étant devenns exacts par
supposition , dépendent uniquement , non de
la volonte du calculateur , mais de 1z nature
des choses dont on s’étoit proposé de tronver
Ia relation exprimeée par cesrésultats. Doncle
signe qui annonce que la compensation desirée
omment o alieu est Vabsence des guantités arbitraires
ceue compen- quij prctduisoient ces erreurs ; et partant, il
gue cis parti- e s’agit , pour opérer cette compensation ,
: que d’éliminer ces quantités arbitraires,

(12) Pour fiver davantage cesidées, et don=
mer aux principes qui en dérivent le degré
de précision et de généralité qui lenr con-
vient, je remarquerai que les quantités que
nons avons eud comsidérer dams la qmestion
traitée peuvent se distinguer en deux classes;
la premiére, composée des guantités gui,
comme MC,MP, PT,MT, sont ou données

"ou déterminées par les conditions du pro-
bléme; et la seconde, compesée des quan-
tités qui, commeR S , R T/, 8T, dépendent
de 1a position arbitraire du point R, et telles
en méme tems, qu’a mesure que ce point K se
rapproche du point M, chacune d’entre elles
s’approche de sa correspondante dans la
premiére classe, en sorte que MP, par
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(14) D’abord je comprendrai sous le nom
de guantiles désignées , non-seulement tountes
les quantités qni sont proposées par I'énoncé
méme de la question, mais encore toutes
celles qui dépendent de ces senles quantités,
¢’est-a-dire , qui sont fonctions de ces mémes
quantités et d’aucune antre,

existe entre telle ordonnée de cette courbe et l'abscisse
correspendante ; de méme , 57l s'agit de mener une tan-
gente dun point quelconque indéterminé de cette conrbe, |
iz commence par firer arbitraireraent le point par lequel
je veuxr mener cette tangente, et je réduis Ja question
a trouver le rapport qui existe, par exempic, entre la
sous-tangente et labscisse , ou emtre l'ordonnée et In
sous-normzle correspondante 3 ce méme point. Mais st
Von ms demandoit, par exemple, comment fapplique-
rais ma définition de linfini qu'on va voir, a ces questions:
Ka maiiére ese-elle divisible & Uinfinit L'espace dans
Lequel existent sous les dtres créds esteil infini 7 et autres
semblables ; je réponds que ma définition n'est que
celle de linfini mathématique ; qu'elle ne pent sap-
pliquer qu'aux quessions dont P'obiet est uniquement de
tronuver les rapports qui eristent enite telles et telles
guantités ; et guainsi les questions métaphysiques pro-
posées ci-dessus, si tant est qu'elles méritent d’étre
appelées des questions, ne sont aucomement du ressort
de la théaric dont en se propese d'établir ici les prin~
Cipes.
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(15) V'appellerai , an contraire , guantiles
Rrop-designées 0 auxiliaires tontes celles qui
ne font point partie du systéme das quantités
désignées, et qui par conséquent n’entrent
point essentiellement dans le caleul , mais y
sont introduites seulement pour faciliter la
comparzison des quantités proposées,

Ainsi , dans I'exemple précédent , MP, MC,
MT,DP, etc. sont des quantités designees,
parce qu'elles dépendent uniquement de la
position du point M par ot doit étre menée
1a tangente ; mais R S, et tontes celles quien
dépendent , comme MZ,RZ, T*T, T'P, etc.
sont des quantités auxiliaires , parce quon
n’a imaginé de lesmener que pour aider 3 la
solution delaquestion , qui étoit de tromver
le rapportde MPATP.

Il suit évidermment de-1i que dans tonte
quantité noa-désigaée , il y a nécessairement
quelque chose d’arbitraire ; car , it v’y en-
troit rien d’arbitraire , Ja valeuren seroit donce
assignée par les conditions mémes du pro-
bléme , et par conséquent dépendroit totale-
ment des quantiiés proposées, ce qui est
contre 'hypothése.

(18} Lorsqu’en mathématique, deus k-
gnes, deux surfaces, deux salides, deux
B4
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—_—
la derniére valeur d’une quantité déterminée
quelconque ne penl élre que cotte quantité
elle-méme.

'(18) Ainsi, en général nons nommons der-
niéres valeurs et derniéres raisons des quan~
tités les valenrs ou les raisons qui sont en effet
les derniéres de celles qu’assigne & ces gran-
denrs et & leurs rapports, Iz loi de continuité,
lorsque chacune d’elles est supposée s’appro-
cher perpétuellement et par degrésinsensibles
de la quantité désignée qui lui répond.

(19) On nomme en général quantité infini-
ment petite la différence d’une quantité quel-
conque auxiliaire 4 sa limite; ainsi, psr
exemple , RZ, qgaui est la différence de RS 4
MP, est ce qu'on appelle une quantité infini-
ment petite,

‘ (20) On nomme au contraire infinie on
infiniment grande, toute grandeur qui est
¢gale & l'unité divisée par une quantité infi-
niment petite : telle est, par conséquent, la

Lt 1 -
quantité o— ou o—r,
Mais puisque la limite on derniére valeur
de RS est MP, il est clair que la Lmite on
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gnantités quelconques enfin sont supposées
#’approcher perpétuellement Pune de l'autre
par degrés insensibles , de maniére que lenr
rapport om quolient differe de moins en
moins et aussi pen qu’or veut de nnité, on
dit que ces denx Quantités ont pour derniére
rason une raison d’egalité,

{17} 8il'une de ces grandeurs a5t une quan-
tité designée et Fautre une quantité auxi-
liaire , la premiére sera dite &mite on derniére
valeur de la seconde : c’est-a-dire , qu’nne %-
mite n'est autre chose qu'une quantité dési-
gnée de laguelle une quantité auxiliaire est.
supposée s’approcher perpétuellement, de
maniére qu'elle pnisse en différer ausst peu
qu’on voudra , et que lenr derniére raison soit
une raison d’égalité.

Ainsi, il 2’y a que les quantités auxiliaires
Qui, & proprement parler , aient ce que j’ap-
pelle une limite; car les quantités désignées
étant supposées ne point changer , mais an
contraire étre elies-mémes les termes ou der-
niéres valeurs des quantités anxiliaires, elles
ne peuvent strictement parlant avoir de Jli-
mites, & moins qu'on ne dise que tonte quan-
tité désignée est elle-méme sa propre limite,
ce qu’on ne pent refuser d’accorder, puisque
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derniére valeur deRZ og RS —MP est o,

1 T
et —— _
que celle de 77 ot o

(21) Ainsi on peut dire en général qu’ane
&randeur infiniment pelite n'est outre chose
gu'une quantité dont lo Limite est 0, et qu'an
contraire’, wne guantité infiniment grande
r'ast autre chose gi’une quantité dont la li-

. 1
mite est—.
[

(22) On comprend soas le nom de quan-
tités infinitésimales les quantités infinies o
infiniment grandes, et celles qui sont infini-
ment petites; tontes les autres grandenrs se
nomment guantités finies,

(23) Dire, sunivant Pusage wulgaire , que
Pinfini est ce qui n’a point de bormes, ce
qui est sans limite, ou ce dont la limite
n’existe pes , c’est donc en donner une idée
simple et qui n’est pas sans fondement , puis-
qu'en effet les guamités infinitésimales ont

toutes pour limites, les unes o, les autres
1 . . . o
> Qul ne sont point de vraies quantités.

(24)Mais de ce gneleslimitesde ces quanr.itéé
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R 1 . .
sont o ou " il me $’ensuit nullement que

ces quantités elles-mémes soient des #tres
chimériques; car , au contraire , par la défini-
tion méme(1g), une quantilé infiniment petits
est la différence de deux quantités tréseffec-
tives , savoir , Une quantité quelcongue auxi-
liaire et sa limite.

(2511 snit encorede-1a qu'on peat regarder
toute quantité infiniment petite comme la
différence de denx quantités auxiliaires qui
ont pour limite une méme troisitme quantité
désignée ; car, soient X et Y deux quantités
auxiliaires différentes quiaient pourlimite une
méme troisiéme quantité A,

Je dis que X—7Y est une quantité infini-
ment petite. En effet, puisque Ja limite on
derniére valeur de X est A, et que celle de
Y est aussi A; il Sensuit gue la derniére va-
leur de X—Y sera A—A ou o. Done la li-
mite de A--(X—Y) est A; donc on peat
regarder X—Y comme la différence d'mne
quantité auxiliaire A4+ (X—Y) 4 sa limite
A ; donc (1g) cette différence est une quan-
tité infiniment petite; donc on peut dire
en général qu'une guantitd infiniment pe-
bite n'est autre chose gue la différence de

du Calcul infinitésimal, 2g

encore qu'une grandeur infiniment petite
r'est qutre chose gu'une guentité non desi-
gnée, & laguelle on attribue d’abord une va-
Jeur quelcongue arbitraire , ot gu’on suppose
¢nsuite decroitre insensiblement jusgu'a zéro.
Ainsi, en général , lorsquwon dit, soit Z, par
exemple , une quantite infininent petite, ¢ est
précisément la méme chose que si'on disoit,

soit Z une guantité quelcongue arbitraire

{ et par conséquent amxiliaire, car les quan-
tités désignées ne penvent éire arbitraires ),
€t SUppOSORS ensuile que cetie guantité aille
en décroissant perpetuellement Jusqu’d zero.

(28) Une quantité est dite infiniment pe-
tite , relativement & une antre quantité , lors-
que le rapport de la premiére 4 la seconde
est une qoantité infiniment petite, et réci-
proquement, la seconde est dite infinje on
infiniment grande relativement & la premiére,

(29) Deux quantités sont dites difirer
infiniment peu , ou étre infiniment peu diffé-
rentes Pune de l'antre, lorsque le rapport
de Vune & l'amtre ne différe de Punite qus
d’une quantité infiniment petite, de maniere
gue leur derniére raison soit une raison d'éga-
lité; telles sont évidemment RS et MP.

15
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deur quantilés auziliaires qui ont ia méme
fimite,

(26} Denx quantités ne peuvent avoir ponr
Iimite une méme troisiéme quantité sans avoir
elles-mémes entre elleg pour derniére raison
une raison d’égalité; car , puisque par hypo-

\ .. . X
thése, la limite ou derniére valenr de e

Y . .
est 1, de meme que celle de Y lest clair -
&)

A
-—-Y_-
(x)

=£; clonclali-
Y

gue la limite on derniére valenr de

X
(%)
Y
)
. X
mite on derniére valeur de v ot c’est~
&-dire , que la derniere ralson de X a Y est
une raison d’¢galité. Donc, en général, on
peat dire gu'une guantits infiniment petits
est le rapport de la différence de deuz gran-
deurs qui ont pour derniére raison une raison

d'égalité & chacune ds ces grandeurs,

est auss: 'umté. Or

(27) Enfin, il est évident qu’on peut dirs

5o _Rq’ﬂea:iom surlaz Mef'tap}x_ysigug

(30) On nomme Calcul infinitdsimal Part
qui enseigne a découvrir ,par le secours deg
quaniités que je viens de nommer infinjté-
simales , es rapports ou relations quelcohques
qui existent entre les diverses parties d’un
systéme quelconque de quantités proposées.

Ces quantités infinitésimales n’étant toutes
que des quantités auxiliaires, cest-a-dire
“Introduites seulement dans le calenl pour
faciliter Pexpression des conditions propo-
sées, il est clair qu’il fant absolument les
éliminer du caleul pour obtenir le résultat
desiré , c’est-a-dire, les rapports cherchés;
ainsi on peut dire en guelque sorte que le
calen! infinitésimal est un calcul non fini, ou
qui n’est pas encore achevé , parce go’en effet
deés qu'on est parvenn 4 en éliminerles quan-
tités auxiliaires et qui o'y entrent pas essen-
ticllement , il cesse d’&tre infinitésimal, et
ressemble en tout au calcul algébrique ordi-
naire (¥). .

Pour achever d’expliquer les principaux

(*) Chacan szit, en effet, qu'on caleul od il entre des
quantités infinitésimales n'est censé fini, et que on ne
compte sur Peractitude da résultat, que du momsant oi
foutés ces quantités infinitésimales sont cotidrement diim
minées,
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termes relatifs 4 Ia théorie de linfini en géné-
ral, il me reste & dire ce que j'entends par
éguation imparfaite.

(31) Yappelle éguation imparfaite toute
équation dont les deux membres sont des
quantités inégales, mais infiniment peu dif-
férentes Pune de V'autre , o, ce qui revient
au méme, toute équation dont les deux
membres, quoique inégaux, ont pour derniére
raison une raison d’égalité.

Ainst, par exemple, les équations Fansses

MZ y ;
Rz = o trouvées {g), sont
ce que y'appelle équations imparfaites, puis-
que les quantités négligées dans les équations
exactes d'ol ellessont tirées sont des quantités
infiniment petites; c’est donc sur la théorie
de ces sortes d’équations qu’est fondée Ia so-
lution de la question traitée ci-dessus et de
toutes celles do méme genre. Cest ponrquoi
je vaisrechercherles principes de cettethéorie
que est la base du calcul infinitésimal, ou,
plutét, qui n’est autre chose que le caleul
infinitésimal lui-méme,

MZ
TP=y Rz et
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THEOREME IL

(33) Toute équation gui ne contient que das
guantités désignées, ne peut étre une éguation
imparfaite.

En effet , parla définition des équations im-
parfaites, lenrs membres sont inégaux ; mais
diftéran: infiniment pen V'un de I’autre;leur
rapport approche autant gu’on veut-du rap-
port d’egalité ; donc il entre dans cette équa-
tion quelque quantité qui ne fait point partie
do systéme des quantités proposées; mais
par bypothése, au centraire, Pequation
proposée ne content que des quantités dési-
gnées. Donc elle ne pent étre ce que j’ai
nommé équation imparfaite : ce qu'il felloit
prouver,

. . L
THEOREME IIL

(84) Toute équation imparfaite & laguelle
on n’aura fait subir que des transformations
semblables & celle gui est indiguée dans le
théoréme premier , et de laguelle on sera
parvenu & édliminer par ces trensformations
toutes les guantités non deésignées, sera né:

cessqirement e rigoureusement exacte.
C
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THEOREME I~

(32) §i dans une éguation quelcongue im=+

Fanlyse inb- parfaite on substilue g 1 de lune
an pe;n P f 7 a2 place

nitésd

En quoi oot
siate  Yesprit

guelcongque des guaniités gui y entrent, une
autre quantité qui en différe infiniment peu ,
ou dont le rapport ¢ la premicre ait I'unité
pour Limite ou derniére valeur | Pégquation qui
résultera de cette transformation ne pourra
étre une éguation fausse , ¢ est-d-dire , gu’eile
deviendra absolument exacle , ougqu’au moins
elle demeurera ce gue j’ai nommé éguation
imparfaite.

En effet, puisque par hypothése on n'a
fait que substituer 4 la place d’'une quantité
une antre quantité dont la dermére valeur
estla méme , et dont le rapport & la premiére
a Vunité pour limite, il est clair gue cette
substitution n’a rien pu changer aux derniéres
valeurs des membres de 'équation proposée ,
ni 4 lenr derniére raison. Or cette derniére
raison étoit , par hypothése, I'unité avant la
substitution ; donc elle la sera encore aprés;
donc Péquation copservera le caractére de
celles que j'ai nommées imparfaites , & moins
qu'elle ne devienne rigoureusement exacte :

ce qu'il falloit prouver, ]
THEOREME
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Car , par le théoréme premier, ce ie pent
#tre une #quation absolument fansse , et par
le second , cene peutétre une équation im-
parfaite; donc elle est nécessairement et
rigonreusement exacte.

COROLLAIRE

(35)Tout ce qui vient d’atre dit ansnjet des
équations imparfaites , doit s’entendre éga-
lement des proportions , propositions et rai-
sonnemens quelconques susceptibles d’étre
traduits par de semblables équations.

SCHOLTIE

{36) Tels sont les principes géneraux anx-

de ceue sma- grels se réduit la théorie du calcul infinité-

Igse,

stmal. On voit par ces principes que , siayant
exprimé par des équations imparfaites les
conditions d’an probléme , on parvient ensnite
pur des transformations semblables a celle
qui est indiquée dans le théoréme premier,on
parvient, disje , 4 élimner de ces équations
toutes les quaptités auxiliaires ou non-dési-
gnées , il fandra nécessairement qt'il se soit
opéré dansle cours du calenl une compensa-
tion derrents ; et qué Pavantage de ce calcul
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consiste en ¢e que les conditions d'une ques-
tion étant sonvent fort difficiles & exprimer
exactement etpar des équations Tigoureuses ,
tandis qu'il seroit aisé de le faire par des équa-
tions imparfuites, il donnele moven de tirer de
ces équations Imparfaues les mémes résnltats
et des rapports toat aussi certains gue si les
équations primitives eussent £té véritablement
de la plos parfaite exactitude ; et cela par
la simple élimination des guantités dont la
présence occasionnoit ces eIreurs,

La raison de cela est simple : qu’on ait &
découvrir les relations gui existent entre plu~
sieurs quantités proposees; s'il est difficile de
trouver directement des équations qui expri-
ment ces relations , il est n4ture] de recourir
& quelques quantités intermédiaires quileur
servent de termes de comparaison; par ce
moyen on pourra obtenir , sinon les équations
mémes therchées, an moins d’antres &quas
tions ot les quantités proposées se trouveront
mélées avec ces quantités auxiliaires; il ne
sera donc plas question que d'éliminer celles-
ci. Mais si e outre les valeors de tes quanti-
1és auxiliaires sont arbitraires et peuvent éire
supposées aussi petites qu’on veut sans rien
changer aux quantités proposées , il est aise
de sentir que si dans les éguations qui ex-

Ca
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équations parfaitement exactes Yane et an-
tre , queles que-soient Jes valeurs de MZ et
de RZ; tirant donc de la premiére de ces

M2
équations la valear c!e 20 Bt la substituant

dans la seconde, jai
TP+T'T _ _ ay+RE
¥ T as—2z—MZ’

éguation exacte et qui doit aveir lieu , quelle
que soit la distance qu’on voudra metire
entre les.lignes RS et MP.

Or, i est aisé de voir que je puis mettre
cetle équation sous la forme snivante :
T yMZ4.aRZ—rRZ -0
(T ﬂ--x) (T (o—x)(za—ar—Wz,) = ?
dans laquelle le premier terme ne contient
que des quantités données ou déierminées
par les conditions du prubleme et dout le
second contient des arbitraires ,_et peut étre
suppose aussi peLit gu'on vant sans rien chan-
ger anx quanlues qm,sont cuntenues dans le
pren:uer terme, P‘!lsq.n On ESL maxu‘e de S
poser RS aussi proche qu’ on veut de MP.
Donc, suivant la théorie des indéterminées ,
chacun des termes de cette équation , pris
séparément , doit étre égal a zéro; c’est-a-
dire, que cetie équation peut se décomposer
C3
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priment les relations cherchées, les quantiés
arbitraires se irouvent mélées avec les quan-
tités proposées, chacune de ces éguations
pourra se décomposer en deux autres , dont
Pane ne contiendra que des quantités dési-
goées , et autre renfermera des arbitraires ,a
peupreés de méme qu’une équation qui contient
des quantités réelies et des quantités imaginai-
res peat se décomposer en deux , Fune entre
quanlités réelles , I'antre entre guantitésima-
ginaires. Or, comme on n'a bescin que de
T'équation qui existe entre les quantités pro-
posées , il est clair qu’on peut sans inconvé-
mient, dans celles ot elles se tronvent mélées
avec les arbitraires, négliger les quantités
qui embarrassent le calcnl, lorsque les erreurs
qui doivent en résulter ne peuvent tomber
que sur Véquation entre arbitraires qu’elle
renferme. Or c’est précisément ce qui arrive
dans le caleul infinitésimal , lorsquon traite
comme nulles , en comparaison des quantités
finies , celles que nous avons nommeées infini-
ment petites.

Afin de rendre cette exphcauon plus sen-
aible encore, reprenons I'exemple traité ci-
dessus. Nous avons trouvé (g)

MZ_ zy+RZ
TP—I—T’T-—}'X et Rz m-—u-_-MZ’
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en ces deux autres :

R (IT_ 3MZ+oRE—sRZ _

Y  a=—= ¥ (a-—x)(na.-gx—-MZ)
desquelles la premiére ne contient que des
quantités désignées s el ]a seconde contient
des arbitraires. Mais nous n’ayons besoin que
de Ja premiére | paisque c’est celle qui nous
donne la vaienr cherchée de TP, telle que nous
Vavons déjd tronvée ci-devant. Donc, quand
méme nous aurions commis des erreurs dans
le cours du caleul, pourvit que ces erreurs
ne {ussent tombées que sur la derniére équa-
tion , Vexactitude du résultat cherché n’en
auroit point souffert; et c’est effectivement
ce qui seroit arTivé si nous ewssions traité
MZ,RZetT'T comme nulles par comparai-
T aux quantités proposées a, x,y, daus
les équations primitives; nous eussions a la
vérité commis des errenrs dans Pexpression
‘des conditions du probléme, mais ces erreurs

¢l

se fussent détruiieé:d"éﬂes-mémes par com-
pensanon et ]e résnltat dont nous avons
Lansyes besom n’ en et BlE am’:unement ‘ghéré.
jafinitesimale : :
Thore ;.'jlur:e (37Y 11 est aise d'appercevoir, d’aprés ce
Reiaiene qui vieht Pétre dit, que 'analyse mhnitési-

uncettension

T mehede Male n’est autre chose qu'une application, ou

ens " si Uon veut , une extension de laméthode des
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indéterminées ; CAT, suivant cette méthode ,
je dis que lorsquon néglige une quantité in-
finiment petite, on ne fait, & proprement
parler , que la sous-entendre et non la sup-
poser nulle; par exemple , lorsqwau lieu des

deux equations exactes TP—+-T'T.._MP>(MZ

et MZ ay +RZ i . oi
i

RZ 2_H_*—-a—zr-.nz trouvées (g}, Pemploie

tes deux équaiions imparlaites

MZ .
TP=M P)( - et Y e E—y:—c; je sais fort
bienque je commets une erreur et je les mets,
pour ainsi dire , mentalement sous cette forme
h‘.l ¥4 Mz
><MP_..’I'P+@et Rz ——+cp 3 Pet

a—T

o’ étant des quanmes telles qu’il les fant pour
que ces éguations aient lieu exactement: de

. R . TP x R
méme dans Pequatmn p = 5 » résultante
AL v

des deur équalions imparfaites ci-dessus,
je sons-entends la quantité cp” , telle gue
TP

il ...,..._. o —
P )+ " =0 soit une equauou

exacte ; mais je recopnois bientdt que cetta
derniéze quantité ¢ est égale 2 zéro, parce
gue si elle n’étoil pas nulle, elle ne pourroit

C4
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cisément la nature de Yégnation tronvée ci-
dessus ,

!T _yMZ+aRZ —xRZ —o

_F_a--x :

(a—x)( n—nx-—MZ}

Donc chacun des termes de cette équation,
pris séparément, est égal 4 zéro; donc on
aurcit pu néghger dans le cours du calculles
quantités T/T, MZ, R Z , qui n’entrent point
dans le premier de ces termes, sans altérer
ce premier terme; donc I'analyse infinitési-
male ne difféere de 1a méthode des indéter-
minées, qu'en ce que dans la premiére qn
traite comme nalles, on plutét on sous-entend
dans le cours du calcul des quantités qui se
détruiroient toujours d’elles-mémes dans le

résultat, st on les laissoit subsister ; an lieu que -

dans la méthode des indéterminées, on at-
tend la fin du caleul pour faire disparoitre
les quantités arbitraires qui doivent etre €li-
minées, Cette derniére méthode pourroit done
suppléer assez facilement 4 l'analyse infini-
tesimale sans employer le sccours des équa-
ions imparfaites, el sans commettre jamais
aucune erreur dans le couss du calcul.

'(38) Nest eﬁcore un autre moyen de sup-
pléer a Panalyse infinitésimale par.le calcnl

18
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¢tre qu'iniiniment petite , tandis qu'il n’entre
ancune quantité infinitéstmale dans le premier
terme; or cela est impossible, 4 moins que
chacun de ces lermes, pris séparément ,ne
soit egal & Zéro; 4’00 je conelug qu'on & exac-

TP .y - - i
ic_memﬁ == T yetpartant, les quantités

@ ¢/ et @ ont été, non Passupprimées comme
nulles, mais simplement sous-entendues pour
simplifier le caleul. En effet, siX, par exem-
pic est pne gquantité a.rb.ltraxre .quj puisse
€tre rendue aussi petite qu'on voudra, et quon
mit une équation de cette foime s
A4+-BX+CX4ete. = o;

A,B,C, ete. étant indépendantes de X

cette équation me pent avoir lieu sans que
Yon ait A=o, B=o, Ca=0, etc., cest-2-
dire, sans que chaqne tcrme pris séparément
e soit égal 4 zéro, guel que soit le nombre
de ces termes. Or, par la méme raison, si
Fonaen général une équation de cette forme,
P+Q=0, telle que P soit une fonction des
quanlités donnees cu déterminées par les
conditions du probléme, et an contraire 5 Q
une quantité qu’on soit maitre de supposer
anssi petite quion veut, on aura pécessaires
ment P=0 et Q=0; mais telle est pré-
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slgébrique ordinaire ; c’est la méthode des
limites ou derniéres raisons. Car, quoique
cette analyse soit fondée entiérement sur les
propriétés des limites et derniéres raisoms,
elle differe cependant de ce qu'on nomme
proprement méthode des limites, en ce que
dans celle-ci on ne fait point entrer séparé-
ment dans le calcul les gnantilés que nous
avons nommeéesinfinitésimales , ni méme leurs
frapports , mais seulement les derniéres va-
leurs de ces rapports, lesquelles étant des
grandeurs finies, foot de cette méihode,
ymoins un calcal particulier, comme je viens
de le dire, gu’une simple applicalion du calcul
algébrique ordiaaire.

I} ¢’agit donc, en se bernant & introduire
dans algébre ordinaire , non des quantités
infinitésimales ,-mais les derniéres raisons de
ces quantités , de suppléer anx moyens que
fournit Penalyse infimiésimale pour découyrir
les propriéiés, rapports et relations -qoel
conques des grandeurs qui composent un sys-
ieme proposé, et voild ce gu'on. nomme
propremeat méthade des limites.

Pour en expliquer la marche et en donner

Yesprit, reprenons encore ’exemple uuke
ci-devant,”
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i ar ce qumi a été dit e  Fxplication
Il est C]alr’ P q (9)’ k! drlamethode
des limites

MZ . -y . .
guoique — ne 501t point égale a — ; cepen- roprement
R dite.

MP
dant la premiére de ces quantités differe
d’autant moins de la seconde, que R S est

. 1 MZ
plos proche de MP, c’est-d-dire, que Bz =

TP , o . .
ap S5t une equation imparfaite; mais que

(en désignant par L. Vexpression de limite
Mz TP
2™ mF est
une équation parfaite, ou rigoureusement
exacle.

ou de derniére valenr ) L.

h
R2 ™ ol
est aussi une équation parfaite, o Tigou-
rensement exacte ; égalant donc ces deux va-

Mz | TP __ 4
lenrs de L’:Tz* il vient Mp— oo ou

De méme on pronvera que L,

y? . ..
TP—=—— comme ci-dessus. Ainsi, ce ne
| Ge— -

sont plus dans ce nenveau calent les guanti-
1és infiniment petites MZ et RZ qui y entrent

T s . . M2
separément, ni méme leur rapport Rz’
mais seulement sa limite ou derniére valeur

NZ . ) .
L. Kz 9w est une quantité finie.
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infiniiésimale , que les quantités qu’on a nom-
mées infiniment pelites, ont regu cette dé-
nomination , Parce qucn croyoit en effet dans
les commencemens qu’il falloit , pour le suc-
cés des caleuls ol Pon en fait usage , attribuer
& ces arbitraires des valeurs qui {ussent réel-
lement moindres que tout ce qui peut tomber
sous les sens et que tout ce que I'ymagination
peut concevoir; mais une métaphysique plus
réfléchie a fait veir que cela est inutile,
parce que le succés du caleul vient, non de
Vatiénuation de ces quantités arbitraires,
mais uniquement de la compensation des
erreurs qu’'elles cccasionnent daas ce caleal.

En effet, nons avons vu dans Pexemple
traité que les proceédés et les résuliats du
calcul étoient absolument lesmémes , quelque
valeur gu'on atiribudt aux quantités infinj-
ment petites M Z, RZ , et que par conséquent
le caractére des quantités de cette espice
ne consiste pas dans lenr petitesseréelle, mais
bien plutét dansleur indétermination absolue ,
€'est-a-dire , dans la propriété qu’elles ont
de rester arbitraires pendant tout le caleal,
et tellement indépendantes des quantités
proposées, qu’on demeure toujours maitre de
les prendre aussi petites qu’on vent sans riens
changer anx conditions du probléme.

44 Reflexions sur lg Métaphysigue

Cettemitho-  (30) 5i cette méthode éioit toujours aussi
de est plusdif.

ficiie smewre {acile 3 mettre en weage que Panalyse infi-

;ﬁ, }’:::'ﬂ,‘i: nitésimale ordinaire , elle pourroit paroitre

mbaieindle préférable ; car elle aurcit Pavantage de con-
duire aux mémes résultats par wne route
directe et toujours lumineuse , au lieu que
celle-ci ne conluit au vrai qu'aprés avoir fait
parcourir , 'l est permis de parler ainsi , le
pays des erreurs.

Mais i fant convenir que la méthode des
limites est sujette 3 une difficulté considé-
rable qui n'a pas lien dans Panalyse infini-
tésimale ordinaire; c’est gue ne pouvant y
séparer, comme dens celle-ci, les quantités
infiniment petites 'une de Vautre , et ces
quantites se trouvant toujours lices denx &
deux, on ne peut faire entrer dans les com-
binaisons les propriétés qui appartiennent 3
chacune d'elles en particulier, nifaire subir
aux equations ou elles se rencontrent toutes
Yes transformations qui pourroient gider i les
éliminer ; et cette difficulsé se fait bien moins
sentir dans les opérations méme du- calenl ,
que dans les propositions et les raisonnemens

qui préparent ou suppléent 4 ces opérations.
Originadela . .
denomination :

vate 2% (40) 1l paroit, par ce gue nious avons dit {2
rment peti- syr P'origine que peut avoir eue Panalyse
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Les quentités intinitésimales , comme je Iai
déja dit (24), ne sont doge pas des étres chi-
mériques , mais de simples quantités variables
caractérisées par la pnature de leur limite,
qui es1.0, pour les gnantités infiniment pe-

. 1 . .
utes, et —, pour les quantités infiniment
[+]

grandes. On peat donc atiribuer successive~
ment a cesindéterminées, de méme qu’e tontes
“les autres quantités indéfinies , diverses va-
leurs arbitraires , et parmi ces valeurs ; on
doit compter la dernicre de tontes qui est
© pour les.quantités infiniment petites ; et

1
~—- pour les quantités infinies.
o

seoistinetion”  (41) Cette observation donne Jieu de distin-

thémariqueen guer Pinfini mathématique en deux espéces?'

5t ishi sbao- savoirg infini sensible an assignable, et Pinfini
absolu ou metaphysigue , lequel n’est antre
chose que la limite du premier.

Si donc on assigne & yne quantité guel-
conque infiniment petite utte valeur détermi-
née qui ne soit point o, cette valeur sera ce
que j'appelle quantité infiniment petite ; sen-
sible ou assignable, et que je désignersi aussi
per le nom dinfiniment petite ; au lien que si
cette valeur est Ia derniére de tontes, c’est-
d-dire , si elle est absolument nulle , elle sera
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alors ce que j’appeHe quantité infiniment pe-
tite gbsolue ou metuphysigue, et que je dé-
signerai aussi PAT le nom de guaniité evg-
nouissante. .

Ainsi, uneé queniité évanouissante n'est
pas ce qu'on appelle en général quantité
infiniment petite , mais seulement la derniére
valeur de cetle quantité; ce n'est, dis-je,
qu'une valeur déterminée qu'on pent atiri-
buer comme tonte autre & cette grandeur
arbitraire gu’op nomme en général infiniment
petite.

(42) La considération de ces guantités éva-
nouissantes seroit & peu-prés inutile , si on
se bornoit & les traiter dans le calcul comme
des quantités simplement nulles; car elles
n’offriroient plus alors que le rapport vague
de 0do, qui n'est pas plus égal & 2 qu'a 3
Ou & une autre quantité quelconque ; mais
ilne faut pas perdre de vue gue ces quantilés
nulles ont' ici des propriétés particuliéres
comme derniéres valeurs des quantités inde-
finiment pagites dont elles sont limites , et
gu’on ne leur domne la dénomination parti-
caliére d’évanouissantes que pour avertir que
de tous les rapports et relations dont elles
sont susceptibles en qualité de quanrités mul-
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Vabscisse fiit la quantité indéfiniment petite

, . .M
MZ, et Pordonnée proportionnelle an—z, celle

qui répondroit & Vabscisse nulle, seroit re-
TP _
présentée par 5 et mon par une quantité

arbitraire : or, cest ce qui distingue les quan-
iités que je nomme évancuissantes de celles
gui sont simplement nulles.

" Ainsi, quoiqu’en général on ait o=2% 0=
% % o==4 X 0==etc. , on ne pent pas dire d’une
quantité évanouissante telle que MZ, MZ=
2MZ=3MZ—=4MZ = etc.; car la loi de con-
tinuité ne peut assigner entre MZet MZ
d’antre rapport que celui dégalité, ni d’autre
relation que celled'identité.

(43) Nous avons vu qu’en introduisant dans
ie calcnl des guantités indéfiniment petites ,
ot en les négligeant par comparaison aux
quantilés finies , les équations devenoient im-
parfaites , et que les erreurs auxquelles on
donnoit lien ne se compensoient que dans le
résuitat cherché. On peut mzintenant éviter,
si 'on veut , cette espéce d'inconvénient par
le moyen- des évanouissantes ; qui, n’étant
autre chose que les derniéres valeurs:des
quantités indéfiniment petites correspon«
dantes, peuvent ,comme toutes autres vas

D
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les, on ne veut tonsidérer et faire entref
dans les combinzisons du caltul que celles
qui leur sont assignées par 1a loi de continuité ,
lorsque Pon imagine le systéme des qnanti-
tésauxiliaires s’approchant par degrés insensi-
bles dusystéme des quantités désignées: c’est
ce que de grands Géométres ont cru peuvoir
exprimer -en disant que les évanomissantes
¢toient des quantités considérées , non avant
qu’elles s'évznonissent, non aprés qu’elles sont
évancuies, mais a4 linstant méme gu'elles
’évanouissent.

Dans le cas traité ci-devant, par exemple,
tant que RS uve coincide point avec MP,

. Mz TP
la fraction .- est plus grande que — ; ces
Y

deux fractions ne deviennerit égales gu’an
moment 0u MZ et RZ se réduisent a zéro !

N . MZ [ .
il est vrai qu'alors 7z oSt aussi bien égale

5 cr g TE o
& toute aufre quantite qu'a -—;, puisque -~
est une guantité absolument arbitraire; mais
parmi les diverses valeurs qu’on peut attri
buer & Mz IF est la senle gui soit assujettie
Rz’ y q )

& la loi de continuité et déterminée par elle g
car 51 l'on construisoit mme sourbe dont
I’abscisse

e
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lents , étre aitribuées § cesquantités indéfi-
piment pelites; et qui, d’un autre chte , étant
absolument nulles, peuvent se négliger, lors-
qu’eltes se trouvent ajoulées i quelques quan-
tités effectives, sans que Ie caleul cesse d’étre
parfaitement rigoureus.

(44) On peut donc envisager Vanalyse in-
finitésimale sous denx points devue différens;
en considérant les quantités infiniment pe-
tites ou comme des quantités effectives, on
comme des quantités absolument nulies, Dans
le premier cas, l'analyse infinitésimale n’est
autre chose gu'un calcul d’erreurs compen-
séeg; et dans le second , c’estPartde comparer
des quantités évanouissantes entre elles et
avec d’autres, pour tirer de ces comparaisons
Yes rapports etrelations quelconques qui exis-
ient entre des quantités proposees.

Comme égales d zéro, ces quantités: éva
nouissantes doivent se négliger dans le caleul,
lorsgu’elles se tronvent ajoutées & quelgue
quantité effective ou qu'elles en sont retran-
chées; mais elles n’en ont pas moins, comme
on vient de le voir,- des-rapports trés-mtd«
ressans & comneitre ,.rapports qui sont dé-
terminés parla loi de continuité a laquelle est
assujetti-le systéme des gnantités anxiliaires
dans son changement. “Or, pour saisr aisé~
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ment cette loi de conuipujté y il est alsé de
sentir qu’on est Ob[igé de considérer les quan-
tités en question & quelque dictance du terme
ot elles S'évannuissen( entiérement, sinon
elles n’offriroient que le rapport indeini de
2€ro & 2€ro ; mals cette distance est arbitraire
et n’a d'autre objet que de faire juger plus
facilerent des rapports qui existen{ enire
tes quantilés évanouissanies : ce sont ces
rapporls gu'on a en vue en regardant les
quantités infiniment petites comme absolu-
ment nolles, et non pas ceux qui existent
=nlre les quantités qui ne sont pas encore
parvenues au terme de lear anéantissement.
Celles-ci, que j'ai nommées indéfiniment pe-
tites, ne sont point deslinées 2 entrer elles-
mémes dans le calcul envisagé sous le point
de vue dont il s’agit dans ce moment, mais
employées seulement pour aider I'imagina-
lion, et indiquer 12 loi de continuité qui
deétermine lesrapports et les relalionsquelcon-
qees des quaniités évanouissantes auxquelles
elles répondent. :
Alnsi, d’aprés cette hypothése, dans lapro-
portion MZ : RZ :: TP : MP, les queititésre~
presentées par MZ et RZ sont hien supposées
absolument ¢gales & 2éro ; mais comme clest
de Jewr rapport qu'on a besoin , i fant pour
Da
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des étres de raison; mais cela n’empéche
pas qu’elles n’aient des propriétés mathéma-
tigues, et qa’on ne puisse les comparer tont
aussi bien qu'on compare des guantités ima-
ginaires qui n'existent pas davantage ; car il
est tout ausst vrai de dire , parexemple, que

6o=z20+ {0 que V:;:VZXV/%.
Or, personne ne révoque en doute lexacti-
tnde des résultats qu’on obiient parle calcul
des imaginzires, quoiqu’elles ne soient que
des formes algébriques et des hiéroglyphes
de quantités absurdes; a plus forte raison ne
peut-on donner lexclusion amx quantités
évanouissantes gui- sont au moins des limites
de quantités effectives, et {ouchent pour ainsi
dire & I'existence. Qu'importe en effet que
ces guantités soient on non des élres chimé-
Tiques ,si leurs rapports ne le sont pas, et que
ces rapports soient la seule chose qui nous
intéresse 7 On est donc entierement maitre ,
en soumettant au calcul les quantités que nous
avons nommées infinitésimales, de regarder
ces quantités comme des gnantités effectives,
ou comme absolument nulles ; et la différence
qui se trouve entre ces deux maniéres d’en-
visager la question , consiste en ce que regar~
deat ces guantités comme nulles , les propos
D3
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. . TP .
appercevoir son égzlité avee e considérer

Jes quantités indéfiniment petites qui répon-
dent & ces quantités nulles, non afin de les in-
troduire elles-mémes dans le caleal , mais afin
d’y faire entrer sous la dénomination de MZ et
de RZ,les quantités évanouissantes qui en sont
les dernieres valeurs,

(45) Ces expressions MZ, RZ représentent
donc ici des guantités nulles, et on ume les
emploie sous les formes MZ, RZ, platét
que sous la forme commune 0, que parce que
sion les employoit en effet sous cette derniére
forme , on ne pourroit plus distinguer , dans
1es opérations on elles se trouveroient méiées,
lenrs diverses origines, c’est-a-dire , queiles
sont les diverses quantités indéfiniment pe-
tites qui leur répondent. Or, la considération,
au moins mentale , de celles.ci, est nécessaire
pour saisir la loi de continnilé qui détermine
le rapport cherché des quantités évanouissan-
tes quelles ant pour limites, et parconséquent
il est essentiel de ne pasles perdre de vue et
de les caractériser par des expressions qui
empéchent de les confondre,

(46) Les quantités évanouissantes qui font
le sujet du calcul infinitésimal envisagé sous
ce nouvesn peint de- voe, sont & la vérité
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sitions , équations et Tésulials queltonques,
sont loujours exacts el rigonreuX , Mais se
rapportent & des quantités qui sont des étres
de raison, et expriment des relations qui
exisient entre quantités qui n'existent pas
elles-mémes: au lieu qu'en regardant les quan-
tité+jnfiniment petiles comme guelque chose
deffectil, les propositions, équations et ré-
soliats quelconques ont bien pour snjet de
vérriables quentités; mals ces propositions,
équalions el résullats sont faux , ou plutdt ils
sont umparfaits, et ne deviennent exactsala
fin que par la compensation de leurs erreurs ,
compensalion cependant qui est une suite
nécessaire et infaillible des opérations dn
calcul.

(#7) La méiraphysique qui vient d’étre ex-
posée fournit aisément des réponses 4 toutes
les objeciions qui ont été faites contre I’ana-
lyse infinitésimale dont plusienrs Géometres
oot cru e principe fautif et capable d'induire
€n eTreur; meis ils ont é1é accablés, siPon pent
s’exprimer ainsi,paria multitude des prodiges,
et par Uéclat des vérités qni sortoient en fonle
de ce princise.

Ces objeciions peavent se réduire -4 celle-
ci: oules quantités qu’on nomme infiniment
petites sont absolument mulles, on non; car
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il est ridicule de suppaser- qu’il existe des
étres qui riennent le milieu entre la guantité
et le zéro. Or, si elles sont absolumen!.nnl]es,
leur comparzison ne méne & rien » puisque le
rapport de 0 i O n’est pas plus a que &, ou
toute autre quantité quelcongue ; et si elles
sont des quantiés effectives,, on ne peat sans
erreur les traiter comme nulles, ainsi que
le prescrivent les régles de Panalyse infini
1ésimale.

La réponse est simple: bien loin de ne pou-
voir en effet considérer les quantités infini-
ment petites, ni comme quelque chose de
réel, ni comme rien, on peut dire an contraire
qu'on peut & volonié les regarder comme
nulles ou comme de véritables quantités; car
ceux qui voudront les regarder comme nulles,
penvent répondre que ce quils nomment
quantités infiriment petites ne sont point des
fuantilés nulles quelcongues , mais des quan-
tités nulles assignées par une Ioide cortinuité
qui en détermine la relation ; que parmi tous
les rapports dont ces quantités sont suscep-
tibles comme zéro, ils me copsidérent que
ceux qui sont déterminés par cette loi de
continuité; et qu'enfin ces rapports ne' sont
point vagues et arbitraires , puisque cette loi
de continuité n’assigne poiat, par exemple ,

D4
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paremment par l'objection qu'on vient de
discuter , se sont attachés simplement  prou-
ver que la méthode des limites dont les procé-
dés sont rigoureusement exactls dans tous les
points , devoit nécessairement conduire aux
mémes résultats que Fanalyse infinitésimale.
Mais en convenant que le principe de cette
méthode est trésluminerx, on ne peut se
dissimoler quilsne font qu'éluder la difficulté
sans la résoudre ; que la méthode des limites
ne méae aux résultats de Vanzlyse infinitési-
male que par nne route difficile et détournée ;
etqu’enfin cetteméthode , loin d’étre la méme
que celle du calenl de Pinfini, n’est an con-
traire que I'art de s'en passer et d’y suppléer
parle calcul algébrique ordinaire : enquoil’on
réussiroit d’une maniére plus simple, & ce qu'il
me semble, parla méthode des indéterminges.
Mais pourquoi adopteroit-on I'une de ces meé-
thodes & l'exclusion des autres, puisqu’elles
peuvent se préter un secours mutnel ? Em-
ployons done tout ensemble , et anglysein-
finitésimale proprement dite, et la méthode
deslimiles, et celle des indéierminées, suivant
que les circonstances l'indiquent, et ne né-
gligeons aucun des moyens qui peuvent noos
conduire 4 la connoissance de la vérité, cuen
simplifier la recherche.
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plusienrs rapports différens aux différentielles
de Vabscisse gt de T'ordonnge d’une courbe
lorsqué ces différentielles’ 4’évanouissent,
mais'vn senl, qui est celni de la sous-tangente
¢ Pordonnée. D’un autre ¢6té, ceux qui re-
gardentles quantitésinfiniment petites comme
de _véritah]es guantités , peuvent répondre
que ce qu'ils appellent infiniment-petit n’est
gu'une grandeur arbitraire et indépendante
des quantilés proposées; gqne dés-lors, sans
ia supposer nulle, on pent cependant la trai-
ter comme telle sans qu’il s’ensnive ancune
erreur dansle résultat, puisque cette erreur, si
elle avoit lien, seroit arbitraire comme la quan-
1ité qui Pauroit occasionnée, Or, il ast évident
‘qu’nne pareille erreur ne peut exister gu’en-
tre des quantités dont quelqu’une an moins
soit arbitraire. Donc lorsqu’on est parvenu &
un résultat quin’en contient plus, et qui ex—
prime une relation quelcongue entre les quan-
tités données et celles qui sont déterminces
par les conditions dn probléme , on peut assu-
Ter que ce résultat est exact , et que par con-
séqueint les erreurs qui aurcient dii étre com—
mises en exprimant ces conditions ont pu se
compenser et disparoitre par une suile néees-
saire et infaillible des opérations du calcal.

(48) D’antres Géométres , embarrassés ap-
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IIme reste & monirer par quelques exem-
ples Uapplication des prin-ipes généraux que
je viens d’expliquer; et c'est ¢e gue je vais
faire en donnant une idée des calculs diffé-
rentiel et intégral , lesquelssont ,  proprement
parler, Panalyse infinitésimale elle-méme ré-
duite en pratique.

Triaciperdes (49} Si 'on atiribue successivement 3 une
ealculs diffe- " ¢ . . - -
reatiel et in- MeMe quantité variable deux valeurs infini-

ment peu différentes I'une de Paatre , la diffé-
rence de la seconde de ces denx valenrs &
la premiére sera nommée différentieile de cette
premiére valeur. ‘ :

Soit, par exemple, AMN ( Fig. 2) une
courbe relativement 4 laquelle on ait une
queslion quelcongue & résoudre , et telle que
Pordonnée MPsoit une des quantités désignées
par celte question. Je suppose de plus que
pour faciliter la solutien ,I’on méne parallé~
lement A MP-et & une distance arbitraire de
cette ordonnée ,une ligne auxiliaire NQ, et
gu’ensnite ectte ligne se'rapproche continuel-
lement de MP jusqu’i ce qu'elle coincide
evec elle; la ligne NO, ou NQ—MP sera
done {1g) une quantité infiniment petite. Op
comme elleest la différence des deux valeurs
NQ, MP, anribuées successivement & ors
donnée, on est converru-de la désigner dans lg



du Caleul infinitésimal. 59

discours par Pexpression diminutive de diffé-
rentielle de la variable MP | et delareprésen-
ter dans le caleul par cette méme variable
précédée de la caractéristique 4 ¢ ainsi, en
nommant y Vordonnée MP, oy signifiera la
méme chose que différentielle de M P.

Mais supposer,, comme nous "avons fait,
que NQ s’approche perpétuellement de MP,
c’est supposer que A Q ’approche aus«iper-
pétuellement de AP; carla premiére de ces
devx supposilions entraine nécessairement la
seconde ; donc en nommant x Pabscisse AP,
PQ ou MO serala différentielle de x, et
Pon sura MO==dx en méme-tlems gue
N O =dy.

Silon suppose de plus NQ=y" et AQ=x",
on aura ¥ =p-+dy et x'’=x4dr; c’est-i~
dire , que les différentielles dy et . ne sent
autre chose que les accroissemens des varia-
bles correspondantes y et x, oules guantités
dont elles augmentent lorsquelles deviennent
JI' etx’,

(50) Maintenant scit attribuée & 'ordonnée
woe nouvelle valeur RS, telle que P Q et
Q 8 different infiniment peu "une de Pautre,
ou aient pour derniére raison une raison d'é~
galité ; pour que cela soil, il fant évidemment,
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seront les différentielles des différentielles dex
et 3, et c’est ceque, pour abréger, on nomme
encore d{ﬂ‘e'rences secondes ou dgﬂérentielle:

du second ordre; cest-i-dire , que ddr est

la différentielle du second ordre ou la diffé-
rence seconde de x , et ddy celle de .

Or , puisque QS et P} sont sapposéesin-
finiment peu différentes 'une de Vautre, leur
différence ddx est infiniment petite relative-
ment 3 chacune d’elles (28). Donc les diffé-
rences dusecond ordre sont infiniment petites
relativement aux différentielles premieres ou
du premier ordre (*).

(5t) On peut différentier pareillement a
leur tour les différeniielles du second cordre ,
et de cette différentiation tésulteront les

{*) 8 ou lien de mener la nouvelle ligne auxiliaire
RS de maniére que les lignes QS et PQ différent inf.
miment peu L'une de Fautre, on la méne telle que QS
soit préciscment dgale 3 PQ, cest-irdire , telle que AP,
AQ, AS scient en progression arithmétigus, on sum
ddz=o0,0u dix consiant : 2insi on peut supposer 1ume
des différentielles constante ; mais de cc que AP, AQ,
AS sont en progression arithmétique , il ne s'ensuit par
que MP, NQ, RS, y soient aussi, & moins que laligne
AMN ne soit droite - ainsi, de ce que ddr seroit sup-
posée égale a zé10, il me s'ensuivroit pas que Fon et
sussi day=a.
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puisque N Q parla premiére hypothése est
déja supposée s’approcher perpétuellement
de MP, il faut, dis-je, que RS s’approche
aussi perpétuellement de la méme ligne MP,
de mamiére qu'elle finisse comme N Q par
coincider avec elle ; antrement il est clair que
le rapport de QS & PQ, lequel doit par hy-
pothése s'approcher sans cesse de 'unité , e’en
éloignerait : ainsi les rapports de NQ a MP R
de RS 4 MP,de RS aNQ et de Q54 PQ,
anront tous pour limite le rapport d’égalité,
I est visible de plus qu’a canse de laloi de
continuité , le rapportde RZ & NO sera dans
le méme cas. Donc, suivant la notion géné~
rale que nous venons de donner ci-dessus des
quantités différentielles , QS doit étre la

~différentielle de A Q, RZ celle de NQ, QS

—P Q ou NZ—MO celle de PQ, et enfiy
RZ—NO celle d¢ NO; de méme que NO
ouNQ—MP est celle de M P. Donc, confor-
mément & la convention faite au snjet de I3
maniére d’exprimer les différentielles dans le
caicul , novs devons avoir QS=dx=’, RZ=
dy’, Q8—PQ=d {MO ), RZ—NO=d(NO),
Mais nous avons déji trouvé MO=dx, NO
==dy; donc QS—NQ==ddx, RZ—NO=ddy;
c'est-d-dire , que les quantités ddx et ddy
(qu'on écrit aussi de celte maniére d'x, dy)

o —
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différentielles do troisieme ordre ; de la dif-
ferentiation de celle-¢i résnlieront celles dn
quatriéme ordre , et ainsi de suite: de maniére
que dddy, ou d'y ,sera la différence troisiéme
de y; ddddy, ou d'y, la différentielle du
quatriéme ordre, ete. Qr, d'aprés ce que
nous venons de dire sur la génération des
differentielies du premier et du second ordre
il est ais¢ de comprendre comment doit se
faire celle des ordres supérienrs ; ainsi je ne
m’y arréteral pas; je dirai senlement que
c’est en atiribuant pour chaque nouvel ordre
une nouvelle valeur auxiliaire & chacune des
variables, telle que , non-seulement chacune
de ces nouvelles valeurs diffiére infiniment pen
de celle qui la précéde, mais que la méme
chose ail fieu entre leurs différenticlles, les
différenticlles de leurs différentielles , et ainsi
de suite.

(52) Différentierune quanlité, c'est assigner
sa diffirentielle ; C'est-d-dire, que si X, par
exeraple , est une fonclion quelconque de x,
Ia différentier ce sera assignerlz quantité dont
cette fonction augmenlera en supposant que
x augmente de dx. '

Intégrer ou sommer une différentielle, an
contraire, ¢’est revenir de cette différentielle
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ala quantins qui I’a produite par sa différen-
hation , et cette derniére guantilé sappelle
integrale ou somme de la différentielle Pro=
POsee : ainsi &, par exemple , est Pintégrele
ou la somme de dx, et in tégrer ou sommer o*
n’est autre chose qu’sssigner cette quantilé x
qui en est Ja somme ou 'intégrale.

Nous avons vu que la différentielle d'une
quantité s’exprime dans Je calcn] par cette
méme quantité précédée de le caractéristique
d ; réciproquement , on est convent: d’expri-
mer Vintégrale ou la somme d’une diflfren-
tielle quelconque par cette méme différen-
tielle précédée de la caractéristique /; c'est-
d-dire, que fdx,par exemple, signific la
méme chose que somme de dx : ainsil'on a
évidemment = = /4 x,

(53) On nomme calenls differentiel et in-
tegrall'art de trouver les'rapports et relations
quelconques qui existent entre des quantités
proposees , par le secours de leurs différen-
tielles. Le nom de calewl dr_'z,?"k'}-ent'iel s’appli-
quant proprement a lart de rechercher les
rapports ou relations des quantités différen-
tielles et de Jes éliminer ensuile par les régles
ordingires de 'algébre, et celui de calcul in-
tigral 4 Vart d'intégrer ou d'éliminer ces

r——— R o —
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I diffsrentielle cherchee; donc cette diffé-
rentielle est Ja méme qune s’ n’y avoit point
de constantes dans la somme proposée.

On demande la différentielle de ax.

Par hypothése, a reste a, et x devient &
—+dx. Donc ax devient gx—+adr; donc il
angmente de adx, et cetle augmentation est
la différentielle cherchée.

(56) On demande la différentielle de x4,

On voit par ce quiprécéde quelle est yelz—-
ydy—-dzdy, cest-i-dire,qu’on ad.ay==ydr—+
xdy—+dxdy.

Mais j’obaerve , & Pégard de cette équation,
que dr et dy étant infiniment petits relati-
vementd x et y, le dernier terme dady est
lui-méme infiniment petit relativement 4 cha-
cun des autres, ¢’est-a-dire , quele quotient
de ce dernier terme par chacun des autres
est une quantité infiniroent petite. Donc si on
le néglige dans I’équation précédente, qui
deviendra pour lors d.xy=xdy+ydz,
cette équation sera ce que j'ai nommé une
équation imparfaite. Mais puisque jes équa-
tions imparfaites peuvent (31,34 ) s'employer
comme des équations rigoureuses , sans qu'il
g'ensuive ancune errear dans le résuliat cher~
ché, il est évident que je puis faire usage de
cette derniére équation au lieude la premiére ;.
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mémes quantités différentielles par les proce-
dés qui enseignent & revenir d'une différen-
uielle & son intégrale.

Mon but ici n’est point d’éerire un traité
de ces calculs ; mais senlement d’en indiquer
les régles fondamentales, et de montrer que
ces régles ne sont autre chose gu'une appli-
cation des principes généraux qui viennent
d’étre exposés.

(54) Proposons-nous donc d’abord d’assi- -
goer la différentielle de la somme x4y
z-+ete, de plusieurs variables.

Par hypothése x devient z<-dx , y devient
y-+-dy , ete. Donc la somme proposée devient
x~dx-y <+ dy+z-+dz+etc.; donc elle
augmente de drx-+dy-dz-+etc,, et cetle
augmentation est précisément ce que nous
avons appelé différentielle.

(55) On demande maintenant la différen-
ticlle de g-+btctete, ~Fx—-p—z+ ete. :
a, b, ¢, ete, étant des constantes,et x, 3,2, etc,
des variables.

Par hypothése , areste a, breste b, creste
c,etc., r devient x—dx, y devient y—+dy, etc.
Donc la somme proposée devient a—+b—-c,
etc. ~-x~f-dx-+ etc. ; donc elle augmente de
dx-j~dy-+dz-- etc. et celle augmentation est

ia

66  Réflexions sur lﬁ‘ Metaphysigue

et comme elle est plus simple , ’abrégerai et
je facilitersi dans l'occasion par son secours
les opérations de mon calcul,

Je dirai donc que la différentielle d’une
quantité qui est le produnit de deux variables
est égale au produit de la premiere variable,
par la différentielle de la seconde, plus & celui
de la seconde varizble par la différentielle
de la premiére; et cetle proposition sera
de celles que j’al nommées (35) propositions
imparfaites, c'est-d-dire , susceptibles d’étre
tradnites par une équation imparfzite , et ne
pouvant comme elle, conduire qu’a des résul-
tats rigoureusement exacts {*).

() Si de Péquation imparhite d. xy=xdy -y dx;
je voulois tirer une équation rigoureuse, je Ie pourrois
d’zbard en restitnant ag second membre e terme dx dy
qui loi manque ; mais je le pouarrois anssi de la manibre
suivante : je diviserois font par dy, par exemple, ct

P . d.
j'aureis Ia nowvelle équation imparkaite -;;1 =y:—;+x;
et comme (19} une quantité avriliaire difiere fufiniment
pru.de s limite, je puis, dans I'équation préeédente,

. d.x . d.xy ) .\ d x
metire Jin. (-d—-f) ila place de 5y o b (3-;)
d .
alaplacede ;fr' sams qoe ['équation cesse d'éire im=
d. :
patfaits (32). Or cile devient alors Zim. (i}! =y %

d . .. I3 =
dim, (d_;) =+ ; muis toute Limite eat par la définition
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{57) On trouvera par les mémes procédés
gue ci-dessus, qu'on a I'équation imparfiite
dayr=gyds+zzdy+yzdaz,

On trouvera de méme ’éguation imparfaie
-d.f- =jd'x—xd_y’

y ¥y

On trouvera de méme I"tquation imparfaite
d.am=mxm1dr, eic.

(58) Tellee sont les principaies régles dn
calcul différeniiel; passonsmaintenant a celles
du calcul intégral qui est ja méthode in-
verse,

19. Puisque la différentielle de = est dx,
Vintégrale de dx serasx, c’est-d-dire, qu'on
aura fdx=—xr. Mais comme la différenticlle de
a4z est également x dx(55), il s’ensuit que
Vintégrale de dx est aussi bien a+a que x
seul, et qu'en général chaque différentielle a
autant d’intégrales diverses qu'on vent lui
en donner ; mais que toutes ces intégrales ne

méme {17) une quantité désignée. Donc, quoigus d'x
et d y soient anxilizives , Jim. (_ ") et lim. ( ) sont
des quantites designdes ; danc tous les termes de]’équa-
tion précédente fim. (E}“)z.?’ % Fim. (;3) -2, sont

des quantités désigmées ; done (34) cette ¢quation est né~
Cessairement ¢L zigourcusement ezacte.
Ea
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PROBLEME I-

(59) Etant donnée une conrbe elliptique & énf
AMB ( Fig. 5.), trouver la sous-tangente quehi“"

TP qui répond 2 nn point quelconque donné,
M, de cette courbe.

Que AB soit le grand axe de la courbe:
nommons & la moitié de ce grand axe, b le
demipetit axe,x Pahscisse AP, et ¥ Vordonnée

- b
PM; nous aurons doncyy= - { 2ax—uxx).

Cela posé , soit menée une nouvelle ordonnée
NQinfiniment proche de MP, c’est-a-dire, que
cette ligne auxiliaire N Q soit d’abord menée
& une distance quelconque arbitwrsire de MP, et
qu’ensuite elle soit imaginée s’en rapprocher
continnellement , de sorte que leur demiére
raison soit nne raison d’égalité; les lignes MO,
NO sercnt done (4g) les différentielles res-
pectives de x et . Or les triangles semblables

TP MO 'M o
TPM,MZO donpent — MF=Z0 " NOwZN

Mzis il est évident gue plus NQ s’approche
de MP, plus ZN diminue relativement &
N O, et que leur derniére raison est 0. Donc
Z N est infiniment petite relativement iNO;

ki © -est une équation impar-

d M
one 3% = NG
E3
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différent que 3une quantité constante. 11 suffit
donc d’en déterminer une guelcongue , et d’y
ajouter une constante arbitraire pour repré-
Benter toutes les autres : ’est-d-dire, que
tontes les intégrales possibles de dx seront
représentées par x+A , A étant une constante
arbitraire.

2°. Puisque lz différentielle de r4y+=
~+etc. est dx+dy-+—dz+ etc., I intégrale
decette difféerentielle sera -'t‘“fj’-}-z-i-elc.-i—ﬂ
A étant une constante arbitraire.

3° La différentielle de xy étant xdy--
¥dx(56) anssi bien que celle de zy A,
Vintégrale de xdy—+ydx sern réciproque-
ment xy A, A étant une constante arbi-
traire.

4°. On trouvera de méme gue Vintégrale do
yds—xdy

ry

5°. On trouvera de méme que Pintégrale de

mam-1dyest xm A, etc.

est = A,
Y

Telles sont les principales régles du caleul
intégral ; il nousreste 4 montrer par quelques
exemples particuliers application de ces
régles et de celles du calenl différentiel: c’est
ce que nous allons faire le plus succinctement

'gu’il nous sera possible.

——
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faite (31} ; c’est-a-dire , que-?—r — — est une
' ‘ : ¥ oy
equativn bmparfaite.

D'un eutre céié, Péquation de 1a courhe

, _ bb
clant gy = —( 2ax—zx ), nous aurons, en la
différentiant, cette autre équation imparfaite,
X4
ydy= - (edx—xdz); substituant donc

dans cette demitre la valeur de da tirée
de la premiere, et réduisant, mous aurons

ag .
TP= ” —; équation qui, ne renfer-

mant plas de quantités infinitésimales , est
nécessairement et rigonrevsement exacte(34).

(60) _futre solution. Considérons la courbe
proposee comeme un polygone d'une infinité
de cdlés; ¢'est -4-dire , prenons & la place de
la courbe proposée un pelygone d'un nombre
quelconque de cbtés, et supposons ensuite
que ce nombre de cé1és augmente perpétuel-
lement , de maniére que la derniére relation
de ce polygone avecla courbe soit unerelation
d'identité. Comme il est absolument impos-
sible que la courbe puisse étre exactement con-
sidérée comme un polygone , les €quations par
Jesquelles j’exprimerai les conditions du pro-
bléme en partant de cette hypothésene seront
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point exactes ; Mais puisque je polygone -est
sapposé s’approcher sans cesse delg combe,
les erreurs qui pourront se tronver dans ces
équations 5 ‘alténueront gutant qu'on le.you-
dra, et partant, ces mémes équations seront de
celles que j’ai nommées imparfaites.

Ainsi les triangles T'MP, MNO me don-

'MO

TP
nent l’equauon No snbsmuant TP

MP~
TP qui en différe infiniment peu, on avrz cette
, __ . e T MO ‘TP dx
€quationimparfaite, g: NG U 5= e
la méme que celle qni a’été trouvée ci-dessus,
€l qui, combinée avec celle de la courbe, me
donnera le méme résultat,
- {61) On peut encore , si Yon veut, appli-
quer & cette guestion la méthode des indé-
terminées sans rien changer an protédé du
caleul. En effet, aprés avoir trouvé les denx
oo . - .. TP d=s S :
€quations imparfaites 5 = et2ydy =
E—E'( zadr—1xdz ), ajonte mentalement .2
Vun des membres de la premiéxé.,,paur la
rendre rigourensement exacle , une quantité
¢; J'introduis pareillement dans'la seconde
une quantité @/ qui la rende de méme rigou-
reusement exacte : les quantiés sous-enten-

dues ¢ et ¢/ sont donc infiniment petites
E4
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Si Pon nomme Q angle compris entre la
tangente de la courbe en un point quelconque
et lordonnée correspondante , on aurz €vi-

demment, tang. Q=— etcot Q= P‘; donc

on aura les équations :mparfsutes » tang. Q=

d d . . .
f eteot, Q= ;-Z,oules €quationsrigourenses,
24 =

tang. Q. = lim. (L:-,_f) eteot. Q==lim. (j—:).

PROBLEME IL
(63) On demande la valeur qu’il faut attri-

boer 4 x pour que la fonction |/ 1or—=x
soit an mazimum , c’est-i~dire plus grande
que si l'on attribuoit & r une antre valeur
quelcongue.

Soit Far—ssTzy OUyy=262—XT,
et construisons une courbe dont Vabscisse
soit x et 'ordonnée y , la question sera donc
de trouver la plus grande ordonnée de cette
courbe. Soit AMB (Fig. 4.) cette courbe
et MP sa plus grande ordonnée : cela posé,
puisquw’d compter do point M les autres or-
données décroissent, soit du cotéde A, soit du
ciié de B, il est clair que Ja tangente de la
courbe an point M doit étre paraliéle 4 AB.
Donc en nommant , comme ci-dessus , () 'an-
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relativement & celles auxquelies on les ajoute
mentalement. Cela posé , & .compare les denx
€quations précédentes sans avoir égard d ces

qu&ntrtes Petp’; l’equauon TP =

qm en resnltera,ponva.nt n’étre pas exacte ,
i ? 3joute encore mentalement une guantité

qm a rende telle. Mais comme cette quan-
1€ D ne peut qu'étre infiniment petite, je
recopnojs bientdt qu'elle est absclument
aulle, parce que les autres termes de I’ équa-
tion ne renferment plus de quantités infi-

as ¥y

ry a—x

. pitésimales ; car en faisant passer 1ous les

tormes da.ns un-senl membre , I'éguation qui
seraalors(TP——;- 2L ) -+ @i — o, ne

pourra avoir lien suivant la méthode des in-
détermindes, sans que chacun de ses termes
eqgargienlier ne soit égal 4 zéro: done g#=o,

bb
et TP= 2517 , camnme ci-dessns.

848 Gem
{62) En général, il est clair d’aprés ce qui
vient d’étre dit, que si Pon nomme P la sons-
tangemte d’une courbe quelvonque, on aura
[ ° . . - . - d N -
Yéquation imparfaite P—=y f; done (34} on
¥

adra: Péquetion rigourensement exacte P

¥ X fim. (5—;).
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gle formé parla tangente de la conrbe et l'or-
donnée , on aura au point M, cot. Q==0, ou

s dy fp— . .
(62) lim. (d—i)zo. Je différentie domc l'é-
quation de hicunrbe, et j’ai I’éguation im-
P

parfaite_deadx-—xdx ou d_y =:I; donc

y .
]a.l équation rigourense Zim. (—):—ou
cof. Q= 2=, Or on doit avoir eot, Q=0;

b

donci= =0, ;ou enfin =x, cequ:l fallojt
¥

trouver.

(64) Le procédé & suivre pour trouver
la plus grande ordonnée d’une courbe quel-
conque, est donc de différentier Iéquation,

d’en tirer la valeur de Zim. ( ) et de

"égaler 4 2éro.On énonce communément
cette régle en disant snmplement qu’il fant
differentier y et égaler d ya #éro ; mais si cet
€noncé est plus court , il est aussi moins exact,

PROBLEME IIL

(65) Une conrbe proposée ayant un point
d'inflexion , déterminer Pabscisse oun ’ordon-
née qui lui répond.

Soit ABMN (Fig. 5. ) la courbe proposée
que AP soit I'abscisse , et MP Fordonnée
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correspondante an point d’inflexion cherché
M ; s0it menée une tangente MK a ce point
d'inflexion ; il est visible que l'angle KMP
est un minimum, c’est-a-dire , moindre que
Yangle LN (@ formé par une aulre tangente
quelconque N'L etl'ordonnée correspondante
NQ; donc la tangente de Vangle KMP est
aussi un runimum , et sa cotangente un ma-
mimum ; meis cette cotangente est en géné-

ral (62) lim.(j—:) : donc oa doit avoir (63)

. dy
Zim. (d‘ fim. (d—:)).—_" o, ce quil falloit
dx

‘trouver.

Soit, par exemple, §* y ==ax* — x* Véqua-
tion de la courbe proposée, je différentie , et
j’ai Péquation imparfaite $* dy=<2axdr—

: S : dy
3x’dx, oul’équation rigoureuse dim. (—) =

M,;S‘ il faut donc que ﬂ_g_f;ﬁ soit

d(2ax—37")
dx

=0; c’est-d-dire , qu'on doit avoir 22 —

6x=o0,0u 3=

an maximum ,ou que fim, (
%a.
PROBLEME IV

{66) Troaver la surface d¢’un segment pa-
rabolique.

du Calewl infinitésimal. 77

;L » ©quation qui, ne contenant plus
que des quantités désignées, me peut étre
que rigopreusement exacte : ce quil falloit
trouver.

La méme méthode ¢’applique évidemment
a la quadrature de toute autre courbe, et
par des raisonnemens analogues , 1l est aisé
de Tétendre a leur rectification et 4 la re-
cherche des solides quelcongues.

foin

o
=

(68) Ce petit nombre d’exemples doit sni- Conclusion.

fire pour faire comprendre quel est Iesprit
de Panslyse infinitésimale. En vain ses ad-
versaires diront-ils que c'est ruiner [z certi-
tude des mathématiques que d’y admettre
des erreurs , comme on le fait , en employanat
des équations imparfaites ; ces errreurs pen-

vent-ellesavoir des conséquences dangereuses, -

puisqu’on a des moyens infaillibles pour les
faire disparoitre , et des signes certains pour
conroitre lorsqn’elles ont disparu? Renoncera-
t-on anx avantagesimmenses que procure ce
celcul, de peur de s’écarter m instant des pro-
cédés rigoureux de la géomeétrie élémentaire,
ou préférera-t-on & la ronte unie et facile par
laquelle cette analyse nous méne aux décou-
vertes, un sentier épineux ouil est si difficile
de ne point s'égarer ? Tel est celui qu'offre
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Soit AMP ce segment (Fig.6.); si nous
supposops que Pabscisse AP aggmente d’une
quantité infiniment petite PQ, ce segment
augmeniera en méme tems de la quantité
MNPQ; c’est--dire ,que PQ étant supposée la
différenticlle de z, MNPQ seraladifférentielie
dusegment cherché. Donc réciproquement le
segment cherchéest Pintégrate de MNP, dest
a-dire, qu’on a AMP={MNPQ ); mais sil’en
abaisse MO perpendiculairement a NQ, il
est évident que la derniére raison del’espace
MINO &l’espace MOPQ) esto;donc le premier
de ces espaces est mﬁmment petit a I'égard
du second; donc on a I'équation imparfaite
MNPQ = MOPQ. Substitzant donc la se-
conde de ces quantités a la premiére, dans
Péquation exacte’ AMP =/(MNPQ), on
aura Péquation imparfaite AMP=/f (MOPQ),
on AMP=/ydx: mais Péquation de la
courbe est, en nommant P son paraméire ,
yy="Pux, d’ou I'on tire Péquation imparfaits

ayrd
dx= yP Y ; enmettant donc pour dz, dans

la premiére de ces équations imparfaites , sa

valeur tirée de la seconde, on aura cette
ay’ d

nouvelle equauon imparfaite AMP =" —Z—’y-

Mais (58) on af—-P——- = -’vp*-—; donc AMP

y8 Reflezions sur la Métaphysigue , otc.

la méthode des limites lorsqu'on veut Pem.
ployer excinsivément. Car cenx qui veulent
proscrire la notion des guantitesinfinitésimales
sont réduits, eud la suppléer par algébre
commune, ce qui présente des difficultés sans
nombre, oud se servir continneliement des
noms d’infini et d'infiniment petit ez méme
tems qu’ils les dénigrent , si I'on pent s'expri-
mer aisi, et quiils traitent de chimére exis-
tence des choses mémes dont ils sont les hiéro-
glyphes. On n'eroploie, dit-on , ces termes que
figurément ; mais je demande si vn langage
figuré et abstrus est celui qui convient a la
stmplicité des mathématiques, et sur-tout &
cetle rigneur dont on veuL s’élayer pour
condamner la théorie de Vinfini. Ces deux
méthodes ne reviennent-elles pas au méme,
on plutdt ne sont-elles pas la méme méthode
employée diversement ? En un mot , ue sont-
ce pas toujours les mémes idées & rendre , leg
mémes relations i exprimer ? Pourquoi done
ne pas rendre ces idées, ne pas exprimer ces
relations de la maniére la plus claire et la plus
simple ?

F I N.
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SUJE T de cet Ecrit. Pag. 5
Origine que peut avoir eu I'analyseinfini-

tésimale. T
‘Ona disnaturellement laregarder d'abord
comme une simple mecthode d’approxi-

mation. 11
On a deécouvert ensuite gue malgrd les er-
_ yeurs commises dans lexpression des
conditions de chague probléme , les ré-
sultats étoient néanmoins de la plus par-

faite exactitude. 13
Ces résultats ne sont exacts que par con=
pensation d'erreurs. 14
‘Pourguoi cetie compensation aliet. 17
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_ dans chague cas particulier. 20
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gt une application , ou si l'on veut une
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Explication de la meéthede des limites pro-
prement dile. 1%

gt

g6 TazrLz

Cette méthade ast.plus difficile & mettre
en pratigue gue Panalyse infinitésimale. &4
Origine de Is dénomination attribuée aux

quantites infiniment petites. Ibid.
Distinction de Uinfini mathématique en
infini sensibie et infini absolu, 46
Principes des caleuls différentiel et inte-
gral. ) 58
A pplication des principes généraux a
quelgues exemples. 6g
‘Conclusion. 27
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ANNEXE 1

4. Cette maniére de déduire d'une fonction donnée dautres fonctions
dérivées et dépendant essentiellement de la fonction pr'imitive, est de Ia
plus grande importance dans l'analyse. La formation et le calcul de ces
difiérentes fonctions sont & proprement parler le véritable objet des nou-
veaux calculs, c’est-a-dire du calcul appelé diffErentiel , ou fluxionnel. Les
premiers géomeétres qui ont employé le calcul différentiel, Leibuitz, les
Bernoullt, 1 Hopital , &c. Vont fondé sur la considération des quantités
infiniment peti{es de différens ordres, et sur la’supposition qu'on peut
regarder et traiter comme égales Jes. quantitésqui ne différent entre elles
que par des quantités infiniment petites & Jeur égard. Contens d'arriver
par les procédés de ce caleul d’'une maniére prompte et stire 4 des résultats
exacts, ils ne se sont point-occupés d’en démontrer les principes. Ceux
qui les ont suivis, Euler, & Alembert, &c. ont cherché A suppléer a ce
défaut, en faisant voir, par des applications particulitres, que les diffé~
rences qu'on suppose infiniment petites, doivent étre absolument nulles;
et que leurs rapports, seules quantités qui entrent réellement dans le calcul,
ne sont autre chose que les limites des rapports des différences finies, ou
indéfinies. '

Mais il faut avouer que cette idée, quoique juste en elle- méme, ness
pas assez claire pour servir de principe & une science dontfa certitude doit
éwre fondée sur I'évidence, et sur-tout pour étre présentée aux commencans;
dailleurs il me semble que comme dans le calcul différentiel, tel qu'on
Iemplme on considére et on calcule en effet les quantités infiniment
petites ou supposées infiniment petites elles-mémes, la véritable métaphy-
sique de ce calcul consiste en ce que l'erreur résultant de cette fausse
supposition est redressée ou compensée par celle qui nait des procédés
mémes du caleul, suivant lesquels on ne retient dans la différenciation
que les quantités infiniment petites du méme ordre. Par exemple, en
regardant une courbe comme un polygone d’'un nombre infini de cbtés
chacun infiniment petit, et dont le prolongement est la tangente de la
courbe, il est clair qu'on fait une supposition erronée; mais I'erreur se
trouve corrigée dans le calcul par I'omission qu'on y fait des quantités
infmiment petites. Clest ce qu'on peut faire voir aisément dans des
exemples, mais dont il serait peut-éire difficile de donner une démons-
tration générale.

J. L. LAGRANGE
Théorie des fonctions analytiques.......
Paris, an V (1797) pp- 2-3
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ANNEXE 2

D’Alembert et Enler ont cherché i donner au Calcul diffs-
rentiel, une base qui leur parut plus solide que la subordination
des infiniment petits; le premier se servit de la méthode des
limites, et le second considéra les infiniment petits, comme
des zéros absolus, mais qui conservoient un rapport dérive
de celui qu’avoient entr’elles les quantités évanouies qu’ils
remplagolent. On se demandera sans doute, ce qu’on peut
entendre par le rapport de quantités qui ont cessé d’exister,
et cette objection qu'on fait contre la Métaphysique d’Euler,
s’applique ¢galement 4 celle de la Méthode des premiéres et
dernieres raisons; car il n'y a point de milieu entre étre et
ne pas étre , et du moment ou les aceroissemens sont quelque
chose , lear rapport n’est ni celui des fluxions ni celui des
limites. Carnot dans un Mémoire ot il discute avec beaucoup
de soin les principes du Calcul différentiel, et quil a bien
voulu me communiquer, observe que c’est en vertu de la loi
de continuité, que les quantités évanonissantes gardent encore
le rapport dont elles se sont approchées par degrés, avant
de s'évanounir.

Ce Mémoire, qu'il seroit & désirer que PAnteur rendit
public , prouve que si on avoit créé des mots lorsqu’il en étoit
besoin, on aurcit en des idées plus claires. En appellant
équations imparfaites, les équations différentiefids, Carnot
jette un grand jour sur leur théorie. En effet, lorsque l'on
considére les différentielles qu’elles contiennent , comme repré-
sentant les accroissemens des variables, elles n’ont lien que
d’une maniére approchée ; mais leur degré d’exactitude est
en quelque sorte indéfini, car il dépend de la petitesse qu’on
suppose aux changemens des variables, et puisque rien ne
limite cette petitesse , les équations différentielles peuvent
donc étre aussi prés de la vérité qu’on le voudra : voild les idées
de Leibnitz traduites en Analyse. Carnot fait voir ensuite R
comment les équations imparfaites deviennent rigoureuses a la
fin du calcul, et & quel signe on reconnoit leur légitimité ; ce
signe est la disparition totale des quantités différentielles, dont
pourroit provenir Perreur, s'il v en avoit. On ne doit pas juger
le travail de Carnot, par le peu que jen ai dit; et ce n’est
pas seulement dans la maniére d’envisager le Caleul différentiel ,
qui lni est propre, que consiste le mérite de son mémoire,
mais encore -dans la comparaison qu’il fait des divers points de
vue sous lesquels on a présenté ce calcul.

J.F.LACROIX
Traité de calcul différentiel et de calcul intégral, Tome Ier,
Paris 1797 Préface pp. XXI - XXII
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ANNEXE 3

§. XIV.

-Pour abréger & pour faciliter le calcul parune noration plus commode;
' . AP -
on eft convenu de défigner autrement que par lim. —, la limite du rap-
. 4P _
port des changements fimultanés de P & de x, favoir par ——; ¢n forte:
. AP 4P ‘ :
que fim. = ou -—— défignent la méme chofe.
Ax dx
‘Mais, en fubftithant ce dernier figne, #l ne faut jamais perdre de vue fa
vraie fignification; & je penfe que,-quoiqu’on le préfenie fous la forme
fra&ionelle, on nc doit pas regarder ce figne comme compofé de deux rer-

mesd P, & dx; maiscomme une exprefion unique & non décompofable de
Pexpofant du rapport limite de aP 2 ax.

ooy Az dz" .
AnfiLim. — — — == nx"—*
: Az, - dz g B
. Axy d.zy : dy
. ik T —— : X— o
Lim Ax . dr Y + dr
A:— d—.— y-— x,-_‘-j—y
L 2 = 2 =TT
Taxr T dz T ¥y
. 4APQ __ dPQ _° dp C Ao
m. j— - — P=
Li Ax T dr de dzx
F 4P P d
T %
Lim-< — & — 42 %% &e &c. ...
Fa¥ dzx Q¢

Définition.  Yappellerai rapport différentiel de deux quantités varias
bles, le rapport qui eft la limite de celui de leurs changements fimulranés;
onle rapport-dont:ces, changements approchent dautant plus qu'ils font plus
petits.  E: Pappellerai calcul diffirentiel, 1z calcul qui Yoccupe de Ia recher-
che du rapport différentiel des quantités variables,  De méme que la con-
noiffance de la relation de deux quantités variables fert & déterminer leur
rapport différentiel, réciproquement, de la connoiffance du rapport différen-
riel de deux quantités variables on détermine la relation méme de ces quan-
titds, Jappellerai rapport intégral de deux quantités variables, le rappoit
qui régne entre ces quantités, en tant quil eft déduic de leur rapport diffé-
réntiel. - Et appellerai calcul intégral, le calcul qui s’occupe’ du rapport
iatégral des quantités variables. '

Ainfi, étant propofé fc rappore différenticl g—i—, = nx"7T", on dé

n -

duit le rapport intégral de P & x, lequel eft P — X"
M. L' HUILIER.

Exposition élémentaire des principes des calculs supérieurs.
Berlins. d. (1786) pp. 31-32
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