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INTRODUCTION

Cette brochure est réalisée par les animateurs d'un stage

"Modules en seconde" & I'IREM Paris VII. C'est donc un travail

qui, aprés deux ans de pratique dans la classe et d'échanges avec
des collégues au stage MAFPEN, est proposé ici.

L'enseignement des mathématiques en Seconde est réparti
sur trois temps.

. Les T.D en demi-classe dont la composition est parfois rigide.

. Le travail en classe entiére

. Les modules

Dans cette brochure, nous proposons des travaux pouvant étre
réalisés tantét en T.D, tantdt en module. Nous spécifions le travail
fait ou a faire en classe entidre avant ou aprés les séquences
décrites.

. T.D et travail en classe entiere

Les mémes activités sont proposées, dans les mémes
conditions, 2 tous les éléves de la classe ; ainsi chacun dispose des
mémes expériences, références auxquelles l'enseignant peut faire
appel : c'est une des composantes de la "mémoire de classe”.

. Les modules

Dans un premier temps, nous avons tenu compte des
directives officielles qui présentent ce temps modulaire comme un
espace de liberté, "un cadre d'activités diversifiées en groupes
restreints et modulables qui font appel 4 une participation active de
I'éleve”. Aussi notre préoccupation, la premiére année a été @ au
point de vue contenus, méthodes, que peut-on faire de différent de
ce qu'on faisait auparavant en demi-classe ou en classe entiére et
qui soit plus enrichissant pour les éleves ?



Puis, la pratique aidant, nous nous trouvons aussi face aux
questions suivantes

- quel est l'apport spécifique du module dans les
apprentissages des éleves 7

- quelle est la place de ce temps modulaire relativement aux
séquences en demi-classe et en classe entiere ?

Nous proposons donc dans cette brochure, quelques éléments
de réponse. Pour cela nous faisons le choix de certains thémes.
Notre objectif n'est en aucun cas de couvrir l'ensemble du
programme de seconde.

. Classification des modules

Notre réflexion nous a conduit a retenir le classement suivant
en 3 grands types de modules

Type 1 :module méthodologique qui peut étre soit spécifique aux
mathématiques soit utilisable dans d'autres disciplines.

Type 2 :module en liaison directe avec le travail de cours

Type 3 : module prenant en compte le¢ programme dans sa globalité
a4 travers la résolution de probléemes mathématiques ou
transdisciplinaires.

. Formation des groupes d'éléves

Au sujet de la composition des groupes, on peut :

1) choisir les éléves en fonction de certains criteéres
compétences ou difficultés dans un certain domaine, connaissances
ou méconnaissances, ... .

2) constituer des groupes hétérogénes soit au gré des €leves
soit au choix du professeur pour utiliser les aptitudes particulieres
des différents éléves au cours d'un travail en groupe.

Pour chacune des séquences proposées dans la brochure, nous
préciserons 4 quel type de module nous la rattachons ainsi que nos
choix sur la constitution du groupe.



Les travaux effectués dans les temps modulaires peuvent étre
les mémes pour chaque éléve de la classe ou peuvent é&tre
différents car spécifiques des besoins particuliers pour seulement
certains éleves.

Il nous parait important, aprés certaines séances en modules
de faire un bilan en classe entiére. Le bilan participe

- d'une part a la dépersonnalisation et décontextualisation. En
effet, les éléves portent 2a la connaissance des autres leur
production. Iis mettent ainsi en discussion la validité de ce qu'ils
ont fait. Le bilan permet de prendre de la distance par rapport aux
personnes (professeur, éleéves) et par rapport au contexte. Les deux
ne se produisent pas forcément en méme temps.

- d'autre part a l'enrichissement de la mémoire de la classe.
On pourra faire référence au bilan dans les travaux ultérieurs et le
réinvestir dans d'autres contextes.

Ceci nécessite que les questions aient été traitées au moins
partiellement par tous les éléves. Cette situation peut se produire
dans les cas suivants : soit le sujet a été travaillé en module par
tous, soit il 1'a été seulement par les uns en module et par les autres
a la maison.

Les échanges avec des collegues d'établissements différents
attestent d'une grande diversité de fonctionnement des modules et
des T.D. Suivant le type d'organisation mis en place, des contraintes
et des marges de manoeuvres variées apparaissent. Toutefois nous
espérons que cette brochure pourra étre utile a chacun quelle que
soit sa situation.
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A PROPOS DE CALCULS ALGEBRIQUES ET NUMERIQUES

Les éléves rencontrent des difficultés dans la pratique du
calcul numérique ou algébrique en début de seconde. Aussi nous
retenons les trois thémes de travail suivants

A) Fractions
B) Exposants - coefficients
C) Développement - factorisation

Nous ne développons dans cette brochure que le théme B
"Exposants - coefficients” et donnons seulement des éléments de
tests pour A et C. A propos de chacun de ces thémes on peut
organiser des modules de type 2.

En effet, les trois thémes s'appuient sur des connaissances
exigibles de college et font I'objet de compléments dans le
programme de 2nde.

Objectifs
Améliorer les compétences calculatoires de ['éleéve.

- Il s'agit d'une mise au point relative a des calculs dans
lesquels interviennent des fractions, des exposants, des coefficients,
et qui concernent aussi les développements ou les factorisations.

- On peut remarquer que les compléments propres au
programme de 2nd ne sont pas obligatoirement liés a toutes les
connaissances exigibles au collége.

Par exemple : factoriser

(x +1) 2x -7) - (x + 1)2 +4x2 - 4
ne fait pas intervenir de calcul ni avec les fractions ni avec les
radicaux. Si l'enseignant veut se rendre compte de ce dont l'éleve
dispose, il est indispensable de ne pas mélanger les difficultés dans
un exercice.



Déroulement d'une séquence

- ler temps :en classe entiere :

Passage d'un test (voir textes en annexe) pour contrdler les
connaissances et détecter les manques relatifs a la partie exigible
au college.

A l'issue de ce test, l'enseignant constitue les groupes d'éleves
en tenant compte de la nature des erreurs.

- 22me temps : en module, (une ou deux séances suivant les

besoins)

- chaque éleve travaille individuellement avec son test sur
lequel le professeur a signalé les erreurs. C'est a la charge de I'€leve
de les corriger sans ou avec l'aide de l'enseignant et de répertorier
la nature de ses fautes.

- I'éléve constitue lui-méme sa fiche méthode avec le langage
qui lui convient.

Ce travail étant trés individualisé il parait nécessaire de
fonctionner avec des groupes d'effectif réduit.

- 3¢me temps : en T.D.
Des exercices de difficultés graduées sont proposés a tous les

éleves. Chaque éléve n'est pas obligé de faire tous les exercices en
classe, mais chacun doit pouvoir y trouver un travail propre a
améliorer progressivement ses compétences.

Remarque 1 :
Ces T.D sont valables pour toute la classe méme pour les
éleves qui n'ont pas de difficulté particuliere.

Remarque 2 :
Nous ne donnons pas ici de tels exercices. Ceux-ci se trouvent

dans les manuels et dépendent du niveau de la classe et des
objectifs que s'est fixé le professeur.



PROPOSITION ET ANALYSE D'UNE SEQUENCE

THEME B : EXPOSANTS - COEFFICIENTS

|. ler temps : en classe entiére sans calculatrice. ]

Questions posées_aux éléves

1) . Peut-on donner une écriture plus courte des expressions
suivantes (si oui, le faire) ?

1012 x 103 :2x 104 x7;2x 104 x3 x105;3,8 x 103 x10
213 x 24;55 x5 5 77 x 77
2 4
a3 x a% ; 2a? x 3@ ; 2,5a x 4a;7a3 x za
23 x 52 ;33 73 ; 715 x 314
2} . Ecrire sans parenthéses les expressions suivantes :
(a2)5 5 a2 5 & b2 2D 3 Gatbyd (w5 (023 (02

(-x)3; -(x)) ; (-2ab)3 ;

3) . Donner, si possible une autre écriture des expressions
suivantes :

1024103 : 5x4 + 2,7x4; b4- b3

4
x3 +§x3; Ox2 - 9x



Raisons des choix :

Nous excluons, au départ, les puissances négatives. En effet,
l'usage de ces puissances dans les calculs algébriques, sauf en ce qui
concernent les puissances de 10, est une acquisition de seconde. De
plus, les exposants sont tous numériques.

Il nous parait nécessaire de répéter certains types de calcul
afin de voir, en cas d'erreur, si celle-ci est occasionnelle ou si elle
correspond & une mauvaise conception de l'éléve, a une faute de
raisonnement

Les questions posées ont des supports différents. La
compétence sur l'un d'eux ne donnent pas obligatoirement la
compétence sur un autre.

Nous proposons la progression suivante

- travail sur puissances de 10, ce avec quoi les éléves se sont
familiarisés depuis la 4é&me, suivi d'un travail avec des nombres
autres que 10 et des lettres.

- travail avec des exposants seuls puis travail on
interviennent coefficients et exposants. Les coefficients sont
volontairement simples afin de ne pas introduire des difficultés
parasites. Quant aux exposants, certains sont choisis de facon a
dissuader 1['éleve de faire le calcul effectif (par exemple
1012 x 103). Nous voulons aussi tester le fonctionnement ou non,
de l'exposant 1 ou du coefficient 1.

- les opérations sont séparées : d'abord produit puis élévation
d'un produit a une puissance, puis somme.

- Ces questions posées peuvent étre complétées par une 4deme
partie dans laquelle les régles de calcul sont moins isolées afin de

voir si I'éléve reconnait les situations. Par exemple :

. Réduire si possible

2.5x3- 2x3
5x4 + 2x3
2,5x3- x3

. Calculer

(1+V3)2,1 + 32, (143)2, (-:3)2, (-5)3, -32

10



[2&me temps : module ]

C'est un travail tres individualisé. L'objectif est que les éleves
prennent conscience de leurs connaissances, de leurs
méconnaissances, se forgent leurs propres mécanismes et soient
capables de s'autocontrdler. Cet objectif ambitieux ne sera peut-€tre
atteint que progressivement au cours de la 2nde ; ce module n'est
qu'une étape.

a) Voici quelques pistes pour aider les éléves a repérer et 4
analyser leurs erreurs, pour leur donner des éléments de contrdle
sur leurs résultats. Il serait tentant de donner toutes les reégles de
calculs. Chacun de nous est bien persuadé que l'effet miracle du
formulaire n'a pas toujours les bienfaits tant attendus.

Citons quelques erreurs typiques bien connues

- remplacer a3 x a4 par al2

On peut redonner du sens a I'écriture symbolique

ad=axax a (3 facteurs a)

a4=axaxax a (4 facteurs a)
pour arriver a

a3 x a4 = a7
car le résultat s'écrit avec 3 + 4 facteurs a.
Il nous parait profitable de persuader I'éleve qu'il vaut mieux qu'il
se crée ses propres 1mages mentales plutét qu'appliquer des
formules qui n'ont pas encore de sens pour lui. Notons toutefois que
I'application des formules dans le calcul algébrique prend toute son
efficacit€é lorsque celles-ci perdent leur sens. Clest aussi un objectif
visé a long terme.

- faire subir le méme traitement a exposant et coefficient, par
exemple dans 2a? x 3a5 qui est alors remplacé par 5a’.

On peut redonner du sens au coecfficient en réintroduisant le
signe x qui a été peut-&tre trop prématurément sous-entendu. On
peut écrire

2a2 x 3a3=2 xa? x3 xad

-ne pas prendre en compte les "1" sous-entendus dans

I'écriture "a"
En effet, il faut lire "a"
tantdt avec le sens a = al

4
(exemples : 25a x4a , T ad x ga)

~1 |2

11



tantdt avec le sens a = 1 x a

4
(exemple : x3+§x3).
Pourquoi ne pas permettre a I'éléve qui en a besoin, de restituer ces
"1", aussi longtemps que cela lui sera nécessaire pour effectuer son
calcul ?

- Réduire de facon abusive I'écriture de sommes algébriques

L'expérience montre que ces erreurs se raréfient et méme
disparaissent aprés l'introduction des polyndmes en classe de 1ére.
En effet, les éiéves sont alors familiarisés avec des expressions
polynomiales ot des mondmes de degrés différents cohabitent ; que
ce soit en §, E S, L ou STT le travail algébrique porte essentiellement
d'abord sur le second degré, puis sur la factorisation d'un polyndme
par (x - r) ol r est racine. Il conduit au repérage du degré donc de
I'exposant puis a celui des coefficients par exemple :

- dans le calcul du discriminant A = b2-4ac, il faut reconnaitre
a, b, ¢ (en particulier si I'un d'eux vaut 0 ou 1).

- dans l'identification de 2 polyndmes, un travail similaire est
a effectuer. )

Toutefois il est nécessaire de travailler & mettre en évidence
la différence de nature entre le calcul numérique et le calcul
algébrique. En effet, la réduction d'écriture dans le numérique que
les éléves pratiquent depuis l'école primaire n'est pas toujours
possible dans le calcul algébrique. Par exemple

5x4+ 2,7x4

peut se réduire car

S5x4+ 27x4=(5+2Dx% et 5+ 27 se réduit

alors que b*- b3 ne peut se réduire, on peut écrire
b4-b3=0b3(b-1) mais b -1 ne se réduit pas plus que b* - b3.

Relier la réduction de I'écriture d'une somme algébrique 2 Ia
factorisation aide les €léves a autocontréler leur production.

b) Apres la phase dans laquelle les éléves repérent et
analysent leurs erreurs, il est nécessaire de faire un travail de mise
a distance. Pour aider chaque éléve a prendre conscience de ses
connaissances et de ses limites, on peut lui proposer des questions
comme celles qui suivent :

Sachant que les lettres a, x, k, k' désignent des nombres :
I} Quelle est la signification de I'écriture mathématique

a3
al n entier naturel non nul ?

12



2) Quelle opération est sous-entendue dans l'écriture ax ?
3) Est-ce que je sais effectuer les calculs du type a5 x a7?

al x aP n et p étant des entiers naturels non nuls ?
kar x k' ap ?

4) Les nombres représentés par les écritures suivantes sont-
ils différents ?

(ax)3 et ax3 ?
(-x)4et x4 ?
(-x)Y et -x77?

5) Qu'est-ce qui n'est pas écrit et qui permet de justifier
I'égalité
al2xaxa2=als ?

6) Est-ce que je sais reconnaitre sur les exemples suivants les
cas ou une somme peut se réduire & un seul terme ?

3an+ 2,7an
3a4+ 2,7a°
7,2x4 - 7,2x3

7) Qu'est-ce qui n'est pas écrit et qui permet de justifier les

égalités
bz+ 12,5b2= 13,5b2
7 b3- b3 = 2 b3
5 5

Chaque éleve se constitue alors son propre fichier contenant
ce qui lui semble nécessaire sous la forme (correcte) qui lui
convient.

Exemple vécu : l'écriture a? x aP étant trop rébarbative (ou
trop mystérieuse ?7) pour un éleve, il préféra noter dans son fichier
"2nx 20 = 204D et je peux remplacer 2 par n'importe quel autre
nombre”.

I1 serait toutefois prudent que ce fichier soit validé par le
professeur .....

13



Be temps : Travaux Dirigés |

Ce temps se déroule en demi-classe. Les éléves n'ont pas tous
le méme niveau de savoir faire. Le travail a pour objectifs
d'améliorer les compétences de chacun, de recentrer tous les éléves
sur le méme sujet, d'homogénéiser le savoir de la classe. Il est
ensuite complété par  l'utilisation des puissances
négatives, objets nouveaux de connaissances en seconde.

Compléments : Thémes A et C

Nous proposons, dans ce qui suit, deux tests (premier temps
de la séguence décrite en début de chapitre). L'un porte sur le
théme A (fractions), l'autre sur le théme C (factorisation -

développement).
Il s'agit pour l'enseignant de s'informer sur les connaissances

et les savoir-faire des éléves en début de seconde.

14



THEME A- FRACTIONS (sans calculatrice)

On donnera les réponses sous forme de fractions irréductibles.

A : Calculer
1 2.1 4 1 2 3 2 3
D s+5 5475 -5+3 707157 2+%7

3 x
C : Calculer
3 6
6.3 .5 .5 .6..7
5°'4 * 4 * 3 ' 5"
7

D : Les égalités suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Si elles sont
fausses dire pourquoi ?

1)_%_-_2 2_-2 5 _-10

373 *°3°-3’77-14

2)1+§_§ 32_7 5 4_1
47579457204 7 -3

E : Calculer

BE GG

15



QUEIQU@S IECmMAarques Sur ces QUGSIiOHS .

- La partie A porte sur l'addition de 2 fractions

Dans le 1) les fractions ne sont toutes irréductibles. Le
dénominateur est le méme dans le premier exemple, puis la
recherche du dénominateur commun est 4 la charge des éleves. Le
dernier exemple permet de voir si l'entier 2 est pergu sous la forme
2 14
[ ou 7

Dans le 2) les fractions choisies ne sont pas toutes
irréductibles. Les exemples sont tels que la simplification préalable
est judicieuse pour certains, inutile pour d'autres.

- La partie B porte sur le produit de 2 fractions. On veut
tester si les éleves maitrisent :
la régle consistant a effectuer le produit des numérateurs et
des dénominateurs.
. la régle des signes, le signe - étant placé devant la fraction.
la multiplication d'une fraction par un entier.
la simplification de fractions avant d'effectuer certains
calculs.

- La partie C a pour but de voir si les éléves sont capables de
ramener un quotient de 2 fractions a un produit.

- La partie D a pour objectifs :
. de tester le fonctionnement du signe - suivant sa place.
de mettre en évidence les erreurs courantes sur l'addition de
2 fractions et de déceler s'il y a cohérence avec les réponses
données au A.

- La partie E concerne 1'élévation d'une fraction a une
puissance enti€re positive.

Certaines fractions sont positives, d'autres négatives.
Certaines sont simplifiables, d'autres non. Certains exposants sont
pairs, d'autres impairs.

16



THEME C : FACTORISATION - DEVELOPPEMENT

PARTIE 1 : TRAVAIL SUR LES IDENTITES REMARQUABLES

1) Indiquer pour chaque expression s'il s'agit du carré d'une
somme, du carré d'une différence, de la différence de 2 carrés, de la
somme de 2 carrés.

(x - 5)2

(2x + 3)2

4 - (7x - 1)2

(a+1)2 +(a-2)

16x4 - Oy2

(3x - 1D2- (x - 4)2

(a+ b)Y+ (b-3)2

2) Pour chaque expression du 1), peut-on donner

- une écriture développée ?

- une écriture factorisée ?
Chague fois que cela est possible, donner ces écritures.

17



PARTIE 2 : FACTORISER ? DEVELOPPER ?

1) Voici une liste d'équations. Pour chacune d'elles, indiquer si
la factorisation, le développement vous semblent étre des outils de
résolution. Expliquer pourquoi.

aA)CBx+Dx-2)-x-2)2x+3)=0

b)GBx-Dx+2)=x+2)2x +5)

c) 9x2-1=3x+1

d) Bx +1)2 -(5x-22=0

e) 4x2+ 12x +9 =0

£ 2x +3)2=4x2+4x + 1

24-(7x-12=0

h) 2x - 3)2=x2+3x+9

i) 3x2+ 5x - 1 =3(x2+ 4)

POx+D(x-2)=06x-3)x+2)

2) Mettre en oeuvre la méthode indiquée en 1) afin de
résoudre (si cela est possible) chacune des équations.

18



uelques remarques :

Partie 1 :

Factoriser - développer nécessite dans les exemples choisis
que les éléves sachent reconnaitre et manipuler les identités
remarquables.

Dans la premiére question, on demande la lecture globale
d'une expression. Il s'agit, avant traitement, de repérer pour chaque
expression si elle entre dans une catégorie indiquée par I'énoncé.
C'est l'étape indispensable avant traitement.

La deuxieme question est volontairement en deux temps

- premier temps : quel(s) traitement(s) peut-on faire subir 2
I'expression ?

- deuxiéme temps : exécuter ces traitements.

Dans ce test, factorisation et développement sont une fin en
soi. En effet, c'est une étape indispensable pour leur utilisation en
tant qu'outils efficaces.

Partie 2 :

L'objectif est ici d'utiliser les factorisations ou
développements pour tenter de résoudre des équations (de degré 2
maximum).

Il faut s'assurer, avant le test, que fonctionne le savoir faire
relatif a4 la partie du programme de 3éme,

"résoudre une équation mise sous la forme A . B =000 A et B
désignent deux expressions du ler degré de la méme variable”.

Pour certaines équations, une transformation de l'expression
donnée doit précéder le traitement par “factorisation -
développement”.

L'équation j), dont la résolution est hors programme en
seconde, montre que les méthodes connues et mises en oeuvre par
les éléves peuvent ne pas étre suffisantes.

Les stratégies & développer par les éleves sont les suivantes

- voir un facteur commun évident.

- reconnaitre et utiliser une identité remarquable soit pour un
développement soit pour une factorisation.

- savoir réduire une expression.

19



Il se peut toutefois que pour répondre & la question 1,
certains éléves ne sachent pas faire autrement que
résoudre partiellement (phase d'action)
répondre ensuite

puis

se trouvent génés par la deuxiéme question

- ou au contraire prennent conscience a ce moment la de
I'avoir déja traitée en partie.

Factorisation et développement prennent alors statut d'outils
explicites alors que jusqu'ad 12 ils n'étaient qu'outils implicites.

20



GRAPHIQUES - FONCTIONS
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GRAPHIQUES - FONCTIONS

Les graphiques font partie de notre environnement
manuels scolaires, journaux, affiches publicitaires ... . Les
programmes de mathématiques de toutes les sections insistent sur
le réle du graphique dans l'apprentissage de certains concepts et
l'illustration de ceux-ci lorsque c'est possible ; par exemple dans le
domaine des fonctions, la croissance, le maximum, les limites, la
dérivée
D'une part, il nous semble indispensable d'éduguer nos éléves,
le plus t6t possible, & cette gymnastique intellectuelle qui consiste
en des allers-retours entre les cadres fonctions, graphiques, algebre.
D'autre part, ces allers et retours peuvent permettre aux
éleves de se créer des images mentales liées a des concepts.
L'interaction entre les différents cadres repose d'abord sur
I'aptitude a lire et interpréter un graphique. C'est pourquoi nous
proposons le plan suivant pour le déroulement de nos séquences.

I Lecture de graphiques représentant des sitwations concretes
ol interviennent des grandeurs.

II Premiéres définitions relatives aux fonctions
[IT Lecture de graphiques représentant des fonctions.

IV Exemples d'utilisation des interactions graphique -
fonction - algébre a travers le programme de 2nde.

A% Propositions de modules - Annexe sur la distance de
deux nombres.

Que fera-t-on en module, en TD, en classe entiere ?
Quelle sera la durée de ces séquences et quelle sera leur
répartition au cours de l'année ?

Nous proposons quelgues éléments de réponses a ces
questions. Mais il est certain que ['étalement de cet apprentissage
est nécessaire ainsi que le réinvestissement fréquent des
connaissances en cours d'acquisition.
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Remarques a propos des axes gradués qui interviennent
dans toutes les lectures graphiques

Un axe gradué est une représentation des nombres réels.

Les réels positifs sont un modéle des longueurs, aires,
volumes, durées et autres grandeurs mesurables.

Toute valeur d'une telle grandeur peut étre interprétée en
terme de distance entre deux points d'une droite. En géométrie
affine euclidienne, une telle distance est invariante par translation.

Ainsi, une origine étant fixée pour la graduation, a tout point
de l'axe gradué correspond une distance a l'origine et donc une
valeur de grandeur. Deux points symétriques par rapport & l'origine
représentent la méme valeur.

On convient d'orienter 1'axe et de choisir un demi-axe pour
représenter toutes les valeurs d'une grandeur.

Un intérét des représentations graphiques est de permettre
un traitement géométrique de I'ensemble des points qui
symbolisent la situation a étudier. C'est 1'un des objectifs des
exemples retenus. Mais ceci suppose une lecture correcte des
données. Une telle lecture peut é&tre rtendue difficile en cas de
conflit entre la représentation mentale "spontanée” issue de la
lecture du texte et la signification symbolique (Cf. exercice 2). Pour
dépasser le conflit, 1'éleve a besoin de prendre conscience que des
cadres différents sont en jeu, chacun avec ses outils, ses objets, ses
modes d'expression, ses reégles du jeu et qu'il doit établir des
correspondances entre eux. C'est ce que nous prenons en compte
dans la suite.
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I Séquences de lectures graphiques liées
a des situations concreétes

Le travail a lieu en T.D car les éléves ont déja des
connaissances sur le sujet. On veut voir comment elles fonctionnent.
On place les éléves dans des contextes de nature différente. Il faut
toutefois étre prudent. Les supports concrets peuvent faciliter la
lecture graphique mais ils peuvent aussi créer des obstacles ;
certains éléves comprennent mal la situation concréte, d'autres sont
décontenancés car ils se demandent ce que le professeur attend
d'eux {des mathématiques 7 du frangais ? uniquement des résultats
chiffrés ? des phrases du langage courant?). Un éléve qui ne
réussit pas un type d'exercice n'est pas forcément un éléve qui n'a
pas de connaissances sur la lecture graphique. La compétence sur
un support n'implique pas forcément la compétence sur un autre.
C'est pour cela qu'il faut varier la nature de tels exercices.

Exemples vécus :

Un éléeve dit "je ne comprends rien aux histoires de
promeneur et de cycliste” (exemples 2) et réussit bien un exercice
de type 4 a formulation plus mathématique.

Un éléve écrit 4 propos d'un exercice de type 3 un texte qui
montre qu'il a bien lu les informations du graphique, qu'il sait les
traduire en frangais mais éprouve des difficultés dés qu'il doit

1

manipuler des "x".
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Exemple 1 :
Températures

Un thermométre enregistreur a fourni, pour une journée
donnée en un lieu fixé, le tracé ci-dessous de la température en
fonction de I'heure.

a) Quelle était approximativement la température a

8 heures ? a4 13 heures ? a 20 heures 2.

b) La température a-t-elle été dans la journée de

0° 7 6° 7 -2°7 - 8° 7 Si oui, indiquez a quelle(s) heure(s) ?

c) Durant quelle période de la journée, la température a-t-elle

dépassé 0° ?

d) Quelles ont été les températures minimale et maximale de
la journée et A quelles heures ont-elles ét€ atieintes ?

e) Durant quelle(s) période(s) la température a-t-elle ¢€té
croissante ? décroissante 7

Il faudrait donner un autre exemple du méme type afin de ne pas
tirer de conclusion hitive sur les capacités des éleves.
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Exemples 2

1) Evaluation sept. 92, 2nde.

Un cycliste part d'Argeles-Gazost pour aller a Oloron Sainte
Marie, distants de 80 Km, en passant par le col de I'Aubisque.

II effectue la montée du col a la vitesse de 10 km/h. Aprés
une pause de 20 minutes en haut du col, il descend sur Oloron a la
vitesse de 30 Km/h.

At d
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Question :

Sur l'un des graphiques, on a porté la distance d (en km)
parcourue par le cycliste en fonction du temps t (en heures) écoulé
depuis son départ.

Quel est le graphique représentant la distance parcourue par
le cycliste en fonction du temps ?

2) Un_promeneur sportif !

1°) Parmi les récits suivants, trouver
lequel correspond au graphique ci-
contre.

a) Un promeneur part de chez lui en
courant durant 2 heures et retourne
chez lui en marchant.
b) Un promencur part de chez lui en
04 --- courant durant 2 heures, se repose 1
heure et rentre chez luit en marchant.
c¢) Un promeneur part de chez lui en
. ‘ courant durant 2 heures, se repose 1
of = 7 3 T 272 ieon heure et continue en marchant durant 4
heures heures.
2°) Construire un graphique illustrant
chacun des deux récits éliminés au 1°.

idistance en km du poini de départ

P

i U

(Dimathéme 1lére A2}
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Exemple 3

Une automobile parcourt un circuit ; & partir d'un instant pris
comme origine, on a enregistré les variations de sa vitesse v
(exprimée en km/h) en fonction du temps t (en secondes). On a
obtenu la courbe ci-apres.

On suppose que la voiture ne ralentit que lorsqu'il y a un
virage. (Nathan 2nd)

150k — ~=pY---—-—-=—=-=--=--=
t i
‘-35-“———:—;-4 ___________ — -
! : |
oo '
120 H . ! ;
0 12 16 20

Vous étes reporter sportif sur le circuit automobile
1) Décrivez le comportement de cette voiture lors de la course

pendant ces 100 secondes.
2) Dessinez une allure de la portion de circuit correspondante.
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Exemple 4
L'unité de longueur est le cm, l'unité d'aire est le cm?2.

Un rectangle a pour dimensions 4cm et 2Zcm ; on diminue sa
longueur de xcm et on augmente la largeur de xcm
Calculer 1'aire A(x)cm? du nouveau rectangle.

Le graphique ci-contre représente la variation de A (x) en
fonction de x. (0 <x <4).
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pyeh et : :

- 1) Déterminer la valeur de l'aire pour
x=05; x=075 x=1,2 ; x=3

- 2) La mesure A (x) peut-elle €tre égale a
g8 7 857 102 57 2795 7 51 oui, pour quelle(s)
valeur(s) de x ?

-3) L'aire peut-elle étre maximum ? minimum 7?7 Si oui, pour
quelle(s) valeur(s) de x ?
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Raisons des choix des types dexercices précédents

Les lectures graphiques sont demandées dans des contextes
concrets différents. Elles sont  facilitées par le fait que les
grandeurs portées sur les axes sont de nature différente.

Exemple 1
Les grandeurs représentées sur les axes sont, en abscisse le

temps en heure et en ordonnée les températures en degré C.

La situation est familidre : le vocabulaire : croissant,
décroissant, maximum, minimum est celui du langage courant ; de
plus il correspond exactement aux concepts de variation de
fonction dans le domaine mathématique.

Les termes utilisés pour la description du graphique . la
courbe "monte", "descend”, correspondent au vocabulaire lié a la
situation concréte : la température monte, la température descend.
La courbe visualise déja ce qui correspond a la représentation
graphique d'une fonction croissante ou décroissante sur un
intervalle.

Exemples 2
Les grandeurs représentées ici sont d'une part le temps en

heures, d'autre part les distances en kilometres.

Il faut déjh comprendre le texte, savoir interpréter le
graphique afin de trouver les correspondances texte-graphique. De
plus d, représenté sur l'axe des ordonnées, n'a pas toujours la
méme signification : c'est tantét la distance parcourue a partir du
point de départ, (exercice 1), tantt la distance séparant le mobile
du point de départ (exercice 2). De plus, il y a hiatus entre le
vocabulaire 1ié a la situation concréte (le cycliste descend sur
Oloron) et celui utilisé pour la description du graphique (la courbe
"monte”).

Exemple 3
Ce type d'exercice dans lequel un graphique illustre une

situation concréte 2_ décrire, est peu fréquent dans les manuels
scolaires. On pourrait demander la lecture des variations de la
fonction "vitesse". L'objectif est ici différent : l'exercice propose
I'interprétation de la lecture du graphique pour décrire des faits
avec le vocabulaire propre a la situation. Donner I'aspect
fonctionnel n'est ici pas en jeu : on n'attend pas fonction
décroissante, constante, croissante mais plutdt accélaration,
freinage ou ralentissement, méme allure
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Ce qui est visé est : rechercher dans la lecture du graphique
un maximun d'informations concernant la situation étudiée et
I'exprimer dans le langage courant.

Exemple 4

11 est issu d'une situation géométrique qui peut Etre qualifiée
de concréte car on peut dessiner des rectangles. Toutefois, en
considérant x comme une variable continue, tel le temps dans les
exemples précédents, la modélisation de cette situation approche
bien le concept de fonction et le vocabulaire du texte est semblable
a celui du cadre fonctions.

Dans cet exercice, les éléves ont la possibilité d'utiliser soit
I'expression algébrique de A (x) soit la représentation graphique,
soit les deux.

Les nombres sont choisis en conséquence :

- Pour la lére question, ainsi que pour "A (x) peut-elle &€tre
égale 2 8 7" les deux choix sont possibles.

- Pour les autres questions du 2), le graphique seul permet de
répondre ; pour certaines d'entre elles, les éleves peuvent contrdler
leur lecture graphique par un calcul exact a l'aide de la formule
(A(x) égale 2 5 ou a 2,75) ; pour la question "A(x) peut-clle Etre
égale a 8,5 ?", le contr6le peut étre effectué, seulement par un

- L] 2 #
calcul approché (les valeurs exactes des solutions 1 + ) résultent

de la résolution d'une équation du 2&me degré hors programme de
2nd). Ceci est l'occasion de pointer que la lecture donne une valeur
approchée et pas forcément une valeur exacte.

Ces deux premiéres questions mettent 1'accent sur la liaison
entre les deux démarches algébrique et graphique.

- En ce qui concerne la 3&me question, elle ne peut Etre
abordée que par le graphique. L'objectif est ici de sensibiliser
I'éleve avec la notion de maximum, minimum avant den avoir
donné les définitions. On ne s'engage donc pas dans des
justifications algébriques a ce stade.

Remarque

Dans cet exemple, on fait interagir trois cadres :

- géométrie plane

- grandeurs

- nombres

Pour alléger l'expression, on identifie deux des cadres
grandeurs et mesures (nombres). C'est ce que l'on fait le plus
souvent lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur les unités.
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II Premiéres définitions relatives
aux fonctions

C'est la partie qui porte traditionnellement le titre de cours. Il
prend appui sur les exercices précédents dans lesquels la notion de
fonction est utilisée implicitement. L'enseignant dégage alors le
vocabulaire relatif au cadre fonction du programme de 2nde. Cette
séquence se déroule en classe entiere afin que les éléves aient tous
les mémes références.
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II1 Eduquer a Ia lecture de graphiques représentant
des fonctions

Les séquences ont lieu en TD. En effet, les mémes activités
sont proposées i tous les éléeves de la classe, dans les mémes
conditions. De plus, l'effectif dédoublé facilite les échanges éléves-

professeur.
Dans cette partie, le travail est exclusivement algébrique,
graphique, fonctionnel ; le graphique ne représente pas une

situation concrete.

Une fonction f est donnée par sa représentation graphique Cr.
Le point A, objet géométrique, peut aussi €tre vu

- comme point d'un graphique donc associé a un couple de
réels (x,y).

- comme élément de Crdonc associé au couple de réels (x,y) et
a fa relation y = f(x).

- comme intermédiaire dans des résolutions graphiques
d'équations ou d'inéquations & une inconnue pour lesquelles les
solutions sont obtenues par lecture de l'abscisse de A.

Nous proposons plusieurs étapes pour faire travailler les
éléves sur ces différents aspects, nouveaux en 2nd et essentiels
pour les programmes d'analyse des classes postérieures.
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A) Exemples qui _mettent en jeu des interactions entre graphique et
fonction
Exemple 1 :

L.a fonction f est définie graphiquement sur lintervalle
I=[- 2; 5] par la courbe C+.

1°) Quelles sont les coordonnées des points de Cr dont les

. 1
abscisses sont : - 1,0, - =,47

2°) Quelles sont les coordonnées des points de Cgdont les
ordonnées sont : 0, % ,-1,37
3°) Déterminer f(-3), f(0), £(-2), f}).

4°) Déterminer, si cela est possible, les valeurs de x telles que
f(x)=3 f(x) = 05 f(x) = 5 fx) = 2
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Exemple 2 :

Etant donnée une fonction définie graphiquement sur un
intervalle on peut poser les questions :

Quel est le signe de f(x) quand x appartient a tel intervalle ?

Donner, si cela est possible, (cela sous-entend qu'il n'y en a
pas toujours) les valeurs de x pour lesquels f(x) > 0 ou f(x) 20 ou

f(x) < 0 ou f(x) < 0.

L'objectif est alors de faire le lien entre Cfau dessus
(respectivement en dessous de (x'x)) (cadre graphique) et f(x)
positif (respectivement négatif) (cadre fonction).

Exemple 3 :

Deux fonctions f et g étant données par leurs représentations
graphiques Crfet Cg, le choix des graphiques vise a mettre en
évidence le lien entre :

- les points d'intersection de Cfet Cg(cadre graphique) et les
valeurs de x telles que f(x) = g(x) (cadre fonction).

- la position relative des deux courbes (cadre graphique) et
les valeurs de x telles que f(x) < g(x) (cadre fonction).

Exemple 4 :

Dans le méme esprit, on peut poser des questions relatives a

sens de variation - minimum relatif - maximum relatif,
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B) Résolution graphique d'équations ou d'inéquations
Exemple 1 ;

La fonction f est définie graphiquement sur I'intervalle [-3,7]
par la courbe suivante :

1) On affirme que :
a) x = - 1 est solution de l'équation f(x) = 1.4
b) x = 2 est solution de I'équation f(x) = - 1
Ces propositions sont-elles exactes ? Justifiez votre réponse.

2) On affirme que :
a) I'équation f(x) = 1 a 3 solutions

b) I'équation f(x) = - 0,5 a 2 solutions
¢) I'équation f(x) = 3 a 1 solution
d) lI'équation f(x) = - 7 n'a pas de solution

Ces propositions sont-elles exactes ? Justifiez votre réponse.
3) Résoudre graphiquement les équations suivantes

fx)=-2:fx)=25;fx)=4;1f(x)=0
Expliguez les étapes de votre démarche.
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Autres _exemples :

- Etant donnée une fonction définie graphiquement sur un
intervalle, résoudre f(x) > 3 ou f(x) <3

- Deux fonctions f et g étant données par leurs
représentations graphiques, résoudre f(x) = g(x) ou f(x) =< g(x).

B

Nous développons ce qui concerne les exemples 1 de chaque
partie. Le point de vue est le méme dans les autres exemples.

Dans tous les exercices, chaque fonction est donnée par sa
représentation graphique. Et nous avons choisi des questions
auxquelles seule la lecture graphique permet de répondre.

Exemple Al :

Dans les deux premiéres questions, les points de Cf sont
définis par leurs coordonnées. Il n'y a pas de notation
fonctionnelle. Il s'agit de faire travailler les éléves sur les 2 types
de lecture suivants :

1) on donne I'abscisse, on lit 1'ordonnée du point
correspondant sur la courbe. On peut attirer l'attention sur le fait
que ce point est unique.

2) on donne l'ordonnée, on lit l'abscisse du (des) point(s)
correspondant(s) sur la courbe. On attire ici l'attention sur le fait
qu'il peut y en avoir plusieurs. Les valeurs 0, 0,5 , - 1, 3 sont ici
choisies telles que l'existence d'un point de Cf ayant pour ordonnée
une de ces valeurs n'est pas en cause.

Dans les questions suivantes, l'ordonnée d'un point de Cf est
vue comme vérifiant y = f(x). On reprend les 2 types de lecture :

3) on donne x et on lit f(x)

4) on cherche x tel que f(x) ait une valeur donnée.

Ici, existence et unicité de x sont en cause. Le libellé de cette
question reste volontairement dans le cadre fonctionnel. Il s'agit de
faire travailler l'interaction graphique - fonction.

Exemple Bl :

Il s'agit de donner du sens & résoudre graphiquement
I'équation fix) = k. Le probléme est algébrique. Sa résolution a un
support graphique.

L'exercice a pour objectif de faire travailler les éleves sur
deux formulations : résoudre f(x) = k (cadre algébrique) et
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chercher x tel que f(x) = k (cadre fonctionnel). Le traitement
graphique des deux questions posées est le méme. Mais le
vocabulaire employé est différent et il normal que cela géne les
éleves. Pourtant la résolution graphique de f(x) = k ne peut se faire
que par son décodage qui comporte plusieurs étapes

- Je cherche x tel que f(x) = k

- Pour cela

. je repere l'ordonnée k

. je regarde s'il y a des points de la courbe qui ont cette
ordonnée k.

. s'il en existe, je regarde combien il y en a et je lis leurs
abscisses.

. ces abscisses sont les solutions de 1'équation f(x) = k

L'exercice Bl propose un travail pour conduire les éleves a
maitriser ces étapes.

Dans la premigre question, & une solution de I'équation on
associe un point de la courbe. En effet, pour savoir si x = -1 est
solution de I'équation f(x) = 1,4 on regarde si le point de
coordonnées (- 1 ; 1,4) est un point de la courbe
c'est-a-dire si f(-1)=1,4.

Dans la deuxiéme question, on détermine l'existence et le
nombre de solutions de l'équation f(x) = k, k nombre donné. Pour
cela, on détermine l'existence et le nombre de points de la courbe
qui ont pour ordonnée k. On lit 'ordonnée, on compte les points et
on s'arréte. On n'a pas encore les solutions. Il s'agit d'insister sur le
fait que cette étape est une étape intermédiaire de la résolution ;
les points obtenus ne sont pas les solutions comme le disent
souvent les éleéves.

La troisieme question permet d'achever la résolution par la
derniére étape, lecture des abscisses qui donne [es solutions.

Ces résolutions graphiques d'équations ou inéquations sont en
début d'apprentissage en seconde. L'enchainement des différentes
étapes pose encore probleme en fin de premiére a certains é€leves.
Sur le sujet, on peut organiser un module de type 1
(méthodologique) avec pour objectif : familiariser la plupart des
éleves avec ce nouveau type de démarche. Il est souhaitable
d'effectuer auparavant un test de contréle afin de voir quels éleves
ont besoin de ce module. En effet, on constate que l'enchainement
des différentes étapes s'acquiert plus ou moins rapidement. Un
éleve, en grande difficulté dés qu'il y a des calculs, peut trés vite
maitriser le cheminement d'une résolution graphique. Un autre, a
I'aise dans d'autres contextes, peut avoir du mal a assimiler les
étapes du raisonnement a support graphique.
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IV Utilisation des interactions : graphique, fonction,
algébre a travers le programme de 2nde.

Les travaux présentés ici, directement liés a des
connaissances a acquérir en 2nd, peuvent é&tre placés en T.D. On
peut demander aux éléves de préparer a la maison la construction
de graphiques afin de gagner du temps. Un bilan est fait en classe
entiére.

Dans les objectifs du programme, les interactions graphique,
fonction, algébre ont essentiellement pour rdle de créer des images
mentales auxquelles chaque éleve peut, aussi longtemps qu'il le
souhaite, se référer pour avoir disponibles les résultats algébriques
correspondants. Retenons par exemple

1) Signe de ax +b (a # 0)

2) Comparaison de
alet b2
1
a b

Vaet Vb.

3) Comparaison de a et a2

4) Résolution des équations du type

x2=k ou f(x) =k

des inéquations du type

x2<k , x2<k,

f(x) <k, f(x) £k

a la suite de l'étude du comportement d'une fonction f,
comme en cite le programme.

Le graphique est toutefois utilisé sous divers aspects avec
lesquels les €léves arrivant de 3éme ne sont pas familiarisés. Un
des objectifs de la classe de 2nd est de les faire progresser dans
cette familiarisation.

Il va de soi que ce travail s'étale sur toute l'année.
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1) Dans signe de ax + b, 2 une expression algébrique on
associe un graphique sur lequel on lit des informations puis on les
traduit dans le cadre algébrique.

Le graphique peut représenter une fonction (x + ax + b) ou
étre considéré comme la "famille" des points de coordonnées (x,y)
lides par la relation y = ax + b (a # 0). Cela dépend a quel moment
se situe ce travail par rapport a linstallation de la notion de
fonction.

En effet, on peut le placer trés tdt dans l'année dans la
mesure ol il repose uniquement sur les connaissances de 3eme,
relatives aux équations de droites. Dans ce cas, il y a uniquement
interaction algébre - graphique. on représente des points de
coordonnées (x,y) qui sont alignés et on s'intéresse au signe de
I'ordonnée suivant les valeurs des abscisses.

Si la notion de fonction a été mise en place, on peut lier le
signe de ax + b 4 la stricte croissance ou décroissance de la fonction
f telle que f(x) = ax + b et au fait que f s'annule.
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2) Dans comparaison de a? et b?, (ou degl et L , de Va et \/b) le
graphique intervient comme représentant une
exemple (x*= x2). Les trois cadres sont en jeu

- cadre algébrique

_ cadre fonctionnel : sens de variation de la fonction (x = x2)
sur un intervalle

- cadre graphique

fonction par

comparaison de aZet b2

a et b étant portés en abscisses, lecture et
comparaison des ordonnées aZet b? des points correspondants du
graphique.

L'éleve est alors amené a mettre en paralléle les différents

points de vue sans pour cela que son professeur ne lui impose de
priorité, 1l'important étant qu'il sache a

quoi se référer
personnellement pour restituer le résultat algébrique.

- cadre graphique
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Représentation graphique de la fonction (x= x2)
sur [0, + e[ ou sur ] - e, 0]

- cadre fonction

La fonction (x~> x2) est croissante sur [0, + [ , décroissante
sur | - o, 0O].

- cadre aleébrique

Si0 <a< balors a2 < b2
Sia<b <0 alors a2> b?
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3) Dans comparaison de a et a? (pour a > 0), la démarche est
différente

- on considére les deux fonctions (x> x), (x= x2)

- on dessine leurs représentations graphiques

- on lit pour une valeur de a les ordonnées des deux points
d'abscisse a sur les courbes, on les compare

- on traduit le résultat en termes algébriques.

L'utilisation des graphiques n'exclut absolument pas les
démonstrations algébriques. Le graphique est alors un outil qui
permet de visualiser puis de restituer un résultat algébrique.

Remarque :

Dans cette partie 3) on s'en est tenu au libellé strict du
programme, mais on peut envisager de voir, en module,

comparaison de a, a2, a3,Na pour a 2 0.

Il est intéressant d'observer comment travaillent les éléves

- quelle démarche utilisent-ils (lecture graphique ou
démonstration algébrique) ?.

- quel ordre choisissent-ils pour comparer a, a2, a3, Va ?.

- a quelles difficultés de calcul se heurtent-ils ?

- construisent-ils toutes les courbes sur la méme figure ?

- ayant construit les courbes éprouvent-ils le besoin de
justifier leur lecture par une démonstration algébrique ?
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4) Dans les équations et inéquations le statut de la lettre x
est celui d'inconnue alors que précédemment a était un "nombre
réel généralisé”.

L'équation x2= k a déja été vue en 3e mais, la plupart du
temps au travers de situations géométriques si bien que par
exemple la solution -2 de x2= 4 n'a pas été retenue comme solution
du probléme concret posé.

Le graphique permet de visualiser les deux solutions pour
k >0 et I'absence de solutions pour k < O.

La difficulté, pour les éléves, vient ici du sens de lecture du
graphique. Ce n'est plus, on prend l'abscisse et on lit l'ordonnée du
point correspondant de la courbe mais la démarche inverse : par
exemple pour x2< 2, c'est en ordonnée qu'est enregistrée
I'information "< 2" et la courbe sert d'intermédiaire pour lire les
solutions en abscisse.

=5
== i
= == : : .
= === Les solutions de I'inéquation
e e x2 < 2 sont les nombres x tels
= e - -
= 5 3 que A2 < x < V2 {ou les
e f—— nombres  appartenant 2

T

= 1

I'intervalle }- \E, \/5[ ).

Pour certaines équations ou inéquations une solution agébrique est
accessible aux éleves.

Par exemple (x-1D2=%, x(1 -x)>0 ...

Pour une équation du type

x(x -1)y=-2

seule la lecture graphique fournit les solutions 2 et - 1, mais
la vérification numérique est possible.

Par contre pour une inéquation du type

x(1 - x) > - 2 le graphique est, en seconde, le seul outil de
résolution.

T

I A i

A AR R i

HHEH

e ?

IR i . o .
il ihbuiw itk Les solutions de l'inéquation
IR, i x(1 - x) > - 2 sont les nombres
i i i qui appartiennent a

l'intervalle 1-1,2f.

[aaaa) v

el AP S O (05 e

T
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V Propositions de modules

Nous proposons ici deux modules de nature différente qui
utilisent les graphiques : lI'un sur la fonction valeur absolue, 1'autre
avec un support lié a 1'économie.

A) Valeur absclue

Le programme de seconde définit | b-a | comme distance de
a et b. C'est pourquoi, avant de travailler sur I b-alil nous parait
indispensable de familiariser les éléves avec le sens de d(a,b) et les
résolutions, sur la droite numérique, d'équations ou d'inéquations
du type

d(a,x) = k, d(a,x) £k, d(ax) 2k, ..

Une proposition de progression qui a ¢€té expérimentée dans
plusieurs classes de seconde est donnée en annexe page 58,

Il nous est demandé d'étudier aussi la fonction valeur absolue
et le programme donne comme exemple de fonctions a €tudier en
travaux pratiques (x+> Ix-a l).

Nous connaissons toutes les erreurs persistantes sur le sujet
(si on envisage | x +3 | ou | cos x | en lére ou méme en terminale
scientifique on obtient fréquemment si x > 0 alors ... , si x < 0
alors ...).

. Objectif :

S'appuyer sur le graphique, d'une part pour éviter d'attacher
la valeur absolue au pé6le O anciennement attractif, d'autre part
pour aboutir a l'expression de | x - a | sans barres de valeur
absolue.

En liaison avec le travail de cours c'est un module de type 2.

. Raisons de la place en module :

pouvoir constituer des groupes avec des ¢€leves de
compétences diverses : un habile en calcul, un autre maitrisant les
travaux sur les distances, un autre "fana" de graphique ....
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. Texte donné aux ¢éléeves : Il est fourni en 3 temps, afin qu'un
bilan puisse étre fait aprés chaque étape.

ler temps :
p . . 11
Représentez graphiquement la fonction f : x> | x Ty

[—y
et

Expliquez pourquoi la droite d'équation x = 75 est un axe de

o

symétrie pour le graphique.

2¢me temps :

Vous avez obtenu deux demi-droites symétriques par rapport
N . ‘e . 11
a la droite d'équation x = 4.
Quelles sont les équations de ces deux demi-droites ?
. 11
Pouvez-vous donner une expression de | x - El sans barres

de valeur absolue ?

3éme temps :

Dessinez la représentation graphique des fonctions suivantes

gix> | x+21

hix | -x+ % i

k:x= | -x-131

On fera tous les graphiques sur la méme feuille en utilisant

des couleurs différentes et en écrivant sur chaque demi-droite
I'équation qui lui correspond.
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. Raisons_des choix

Dans le ler temps .

Le nombre 11__;_ est choisi de fagon 2a essayer d'attirer

I'attention des éléves sur ce nombre (moins "fréquentable” que 1 ou
2). On observe deux types de démarches :

. iy 11
- Certains éléves font le calcul de | x - ﬁl en donnant des

valeurs 4 x. Les moins sirs d'eux dans les calculs sur les fractions
utilisent alors leur calculatrice.

- D'autres utilisent la définition de | x - 11—;! et  reportent

. P 1 P
directement en ordonnée d(x, T%) pour quelques valeurs de x, ceci a

l'aide d'une régle graduée ou d'un compas (ce sont ceux qui ont
bien assimilé la valeur absolue comme distance de deux nombres).

Les deux fagons de procéder donnent lieu a une confrontation
dans les groupes : en effet, l'alignement des points pas forcément
réalisé pour ceux qui effectuent des calculs devient immédiat pour
ceux qui considérent la valeur absolue comme une distance.

La question posée sur l'axe de symétrie est dans le cadre
géométrique. Les démonstrations fournies par les €leves mettent en
évidence des triangles rectangles isocgles (fig. 1). Ceci nécessite
l'utilisation de la valeur absolue comme une distance.

Un bilan est fait a la fin de ce ler temps avec le dessin obtenu
(fig. 2).

R
13
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Dans le 2éme temps :

Pour l'écriture des équations (il faudrait préciser "réduites” st
ce travail est fait aprés les équations cartésiennes de droites), on
réinvestit la signification du coefficient directeur. Le fait que

I'ordonnée & l'origine n'apparait pas sur le dessin pour l'une des
demi-droites, pose probléme. C'est l'occasion de mettre ['accent sur

ce nombre ll—é, puisque la demi-droite passe par le point de

. 11 . . .
coordonnées (g » 0). C'est alors une lecture graphique qui permet

, : 11
d'exprimer | x - 75| sans les barres.
Le bilan a la fin du 2e temps est le suivant :

Représentation graphique de f : xv» | x - %I

T 1 CEET TP
»

449 A4
cxﬁau lx-ﬁi -.X 4 aLu \x-— ki \ . A
A9 43 48 a4
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Dans le 3éme temps

pour la fonction g, la difficulté est de passer de l'écriture
lx+21 a I x-(2)|

. . . . o A 11 . PR
afin de faire jouer i -2 le méme role que <5 dans ce qui précede.

19
Dans le cas de la fonction h I'égalité

ER. _3
|-x+2f- | x 2|
s'obtient en passant par les distances :
3713 . Y _ 3._ .3
|-x+2]-|2 xl—d(z,x)-d(x,z)— P x 2[.

Suite 3 ce travail en module est installé dans le cours :

Représentation graphique de la fonction f : x+> | x - a | et
expression de | x - a | sans les barres. (a est un nombre fixé).

|
}
l
|
|
|
|
|
L
1
[
|
¥
1

X

La fonction (x—> | x | ) apparait comme le cas trés particulier
ol a = O et on évite ainst la ritournelle, si x > 0....s1 x < O.....

La valeur absolue est détachée du poéle attractif 0.
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B : Module : Courbes et économie

ENONCE :

Une entreprise fabrique une quantité x d'un certain produit
exprimée en tonnes.

Le graphique représente, en milliers de francs, le coit de
production en fonction de x (courbe Cp), le prix de vente de ce
produit en fonction de x (courbe C;).

a) Pour quelles quantités du produit, l'entreprise
réalise-t-elle du bénéfice ?

Pour quelles quantités subit-elle des pertes ?
Justifiez vos affirmations.

b) Pour quelle(s) quantité(s) de produit l'entreprise
réalise-t-elle un bénéfice de

- 500.000 francs ?

- 100.000 francs ?

¢) Quelle quantité approximative de produit assure a
I'entreprise un bénéfice maximum et quelle est la valeur
approximative de ce bénéfice maximum ?

Reprendre la question avec bénéfice minimum.

d) Est-il possible de construire la courbe représentant le
bénéfice (Cg) ? Si oui comment le faire ? Retrouver les résultats des
questions précédentes a l'aide de cette courbe (justifier vos
affirmations).

Si non, expliquer pourquoi.
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Objectifs :

1) Divers types de lectures graphiques

- signification de courbe "au-dessus” "au dessous” d'une autre
courbe.

- lecture abscisse vers ordonnée

. lecture de différences d'ordonnées pour une abscisse
donnée

- lecture ordonnée vers abscisse

2) Utilisation de fonctions définies par leur graphique : Cpet
C., sont données puis on fabrique la courbe Cg représentant et
définissant la fonction bénéfice a partir de Cpet C.

Type de module :

Le travail est original. Il n'est pas "habituel” en 2nd et il ne
sera pas forcément répété. Mais il est souhaitable que chaque éléve
ait vu ce type d'exercice au moins une fois méme s'il ne se destine
pas & la section ES ou ce genre de probléme est traité, Par contre,
cette forme d'exercice peut permettre a certains éleves (pour
lesquels le point de vue calculatoire de beaucoup des exercices
courants est rébarbatif) de mettre en valeur leur savoir-faire dans
l'utilisation des graphiques.

Raison de la place en module. durée.

. Le temps nécessaire a résoudre ce probleme est long (temps
de lecture et de construction soignée de graphique).

Un module d'une heure et demie est donc mieux adapté
qu'une séance de TD. Si on ne dispose que d'une heure on peut
demander aux éléves de terminer la construction de la courbe Cp a
la maison avant d'exploiter ce graphique soit en classe entiére, soit
dans une 2&me séance.

Travail de groupe
Les groupes sont formés sans criteres particuliers.

Un travail de groupe facilite la confrontation entre les éleves.

Analyse de l'expérimentation

Pour la question a) on cherche a vérifier la capacité
d'interprétation de position relative de 2 courbes (au-dessus, en-
dessous et intersection) ainsi que les capacités de lecture des
abscisses correspondant aux zones repérées. Les réponses
attendues sont soit des formulations en frangais, soit des é&critures
mathématiques (intervalles-inégalités). On n'attend pas de
confusions entre abscisse et ordonnée. En effet, la lecture
graphique est facilitée par la présence de grandeurs différentes sur
chaque axe (quantité de produit en tonnes, cofit ou prix en francs)
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et par la formulation des questions (quelles quantités de
produit ... 7).

La question b) nécessite d'une part de bien distinguer
I'intervalle sur lequel il y a bénéfice, ce qui a été fait en a), d'autre
part de repérer les abscisses pour lesquelles la différence des
ordonnées correspond aux questions posées. Pour 500 000 il n'y a
pas de confusion possible entre bénéfice et perte. Par contre
100 000 conduit certains éldves a oublier le sens de C, au-dessus
de C,, pour n¢ prendre en compte que la mesure de la distance
entre deux points de méme abscisse : ils effectuent leurs lectures
dans la zone perte et dans la zone bénéfice ; cette erreur que nous
attendions plutdt dans l'intervalle [0,5], s'est en réalité produite au
dela de 20.

Dans la question ¢) nous omettons volontairement dans
I'énoncé toute définition du mot "bénéfice”. Ceci conduit, coté €ieve,
3 un certain nombre de nuances dans les réponses concernant le
minimum. Certains déclarent que 0 F est bénéfice minimum ;
d'autres refusent cette valeur comme bénéfice ou comme perte et
on trouve des réponses de type : pour x = 5,2 le bénéfice minimum
est de 20 000 F. C'est l'occasion d'insister sur plusieurs points :

_ la notion mathématique de minimum. Si 20 000 F est
minimum, 10 000 F peut-il aussi étre bénéfice minimum ?

- les obstacles créés par le graphique :

Sur un graphique, notre vue et l'épaisseur du trait limitent la
possibilité de séparer deux points. Mais on ne peut pas dire
exactement 31 quel moment on ne peut plus lire (il n'y a qu'a
prendre une loupe pour améliorer la lecture ). Certains é€leves
parlent en effet du "segment bénéfice” et pour eux, les extrémités
d'un segment sont distinctes.

_ la signification d'un point d'intersection de deux courbes
représentant deux fonctions en tant que point ol la différence des
ordonnées est nulle.

On pourrait penser que les questions a) b) c) vont faciliter les
lectures plus techniques sur le graphique de la courbe bénéfice. Or
cela n'est pas aussi simple et si les éleves construisent sans
difficulté (avec plus ou moins de précision) la courbe bénéfice, la
plupart ne cherchent pas a retrouver les résultats demandés. Ils
se contentent de vérifier leurs résultats : par exemple, lorsque
dans b) pour 5 00 000 F ou 100 000 F ils n'ont trouvé qu'une seule
quantité de produit, l'utilisation de la courbe bénéfice correctement
construite ne leur permet pas de compléter leur réponse ; ils font
la lecture dans le sens abscisse vers ordonnée et mon ordonnée
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vers abscisse. Or c'est le deuxiéme type de lecture qui est utilisé
dans la derniere question et c'est celui que les éleves maitrisent le
moins.

De plus, pour ceux qui tracent la courbe bénéfice en
considérant une perte comme un bénéfice négatif (c'est a dire en
dessous de l'axe des abscisses sur [0,5] ou pour x 2 20) le minimum
donné n'est pas pour autant négatif.

Remarques

- Les courbes se prolongent-elles ou non ?

Le graphique ne donne aucune indication a ce sujet.

Ceci améne quelques éléves a se placer dans la situation
suivante : "en supposant que les courbes continuent pareillement
jusqu'a l'infini" et ainsi dans leurs réponses figure l'intervalle
[20, + o=f.

L'aspect mathématique prévaut sur l'aspect concret du
probléme. Demandons alors aux éleves : a quel moment pensez-
vous que l'entreprise va déposer son bilan ?

Cela pose le problzme (mathématique) du domaine de validité
des informations fournies par un graphique. Peut-on extrapoler ou
non au-deld de la feuille de papier ?

_ ce probldme donne l'occasion d'insister sur le fait que la
lecture graphique est une lecture approchée. L'énoncé en tient
compte : "pour quelle quantité approximative

Dans certaines situations cela peut étre suffisant.

Annexe ci-contre
Graphique initial complété avec la courbe Cgp dont la
construction est a la charge de l'éleve.
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Annexe :proposition de progression dans l'apprentissage
relatif a la distance de 2 réels.

L'intention majeure est de donner des références
géométriques a la notion de distance entre deux réels. Cette notion
est délicate, importante et concerne chaque éléve. Aussi, il est
préférable de travailler son introduction en TD.

Texte donné aux éléves :

lére partie
L'unité de longueur est le centimetre.

1°) On se place dans l'espace.

A est un point de I'espace, dire ou se trouvent les points M, M’
et M" de l'espace tels que :

AM =3

AM <4,5

AM" > 2

Faire une représentation de ces ensembles de points.

2°) On se place dans un plan.
Mémes questions qu'au 1°) en remplacant "espace” par "plan'.

3°) a) On se place sur une droite ; mémes questions qu'au 1°) en
remplacant "espace” par "droite”.

b) Soit une droite graduée (x'x) et A le point d'abscisse 1,358 ;
on pose les mémes questions qu'au 3°) a).

c) Avec les données de la question précédente, caractériser
par leurs abscisses les points M, M' et M".

2éme partie
La distance de deux points d'une droite graduée peut
s'exprimer a l'aide de leurs abscisses.

A et B étant deux points d'une droite graduée.
x A et xg leurs abscisses.

Nous introduisons les notations d(A,B) et d(xa, xg) avec la
signification suivante

d(A, B) = AB
et d(xa, xg) = d(A, B)

58



1°y a) Sur une droite graduée on donne les points [ et ]

r

Il i 4 N
¢ T

<

Placer les points A, B, C, E, F tels que :
d(l, A) =2 d{J, By =45 d(F, J) =3 d{I, C) £5
dE, I) > 4
b) Sur une droite graduée, placer les réels x tels que
d3,x) =5

Méme question pour :

d(x, -1) = 4
d(0, x) = 1,5
d(0,5 ; x) =7 puis etc ... en remplagant £ par 2, <, > eten

plagant x tantét en premiére position tantdét en deuxiéme position.
Méme question pour :

d(2,x)} = d(5,x)
d(2,x) < d(5,x)

et ...

2°)y En utilisant la droite numérigque, tésoudre les équations ou
inéquations suivantes et écrire les solutions des inéquations &
I'aide d'intervalles

d(x, 12) = 23
d(—%, x) =2

d(x, -1) <
d(1.x) > 43

IR

et autres équations et inéquations du méme type qu'au 1°).

puts d(x,5) =0 , d(6,x) =-3
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Choix et raisons des choix :

Dans ce travail on part du connu géométrique des éleves lié a
la distance. Pour parler de la distance de deux réels on utilise la
"bijection naturelle et intuitive” entre les points géométriques d'une
droite et leur abscisse sur la droite graduée.

Dans la lére partie, on passe de l'espace au plan, puis a la
droite (c'est l'occasion de revoir le vocabulaire : boule, sphere,
disque....) ; puis la droite est graduée afin de déja familiariser les
éleves avec le vocabulaire et les questions de la partie suivante. la
dernidre question demande de traduire en numérique une situation
géométrique déja en place ; l'activité des éléves est uniquement
dans cette traduction. C'est l'occasion de redonner du sens aux
intervalles.

Dans la 2&me partie, on travaille successivement dans trois
situations

- avec le point géométrique

- avec le point attaché 4 un nombre réel (son abscisse)

- avec le réel lui-méme.

Il s'agit du passage progressif du géométrique au numérique.
Dans le 1) de la 2&me partie, aucun calcul n'est a faire, on ne
demande que de placer des points, placer des réels.

Pour placer A tel que d(I, A) = 2, ils disent :

je prends mon compas avec 2 pour écartement, je pique en I
et je fais deux arcs de cercle a droite et & gauche de 1.

Puis pour placer x tel que d(3,x) = 5, on attend la méme
procédure géométrique avec le compas ou le placement direct pour
ceux qui n'ont déja plus besoin de l'instrument. Certains disent :

je prends mon compas avec un écartement de 5, je pique en 3
puis, ...

Pour d'autres le compas est "moral” et ils disent je pars de 3,
je fais + 5 a droite et - 5 & gauche d'ot les calculs non demandés qui
apparaissent 3+5=28

3-5=-2

Quant au placement de C tel que d(I,C) <5, T'utilisation du mot
"placer” est volontaire. En effet lorsqu'il s'agit de dessiner un
nombre fini et fréquentable de points, il n'y a pas d'ambiguité dans
le dessin. Par contre, dans la situation d(I,C) <5, les éléves sont
embarrasés par l'infinité de points a représenter.
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On peut observer deux fagons de procéder

- d'abord le placement des points C;et Cp;comme pour
I'égalité puis interrogation a propos d'autres points possibles

- le placement de points d'abord "prés de I, puis d'autres
plus éloignés en ayant conscience de la distance 5 a ne pas
dépasser. Dans les deux cas, le probleme du placement de tous les
points C nécessite une convention de représentation (hachures -
couleur .... plus légende).

La technique qui vient d'étre acquise dans le cadre
géométrique se transfére sans probleme pour le placement des x
tels que d(a,x) <r. (a et r donnés, r positif strictement pour
l'instant). Les éléves disent

je veux x autour de a, pas €éloigné de plus de r ; donc au
maximum j'ai ¢ + r , au minimum a - r.

Pour I'égalité  d(2,x) = d(5,x) c'est en traduisant par

je veux x a lu méme distance de 2 et 5
qu'ils pensent au milieu.

En ce qui concerne le placement des x tels que d(2,x) < d(5,x),
on observe les dessins suivants

NN NET Y

Layr i!{'(L 5

Ay VA S b £ LA s rod 1
77 77 AV AT AUEAAEAA é
F A .
77 A e o S e A & 1 e }
4 S
!
Lc_a,_,w{,q_ : B e et nelenuws

ils proviennent de je cherche des x plus prés de 2 que de 5.
C'est l'occasion de revenir sur le rdle de la médiatrice d'un

segment, dans le régionnement du plan puis, par restriction, le rdle
du milieu dans le régionnement de la droite.
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Dans le 2°) les démarches de résolution sont les mémes que
les précédentes, la formulation des réponses est imposée sous
forme numérique : égalités - inégalités - intervalles. Ce travail se
continue en exercices a la maison et si nécessaire en module afin de
s'assurer que la technique de résolution de ce genre d'égquations ou
d'inéquations fonctionne bien.

On constate que la définition | x - y | = d(x,y) facilite la
résolution des équations ou inéquations avec valeurs absolues dans
le cadre du programme.

-~

Il reste ensuite a institutionnaliser les notions introduites et a
ne pas passer trop vite au numérique "pur" afin de faire
fonctionner les images mentales mises en place, images auxquelles
les éléeves peuvent faire référence pour résoudre des exercices ou
controler des résultats.
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QUADRILATERE DANS UN CARRE
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QUADRILATERE DANS UN CARRE

Proposition de travail en module

L'objectif est d'amener les éléves a traiter un probléme avec des
outils provenant de plusieurs domaines.
C'est pourquoi nous classons ce module dans le type 3.

. Enoncé donné aux éléves :

Données

- ABCD est un carré de 9 cm de cé6té

- M est un point de [AB]

- N, P et Q sont respectivement les points de [BC], [CD] et [DA]
tels que les segments [CN], [CP] et [AQ] ont méme longueur que le
segment [AM].

Questions
Elles sont relatives au quadrilattre MNPQ

1°) Sa forme
Quelles sont toutes les formes possibles ?

2°) Son périmetre
Que vaut-il ? Y a-t-il des positions de M pour lesquelles celui-
ci est maximum, minimum ? Si oui, lesquelles ?

3°)y Son aire

Que vaut-elle ? Peut-elle valoir 1 cm?2, 50 cm2, 100 cm?2 ?

Y a-t-il des positions de M pour lesquelles celle-ci est
maximum, minimum ? Si oui, lesquelles 7.
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. Raisons de la place en _module

- pouvoir composer les groupes d'éleves.

- avoir un effectif moins important que la classe entiere ce qui
permet une meilleure observation des démarches, une plus grande
disponibilité de [I'enseignement, et qui favorise les échanges
éleve(s)-éleve(s) ou éleve(s)-professeur.

- donner du temps pour la confection des affiches qui sont utilisées
lors du bilan.

. Constitution_des groupes :

Les groupes de 3 ou 4 €léves sont constitués par l'enseignant
avec un souci d'hétérogénéité et de complémentarité : un éléve
spontané et peu précis avec un éléve consciencieux et lent, etc ... de
facon & dynamiser le groupe, favoriser la recherche d'une solution
ainsi que sa mise en forme, valoriser le travail de chacun..

. Durée

Le travail se déroule sur 2 séances de 1 H 1/2 suivies d'un
bilan d'1/2 heure en classe entiére.

Toute la classe doit traiter le sujet proposé, les uns lors des
deux séances modulaires, les autres en travail a la maison.

. Situation par rapport au déroulement du cours

Les fonctions ont été déji abordées en temps qu'outil lors de
leur présentation puis en temps qu'objet lors d'une séquence de

cours. La notion de minimum, maximum n'a pas été
institutionnalisée et le sera lors du bilan.

. Choix_et raisons des choix

1) L'énoncé est compréhensible par tous : tous les termes
employés sont connus des éléves et leur permettent de construire
la figure géométrique qui est simple. Les éléves ont des
connaissances de procédures pour pouvoir démarrer le probléme
mathématique tel qu'il est formulé.
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2) Les deux premigres questions font appel seulement a des
connaissances de collgge. C'est l'occasion de pointer d'éventuelles
erreurs ou de rappeler des résultats des années précédentes.

Par exemple les erreurs de calcul sur les radicaux lors de la
simplification de l'écriture
MN=vV(9 - AM)2 + (9 - AM)2

-Si un éleve développe (9 - AM)2? il se trouve devant une
expression qu'il ne peut pas traiter. On peut alors mettre l'accent
sur le fait que le développement n'est pas toujours efficace.

- S'1l remplace l'expression par

(9 - AM) + (9 - AM) soit 18 - 2AM  (erreur bien connue 1)

les cas particuliers fournis par les dessins (AM = 1 cm ou 2 ¢m

la mesure de MN ou son calcul numérique par le théoréme de

Pythagore) lui permettent de constater que "quelque chose ne va
pas". Ce constat peut fournir a I'enseignant un point de départ a un
travail personnalisé '

- amener l'éléve 4 une prise de conscience de son erreur.

- destabiliser les réflexes qui conduisent a cetie erreur.

Mais ['évolution de l'éléve peut étre lente et il lui faudra
sirement un certain nombre d'étapes pour parvenir a ne plus
commettre cette erreur.
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- On peut rappeler que la diagonale du carré de c6t€é ¢ a pour
mesure cV2 et qu'il est bien utile de le savoir !

- Si un éléve écrit

N2 (9-AM) ou (9 - AMN2

c'est l'occasion de préciser que, dans ce probleme

V(9 - AM)2 = 9 - AM car AM <9
mais on pourrait aussi, dans certains cas (lesquels ?) avoir

V(9 - AM)2 = AM - 9.

Cela peut é&tre une premiére sensibilisation au fait que Va2
n'est pas toujours égal & a, pour arriver au moment Opportun a

I'égalité Va2 =1 al ce qui est une nouveauté en seconde.

3) Le traitement du probleme nécessite de constants

changements de cadres : géométrique, algébrique, fonctionnel et
éventuellement graphique. Ceci favorise le décloisonnement des
connaissances acquises dans des chapitres précis. Celles-ci

deviennent malgré (et grice a) leur diversité des outils de
résolution d'un méme probléeme.

- Les questions sont posées de fagon a laisser, & la charge de
I'éleve, le passage de la géométrie a l'algébre puis aux fonctions . En
effet, aucun "x" ne figure dans l'énoncé. Ceci a pour but de
familiariser l'éleve avec ce type de démarche qui est certainement
une nouveauté pour lui en 2éme.

4) Le fait d'effectuer ce travail en groupe favorise
l'expérimentation et les conjectures. Dans un méme groupe, le choix
des positions de M est différent donc ceci permet d'émetire des
hypothéses relativement aux questions posées dans l'énoncé

- Lorsque le choix de 2 positions de M symétriques par
rapport au milieu de [AB] est fait, le groupe peut constater que les
rectangles sont superposables ou vérifier par le calcul qu'ils ont la
méme aire, ce qui élimine la conjecture "plus AM est grand, plus
l'aire est grande”.

M 3
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- Lorsqu'un des éleves choisit M au milieu de [AB], l'aire qu'il
obtient est plus grande que celle des autres figures du groupe, ce
qui induit la conjecture du maximum qu'il reste a justifier.

A M &

Q@ N

| g [
~ iy

- Pour toutes les positions de M sur [AB] (sauf erreurs de
calcul !) le périmetre est le méme, résultat qui surprend et pousse a
une démonstration. De plus, I'écriture

2(AMY2 + (9 - AMNW2)
ne donne pas une conclusion immédiate.

5) L'élaboration d'une affiche par chaque groupe lors du
temps modulaire et son utilisation au cours du bilan en classe
entiere induisent chez chaque éléve certaines manieéres de penser,
de faire, de dire et d'écrire.

- Lors de la réalisation de l'affiche

Au sein du groupe, la nécessité d'une rédaction commune
favorise le questionnement de chacun sur le fond et la forme. Puis
viennent des discussions argumentées pour se faire comprendre et
emporter l'adhésion du groupe. De plus, cette rédaction demande
une syntheése concise de la solution ; l'affiche n'est pas extensible.

Le fait de savoir que la production sera présentée a tous et
devra convaincre, motive d'une part le travail de recherche des
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solutions et d'autre part celui de la rédaction. Il y a une sorte de
"compétition” entre les affiches.

-Lors du bilan en classe entiére

Toutes les affiches sont exposées en méme temps donc chaque
éleve, qu'il ait effectué le travail en groupe ou a la maison, a la
possibilité de confronter ses réponses avec celles qui sont
proposées. Il peut aussi comparer les différentes solutions et
formulations affichées et questionner les auteurs.

Cette technique favorise l'enrichissement de la mémoire de
classe sur laquelle on peut se baser pour la mise en place de
nouveaux concepts (par exemple, ici la notion de minimum,
maximum) ainsi que la construction de nouvelles séquences.

Exemples d'affiches produites par_les groupes d'élgves

Pour la réalisation de leurs affiches, les éléves disposent d'une
feuille de papier format 80 c¢cm x 90 cm et de feutres de couleurs
différentes.
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Quelques remarques 3 propos de la présentation et du contenu des
affiches

Les ¢leves, soucieux de produire un travail soigné et
esthétique, ont besoin de temps. Ce facteur temps est a prendre en
compte par l'enseignant. Ainsi cette forme de présentation du
travail ne peut pas €tre systématique. De plus sa répétition risque
de lasser les éleves et d'émousser leur envie de s'investir dans la
réalisation soignée d'une telle production. Toutefois, avoir 2
produire une affiche claire, précise quant aux informations qu'elle
apporte, agréable & voir, demande aux éléves un effort de réflexion
qui contribue a affiner leur pensée.

Chaque groupe dispose de calculatrices graphiques. Celles-ci
sont utilisées de fagon différente dans 'étude de l'aire de MNPQ :

- ou le graphique est reproduit et sert de preuve (affiche 2)

- ou bien le graphique permet de conjecturer un maximum.

"Il nous semble que Amax pour x = 4,5 cm" (affiche 3).

Dans ce cas, le graphique n'est pas dessiné mais les variations
de la fonction sont partiellement (affiche 1) ou entidrement (affiche
3 et affiche 4) étudiées et données dans un tableau.

Dans la premitre question, la justification rédigée de "MNPQ
rectangle ou carré" n'est pas toujours compléte. En effet, la fonction
de Taffiche n'est pas percue de la méme fagon par chacun. Ceci
explique les différences. L'affiche s'adresse aux "copains” et
éventuellement au professeur. De plus, celle-ci est commentée par
le rapporteur du groupe. Donc, est-il nécessaire de tout justifier par
écrit (affiche 3) ? ou bien un codage de la figure, explicité lors de
Fexposé, n'est-il pas suffisant (affiche 1) ?

Suivant les situations, le contrat lié 4 l'exercice est clairement
expliqué par l'enseignant. Ici, la forme de I'énoncé laisse
volontairement toute liberté dans ['écrit sur l'affiche. Cet écrit se
compléte par des réponses orales aux questions posées par la classe.
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LES VECTEURS : A QUOI SERVENT-ILS ?
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LES VECTEURS : A QUOI SERVENT-ILS ?

Nous supposons ici que les éléves ont déji manipulé le calcul
vectoriel & travers des exercices simples et que le cours sur, les
vecteurs a été mis en place. Dans ce chapitre, nous voulons plutdt
essayer de donner des éléments de réponses aux questions que
nous posent les éléves : & quoi servent les vecteurs ? Qu'ont-ils de
plus performants que les connaissances de géométrie
précédemment acquises ?

Nous avons tous été confrontés a la situation suivante : on
donne un exercice ou nous voulons faire fonctionner l'outil vecteur ;
on obrient des démonstrations souvent simples, dans lesquelles les
éleves uulisent des configurations connues (paraliélogramme), le
théoréme de Thalés version 3eéme ... Nous n'avons rien a
reprocher a ces démarches mais notre objectif n'est pas atteint.

79



Certes, les manuels ne manquent pas de sujets fabriqués tout
spécialement pour faire fonctionner les vecteurs, par exemple

Soient A, B, C trois points non alignés du plan. Construire les

— 5= = 2> = 1=

points M, N et P définis par BMzg BC,CN= -§CA , AP :‘j‘AB.

— — — —>
Exprimer MN et MP en fonction de BA et BC. En déduire

l'alignement de M, N, P.

(On trouve en fait

Ces exercices sont indispensables afin de familiariser les
éleves avec le calcul vectoriel et l'outil vecteur ; en effet dans cet
exemple les vecteurs servent 4 démontrer gque trois points sont
alignés et, en méme temps, qu'un point est milieu d'un segment,

Par contre, choisir un exercice dans lequel l'outil vecteur est
plus performant qu'une autre méthode géométrique n'est pas Lres
aisé en seconde ; pourtant c'est bien de cela qu'il faut convaincre
nos éleves. (Peut-&tre progressivement pour certains).

C'est ce que nous essayons de faire a travers les exemples qui
suivent.
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ler exemple : alignement de 3 points

Enoncé donné aux éléves :

1
[AB] est un segment. C est le point de [AB] tel que AC = 3—AB.

D est une droite distincte de (AB) et qui passe par C
E est un point de D distinct de C

I est & l'intersection de D avec la paralléle 2 (AE) passant par
B.

F est le symétrique de I par rapport a A.
Comment sont placés les points F, E, B ?

figure non fournie aux éléves
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En module. Pourquoi ?

Pour différentes raisons, en particulier les suivantes

- constituer des groupes : mettre ensemble des éléves qui
veulent a tout prix utiliser les vecteurs méme lorsque ce n'est pas
tres adapté (gott de la nouveauté ?) et des éléves réfractaires qui
cherchent & s'appuyer systématiquement sur leurs connaissances
de colléege ; celles-ci leur sont familiéres, ce qui les rassure.

- laisser aux éléves le temps de comprendre l'énoncé, faire la
figure, hésiter sur la stratégie & adopter pour résoudre le probleme,
faire des errcurs, dialoguer entre eux et avec le professeur.

- cet exercice peut n'étre effectué que par une partie de la
classe. On pourra le donner a chercher a4 la maison pour l'autre

partie de sorte que le bilan en classe entiere soit profitable a tous.

Type du module : 3 pour les raisons suivantes

- Il s'agit de permettre aux éléves de résoudre un probléme
pas de difficulté dans la lecture, I'énoncé est écrit avec des phrases
courtes ; ainsi chaque éleve peut s'approprier le probléme
rapidement.

- Il n'y a pas de questions intermédiaires ce qui leur laisse la
liberté d'engager différentes procédures.

- De plus, I'énoncé laisse le choix des outils de résolution.

Durée : 1 H 30, suivi d'un compte rendu d'une demi-heure en classe
enticre au cours duquel sont comparées les rédactions des solutions
géométriques - ou vectorielles. L'objectif est de montrer la
performance de l'outil vecteur dans ce type de probléeme.

Raisons des choix

- Aucun vecteur n'apparait dans I1'énoncé afin de ne pas
provoquer chez l'éleve de réflexe conditionné. Pour la méme raison,
il est souhaitable que cet exercice soit proposé assez longtemps
apres le travail de seconde sur les vecteurs.
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- D'une part la figure n'est pas difficile a construire, d'autre
part les éléves peuvent engager des procédures de résolution ; leurs
connaissances permettent de proposer des solutions vectorielles ou
nom.

- La démonstration de l'alignement des points B, E, F est
délicate. En effet, que font les éleves 7

Les uns “voient” que les 3 points sont alignés, dessinent la
droite passant par ces 3 points, puis se servent de cet alignement
(non prouvé) pour montrer que E est milieu de [FD]. Les autres
n'‘ont pas une figure trées juste ; cela provoque alors des
confrontations au sein du groupe a propos de la conjecture a
émettre ; le travail "en groupe” prend alors tout son sens.

Quelgues procédures_utilisées par_les éleves

- Nommer le point d'intersection de (IE) et (BF) et démontrer
qu'il est confondu avec E ; cette démarche n'est pas courante en
2nd surtout lorsqu'elle est laissée a l'initiative de ['éleve. Clest
l'occasion de la souligner.

- Prouver que le point C est centre de gravité du triangle BIF
et se servir de ses propriétés.

- Utiliser les vecteurs.

Plusieurs démarches vectorielles sont accessibles aux éléves

— = - =
(démontrer que BE = EF ou que FB = 2FE ...... ) La aussi, certains

joignent B, E, F et utilisent (AE) // (IB) pour affirmer que E est
milieu de [BF]. Mais, lorsqu'ils sont convaincus qu'ils n'ont pas
prouvé l'alignement, les solutions vectorielles ont l'avantage de
démontrer en méme temps que les points sont alignés et que E est
milieu de [BF]. C'est un point important qu'il faut souligner.

- 51 T'homothétie a été traitée, elle peut é&tre utilisée dans cet
exercice (ce qui revient a utiliser le calcul vectoriel).

lLa durée du travail en module donne 2 certains éléves le
temnps de s'égarer, de se tromper, de constater leurs erreurs soit par
la critique de leurs camarades soit par lintervention du professeur.
On peut espérer alors les convaincre que, dans un tel exercice, le
calcul vectoriel est plus performant, plus sir et que surtout, la
rédaction de la solution est moins délicate.
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Exemple 2 : Réciproque de Thales
Configuration parallélogramme

Soient 2 triangles ABC et BCD. Gjest le centre de gravité de ABC,
G celui de BCD.
1) Démontrer que les droites (G G2) et (AD) sont paralleles
2) Si BG;CG;est un parallélogramme, que peut-on dire du
quadrilatere ABDC ?

{Dimathéme 2nd)

- Ce travail peut étre effectué en T.D

En effet il concerne toute la classe et peut étre effectué en 50
minutes. Si la rédaction n'est pas achevée, elle peut l'étre a la
maison.

On peut concevoir 5 minutes de travail individuel poi}r que
chacun dessine la figure. S1 pour certains, la figure est peu lisible
(droites {G; Gz} et (AD) presque confondues par exemple), on peut
persuader ces éléves qu'au lieu de bloquer sur une telle figure, en
faire une autre n'est pas forcément une perte de temps.

Deux types de figures apparaissent suivant que les triangles
ABC et BCD sont placés de part et d'autre de (BC) (figure 1) ou du
méme ¢6té de (BC) (figure 2). Cela n'a aucune importance pour la
lére question, mais dans la 2&me, sur la configuration 2, les
quadrilatéres dont parlent lI'énoncé ne sont pas convexes ... donc
difficiles pour eux d'étre des parallélogrammes.

Si I'on veut gagner du temps, on peut demander aux éleves de
faire la figure chez eux avant la séance de T.D.

- Raisons des choix de cet _exercice :

Les deux questions permettent de valoriser l'outil vecteur.

Dans la lére question, aprés avolr réinvesti la position du
centre de gravité sur chacune des médianes d'un triangle, la
réciproque du théoréme de Thalés permet de montrer le
parallélisme de (G; Gy) et (AD). Or les théoremes Thalés vecteur
sont nouveaux en 2nd ; certains éléves ont du mal A les appliquer et
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utilisent la réciproque du théoréme de Thales comme ils le faisaient
en 3éme ; toutefois le point délicat de la démonstration, positions
relatives des points, est souvent occulté. C'est l'occasion de mettre
en évidence l'économie d'écriture apportée par l'utilisation des
vecteurs. La rédaction est ainsi facilitée. Si I'homothétie a €t
traitée, on peut l'utiliser et pointer la performance de cet outil.

Dans la 2&me question, on peut attendre deux types de
procédures

- Calcul vectoriel sans support de dessin

La nouvelle hypothése, BG;{CG2 est un parallélogramme, n'est
pas représentée. Cette procédure, lorsqu'elle a été utilisée, n'a pas
abouti. C'est la difficulté du calcul vectoriel dans lequel les éleves
ne voient pas le fil conducteur.

- Dessin ou figure la nouvelle hypothese.

L'observation des figures dans lesquelles BG;CGgan'est pas un
parallélogramme, conduit 4 faire un nouveau dessin. A partir de
I'hypothese BG;CGaest un parallélogramme, les éléves construisent
les points A et D. Cette procédure permet généralement de conclure,
le calcul vectoriel a ici un support visuel.

Ouelgues procédures éléves pour la 1&re question

1)

- introduction des points B' et B", milieux de [AC] et [DC]

- puis utilisation de la réciproque de Thalés (ou de la relation
de Chasles) pour démontrer que (B'B") et (G, Gy) sont paralleles,

- puis utilisation de la droite des milieux pour prouver que
(B'B") et (AD) paralleles.
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2)

a) Utilisation de la réciproque de Thalés (ou de la relation de
Chasles).

ou
b) Utilisation de I'nomothétie de centre 1.
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Exemple 3 : Parallélisme
Configuration parallélogramme
Milieu d'un segment

Enoncé donné & chaque groupe
Soit un triangle ABC.
k étant un nombre donné, on définit les deux points M et N

st

T

— 1 =2 —
AM=7 AB+KkAC et

P

— — 1>

AN =k.AB +“2—AC

1°) Donnez chacun, a k, une valeur numérique et construisez les
points M et N obtenus pour fa valeur choisie.

Comparez vos figures. Y-a-t-il des valeurs de k pour lesquelles M et
N sont confondus ? Lorsque M et N sont distincts, que peut-on
raisonnablement conjecturer sur la droite (MN) ?

2°) Démontrez que le résultat conjecturé au 1°) est vrai quelle que
soit la valeur de k.

3°) Trouvez, st elles existent, la (les) valeur(s) de k telles que les
propositions suivantes soient vérifiées :

a)M=N

b) MNBC est un parallélogramme

c) BCNM est un parallélogramme

d) MBNC est un parallélogramme

e) MN :%BC

Faites les figures correspondantes lorsque cela est possible.

Prolongement

Sur quelle ligne se déplace le point M lorsque k varie ?

Sur quelle ligne se déplace le point N lorsque k varie ?

Sur quelle ligne se déplace le milieu I de [MN] lorsque k varie.
(Justifiez vos affirmations)
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En module. pourquoi ?
Les raisons principales de la place de ce travail en module en

sont la durée (1 H 30) et la possibilit¢ de travailler en groupe. En
effet les éleéves doivent avoir le temps de

- exécuter plusieurs figures (1° et 3°) et les comparer au sein
du groupe.

- effectuer des conjectures (1°) puis les démontrer (2°).

- différencier dans le 3°) les quadrilattres MNBC -BCNM -
MBNC.

I} est souhaitable que chaque groupe effectue une rédaction
(en classe ou & la maison, cela dépend de sa rapidité) sous une
forme laissée i Il'appréciation du professeur. Un bilan en classe
entiere est indispensable afin d'approfondir au maximun chacune
des questions.

Type de module :
Le module étant directement rattaché au calcul vectoriel nous

le classons en type 2.

Travail en groupe. Pourquoi ?
Dés la 1&re question, le groupe a ainsi sous les yeux plusieurs

figures obtenues pour des valeurs de k différentes.

Ceci peut faciliter la conjecture la droite (MN) est paralléle a
(BC) ou la rendre difficile.

Les groupes peuvent étre hétérogénes de sorte qu'il n'y ait
pas blocage dans un groupe. Des éléves pas trés habiles en calcul
vectoriel peuvent se montrer performants pour exécuter des figures
et voir ainsi leurs qualités valorisées.

Raisons des choix et commentaires sur les productions des éleves

L'objectif de ce probleme est de mettre les €léves dans une
situation ou ils ne peuvent rien faire sans l'outil vecteur. Il s'agit
d'utiliser le calcul vectoriel pour démontrer et caractériser des
propriétés géométriques.

La lére question est d'abord destinée a4 montrer aux éleves

que des figures différentes construites a l'aide du méme processus
peuvent avoir une Ppropriété comrmune.
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.. .. 1 3
Les valeurs choisies sont en général 1, 2, 39
Si on veut des valeurs négatives il faut les provoquer.
La valeur k = 0 est exceptionnellement utilisée.

Cette premiére question est aussi posée pour permettre
d'effectuer la conjecture, la droite (MN) est toujours paralléle a (BC)
puis on s'interroge est-ce vrai pour n’importe quelle valeur de k 7?7
ce qui conduit a la question 2°). Mais, dans un groupe on obtient les
quatre situations suivantes : (voir p. 93).

1
. M et N confondus (k = 5) donc pas de droite (MN) (figure 3)

. un dessin "correct” (figure 2)
une construction fausse qui donne (MN) et (BC) sécantes
(figure 4).
une construction imprécise qui ne permet pas de trancher
dans la conjecture (figure 1).
L'enseignant a dd intervenir pour faire avancer le groupe : les
droites (MN) et (BC) ont-elles des directions quelconques 7 pour le
savoir, on essaie de répondre i la question

. % . . _-9
"peut-on exprimer MN uniquement en fonction de B C?".

La 2&me question a pour but de faire le lien entre

colinéarité des 2 vecteurs MN et BC

et parallélisme des droites (MN) et (BC).
Cela fait partie des apprentissages de 2nd.

Les éleves n'ont pas de probléme pour écrire

—_ = —
MN = MA + AN

mais les difficulté apparaissent au niveau des calculs et du
regroupement judicieux des vecteurs.
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Autre difficulté : pour certains, dans ['écriture

— 1 -—>

MN = (5 -k).BC

|

5 - k n'est pas lu comme un coefficient de colinéarité. En
effet, dans le cours nous avions écrit la "définition habituelle” de la

—
colindarité avec u =k.v , k réel. Cette difficulté n'était pas du tout

attendue ; elle a pu é&tre détectée grice aux échanges groupe-
professeur. Serait-elle apparue si, dans le texte, k avait ¢été
remplacé par t ?

La 3é¢me question est posée afin de faire caractériser des

situations géométriques par des égalités vectorielles

- —
a) M = N se caractérise par MN = O

b) ¢) chaque parallélogramme se caractérise par une égalité

—  — - —
vectorielle ( MN = CB ou MN = B ().

Puis il faut dans chacune de ces questions trouver k sachant

— 1 —>
que MN=(E-k).BC.

Ces questions présentent deux niveaux de difficulté

- penser & cette caractérisation

- passer des égalités vectorielles a des €galités algébriques en
identifiant des coefficients.

e) cette question est donnée pour deux raisons : non unicité¢ de
la valeur de k et traduction exceptionnelle d'une ¢£galit€ de
distances par des égalités vectorielles

— 3 — — 3 =

MN:4— BC ou MN:Z C B.

Ceci est peut-&tre dangereux par la suite ...

A la fin de la troisiéme question, les figures sont demandées

pour obliger l'éléve a vérifier la cohérence de ses résultats. Donner
I'habitude de s'auto-contréler est un objectif a long terme.
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Les éléves utilisent dans a), b), ¢) deux types de démarches
- ou bien le groupe a déja fait les figures avec des valeurs de

. : 1 3 .
k, solutions de ces questions, (5 ou 5). Les éleves prennent alors ces

nombres comme réponse sans soupg¢onner l'existence d'autres
solutions éventuelles.

Ils raisonnent par condition suffisante.

- ou bien ils n'ont pas exhibé au préalable de valeur de k
répondant aux questions. Ils raisonnent ainsi

pour que MNBC soit un parallélogramme il faut que

- =
MN = CB
— -

ou si MN = CB alors MNBC est un parallélogramme.

Iis raisonnent par condition nécessaire.

Les éléves ne voient pas pourquoi raisonner par condition
nécessaire et suffisante. En effet, cette forme de raisonnement
n'intervient pas au collége ; il faut commencer 3 la travailler de
facon homéopathique dés la seconde, bien que les situations
pertinentes soient assez rares a ce niveau de classe. Les problémes
de licux géométriques en premiére S en fourniront de bons
exemples. .

Les questions posées en prolongement ne sont pas des
recherches de lieux géométriques puisqu' on ne demande que des
conditions nécessaires. Ce n'est qu'une premiére ©étape. Le
programme de seconde précise L'étude systématique de tels
problémes (lieux géométriques) est en dehors des objectifs du
programme. La question, "tous les points de la droite proposée
correspondent-ils a4 une valeur de k ?", semble prématurée. En effet
d'une part, il est utile de laisser aux éleves le temps d'assimiler la
premiére étape du raisonnement, d'autre part les éleves ne
comprennent la nécessité d'une réciproque que si on leur fournit
des exemples ou des points sont a éliminer.
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Remarques

Si on veut faire traiter aux éléves tout le probléeme, il faut
prévoir un temps relativement important ; la troisicme question
peut toutefois é&tre exploitée particellement en module et é&tre
achevée par un travail 2 la maison.

Ce probieme pourrait faire appel a loutil géométrie

. 0 % -% .
analytique ; le repere intéressant est (A, AB, AC). Or, méme si le

programme comporte la notion de repére quelconque du plan, il
precise pour la résolution de problémes de géométrie on se limitera
a l'emploi de repéres orthonormaux. De plus, si on conserve la
question 3) e) qui fait intervenir les distances, l'utilisation du

- —>
repere (A, AB, AC) est exclue.
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Productions d'un

groupe d’éléves

Fig. 1 et 4 fausscs ((MN) ct (BO)
sont sécantes).
- Dans 1, milicu de {AB] mal placé

d'ou M incxact.
.—)

- Dans 4 , 2 AB construit

2
de B au lieu de A, d'ob N faux.
Fig. 2 exacte ((MN) // (BC))
Fig. 3 pas de conjecture
(MN) puisque M = N

a4 partir

sur
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TRAVAIL SUR LA DEMONSTRATION
EN GEOMETRIE
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TRAVAIL SUR LA DEMONSTRATION EN GEOMETRIE
A PARTIR D'UN TEST DE L'EVALUATION

QUELQUES REFLEXIONS

Au college les éléves ont travaillé la démonstration en géométrie.
En fin de Troisiéme, la plupart des problemes comportent
essentiellement un seul pas de démonstration, c'est a dire que pour
arriver a la conclusion il faut :

- soit utiliser une partie des hypothéses puis appliquer un théoréme ou
une définition ou une propriété caractéristique. La charge de 1'éleve est
ici de trouver le "bon" théoréme et de trier les hypothéses pour ne
prendre que celles qui conviennent.

- soit utiliser une partie des hypothéses et un résultat démontré dans
une question précédente puis faire comme précédemment. Les éleves
ont une charge un peu plus lourde puisqu'ils doivent, en plus, avoir
I'idée d'aller rechercher un résultat dont il est question antérieurement.

Dans certaines situations les €léves doivent prendre l'initiative de
démontrer d'abord une condition d'application d'un théoréme qui
permet ensuite de prouver le rtésultat demandé. Ces situations sont
réservées plutét a4 des travaux en classe ou a la maison. Leur réle est de
sensibiliser les éléves a la démarche des deux ou méme trois pas de
démonstration.
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C'est ce type de démarche qui est testé dans un exercice proposé
dans la premiere évaluation 2 I'entrée en Seconde.

Exercice 6 B.

C, est le cercle de diametre [AB] et de centre O.
C, est le cercle de diametre [AO] et de centre L
M est un point du cercle C, distinct de A et B.

Le segment [AM] coupe le cercle C, en N.

Démoatrer que le point N est le milieu du segment [AM].

Notre intention n'est pas de faire une analyse détaillée des
difficultés des éleves dans I'élaboration des démonstrations "canoniques”
qui, pour nous, font partie des exigences de Seconde. Le théme a été
travaillé par de nombreux IREM ; des brochures ou articles ont été
publiés, en particulier par les IREM de Poitiers, Grenoble, Rouen,
Strasbourg...la bibliographie en annexe donne les références; on y
analyse des difficultés et des causes de celles-ci. On y propose des
séquences destinées a améliorer le raisonnement conduisant 3 LA
démonstration, séquences qui avaient ¢été expérimentées dans des
classes.

Néanmoins, et pour comprendre peut-étre ce que l'on trouve dans
certaines copies, il nous semble utile de souligner quelques raisons de
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distorsions entre les attentes de l'enseignant et les productions de ses
éleves.

- L'enseignant veut et attend une démonstration mathématique.

- Les éléeves, méme s'ils ont bien l'intention de répondre a l'attente de
leur professeur, ont des profils différents.
Aussi peut-on prévoir des productions différentes de leur part.

Voici quelques types d'éléves qui peuvent €tre rencontrés:

1) Ceux qui ont compris les exigences du professeur et sont (ou l'étaient
déja) convaincus de l'utilité de toutes les articulations du raisonnement
vont fournir des productions "conformes" aux attentes de l'enseignant.

2) D'autres peuvent savoir

* utiliser des théorémes
* parler de toutes les conditions d'application du théoréme

mais ne pas savoir mener une démonstration correctement jusqu'au
bout.

Cela peut se produire dés le départ dans le choix du théoréme ou
de la propriété. Ceux-ci sont mal adaptés aux hypothéses du probléme
donc les justifications des conditions d'application deviennent
laborieuses ou méme impossibles pour 1'éléve.

Par exemple, dans la proposition 2 de la page 104, l'éléve pense aux
propriétés de "agrandissement-réduction” de 3&me. Mais dans cette voie
il n'a pas les moyens mathématiques de prouver que AN = -47-_- AM ; il ne
dispose pas de I'homothétie. L'enseignant sait que le choix est

mathématiquement possible mais pas judicieux.

Cela se produit aussi lorsque I'éléve écrit, a la place des théorémes,
des phrases-cl€é comme

" "

on sait que si une droite passe par le milieu d'un coté....".

Pour certains, ces phrases n'ont plus le label THEOREME car elles lui sont
devenues familieres a cause de la fréquence de leur utilisation dans les
problémes, mais l'enseignant n'est pas siir du statut donné par I'éléve a
ces affirmations. Parfois ces "phrases-clé" proviennent uniquement de la
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description correcte de la situation géométrique et non d'une ébauche de
raisonnement.

Dans ce cas l'enseignant est perplexe...

C'est aussi le cas lorsque I'éleve énonce les conditions d'application
d'un théoreme sans les prouver.
Par exemple, dans la proposition 4 de la page 104, l'éléve commence par
"On sait que (NO) est paralléle a (MB) par construction”
puis utilise ce parallélisme sans l'avoir démontré avec néanmoins un
souci de justification par le
"par construction”.

La situation est alors claire pour I'enseignant.

3) L'éleve n'a pas encore compris les régles du jeu de LA démonstration
mathématique mais il veut faire plaisir au professeur ou veut étoffer sa
copie comme les copains sont en train de faire . Alors il raconte, décrit la
figure, parle de propriétés vraies mais qui n'ont rien a voir avec la
finalité du probleme posé ....enfin il écrit, il est occupé, il est en train, a
son point de vue, de remplir son contrat d'éleve .....

Et l'enseignant constate.... et constitue, par exemple des groupes pour un
travail modulaire
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EXPOSE D'UN TRAVAIL EN MODULE

Ce travail est réalisé a l'issue des résultats de l'exercice 6B proposé
dans l'évaluation de Septembre 92 a l'entrée en Seconde.
Dans l'ensemble de la classe, l'enseignant a trouvé les trois types de
productions décrits précédemment. Une séquence modulaire d'une
heure et demie est alors mise en place pour tous les éléves qui ont 9 ou
0 a l'item correspondant, c'est-a-dire pour ceux dont les écrits ne
correspondent pas & une démonstration attendue par le professeur.
Le module consiste a faire travailler les éléves concernés A partir de

réponses représentatives de l'ensemble de leur production.

OBIJECTIF et TYPE de MODULE

L'objectif principal est la construction et la rédaction d'une
démonstration en géométrie ; c'est donc un module méthodologique de

type 1

TEXTE DONNE AUX GROUPES
Vous avez 9 propositions de réponses a un probléme posé.

1°)
a) Pour chaque proposition, dire si elles répondent au probléme ou non
et justifier.

b) Dans chaque cas ou il n'y a pas réponse au probléme, essayer
de compléter ces propositions afin qu'elles deviennent de
"bonnes " réponses.

2°)
Donner une bonne réponse du groupe.

Voir au dos les 9 propositions
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I“xercice 6 B.

C, eat te cercte de diamétse |AB] et de centre 0.

C, ent le cercle de diamére tAQ] &1 de centre 1.

Démonirer que le point N estie mibieu du segment {AM].
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RAISON DES CHOIX

Les textes proposés proviennent des éléeves des groupes et sont
représentatifs des écrits proposés par l'ensemble de ceux-ci. Il serait
peut-&tre intéressant de donner aussi une “"bonne" démonstration mais
celle-ci ne serait-elle pas un obstacle a la création, pour chaque groupe,
de SA démonstration ?

Ce serait a tester...

Certaines propositions, comme la 1, correspondent au type d'éléve
3 précédemment décrit. Le rite de la démonstration est en partie
respecté:
"comme....et que...."”
mais par la suite, on ne sait plus si les affirmations proviennent
uniquement de 1'observation de la figure ou de propriétés
inconsciemment connues et non énoncées. Enfin le dernier "donc” qui n'a
pas de liaison avec ce qui précéde montre la nécessité d'un travail
approfondi sur la démonstration de la part de l'auteur de ces lignes...

D'autres propositions, comme la 4, correspondent au type d'éleve 2
décrit auparavant; il manque le “premier maillon" c'est-a-dire la
justification du parallélisme. C'est au moment du bilan que les auteurs
de ces propositions sont convaincus de ce manque.

DEROULEMENT DE LA SEQUENCE

Quatre groupes se constituent au gré des éleves afin que chacun se
sente & l'aise avec les autres et que les critiques ou corrections puissent
se faire naturellement, librement, sans complexe vis a vis des autres.

La consigne est de rédiger une réponse aux questions posées. Ce
papier est utilis€ lors du compte-rendu du travail de chaque groupe
pendant la derniére demi-heure. L'enseignant collecte ces écrits qui
pourront lui permettre de suivre l'évolution des éleves concernés.

Voici les réponses des groupes aux questions la et 1b.
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QUELQUES REMARQUES
1) Les groupes sont en général catégoriques dans leur jugement:
"ce n'est pas une démonstration: idées pas lies, pas de théoréme cité”

"ce n'est pas une démonstration: la personne.....décrit ce qu'elle constate
mais ne sait pas l'utiliser. Il n'y a pas de théoréeme."

"ce n'est pas ....car il affirme un raisonnement qu'il ne démontre pas..”

"arguments inutiles car il affirme sans démontrer. De plus il manque Ie
théoréme et c'est mal expliqué.”

"c'est une démonstration incompléte; la fin est bien une démonstration
mais il n'a pas justifié que (NO)//(MB)".

2) Les auteurs des propositions sur lesquelles les groupes travaillent
sont dans ces groupes. Le fait d'avoir laissé les éléves se choisir favorise
le travail collectif. Ceux dont la production est "sélectionnée " ne se
sentent pas jugés et participent comme les autres a la critique de leur
écrit. Ces critiques viennent petit a petit grace aux échanges dans

lesquels 1'enseignant n'intervient pas.

L'influence du groupe s'est souvent fait sentir dans les échanges
verbaux mais aussi dans des écrits ou l'évolution entre les convictions
initiale et finale est flagrante. Par exemple, pour cet éléve qui avait
rédigé son travail personnel et qui ensuite est devenu "secrétaire” du
groupe A .

Sur son brouillon on trouve :

-
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Un camarade du méme groupe A écrit :

@ 2. Cgnibhisin e paa demanise
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3) Bien siir ce travail est une premiére (re)mise au point relative aux
attentes de l'enseignant. Les conclusions de chaque groupe, si en
conformité avec ces attentes soient-clles, sont & prendre avec réserve
quant a la conviction intime de chacun.

L'enseignant peut apprécier la syntaxe des démonstrations écrites. 11 lui
est plus difficile de connaitre le sens donné par l'éléve A cetie syntaxe.

Pour certains éléves, une démonstration n'est-elle pas qu'un
exercice de style conforme aux modeéles donnés, exercices qu'il faut
réussir pour avoir une bonne note ou pour une autre raison ? Clest
certainement lors d'un dialogue avec I'éleve, 4 Tl'occasion d'autres
exercices que l'enseignant pourra connaitre le sens donné par chacun a
la démonstration.
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PROLONGEMENT

Ce module a été suivi pour les mémes €léves par une séquence ol
le travail demandé porte sur la démonstration. II est en général bien
réussi par les groupes. Cependant c'est dans les productions personnelles
lors des devoirs ou des controles qu'on pourra estimer l'impact de ces
séquences dans l'apprentissage en cours chez chaque éleéve .

Voici le texte donné au début de la séquence :

CONSIGNE

Pour chaque texte

* Faire une figure sur laquelle on peut lire toutes les hypothéses
* Par écrit donner explgicitement ces hypothéses

* Enoncer la conclusion a laquelle on veut arriver

* Formuler une preuve de la conclusion énoncée a partir des hypothéses
et du cours de math.

PROBLEME 1

ABCD est un rectangle, D est la médiatrice de [AC], D coupe (AB) en E
et (BC) en F.

Les droites (EC) et (AF) sont-elles perpendiculaires ?

PROBLEME 2

C est un cercle de centre O, A est un point de ce cercle, M est un point
de C distinct de A et non aligné avec A et O, I est le milieu de [AO], C
est le cercle de diametre [AO], N est le point d'intersection de (AM)
avec C' distinct de A,

Les droites (IN) et (OM) sont-elles paralléles ?

PROBLEME 3
ABC est un triangle équilatéral, BECD est un carré.
Les points A, D, E sont-ils alignés ?

PROBLEME 4

ABCD est un parallélogramme. Ou faut-il placer le point M intérieur
a ABCD pour que la somme des aires des triangles MAB et MCD

soit maximale ?
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POUR CONCLURE

La formation de l'esprit critique est un objectif permanent pour
I'enseignant de math. En Seconde, un des objectifs est aussi de faire
adhérer les éleves aux principes de la démonstration c'est-a-dire:

Démontrer en mathématique c'est

- exhiber des "vérités" reconnues par la "communauté scientifique”

- vérifier que la situation dans laquelle on se trouve correspond aux
hypothéses de ces "vérités"

- Utiliser un raisonnement déductif.

Dans les classes ultérieures, les éleves découvriront d'autres
formes de raisonnement, par exemple:
par récurrence,
par condition suffisante,
par l'absurde
par contre-exemple
que ce soit dans leur cadre scolaire, dans leur vie professionnelie ou
dans leur vie "tout court” car le besoin de preuves ... est partout présent.
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CONCLUSION

Modules, T.D, guel est leur apport dans l|'apprentissage de la

ciasse de seconde 7

Dans toutes ces séances, l'effectif réduit permet de mettre les
éléves en ‘action par rapport au travail mathématique qui leur est
proposé. L'enseignant est plus disponible pour intervenir auprés de
chaque éleve ou de chaque groupe. Séquences modulaires ou T.D
sont placés avant ou aprés le cours, pour introduire ou utiliser des
notions.

Qu'apportent les modules par rapport aux T. D 7
Dans la situation idéale, deux facteurs interviennent

- la durée (une heure et demie par quinzaine) permet
d'engager avec les éléves des travaux qui demandent du temps
pour réfléchir, proposer une solution et en donner une rédaction.

- la possibilité du choix des éléves donne a Il'enseignant plus
de souplesse pour faire progresser chacun dans sa réflexion et dans
F'acquisition des connaissances.

Le professeur peut éventuellement gérer un temps modulaire
plus court, mais a notre avis, le fait de pouvoir choisir les éléves est
fondamental. Si ce choix n'est pas possible, les modules sont-ils
différents des T.D ?
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