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LACROTX Sylvestre-Frangois

N¢€ a Paris en 1765, mort & Paris en 1843.

Issu d'un miliev modeste, il étudia au collége des Quatre Nations 2 Paris. Trés jeune il est
passionné par les sciences exactes et dés 1779 présente un rapport sur le mouvement des pla-
netes. Eleve de MONGE, une amitié s'étant établie entre le maitre et I'éleve, il obtint ainsi une
place de professeur & I'Ecole des gardes de la marine 3 Rochefort.

En 1785, LACROIX (qui avait envoyé 8 MONGE un mémoire sur les "dérivées partielles” et
de nouvelles tables solaires a I'Académic) est rappelé 2 Paris afin de remplacer CONDORCET
aux cours donnés au "Lycée” nouvellement créé pour remplacer le "Musée" établissement
libre fond€ par Pilatre de Rozier. Il n'a alors que 20 ans mais il est déja reconnu comme péda-
gogue ainsi qu' en témoigne la lettre de CONDORCET 3 LACROIX du 28 déc.1785"Le cours
doit s'ouvrir le Mercredi 11 Janvier...Je pourrai bien faire I'ouverture par un discours que je
préparerai pour que vous le lisiez si vous étes arrivé, et que je lirai si vous ne I'étes pas. Mais
je n'ai jamais enseigné..; et cest en ces termes que CONDORCET présentera le jeune
homme: "M. Lacroix apportera tout ce qui m'aurait manqué, un talent distingué pour les
sciences, des connaissances qui embrassent toutes les parties des mathématiques, et I'habi-

tude d'enseigner.()

Le programme fixé par CONDORCET est ambitieux (i n'y a que deux legons par semaine
d'une heure chacune?) :

1) Eléments d'arithmétique et d'algebre.

2) Eléments de géométrie.

3) Mécanique.

4) Application des mathématiques a des questions de physique.

5) Exposition sommaire des phénomeénes astronomiques du monde.

6) Intéréts; tables de mortalité; application de la théorie des combinaisons aux jeux de ha-
sard ; calcul des probabilités.
Mais le public, essentiellement issu de 'aristocratie, a peu de connaissances mathématiques.
Ausst, des Ja seconde année, LACROIX n'enseigne plus que I'astronomie et le calcul des pro-
babilités, science neuve er intéressante par les diverses applications dont elle est susceptible.
Il a fallu "renoncer a l'idée d'enseigner un cours complet de mathémariques, et se réduire &
des traités particuliers”. D&s 1787 la chaire de mathématiques du "Lycée" est supprimée. LA-
CROIX est obligé de quitter & nouveau Paris pour Besangon ( 1'Ecole royale d'artillerie). La
méme année un travail sur les assurances maritimes lui vaut un prix décerné par I'Académie.
(I est vraisemblable que, l'influence de Condorcet détermina le jeune homme 2 rédiger ce mé-
moire pour I' Académie, et que ce travail fut fait parallélement 2 la préparation du cours de
probabilités pour le "Lycée").




De retour & Paris il sera professeur a I'Ecole centrale des Quatre Nations, & Polytechnique (ot
il succéde A LAGRANGE), 2 la Faculté des Sciences de Paris (dont il sera le doyen) et enfin
au Collége de France. 1l sera également Chef de bureau a la Commission Exécutive de I'In-
struction publique et membre de 1' Institut ainsi qu' examinateur pour plusieurs écoles. Mais
c'est un homme usé qu' ABEL, de passage a Paris, rencontra en 1826. Son travail incessant
avait haltéré sa santé. Il mettra un terme a ses activités officielles en 1828.

LACROIX, homme trés cultivé, d' esprit libéral et indépendant, est un pédagogue de tout pre-
mier plan et ses ouvrages - réédités régulierement - trouvent une place importante dans la for-
mation scientifique des jeunes du XIXeéme siécle et donnent une idée trés compléte de 1'état
des mathématiques, entre autres de l'analyse avant CAUCHY; en effet son traité de "Calcul
différentiel et intégral” (1797) réalise une synthése précieuse des ouvrages des grands ana-
lystes. (EULER, LAGRANGE, LAPLACE...) Enfin il joua un role prépondérant dans la diffu-
sion, en France, mais aussi a I'€tranger, des mathématiques. Les ouvrages de LACROIX tra-
verseérent les frontiéres et furent traduits en plusieurs langues. La traduction anglaise de son
traité d'analyse mit fin a l'isolement britannique et contribua a l'abandon progressif de la nota-
tion des fluxions de NEWTON pour utiliser celle de LEIBNIZ en vigueur sur le continent.

LAPLACE a fait éditer en 1812 son traité de probabilités, mais cet ouvrage magistral n'est ac-
cessible qu'a un public trés averti; aussi LACROIX, pour permettre I' accés de cette branche
des mathématiques a un plus vaste auditoire, entreprend ce qui sera le "Traité élémentaire des
probabilités”. C'est avec le souci d'une large diffusion qu' il le rédige. Auteur scrupuleus, il
reprend le plan du cours de LAPLACE en le développant autant que besoin est,

Ses préoccupations sont, sans ambiguité, exposées dans l'avertissement:

"Aprés quelques ouvrages superficiels ou incomplets on ne trouve plus que des Mémoires
académiques ou des Traités fondés sur les parties élevées de I'analyse en sorte que.....il faur
se borner @ croire sur parole la vérité des points fondamentaux de la théorie des probabili-
tés.......C'est pour remplir cette lacune, que j'ai rédigé le traité que j'offre en ce moment au
public....Je ne suppose rien au dela de ce que contiennent mes Elémens d'Algébre”

Ce mathématicien, repéré si jeune, par MONGE, et marqué par I'influence de CONDORCET,
fut & c¢6té des "grands auteurs " de la période révolutionnaire celui qui permit la diffusion de
toutes les id€es nouvelles grace & sa vaste intelligence des mathématiques et son remarquable
sens de la pédagogie.

Dans son discours sur les Sciences mathématiques DELAMBRE®) s'exprimait ainsi:"M. La-
croix, qui s'était dévoué a l'enseignement, réunit dans un grand traité toutes les méthodes
éparses : en les rapprochant, en les développant, en y joignant ses propres idées, il s'est asso-
cié a la gloire des géométres dont il a propagé les découvertes.”

I



L'ceuvre de Lacroix. (2

Le nombre d'ouvrages, dont il n'est possible de citer que les principaux et le nombre de réédi-
tions et de traductions, témoignent de I'importance du rdle de ce mathématicien.

- Essai de géométrie sur les plans et les surfaces - Paris- 1795 (7&éme édition 1840)
traduiten Allemand.
- Traité élémentaire d'arithmétique - Paris- 1797 (20éme édition 1848)
traduit en anglais et en italien.
- Traité élémentaire de trigonométrie rectiligne et sphérique et d'application de I'algébre 4 la
géométrie - Paris- 1798 (11eme édition 1863) traduit en anglais et en allemand.
- Elémens de géométrie - Paris- 1799 (19¢me édition 1874).
- Complément des élémens d'algeébre - Paris- 1800 (7&me édition 1863).

-Traité du calcul différentiel et du calcul intégral - lére éd. 2 vol. - Paris- 1797, 1798
2éme ed. 3 vol. - Paris- 1810, 1819

traduit en anglais et en allemand.

-Essai sur I'enseignement en général, et sur celui des mathématiques en particulier, ou maniére

d'étudier et d'enseigner les mathématiques - Paris - 1805 (4éme éd 1838).
- Introduction a la géographie mathématique et physique -Paris - 1811.

-Trait€ €lémentaire du calcul des probabilités - Paris - 1816.

- Introduction & la connaissance de la sphére - Paris - 1828.

Sans compter sa participation a de nombreux ouvrages,tout particulidrement la réédition des
Lettres de M. Euler a une princesse d'Allemagne avec des additions de M.M. Le marquis de
Condorcet et de Lacroix,ainsi que 1'Histoire des recherches sur la quadrature du cercle de
Montucla dont la publication a été préparée par Lacroix ( Brochure n°l de la présente série).

Michéle LACOMBE

(D ge reporter 4 la Revue d'Histoire des Sciences - année 1959 - deux articles de R. Taton " Condorcet et

Sylvestre- francois Lacroix” p.127 4158 et 243 4 262,

(2) Consulter dans le "Dictionary of Scientific Biography" - Schribuers sons, New York - article sur Lacroix de
J. Itard.

3 Rapports a 'Empereur sur le progrés des sciences, des lettres ¢t des arts depuis 1789
- Sciences mathématiques par Delambre - ed. Belin 1989
m
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DEUXIEME EDITION , REVUE ET AUGMENTEE.

11 ne faut pas recevoir les opinions de nos
ptres comome des enlans, par la scule raison
fque nos péres les ont edes.

(Pensées de Marc-Auréle, tad, de Joly ,
ch.19,$ 129/

PARIS,

BACHELIER , oxxore Courcirn, succEUR pg M¥* V* Covncirr ,
LIBRATRE, QUAI DES AUGUSTINS , N° 55,
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DE L'IMPRIMERIE DE HUZARD - COURCIER,
RUE DV JARDINET, N° 14,

Cet Ouvrage fait partie du Cours de Mathématiques du méme
Auteur , doat suit le détail,

Tiaitd clémentaire d'Arithmeétique, 15¢ édition, 1821, priz: afr.
Elémens A" Algébre , 13¢ &dition, 1820, | 4 1%,
de Géomeirie, 12 dilition , 181g, 4 fr.
Traitd die ire s Trigemomdirie rectiligne o sphérigae , et @application
dle PAlgibre b la Géomdiriy, 7* 4ditioa, 1823, § fr.
Compiément des Elémens I'Algibre, 4¢ €lition , 1817, 4 fr.
v des Elémens de Géomerie, on Elfmens de Géomdéirie descriptive,
5o éditien, 1833, 3 fr.
Traité diémentaice do Calonl diffirepijel ¢t do Cukcol intégral , 3¢ ddition ,
1810, 5 fr. Soc,
Essoi sur I'Enseipnement en gdafral et snr eeloi des Mathématiques en par-
ticulier, a* ddition, 1816, 5 r.

Traité cample} ‘dn Calegl diffégentjsl et du, Ca__l:_nl imtdgral, a* dditien’,
3 vol il-;, B . 66 fr

TRAITE

ELEMENTAIRE

oy

CALCUL DES PROBABILITES.

AVERTISSEMENT.

Lie Galenl des Probabilités ,inventé par Pascal
et Fermat, w'a pa cessé depuis exciter Pin-
érét et d’exercer:ln sagacité de lears plus il-
Instred suctessetrs’; mais les élémens de cetle
Lranche des Mathématiques appliquées‘sont
restés bien en arridre de état de la science.
Aprés quelques ouvrages superficiels ou in-
complets ,; on ne trouve plns que des Mé-
moires académisques ou des Trailés fondés sur
leg parties les plus élevées de l'analyse; en
sorte (que, méme avee des connaissances asser
étendues dans les Mathématiques élémentaires
il faut encore se horner & croire sar pardle, la
vérité des points fondamentaux de la théeie
dés probahilités, qui peut cependant s'étalliv
d’une maniére trés solide par la senl sccomes
des élémens d’Algébre. Clest pour rempliv
celte lacure, que jai rédigé le Traité que
joffre en ce moment au public. Dans le teste,
je ne suppose presque rien an-dela de ce que
contiennent mes Llémens o' Algébre. De plns,
y'ai eu soin de mettre en évidence los énoucés
des principes, et de multiplier les résumds ,
afin qu'on pit encore acquérie une idée de la
théorie , indépendamment des, (ormules algo-
brigues. Enfin, powr vendre plus facile le

¥ AVERTISSEMENT.

passage de ce Traité, & ceux ol Pon a déployé
toutes les ressources de I’Analyse transcendante,
je I'ai terminé par quelques Notes, ok, partant
de formules contenues dans mon Traité dlé-
mentaire de Calcul différeptiel et de Calcul
intégral , Jal exposé les premiéres applications
de ces calculs anx problemes concernant les,
probabilités.

Les nombreuses citations que yai faites des
écrits originaux , donneront aux lecteurs: les
moyens de suivre la marche de cette dectrine
depuis son invention , et d’en approfondir les
détails et les applications aux sciences morales
et politiques , applications dont j’ai indiqué les
bases; et que j'ai tiché d’apprécier  leur jusle
valeur. Condorcet désirait que leur ensemble
fit la matiére de Pun des cours des Ecoles
publiques ; et il en a donmé deux excellens
programmes , le premier & la suite de ses Mé-
moires sur I'Instruction publique, t. 1x de ses
@uores, p. 566, et le second dans le Tableau
général de la science qui @ pour objet Uappli-
cation du calcul gux sciences politiques et
morales , t. xx1 de ses &uvres, p. 237, ou
Elémens du Calcul des Probabilités, p. 171.




TABLE.

[OBsgRVATION. Le plus grand nombre des articles
indiqués dans cette Table, se compose de eeux qui
+contiennent les dnoncés des propositions fondamentales
ou des résumés dégagés des calculs algébriques les au-
tres articles sont distingués par un astériaque.]

Norons préliminaires sur {p sens des mots CERTI-

“TUDE ¢} PROBABILITE, pag. 1
Ce que c'est que In prodalilité mathématique, 1L
£ unité, symbole de Ia certitude, "
Sens du mot prodable , ibid.

SECTION PREMIERE,

Délermination de la probabilité , lorsque le nombre des
chances de chaque espéce est assignable , et peut se
deéduire a priori de I'énoncd de la question, 17

Ce que c’est que la. probabilité relative, 20
€o que sont la pradabilite simple ctla prodabilitd composce, a3
Errenrqu’on pent comimetire en confondant des chances qui ne sony

pas dgalement possibles, a3

Détermination des Probabilités duns les épreuves répd-

viij TABLE.

Consdquences de la probabilité mathématique , 61
MNate sur Pexpeession degre de certitude, GG
Sur U'effer de Pindgale possibilitd des chances , T8

* (Juestions pour servir d'exemples de la détermination
a priori des probabilités , 70
= Snr Uemploi du développement des puissances des pelynomes,
lossquil y a pius de deax dvénemens possiblesd chaque Lpreave ,

81
De la régls des panis, et de l'espérance mathéma-
tigue, ] 102
Régle des paris, - ibid.
Conventinn fondamentale du peu, 104
Mote sur le mot parti, 105
Ce quec'est gue l'esperance mathématique , rof
Conséquence de Pindgalité dansles conditidns du jeu, b3 ¥
Faleur moyenne des gins ot des pertes, s -
Probabilitd de Ia roine de I'un des joneurs, dans on jea égal long-
temps continue, 11l
Applicatioa & la loteric, 1R
Ce gre c'est oe la martingale, 1af
De l'espérance morale, 134
Sar la valenr morale d'une remme Pargent, 115
‘Régle proposée par Daniel Bernoalli, LTV ]
* Formule de Uespérance morale, 132
Problime de Pétersbourg, 136
Inconvéniens de la régle de Danicl Bernoulli, er condition  reme
plir pour fixer le sort des joueurs, 14t

Tout ealeul serait illusoire, saoa la possibilitd de répérer les
¢preuves, 144

SECTION SECONDE,
Détermination de la probabilité & posteriori, c'est-d-

Ides des mémes husards | af dire, lorsque le nombre total des chances est iliimité,
: et que ses rapports avec le nombre des chances de
evali ire \ N . .
Fareor da chevalier de Méré et paradoxeavane par d*Alembert, 36 chaque espéce sont ma”lgnablﬁ R 146
h:'t-’;::,“:;ammse le plus probable dans un aombre quc}m“[{;: Puahabilité des caunses, déduite des ¢rénemans obscrvds, 148
T R . e "y .l
Probabilitd tonjours craissante dans les dpreny es ripcdes, théoréme Vrobabilitd d'un nouvel Jveuement , Ll
de Jncquees Rernoulii, 52
TABLE. X’
Cette prohabifled tend sans cesse A so rapprocher des rapports obser- x TABLE.
i dany } ; : 5 _ L. ..
. ;;:;;::hn‘;ﬁ‘t?:z :a::;cﬂz::'émme"” s De la prodabilité des. temoignages et des decisions
:

Les probahilivs conclues & posterior ne pruvent s'éendre qu'a wa 248
nombre d'événemens futurs trés petit par rapport b celni des évi- ,
nemens passes, 164 * Des iémoignages simoltandd, . tbid.

Sur la maniéee d'évalner la yopulation d'un prays, 165 De ia tradition et du double wémoignage erroné, a5n

. L . ) * Des 1émoignages concernant les faits extraordinaises , 255

Détermination de lg probabilité des causes (ou des Reflexions générales sur ce snjet, 263

- . P - 4 B ]
“hypothéses) par les observations 170 * Anulogie des décisiows rendiues A Ia pluralite des voix et des téioie
gmages , 267

*Le rapport de {téquence des événemens observés approche sans
cesse de lenr vévitable probabilitd, théoréme analugue & celui de

Jacques Bernonlii, . 17

* Applicstion sux naissances der anfana des denx dexen , 173
Sar ia lixison deeoffots gut rauses, et aur lo soopticisme pradus, 159
Continmarion dn méme sujer,  © T . t8a
Sur les applications philosophiques et économigues du caloa} des
probabilités, 186
Détermination des probabilités de la vie humaine, 18g
" Formation des tables de mortalite, 1hid.
Ce gue c'cst que ia vie probable, 193
* Courbes de mortalité et formules algébriques de Lomhert , qui
en expriment o loi, 196
Hypothése de Moivre, gy
e que ¢'est que la wis moyenne, 198
Sa durée et son maximum daos diversemcontreées , ao1
Pariage de la populetion suivent les dges , ana
* T'héorie nlgebrigoe de la popalation, 204
Probabilités de la durée de la coexistence de plusicurs individus, des
mariages et des associntions , 210

* De linfluence de fa petite vivole, ar3
Sur Papplication dn calcul des probabilites & Ia médecine , arn

* Des rentes viagéres et des assurqnces sur la vie of

sur les choses, 291
et caisacs o épargnes , 130
NVate sor utilicé des divers genves de plaremens, 234
s assnrences sur les choses, 215
Nata sur les risques de mier et d'incendic, a3y

LRet caraciéristique des assarances 247

On ne peut pas sapposcr constant le capport du rombre de ju-
gemaens yrais au nombre de jugemens faux partés par o méme

votant , 250
Appliestion & quelques formen de tribunany, ) 273
Sur les dlections, 276

De la probabilité des milieux pris entre plusieurs ob-

servations, ) 285
De Pévaluation morale des probabilités, aBg
Rdsumé gdnéral, 299

NOTE PREMIERE.

* Formmnles poar coleuler par approsimation les produity de grands.
nombtes et les rapporis des termes du développement, des puis

. sances du binome, quand I"exposant est considérable, 299
NOTE II.

* Usage dn caleut aur diffévences (finies) pour la détermination des.

probabiiitds, 313
NOTE Il

* Usage du ealenl intégrul pour détermincr fes probahilités &
posterinri, celles de Ja vie humaine, Jos valenrs des diverses
sortes ibe placemens vingers, ot la penhabilité des milicux pris entre
plusicurs ohseivations, 311

FIN DE LA TABLE.
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Notions préliminaires sur le ssns des mots
' CERTITUDE ef PROBABILITE.

1, LA conscience d'ane sensation actuelle, 1a pércep-

“tiom instantanée et avec pleine évidence de la conve-

nance ou de la disconvenanca de dewx iddes : voila o
s trouve, sous le double rapport de nos facultés phy-
siques et initellectuelles, Je plushaut degré de certitude,
la certitude ehsolue ; bien entendu qu'il faut écarter
de la sensation les jugemens dont on pourrait l'accom:-
pagner pour prononcer SuT sa cause, o la rapperter i
un objet particulier, et de la comparaison f’“ idées,
tout co qui ne se réduirait pas 4 des idees simples , et
tellament circonscrites, que Pentendement puisse Jes
embrasser d'une seule vue (*). Cesten vain que les

(*) En employant Jes mots facalteés ph_rsiq!ue.s.ﬂ intellectual-
ies, j¢ n'ai cn vue que de me crjnl"urmcr h. ia‘ d.wmnn dtabiie T le
lungage ordinaire, sans rien prejnger sus Forigine et la connexion
de ces faculeds,

a* ddition. 1

o TRAITE ELEMENTAIRE

phitneophes ont cherché pendant long~temips un crite~
rium de virité, différent de la parfaite intuition queje
viens de rappeler, puisqo'an bout des plus longues ex-
plications, il faut toujours en venir a reconnaiire dans
Tesprit la faculté de saisir immédiatement I'accoyd ou
la eonvenance de denx idées ou de deux notions, Anssi
tous levrs efforts, quand il les oat bien dirigés , »'ont
servi qu'a les ramener & ce terme avoué maintenant par
tous les hons esprits, qui paraissent convaincus que le
seul ohjet des régles essentielles du raisonmehrent est de
prévenit toute ilfusion dans le jugement que nous por—
tons de cette évidence, en examinant avec sein 1'étendue
aue recoit chaque idée dans les diverses combinaisons
¢qi'on en fait, et en contrélant sans cesse la vérité de
nos sonvenirs et Vexactitude de nos énumérations, Clest
en effet a cela que se réduisent les fameuses regles de
Descartes , anxquelies on n’a rien ajouté d'essentiel (*).

{*) I n'est peut-éire pas inutile de rappeler ici ces réales, ot 'y
joimire ceiles que Newton a prescrites pour les recherches physiques,
paree queslins la suite nous aurons occasion d'en tiver des consiem
pnences ponr e sujet qui nons eceupe.

Riglesde Descartes. (Diseours de la Méthode, éd. de163y, p.ao).

1. « Ne recevoir jamais aucune chose ponr vraie que je ne In
» vonnaisse dvidemment, éire telle : c'est-h-dire, éviter snigneuse-
ment la precipitation, et la préveation et de ne rien comprendre
de plus en nes Jugemens, que ce qui se présentesait si ciaire~
et et st distinelement 3 lon esprit, que je n'cusse’ ancune
oecasion de le mettre en doute,

¥

92, » Diviser chacune des «diflicultés que j'examineiais, en autang
de parcelles qu'il se pouziait, et gu'il serait requis pour les mieux
réspuilre,

¥

3, )ﬁjonduirt‘ par ordie mes ps-nsr‘rs, cn eonpneneant par les
uhiets bes plus simples, et les pdns aises fcaanallre | pone imnotee
« peitApew, conune par degeds, jusyn’h L conuaissaiee des plus

1

DES PROBABILITES. -3

a; Des sensations et des jugemens simples confiés a
notre mémoire, naissent des séries de conséquences dont
Ta certitude dépend d'ua nouvel élément, la Bdélité avec
laquelle cette mémoire nous rend ce que nous avons
£prouvé. La confiauce que nous acquérons a cet égard,
n'est fondée que sur Ja constante répétition du fait , et
sut ['assurance que cette répétition nous donne de son
renouvellement chague fois que nous le désirerons ou
que les citconstances |'exigeront. Ici se montre un pen—
chant ou une loi de I"esprit humain, la te.:2ance géné-
rale & croire au retour des faits que nous avons observés,
plusieurs fois sur nons-mémes ou sur les autres objets,
penchant qui se lie & l'opinion que mous acquérons
bientdt de la ennstance des loiz de la natuore.

Ces propositions : Tout homme mourra ; le soleil
se levera demain ; j'ai suivi telle démonstratinn jlen

» campowrs | et en anpposant méme de Fardre entre ceux g e se
» préctdent point naterellement les nns les notres,

4o, » Faire partaut des dennmbremsens si enticrs, ct des revaes si
» gendrales, que je fasse assurd e ne rico onegire. ¥

Régles de Vewtorn. (Traduction de ses Prircipes, par Mme du
Chastelet, tom. 1, p. 2.}

te. « H ne (aut admetire de causes que celes gui aont niécessaires
pour expliquer les phouaménes, .
9. n Les effets du méme genre doivent ioujours dtre attribuds ,
autant qu'il rst possible , i Ja midme cavse.
3°, » Loy qualitds des corps qai ne sant snseeptibles ni daegmen -
cation ai de dirminntion | et qui apparticnnent & toas los corps sue
lesquels on prot faire des exporiences, doivent dtre regardee s
romme appartenantes A taus les carps en général,
4. » Lhans Ia philnmphi: expirimeniale, fos PIOPOSIONL tirdes
par induction des phenumiénes , duivent ée regardées, malgid les
ligpatliises rontrairez, comime cxactrment o i pen pris vrn.ics ,
jnsqu’h re oque quelues artres ||hc'nrfn1|"ncs Tes E‘Hn-lll'lllcﬂl entitre-
ment mt Fassent voir qa'clies santsnjertes & exception. »

E..

E
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af trowvé toutes les parties exactes, et j'ai la con-
viction de la vérité énoncée, m'ont pas dautre fon-
dement, :

Tant de faits =auxquels on n'a pu jusqu’ici en oppo-
ser aucun de bien comstaté, ont vérifié la mortalitd de
Fespécs humaine; Je soleil s’est levé un si grand nombse
de fois: tout bomme , reconnu en éfat de santé, et doué
d'une intslligence sains, a si constamaent senti, quand
il & voulu y revenir, Ja ¥érité da chacan des jugemens
simples gr’ -composent uge démonstration , 4u'on me
forme aucun doute sur la répétition de ces événemens,
quoiqu'on pe puisse s'empécher d'y reconnaitre une
Qifférence esspntielle avec )a conscience d'une sensation
ou lintuition d'un jugement porté sur deux idées sim-
ples dont la connexion est évidente. Aussi le degré de
certitude acquis par cette voie, est-il bien prés de la cer-
titude absolue; cependant quelle garantie avons - nous
qu'uze loi naturelle, qui ve s'est pas eacore développée
& nos yeux, ne modifiera pas la succession de ces faits
répétés un nombre presqu'infini de foiy, mais pourtant
sans gue nous ayons pu saisit Ja maniére d'agir des
causes qui les produisent, ou la nécessité de leur dé-
pendance réciproque (*}?

3. Si des faits auxquels nous oe connaissons encore
aucune exception , nous passons & d'autres qui nous en
ont offert , nous yerrons le donte s'introdujre dans notre
esprit, par des nuances de plus ea plus fortes. Quand
il g'agira, par exemple , de nous en rapporter anx té-
moignages des autres, la multitude d'erreurs involon-
taires et de nmepsonges prémedités, rendra trés circon-
spect I'homme de sens,. dans son acquiescement aux

(*) Foyesz dans les Essais philosophiques de Hume, ses ré-
flexions sur les iddes de Jirison ct de pouvorr.
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informations’qui Tui seront données. Chagne fait qu'if
aura pu verifier par luivméme, ou qni, re sortant pas du
frain habituel des choses, n'aura été 16 sujet Fancune
réclamation, établira dany son esprit Ja validitd des té-
meignages ; mais les déceptions 'sbranleront d'dutant
plos qu'elies seromt plus ‘répétées. 1) balancera tes une
avec les autres | 168 réaultats cortraires , demeuterd sou-
vent en suspens; ét o'il est forcé de prendre un parti, it
ne le prendra que dans le sens oh les autorités lui parai-
tront plus nombreuses, mieux d'accord entre elies, plus
conformes & des observations ou aux Faits bidn avérés.

Vo obéervafeur ¢ni a remargué Tes fréqurénted dokn—
cidences de la chate de la pluie, avec I'abaisseniant 8
mercare dans Je baromidtre, avec le régne de certains
vents, avec un certain état des nuages, lorsqu'il verra
Te eoncours de founs cesindices, regarderala pluieconime
prochaine , sans pouvoir assurer péanmoins que le fait
arritera infailliblement; car il se rappellera en mémie
temps que ces apparences onf 68 quelquefois trompen-
se, (ue le meércure a baissé dans le barométre et que le
tempa & éfé couvert sans qu'il ait plu, que des ventsou
des courhns supérieurs inapergus, ot d'gufres modifi-
cations de 1"air onf dissipé Jes nuages lés plus menagans :
miafs if aurd uné conflance davtant plus gradde daus
I'artivée ds |4 pluie, que la comparaison des faits con-
formes & sa conjectura avec les faifs contraites, lui
donnera Heu de former ua plus grand nombre de juge—
mens pour 'affirmer que pour la nier.

L’éviénentént, qii est ici [a chute de Ta pluie, gnoi=
gquné doutsux pour cefuj qui en observe les indices, n'est
point lui-méme livré au hasard; il résulte de 1'Srat an-
térieur et prdsent de Patmdspliére et des conséquences
nécesraires de ¢zt état. Une intelligence supérieure guien
saisirait tontes les conditions, en coneluriit tnut de anite

]
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ce qui doit arriver : 'homme, borné dans ses connais—
sances, ne pouvant déméler les conditions premieres
qui é1ablissent Ja nécessité de 'événement, ou n'en pou-
vant faire une énumération exacte, récapitule les indices
qui lai en tiennent lieu ; et si, dans cette opération, les
jopemens successifs qu'il porte , sont plus fréquemment
aflirmatifs que négatifs , « la vue de son esprit (dit
« Hume) revient donc plus fréquemment sur un événe—
» ment que sur 0n contraire.. C'est cefte concentration
» de plusicurs vues dans un senl événement, qui pro-
» dujt, par un mécanisme inexplicable de la nature,
» le sentiment de croyance : c'est par 14 qu'un événe-
» ment triomphe de son antagoniste, qui a moiny de
n ces vues pour lui, et gui revient plus rarement i
» Pesprit (*).

4. L'exemple développé ci-dessus est de ceux ot les
jugemens se forment immédiatement sur les indices
tirés de Texpérience; mais c'est encore le méme pro-
¢éd4 lorsque ba chaine des raisonnemens est plus longue.

Dés que le sujet n'offre pas toutes les conditions né-
cessaires pour arriver 4 la certitude d'une démoastra-
tion, on ne savrait plus faire qu'un examen de toutes
celles de ses conditions qui sont connues, en peser

importance, en considérer le nombre. Sagit-il, par
exemple , ¢'une question de critique littéraire,, comme
de déterminer si un ouvrage est bien de ['autenr dont il
porte le nom ; il faut poiser d'abord dans la discussion
des faits et des témoignages , dans la comparaison
des fovmes du style, tous les indices qui sont favorables
et ceux qui sont conlraires & l'attribution supposée. Si
d'un coté aucune des circonstances , ne préseotaut de
contradiction manifeste, n'établit I'impossibilité absolue

("} Essais philosophiques de Hume, sur la Probadilité.
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du fait avancé, et de I'autre, =i toutes les affirmatians
ne portent que sur des énumérations gn'on puisse dé—
montrer incomplétes, ou anxquellss on puisse tronver
des medifications, il ne résultera de tout le travail.
qu'un assemblage de jugemens allirmatifs ot de juge-
mans négatifs, qui produiront un effet proportionné
leur nombre ou i leur force, si d'ailleurs cefui qui fait
I'examen a soin de se garantir de toute illusion, et n'a
pas pris son parti d'avance.

Ici se prévente la distinction de la force des indires
et de leur nombre : mais presque toujqurs la premiérs
qualité ¢e reméns a la seconde; car qu'est-ce gu'un in-
dice plus fort? C'est celui qui trompe le mnins souvent,
qui, par conséquent , embrasse- un plus grand nombre
de cas favorables 4 la production de I'événement qu'it
Aannonce, ou des développemens duquel il sert un plus
grand nombre de civconstances qui raménent a la
méme eonclusion. Ensuivant ce raisbanement, on vnit
que das que l'esprit humain ne peut plus rencontrer la
certitude , la marche du raisonnement pread la foeme
d'une sorte de calcul dont le résultat acquiert de U'en-
pire sur notre crayance, précisément par l'eflet de la
répétition des jugemens au des observatione, La honté
de ce calcul dépend ici, comme partout, du choix des
données, et ensuite, du bon emploi qu'on en fuit; et ce
bon ewploi ne peut consister que dans 'examen le plus
detailié des circonstances de chanue donnée |, dans le
sain de les décomposer ausant qn'il est possible, alin
de n'avoir 4 prononcer que sur des propositions 1 uae
cgale simplicité et d'une égale évidence, et surtout de
tenir son esprit ¢n garde centre toule partialité en fa-
veur du résultat quel qu'il puisse étre,

b, W'y avrait rien & désiver si on peuvait smener
les choses au point qu'il ¥ ent -he parils exacte avec
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le jet d'un de comprenant un certain nombre de faces
marquées de couleurs ou de points divers. Si la hgure
de ce dé était bien régulitre, sa matiére bien homo-
géne, les circonstances de son jet biem varides, bien
imprévues , en sorte qu'on . meit aucane raison de s'at-
tendroe & le voir tomberatr une face platét que sor toute
autre, et qu'il y ez edt, per exemple, cing blanches
et une neire, Vesprit, trouvant le nombre des faces
blanches plus grand que celni des faces noires , revien—
drait plus fréquemment & juger possible Parrivée de
Fone des premjéres que celle de la derniére, et par
Teffet de cette répétition du jugemeni de possibilitd,
comme je J'ai déjd dit d'aprés Hume et Coadoreet,
croirait plutot & l'arrivée d'wne face blaachs qu'a
ceile d'une face naire. Ce gque tout esprit famt soft
peu éclairé ne peut manquer de sentir dans l'exemple
précédent, frapperait las plug ignorans , 3i , au Feud'un
d¢ 4 six faces, on en supposeit un ayant un milkion de
faces blanches et une sevle noire, om biem une urne
contenant un million de boules blanches et une seule
moire. Dana ce cas, or e ne pourrait sempécher d'at~
tendre avec ume trés grande confiance, Varrivée dune
face ou d'une bonle blanche, et de margaer une trés
grande surprise si ¢'était la face ou la boule notre quise
présentdt : or, on verra bient6t que Ie calcud rattache Je
premier cas an second.

Je ferai remarquer.d eette oceasion que si e'est Je
sentiment de la constance des lois de la nature qoifonde
notre coofiance dans le retonr des événemens obrervés
#n grand nombre de fois, c'est encore ce méme senti-
ment qui fonde notre incertitude , notre indifférerice
d’opininn sar fes chances offertes par les instromens
aléatoires Bien construits et fidéiement employés; car
€est parce qu'il réswlte de la constance des lols de Ja
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nature, que qusnd toutes fes circonstances déterminantes
sont les mémes, les effets sont aussi les mémes, gue ceux-
ti doivent &tre différens toutes les fois gue les premidres
vatient; et ¢'est ansi i les varicr gue nous nous appli-
quons dane la production des événemens des jenx de ha-
sard. On évite, par exemple, de mettre le dé dans le cor-
net cur la méme face; do mesnrer les mouvemens qu'on
donne & ce cornet;, on cherche & prendre une manidre
trés irrégnliére de remper les nrnes contenant les numé-
ros, ou de mdler les jaux de cartes. De miéme lirréguta-
ritd du raduTettient de nos rremibred, Morsqa'il o'est pas
divigé purume babimde bieh prise, mandorme d'abord
Tes jeax d"adresye en jenx de hasard; mais & Mevwre quwe
{'une s'acqwiert , les chances de I'antre dithinuent.
6. Tl est done bien vrai de dire , v gu'il n’y & poimt
» da hasard, & proprement parler’, mais qu'il y a son
# bquivalent : Fignorance o0 nous somtmes des vraies
. n caoses dew événsmens » (*), d'ott nait la probabilité
quand nous ne pouvons drumérer exactement les cau-
e, ou prévoir infailliblement leors effefs, Le cas Je
plue simple st bien évidemment celui 0d Je nombre de
oar effrts et convw ef o chacun d'ewr est également
possibie : tel est Je cas du dé. Le nombre des jugemens
qne I'on peat former pour l'arrivée dune certaine cou—
leur, étant le méme que celut des faces de cette cow-
Teur, ¢e dernier détermine le degré de eomlanee avee
laquette on sttend Iapparition de 'une de ces faces;
puisque i Fon en angmentait le nombre , le degté de
eonfience angmenterait sussi, Mdis ee n'est pas le nom-
bre absoln qu'il faut considérer dans cette circomstance ;
car #i le nombre des faces noires du dé augmentait en
méme temps que celui des faces blanches, que T'un et

(*} Esais de Hume, sur {a Probabilice,
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Vautre fnssest doublée, par exemple, la proportion des
jugemens allirmatifs et des négatifs, relativement a l'ar-
rivée d'une certaine couleur , demeurant la méme, on
ne voit pas pourquoi le degré de confiance dans Varrivée
de I'éveénement désigné , changerait, Sur dix faces blan-
ches et deux faces noires, on pourrait encore former
cing jugemens, en faveur de la couleur blanche, contre
un sew! pour la couleur noire.

1] suit de ii, que la mesure du degré de confiance
dans l'arrivée d’une couleur, doit &tre le rapport du
nombre des jugemens allirmatifs , au nombre des juge-
mens tant affirmatifs que négatifs , c’est-a-dire & leur
nombre total, ou bien le rapport du nombre de faces de
la couleur que 'on considére , au nombre total des
faces ; cest-a-dire ¥ pour la couleur hlanche dans le dé
proposé. .

Ce rapport est ce qu'on appelle Ta probabilité ma—
thematique, gui se furme, comme on le voit, en divisant
le nombre des chances favorables 4 Ucvénement, par le
nombre total des chances; mais it faut bien faire at-
tention que toutes les chances comparées solent égale-
ment possibles, Le jet des dés va nous donner Je moyen
de rendre bien évidente la nécessité de cette restrictinn.

7. Lovsga'on jette a la fois deux dés ayant six faces
marquées chacune de 'un des nombres depuis 1 jusqu’a
6 inclusivement , pour peu gu'on réfléchisse sur ce qui
doit arriver, on reconnait que chacune des facesde l'un
des dés peut se montrer avec chacune des faces de l'an-
tre, en sorte que sil'on désigne le premier par 4, le se-
cond par B, on aura les 36 chances indiruées dans le
‘1'ablean suivant,

A BldA BlA Bid Lid Bid B
1 im0 |3 4 )5 a6
1 3ja |3 3|4 215 =2]6 a
1 3]s 313 3|4 3|5 3'6 3
v 409 413 414 4[5 416 4
t 5|2 513 5,4 6|5 6|6 5§
:GHGIBG/,GSGGG

Toutes les combinaisons marguées dans ¢ce Tableau
sont des chances également possibles, tant que I'oncon-
sidére isolément chaque dé. Atusiamener 5 avec le dé 4
et g avec le dé B, est une chance pareille i celle d'a-
wener 6 avec 'un et Fautre en méme temps; mais si l'on
attend l'arrivée des points 3 et 5 sans distinction d’ordre,
la possibilite de I'obtenir sera différente de celle d’ame-
ner 6, 6, ou le soanez , puisque la premiére condition
sera également remplie par Ja chance 2, 5 etla chance
&, 0, tandis que 6, 6 ne se trouve gu'une seule fois parmi
les 36 combinaisons également possibles des faces de ces
dés. Ainsi, suivant la délinition dounée ci-dessus, la
probabilité d’amener les points 5 et 2 sans distinction
d'ordre est X ou ¢, et celle d'amener §, 6, ou dn son-
nez, est senlement &,

Sil'événement désiré étalt, non pas l'arrivée des peints
considérés chacun & part, mais celle du nombre mar-
ué par ces points pris cellectivement, on trouverait des
posaibilités trés diverses. Par exemple, le nombre 2 ne
pourrait s'obtenir que d'ine seule maniére, savoir, par
la chance 1, 1; le nombre 7, au contraire |, réselt rait
de uix chances différentes, savoir

v &6 t{:’: 515 2
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et snivant ces conditions , la probabilité d'obtenir le
nombre 2, serait seulement 4, tandis que celle d'ob~
tenir le nombre 7, serait - ou 3.

8. La déiinition de la probabilité mathédmalique |
donnée dang le n® 6 et les exentples précédens, font
bien voir que cotle probabilité sera toujours exprimee
par une fraction proprement dits, ou mdindre que It
nitd dont elle approchera d'autant plus gue le nombre
des chances favorables a "événement que l'on considére,
sera plus grand par rapport aunembre totel des chances
possibles ; mais ellé ne pourrait se changfr dans I'unité ,
gue s'il n'existait aucune chance contraire & cet événe-
ment, ¢e qui en rendrait la production certaine ; en
sorte que Vunité est le symbole de lo certitude.

1} est & propos de remarquer avssi que chague évé-
nement incertain donne liew d deur probabilités co.--
traires, savoir, celle que ¢et événement arriverd, ef celle
qu'il Warrivera pas; et (ue It somme d¢ ces deur pro-
babilitds est toujours égale ¢ Funité. Loraqu'il «agit ,
parexemple, d'amener e noiitbre ¥ avee 3 dés, [uisque
sur les 36 chances qu'ifs offrent, il n'y én a que 6 qui
donnent le nombre 7, il ¥ en 4 o qui ne le donnent pas :
Ta probabilité d'obtenir le nombre 7 est done Zou g, la
probabilité contraire 35 ou s et J o=,

9. Apris avoir exposé comment fa notion de proba-
hilité s'établit dans notve esprit, et comment elle peut
darts certains cas étre snscepfible de mesuce, il ne sera
peut-étre pas hors de propos de passer en revue les di-
verses acceptions qui ont été données au niot probable,
dont est dérivé celui de probabilité. La racine est dans
le mrot probabilis, letuel , d’aprés Vanalogie de sa for-
mation , doit signifier ce qui peut se prouver {*). Cicéron

{*) Probabilis , qui probari et credi patest. (Facciolati Lexic)

DES PROBABILITES. 13
a dit: u« Le probable est ce qui arrive le pius souvent,
n ou ce qui est établi dans l'opinion, ou enfin cs qui a
» en soi quelguesimilitude avec I'une ou l'autre de cea
n choses, que ce soit d'ailleurs vrai ou faux, n’importe,»
définition qui ne parait pas trés luminensa (*).
u« Le propable , suivant Aristote, est une proposilion
» qui paraif vrais soit & tout le monde, soit au plus
» grand nombre , aoit d tous Jes sages , ou & la plupart
n d'entre eux, ou aux plus célébres (**).» On voit
bien li le fondement ds cette ridicule théorie du pro-
babilisme, snivant Jagoelle Jes théologinns Jésuites affir-
majeat qus |'spprobation donnée per un docteur grave
& uns proposition quslcongue, suffisait pour la rendre
}Jrobable, théorie dont Pascal a relevé st plaisamment
"abeurdité (@uvres , tom. I, p. 78).
.Augun des passages que je viens de citer ne contiept
le vrai sens qua donnent maintenant au mot probable les

_écrivains qui s'exprimant avec exactitude. Le probable

n'est peint ce qui peut actuellement se démontrer, mais
<e qui doil arriver dans le plus grand nombre des cas,
<o quirésulte du plus grand nombre des chanees, cequ'on
peut affirmer par plvsde raisonsqu'iln’y en a pour le nier,

- anfia eo dont Ja probabilité mathématique surpasse L.

Un événement ou une proposition peut étre plus ou
moins probuble qu'une autre; mais un événement ou
une proposition peu probable, est i peu prés I'opposé de

*) Probabile ess id, quod Serd Sfieri solet, aut quad in
opinione positum esi, eut quod habet in se ad hee quomdam
similitudinem , sive idfal;um est, sive vernm. ( Cicero, (e
Javentione, Jib. I, cap. 29.)

(**} Probakile dristnteli est propositio quae smribus, aut
plarisque, aut sepisntioribus , iisque vel omnibus, vel plervis-
que, vel celeberrimis, vera videtur, (Chaavini, Lezicon philoso-
phicam.)
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probable, car on entend alors qu'i! y a mnine de motifs
de croive que I'événement arrivera ou que la propositinn
est vraie, que de croire le eontraire, et que la probabi-
lité mathématique est beaucoup moindre que ;.

16. 1l suit de tout ce gui précede, que ke mot proba-
pilité est bien mal appliqué, quand on le donne 4 ces
apergus vagues et souvent contradictoires qui 'olfrent
en foule foraqu’on n'envisage' que superliciellement un

sujet, Gicéron affirme «gu'il 0’y a rien qu'on ne puisse |

» rendre probable dans le discours (*) » ; mais ce pres-
tige de I'éloquence ne peut s'opérer qu'en présentant des
enwmeérations incomplétes , en dissimulant avec art une
pariiedu sujet. Cest avssi comme cela que, par la préoc-
copation, gar I'influence du désir sur Je raisonnement ,
on se trompe sol-méme , en ne considérant un snjet que
sous un seul des points de vue qu'il peut offrir, en
fixant snn attention avec upinidtreté sur une seule con-
séquence. L'imagination se monte alors, et 'on en vient
a regarder comme frés probables , méme comme cer—
_tains, des faits reconnns manifestement faux par tons
ceux qui les ont soumis & l'examen, dans le calme de la
raisan. L'entrainement qui nous fait adopter une opinien
n'est pas tonjours sa probabilité. Dés quil n'y a point
de discussion compléle, de développement des cas favo-
rahles et des cas contraires, il n'y a point, & propre-
ment parler, destimation de probabilité; il yacrovance
aveugle, iilusion, emportenzent. Clest 'habitude de céder
4 cet entrainement qui produit dans un si grand nombre
d'esprits une vaciltation continuelle , une fluctuation d'i-
dées qui les rend le jouet de toutes les sottises et les exa-
gératinns que 1a made ou l'intérét enfante chaque jour.

(N Vihit esttam ineredibile, quad nan dicendas fiat probabile.
Cieero, Dewlat, pn:miox.)
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1] est vrai que les habitudes de I'esprit ot les disposi-
tions de l'individu affaiblissent certaines impressions et
en exaltent d'antres; mais c'est & prévenir cet effet que
tend le calcul des probabilités oula discussion raisonnée
qui en tient fieu. Comme le dit Condorcet, « il n'v a
n personne qui n'ait observésur ini-méme qu'il a ch:;ngé
» d'opinion sur certains objets, suivant 14ge, les
» circonstances , les événemens, sans pouvoir dire ce—
pendant gue ce changement ait é1¢ fondé sur de nou-
veaux matifa, sans pouveir y assigner d'autre cause
que ['impression plus ot moind forte des mémes ob-
jets. Or, »i av lien de juger par cette jmpression
qui multiplie ou exagére une partie des objets, tan—
dis gu'elle atténue on empéche de voir les autres,
on ponvait les compter ou les évaluer par le caleul,
n_nolre raison cesserait d'étre Pesclave de nos Impres—

% 3 % 3 3 3P 3

“n siong. » {Essal sur lapplication de I Analyse d la

“probabilité des décisions, etc. Discours préliminaire |,
page clxxxv.)

11. Ce veent i ne pouvait étre que celui d'un ami
de T'humanité , est malhcurcusement fort loin de con
accomplisservent. Juequ'ici I'on n'a résolu gu'un bien
petit nombre de questions vraiment intéressantes par
rapport 4 la conduite de la société ou des particuliers,
et I'on a pu abuser du calcul dans cette partie des Ma-
thématiques appliquées, comme dans toutes les autres,
faute de connaitre les principes fondamentaux dont il
faudrait partir, ov davnir des faits en awser grand
nombre et suflisamment constatés ; mais 'examen sc1 -
puleux qui sera fait dans la seconde section de cet ou-
viage, des diverses applications du caleul , monivera
qu'il serait encore permis de concevoir quelquiespé-
“rance de progrés wltéricurs | st la multitude o obserya-
tinna auxquetles 'organisation rociale ponrrait dooner
lien, ne se perdait par la néglirence des spectatenr-
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nu n'était condamnée A P'oubli par V'amour~propre des
homntes en place, dansla vue de cacher leurs fautes ou
diobscureir le mérite de leurs prédécesseurs. En effet une
circonstance bien digne d'attentian, et sur laquelie nous
aurons occasion de revenir, ¢ est ¢on les faits qoi parais-
sent les plus accidentels quand ils sont considérés un &
vn, manifestent @n ordre lorsqu'on peut en observer un
grand nombra de simultanés ou de conscéoutifs ; et le cal-
cul fait voir comment, sans connaitre la pature de lears
causes ni Je nombre des combinaisons qui les produirent
ou les contrarient , on peut assigner des limites 4 leurs
possibilités respectives, et par conséquent spéculer alors
sur 'avenir conformément aux régles de la prudence (*).
Cette théorie assez récente , qui soumet au calcul des
probabilités lea questions dans lesquelles la nombre total
des chances et ses rapports avec Je pombre des chances
de chaque espéce, sont illimités on inassignables, sera
exposée dans la seconde sectinn de ce- Traité; la pre-
miére ne comprenant que des questions ol ces rapports
peuvent se déterminer & priori.

{*) Lorsquoe ces secours nods manguent , ¢e serail encore mettre 3
peofit fes sages rétlexions de Condorcet , que de consigner dans des
nites exactes les impressions gue nous recevons des objeis ou des lee-
Tures qui nous frappent , les principes que nous adoptons en consé-
quence de cesimpressions, et les moifs sur lesquels iis sont a.pPquc's,
alin de pouvoir remonter , qnand nous le voudrons, b Torigine de
103 jUEEMENs , €N NOUT TEPOFIANE AUX ¢pOques 0k ROUS les avans
{armés , £t en nous remettant saus Jes yenx les bascs que nous lenr
avona donndes. Par de fréquentes revaes de ce genre on rendrait, ce
me semhle, ses déterminasions plns constantes, ses changemens d"npi-
nifna mieux motivés; et peut-étre parviendrait-on & séparcr entié-
vernent ce qui est dft anx forres voriabies des impressions , de ce qai
canntitae s vérité des chases, qu'on doit mniours cherchee § car
w il pe G pas recoevoir les opinions de nas ptres comme des enlans,
w par la senie raison gue nos pires les ont enes, v {Fensdes de Marce
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SECTION PREMIERE.
Détermination de la probabilite , lorsque le
nombre des chances de chaque espéce, ou
le rapport de ces nombres est assignable, et
peut se déduire 3 priori de l'énoncé de la
question. -

10, ON a'vo dans le n° 5, que la probabilit§ d'un
évdoement avait pour mesure la fraction formée en di-
visant le nombre de chances fayorables & cet événe-
ment , par le nombre total des chances; en ayant soin
daillours de n’employer pour cette évaluation , que
des chances également pomsibles. §i done on désigne
par m le nombre de chances favorables  un dvénement,
per n le nombre de chances contraires, sa prohabilité

seré exprimée par

m
me-n
¢t la probabilité contraire, par
n .
o 1 ——
me=n me=n

en sorte que si I'on représente par e la premisre de ces
probabilités , la seconde sera 1 —e.

Ayapt, par exemple, un jeu composé de 3a cartes,
parmi teaquelles il y a 13 figures, Ia probabilité qu'en
tirant 2u hasard une carte de ce jeu, o aura une figure

B

sera y ou §, et la prebabilité contraire 25 ou 3,

Aoréle, waduction de Joly, chap. 19, §125.) a" édilion. 3
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Dans cette question on ne considére que Jeux sortes _“l‘_“'_"_""_!’_}*‘_‘ii’_"*‘_é = 7}2 I

de chances, celles qui aménent une figure, et celles qui
aménent une carte d'une autre espéce; il o'y a par con~
séquent que deux sortes d'événemens, dont l'une ne
peut avoir lieu qu'd l'excivsion de autre : mais si I'on
distinguait la couleur des figures en considérant & part
la possibilité de prendre une figurs en ceur, en carreau,
en pique ou en tréfle, on aurait 5 événemens pnssibles.
La probabiiit¢ d'avoir une figure dags vne covleur,
étant %, poisqu'il y ena 3 dans chaque codlear, le détail
de tona les événemens possibles donnerait les probabilités

<& pour une fignre en ceeur,
fp-nreeenves-a. €N CAITEAL,

oo ... e pique,

B es--vrreans.. entréfle,

§2 pour ne pas tomber sur une figure, fractions dont la
gomme compose |'unité,

11 en sera de méme quelque multiplifes qne soient les
diverses sortes d'événemens possibles. Une urne com-
prenant un nombre m de boules bianches, n de rouges,
p de blenes, g de vertes, r de jaunes, s de noires, et
de laguelle il faut tirer une boule an hasard , offre six
sortes de chances composant un nombre total

mdntdppgadrds=T,

et donnant les probabilités |
m
T

n

T

d'obtenir une boule blanche ,
v s+ +.. une boule rouge,

et ainsi des 4 autres. La somme de toutes ces probabi~
Jités est

Je ferai abserver ici que toutes les questions de pro-
habilité auxquelles s'applique le caleul, peuvent dire
représentées par un tirage a {aire dane une ou plusienrs
urnes contendnt diverses sortes de baules, ou par des dés
ayant we nombre quelconque de faces marquées diver—
sement. Pour concevoir le jet de pareils dés, il faut les
anpposer d'une {orme prismatique trés alongée, on ter-
minés par des pyramides , afin qu'ils ne puissent rester
que sur les faces paraliélogramnies, :

1%, Dana les exempies ci-dessus nous n'avons consi-
déré que la probabilited absolne de chague sorte d'évé-
nemens ; mais il v a des questions qui ménment 3 ne
considérer une prrbabilite gue relativement a d'auires.

§i, par exemple, dans le jet de deux dés on voulait
connaitre la probabilité d'amener le point 7 plutér que
le point 4, if faudrait comparer ensemble les probabi-
lité~ absolues de ces événemena. On verrait dans Je n®7,
qu'il y a6 ehances dilferentes qui peovent former le pri-
mier point, et qu'il n'y en a que 3 pour former le sc-
eond: les probabilités absolues sont done 2 pour e
point 7, f pour 4, et 1 pour les awtres paints ; ar,
par conséquent, si deux personnes jouaient ensermhle
anus la eandition, pour I'nne, d'amener le point 7, ot
pout Vautre le point 4, en regardant comme nuls tons les
autres coups, la premiére ayant G chances pour elle,
tandis que la seconde n'en aurait que 3, lea probabilités
seTaient

[
3 pour le gain de la 1™, g pour celui de la av; |

ce qui sobtiendrait ¢galement on divisant la probahi-
2.,
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Titd absotue A ;Jninr = ot celle du point 4, par la somme
de ces deux probabilités; car il viendrait

6 5

3% 6 3% 3
TF T F 3 9
%tm O mhEm

On trovvera de méme , que dans I'exemple de Vurne
contenant des boules de six coulevrs différentes (13), la
probabilité de tirer une boule blanthe plgtﬁt qu'une
bonlerouge, est

~i3

m

m n m—+n'
7T

et 1a probabilité contraire, c'est-a-dire celle de tirer une
n
m—fen’
Dans la détermination de la probabilité relative, on
fait abstraction de toutes Jes chances étrangéres aux
deux évinemens que I'on considére comme y'ils devaient
seuls ayoir lieu, puisque tous les autres sont nuls par
rapport anx conditions qu'on s'est imposées ; et de la
résulte , comme on I'a vu par les exembples ci-dessus ,
que la probabilité relative s'obtient en divisant la pro-
babilité absolue de lévénement dont il sagit, parla
somme des probabilités ebsolues des deux événemens
gue [on compare.

14. 11 faut remarquer aussi qu'une probabilité pent
s'obtenir en prenant la somme de plusieurs autres ; et
cela artive lorsque de plusieurs classes de cha.nces on
n'en forme plus gqu'une seule, en cessant d'avoir égard
aux circonstances qui les distinguent. 51, par exemple ,

boule rouge plut6t qu'une boule blanche,
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on jouait avec deux dés sons ta condition d’'amener in-
distinctement soit 7, soit §, on verrait par le tableau de
la page 11, qu'il v a six maniéres d’amener le point 7,
§ d'amener le point §; la probabilité d’amener 'un on
Tautre serait dosc

6 5
. FrE=w
ce qui est d'silleurs évident, puisque la condition pro—
posée embrasse 1t chances sur les 36 que Je jet peut
amener.

15. Souvent l'événemesnt attendu se cempose du
oconocgrs de plosieurs autres qui ont chacun lenr proba-
bitité propre, et desquelles il faut déduire celle du pre-
mier. 5i, par exemple, loryqu'il s’agit de tirer d'un jen
de 30 cartes, une figure d'une couleur donnée, on par-
tage d'abord ce jeu en 4 paquets, dont chacun ne con-
tienne que les B cartes d'une méme couleur , mélées
d'zilleurs d'une maniére queleenque, la carte désignée
pouvaat étre indifférernment dans 'un quelconque des
4 paquets , la probabilité de mettre la main sur le pa-
quet ¢qui la renferme est | mais comme ce paquet
contient B cartes , sur lesquelles il y en a 3 qui rem-
plissent la condition demandée, la probabilité de mettra
la main sur I'une de ces cartes, lorsqu'on en prend une
dans le paquet ot elle se trouve, est §. Ainsi pour arri-
ver & 1a carte demandée, il faut le concours de deux
événemens dont les probabilités particuliéres sont } et .
Le probabilité de ce concours est le produit des denx
précédentes; car puisque les paquets sont égaux, etqu'un
seul contient la carte désitnée, il ne faut chercher
les chances gui la donnent que dans le £ dr nombre
total des chances; et comme des 8 chances renfermées
doos ce §, 3 seulement remplissent la condition de-
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mandee, il fandra donc prendre les § de § pour obtenir
le rapport du nombre des chances favorables, au
nombre total des chances, ou la probabilité cherchée ,
qui sera 1 X § =+

18, E'exemple ci-dessus peut étre représenté par le
jet simuliané de denx dés , e premier ayant £ faces ,
1 marquée A, les 3 autres blanches, et le second
avant 8 faces, 3 marquées B, les 5 autres blanches :
Je conconrs des lettres A et B, sera précisément sembla-
ble & celui des événemens indigués dans [e n® précédent.
Mais en raisonnant comme dans le n® 7, on voit que
I'ine quelcongne des faces du premier dé pouvant se
presenter avece toutes celles du second, le nombre total
des chances sera 4 >< 8 ==32, et sur ce nombre 3 seule~
ment, formées par la combinaison de la face 4 du pre~
mier 44 avec les 3 faces 8 du second, rempliront la
eondition demandée; ia probabilité cherchée sera donc
£ ==1.}, comme on ['a trouvé d'one autre maniére.

m

17.En général , soit la probabilité d'un éve-

me-n

nement, celle d'un autve ; la probabilité de leur

Cencours sera

m P - mp . .
mtn T ptg (mAn)pt+ay

car le gente de hasard proposé peut 8tre assimilé an
jet de deux dés, dont le premier aurait m faces mar-
quées A , et n faces blanches, le second p faces mar-
quées B et g faces blanches. Alors le nombre total
des chances possibles serait {m 4 n) {p 4 0); mais sur
ce nombre, il n'v aurait que les mp cowbinaisons
des faces marquées 4 avec les faces marquées B qui

X
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produiraient I'événement demandé; ainsi la probabilité
du concours des événemens 4 et 5 serait

.mp . m 9 P
(mtn) (p+q) m+n" p+gq

On étendrait suns peine ces considérations au eon-
cours de trois évinemens A, #, C, dont les probabi-
lités particulidres seraient

L L
mtr'p-q’ r4s
On trouverait pour la probabilité de ce concburs

mpr =™ Py T
(mbn)pdqi(re-9 man P+4q r-s*

et &iosi de saite, que! que fiit Je nombre des événemens.

" En désignant sous Ia démomination: de probabilite
simple , celle de chaque événement priv en particulier,
et de probabilitd composée, celle de leur concours, on
peut done poser généralement ce principe : Ja pro-
dabilité compasée s'obtient en faisant le produit des pro-
babilités simples.

18. La considération des probabilités composées ,
dispensant de former le développement de toutes les
combinaisons possibles, abrége queiquefois les calenls :
en voici un exemple assez simple. Suppozons qu'on it
assemblé dans un paquet les 13 cartes d'une méme
couleur qui se tronvent dans un jeu complet de 5a
cartes , 6t qu'on demande la probabilité que les deux
premiéres carles du paguet soient un as et un deux; la
probahilité que I'ar soit 4 la premitre place est %,
puisque cette carte pourraif occuper Fune quelcongue
dee 13 places du paduet; detfe carte Gtée, il ea teste
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1% ainsi la probabilité que le deux se trouvera la pre-
micre carte de ces 19, sera 5 : la probabilité du con-
cours de ces deux événemens sera donc

1 1 1
3776

Pour résoudre cette question en remontant 4 I’énu-
mération de toutes les chances possibles, il faue
d'abard chercher le nombre des arrangemens dont
peuvent étre susceptibles 13 cartes, et qui, daprés
Ja formule des permutations donnée dans les Elémens
d'Algébre, est le produit 1.2.5.,..11.12.13. On
observera ensuite que lorsqué deux des 13 cartes du
paquet ont une place déterntinée, il en reste 11 que
V'on peut arranger estre elles de toutes les manidres
possibles, cest-d-dire de 1.3.3....11 maniéres : ce
#ont 14 les chances qui produisent I'événement désiré

dont la probabilité sera par conséquent

r.a.3,...11
£.9.3....11.13.13

En supprimant les facteurs 1.2.3... .11, communs au
numérateur et au dénomirateur, il viendra seulement

1
12.13 156’

ainsi qu'on l'a treuvé ci-dessus,

19. La question suivante montrera mieux encore
Ya facilité que la considération des probabilités compo-

sées procure pour résoudre Jes problémes, et donnera

Yien a quelques remargues utiles. .
Sotent denx wrnes dans l'une desguelles il y ait
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9 boules blanches et 1 noire, et dans l'autre 4 boules
blanches et 1 noire ; on demande la probabilité d'ama-
mer une houle blanche, en prenant au hasard dans
fune quelconque de ces urnes. La probabilité qu'on
mettra la main dans la premiére urne étant £, et la
probabilité qu'il sortira une boule blanche de cette
urne etaut §, la probabilité du concours de ces denx
évdnemens est donc 1.5 ou 2. _
On a de méme pour le tirage dans la seconde urne '
i-d=4.
H 5
Les deux probabilivés § et -4 doivent s'ajouter ; car,
suivant e¢ qw'on & vu dans le n° 8, chaoune de ces
fractions exprims ons pattie des chances favorables
& lévénement demandé, rapportée a la totalité des
chances favorables ou ‘contraires, prise pour unité : on:
aura dooe pour la probabilité totale

I.a probabilité de tirer une Boule noire se czleole
de méme. On tronve pour la premidre urne . %,
pour la seconds 1 . !, et la somme § 4% =*. En
Vajoutant & 22 i) vient V'unite, ainsi que cela doit
étre, puitsqu'il v’agit de deux événemens dont 'un ou
Faulre arrive nécessairement, ‘

Pour achever d’éclaireir e sujet, je vais résoudre la
mémequestion, en considérant les deux tirages conjointe-
ment, et je préviendrai d'abord une erreur dans laquelle
il parait facile de tomber. Au premier coup«d'eil, on
poutrait penser que puisque les dewux tirages s'opérentsur
la totalité. des bowles contenues dans les deux vrnes, et

dont le nombre est 8, sur lesquelles il s'en trouye 6 blan-
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_¢hes, la probabilité d'en obtenir une de cette couleur
est § ou §, fraction qui surpasse 12,

L'erreur que I'on confmettrait vient de ce que pour
mettre en commun les boules de la premiére urne
avee ceiles de la seconde, i! faut que le nombre en
soit le méme dans I'une et dans I'avtre, afin que tontes
les chances soient également possibles, ce qui n’aurait
pas liew sane #ela, En effet, les boules ¢tant séparées ,
la probabilité d'avoir une boule quelconque de la pre-
midre urne est égale & celle d’avoir une boule quelcon—
que de la seconde urne; mais quand on méle les boules,
qui sont alors an nombre de 8, sur lesquelles trois sont
de la premiére urne et 5 de la seconde, les probabilités
précédentes devienment inégales, la premiére étant et
1a seconde £. . .

Cette inégalité disparait lorsquon réduit au méme
dénominateur les probabilités 2 et §, relatives an
tirage d'une boule blanche dans chaque urne, ce qui
d'ailleurs w'altére point les valeurs respectives de ces
-probabilités. En procédant ainsi, on change les frae-
tions 7 et § en<f et 1§ : alors la premiére urne est censée
contenir yo boules blanches et 5 noires, }a seconde , 13
boules blanches et 3 noires, Jes probabilités respectives
sont les mémes qu'auparavant, et le nombre total des
boules est devenu le méme dans chaque urne ; considé-
rapt donc ces boules comme réunies dans une seule
urne, au nombre de 30, dont 33 blanches, on a

pour le tirage de l'une de celles-ci la probahilitd 42

ou §g.. .

On o'assurera en général de l'identitd des résultate
obtenus pat I'un et par P'autre de ces deux procédés, en
snpposant des urnes en nombre @, contenant chacune
m boules blanches ¢t n noires, et des urnes en nombre
b, contenant p boules blanches et g boules noires. Par
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le premier procédé , on aura pour la probabilité du ti-

- Tage d'une boule blanche,

a m b p _ am(pia)tbp(msn)
P S ST ES vl () ey pxwey

o ams - bpr
™ s '

er fairant poar abréger
a+b=c, en+n=r, pf-g=s.
§i I'om rédvit su méme dénominateur les fractions
_m_. ?, A ﬁandr.a __m_s. H, et 'on pourra rémplacer
r's rs ' rs

tantes les rnes par une senle contenant crs houles sur
lesguelles il y em a arfis = bpr qui sont blanches; d'ont
résoltera la probabilitd trouvée ci-dessus, bien diffé~
rents, en général, de la fraction am -+ bp formée en
) ‘ ar - bs
divisant le nombre actoel des boules banches par le
nombre total et actuel des boules. ‘

Mais cos expressions s'accordent, 19, Torsque le nom-
bre des bonles est le méme dans chaque urne, ce qui
donne r =z, d'oit

ams -{-Vfrpr _am-+bp
irs Tarf-br’

&® Loraqu'il y & dany toutes e méme rapport eatre
le nanibre des boules blanches et celui des boules noi-
res; car si I'on désigne ce rapport par k, on a

n==hm, g=hp, r=mQ4+k), s=p(14k),
ce qui réduit '
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ams 4+ bpr ot am+4-bp . 1
ers ar -+ bs 2T FK

Cet exemple fait voir combien il est aisé de se

tromper dans la recherche des probabilités; et il

s'en présentera encore d'antres du méme genre dans
la soite. - '

Détermination des Probabilités dans les dpreuves ré-
pétées des mémes basards.

90, Tentends ici par epreuves répétées , les jets suc~
cessifs d'un méme nombre de dés semblables, ou les ti~
rages de numéros pris dans une urne, et remis chaque
fois , afin de conserver toujours le méme rapport entre
le nombre de chances de chaque espéce.

Ce genre de probabilités se détermine d'abord par la
codsidération des probabilités composées. Se proposer,
par exemple, damener deux fois de suite le point 6,
en jetant deux fois le méme dé, c'est demander le eon-
cours de deux événemens dont la probabilité simple est
1 on aura donc pour la probabilité cherchée (17)
3¢ t=1 on trouvera de méme que la probabilité
de ne pas amener du tout le point 6 est § X F=1{}
La somme de ces deux probabilités n'est pas 1, parce
qu'outre les deux événemens que nous venons d'indi-
quer , H y a encore celui de n'améner 6 qu'au premier
jet, "ou de ne l'amener qu'au second : la probabilité
du premier événement est 3.5 ==2, celle du seeond ,
8.3 ==J et la réunion des quatre probahilités qu'on
vient de frouver, donne

1 5 5 oh 36
wrmtstn=n ="
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Au lieu de calculer ainsi, Tune aprés Pautre, les
probabilités des divers événemens qui résultent des jets
successifs du méme dé , on peut les abtenir toutes a la ™
fois dans une® méme formule. 1l suffit pour cela de
considérer que s dans une épreuve il y a m chances qui

" produisent événement A, n chances qui produigent

Vévénement B, sur le nombre (m +n)(m <4 n)
== (s 4 n)* qui embrasse tous les arrangemens pos-
sibles des chances dans les deux éprenves, il v en
aura m' qui produiront la succession AA, mnla suc-
cession A8, nm la succession B4, et n* la succesion
BB (17); en sorte que les probabilités pour obtenir les
évdsmmens componés comme il suit,

Ad, AB, p4, BB,

sout respectivement
m* mn mn n*
m+ny' mtn (m+n2’ (m+n)*
‘S Ton ne distinguait pas {ordre des événemens sim-~
ples, on regarderait comme ne formant qu'un sen évé-

nement composé , les arrangemens A8 et B.4; alers la
amn

LA
(m 4’
en norte qu'if n'y avrait plus que treis événemens com-

poaée

probabilité d'obtenir Y'un ou l'antre serait

AA, AB, BB,

ayant les probabilités
m* amn ' n* .
prnr oy Ay’

dont les numérateurs sont les termes du développement
de la teconde puissance du binome m <+, et dout la
somme est égale 4 Vunité,
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On trouve d'une maniére semblable les diverses pro-
babilités pour us nombre guelconque d'épreuves , dans
le développement de

(m-f-n}P:mP-]-?m’“'n-[—P—(—p;:-Qm?_’n'. et

.2

.+P(p_dl)(p—n)”'(P_q+l)m"“?n’...+n”.

1.2.5........9

Le premier terme m? indique le nombre de chances
qui, sur un nombre p d'épreuves, dounent p fois I'éve-
nement .A; .

[
1
donnent p—1 fois I'événement 4 et une fois I'évene-
ment B, dans quelqu'ordre que ce soit; :
D(p==2)eeo (Pt 1)y
1.2.5....¢ :
Je nombre de chances qui donnent p — ¢ fois I'éve-
nement A et ¢ fois I'"événtment B, sans distinction
d*ordre. :
Si V'on voulait établir une succession déterminde | il

faudrait supprimer le coefficient et ne prendre que
m*int,

Le second terme = m’—'n, le nombre de chances gui
£ ]

Le terme général P8

En divisant donc chacun de ces termes par le nombre
total des chanees qui est {(m—4-n)P, on aura les probabi-
lités de chacune des successions d'évenemens simples
auxquelles ils se rapportent.

at. Pour vérilier directement ces énoncés, il n'y a
qu'a désigner par

m’etn’, m"etn", m*etn", etc.,

le nnmbre des chances qui aménent ies événemens A
- el B 4 la premicre, 4 la deuxiéme, a la troisiéme,, ete.

w
=
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€preuve , et développer les produits,

{(m'+n') (m"4-n"), (m'4n"} (m"+a") (m"4n"), etc.
On a poug le premier

m'm" 4 m'n",
+n'm’ 4 n'n’,
pour le sécond
m'm'm® 4~ m'm’n”,
4 m'a'm” 4 m'n'n",
-+ A'm'm% 4 n’'m"g",
+ 2'n"m” 4 n'n'n" .
ete.

D'aprés ce qni a été dit dans le n° 17, un terme
quelconque de ces produits exprimera le nombre de
chances qui donnrent I'évenement composé des éve-
nemens simples A et &, répétés, le premier autant de
fois que. la lettre m entre dans ce terme, et le se-
cond autant de fois qu'y entre la lettre i, les accens
marquant d'ailleurs 'ordre dea épreuves, Par exemple,
Tes termes

m'm*n® AAB
« m'n'm® répondent aux successions ABbA
a'm'm” BAA.

§i maintenaot Yon pose m—=m'=m"=m, et
n’ =na"=n"=n, ce qui‘changera ’

(m! A ) (m" - 1) (" 4 77 e (m b Y,

lea termes indiqués ci-dessna deviendront tous égaux a
m'n, nombre qui sera celui des chances relatives &
chacun des trois événemens deésigués , tous distincts,

10
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Jorsqu'on fixe Pordre de la succession des évenemens
simpies dont ils se composent.

Si Ton fait abstraction de cet ordre, ils me for-
meront plus quun seul évémement répondant a la

somme de toutes leurs chances, c'est—a-dire 3m*n,

expression qui ne différe de m*n que par le caelli-
cient que ce produit obtient dans le développement
de (m~n). I est alsé de voir qu'on arriverait aux
mémes conclusions pour un mombre quelconque d'é-
preuves,

22, Soit pour abréger
m n
TR mya el
le développement

m’ p mf'n

. plp—1) mF*n*
(mt-ny + 1 (man)y? 1.2 {m-+n)f et

duquel se tirent toutes les.probabilités des divers éve-

nemens composés que peut oflvir un nombre p d'é-
preuves (ac), se changera en

eF +¥ep"‘:f-+p—gp—-—-—gg ei’—‘f'. e

e

formule dans laquelle un terme pris isolément exprime
la probabilité d'un événement composé de A répété an-
tant de fois que le marque 'exposant de Ia lettre «, et
de B répété autant de fois que le marque Pexposant de
fa lettre f.

Le plus souvent on ne lixe pas d'une maniére pré-

DES PROBADILITES. 33
mais on lui assigne seulement une limite, C'est ainsi
«qu'on peut chercher fa probabilité de n’avoir pas moins
de p—1 événemews A surle nombre p d'épreuves,
énoncé qui admet anssi le cas ou il arriverait p événe-
mens A, et auquel satisfont par conséquent les deux
premiers termes de la formule ci-dessus; la probabilité
de ces événemens sera donc indiquée par

e"-}-?e"‘f,

somme des deax premiors termes.
De ménie la somme des trais premiers,

e+lomf L) oo,

indiquera 1a probabilité de ne pas avoir moins de p—2
éviniemens A, et plus de 5 événemens 3.

Et en général la somte des termes de la formule,
depuis 1o premier jusqu'a celui qui est allecté de
1, c'est-d-dire

o+ Bomf A0 0o o,

indiquera la probabilité de n'avoir pas moins de p —g
évinemens A et plus de ¢ événemens A, .

Si, par exemiple, on demande la probabilité d'amener
fe point 6 au moins 1 fois dans quatre jets successifs
d'un dé & six faces, on fera ’

1 5
8:!-S',f:‘.'€-, p".....';‘,

et il viendra pour cette probabilité ,

cise le nombre de répétitions du méme événement; a* ddition. 3
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1 1.5 1.25 14204150 que le point 6 arrivera au moins une fois, on aurait
e.1+493_f+6e{[‘=ﬁ+4-m-+6—-64 =M19,96 ex=j}, f=1, g==p—1. et il faudrait déterminer p
' £ . par la condition gue la somme des termes
= tre — et .
1296° he 7 8

Si {'on eiit demandé seulement d'amener 6 au moing
une fois, il aurait fallu prendre la somme des 4 premiers
termes du développement de (e -+f)%; mais comme
e f=1, et que par conséquent (e f)f=1, la
somme des 4 premiers termes est égale A 1 —f3; il est
donc plus court de calculer directement le terme f3
pour le retrancher de l'unité, ce qui donnera

. bt _ L - 6a5  6n
e T 1396 1395

pour la probabilité demandée; et puisqu'elle surpasse §,
il en résulte qu'il est probable que le point 6 arrivera au
moins une fois dans quatre jets (g}.

La probabilité de I'événement contraire est flz=— 823 |
puisque le terme f¢, ne coptenant pas la lettre e, in-
dique Ja répétition des seuls événemens & ; c'est donc
par sa contraire que nous avons déterminé la probabi-
lité demandée ; et il faut opérer ainsi toutes les fois que
Vexpression de la premiére est plus simple que celle de
la seconde.

23. On voit encore par l'exemple précédent comment
Ia probabilité d'amener le point 6 au motns une fois.,
qui n'était que § a la premiére épremve, d'est accrue
par la répétition des jets du dé. Ce changement peu
faire naitre la question suivante : déterminer le nombre
d'épreuves nécessaire pour qu'un événement acquicre
une probabilité donnée? Si Von demandait en combien
de jets du méme d¢ on obtieadra la probabilité g

o Eof 4 Bopm

fuir égale & g, ce qui ne pourrait se faire immédiate-
ment que par des emais répétés; maiz en prenant la
probabilité contraire, exprimée par le seul terme f7, et
fqui , dans I'hypothése propesée, doit étre fgale d 1 —g
ou &, on aura 'squation

Pk, dou plogf=log, p=;}ig}§.

. .oonor

Si U'on substitue aux lettres f et k, les fractions T
on trouvera

r

|

1

p=—

It = r

T lge=ln’

w3

Jappliquerai cette formuie an probléme qui parait
avoir été le premier de ce genre que les géométres
sient résolu, c'est celui de trouver le nembre de jets de
deux dés, dans lequel il y a qutant de probabilité d'a-
mener deux six (ou sonnez) gue de ne pas le faire.
Pour cet exemiple, on a

) [ 35 . . la
=;| ‘-—ggtf'—”s'g(?)l do“P'—“’Bg_] E ==24,6;
€0 qui montre que Pévénement propos est moins pro-
bable que le contraive, quand on n'embrasse que 24
jots, et plus probable , quand on en prend 25.

3..
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a4. Cette conclusion paraissait fausse au chevalier de
Méré qui proposa le probléms & Pascal dont il tourna les
méditations sur le calcul des probabilités. Ce chevalier,
homme d’esprit, mais étranger aux Mathématiques ,
croyait que puisqu'il sulfisait de 4 jets pour arriver i
une probabilité snrpassant 1, d'amener le point § avec
vn seul dé, qui o'offrait que 6 chances & chaque
cotp , le jet de deux dés en présestant 36, on 6 fois €,
il devait suffire de 6 fois 4 ou 24 jets, pour ebtenir le
méme résultat par rapport & I'événement 6,6 (ou
sonnez); la contraire Ini paraissait un grand scandale,
qui lui faisait dire hautement gue les propositions n'd~
taient pas constantes, et que [ Arithmétique se démen-
tait. (Lettre de Pascal & Fermat, &uvres de Pascal,
t. iV, p- 418.)

La difficulté précédente, fondée sur I'ignorance des

formes dn calcul, w'est pas la seule qu'on ait élevée

A

contre I'évaluation des probabilités dans les épreuves
répétées : d'Alembert a vouln jeter du doute sur les prin-
cipes mémes. L'exposition et 1a réfutation d'une seule
de ses objections suffira pour lea faire appreécier toutes ;
car elies n'ont obtenn l'assentiment d'aucun géoméne
distingné, et elles prouvent seulement qu'il peut ar-
river aux hommes le plus justement célébres, de s'é-
parer méme dans nn sujet fort simple.

* Suivaot d'Alembert, lorsqu'on jette un dé i deux
faces que je désigherai par A et B, le pari d'amener
1a face A au moins une fois en deux coups, n'a en sa
2
5
principe du n° 205 car, dit-il, si 'on améne A du pre-
mier coup, le jeu est fini, et si 'on améne au contraire
la face B, il faudra jouer le second coup qui donnera
A cu B, en sorte qu'il ne peut réellement arriver que

faveur qu'uee probabilité = an lieu de 4 que donne le
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l'un do ces B événemens , 4, BA, B, dont o font ga-
grer le pari (*). Gela est vrai; mais I'drreur consiste &
aupposer aux deux deraiers la méme possibilité qu'an
premier : elle cst du genre de celle quia été indiquée
dans ls n® 19,

En effet, la probabilité de l'arrivée de .4 au premier

coup est ;:- ainsi que celle de B; maie celle des évene-

mens composés BA et BB, qui nont lien qu'an
deuzidnie coup , est, uvant le premier coup ,
1 . N
i = 2: ainsi o jovewr qui parie d'amener A4 an
mning une fois, & en sa faveur, avant ce coup, la pro-
babilité

1 1 3

Tty
la mdme qu'on obtiendrait vn embrassant les quatre ar-
rangemnens gque présentent les deuX éprenves combinées
enseble, savoir,

AA, AB, BA, BB (**).

En général, il est visible qu'il ¥ a le méme nombre
de chances dana a jets sucoessifs du méme dé, et dans
le jet simultané de n dés semblables. Il parait, par les
Lettres do Pascal & Fermat, qu'il était tombé d’abord

dane une erreur analngue & celle que nous venons de
elover (***),

25.0n peut aussi déterminer fes probabilités simples

{*} Opusewles mathématiques de d' Alembert, tom. 1, p. an,

{**y Eniai philosophique sur les Probabilités , page 13 de b
st me dition in8°.

("""} (Ruvres do Pascal , om. 1V, p. {34

38 TRAITE ELEMENTAILE

d'apres celles des événemens composés. Par ekemple,
un joueur ayant reconnu que , dans une partie formée
de trofs points, il peut en céder deux d son adversaire,
pour-établir enire eux Fégalitd, on demande lo proba-
bilite qu'a le premier joueur de gagner un point,

1l résulte da I'énoncé qu'il a la prababilité £ de ga-
goer trois points de suite, puisqu'il perdrait la partie
si son adversaire en gagnait un auparavant: l'on a
donc pour ce cas

e=i, det e=—,
Va2
ce qui revient & environ o,7937, un pen moins
de 2.

5t le premier joueur ne cédait qu'un point sur n:ois,
alors les chances en sa fayeur, seraient de gagner les
trois peints de suite, ou en quatre coups au plus; ear 5'il

manquait deux coups, son adversaire gaguerait la partie;
ainsi I'on aarait

e delf =1,

enmettant pourf, sa valeur 1—e, Cette équationétant ré-
solue ferait connaitre e ; on trouverait 0,6143 environ (*).

ou 4et—Fet=<l,

26. La considération des divers événemens composés
qui peuvent arriver dans les épreuves répétées du méme
jeu, mérite toute notre attention , parce qu'elle fournit,
aiusi gue I'a remarqué d'abord Jacques Bernoulli dans
. Ia quatridme partie de 1'Ars conjectandi, et ensuite
Condorcet dans ses divers écrits sur le Calcul des Prom
babilités, les meilleures bases que I'on puisse donner &

(*} Dactrine of Chances, p. 35.
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la philosnphic de ce caleul , pour fonder l'utilité de ses
applications. o

Les termes du développement de (n = n)? indiquant
les chances favorables 4 chacun des événemens compo-
aés qui, dans uo nowbre p d'épreuves, peuvent résulter
dos diverses succesaions d'éveénemens simples A et B,
i} est facile de déterminer lequel de ces événemens com-
posds a Je plus de chances en sa faveur, et est par
conséquent le plus probable. 1} suffit pour cela de cher-
cher quel est de tous les termes du déveloPpement
{m - n), celui dont la valeur est ia plus considérable.
Avant de passer & la solution générale de ce probiéme,
jo crois & propos d'en donner quelques e?cemp]es nu-
mériques pour ceux des lecteurs & qui I Algebre ne serait
pas tréa familiére.

Premisrement, si 'on fait m=n, le plus grand terme
sera celui qui occupe le milieu de la formule quand te
nonibre p est pair; et lorsque ce nowbre sera impair,
il y aura deux termes consécutifs égaux , surpassant
tous les autres et placés aussi dans le milieu du dévelop-
pement, commwe on le voit ci-dessous dans les pre-
miéres puissances du binome m—-n,

(m4-n)=m"<4aman 4= nt,
(m-n)==ni4-3mtn + Bma® -} #°,
(men)t=mid4mn 4 Em'n® + 4rud® - nt,
(mAmnYs=m®+5min - 1om*n’ 10 n Smat nd.
Les termes 2mn et 6m*n* du milien de la seconde et
de la quatrieme deviennent respectivement 2m* et 6m?,
lorsque m ==n, ¢t ce sont les plus considérables, parce
nu'ils ne différent des autres que par leur coeflicient
«ui est Te plus grand de tous ceux de la formule. Les
termrs 3m®a et 3mn* dans la troisiéme puissance, se
changeant en 3m®, deviennent Ggawx, il en arrive au-
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tant, dass 1a cinquiéme , aux termes 10m°n® £t 1om*n’
¢ui se changent en 10m® et ozt fe plus grand coefiicient.

Il réaulte d= 13 que si I'on considére un jen ou le
nombre des chances soit le méme en faveur de I'é-
vénement A et de son contraire #, les événemens
composés les plus probables seront 1 fois A4 et 1
fois B dans g épreuves, 3 fois 4 et 2 fois & dams 4
épreuves , et ainsi de suite lorsque fe nombre des
épreuves est pair. Quand ce nombre est impair, il y
a dans chague épreuve deux événemens composés
dont la probabilité est égale et surpasse celle de tous
les autres, savoir, ceux d'amener o fois A et 1 fois
B, ou a fois B et 1 fois A dans 3 &preuves, 3 fois
A et 2 fois B, ou 3 foia A et 3 fois B dans b épreu-
ves, et ainai de suite.

Les probabilités de ces divers événemens secont

. . am® s__ 1

pour 1 fois A et 1 fois B T T 8t

. Em!? 6 3

a fois A et a fois B zm-;:;g-_-:g,
pour 2 fois A4 et 1 fois B 3m* 3
ou 1 fois A et afois B (magm) 8’

pour 3 fois £ et 2 fois By 1om® 10 5

on o fois A et 3fois B Y (ma-m)®  3Fa 16"

Ces diverses probabilités décroissent a mesure que le
nombre des éprenves augmente ; et cela est tout sim-
ple, car si chacune est la plus grande de toutes celles
qui naissent du nombre d'épreuves dont elle fait partie,
elle ne répond qu'a un seut des événemens composés
qui se multiplient & mesure que 'on embrasse un plus
grand nombre d’épreuves.
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1! 0'en est pas ainsi pour les probabilités relatives des

diveis évinemens composés fournis par leméme nombre

d'éprenves, Par exemple, 1a probabilité d'amener ple-

tit 1 Enis A et 1 fois B, que a fois £, étant je quotient

de la probabilité absolue du premier de ces deux évé-

nemens composés, par la snmme des probahilités de
I'an et de I'autre (13), oo avra

3

3

i

'_-2
_5.

La probabilité d"avoir platht o fois A et a fois B que
4 fois A de snite, se trouvera de méme égalea

3

8
T3
%ts

e N=]

fraction qui sufpesse §. On obtiendrait toujours des
résultsts semblables, en ponrsuivant le caleul, et
on en conclurait la différence de possibilité entre
Jes événemens composés de la répétition constante
.do méme événement simple, et celui dont la com-
position se rapproche fe plus du rapport de pos-
sibilité des éydnemens simples. Le seul bon sems
suffit sans doute pour mener & ces conclusions , mais
il n'en pourrait donner les valeurs précises, de méme
qu'il o'avait pu faire deviner au chevalier de Méré
la réponse & la question qu'il s"était proposée; Fem-
ploi du calcal sera donc indispensable toutes les fois
quwil vagira de déterminer des valenrs résultantes d'o-
pérations compliquées ou comprises dans des limites
dixoiree.
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27. Les formules générales correspondantes aux re-
marques du n° précédent , se présentent d’elies-mémes,
puisqu'il ne s'agit que de calculer le terme qui tient
le milieu dans le développement d’une puissance paire
du hinome, ou les deux quvi en prennent la place,
quand la puissance est impaire.

L'expression du premier est

P(P—i)---(P-~§+l) by i
m n .
P

1.3....

np(p-’--l),..(%-{n!)

i

mP,

lorsque m=n ; celle des autres est

— ]
plp—1).. (p--pT+ l) %(p-ﬂ) ’l(ﬂ'*") )
T

m
1.3.. ..P—l
2
1
o= (CE )
=] mP.,
1.2.. LB
2

Iour en caleuler la valeur, quand p est trés grand, il
faudrait former des produits composés d'un nombre con-
sidérable de facteurs, ce qui devient Bientdt impratica-
ble, & moins qi'on ne 3'aide d'une formule trés curicnse
et trés commode , déeouverte par Stirling, ou de celles
que M. Laplace a données dans tes Mdmoires de f dca-
démie des Sciences, années 1781 et 178z, et dans sa
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Théorie analytique des Probabilités; on tronvera la
premiére dans Ia note [, 4 la fin du présent Oavrage.
En I'employant au calcul de la probabilité d"ohtenir
5o fois I'événement A et 5o fois I'événement B sur 100
épreuves, on trouve 0,07958q3 , probabilité trés petite
en elle-méme, parce qu'il ne g'agit que d'un seul évé-
nement pris parti 101 ; mais si on la compare A celle
d’'amener 100 fois de suite P'événement 4, on aura

&
_;_°-_°7_L._..onurespeupré= '*Ws_ﬁ ‘
~=tooryt '
slﬂ

co qui ne différe pas semsiblement de I'unité, puisque le
dénominateur de ia fraction qu'il faut retrancher de
cette unitd , &tant développé, aurait Bo chiffres.

Ce résultat montre la différence éporme qu'il v a
entre les possibilités respectives des deux événemens
dont je viens de faire la comparaison; mais aussi il
faut obeerver que la probabilité d'amener sans inter-
ruption, soit I'événement A, soit 'événement B, est
pius petite que celles de tous les aotres événemens
composés; celles-ci vont en augmentant & mesure qu'on
se rapproche du terme moyen.

o, Lorsqu'il n'y a pas le méme nombre de chances
en faveor de chacun des événemens simples A ot 7,
Vévénement composé le plus probable est encore celui
dans lequel le nombre des dvénemens A est d celur des
evenemens B, dans le rapport du nombre des chances
Savorables au premier, au nombre des chances favora-
bles ausecond, '

Pour bien faire comprendre cet énoncé , prenong
m=3, n==2, et faisons successivement p==5, =10,

13
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Dans Je premier cas, le terme Ie plus considérable du

développement de (m 4-n)% sera

rom3a* == 180, et doanera ! "-1283 environ :
- ' § T diak’. 3°*

pour la probabilité d'obtenir en 5 épreuves , 3 fois I’é-
vénement A et 2 fois 'événement B. f.e plus grand
teyme do développement de (m - n)™ est

10.g.8,
ﬁ_—a—i— m®nd = a10mfné == a10. 3%, 9% = 249440,
d'odi i} résulte

910.3%. 3¢ _ 9449440 .
B~ 9765635

2
ron ~,
9

pour Ia probabilité d'amener en 10 épreuves, 6 événe-
mens A et 4 événemens B, nombres qui sont dans le
rapport de 3 & g, Cette probabilité est moindre que la
précédente , par la raison déja alléguée dams le
n® 24; mais elle est tomjours la plus grande relative—

vement A toutes celles qui se déduisent du méme

développement.

Les multiples de 5 pouvant seuls se partager en deux
nombres entiers qui sont entre eux dans le rapport de:
B4 a, le développement des puissances dont 1'exposant
n'est pas un multiple de 5, ne contient pas de ter-
mes ou les exposans des lettres m et n soient dans ce
rapport; mais les termes qui approchent le plus de
remplir cette condition, sont les plus considérables.
C'est ce quon va voir par la détermination algébrique
du plus grand terme du développement de (m - n)?.
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99. Le terme général du développement de (m - n)?
ctant

plp—(p—2)-..(p—qg41} mA—int
q ’

_ 109 e
cet prévédé par
PP p—9).. . PN
18,3 .0 iaee e g—1) ?

et on divisant la premidre de ces expressions par la se-
conde .00 mn

p—gt:n
g m

poor I rapport de denx termes consécutifs pris & une
place quelconque du dévelnppement proposé, valeur
qol diminue & mesure que le nombre g angmente.

Cela posd, il est évident qu'un terme surpassera celui
qui le précede, ou sera moindre, selon que

’l..__':__"'" %):, ou < L.
Db 1s premier cas on aurs

pr=qn - n2>qm, d'oti ¢ <p—-———--"+ 2

mefn’
et dans le second
man,
mejen
La valeor de ¢, aprds laguelle le rapport dont il

o'agit devient moindre que 1, étant celie od s'arréte
Taccroissemant des termes consécutifs , donne néces-

pr—gn-ngm, dod ¢ 2>
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sairement le plus grand terme, 4 partir duquel les an-
tres vont en décroissant vers chaque extrémité du dé~
veloppement,

.patnr . .
Si En-]—-_g-—n—— était un nombre entier, en le prenant

pour la valeur de ¢, le rapport dont il s’agit serait pré-
cisément égal & P'unité, et il y aurait deux termes con-
sécntifs égaux, et plus grands que tous les autres.
Dans le cas contraire, il faut prendre pour la premiére
valeur de g le nombre entier immédiatement au-des-

T
sous de &
m

i-n; ,etqui, par conaéquent, en différe de

moins que Vunité: ce nombre est donc compris entre

prtn _ _prom  pntn

m—tn mana  ma4n’
g £st done le nombre entier compris entre Jes deux nom-
bres ci-dessus, dont la différence est m, =t1.
m~n
" Lorsque p=r (m-~n}, il vient
n m
qg<rn 4 g Et, >rn— e

g est donc le nomhre entier rr, et par conséquent
p—qg==rm. ’

Maintenant , soit M le terme le plus considérable du’
développement de (m—n)P; la probabilité relative del'é-
vénement composé auquel il répond, et de celui auquel
répond un autre terme K, par exemple, étant ex-
primée par

M
m (13),
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approchera d'antant plus de F'unité gne K sera plus
petit par rapport & M, ce qui démontre la remarque
faite dans le n® 24, en la généralisant, puisqu'ici m

" et n sont supposés guelconques.

On voit done par ce qui précéde, que de tous les
évinemens composés qui peuvent se présenter dans un
nombre v{m 4 n) d'épreuves, le plus probable com-
parativement ¢ chacun des autres en particulier , est
eelul qui répond au terme gffecté de m™n™ , dans
lequel les événemens A et B sont répétés un rm fois,
Lautre m, c'est~d-dire proportionnellement @ leur pro-
babilitd particuliére.

Jo. Aprés avoir reconnu la forme du terme qui sur-
passe tous fes autres , il faut encore examiner 1a marche
dp ses rapports avec ceux~ci.

- Pour cela prenons comme ci-dessus p==r (m=4n), g de-
pP—g41an

;1_1’

viendra rn, et V'expression du rapport de

deux termes conséoutifs, donnera

(mn)e—rm-41 i_rm-i-l

m m rm

pour le guotient du plus grand terme divisé par celui
qui le précide immédiatement. Si 'on divise par rm,
le numérateur et la dénominateur de ce quotient, on ob-

tiendra 1 +;:—-n, quantité qui approche d’autant plus

de I'unité que le nombre r est plus grand.

Si Von prenait le plus grand terme pour diviseur,
au lieu de celui qui le précede, le rapport devenant i
veryo, serait oxprimé alors par .

1 _—
+ rm
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Dans le terme qui suit A7, g devient rn 4 1, ot
I'ona

rn : 1

= -,
1 ——
+ -

rm B
meaim

ma41

fraction qui tend sans cesse vers I'unité & mesure que r
augmente. .

En passant ainsi 3 des termes distans de deux, de
trois, etc. places du terme M, on reconnaitra sans
peine que de chaque c6té de ce terme le décroissement
devient de moins en molns rapide, lorsqu'on aug-
mente la valeur assignée au nombre r. De la résulte,
dans les environs du plus grand terme, la réunion de
ceux dont les valeurs sont Jes plus considérables,
et qui composent la plus forte partie de celle du dé-
veloppement entier.

31. Quand on s'approche davantage des extrémités de
ce développement , on arrive ¢ des termes dont le rap-
port avec M décroft de maniére qu'on peut toujours
assigner d v une valeur assez grande pour que ce rap-
port devienne qussi petit gu'on voudra. Voici a4 peu
prés comment Jacques Bernoulli a démontré cette im—
portante proposition.

En considérant le ples grand terme M, et deux
autres qui en scient éloignés de 7 places soit avant ,
soit aprés, on aura a comparer les termes

Amfﬂ*fnfl-’f , Fm?ﬂnl'ﬂ N a’mﬂﬂ-‘-rul'ﬂ*r R
dont , pour abréger, j'ai représenté les coelficiens
pat A, m et X et s ces trois termes sont dé-

signés respectivement par les lettres L, M et I/,
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on gurk :

M _(man) (mtr—1)....(rm1) w

L ("'—"'4"*)("“—1‘-]-2)... . m-’
, -_E=(m+r)(m+r-—|) ..... rn1) m
L Ame—r)(rm=r432)... rm n’

1a ssconde expreasion ne diférant de Ja premidre que
pee bo changement de m en 7, et réciproquement.
Cela pooé, il faur d'abord montrer que la va-
e 5 e . ot e e o e o
} pary ool on décomposera les puissances.
n et m! dans fenrs fagteurs , pour les joindre & chnoan
de coux des aoefficiens , ce qui donnera

M rmn-rn rma-rm—n rmp - n
Z- - e P
| PRA—IRvm C Taifeerm-am TR

Tous ces facteurs surpassant I'unité, et leur nombre ,
¢gal & v, pouvant devenir aussi grand qu'on le voudra,
Jeur produit doit aller toujours en croissant.

Fn ‘dfviunt Ppar T tous les termes dy premier: et du
dernier, on Jes met sous la forme 4 o

"
™ o
"‘,+,r,

’ mn '

mn-n

. m
mn-—m-{-—;

aprus faguelle 0a voit .que Ja quantité
mtn_m ety
=
@5t comprise entre ces facteurs,
8* ddition, 4
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O, il est toujours possible d'assigner la valeor d'un

1N
+ ) égale ou surpasse un
v

nombre q , tel que (m

mombre donné ¢ ; car en posant

()=

et passant aux logarithmes, on trouva

- le -
q{](m+ 1)-—1m} ﬂlC, d'o q:i-mme
Si cette valeur de g n'est pas un nombre entier, on
prendra celui qui la surpasse immédiatement,

Maintenant on peut faire en sorte que le facteur placé

au rang marqué par ¢, dans la valeur de i-—l-, devienne

m i

égal 3

; il suffit pour cela de poser I'équation
m

rniﬁ+rnm(q—l)n_m+1
rma—rm - qm  om

et de déterminer r en conséquence. Cette équation, qui
revient a

rmn -1 - (g -1}
=T oo =m1,
donne
r=q4+ I = {g+ T8} e,

Par cette valeur de r, les ¢ — 1 factewrs pris sur
m-1
m

la gauche de celle de i—ﬁ', surpassant qui est
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€gal A celui du rang ¢, le produit des premiers.
multipliés par ¢e dernier , surpassera nécessairement
m -1
-
qui sulvent étant tons > 1, le produit complet ; ou la

1 .
) » C'est-d-dire Je nombre ¢; enfin lea Factenrs

Jio
valeur de -z’-, surpassera & plus forte raison le nom-

bre c.
Par ¢e qui précéde, on a donc déterminé le nom-
bre r, de maniére gu'en élevant le binome m =1 3

hp-humuqdo par- r(m =~ n), le fepport %
exrpamers. te] nombre donné qu'on vondra,

Poer traiter de méme le second fapport g, i1 aufs

Gra, suivant la remarque faite i la page 4g, de chan-

ger m en n, et réciproquement, dans les formules
précédentas , ce qui donnera

()= e=prion

rm -_{ gm—m
gt Sy mim={o+ I ).

Lorsque cette valeur de r différera de la précddente,
ce qui aora lieu presque tovjours, il faudra employer
te plus considérable des deux qui rendra en méme
temps

M M
z et }7 -

. 30. Si, d'apres ce qui précéde), la probabilité rela-
tive do Tivinement qui répond au plus grand terme du
Gévgloppement de (m -+ n ), augmente avec p, il

4.i
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n'en est pas ainsi de la probabilits absolue de cet
évenement | celle-ti diminné, an contraire, 2 mesure
que }e nombre des éprenves augmente , ainsi qu'on V'a
déjd vu par des exemples daos len® 26; mais pour s'as-
surer de la chose en général, il faut avoir recours a la
formule de Stirling citée & la page 42; c'est ce qu'on
verra dans la note I. Admettant ici le fait que cette
probabilité peut étre rendue aussi petite qu'on le vou-

drd,‘en prenant r suffiecamment grande, il s'ensuivra.

la e conclusion pour les avtres probabilités qui
sont toujours moindres que celle-la,

Ceci prouve encore que la probabilité d'obtenir un
nombre d’événemens . plus grand on motndre gue rm
d’une guantité constante g, diminuesans cesse et peutde-
venir aussi petite qu'onvoudra : ear cette probabilité se
cotipose des termes commengant A celoi gui est affecté
de m™+n"™f et finissant A m™ 0™ inclusivement,
dont le nombre est ag 4 1 , et dont chacus peut deve-
nir aussi petit qu'on voudra,

33. Mais par suite de la réunion des termes dont Ja
valeur est fa plus considérable, danslesenvirons du plus
grand de tous, il y a une probabilité qui va toujours
craissant, c’est celle que les nombres qui marquent les
répétitions des évdnemens simples A et B, comparés au
nombre des épreuves, formeront des rapporis qui ne
s'écarteront pas des probabilités de ces événemens , au-
deld d'une Iimite donnée. )

Considérons d’abord pour plus de simplicité , le cas
ot il ¥ ale méme nombre de chances en faveur de
chacon des événemens simples, et cherchons la proba-
bilité d'en obtenir d'une composition telle, que le nom-
N [ ' ;
bre des . ne aurpasse pas les { du nombre d'epreuves,
et ne soit pas moindre que les 3, fractions entre les-
quelles su trouve comprise & probabilité particulisra
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des évdnemens A et B, et dont clle ne différe que de
35 0 plus et en moins. 51 nous ne considérons Fahord
que 5 épreaves, 1z probabilité de ne pas obtenir plus de
3 et moins de 9 événemens A, se trouvera en prenant
dans ls développement (¢ - £)5, la partie

106’ - 1oe'f? (22) ;

ea y faisente ===, elle donnera 32==1.

Prssone mlinteﬁnnt au cas ol I'on embrasserait 10
Tﬂm » &8 o |l faudrait par conséquent obtedir an
Plos & ot 24 molns'{ bvdaemens’ L4 ; nons prehdrous
alor , dans Ie dévsloppement de (e + £, 14 partie

B108%f3 - 2526%f° 4 a10elf®,

dont on trouvers la valeur égale & 55% > § quirevient
426,

L'eocroiseement de 1a probabilits cherchée est encore
forr putit; mabs il devient plus rapide & niesure quion
&ogmente le nombre des éprenves, Lorsqu'on en consi-
dixs 100, ombre dont les § =60 ot les $z=40, on

. &oit prendre, dans lo développement de (o 4 £)'*°, Ia
partie qui commience au terme affecté ds %% et finit
an terme tffecté de o5 : l'opération s'abrége un
poe lorsquion part du terme du milieu rapporté dans le
B* 87, '

En reprisentant par C le coelficient de ce terme ,
par C, celvi du terme qui vient aprés, par €, celui
du terme qui vient aprés ce dernier, et ainsi des au-
tres, on formera I'expression

Covfd C%e'gf"-}- 2o g G 8 g,
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otk I'on voit comment chaque terme se forme du pré‘oé-,
dent, et ot il faut observer qu'd cavse de e=f=1

eofemgift. .. mdfo =

Quant anx 10 termes qui précadent Ce5f™, commae
ils sont Jes mémes gue ceux qui e suivent, il sulfira
de doubler les derniers pour tenir compte des premiers;
et en s'aidant des logarithmes, on trouvera sans peine
que la somme cherchée est environ 25 , probabilité fort
approchante de V'mnité.

5i Yon avait assigné au rapport du nombre des évé-
nemens 4 avec le nombre des épreuves, des limites
plus resserrées , on aurait trouvé une probabilité moin-
dre. En n'étendant, par exemple, I'expression précé-
dente que depuis le terme affecté de %535 jusqu'a celui
qui est affecté de e¥f™, on aurait pour limites
SE =il et A% =&, dont la différence avec &, est
seulement ;- ; mais on n'obtiendrait qu'une probabilité
égalea 1% ‘

Ces résuitats ne pourraient étre gume pressentis par
le raisonnement seul ; il faut le secours du caleu] pour
en déterminer avee exactitude la valeur et jufme la na-

ture. On peut bien voir aussi par ces exemples, que ['aug-

mentation de probabilité, 4 mesure qu'on embrasse un
plus grand nombre d'épreuves, n'a lieu que pour les li-
mites du rappart de ce nombre avec celui des événemens
d'une espéce donnée, et non pas pour un nombre dé-
terminé d'événemens composés.

§i 'on cherchait, par exemple, la probabilité de
p'obtenir qu'un événement 4 de plus ou de moins
que la moitié dn nombre des épreuves, en prenant ce
nombre égal & 10, Ja probabilité demandée se compo~
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gerait de la somme des termes affectés de e'fff, ef, elf*
dans Is développement de (e 4 £)'°, et 8'éleverait 4 25
enyiron; tandis que pour 100 éprenves , Ia ménre pro-
babilité , formée encore de trois termes, savoir, des
termes affectés de 659, &2°f7°, ¢ dans le développe-
meot da {e=-f)'*, ne serait plus que d'environ A%,
<o qui s'2cgords bisn avec ce qu'on a vu dans le n® 3a.

Azu contraire , quand il s'est agi des limites et §
dans le rapport du nombre des épreuves i celui des
évineraens ., le nombre des termes composant la-pro-
babilith cherckée & towjoure été en croissant i il y en
avait s-pone b dpreuves, 3 ponr 10 et 91 paur 100,

"84. Ce qu'on vient de voir sur des exemples particu
liers réselte d'une proposition de Ia plus haute impor-
tance, démontrée, pour la premiére fois, par Jacques
Bernonlli, et qui a’énonce ainsi :

On peut toujours assigner un nombre d'dpreuves tel,
qu'il donne une probabilité aussi approchante de ln cer~
titude quion le voudra, qua le rapport du nombre de
ripetitions du méme dvénement i celui des dpreuves ne
d'dcartero pas de la probabilits simple de cet dvénement,
os-dald de limites donndes, quelque resserrées qu'on
suppore ces Limites.

m

Pour le pronver, soit T la probabilité d'un éve-

sament A, p le nombye des épreuves , qui fournirait
;.% éyénemens de cette espdce, o'ils se répétaient
exactervent d'aprés leur probabilité simple; mais sup-~
preons que le rapport, ao lieu d'étre précisément égal 4

m
e g0Ht seulement gompris en ;
ety P tre les fractions
st me—

L ———. en sorte que sur le nombre pd'é-

-+-e m+n

16




56 TRAITE ELEMENTAME

% o'v al m a1 P
preuves i n'y ait pas plus de ey P ui moins de
2:; p &vdnémens A ; et pour que ces derniers nom-
bres ‘soient entiens, faisons p=—r(m « n). Ils devien-
_dront -respectivement rm <1, rm —7; ainsi dans le
développerent-de (m -}~ n)™+™ les ar 4~ 1 termes pris

‘ dcpni;! oelui o1t 'exposant de la lettre m, est rmof-r,
Jusqn’au terme ol ocet exposant et rm —1 inclusive-

sent, donneront toutes les chances pour les éyénemens
dont la composition est renfermée entre les limites as—
signées ci-dessus. Le plus grand’ terme du developpe-
ment se trouvera placé en milien de ¢eux que je
viens -d'indiquer ; :¢ar leur ensemble pourra étre.re-
- présenté par

amfmtpt T L bum™a L A mm

‘Cely poré, il suit de Ia proposition démontrés dane
‘Baf® 51, (e la somims des r-termes- compris entre Af
“e-Ziintusivemient , peut étre*renduo avssi grande que
P'on vondra par rapport & la somme de r termes, pris
sur la gauche de L, ou en allant vers le premier terme
du développement. En effet, si I'on désigne par F,
G, H, eto., les termes compris entre M et Z enallant
de Ma L, puis par P, 3, R, etc., les termes qui pri-
ciflent 'L en allant vers le premier terme m™+m=
comme le rapport des termes consécutifs du deve]oppeq
ment doot il s'agit, croit en allaat vers la gavche,
partir de M (ag) , on avra

M _ L F_P ¢
F<p <y H<I(')’°‘°'

. M _F _G
d'on 1—4< <Q<Hl‘tcl
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M
Stparconsdquent. (... ..o +

L
F G Ir
ﬁp-f.-?) Q—!—-ER-}-etc..
&4 (0 4 R 4-elc.

Fad-G <4 H 4 etc. —
P o4 4= [ atc.

A it do 1 que Lz valeur de » qui rend— e,
“ vendra & plus forte raison

PG o H 4 etc.
R+ e O
ot
F G- He-ete.>c(P 4+ Q4 R-fetc.).

Or, Yo terme M, affecté de m™n™, en a rn avant lvi;
L, pris r places avant M, a par cette raison ra —r
ou (A 1) termes avant lui, qui pourront étre par-
tagés 6o n— 3 groupes composés chacun de r termes
doot la subordination sera la méme que celle qui vient
o éare ludiquée entre les termes F, G, ete., placés surla
gawche de Af jvoqu'd L, etles termes P, Q ete., placés
& la gauche de L. dans legroupe commencant i ce der-

" nier. §i donc:an prend e==i(n —1), ce qui donnera

PG Heote. 3> i{(n—1) (P + Q4 R+ etc.)

le premier groype surpassera i feis Je second pris
(mw=1) fois, c'mat-d-dire autant de fois quil vy a
de groupes desquels chacun est plus petit que celui
qui le précdde & partic de M : il est donc vrai que ce

premier groupe aurpassera an moins : fois Ja somme de
tovs les antres,

On prouverait de méme, en posant ¢ == i{m — 1),
que la somme dey termes pris depuis 37 exclusivement
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jusqu'a I, surpasserait / fois les m — 1 groupes de r
termes compris depuis L’ jusqu’an dernier terme sur la

%,l Si{me—1); la
sommie des termes compris depuis L jusqu'a. L' in-
clusivement ( sans méme y faire entrer le terme M),
surpassera donc plus de ¢ fois le reste du développe-
ment d¢ (m -+ 7)™, En désignant ce reste par R,

et posant seulqmenr iR pour la somme des termes de—

droite du développerment , si

puis L jusqu’a I inclusivement , on aura
At L + N mr_m-—rnmd-r iR
(e + n)r(m-‘-u) = lB+ B
= i -1
i41 ’
17

fraction qui approche d'autant plus de Ponité, que 7 est
plus grand, Ainsi la probabilité de n'avoir pas plus de
r{m 1) et pas moins de r(m—1) événemnens 4, c'est-
a-dire que le rapport du nombre des répétitions de A
ait nombre total des épreuves, demeure renfernié entre

les limites
m—-1 1
m-tn men'
approchera de T'unité aussi prés qu'on voudra.

35, Ces fractions, quoique déterminées en apparence,
penvent representer des limites avsyi resserrées qu'on
voudra; car si lon fait m = sm’, n = sn’, elles devien~
dront

1

. ,
ol m— =
sm’ 2 __m +s S -1 5
s’ =) m AR s 4wy wmn?
on aura er méme temps
r({men)=ri{m’ a7},
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et 'expression de fa probabilité indiquée dans le nu-
wéro précédent, prendra la forme

Am'uu’d-rn’m"—f _____ + A'm’"'"‘"“n' el =y

(m7 + n')r(un‘-n n') ]

hplmmaﬂt le factenr s"¢™"+'*) commun an numeé-
ratenr ot au dénominateur.
On passersit, au contraire , & des limites moins res-

r 4
oarvées, en posant me= -, nam T, ok il résulte-
ralt

m=+1_
meen

m4s me-1
m’ -fn'’ m+n

m—s

T

r(m-n)=— E {m' <+ n').

86. Jeoques Bernoulli applique ses formules au cas
cdm meB, B =xa;il pose d'abord m=3%0, n=30,
ot cherche Jo nombre d'épreuves nécessaire pour avoir
uoe probabilité au moins égale 4 1222 que le rapport dn
pombre de répétitions de A au nombre des épreuves,
sere renfermé dans les limites £% et 22, Dans cet exem-
ple, il faut faire i== 1000 ; substituant alors, dans les
formules du n® 31, i{n— l) & c, pour les ternies de M
a L, il en réanlte

liln—1) __ 42787536

. Sma ) —Im 142495 <o,
t(m+n)=q(m+n)+q;+1 (m - n) < 34738,

17
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et posant c==i{m — 1) pour ceuxde A 4 L, il vient

. lifm—1) 44623480
S Tar=in 311843 <at,
1(m+n)=q(ni+n)+g-r—+——-l-'-'-l(m+n)=2555o :

ce deenier nombre étant le plus fort, est celzi qu'il faut
adopter; ainsi en embrassant 25550 épreuves, la pro-
babilité des limites 3 et 42 surpassera 222

1a01"
Jacques Bernonili a déterminé aussi les nombres d'é-
preuves correspondans a des probabilités au moins

108309,

égales & 12337, 22227 et, pour ces nombres qui s'ob-

tiennent en faig;anr
i= 10000, I==1co000,
il trouve

31258 et 36966,

ce qui fait voir déji que la probabilité augmente plus:
rapidement que le nombre des épreuves : celui-ci croit,
dans I'exemple actuel, par des différences constantes et
égales & Hro8.

37. L'accroissement da la probaﬁilité avec celui du
nombre des épreuves, tenant 4 celui du nombre des
termes dont se compose |'expression rappoertée sur la
page Bg, & mesure que I'on embrasse un plus grand
nombre d'éprenves, dépend du facteur r. Si 'on sup-
posait ce facteur constant, et qu'on fit croitre Uexpres-
ston rs(m+-n) par le factenr s, ce qui resserrerait
de plus en plus les limites assignées A la distribution
des événemens simples, alors 'expression de la pro-
babilité , ne renfermant toujours que le méme nombre
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de termes, dimyinuerait de valeur, ainsi qu'on 1'a dit
dant le n° 3a. Entre ce cas ot le précédent, il en doit
exister wn dans lequel, r et s, variant & la fois, et
chacun de ces nombres croissant motns rapidement que
eelut des bpreuves, la probabilité demeure constante,

38. Si la probabilité que le rapport du nenibre des

répdtilons da I'événement A au nombre des éprenves
sortroaferiud entre les limites

®m=f=1 sm'-1 sm—1

min & s O e S )

M-t

post dire rendue swem approchante qu'on voudra de
Turité, & plus forte raison en sera-t-il de méme de la
probabilité que ce rapport ne sera pas moindre que

i Rl

m--n

sin’—

s’ n'y’

pour obtenir la derniére de ces probabilités,

& favden joludre aux termes employés & former la pre-

mlded, tows Benx qui précident am™+n""—, c'est-3-dire,

comparsr aveo }e développement de (m 4 nyte | g

- somana.de 16us ses termes depuis le premier, mm+es,
freqe’s 2'mr= 1A inclusivement.

Consdquonces de la Probabilité mathématique.

By, I #xpoeé dans les Notions préliminaires, com-
wment dulle de Ir probabilité s'établissait dans notre
esprit, per l'influence de la répétition des jugemens
favorables 4 la prodoction du méme événement, in-
fewenoe & larquills il est impossible d'échapper lorsque
¢alts répilition & lieu un grand nombre de fois, en
#32tm gu'll en résulte une probabilité mathématique irés
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voisine de 'unité; et j'ai dit en méme temps que la
calcul rattachait a ce cas celui d'une probabilité bean-
coup plus faible (5), C'est en effet od conduit la pro-
position de Jacques Bernoulli (34), ainsi que l'a fait
voir Condoteet , en discutant avec beaucoup de saga-
Cité, et des intentions bien lomables, dans 'excellent
discours préliminaire de son Essai sur I Application de
lanalyse d ln probabilité des déctsions, la nature de la
probabilité, Il a réduit cette théorie aux trois propo=
sitions suivantes :

1. 8i la probabilité d'un dvénement surpasse §, ily
a lien de croire que cet dvénement arrivera, plutot gue
de croire qu'il n'arrivera pas.

8°. Plus cette probabilitd augmente, plus le motif de
croire qugmente,

3e, Il crolt propartionnellement & cette probabilité.

{Foyex pag. vij du Discours cité plus hant.)

4o. La premiére découle immédiatement de la pro~
position de Bernoulli; car puisqu’en muitipliant autant
qu'il sera nécessaire, le nombre des épreuve_s , on
peut atteindre & une probabilité anssi voisine de 'u-
nité qu'on voudra, que le rapport du nombre des
répstitions d'un événement, an nomibre des épreuves,
sera renfermé dans des limiftes aussi voisines qu'on
voudra de sa probabilité, il est démontré par 1a que
1 cette dernitre est tant soit pen an-dessus de 5,
il deviendra aussi probable qu'on le voudra, que le
nombre de répétitions de cet événement surpassera la
moitié du nombre des épreuves : ses répétitions seroat
.donc plus fréquentes gue celles de l'événement con-
traire ; on sera donc forcé de lni assigner une plus
grande possibilité; et cette.probabilité, le calcul, en la
faisant dériver de la possibilité simple de ['événe-
ment, en appuie la conséquence , c'est-d-dire la fré-
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quenta répétition du méme événement, sur une pro-
banilits qu'on peut rendre de plus en plos grande.

Concevons,, par exemple, un événement dont la
probabilité soit 321; en la transformant dans la frac-
tion équivalente 1212, on pouera, par le n° 38, calculer
le aovsbre d'épreuves suffisant pour porter 3 1222800 }5
probebilité que cet bvinement n'arrivera pas moins de
roog fols sur ‘9oco. Sa eupérioritd sur I'dvénement
coutraire, quoiqae fort petite en elle-méme, puisqu'il
'z qu'vne cbance de plua on sa faveur dans un nombre
total do 200, -6ora Béanmoins établie sur uns probabi-
litd dgate droullo detiver tne boule blanche d'une urpe
i en-sowtiendrait va million de cette coulenr, ot une
ssale poirs. :

C'eet dooa sur Bn calcul rigourenx que sont fondées
Temertion par laquelle se termine le u° 5, et 1'accep-
tien doumée dano 1o n* g, an mot probable. La circon-
staos que co mnt exprime est en effet bien digne de
femargqwe , puisque tout partage inégal dans le nombre
deg ohanoss d'un hasard quelconque, établit dans la
répétitiop deg deux évinemens contradictoires une iné=
galité doot 4 la loague la probabilité peut approcher
seezi prit qu'on e voudra de la certitude.

croysmce commandée par une telle probabilitd
dtablit dome la nécessité de croire 4 une probabilité
baaotoup moindre , et fixe en méme temps le sens et
Ia valeur du motif. Si dans chaque épreuve considéréo
4 pare, la probubilité d'un événement I'emporte peu sur
celle de son contrairs, le motif de croire qu'il arrivera
platdt qus de croire qu'il n'arrivera pas, demeure trés
faible ; mais lorsque 'on considére d'avance un grand
sotabve d'éprenves, e développement de toutes les
ormuhinaions qu’elias produisent, donne de plus en
plaa, aex combinaisnny oil les événemens simples sont

1R
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distribués dans des rapports approchans de leura proba«
bilités, la supériorité sur toutes les autres. Le nombre
-des éprenves, et par conséquent presgue toujours le
temips, entrent dono néocessairement dans I'évaluation
du degré de confiance qu’on doit attacher i Ta probabi-
Jité mathématigue. De la vient qu'il est contre la pre~
dence de s'exposer sans nécessité aux chances d'un
haeard qu'on ne pent tenter un trés grand nombre de

fois. Cette régle indiguéa par le simple bon sens, pread-

iei Te caractére d'ume vérité mathémarique dont I'im-
portance est fixée par le calenl, et fournira dans la
suite les moyens d’apprécier numériquement et selon
nos vrais intéréts, les diverses spéouiations gu'on pewt
faire sur les événemens incertains. i

41. La seconde proposition {3g) suit naturellement
de ce qui vient d'étre dit, Le motif de ¢roire 4 la pro-
ductien d'un événement doit augmenter avec la proba-
bilité de cet événement; car lorsque celle-ci croitra,
il faudra moins d'épreuves pour obtenir une trés
grande probabilité que le rapport du nombre des ré-
petitions de I'événement au nombre total des épreuves,
ne tombera pas au-dessous d'une limite donnée ; oum,
si 'on considere le mbme nombre d'épreuves et la
méme limite, on obtiendra une plus grande probabi-
lité de cette limite ; ou enfiu le nombre des épreuves
restant le méme, la méme probabilité répondra i une
limite plus élevée, c'est-d-dire qu'elle indiquera un
plus grand nombre de répétitions de I'événement dé-
signé, et par conséquent une plus grande possibilita
danw sa production, par suite de I'augmentation de sa
probabilité simple. o

42.Quant i la troisi¢me propasition (3g), elle semble
assez evidente par elle-méme dés qu'on a reconnu que le
motif de croire & la production d'un événement aug-
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mente aveo aa probabilité , et qu'on admret que ce motit
est fondé sur la répétition des fugemens de possibilitd
{6.7). Elln peat anssi ae déduire immédiatenzent des.
calenls de Jacques Bernoulli; car 17, puisque dans on
-nombre quelcongue d'epreaves, le pluy probable des
evénetiene ocomposés est celui on chaque événement
simnple st tromye répdie proportinnnellement & sa proba-
bilité, 9*. qu'en multipliant Jes épreuves, on peut rap-
procher antant qu'an be vaudra de 'unité, la probahilité
que Jo rapport dn nombre des répétitians de cet événe-
weat an pombre des éprevves s'écartera de micins en

mcins g ", Cexteimdire dur rappart du nom-
bew dow jogestrens favorables & sa production; aw pombre

wotal des jagemens portés snr tout ce gue pent amener

¥ heagrd dont it s'agit (8), 1 est naturel de prendre ce

durator rapport poor mesurer la possibilits de Mévéne-

maat désigné, on pour éaluer le matf de croire

4 & production ; et on y est forcé dés quion accords

Tinfleenss qu'ane probabilité trés grande doit exercer

7 soe epinion.

&5, Tast ex oomsidérant Ia laison mathématique éta-
bite per o' too dew combinaisons, entre la probabilitd
e ivipaeont et 1o Avmbre de rea rapétitions & mesure
qu'en ea woltiplie les éprenves, que Jaeques Bernoulli
conpwe b prewier la possibilité de faire servir d'une
masidre incontestable, I'observation des dvénemens
paasde & la ditermination des événemens futurs, et de
donaev ained on calcul des probabilités un bat bien an-
rroment importent que celui de régler la conduite des
jonsury, paut lequel il avait d"abard &t inventé (¥}, Der-

("1 Crat Tobiet de ln 1VE Dactie e P .Are conjectandi. Cet an-
TRpe pustume, imprimd en 733, coptiont 4 les principrax
ol s la philosophic du ealcul des probabilids , mais cle
st demeurts preaqiensevelic | fraquta e gpue Condoteet Fit paps

pabds , povfretionnds et crondie.
& édition, 5
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nvulli compara les événemens dont Ja cause est incona
nue, aux tirages répétés daps une urne contenant un
nombre inconau de billets blancs et de billets rioirs, mais
qui demeurait le méme, parce qu'aprés chague épreave
on remettait dans I'urne le billet qui en avait été tiré,
hypothése fondée sur ce que le nombre total des éve-
nemens paturels pouvant étre regardé comme iafini, ne
diminue pas sensiblement par I'arrivée d'un petit nom~
bre de ces événemens. 1l se proposa en conséquence cette
question : Chercher si, en augmentant ians cesse le
nombre des observations , on faisait crofire la proba-
bilité d'obipnir le vrai rapport entre le nombre de cas
dans lesquels un événement peut arriver, et les cas
contratres, en sorte que cette probabilité surpassét un
degré de certitude donné (*)? Il retint pendant vingt
ans dans son porte-feville la solution de ce problime
qu'il regardait eomme le plus difficile et le plus im-
portant de ceux qu'on pouval't’ s&¢ proposer sur cette
matiére. Quant 4 son utilité, les considérations précé-
dentes me semblent déja suflire ponr la mettre hors de
doute ; mais Bernoulli la portait encore plus loin ,
puisqu'il avait pour but, comme le montre ['énoncé
ci-dessns , d'arriver & connaitre a probabiiité des faits
d'aprés les observations senlement , c'est-d-dirs ¢ pos-
teriori , afin d'appuver sur l'autorité du calcul les in-
ductions qu'on peut tirer de la répétition des phéno-
ménes. A la vérité, il confondait, ainsi qu'on le verra
dans la seconde section de ce Traité , la maniére §'é-
valuer les probabilités 4 posterior: avec lenr détermi-

(*) L'expression un degré de certitude, recne dans le langage
vrdmaire , pe me paralt pas trés exacte; mais Bernonili «'en csc
seevi comme éqaivalant b da probabilitd qui, étant une fracion,
tanis gue I"onité veprésente la cortitude, est ponr ainsi dire une
pertion de celle-ci,
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hation d priori, on par la connaissance des combinai-
sona; mais ta différence des résultats de ces deux pro-
tidés diminuant d'autant plus que le nombre des-
observations est plus grand, on peut se servir de ceust
de 'an pour faire entrevoir ceux de 'autre.

Zn cffet, les fermules de Bernoulli montrant que dans
uoen lozgue cuite d'épreuves du méme hasard , la diss
tributing des évdnemens simples tend sans cesse A re
rapprocher du rappart indiqud par lewr probabilité,
ditsrminent alnsi aveo wne probabilitd de plus en plus
grusds, la ooadition. ds I'nrne d'od sortent les évines
soecn olusreds, ot lient & des probabilités trés veisines
da 'saité leo nombreuses répétitions dv méme éveéne-
maeat, en sorte que la croyance au retour de cet évé-
aement est commandée par le calenl comme par Pha-
betude, mais alors sur des motifs de valeurs comparahles,

44: En insistant | comme jo viens de le faire, sur les
notione pricédentes de 1a probabilité , Condorest crut
devoir rappeler qu'il n'y a pourtant « aucun rapport di-
» poct &t ndcesssire entre la probabilité d'un événement
» o ea pdalitd » (voy. p. x do Discours cité p. 6a) ;
o pout bs prouver , il cbeerve que quoique le sort efit
SdA prononoé sur un événement, il ne sortifait pas
du domaine de la probabilité a ['égard de tonte perl
sase qui peconnaitrait gque la condition du jeu qui
Ya produit, et qui serait restée dang l'ignorance du
fait arrivé. §i, par exemple , d'une urne contenant

+0000 billets blancs et 1 noir, on extrait un billet, et
qu'spres ¢u avoir reconnu la couleur, on le replie
post le montrer & qoelqu'un qui n'élait pas présent au
twagy , celts personne ne pourrait aflirmer autre chose
sy cw billet | sinon qu'il v a nne probabilité 12222 qu'il
et blanc , et seulement une probabiiité Lo qu'il est

woie ; mdanmiorny L on de ey deux Gvénenieny est certdin
5.,
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pour les personnes qui ont. déployé le billet en le sor-
tant de Furne : ainsi un événement certain pour ces
personnes , peut n'avoir qu'une trés petite probabilité
pour la premiére, L'ignorance du fait introduit ici
la probabilité & la place de la certitude, et laissant
Tesprit dans b mfme état of il se trouvait avant
Ja décision da sort, le jugement ne saurait étre porté
que sur Ja connassance des conditions de I'urne. Mais
ce que €ondorest n'a point fait remarquer, ¢'est que,
soit qu'on fasse prononcer ce jugement avant ov aprés
les tirages , #'ills sont exécutés avec fidélité, la per-
sonne qui ne les aura pas vus, aura toujours la
méme probabilité de ne pas se tromper sur un nombre
donné da jugemens, dans ua nombre donné de tirages;
en sorte gue Iz liaison de la probabilité avec la ré-
pétition des Avénemens , conserve toute sa force dans
co cas comme dans les autres; et c'est vraiment ser
cette liaison que reposent toutes les applications légi-
times du cafcul des probabifitéa.

4B Avant de terminer ces remarques, je rappellerat
que larsque les diverses chances d'un jeu sont rigouren-
sement d'nne égale possibilité, tant par la construction
des instrumens aléatoires que par la maniére de s'en
servir, les événemens passés ne sauraient avoir aucnne
intluence sur les évenemens futurs, Si, cependant, d'aprés
des épreuves réitérées, on apercoitune fréquence mar-
quée dans I'apparition de certaines chances, il ¥ a lieu
de penser que la constitution de Vinstrument, ou I'ha-
bitude de celui qui 'emploie, détermine cette fré-
gaence; mais la recherche de sa probabilité rentre dans
celle dee probabilités ¢ posterior:.

Lorsqu’on a lieu de soupgonner d'avance quelqa'iné-
galité de ce genre, il est tout nature! d'attendre phutor

z

1a répétition de Févénement qui s'est ofTert le premier,
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prisqu'on doit croire plut6t i l'arrivée du plus pro‘;
bable qo'd celle de 'autre. 1l n'est pas plus difficile d'a-
percevoir que toute inégalité entre les probabilités doit
favorieer los répétitions da méme : ce n'est 1a quune
convdquence de la proposition de Bernonlli , gue le
bon sems indigque soffsamment ; maj, P'appréciation
da I'sffst do cotte Indgalité se fait d'une manidre trés
shmple ; ainsi gu'il suit,

Soliela pmbnbililé exacte qu'aurait un événement .4
Tapris fes conditions du jew qui le produit, et ¢ 1a dif-
férence oo plos 0a en moing entre cette probabilitéet celle
4wl » Bow vallement ; Ta probabilité d'amener n fois cet
Sviacmtat Bkt ¢, deviendra {e-+-¢)%, si l'erteur est par
wnedo, ot (¢ —#)* i c'est par défaut : mais st T'on sait
seulement quo Vinégalité existe , sans savoir dans quel
szns ells oo tronve, et qu'on regarde comme également
pto.hebla quelle soit additive ou somstractive, on aura
posr la réphiition de Vévénement .f dans la pretniére
bypothése (s 4 ¢)*, dans la seconde fle—eN", et
poar la probabilité totale

] 4 b —
S e e 10 s

wln—1)(n— ) (2 — 3)
+ 1.9.3.4

dévaloppement dont tous Yes ternres sont additifs + afnsi
cette probabilité surpasse la probabilité primitive er. On
trovuverait un semblable résultat pour 1a probabilité de
ta répétiion de Vévénement contraire » exprimée alorz
per Jadéveloppement de 1 (f ~ )7 2 {(f e
L'ewgmentation qni a lien dans ce cas pour l'uns et
pos l'autre de ces probabilités est prise sur celles des
éateemons composés du mélange des deux dvénemens
eostradictoires - cela peut se voir aisément. Dans fe-cas

e*~telttete.
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de deux épreuves , par exemple , la probabilité aef da«
mener la combinaison A48 se change en

—;. a(e4e’) ( f-—e')-f--;-. 2fe—c'} (f4eY—=nef—ae"(*).

Questions pour servir dexemples de la détermination
4 priori des probabilités.

46. Montmort dans son 4nalyse des Jeux de hasard , .

et ensuite Moivre dans sa Doctrine of Chances (**), ont
résolu un grand nombre de problémes sur les jeux de
hasard; mais il n'entre point dans le plan gueje me suis
tracé, de m'arréter beauvcoup sur ce genre de questions,
parce que Ja plupart exigeraient d'assez grands détails
pour faire connaitre les conditions des jeux qu'elles con-
cernent, et que d'ailleurs une partie de ces jeux est
passée de mode, oun jnconnue 4 presque toutes les per—
sonnes qui consacrent leur tempaa I'étude. Les exemples
que je crois nécessaire d'oflrir & mes lecteurs , seront
donc des problémes tenant 3 des combinaisons simples,
an susceptibles d'étre énoncés en termes géneraux , et
choisis pour donner une idée des divers procédeés de cal-
cul employés dana cette branche des Mathématiques.
Soit proposé d'aberd de déterminer-la probabilitd
gqu'en prenant qu haserd dans ua tas composé de m
piéces, on en 8tera un nombre pair ou un nombre impair?
Cette question peut étre donnée en exemple de lanécessitd
de se défier d'un premier apergn, Ne serait-il pas nature]
en effet de penser que 2a solution ne dépend que de la

(*) Ces dernitres remargues sont Licées de la Théorie analytique
des Probabilités, par M. Laplace, p. 185186,

(“} Le premier de ces ouvrages a en denx éditions, Ja dernidre
ext de 1913; le second ouvrage, éorit en anglais, a ea trois dditions,
dont la dermitre est de 1956, )
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¢bartité de nombres pairs et de nombres impairs compris
entre 1 at m inclusivement, 8i m était §, par exemple,
cowmme il y aurait 3 nombres impairz 1,3, 5, et seule-
ment 3 nombres pairs 2, 4, on dirait que les probabi-
lités aont § pour les premiers et { pour les seconds; et
v m atait égal & 4, comme on aurait alors 2 nombres
impaire o eutent de pain, les deux probabilités seraient
dgales & § ou [.

I v'en et prurtent pas ainsi; car en considérant Ja
chase aves attention , nu vnit que c'est suivant les di-
veress maaliges doat elles peuvent se combiner les unes
aveo kes oxtrps , que Jor pidoes d'vn tas viennent sous la
wzaln,; ot'mim pes d'epris les diverses manldres do par-
tager en denx parties lo nombre des pitces de ce tas,
Poor le montrernous désignerons ces pidces par les lettres
a, b, ¢, d; ellea pourront se combiner en nombre im-
peir, mitt 4100343, ce qui fournira Jes B combi-

a, b,c,d, abe, abd, acd, bed,

ot on nombre pair, it 3 & 2 ou les £ ensemble, ce qui
foarmira 13 ¥ combinaisons
ab, ee, &d, bc, bd, cd, abed.

Chacune de cev combingisons pouvant tomher égale-
sweat soms Ja main, il en résulte que la probabilité pour
prendre un rombre impair de piéces est & et seulement
13 poar un anmbre pair.

Malmtenent si I'on se rappetle que les coefliciens des
ternes du développensent de (x 4 o)™, & partir du se-
enud terme , donnent le nombre des combinaisons de
vadaoses prises 181,242,343, etc., on aura

m, m{m—1)(m

._.g) _
-;-+ T2 3 “-etc. =,
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pour la totalité des combinaisons en nombre impair , et

m(m—1) | m(m—1) (m—s) (m—3)
1.0 + 1.8.3.4 +

ete. =P,

pour celle des combinaisons en nombre pair. Aprés
avoir ajouté ces denx expressions, il sera facile de
reconnaitre dans lenr somme , tous les termes du dé-
veloppement de (1-4-1)™ 4 l'exception du premier; d'on
il résulte que

+P=0(411"—1==a2"—1.

Ea retranchant la premiéve de la seconde, on aura
Poml=(l =t} " —t=—1,

d'otl J'en conclure sans peine

Tm=g™, P—g™ 1,

et par conséqfuent ol 'on représante par ¢ la probabilité
'dter du tas un nombre impair de pitces, et par fcelle
. Ten Oter un sowmbre pair, on aura

g™ g"t—1

eznm___li.fz' gm

-1

La premiére de ces probabilités surpasse toujours Ja se-
conde , mais lenr limite commune est 1, lorsque le nom-
bre m est supposé infini. Les calculs précédens sont tirés
d'un Mémoire que feu M. Bertrand de Genéve a pré-
sente, en 1786 4 I'Académie des Sciences de Paris, et
qui n'a pas été imprimé ; la question se résout aussi par
le calcul des différences. Foyez la note I 4 la fin du
prisent Ouvrage.

47. Les probabilités simples des chances de la Joterie
de Frauce, ne dépendent que des coelliciens des a2t — 6"
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termes do développrment de la puissance du binome et
le calcul en est si aisé, que jone m'y arrdterai pas ici, de-
vant d'ailleurs y revenir pour comparer les mises avee
les gaina @ voici sor la meme loterie un probiéme dont
ta solution est un peu moiny facile.

A chaque tirage 1l sort 5 des go numeéros con-
waur dans la roue ; la probabilité de lo sortie d'un
nuadro domnd, st donc 5, 0w on @ mis sura nu-
méror, on demande la probabilitd qu'sl en sortira au
moins 17 La réponse n'est pas 7% ; car sur ce pied, en
Do pronant quo 18 puméros, on arriverait 2 1}, ouidla
covtituds qu'll aa sortjrait 1 des 18, cequi est absurde :
mash wb tivage dtant ure combinaison de 5 queleongues
des 9o noméros de Ja lateria, peut avoir lieu de

'—%—”'l nm-s-—:rs-gg maniéres,

parmi lesquelles on 2 en sa faveur toutes celles gqui ren-

“Ferment U'un des numéros sut lesquels on a mis, ou tous

los doux.

Pear fernver Jos premitres, il faut prendre les com-
idnalenns 4 4 f des B8 numéres différens de cewx sur
leequels 00 @ mis, et y joindre alternativenrent chacom
do coo dermdans, oo qui donnera

. 88.87.86.85
T1m.3.4
prenant ensiite les combinaisons 3-4 3 des 88 numéros

déta indiqods, pour y joindre 4 la fois les deux sur
brequels on & mis, on aura encore

89'17'3;8_@ combinaisons favorables :

oombinaisons favorables ;
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divisant 1a somme des deux derniéres expressions par I-a.
premiére, et rupprimant les facteurs communs au divi-
dende et au diviseur, on trouvera
85 a 8 §1 1
q-89 ' 5.8 g.8g B Tg
48. En rajsonnant de méme sur une loterie composée
de p numéros, dontil en sort g 8 chaque tirage , pour ob-
tenir la probabilité que sur s numéros désignés, il en
sortira ¢, on formera d’abord Texpression dunombre des
combinaisons des p ——s numéros restans , pris €n nombre
g —t, et quisera
(p—)p—s—1)....[p—s—(g—H 1],
1.2.3.....(g—1)
considérant ensuite que les s numéros désignés, pris en

nombre ¢, peavent se combiner de

s(s—1).. . fs—t-1)
1.2.3...¢

maniéres, on mulipliera cette derniére expression par
la précédente, pour obtenir le nombre de chantes fa-
vorables & Vévénement désiré. Quant au nembre total
des chances, ce sera celui des combinaisons que donnent
Yes p mmiéros dont se campose la loterie, pris eo nombre
g, c'est-a-dire,
plp—1)....(p—q+1).
1.2.5....9 i

la probabilité cherchée sera donc
(p—s)(p—s5—1)...[p—s—(a— 1) +1]
1.2.3.. . {g—1)
ss—1).. . (s—1t+41)
= 1.9.8....2

1.2.5....9

'Xp(p—-l}. .. .(p—q-{—l)'
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formule qui peut se réduire, en supprimant les fadteurs

© 1.8.8...(g—1), dans le diviseur et dans Jo dividende.

8 la question ne portait pas sur la sortie C'un netabrs
précis de numéras, mais seulement sur ce qu'il w'en
sornit pas moins d'un nombre donne fr, il fandraitalors
Wettre successivement & la place de { les nombres

Aohpr,hapo,. ..

jmeqe’d g, o8 # 2> g, oujusqu's 5, dans le cas contraire.

4g. Sopposoas, per exemple, qu'on ait pris 18 nu-
mlros ; o8 enivent la marche tracée précédemment,
o trowvera sans peine les probabilités ci-dessoys : d'a-
bord qu'il e rortira avcun de ces numéros,

78.71.70.69.68 1.2.5.4.6
1.0.3,4{.5 90.89.88.87.86'"0'5184’
o qu'll en sortira
' 1.71.70.69 18 _+a3.45 "
ne B % T X 56.89.88.87 854S,
s 270 1817 1.8.3.4.5 6
T e, 1.9 0 go.8g.RB.B7 .80 27
T 1B 1716 1.9.3.4.6
... e XTTa3 xgo‘89.85.87.86_"0’0475‘
-2 1B.i7.6.05 1.2.5.4.5 _
4"': > 1.9.5.4 30.89.88.87.86_°’DC50’
L W.rp 360504, 1.8.3.4.5 .
: 9845 % 50.8p.88.87.85  0°0%%

ta somume des cing derniéres probahilités, ou, ce qui’
est plus aimple, l'exces de I'unité sor la premicre, égal
& Mz, donnera fa probabilité qu'il sertira au wmoins 1
e 18 pumdros choisis.
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ho. Jtuygens. l'un des premiers géomitres qui se
soient occupés du caleol des probabilités, a terminé
Veéerit intitulé De Ratiocintis in ludo alece (Opera varia,
tome IV, pag. 7ay) par cing probiémes, pour guetre
desquels if n'a fait qu'indiquer les nombres de la solu-
tion , et dans le second, il n'a rien ajouté a P'énoncé
que voici : TYois joweurs A, B, C, ayant réuni
13 jetons, dont 4 sont blancs et 8 noirs, conviennent
que celui d'entre eus gui, les youw bandés , birera Ieupre-
mier un feton blanc, gagnera, Cest A qui ; doit tirer le
premier B je secnnd et C le troisidme; on demande la
probabilité que chacun @ en sa faveur? Cet énoncé a
présenté deux sens différens a Montmort et & Moivre (*).
Le premier troyait gue le jeton tiré devait éire remis
chaque fois au tas, alin que les probabilités restassent
Ies mémes dans toutes les épreuves. Moivre pensait le
contraire; et dans ce sens qui complique un peu la
question, il I'a résolue fort simplement an moyen des
probabilités composées : ¢'est te qu'oRB Ta Vair

Soit m le nombre des jetons blanes et n celui des
jetons noirs. Au premier tirage o le nombre des jetons
de chaque espéce est complet, il y anra pour la sortie
d'un jeton blanc, ce qui fait gagner A, la probabilité
5:—,_1:_ o) et pour la sortie d'un jetor noir, —3:-;-1 .
Cette derniére probabilité sera aussi celle du second
tirage, dans lequel le nombre des jetons noirs, diminué
de celui qu’a tiré le joveur A, sera rédait & n-—1. En
conséquence les probabilitéa dans ce tirage seront

{*}Vover I’ Analyse des jeux de hasard de Montmart, page 36§,
les Miscellanea analytica de Moivre, pag. 199, et 'Ars conjec-
tandi de Jacques Bernpeull, pag 57
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d’'amener un jeton blanc,

d'amener un jeton noir;

it Lsuden loo maltiplier par 1a probabilité particuliére
du tirage poer avoir celles des deux dvincmens qui en
whmidoad (l‘}}.‘ et cala dousera les probabilités

n+n u-g-u

_q:.; T—._" contre £, ou cells du J* tirage,
3i & awdve un jeton noir, il n'en restera plug an tas
qee Re=g; ot on raismnmt pour ce tirage comme

poor le précédent, on trouvera les probabilitds

en faveur de B,

L LN}
("'+'J{Hl+n—|) m+n 9" faveur de <,
*.—I) Re-0

9 Y vy S contre C, ou celle du 4 tir.

8i € o'amdos qu'm jeton noir, A tirers de nonvean ,
do s ol le nombre de jetons noirs sera reduit &
» =3 ; il aure dosc la probabilité

n{nw1) (n—3)
{m-4-a) (mt-n—1) (mfn—z) ’ m+n de gagner,
a{a—1) (n—a1) e
(mp-n} (mpm—1) (ma-n—2) " mfn— 3 de perdre.

Encontinuant ainsi, et powr abréger faisant m=-n=¢,
oa forwmera la wite
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m mn ma(n—r) )
e tt—1)" e r—a) ]
ma{n—1) (n—2) mn{n=—1) (n—2) (n— 3}

W 1) (t—2)(t—3) " ((—1) (t—2) (—3) ((—4)’
ma(n—1})(n —-gl_fu-_a) (n—4)

=) (F—3) C—3)—4) t—3)

dans laquelle les 107, 4*, 7° etc., termes expriment les
probabilités en faveur du joneur A | les 2°, 59, 87, ete,,
les probabilités en favenr du jouenr f7; enfin les 3%,
6%, 9", etc., les probabilités en faveur do joueur C,
Le jen Bnit au plus tard lorsque Je nombre dea jetons
noirs est épuisé; puisqu'alors il n'y a plus d'incertitude
anr celui des joweurs qui doit gagner, et la proba-
bilité totale pour chaque joueur se forme en ajoutant
celles qu'il a dans chaque tirage. Le calcul des termes
de la svite indiguée devient trés facile quand on rap~-
porte chaque terme a celui qui }e précéde, comme je
T'ai fait dans le n° 33,
Les nombres proposés par Huygens donnant

, etc.,

m=4, n==8, t=1a,
on trouvera pour le joneur .4, la probabitité

4 i8.7.5+4 8.7.6.5.4.3
32 7 1 f1.10.5 | 121t 109876’

pour le joueur I, la probabilité

4 8 +4 8.7.6.5 4 8.7.6.5.4.3.2
a1t 13 11.10.9.8 12 11.10.9.8.7.6.5"

pour le joueur C, la probabilité

4 %7 4 B.7.6.5.4 +4 B.7.6.5.4.3.0.1

1ot T 18 11.10.9.8.7 | 1711.10.9.8.7.6.5.4"
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Réduisant toules ces fractions an dénominateur com-
mun fe plus simple qu'elles puissent avoir, les sommea
cidegsus devicnnent respectivement

77 b3 LB
1657 1657 geh’

ot &0 Jas aloutant on trouve L'unité , puisque les proba-
bilités qu'elles expriment renferment tout ce qui est
gromaible,

54, Laa éprevves répétéer que suppose le probléme
doxt fo views do vepporter 1a aolution, différent de
oslles quo 'al oconsidérées dans le n® 0o, en ce que
le mnmbre dee chances diminue 4 chaque épreave. Ce
grore do haserd ne peut fire aysimilé au jet des dés;
il revient gu tirage dana une vrne o Fon pe remet
paint los boules qui en sont sorties. Les formules qui,
dans cotie hypothese, remplacent lo développement des
puisssnoes du bineme m -t 1, sont assez remarguables
poor tromver place ici, et complétent ce qui a été dit
s Los dpemuyee réphtées.

Soit wee nrne contenant m boules blanches, n boules
wolres; ol 1'on désigne par A la sortie d'une boule
blasehe, par 8 celle d'une boule noire, que pour
abréger on fasse mt-n=t, et que Von ait soin,
apris chague tirage, d'0ter 1 tant de nombre total des
broles que du-nombre de celles qui sont de la cou-
leur supposée cortie & ce tirage, on trouvera par le
principe des probabilités composées, les suivantes.

Au +** Ursge,

et n‘,'-;-. pour 7,

An 2" liragn
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pour A4, ’-";%"-_-__-"-;-), pour AR, sz"__’fl—)
BR, "‘((’::l‘-)—) BA, ?(t_':’_'f-ﬁ
Au 3¢ tirage,
pourzf#.d, ":((r::l))((Tnl:—;) , AAB, ;Zﬂ?nt;;%_%,elc,
ABA,T’:‘_—”_(:;’——(?_'—-):S.
naa, }(':“2'(“{?—(:_.92‘)

L'examen attentif de ce petit nombre de formules
suffit pour faire connaitre la loi suivant laquelle se
composent toutes les probabilités des diverses succes-
sions des événemens A et 8. Ici, comme dans le n® 21,
les coefliciens s'introduisent dans les successions mé-
langées , dés qu'on fait abstraction de l'ordre des
événemens : la probabilité d'obtenir o événemens A
et 1 événement B, par exemple, sera 3 %En%ﬁi}_;

D¥aprés cette observation, on verra facilement que la
probabilité d"obtenir, dans un nombre p d'épreunves, p—g
événemens A et ¢ événmemens B, sans distinction
d’ordre , sera exprimée par

(p—1)(p—2). ... ... (p—q=+1) =
1.2.3, ... q
m(m—1)...[m—(p—q)+1]xnlr——1)...(A—g41) .
[T ) F PN t—p-1)

{3} Crite formule a €t indiguée par M. Laplace , dans les Me-
mnires des Savans strangers, . Y1, pag. Ga3.
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Ba. La théorie des permutations et des combinais
sous =, comme on 'a dd voir dans la plus grande
partie de ce qui précéde , un des movens les plus £4-
conds pour résoudre les problémes concernant e cal-
cal dea probabilités. Cette théorie, servantde fondement
4 la démonstration la plus £lémentaire de la formule
du bipotne de Newton, se trouve dans les Elémens
d.digidre; wals on n'y partage qu'en deux groupes
12 totalité des lettres dont on cherche les arrangemens
divers ; ot pour s'élever & toute la généralité que le
sujet comporte, il faxt déterminer ce qui doit arriver
loreqe’on pareage en oo nombre quelconque de groupes,
le wombew de lottres dooné. Les formules propres 3
cette détarmination ve trouvent dans le développement
des puisesnoes des polynomes.

En raisosnant sur les produits des trinomes

e Fde, B, T, e,
codmo on V'a fait daos le o° 21, sur ceux des binowes
N, m'4n’, m*4n", e,

oa verra par les leis de la multiplication , que ces
produits comprennent tous les arrangemens qu'on peut
fairo des letires

a,¥,d,a, 8, a0, 5, e,

en a0 prenant une dans chaque facteur du produit, 1

suit de 1d que si les Tettres 2', &', ¢, 2", etc., désignaient

respectivement le nombre de chances qui aménent les

dvivomens £, A, C, & la 1™, 4a%a 3", & a3, ete,,

dpeegves, un produit partiel o' b7 ¢ b7, par exemple ,

feruit oosnaitre le nombre de chances qui répondent 4
° ddition 6

8a TRAITE ELEMENTAIRE
la succession d'événemens simples désignée par ABCSH,
Quand on supposera que :

d'=a"=—=d"...=a, Ve=b"=0"...=b, ¢’=c"=c"...=c,
le produit
(@' = (a" "4 ) (@ 45" 4= ") ete.

se chaogera dans le trizome a 4- b ¢ élevé & une
prisiance marquée par le nombre des facteurs, on,
ee qui est la méme chose, par celui des éprenves ; un
terme quelconqgue de ce produit, a'0"c"5" devenantab'e,
se tronvera répété antant de fois qu'il est possible de
former des produits différens contenant les lettresa et ¢
1 fois chacune, la lettre b a fois, et soumises alferna—
tivement aux accens ’, 7, ¥, "..,. , portés jusqu’au nom-
bre marqué par celui des éprenves.

Soit n ce dernier nombre; I'expression du terme gé-
aéral du développement de (@ = b =) étant

1.2.5. B
B G p X 13 g X LAT

@b’ si pot-q 4 r=n(*),

en a pour le terme ab'c,

n=4, p=1, ¢§=3,

re==1;

ainsi le coefficient de ce terme eat 12.

Si done on fait abstraction de Pordre dans la succes-
sion des événemens , le terme 124b%, dans le dévelop-
pement de (u-} b <-c)t, exprimera le nombre de

. {*} che_zie Complément dss Elémens d'Algébre , on biem'
Ulntrodaction placée & la téte du premies volume da Traité du
Caleul différantial et du Calowl intdgral.
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chances pour obtenir, en 4 épreuves, les événemens
A et C, chacun 1 fois, et I'événement B, g fois,

1. cuefficient 12, provenant de la réunion de termes
contenant 4 facteurs diflérens qui peuvent se par-
tager an 3 classes, savoir, celle des @, celle des b, et
celle dee ¢, indigus, dane la réunion de ces termes
qui lalsse subslster les clasacs, lo nombre de manicres
da perveger § chosea en B classes ou groupes, dont 1
aat gomposé de o de ces choses, et Jes 0 autres de

Do mdsca bs termes ghodeal

1.8.8.........n
R.B...ppr.2.,.¢gX1.5...7

expeime lo nombre de chances pour obtenir sur wn
nombes pj-g=t-7 Tépreuves, p événemens £, g évé-
womaos B , v dvinemens C; et le coellicient qui multi-
plie o?b¢c’, indique le nombre de maniéres de distri-
hesr-p o= q <4-r chores en 3 groupes, dont le 1*r en
comprease un nombre g, ls a* un nombre ¢ et le 3° un
wombre r.

53, Cotte derniére proposition se prouve directe=-
maent, ¢ oboervant que p—+g~} r choses peuvent
étre combindes p 4 p, en un nombrd de manidres
bgal &

(ta+nNptodr—1).....(q4r+1) ,

Y- P

ol

¢ qu'en Otant p choses sur p~4-g' 7, il en reste
g~ qu'on paeut encore combiner ehtre elles en nom-
bro g, don nombre de manidres égal &

@+nN@g+r—1......G+1) .
|.!.3...... e *

6..
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on aura done en tout un nombre

ptetNpt+gtr—1)....(r41)

de maniéres d'fter de la totalité des p -~ ¢ -+ 7 choses ;
deux groupes, le 1** contenast un nombre p et le 3¢ un
nombre g de ces choses. Si I'on écrit aun numérateur et
au dénominatenr de I'expression ci - dessus les facteurs
1.3.3...r, et qu'on y changep 4+ g -renn, on re-
tombera sur la formule du n® précédent,

Oun aurait les arrangemens an lieu des combindi-
sons, si Von supprimait les dénominateuwrs.

54. En général, tout ce qui regarde les &prenves
Tépétdes pour vn nombre quelcongue ' d'événemens
simples, est compris dans le développement des puis—
sances d'un polynome formé de la somme des nombres
qoi expriment Jes chances d'oit résulte chacun de ces
événemens,

Le terme général du développement de.........
(a4 b4 c=}d-4e)" étant

1.2.3......n
1.2..0.1.2.00G. 1. 20uf e [2B0nuS01 . B

p arbicidiet,

si p4q<4-r+4s-+t—=n, donne le nombre des chances
qui peuvent amener I'événement composé d'un nombre
p d’événemens A,

[ B,
| S C,
Fiivnaaiaennn D,
Lo E;

la probabilité de cet éyénement composé s'obtiendra
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donc en divisant 'expression ci-dessus par.........
{3 4= b 4c 4 d =€), nombre total des chances.

Il soit de 14 que pour avoir immédiatement cette
probabilité , on peut substituer aux lettres a, b, c,
4. ¢, qui marquent le nombre des diverses espéces
de chances dans une épreuve , les probabilités s
qui en dérivent,

Le plus probable des évinemens composés que peut
amener loméme nombre d'épreuves, est encore celuidans
lequel {as évinemens simpies entrent proportionnelle~
muont & loars probabilités respectives. Si, par exemple ,
00 a9 considire que 3 évinemens simples, et qu'on fasse
a 2am{g4-bc), il sera facile devoir que le plus grand
termes do développement de (a4 b 4~ )m(s+5+9) ggp |o
torme affecté de a™b%'c™ ; car en fajsant d'abord

bre g, ot développant (a + )" ™8 1 aura

mples

Tpoer b Plus grand terme celui qui est affectd de

a™a™ (29); mais il peut se développer i son tour, en

subotifonnt dﬂ.‘ le développement de (b+c)m” bl
doat lo ples gracd tecme est celui qui est affecté de
bdc-"; ainsi lo plos grend terwe du produit o™ 8™
sera doac ovlai qui est affecté de o™ p™0C™,

55 Pour donner une idée de la multitude s laguelle peut
o $lovar l¢ gombre des combinaisons , lors méme que les
sléamans n'en 400t pas trés nombreux , je vais chercher
va combien do manidres les 3 cartes d'un jeu de pi=
uat pruvest s disribuer entro les deux joveurs, qui,
swaess 'oa sait, on prennent d'abord chacun rg , et
sntre ke doux paguets gr:i forment le tafon , dont I'un
oactbont & vertes et Vautre 3. Le nombre demandé
daszma o conflicient do.c' "B c5d" duns o développemen,
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de (@ <+ b =~ ¢ 4~ d)*, a pour expression
1.2.3....32
1.9, ... 182X 1.9.,,2931.9.,.5 1.3.5°

En y supprimant par ordre, dans le nomérateur, tous
les facieurs qui composent Jo dénominateur, elle sera
réduite av produit

27. 3 B 13 19, 19.95.9g.51
=1 Bga 814 g4y 068 8oo.

L'usage des cartes & jouer ne parait pas remonter
plus haut que 13ga, ot onles voit servir 4 I'amusement
du roi de France Charles V1, pendant sa maladie; de-
puis estte époque, jusqu'en 1816, il s’est éconté fog an-
nées, qui donnent environ 154866 jours,

Si Yon divise par ce dernier nombre , celui des com-
binaisons calcuiées ci-dessus, le quotient 10 285 117 114
indiquera le nombre de coups quon aurait dil jouer
chaque jour pour que toutes les distributions des 3a carteg
se fussent présentées, encore faudrait-il gu'aucone n’eiit
€té répétde,

Enfin si Fon sepposs que sur les 190 000 coo d'individns
auxquels on évalue la population de 1'Europe, il y en ait
Ja 100" partie qui sache le jeu de piquet, et qu'ellese par-
tage en couples pour 8’y livrer exelusivement, on trou-
vera que chacun de ces couples devrait jouer pour sa
part plus de 13000 coups dans un seul jour , ce qui ne
se peut , car chaque coup dure au moins 2 3 3 minutes,
et les 24 henres n'en contiennent que 144o0.

On doit donc regarder comme certain que toutes les
combinaisons que peut fonrnir ce jew ne se sont pas en~
core présentées ; au reste, ceex qui le connaissent savent
bien qu'il ne faut pas confondre le nombre de combinal
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snns avec celui des conps essentiellement différens, qui
et beaucoup moindre (*).

56. C'est au développement des polynomes que
Moivry { Miscellanea analytica, p. 196), réduit la
question de déiermmer la probabilité d'amener un point
doand , avec ur mombre dunné de dés. Pour suivre sa
wmarche , veprisentons par n le nombre de ces dés, par
m cvlui dos numérce dont chacun est marqué, en com-
maagant 4 3, par p <41 le noméro qu'on désire ame-
wev , ot coaidéroes Ja formation du développement de

P+ L,
pee la mmbtiplicuntion des n facteurs égaux &

P+t fn

qu'il eostlent. I¥aprén ce procédé, il est Ia réunion de
produits partisls composés de factenrs de fa forme

f.. f‘. fy,....ennombren;

at pour ordonner suivant les puissances de £, il faut
vaseemmbler tous los lermes od la somime des exposans est
ba snéme. 1] rdit de 14 que le coefficient du terme poar
lotgual on anra

B ey, ... =—=p-t,

iedique la nomhre de manitres de former le point
» 4 avec n nombres pris depuis 1 jusqua m, et
doanera la solution du probléme proposé.

La recherche de oe coefficient , qui serait assez dif-
Emie par la formule rapportée dans le n° 54, se sim-
plfia beawcoup & cause de la forme particulicre du
peliysonse & développer, En eflet, comme

1 Vey Dectrine af Chances, p. 18§

24
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f+f+f - r=f0f4f ),
et qu'on a vu dans les Elémens d' Algebre que

1 +f+f“. .+f’!r‘=!—1-:_-:£f:,
il s'ensuit que le développement quiil faut effectuer
revient 3 celui de .

ﬁ(—'_ﬂl:ﬁ)'=ﬁ(1 ==

or

a—fr=r =t D) pe

. i{p—1)(n—2

. 1.2.5 )f3”+etc.,
C—frr=14+2+240 0
LR DG D P

1.2.5

En mettant & part le premier factenr f, il restera
& trouver dans le produit des deux autres , développés
ci-dessus , Jes termes qui sont affectés de P+ ; pour
cela on prendra d'abord dans la série inféricere le
terme affecté de fF+'—", pour multiplier le premier
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~ n(a=1}...p - n{n<41). ..{p—m)
1.8..(pF1—n) 1.9...(p41—n-—m)

aln <4-1)...(p—am) n{n—1)

1.2-..(p+:—-u...nm)x T et

s

n
1

virie qu'il faudra continuer tant qu'on ne rencontrera ,
dans les produits indiqués, aucun factenr qui soit nul
ou négatif,

On lui fait prendre une forme plus élégante, en
observant que i p<f- 1 == n > 1 — 1, on peut suppri-
mer daos le premier terme , comme se trouvant i la
fois an numérateur et au dénominateur, tous les fac-
teurs depais p - t — n jusqu’a n—1, et les introduire,
au contraire, si p4-1—n < n—1. Avec cette ar-

. tention et en renversant 'ordre des facteurs, le premier

terme devient

plp=—1)....(p—n-2)

1.9.3. .. (n—1) !

ce ciui met eur la voie des changemens analogites a faire
danas les sutres; et si, pour abréger, on pose

pr=m=p’, p-—am=p", . p—3m==p", elc.,

on chtient la formule

plp—1)....(p—n 4 2)

1.8.3....(n—1)

o 1), (pf—n -2 n
terme 1 de la série supérieure ; puis on reculera dans — e : n.)3 .((Pu - l)-;- )X 1
ld seconde série jusqu'au terme affecté de fr+i—v—, reor ) e m 42)  n(n—1)
Hiokier | ) : ’ prpt—1).... <
pour. multiplier le terme affecté de f™ dans la pre + T3 = 1) o
midre série ; et continuant ainsi de rétrograder de m o e g T 1) (1t v p
termes dans la série inférienre, pour avancer de 1 terme — F_k_l___‘%___(i;?:)-i- a} ¢ n(n l 3 (é )}
dans la série supérieure, on obliendra pour le coeflficient .. Aedeeonlo o
cherchsd + ote.,
9o TRAITE SLEMENTAIRE DES PROBADILITES. o1

semblable a celle de Moivre. En l'appliquant , comme

lai, & chercher le nombre de maniéres d'amener le

point 16 avec 4 dés ordinaires, on doit prendre
n==4,

m=6, p=15, p'=3y, p'=3,

ce qui doone

1‘57.14‘15_9.8.7 4., 3.3.1 43 .
1.9.3 1.9.5'?+1.5.5'1'-._2~“125'

- Cé nombre étant divisé par 64 = 1398, qui marque
celui de toutes les chances possibles dans le jet si-
multané de 4 dés, on aura la probabilité 35, en-
viron %, d'amener avec ces dés le point 16.

En né¢ supposant que 3 dés et cherchant le nombre
de maniéres d'amener les points 3, 4, 5, 6, 7, 8,

- g et 10, on prendra scoessivemient poor p, chacun

des nombres

‘s, 5, 4, 5, 6, 7,

et, par ces valeurs, on trouvera

3, 9

t, 3, 6, 10, 15, 21, 95, 275

nombres dont la somme 108 est moitié de 6% = 216,
nombre total des chances; il est done également pro-
bable, avec 3 dés, d'amener dans un sen jet un point
inférieur & 11 ou supérieur & ro. Cette remarqus est le
fondement du jeu nommé passe dix.

57. La recherche de la probabilité que tous les nu-
méros d'nns loferie seront sortis aprés un nombre donné
de tirages, probléme qu'Euler et M. Laplace ont ré-
solu par des moyens différens, offre, dans un énoocé
sinple , une question curieuse,

La considération du polynome y serait applicable
aussi ; mais ne me paraissant pas devoir mener facile-
ment 4 la solution générale, je vais passer & Vex~
plication de la formnle donnée par Buler (Opuscula
analytica , t. 11, p. 353). On trouvera dans la note 11
la solution de M. Laplace.

Soit m le nombre des numéros dont se compose ln
loterie et dont il en sorti d chaque tirage ; on demandg
la probabilité que tous seront sortis dans n tirages ?

Rea chances également possibles dans un tirage soat
toutes Jes combinaisons qu'on peut faire desm numéros,
pris en nombre i; celni de ces chances aura donc pour
expression

m{me—1)....(me—i1}

1.2.3....10

Désignons-le, pour abréger, par P, afin de ponvoir
représenter par Pu_y, Pn.a, etc., ce qu'il devient
quand on  change m en m -1, m—2a, etc.; et pour
éviter toute confusion, substituons les lettres a, &,
¢, d, e, etc., aux numéros de la loterie. Cela posé,

n tirages donneront (Pu)* == P:‘ arrangemens des

premitres chances prises n & n, parmi lesquels se trou-
veront compris, tant ceux qui contiennest fontes les
lettres, que ceux ol il en manque quelques-unes; la
question se ¥é&duit évidemment 3 soustraire ces derniers
dv nrombre total , pour arriver & 'expression du nombre
de coux qui remplissent ]z condition du probléme.

1l est d'abard évident qua les arrangemens goi ne con-
Yiennent pas une [attve désignéa, a par exemple , se trou-
veraient tous dany une loterie formee des m—1 lettres
Festantes; qu'ils sont par conséquent ar nombre de

Ll . . <
P__ s et qulen exceptant ainsi chaque lettre 4 son
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tour, on aura déja mP._ arrangemens i bter de

P”, ce qui donnera
:| P:l"’l
L T .

Mais il faut observer que parmi les arrangenens qui
ne contiennant point la tettrs ¢, se trouvent cenx qui
ne renferment en méme temps ni a, 0i &, qui deméme
ae trouvent aussi parmi les arrangemens ne renter-
mant point b; chacun de ceux ok il nanque a lettres

a donc été retranché a fois, lorsqu'on a 6té de P’ les

arrangemens oft il manque unme lettre; or les pre-

. . m{m—1)
miers , qui sont au nombre de — —
raient dit 8tre retranchés qu'nne seule fois : il faut
done les ajouter 1 fois & Pexpression formée ci-dessus,
et I'on aura

n L]
pP,_,, wau-

L n m{m =1} =
Iz:_'?ztan'+ —LTT;—J‘Pmoq.

Les arrangemens ott il manque 3 letires, a, b, <,
par exemple, ont été retranchés dabord 3 fois,
savoir, avec CeuX ob g manque, ou b manque, ol
c manque ; ils ont €té ensuite ajoutés 3 fois, savoir,
avec ies arrangEmens Oﬁ a et b manquent en m?me
temps , ou bien a et ¢, ou bien & et e, Sion les a Stés
d'un cété 3 fois, on les a remis autant de l'autre; il
faut donc les soustraive de nouveau, et leur pombre
m{m— 1}{m— 2)

1.3,

* n 5
etant P, _5) on aura, apres cetle

opération ,
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m{m —1) p»

1.2 m
m{m — 1) — 2) -~
1.8.3 Prs.

S S

Pamant aux arrangemens ou it manque 4 lettres,
on verra ds méme qu'ils ont été retranchés 4 fois
avec ceux vl i} magqgue 1 lettre, ajoutés € fois avee
ceux o il manque a lettres, et retranchés 4 fois
avec ceux ou il manque 3 lettres; ayaot done été re-
tranchée o fois de plus qu'ils n'ont é1é gjoutés, il
fant lne ajouter emcore 1 fois, et lear nombre dtant

mim == '3?%;)@—5) p;_ 4 il en résultera
a ,—EE L] EEE“'I) .
Pu 1 P"-'+ 1.3 Pm—n
_m(m--l)(m-n) "
1.2.5 Prs
mm— 1}(m—2)(m ~ 3) ;;n
+ T.23.4 Pre

La loi de cette expression est maintenant assez dvi-
dente pour qu'on puisse la pousser aussi loin quion
lo voudra; wais pour en conatater la vérit¢ indépen-
damument de toute induction , il suffit @"observer qu'un

arrangement ot il manque un nombre p de lettres, est

retranché -lE fois avec ceax ou il en manque 1, ajonté

#e= ) g )
1o fois avec cenx ou il en manque 3, re-

i K206 =)
1.8.3
meaque 5, ot ainsi de suite, ce qui donne pour ré-

fois avee ceux on il em
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sultat V'expression

_llj+P(P“1)__P(P*')CP-9) _____ +P

E.2 1.9.3 Tt

renfermant tous les termes de développement de( 1—~1)",

. 4 Vexcepticu du premier terme, qui est -1, et du
dernier, qui est = 1, selon gue p est impair ou pair,
L’expression ci-desmus est donc égale 4 o dans le pre-
_mier €as, ot 4 == 2 dans le second ; atnsi, dane 'vn on
aura encore & retrancher les combinaisons ol il manque
p lettres , et dane l'autre, ces combinaisons auront été
soustraites 2 fois au lien d'une : il faudra par consé-
quent joindre i V'expression dn nambre des arrangemens
cherchés, le terme

M1}, .. .(m—p+l)pl ]
1.8urenneans P mF,

avec le signe — si p est impair, et le signe - i ce
nombre est pair. ‘

Le probléme proposé est donc complétement résolu
par la formule

n .ﬂ:m(m—:...(m—p—!-l)P-

Ly R
Pam 3 P 1.800.-- p mep ¥

tant qu'on se borme aux considérations algébriqmes ,
puisque cette formale donne le nomtbre de chances
favorables 4 V'événement désiré, et qu'sn la divisant

par P: , nombre total des chances, on aura la pro-

bebilité demandée , que tous les numéros dela loterie
seront sortis dans un nombre n de tirages,

On voit que la question suppose n > -?; et Euler
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remarque en effet que !a formule ci-dessus demeare

nulte tant que n <C ? De plus, il faut dans les va-

Jeurs de P, o' arréter & p==m—i, parce qu*alors il ne reste
dans la loterie que ma—{m-—i)=1:i numéros, et que tous
les tirages sont les mémes; avesi trouve-t-on Prr==1,

Il est & propos d'observer anssi que P:I se réduirait
4 m®, ¥il ne sortait qu'on numéro & chaque tirage,
c'est-i-dire si 'op avait i =11,

58. Euler @ montré que pour mettre facilement en
nombres la formule ci-dessus, lorsque les valeurs de m
ot de n étaient considérables, il suffisait da celeuler le
logarithme dua rappert de chaque terme avec celui gqui
le précide.

En effat, st pour abréger, on pose
- PP ma, TP g,

mm— M=) gt e
=] » "3

1.8.3
on e
»
‘_ P:—I' B_ ___lpm-s
i e
[ ] n—t
"
C_m—2 "7 e
F—— 1 ’ "y
Pn&u

paw Temontant aux valeurs de P"m , Ll - SR TR

=1t " m
on oblisndre
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m— (m—1)...fm—1¥)

E‘_z{m(m—l)....(m-—i..g..,)}-:(m,:i)n.

'p:""' — {( (m—2g)...(mai—2) }"=(m-~i—l)"
e ’

m— 1)(m—2).. (m—1) m—
ete. 5

d'ott I'on conclura

A_mm—i" - B__m—1 m—i:-_x"
PP i1\ m ’ A" 13 m=—1 J°
-
C__m—a fm—i—a\" ete. -
A m—a )' o
passant auvx logarithmes, on aura
l«"—‘::lm—nl—m——.,
P m——t
m
B m—1 m—1
I}_"l a —NIm—i—l'
;_(5 —_ M2 me—ag
B 3 m-—-i—s'
etc,;
et en observant que
B A B C _ . B C
l}?_'ﬁ-}‘]z' l;;-—-l?—i-]}—;, etc. ,
(] m b m

on déterminera, par upe suitg d'autant plus conver—
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g=nte que le nombre n sera grand, le rapport de chaque
terme de la formule proposée, compare au premier |
¢ qui donnera la probabilité demandée ; car cette for-

wule étant divisée par P", devient, par les dénomi-

nations employées ci-dessus ,

A B C
o — e  — o= ple,
U

Ea pteasnt m=go, §=D5, n =100, on obtient,
au moyen des six premiers termes de la formole , pour
is probabilité de la sortie des go numéros de ia lo=
terie de France , la fraction 0,7410, exacte & moim
de oy, et qui surpasse beaucoup £ (*). 1! ne serait pas
difficile , en rétrogradant , de s'assurer que c'ect du 85¢
ae 86" tirage que cette probabilité passe aun-deld de §.
Fo portant le nombre des tirages & 200, il suffit des
deux premiers termes de la formule, qui donnent
v,499¢ , probabilité trés pen différente de 1.

Dans le Mémoire citd, Evler ne se horne pas au
problime doat je viens de donuer lasolution; il cherche
aisd Jou probabilités poor la sortie de m——1, m—a,etc,,

. nmmdros, et parvient d des expressions trés remar-
quables. Jindiquerai également aux lecteurs un Meé-
oire inséré dans ceux de |'Académie de Berlin , pour
Pannde 1751 (p. 955), on il détermine les probabilités
dass le jeu do certes appels jeu de rencontre. Le seul

{*) Vake veavens§1g; wais Trembley qui ean revenn anr cotte
qpasioon detia bie Afdmoires de I Academ, de Berlin, ann. yq04 et
oxl (gag. 76) sysat mis plus d'exactitude dans les calenls, et par
b cambon repporté ri-desans.

&* sdibion, 7
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emploi de la théorie des permutations ie conduit a Ao 17 coup, | auw 27, au 5%, au 4%, etc,
réstlxltats treés élégans et n?és curieuxni’). onduit & des A AA ABA ABAA4
y . . X ou B AB ABB ABAB

Bq. Je terminerai celte suite de questions en donnant BA BAA ARBA
une idée de celles qui concernent les parties jonces en ra- BB BAR IBBB
battant, c’est-a-dire en ne conptant jamais que ['excés BAAA
du nombre de coups gagnés par un joueur, sur le nom- BAAB
bre de ceux que l'autre a gagnés , de sorte que le gain DABA
total, ou la fin de la partie, dépende d'obtenir, non BABRE.

pas un nombre donné de points, mais un nombre qui
surpasse d'tn excés donné, celui des points gagnés
par l'autre joueur.

Pour ¢claircir ceci par nn exemple , montrons d'a—.
bord ce qu'il peut arriver lorsque I'excés de points qoi
fait gagner est égal a 2; désignons par A et 5 les.
joueurs , ainsi gue les points qu'ils gagnent, et suppo~
sons que Ja probabilité d’obtenir un point soit {. I est
dvident que tous les arrangemens dans lesquels la méme
lettre se trouve aux deux premiéres places , doivent
&tre exclus dés qu'il y a plus de deux places , puisqu’ils
désignent un coup qui ne pourrait se présenter qu'a—
prés la terminaison du jeu; ainsi I'arrangement A4
faisant gagner le joueur A , exclut I'arrangement A.45.
On voit aussi que la méme lettre ne saurait se trouver
plus de 5 fois de suite aprés la premiére place; arran-
gement B4 444D, par exemple, ne peut entrer dans
ceux du 6° coup, pdisqu'il dérive de l'arrangement
BAAA, qui terminerait le jeu au 4* coup. D'aprés ces
observations , on trouvera que les divers événemens
possibles sont ,

" {*} Lia méme quention , présentée sous un autre cnoncé dans la
“Théorie analytique des Probabilites, par M. Laplace, p. 217,
w été traitde de nouvean por M. Tedenat, dans le tome X des An-
naler de DMathématiques pures et appliquées, que publie
M. Gergonne (p. 130)-

£n cherchant dana ¢e tableau, dont la continuvation
ne présente aucune difliculié, les arrangemens o le
nombre des répdtitions d'ane méme letire surpasse de
5 celol dee répétitions de 'autre lettre, ot qui termir
peat 1o fou, on en trouvera 3 an 2* coup, savoir,
AA et BB 4 au 4* coup, savoir,

ABAA, ABBB, BAdAA, BABE,

«t einsi de enite. Les probahilités étant 1 pour chague
évdgement du &* coup, } pour ceux du 3, 7 pour
coux du £, etc., on awra la probabilité 2.i=1,
que la partie as terminera au 2° coup, 4.5 =34 qu'elle
Baira précisément au 4° coup, et par conséquent, la
probabilitd § <& qu'elle ne se prolongera pas an-dela
da 4 coups’; on trouverait [+ |-+ poor le £° coup,
@ ainal do suite ; car il est d'aillevrs évident que la

partie ve peut se terminer qu'd un nombre pair de

conps.
5i lo gain de la partie dépendait d'obtenir une supé-
riorité de 8 points, le tableau des événentens possibles
a4 cheque eoup , deviendrait beavcoup plus compliqué ;
mais Moivre a bien simpliié le praobléme, en cher-
chant, en premier licu, la probabilité qu'a un coup
dieemind , la pariie ne sera pas finie (%),

1°) flectrmg of Chances, p. 202,
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0. Quand la supériorité demandée est seulewent de
deux points, comme dans I'exemple ci-dessus, la par-
tie ne poyvant pas étre décidée en moins de deux coups,
i} faudra considérer d'abord la formule

(e+f)r=e+sef + 1,

dans Jaquelle les termese® et f* indiquent la probabilité
du gain de deux points de suite, soit par A, soit par B,
et gef celle que la partie ne sera pas finie. Maintenant,
pour aller plus loin, il faut, d'aprés les régles concer-
nant les probabilités composées (17), multiplier sef
par e <+ f; ce qui donnera, pour le 3° coup, les

termes
aetf - 2eft,
répondant anx événemens
AAB, ABEB,

dont aucen ne peut décider la partie; passant done an
coup suivant, on muitipliera encore ae’f - aef* par
e--f, ce qui donnera

a8 + 4ef*+ aef>,

dont le terme du milieu 4e'f' répond ac cas o la
partie n'est pas finie, Déjd l'on voit que cette par-
tie ne pouvant finir que dans un coup d'ordre pair,
il est plas simple de prendre pour multiplicateur.....
e* 4 aef + f*, et T'on reconnait sans peine qua les proa
babilités cherchées forment la progression par quo-

tient
sef, 4ef*, 83, ete.

En supposant, comme dans notre exemple, que les
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ptobabilités simples soient égales & £, on aura

'i' ] i’r %; ete.,
pour la probabilité que la partie ne sera pas finie au
8%, au 4', au B¢, ete., coup;et en retranchant de

I"unité cea fractions, il viendra

H %o : y €lc.,
povr les probabilités de la terminaison de la partie.
Lorsque le gain de la partie dépend de plus de
deux points, on ne tombe plus sur une progression
par quotient; mais en suivant Ja ménw marche, on
parvient aisément a cette régle donnée par Moivre :
Pour trouver la probabilité gue la partie dans la~
quelle le joueur A doit enlever q Jetons au joueur
B, ou celuici, p Jetons au joueur A, ne sera pas
Jinie dans un nombre v de c ups, multiplies le bi-
nome e f par lui-méme, autant de fors quiil ya
dunilés dans r-—1, en observant, aprés chaque
multiplication , d'effacer les termes duns lesquels
Lexposant de la letire v surpasse de q lexpo-
sant de la lettre £, ainsi gue les termes on l'expo-
sant de la lettre £, surpassede § celui de la lettre «

- (parce que ces termes répondent & des événemens qui

terminent la partie ) ; les termes restans composeront

la probabilité demandde.
Si 'on avait

p=3, qg=3, r=7,

en suivant la régle ci-dessus, on arriverait a

13! - 2163
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et si V'on faisait e==f=F, il en résulterait

134091 34 17

a8 T 138 B4’
pour la probabilité contraire, c'est-a—~

dire que la partie soit finie en 7 coups. On arriverait
immédiatement i cette derniére en formant la somme
de tons les termes rejetés dans le cours des multipli-
cations indiquées ci-dessus, et I'on obtiendrait la pro-
babilité qui se rapporte & chaque jouneur, en prenant
les termes ou celle des lettres e, f, qui le concerne,
a le plus fort exposant.

1t resterait & trouver la loi de ces termea, de ma-
ni¢re a former la probabilité relative & un’ coup quel-
conque, 8ans passer par les précédentes: Moivre a seu-
lement indiqué cette loi; mais la recherche en est trop
Jongue pour trouver place dans ce Traité (voy. la
note 1) (*).

De la Régle des Paris, et de 'espérance mathémalique.

61, Juaqu'ici je-n'ai encore considéré les probabilités
qu'en elles-mémes ; mais le plussouvent on ne les eal-
cnle que pour régler Ya mise et le gain dang les jeux,
et en général pour apprécier lavantage oun le désavan—
tage pécuniaire des spéculations fondées sur des évé=
nemens incertains. Avant gu'aucune théorie mathéma—
tique efit éclairé celle des hasards, on ¥'était déja
entendu pour regarder comme dquitable tout pari dans
lequel les parieurs dépusent des sommes proportion-
nelfes aw nombre des chances qui les feraient gagner.

(*) M. Ampire, dans ses Considérations sur le Théorie ma=
thématique du Jew, est parvenu b cetie loi, par un procidd pu-
rement algélnigue.
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Celui qui, dans le jet d'un dé & 6 faces, parierait
d'amener une face désignée, ne devrait déposer au jeu
que Ja 5° partie de ce qu’y mettrait son adversaire,
puisqu’il n'aurait en sa faveur que 1 chance, tandis gue
Vautre en aurait 5.
" Quelque naturelle que soit cette conclusion, on la
rendra peut-étre encore plus évidente , en concevant
d'abord que chague face du dé soit assignée 4 un pa-
rieur différent, et que |2 somme mise an jen doive échoir
a celui qui aura désigné la face amende par le jet, 11
n'y a pas de raison alors pour que la mise de l'un
de ces joueurs soit plus considérable que celle de tout
autre. Son gain sera donc quintuple de cette mise ; et
si quelqu'un voulait se substituer aux 5 autres, avant
que le sort efit prononcé, il devrait nécessairentent
leur rendre leur mise : il déposerait donc 5 fois autant
que la premtier, ¢'est-i-dire précisément en raison du
nombre des chances qui sont en sa faveur.

Ce que je viens de dire sur l'exemple précédent s'ap-
pliquerait également & de plus enmpliqués ; on peut
concevoir de méme que 36 parieurs se sont distribué
toutes jes chances comprises dans le tablean de la
page 11; chacun de ces parienrs doit déposerla méme
somme au jen, et la totalité des mises formerait e
gain d'vn seul, st la condition & remplir était I'ar-
rivée de la chance donmt il a fait choix. Mais si
cette condition est senlement d’amener avec les deux
dés un point désigné, tous ceux des joueurs qui ont
pris ane des chances formant ce point ont un droit
égal au gain; ils devront donc le prendre en commun,
pour se e partager également. Si le point dont il
s'agit est 8, par exemple, il y aura 5 gagnans , puisque
e point resulte de 5 chances; et le fonds du jeu,
compoyé de 36 mises particuliéres , stra aequis par 5.
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Si done on remplace par un seul individu cenx qui
ont les chances favorables au point 8, et par un se-
cond eeux qui ont toutes les autres, on voit que leurs
mises respectives seront dans le rapport de 5 a 31,
c'est-a-dire proportionnelles au nombre de chances qut
Yes font gagner. ’

Ces copsidérations, dont Moivre parait avoir fait
usage le premier (*), justifient auffisamment, ce me
semble, le principe posé ci-dessus , d'apreés lequel, si
deux joueurs, ayant en leur faveur les probabilités e
et f, déposent des sommes ¢ et b, il faut, pour former
un pari équitable, qu'il y ait Ja proportion

atbiiesf, d'ot af = be.

6a, Ce principe suffit pour tous Jes cas aiv le hasard
décide en une seule épreuve, parce qu'alors Ja condi-
tion des joueurs ne change que par la conclusion de
Vévénement ; en sorte que si la volonté des joueurs,
on un empéchement quelconque s'opposait 4 ce que
ie hasard, d’ou dépend le jeu, fit tenté | chacun d'eux
renongant aux chances qu'il avait acquises par sa mise
au jen, la reprendrait en entier. Il n'en est pas de
méme quand, pour terminer le jen, il faut des épreuves
répétées, et que quelques-unes ayant déja eu lieu, ont
modifié le nombre des chances favorables aux divers
joueurs ; leur espérance a changé, et avec elle leur
droit sur le fonds du jen. Clest sur ce mouvean pied
qu'il fant régler le partage entre enx , en a"appuyant sur
Ja convention généralement établie dans tous les jeux ,
d'aprés laquelle tout joueur perd la propriéié de lar-
gent gu'il dépose , mais acquiert en revanche sur le

*} Doctrine of Chances, p. 3,
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fonfis du jeuun droit proportionnel G la probabilité
gu'tla de gagner ce fonds.

Par exemple , une personne parie d'amener deux fois
le méme poiat dans deux jets consécutifs d'un dé &
6 faces; la probahilité de cet événemwent étant seule-
ment gy, et celle de Pévénement contraire 33, cette
personne ne doit Iuettre au jeu que 1™ et son adver-
saire 35. Posons que le premier jet ayant eu lieu,.le
pou:!tdc'uigné ait parn, et qu'alggs les jouenrs venillent
se separer; celui qui a parié d'amener le point désigné
aurait encore au second jet 1 chance pour lui et seule-
ment 5 contre ; son espérance est dono trés différents
de oe¢ qu'elle était avant le premier jet. Dans ce cas,
'la Riise totele étant considérée comme appartenant an
Jeu, toutes les chances également possibles ont un droit
¢gal au partage de cette somme, et celui qui réunit
p!uuieurs chances doit avoir les parts correspondantes :
ainsi le premier joueur prendra le 6° de la miss totale,
ou 657, at son adversaire Jes #, on 3of

'63. Sous cette derniére forme, la régle des paris
servant & partager la somsie déposée par les joueurs ,
avant que le sort ait prononcé entre eux, prend le nom
de régla des partis (¥). L'application que Pascal en
& faite aux questions que lui proposait le chevalier de
Méré, déja cité (34), a donné naissance an calcul des
probabilités. Voici I'une des plus simples de ces ques-
tions : Deux joueurs ont formé un fonds destind d ce-
dui qui aura le plus 13t gagnd trois parties; ils se
séparent lorsque le premier en a gagné deur ot le

(") Lo mot parti étant pris dans le sens de distribution. De Jh
st venue cette fagon de parler; fuire 3 quelqu’un un bon parti :

c¢ sernis wie faute que de dies Ja cégle (. ics. - QL
de Paseal 1, V, p 33 Bledes pareies. (Voy. Ofueres
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second une; on demande la part que chacun doit avoir
sur le fonds du jew, en supposant que la probabilité
de gagner isolément une partie soit } pour chaque
joueur?

La considération des probahilités commposées résout
bien facilement cette question. §'il était joné une par-
tie de plus et gue Je premier joueur la gagnit , il au-
rait 1a mise totale ; la probabilité de cet événement
est 1, §'il arrivait pag chacun desjoueurs ayant alors
gagné deux parties ; la suivante déciderait nécessaire-
ment lenr sort; mais la probabilité quelle serait jouée
étant L, on aura L pour la probabilité qu'elle serait ga-
gnée par le premier joueur, et de méme pour le se-
cond. Or cette dernitre probabilité est la senle que Je
second joneur ait de gagner, tandis que le premier
avait £ dés Ja partie précédente; les probabilités to-
tales sont par conséquent

pour le 1* joueur, -:—‘-l-% = %, et pour le 9°, i—‘

Si donc le fonds du jeu était de 64 pistoles , comme
le suppose Paseal, le premier joueur devrait en prendre
les 3, ou 48 pistoles, et I'autre § seulement, ou 16,
Quelqre simple qu'il soit, cet exemple peut suflire pour
montrer ce qu'il faut faire dana tous ceux qui pourront
se présenter , et réduit la difficulté au développement
de tous les événemens possibles, jusqu'a celui quiaméne
la décision du sort.

Pascal ne poussait pas le calcul si loin, dans
Fexemple ci-dessus; il se boroait & chercher ce qui
arriverait si la 4° partie était jouée. Dans le cas ol
le premier joueur la perdrait, les deux ayant gagné
chacun le méme nombre de parties , auraient droit

i 1a moitié des 64 pistoles : u Done 8'ils ne veulent point
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» hasarder cette partie, le premicer doit dire : je suis
sir d'avoir 32 pistoles, car la perte méme me les
» donoe ; mais pour les autres , peut-étre je les aurai,
n peut-étre vous les aurez ; le hasard est egal, parta-
» peons done ces 3a pistoles par la moitié , et donnez—
» moi, outre cela, mes 33 pistoles qui me sont sires. Il
» aura donc 48 pistoles et 'auire 16 (*). »n Ce résultat est
le méme que celui du calcul des probabilités compo-
sées, et le raisonnement parait ici beaucoup plussimple;
mais il perd cet avantage dans les cas plus compliqués,
qu’il ne résout qu'en Jes faisant dépendre les uns des
autrea, jusqu'd os qu'ils retombent dang celui-ci.

Fermat, qui s'occupait du probléme des partis en
méme temps gue Pascal, v appliqua d'abord la méthode
des combinaisons , dont celni-ci eut quelque peine a con-
cevoir I'emploi , lorsqu'il s'agissait de frois joueurs; et
pour lever ses dontes, Fermat fit usage des pro-
babilités composées (**).

B4. La séparation des joneurs avant la décision du-
sort, qui peut n'étre qu'un nbjet de convenance ou seu—
lement de spéculation , devient nécessaire dans le cas
ol le terme du jen cesse d étre assignable, comme cela
est possible, du moins mathématiquement, dans les
parties jouées en rabattant {59).

En elfet, i les jouenrs voulaient se séparer avant la
décision du sort, comme Pépogue de cette décision est
indéterminée, il faudrait qu'ils convinssent préalable-
went du nombre de coups sur lequel ils se proposent de
regler leor partage. Je supposerai que dans I'exem-
ple du n° cité, le joueur 4 ayantgagné un point au 1*°

32

("} (¥ usres da Paseal, . 1V, p. o3

(**) Fbid. | p. 430, Qo wnid & Ja puge 434, que Pascal avait mat
waoky le cas de troin joncurs | i sa adthode gendrale quit cite
cncond - §35, 4D

29




108 TRAITE ELEMENTAIRE

coup , propose alors la cessation du jen ; le tablean de
la page gg montre que le 1°F coup ayaat amené Iévine-
ment A, il ne reste au second coup que les événemens
AA et AB,dontlaprobabilité est}. Le premier fait ga-
gner la joueur A ; e second, réduisant les deuxjoveurs
a I'égalité, donne a chacun la probabilité ¢ de gagner,
ta méme qu'il avait en se mettant au jeu. Suivant ces
remarques, les probabilités sont, pour le 1°¥ joueur,
t4i.t=={, pour les*, 1.1 =1 Sidonc ils prennent
le second cnup pour régler leur séparation , le joueur A
aura les 1 de la somme déposée, et le jouenr B senle-
ment  ; ce qui est d'ailleurs évident, puisque le point A
arrivé au 1** coup, excluant les arrangemens B.A et BR
du a* coup, ne laisse & ce joueur que la part assignée
par U'événement 45,

65. La considération des sommes édventuelles, c'est-
a-dire dépendantes du hasard, a introduit dans le cal-
cul des probabilités une expression qui mérite un exa-
men particulier, celle d'espérance mathématique, par
laguelle on désigne le praduit d'une somme éventuelle
par la probabilité de Lobtenir, C'est dans la régle des
partis qu'on en gaisit e mieux la raison. Lorsque des
joueurs consentent 4 partager le fonds du jeu avant
que le sort en ait disposé, ils n'ont encore que des
espérances ; et cette régle accordant 4 chacun d'enx,
sur la somme déposée, une partie indiquée par [a
probabilité qu'il a de gagner le tout, il était assez
naturel de prendre cette partie pour la valeur de son
attente, On poorrait aussi la considérer comme ¢e que
devrait lui payer quelqu'un qui voudrait prendre sa
piace i le jeu continuait. On_va retrouver ces divers
points de voe dans la régle des paris.

66. Premidrement, I'équation af = be (61) exprims
I'égalité des produits formés en multipliant le gain
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gu'espére chaque joveur, par la probabilité de I'obte-
nir : on peut done dire que dans un pari dquitable,
les espérances mathématiques des dewx parieurs doivent

“étra drales.

Secondement, si P'on regarde les mises de ces jouenrs
comme ne leur appartenant plus, dés qu'eles sont
déposées, et quon évalue U'espérance sur la rentrée
de la somme de ces mises, que produit le gain du
pari, on sura

(a -+ b)e pour le 1* joneur, (z+ b} f pour leg*;
ot 4 cause que be==gf et s\ f = 1, ces valeurs sont
respectivement égales anx mises a et 5. On voit done
que la mise de chaque joueur doit étre égale @ son
espérance mathématique sur la somme déposée pour
former lo fonds du jeu; elle peut étre conmsidérée
comme le prix qu'il donne pour acquérir cette es-
pérance ; et en ohservant que la certitude est représentée
par 1, on aura les équations remarguables

(@abe=—=a.x, (b4a)f=0b.1.

Trobsiemement , si 'on met I'équation of == be sous

ia forme
be—af =0,

et qu'on regarde [es pertes comme des sommes négatives,
le produit — af de la somme —a, par la probabilité
S du gain du second jousur , pourra entrer dans P'éva-
Ination de [espérance mathématique du premier , la-
quelle se formera alors en multipliant le profit ou la
perta que lui apportent chacun des dvénemens possibles,
par la probabilité de ces édvénemens, et donnant aux
pertes le signe —. Elle sera égale & zéro, dans le cas
de pari équitable; ce qui veut dire que I'état du joueur
doit &tre envisagé comme n'étant pas changé par son
entréo a0 jeu,
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Ce dernier paint de vue semble présenter une con-
tradiction dans les termes; car I'état indiqué par T'es-
pérance mathématique du joueur est fictif: il n’est point
celui qui a lien dans la réalité. Aprés la décision du
sort , 'argent du joueur sera augmenté de & ou dimi~
nué de e, selon qu'il aura gagné ou perdu. Dans I'un
et lautre cas , son état sera différent de ce qu'il était
avant le jeu, Comment donc interpréter cette conclu-
sion, dans laquelle semblent se compenser I'un par
'autre deux événemens gui s'excluent mutuellement ?
Par les conséquences des épreuves répétées, dont la
nmultiplication tend sans cesse a rapprocher la dis-
tribution des événemens simples du rapport de leurs
probabilités,

f7. Cette explication, donnée par Condorcet, qui
a le premier remarqué la difliculté, s'appuie sur des
propositions démontrées par le caleul. D'abord , dans
un nombre quelcongue d'épreuves, le plus probable
des événemens camposés est précisément celui on’le
gain égale la perte. En effet, si les événemens A et [,
dont l'un fait gagner & et 'avtre perdre ¢, ont respec-
tivement les probabilités

m f= n
=t T m4n’
on aura
bm —an
be—af =2

et par conséquent
bm—an=—o, quand be —af =o.

Mais dans un nombre r(m - n} d'épreuves , I'événe-
ment le plus probable #tant compost de rm événe—
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mens 4 et de rn événemens 7 (29), donnera au joueur
qui parie pour 4, la sommae

bmr — anr,
qui s'évanouit quand on a Péquation
bme——agn=—0, oulaproportion atbttmin,

_c'eat-i—-dire-lorsque les mises sont en raison des proba-
bilités (61). :

68. A la vérité, ce résultat précis ne repose que
sur une probabilité relative ; mais on peut obtenir
une probabilité absclue, de plus en plus grande, d'en
approcher , dans un certain sens, aussi prés qu'on le
voudra, saveir, la probabilité que le rapport du nom-
bre des événemens .4 au nombre des épreuves sera com~
pris entre les limites

mit
m-n

lorsqu'on embrassera r(m 4 ) épreuves (34).
Ecrivons dans ces formules sm et sn 4 la place de

m et de n, suivant 'observation du n° 35 les limites
ci-dessus devenant

sm o4 1 sme—1

sty s(mn)’

se rapporteront 4 des événemens composés dans les-
quels il en entrera au plus rsm—-r de Vespéce 4
avec rsn —r de Vespice B, et au moins rsm —r de
Vespéce A avec rsn 4 r de l'espéce B. Dans le pre-
mier cas, le jonenr qui parie pour 4 recevra.....
{rsm - 1)b, et donnera (rsn — r)a; la valeur de cet

m—1
m—tnt
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€vénement compose sera donc

(rsma-rYb—(rsn—rla=rs (mb—na +a j‘b}

Si elle est positive, ce qui arrivera quand

a-b

£

mb 4 >na,
elle exprimera Je gain du jooeur qui parie poor A, et
la perte de celui qui parie pour B.

Dans le second cas, au lien de la valeur ci-dessus,
00 aora

{(rsm—nb—(rsn4-ra=rs (mb —_—ng— %b

valeur qui sera négative si

a4 b

5

na = > mb,

et qui alors exprimerz wne perte pour le premier
jeueur, un gain pour le second,

Quand bm — an== o, tout devient égal entre eux;
ils ont la méme probabilité de ne pas gagner et de ne
pas perdre au-deld de la somme

7s (a -: b):r(a-l-b).

C'est une partie déterminée de la mise totale de chaque

jouenr ; car &i l'on y remiplace b par sa valewr %‘,
tirée de 1'éguation

m—an=so0,
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. ra{m <-n . .
elle deviendra —(7;—2, et la mise totale du joneur

qui parie pour A étant rsa(m -+ n) = M, on aura

bty =,

sm'
la somme gagnée ou perdue a donc avec la mise totale
]
Je rapport —,
pport -

En désignant par M' Ja mise du joueur qui parie
pour &, on trouyereit de méme , en chassant g au lieu
de &, _

M
r(a + b) =

ST
. . v
¢ qui donne, pour le second joueur, le rapport =
! o

I} anit de li que; comme on pent assigner d'abord
4u nombre s telle valeur qu'on veut, on pourra sup-

pover suesi petits qu'on le voudra les rapports s—:r—l

i ; et prenant ensnite pour r des nombres de plus en

ples considérables, on obtiendra une probabilité de
plus en plus grande, que le somme perdue par I'un
quelconque des joueurs, et gagnée par fautre, ne sur-
passera pas une fraction donnee, el aussi petite guon
le voudra | da leur mise totale.

6q. Supposons maintenant que l'équation........
Lm - an = o n'ait pas lien, mais que I'espérance du se-
cond joueur 'emports sur celle du premier : posons en
¢onséquence, an=bm ~+c; il en résultera , dans le
premier can ,

a* ddition. 8
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. \ passibies a chaque ¢preuve; mais on apphi "dspé--
@ I Bain da 1= joueur , ! ke q- [,~ “r - pphque ! espé
el —cq 00 rance mathématigue & 1'évaluation de tous les genres
3 perte du 2%,

et dang le seeond cas,

r.s(c -+ ?_;.té)

perte du 1°F joueur,
gain duo 3°.

On voit par ces expressions, gque le gain du 1*7 joueur
se change en perte, et la perte du 2* en gain, dés

que ¢ > até ; le 1°* joveur perdra donc dans toute
s

Pétendoe des limites avsignées aux événemens compo-
sés , tandis que le 2* pagnera tonjours entre ces mémes
limites. Or le nombre s pouvant étre pris aussi grand
qu'on voudra, il s'ensuit que quelque petite que soit
la difféirence gquon établisse éntre les esperances ma-
thématiques de deux joueurs, on pourra, en mul-
tipliant le nombre des dpreuves , obtentr telle proba-
bilité qu'on voudra, que le joueur favorisé sere toujours
en gain, et ['autre toujours en parte.

Cette derniére proposition me parait bien suffisante
pour fonder Ia régle du pari équitable , et fixer le cens
que I'on doit attacher a l'espérance mathématique ;
elie pronve la nécessité de faire entrer la répétition
des hasards dans l'appréciation dps pertes et des gains
qu'ils aménent, et justifie complétement 1'assertion qui
termine le n® 4o (*).

7o. Je n'ai encore coosidéré que denx évinemens

(*) Condorcet ajoute encore les considirations suivantes qui ne
sont as TDOINS COTISTSEs.

Daoe s developpement de (m 4-rjr(m+=) la somme des lormes qui
précédent Je plus grand, celui qui est affente de mrmpre comparee
3 la valeur 1otale du développement , tend sans cesse vers le rApprort
il en est dv méme de Ja somme des termes qisi suivent ce plus
grand. Les premiecs répondent aux événemens qui font gagaer le

de hasard. Soit, par exemple, un d¢ 4 § faces,
marquées depuis 1 jusqu'd 6 , pavr lapparition de cha-
cune desquelles un joueur sengage & donner & celui
qui jette lo dé, autant de francs qu'elle contient de
points ; on demande la somme que ce dernier doit
meftre au jeu ? L'espérance mathématique de celni-ci
ge forme en ajoutant celles que donnent tous les dvé—
nemens possibles , et qui sont égales au produit dn
nombre de points marqués sor les diverses faces s par
la probabilité & d'en amener une quelcongue = le ré~
sultat est

é(1+n+5+4+5+6)-_—5fr- ?l;

®t par conséquent la mise cherchée (66). Aucun éve-
nement ne rapportera précisément cette somme ; mais
elle est la moyenne (ou elle tent le milien) entre
celles que le second jouenr retire par les gains et celles

que lui laissent les peries ; c’est-a-dire que les unés

sont autant au-dessus que les avtres sont du-dessotis,
En effet, il éprouvera, sur les points
1,2, 3, les pertes of ~l—, e LT
. 2 a'g 7

joseur pariant poar A4, les antres
san adversaire, Inrsque bours ospeira
et seniement dans ee eas; i 5'enm
ment , les prohabilités de gn rendent & devenir €gales pour cha-
fque gaear, & miesaire que leg dpreuves se multiplient, (Essai sur la
predabilité des decisions, cre, + P+ 145). Les bornes dans lerquelles
17 fae anis peopnad de Tessarrer et COuvrape, ne me permetient pas
e rapporier la démonsiration de fa proposition ci-
o en tronvers do moing des cxem

la page 245

aux dvéncmens qui fone gagner
nees mathdmatiques soat cgales,
tit done que dans ce cas senle—

dessus; wais
ples numériques dans la note de

8..
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ct sur les points

‘ 1 i
el oafe )
' P 4

4, 5,6, les gains -:-:
les unes compensent les autres, Pour le premier joueur,
ce serait la méme chose, mais dans {'ordre inverse.

De plus, cette valeur moyenne est celle qui ne pro-
duit ni perte ni guin, pour I'événement compnsé le
plus probable dans les épreuves répétées, puisque cet
événement répond au terme dont les exposans sont pro-
partionnels anx probabilites des événemens sim-
ples (54).

71. Cette eompensation ne peut étre considérée que
commie wn état fictif résultant de impossibilité d'assi-
grer de quel coté sera le gain, lor.que le jeu est égal ;
car il faut bien remarquer que si Je calcul montre que,
dans ce cas, les rapports des pertes aux mises totales
des joueurs, sont renfermeés dans des limites de plusen
plus resserrées (68); il ne s'en suit pas la diminution de
la valeur absolue de ces pertes, mais, au contraire ; son
augmentation, puisque la somme r{a--b) croit sans cesse
avec r. Aussi, en ne considérant que le résultat général da
jen, sans s'arréter au sort de I'un des joveurs en partico-
lier, antrunve sans peine qu'ily @ ure probabilité tonjours
craissante, que la perte surpassera une somme donnde,
quelque considérable que soit cette somme.

Pour v parvenir , supposons d'abord que Jes pro-
babilités des événemens simples soient égales ; prenons
en conséquence le développement de (e F)?, repré-
sentods par weff? le terme qui en occupe le mi-
lieu ; enfin, joignons & ce terme un nombre g de cewx
qui le précédent, er autant de cerx quile suivent, Nous
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aurons une expression de la forme

. APl el fr Xermifr,

et iadiquant les événemens oi la différence entre s
nombre des parties gagnées et celui des narties perdues
ne s'élevera pas & plus de aq. Or, celte probabitité
comprenant ag -1 termes, ira sans cesse en decrois-
sant, si le nombre g reste le méme, tandis que le
nombre p angmente {33), et par conséquent la pro-
babilité conteaire, qui est formée du rveste des tevs
nies du développement de (e ~+ /)2, s'approchera de
Plus en plus de I'unitd,

il suit évidemment de 13, que &l I'on désigne la
mize de chaque innprrr’par a, et que safartune ne sur-
Passe point aga, il existe on nombre 7, donnant vne
prnh.abiliré anssi grande que P'on voudra que la perte
r'e.sutgant dun jeu s'élévera d plus de aga, et qu'ainsi
! un des joveurs finira pat étre ruiné, quoique le jeu
it égaly senlement Ja probabilité de cette “ruine
sera fa méme pour un joneur que pour 'antre , parce
fque les termes fqui les expriment dans le développa-
nient de (e - f)** sont identiques.

. Quand les probabhilités des événemens simples somt
indgales, il faut cmployer l'expression

Am""“‘in""‘i'. . .+,um""n"‘. . _+ A'nlrm—qnm-i-;

(m -+ n)-(-uq-n) el )

dont les termes wxtrémes répondent 3

b e parte
marqnee par

(rm4q)b— (ra — qa = ¢ (a4 5},
4 €BUsE e rmb e roa = o (67),

Prenamt adety g(a 1) pour expression de Ja for-
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tune de chaque joueur, or pourra trouver eucore,
comme ci-dessus, 4 cause de I'invariabilité du nombreq,
une probabilité de plus en plus grande , que le jen suffi-
samment prolongé occasionnera 4 T'un des joueurs une
perteégale & g(e 4 ), et le ruinera par conséquent (*).
Lorsque le feu est inégal, alors la répetition des
épreuves tend sans cesse & I'accomulation des plus
petits avantages, dont, comme on l'a vu dans le
n® 6y, la probabilité croit sans eesse, et peut étre
portée aussi prés de l'unité gqu'on le voudra. Aussi
Pexpérience prouve-t-elle chaque jour que les ban-
quiers qui se chargent de tenir un jeu de pur hasard ,
moyennant cerfains avantages sur les chances, se
procurent un hénéfice assuré, dés qu'ils ont des fonds
sullisans pour faire face & quelques événemens trop
défavorables qui peuvent arriver de temps & autre.

73. Le succés des loteries est de ce genre; il est
fondé sur ce qu'elles ne rendent pas a ceux qui y mettent
(on anx pontes), le gain correspondant anx risques qu’'ils
courent ; la disproportion est le plus souvent considé-
table, et augmiente & mesure que les probabilités de
succés diminuent , ainsi qu'on va le voir dans la loterie
de France.

L'extrait simple, ou la sortie d’un seul numéro, ne
rend que 15 fois Ja mise, quoique sa probabilité n'étant

que T‘E {47}, il devrait produire un gain égal 417 fois

la mise, et vendre par conséquent 18 fois cette mise,

{%) Iei e probabilites ne seront pas exactement les mémes pone
chague joucer ; mais snivant Mindication donnée dans Ia note e Ta
page 114, elles tendront sans cesse i devenic égales, cn s'approchunt
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I'espérance: mathematique du banquier excéde donc
- 3
ici de — ===
1376
L'extrait déterminé, oula sortie d'un senl nnmern , a
une place marguée du tirage, 1a premiere, par exemple,
ne rend que 7o fois la mise, pour waoe prebabilité égale

celie des pontes.

F gl.o; Favantage du banquier, sur ce hasard, est

go 2
dong —=-.
5 3

L'ambe, ou la sortie, dans le méme tirage , de deux
numéros désignés, me rend qoe 370 Yois la mize ;maiy go

. oy : . 0.8
numéros, combinés 2 & 2, produisant 5 9:4005

ambes, et les b puméros d'un tirage -%A-i: 10, la pro-

babilité de la sortie d'un ambe est -2 3 la probabilits
) 400h
. 3965 .
contratre , Zg'—gg; le gain du ponte devrait done &tre

"'—?g—s =3g9,b fois la mise; I'avantage du banquier est

par conaéquent

1o 135 _ og
(399,56 — a6g) Fo0b ™ Joob = Hy

V'ambe dédterminé, ou la sortie de demwx numeéros
désignts , dans une place donmée du tirage , ne rend
que 5100 {ois la mise. Conmme il s'agit iei des arran-
frmens deux & deux, et non pas des combinaisons |
Iex §2 pumérsa produisent 8cio ambes déterminés |
de plus, la place étant fixée dans le tirage, fa pro-
babilité d'un ambe déterminé sera par conséquent
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!_%51?3" la probabilite contraire. 32?2; le gain du ponte

devrait dope Atre Boog fois Ja mise; Vavantage du
banquier est par conséquent

(8oog — 5og8) g = 5o

oo 8ot

Le terne, ou la sortie, dans Je méme tirage, de
trois numéras diésignés , ne rend que 5500 fois la mise ;
mais 9o numéros, combinés 3 4 3, produisant
g0.89.88
“1.2.3

5.4.3

=10, la probabilité de la sortie d'un terne
1.3.

==117480 ternes, et les 5 numéros du tirage

10 1 e : 11747 .
m:m ; 12 probabilité contraire, T

le gain du ponte devrait donc étre 11747 fois la mise ;
I'avantage du banquier est par conséquent

est

I 6248 143

(11747 —5499) ;‘ﬁ'g ———:—778' = 267
Le quaterne, ou la sortie, dans le méme tirage ,
de quatre numéros désignés, ne rend que 7haco fois
ia mise ; mais les go Buméros, combinés 44 4 , pro-

duisantg'gg'gsmm'8722555190 quaternes , et les 5
1.2.3.4
5.4.3.2 __

numéros du tirage, fa probabilité de

=2,

1.9.53.4

; v

la sortie d'un quaterne est 3555190 = 5nos la pro-
. B1103

babilité contraire, Skl o8

511038° Je gain du ponte devrait
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donc &tre 511037 fois la mise; l'avantage du banqguier
est par conséquent

P 43607H  nrBoiq
1037 — T T e T e,
7(51 ‘ 74999)911038 511038 7 255519
On pouvait mettre autrefois sur le quine, ousur la
sortie, dans le méme tirage, de cing numéres dési-
gnés, qui ne rendait que 1 cov ooo de fois la mise ;
mais les go nvméros , combinés 5 a 5, prodeisant
90.89.88.87.86 3 .
sttt i e S = 268 quines, et les b nn-
L2345 40949208 quines,
miéros du tirage, 1, la probabilité de la sortie d'un

quine était done ; la probabilité contraire ,

1
3949388
45940087
43949268 *
43 g4g 857 fois la mise, I'avantage du banqguier était
par conséquent

le gain du ponte aurait done di Atr=

1 __42a49~R8

(43 949 267 999999) 7= 15358 = {33 9268 "

., 42
et surpassait Piy

On a snpprimé cette maniére de joner, dans la-
quelle la dilliculté de gagner était si grande, qu'elle
devait rebuter presque tont le monde. Pour s'en faire
bientét une idée, il =uffit de considérer qn'en faisant
2 tirages par mois dans 4 villes dTérentes, ce qui dor-
nerait g6 tirages dans wn an, il fandrait ples de
457804 ans pour gue tous les quines fussent eortis,
en supposant encore qu'aucun ne se fiit répété pendant
cet immense intervalle. La sortie de tous les quaternes
exigorait, dans la méme hypothése, plus de 5323 ans :
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on trouverait bien antre chose encore, si, par la for-
mule du n* 57, on cherchait le nombre de tirages qu'il
faudrait embrasser pour obtenir la probabilité { de ga-
gner un gnine ou un guaterne,

73. 1 ne faut pas croire pourtant que le gain du ban-
quier, & la loterie, soit aussi démesuré que le montrent
les calculs précédens. Pour que la grande dispropor-
tion étahlie entre la mise et le gain produisit infaillible-
ment son plein effet, il faudrait que toutes les combi-
naisons des numéros fussent joudes avec des mises égales,
mais c'est ce qui est bien loin d'arriver. Les mises par
extrait, qui sont les plus nombreuses, se distribvent
trés inégalement entre les go muméros, selon la date
de leur derniére sortie , ou d'aprés des réveries super—
stitiegses ; apssi [administration de la loterie , qui crai-
guait la sortie d'un numéro trop charge de mises, s’ était
réservé le droit de le fermer, cest-d-dire de ne pas
recdoir les mises qui seraient faites sur ce numére;
mais vne longue expérience I'ayant bien rassurée sur
cette crainte, elle pe met plus a présent de restriction
i la volonté des pontes ; seulement, comme autrefois ,
elle fait vendre des billets arrangés d'avance, afin de
répandre autant qu'il est possible les mises sur tontes
les combinaisons. Cependant il n'est pas nécessaire que
le partage des mises approche beancoup de I'égalite,
pour mettes le banquier hors de perte : ¢'est ce dont on
peut se convaincre, en considérant ses avantages sous
1e rapport des recettes aux dépenses dans chaque tirage.

Si toutes les mises par extrait étaient jes mémes,
un tirage lui coiterait 5 % 15 mises, ou 75 mises ;
gil en await recu go, il aurait un bénéfice assuré de
15 mises, et il serait aun pair #'il ¥ avait eu seulement
75 numéros placés, Faisant le méme calcul sur les
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autres maniéres de jouer les numéros, on verra l'ex-
cédant de la recette sur la dépense augmenter d'une
maniére si rapide, que Je pair est atteint bien avant qua
toutes les combinaivons ou les arrangemens soient
remplis, . '

Au reste., les profits bien constatés de la loterie,
pendant une longue swite d'années, fes pertes et les
désordres, malheurensement aussi bien constatés, dont
elle a été fa cause, pour une multitude de gens de
toute profession, enivrés par ses espérances trompeuses,
parlent encore plus haut que les calculs précédens ,
contre la faibjesse qui fait basarder dans un jeu anssi
inegal wn argent domt on pourrait faire un wsage
profitable autant 4 Vamélioration des meeurs qu'aux
avantages physiques des hommes, 51l y avait des caisses
d'épargnes solidement éiablies, sagement administrées,
ou recueillant les petites économies de I'ouvrier labo-
rieux et du domestique Fdéle, on leur prépardt des
ressources assurées pour le temps de la vieillesse et des
inlirmites,

Ceux qui veulent absolument se bercer d'espérances
frivoles, ont retourné de toutes les maniéres les com-
binaieons que présentent la constitution de la loterio
et les tableaux des numéros sortis depuis son établis-
sement , afin d'y chercher un moyen de trouver son
coté faible. Ce qu'ils ont pu faire de moins déraison—
nable revient & déterminer des progressions de mises
croisgant de maniére qu'un événement heureux dout
1a probabilité serait assez considérable, pat conbvrir
la perte pagsée; mais par ce moyen on ne saurait
arriver & une probabilitt un pen grande d'obtenir
un gain méme trés faible , qu'en exposant une somime
assez {urte | pour que sa perte entraindt de bien plus
graves ingonvéniens que le gain ne pourrait donner
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d'avantages. Les pontes qui ont peu de forlune ne
saurdient suivre de semblables jeux, ce qu'on ap-
pelle faire la martingale | sans se géner ou s'obicer,
et sont sonvent forcés’ de les ahandonner en perdant
tout ce qu'ils v ont exposé, Quant aux gens riches ,
ils peuvent faire de leurs capitarx un emploi bien
plus avantageew , en se livrant aux améliorations de
P'agriculture, an perfectionnement des arts, au déva-
lnppement du commerce. Dana cette espéce de jea,
domt on pent dire que la nature est le banquier , parce
que sa feree repraductive en fait le fonds, les pontes
sages et ¢clairés angmentent levr fortume, en procu-
rant a 1a scciété un accroissement de bien-étre {*).

De l'espérance morale.

74.Ce n'est pas seulement 4 unjeu inégal qu'on homme
sensé ne voudra point exposer une somnie tn peu forie,
dans l'espérance d'un petit gain trés probable; il pen-
serait encore ainsi , quand méme les conditions du jeu
seraient égales; maiy il se déterminerait aun contraire
aigément A risucr vme faible samme, peur obtenic
un gain considérable e, et d'une probabilité fort petite.
L.'un et Vautre de ces cas peuvent néanmoins répondre
4 la méme espérance mathématique , puisque Féqua-

[*) Les jewx publies sent aussi une antre source de ruine, parce
qn'il sony tenus par des baoruicrs, ui ont un acantage conatant sur
tounes les misrs, Parmi cos jenx, cetni dua treate et ue on du trestes
ef quarante, gui n'avait pas encore été snumis compléicment an
raleal, a fait le suyet d'un Miémoire b, par M, Poisson, & PAcadé-
min des Sciences, ca r8an, et dont i1 a public les prindipaux résultats
dans fe tome XIH dfes Annales de Chimic et de Physique,
page 17h
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tion be == af (56) sub:istera toujours, si | dans chacun de
ses membres 'un des facteurs diminue dens le méme
rapport que l'autre apgmeute, Par exemple, le pari
dans lequel a== 10000, b =10, e =132, froylse,
quoiqu’équitable , serait-il tenu par un homme de bon
zens, ne possédant quune trés petite fortune ? courrait-il
le risque de perdre 10ooo francs pour gagner 10 francs,
quoique les probabilités soient en raison inverse de
ces sommees 7 Non sans doute:'appréciation morale de
1'événement différe donc ici de son évaluation ma-
thématigue. La cause en est dans la disproportion
entre les conséquences d'une perte qui diminuerait
considérabldment la fortune du jouneur, et celles
d'un gain qui 0’y apporterait qu'une trés légére aup-
1uentation.

1 est incontestable que la valenr absolue d'une
somme d'argeot nest pas toujours la mesure précise
de son importance : elle doit le plus souvent ses—
timer d'aprés les privations que sa perte impose, ou les
jouissances que son gain procure; ce qui dépend de
I'état de la fortune de celui qui doit la perdre ou la ga-
gner ; mais comment introduire cette considération
dang les calculs? Quelle proportion copvient il d'éta-
blir entre le bien po:séde et les sommey éventuelles ?
Quelle formule , satisfaisant 4 toutes les .conditions du
sujet, doit étre substituée a celle de I'espérance mathé-
matique ? Enfin convient-il d’abandounsr cette appré-
ciation des événemens incertains? C'est ce que je vais
examiner successivement,

75. Pour donner des bases & lestimation relative
des pertes et des gains , il paraitrait d"abord indispen—
1able de classer les abjets de dépenses suivant houc
degré d'utilite ; mais il scrait bien difficile de former

1ol TEATE BLOWERTARE

de cette maniére nn tarif avoué par tout le monde.
L.es aises, le snperflu méme, auxguels on s'est habi-
tué | sont souveut regardés comme faisant partie du
nécessaire , et chacun en établit les rapports selon ses
dispositions et ses gofits. On ne voit donc dans {idée
de perte et de gain relatifs , que le plus ou le moins,
sentis d'mne maniére vague qui Jaisse absolument indé-
terminée la loi d'accroissement et de diminuvtion de
levrs rapports d'importance; en rorte qu'il n'y a d'autre
moyen d'y appligner le calcul , que d'établir une'hypo-
thése, pour en faire I'éprenve par la comparaison de
ses conséquences avec ce u'indigue le simplebon sens ,
procédé qui ne saurajt mener a des résultats précis,
mals conduit seulement & distinguer le plausible de
Vahsurde,

Cequi se présente dé mieux, au premier coup d'eeil, est
de prendre pour mesure de l'importance d'une somme
ajoutée 4 un bien quelconque , le rapport de Fune a
T'autre, et d'admettre en conségquence que 'homme
qui posséde 1000f", et qui gagne 100f", en regoit un
avantage égal a celui que procure un gain de 10000/
an possesseur de 10o0cof™, ou le galn de 1/ 4 'homme
n'avant que 17,

Dés que l'on fait entrer dans Vappréciation des
sommes éventuelles, Ja considération du bien antérien-
rement possédé, la méme somme acquiert plus d'im=
portance lorsquion la perd que lorsqu'on Ja gagne. En
effet, le foweur qui, possédant 100cf™, va risquer une
somme de 100f"., s'expose & perdre la 1o® partie de
son bien ; l'importauce de cette somme pour lui est
représentée alors par -5 ; mais 8il la gagne, comme
il aura 1100/, la méme somme de 10077 ne sera plus
que 7; de sa fortune; elle aura par conséquent diminné
de valeur morale. Buffon, qui a proposé cette hypo=
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thése , en conclut que lo jeu le plus simple et le plus
égal, ceui dans lequel deux personnes qui possedent
autant de bien Yune que I'autre, onten leur faveur un
nombre égal de chances, entraine toujours une perte
ahsolue d'aisance , puisque I'événement diminue plus
le bien-étre du perdant qu'il n"augmente celui du ga-
goant. Dana l'exemple ci - dessus, l'estimation de
cette perte serait & —-4 == 15} dans celui de Buffon,
la somme éventuelle étant 1a moitié de la fortune des
joueurs , les valeurs morales de la perte et du gain sont
exprimées par } et §, dont la diflférence est 3 {*).

En pénéral, soit a le bien antérieur, et « la somme
éventuelle ; l'importance de cetts somme sera expri~
mée par

o « .
-, comme perte, ——, comme gam,
a a

4=

et la différence par —-
P +=)

Ceci conduit naturellement a chercher la valewr de
la perte d'une impottance équivalente au gain «. Soit
& cette perte; on aura

T

_a
a a-tea’

as «

a+¢= 2
1--[-&

On voit par la derniére expression de x, que 5a va—
Jeur approchera d'autant plus de «, que la fraction

dol z=

2 sera plus petite; en sorte que le gain et la perte
a

(°) Fasais &' Arithmétique moralo, p. b6g du v IV du Supplé-
ment da U'listoire naturelle, édition in-jo.
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ne peuvent étre «'égate importance que lorsqu'ils sont
infiniment petits par rapport au bien antérieur.

=6. C'est dans cet état que Daniel Bernoulli les con—
ridére d'abord, et suppose que leur valeur morale ou
leur importance , qu'il désigne par le miot latin emo-
Iumentum , est en raison inverse du hien antérieur (*}.
11 congoit ensuite qu'un bien quelconque est prodoit
par T'accumvlation d'un nembre infini de petils ac—
¢ctoissemens dont chacun v ajoute un degré d'impor-
tance proportionnel 4 son rapport avec e capital déja
formé. La somme de tous ces degrés compose I'impor-
tance ou la valeur morale de la somme produite ainsi.
¥En désignant par « les petits accroissemens du capi-
tal, par a, a', a", a",...x, ses valeurs successives, et
par k un nombre constant, Uimportance du capital =
sera exprimée par la suite

Jrae free hue

ke ha ;
G_+F+(T"+ET'”'“+

T’

dont la somme , lorsqu’on suppose « infiniment petit,
s'obtient avec la plus grande facilité par le calcul inté-
gral (voyez la note 1), Avec ce secours, on trouve

X v
k1~ pour lu mesure de I'importance cherchée.

a

Pour s’assurer que cette mesure remplit la condition
demandée, il suflit de connaitre le développement du

Yngarithme en série (wovez le Complém. des Elem,
d’Algebre}: car si Yon suppose que x se change en

. . a Tay N
x + «, Pexpression 1 = devenant 1 (-—-+—), s'aceroifra
o a

 Commentarii Academice Petropolitana, 1.V, p. 175,
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1ag

de la quantité
T« & _ Toay_ «
r(e —k]z__.kl(—x— _M(l.q-x)

(e &

=k{— 4 gp—ee |,
tandis gue la suite posée plus haut saugmentera du
ferme‘g-";"ét'ces dcéroisseniens approcheront d'antant

plus de I'égalité, que w sera plus petit.

Le diviseur a d&signe ici un-bien primitif du-dessous
duquel ne saurait tomber la valesr de , qu'on ne peuat
pas supposer népative; ecar, comme le remarque
Bernoulli, il n'y a que lindividu mourant actuelle-
ment de faim, duquel on puisse dire qu'il ne posséde
rien absolument: « Celui qui se procure en niendiant’
» une sgmme annuella de 10 piéces d'or, n'en aceep-
» terait pas bo, sous la condition de renoncer a ce
» moyen de gagner sa vie, anssi bien qu'a tout autre, 1
» en est ainsi de ceux qui ne vivent qu'en emprunfant.
» Pourraient-ils $'interdire & jamals cette ressource ,
n moyenhant uné sormmeé plus considérable ménie que
» celle qui les libérerait de leurs dettes ? 5i donc le
» mendiant et I'emprunteur ne veulent pas renoncer
n 4 cette sorte de profession, Je premier , 4 moins d'un
» capital de 100 piéces d'or, et le second, & moins
» d'un capital de 1000, nous regarderons I'un comme
» riche de 100 pitces, et l'autre de 1000, quoique,
» dans le langage ordinaire , on dise que I'un n'a rien,
» et 'avtre moins que vien.» En geénéral, e bien pos—
sédé par un individa est au moins repréventé par la
gubsistance qu'il tire de T'emplot de sa force et de son
industrie , et ne s'anéantit gqu'avec sa vie.

77 St nous représantens par y Vimportance de ca+
a* éditron, 9
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ital = , et par y* celle du capital x', nous aurons
P  sbpar y % '

. T x z
Supposons maintenant, comme danale n® 75, quea
soit un bien ot « 1ne somme éventuelle queltonquess
on posant r=a, 2’ = a -+« et X' =a —«, I'impor-
tance de la somme & sera exprimée par

ri2E

r
a

L, ; & = .. .
; coltme pain ; £1 —— comme perte,

et négative dans 1 dernier cas.

Pour déterminer la perte x dont 'importance serait
égale 4 celle du gain «, nous considérerons qu'il s'agit
ici de la valeur absolue de cette importants, indépen~

ddmment da signe; ot cdiime -“a-;-.r €st une guan-

tité mégative, nous poserons

“kz‘.‘_“-"_”:kl.‘f_t‘i. don % ote
a a i =T a
& e 0%
- e

Cette valeur est la méme que celle qui résulte de Fhy-
pothise de Buffon, quoique dailleurs cette hypothése
fasse croftre bien plus rapidement que celle de Bernoulli
Pimportance des pertes. Ainsi deux hypothéses, fort
#loigntes 'une de Pautrs, satisfont doné aux seules
conditions que le sujet impose au premier coup-d'eeil R
savoir, célle de diminuer le prix des soidmes éven—

tuelles , & mesure que le hien antérienr est plus consi-

dérable , et de donner plus d'importante i la perte
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qu'au gain. On pourrait trouver uwne infinité d’avtres
hypothéses qui en feraient autant ; mais celle de Ber-
noulli parait la plus plawsible, parce qu'elle descend
aux élémens mémes dont se forment les capitaux, et

- que Cest en effet par les trés petites somnies qu'on peur

perdre ou gagner avec indifférence, que le sentiment
commun fait apprécier les divers élats de fortune.
« Il s’embarrase, dit~on, de perdre up écu, commeémoi
» de perdre un sou.» Cest comme si V'on disait : « Un

- écu est A sa fortune te qu'un son est & la mienne.n

78. Aux valeurs absolues des sommes attachées & des
événemens incertains, Daniel Bernoulli substitue les
valeurs morales, ou l'importance des capitaux résul-
tant des modifications que ces événemens apportent
4 la fortune du joueur, 8i, par exemple, des événe-
mens dent Jes_probabilités sont e , f, 7, doivent pro-
duire des sommes «, 2, ¥, et gue a désigne le bien
antérieur., au lieu de Pespérance mathématique

ez fa e 2y (65),
on prendra
f a-ta a8 a-y
Y=g fatTtp Ty 0]

pour la valenr morale de la fortune du joneor gui
attend ees éviéneniens. C'est Ja ce que Bernoulli nomme
1a mesure du sort (mensura sortis), et ce que M. Laplace
appelle fortune morale (*), par opposition a la for-
tune physigue , ¢'est-d-dire 4 la valeur absolue du ca-
pital ayant ume fmportance équivalente. En désigmant
ce capital par X, on aura

(*} Thénrie rrnm'yl’iu,mc des Preabalitites i 13
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¥ =Fl -}-{6, dot X= (a4 &} (a8 (a4 v},

2 cawsequee-f f+g=1 (12}

St I'on cherchait 'équivalent du gain oun ce que
M. Laplace appelle espérance morale, il faudrait faire
X == a -+ x, ce qui donnerait :

rz=(ate) @8 (a+7)f—a

En développant les puissances et les multiplications
indiquées dans le second membre , et se bornant aux
termes ot les sommes éventdelles w, 4; o, neg'élévent
qu'a la premiére puissance, on trouvera

2= a6 (eant f8 g1} =
ce qui se réduit 4
=ea+ fo+gv,
puisque e~ f4-g=1, e+f+g-- 1=o0.

Ce résultat , le m&ne que Vespérance mathématique,
montre que V'espdrance morale a sensiblement la méme
valeur, lorsque lés sommes éventuelles sont trés pe-
tites par rapport 2u bien antérieur, c‘ons,équence qu'il
ne faut pas perdre de vue, et qui suit egalem'ent de
toutes les hypothéses quion pourrait faire sur I'impor-
tance des sommes éventuelles.

Voici les principales applications que Daniel Bernoulli
fait de sa formuie.

74. Premiérement, il cherche le so:rr-d'un joueur
possédant 100 pices, et ayant la probabilité 3 d'en ga~
gner ou d'en perdre 50. Dans ce cas,

1 i .
— =~ — =100, a=5o, g=—"ho;
p,‘g,f_..n.g 0, a==100, =
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il vient

t L}
X'={100 4 50)* (50)® = /55, 160 = 8y :
ce foueur aurait donc 13 de perte sur son état pri=
mitif; elle se réduirait & 6, si I'on faisajt o== 300,

80, Dans la seconds question, Bernoulli suppose
qw'on demdnde ¢ un négociant une somme de Roopidees
pour lui garantir (ou assurer) le prix de marchundises
dont la valeur s'éléve 10000 pidces , et gui, devant
€tre transportées par mer, seront exrposées ¢ un risgue
de perte dont la probabilitd est 2 : convient-il ¢ ce
négocient d'accepter le marche qu'on lui propose? Pour
en’ juger comparons les valeurs physiques de la fortune
de ee négociant , lorsqu'il coort Jes risques du trans-
port ; et lorsqu'il accepte la garantie (on Fassurance)
qui lui est offerte. Désignons toujours par a le bisn
qu'il posséde, outre les marchandises énonoées dans la
question , et faisons

: 9

¥
# ™= 10000 e=—— = ==
’ g0’ 5 20’
Pexpression générale de X donnera , pour le premier
cas,

18
(e +10000)* c*°,

et 24-9200 pour Je second , dans lequel il v a une perte
certaine de 800 piéces. Donc, selon que

ra '
{a410000)""a* < ou >a - gaoo,
la garantie proposée donnera un avantage ou un désar
vantage moral au négociant.
De 14 résulte une détermination de a ou du bien
qu'il doit posséder, pour pouvoir rejeter cette assu-
xance, e co sera la valeur de a qui satisfera & 1é-
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gquaticn
13 1

{a+4-10000)" " a¥ = u -+ gac0,

puisqu'elle est Ia limite gni sépare Favantage do désa-
vaniage. Cette équation , traitée par rapport 4 Ia lattre &
suivant les procédés indigués pour résoudre par approxi=
mation les équations numériques , donnera g == bo4%
"Tant que l¢ négnciant posséds moins que cette somme ,
la formule de Bernoulli lui prescrit de faire assurer
pes marchandises.

It n'en est pas de cette formule comme de oelle da
I'espérance mathématique , les conditions n'y sont pas
les m@mes pour chacen des jouenrs; aussi pour gom-
pliter la solution du probléme qui nous opeupe, Bare
noulli cherche-til le bien que doit posséder celti gui
olfre la garantie {on 'essureur). En désignant ce bien
par b, on trouvera que la valeur physique de la fore
tune de Passureur est, par suite de sa spéculation ,

L
s

b Boo)-:'?‘h {6 —gaco)

et I'égalant & b, on aura I'équation

»

(54800)™ (b — gaco) = b,

qui doit déterminer la valeur de &, au-dessons de la—
quelte I'assureur auralt tort de se livrera la spéculation
qu'tl a entreprise ; cette somme est 14943 pidces.

I faudrait qu'il en possédit au moins 29878, pour
pouvoir ne demander au négociant gue Goo pidces an
lien de Rao | les risques demeurant les mémes; et ce-
lui - ci aurait tort de rejeter Voflre | tant que son bien
ne «'éleverait pas & 20478 pitces. Ces nombres se dé-
terminent comme les précédens, en substituant seule-
ment Soo & Beol
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81. En se bornant & chercher la valeur de F'es-
petance mathématigue , on trouve qu’il est indifférent
de risquer une somme dans un sevl hasard, ou ds la
partager entre plusieurs basards ayant la méme proba-
bilité que celuici; par exemple, de Ja placer sur un
seul vaisseau, ou de la répartir entre plusieurs,, lorsque
Ye risque de perte est le méme pour tous ces vaisseau,
En effet, a désignant cette somme, r le nombre des
vaisseaux , dopt sur m =4 n, il a’en perd n; toutes les
chances de leur arrivée seront comprises dans la formule

(m +“.)v=: m' +1': mTihe 4 _’:(IT-; iy
+ r—n{r—a) '_! ! )2(;“ 3} =t -+ ste.

la mise g é1ant partagée entre les r vaispeanx, Var-

. . e
rivée de tous ces vamsseaux vaudra une soime - ; celle

de 7 —~ 1, une somme (r — 1) By et ainst de suite. Mul-

tipliant donc par ces somnies fes termes qoi leur cor-

respandent , on verra seus peine gue Je produit revient &

. r—1 r—1}{r—a} __ .

i (e D O
= ma(m + my=;

. . , ma
et divisant pa 2}, il en résnltera ——— pour
par (m - ny', réenltera ——r— P

Vespérance mathématique, de méme que si I'on n'avait
considéré qu'un seul vaisseau.

Quand on s'en tient & ce premier apergu , sans faire
entrer en considération Ja plus ou moins grande pos-
sibilité de répéter les épreuves , la Formule de Bernoulli
parait plus d'accord avee Popinion commune , qui porte
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A diviser les sommes aventurées. Pour le montrer, il
détermine successivement le sort d'un marchand qui,
possédant 4000 pigces, et attendant par mer pour 8ooo
pitces de marchandises , fait charger ces marchandises,
pOit aur 1, soit sur 3 vaisseaux , dont la probabilité d'ar-,
rivée est ;%. Pans le premier cas, Ia valeur physique
de }a fortupe de ce négnciant est

{r !IOOO):PF (4000)*: 1o751.

Le second, offrant trois événemens composés domt
les probabilités sont (%)%, 2%+, (#5)° (20), ce qui
donne &« —=8000, 8= 4000, v =0, conduit &
. 2B o
(13000)"°° {8000} "°" (4000) """ == 11033
En retranchant de ces sommes les oo piéces, bien
" antérient que posséde le négociant, on aura 675t et
7033 pour les valenrs morales des sommes éventuelles
qu'il attend, Par la formule de I'espérance mathéma-
tique, on trouvera 8ooo X L= yuoc, somme plus
forte , mais dont les résultats, tirés de la formule de
Bernoulli, s'approcheront d'autant plus que les mar-
chandises seront réparties sur un plus grand nombre
de vaisseaux.

82. Ce géométre termine le mémoire dont je domne
Pextrait , par la soiution du probléme qui Lt naitre les
premiers doutes sur Pévaluation de I'espérance mathé-
matique, adoptée sand discussion par les inventeurs dit
caleul des probabilités, 11 fut proposé 4 Montmort, par
Nicolas Bernoulli (¥}, et requt le non: de probléme de
Pétersbourg , 4 cause sans deate de la mention qu'en
a faite Daniel Bernoulli, dans les Mémoires académiques

{*) Analyse des jeux de kasard, p. jo3, 5¢ probléme. )
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dé cette ville, Voiei 'énoncé qu'on v tronve : Pierre se
‘proposant de jeter en 'air une pisce de monnaie, pro-
st de donner @ Paul « ducat 51, dis le 1°° coup, cette
pidce étant -tombée , montre la face ; 3, si cela n'ar-
rive quaw 2° coup; 4, Sice nest gu'aun 3%, et ainsi
de suite, en doublant d chaque coup ; on demande le
sort de Paul, Cette sorte de jeu se nomme en frangais
‘croin o pile, pile désignant la face qui doit paraitre :
il revient au jet d'un dé qui n'avrait que deux faces.
En appliquant le calcuol aux cpnditions indiquées ci-
dessus,, on trouve pour Paul les probabilités
Wala o1 L o1
} ';"‘Z’ g,.......g—!,
de gagner

Y, G, dareee-s 2" ducats ,

1, g%, 3., nf coup ;
son espérance mathFmatique de gain vaudra donc
&.,l+i.n+é.4 ..... + #.a"":?
OF, ‘puisqu'il n'sst pas impomsible que pile n'arrive
qu'aprés un nombre de coups, plus grand que telnombre
qu'il plaira d'assigner, ne s'ensuit-il pas gqu'avant de
cémmencer le jeu, il faut supposer ce mombre in-
fini? La mise de Paul doit donc étre infinie; mais
quel homme sensé voudra risqoer a ce jeu, non pas une
somme infinie, ce qui est absurde, mais ‘méme une
somme tant soit peu forte ; voild le paradoxe que les
gfomdtres ont cherché a expliquer ou & éviter.
Quelques-uns ont pensé qu'on leverait toute dilficulté,
apit en lixant pour le maximuin de gain une somme
tellewent grande, qu'on diit regarder comme absolu-
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ment inutile tout ce qu'on pourrait y ajonter, puisqu'on
n'en saurait faire aucen emploi, ou bienr en fixant une
probabilité assez petite, pour qu'on pit la consi-
dérer comme nulle, et regarder comme impossible
1'événement augue! elle répond. Par la premsjgre consi=
dération, on_place le terme’de jen au conp dont Jd
gein rapportersit la somme prive ppur limite de
cellgs qu'il est utile de posséder. Cramer propesait
pour cette limite, le gombre marqué per

9% 5= 16 pyy M6,

en prenant I'éeu pour 'unité. Si l'on y substituait le
ducat , employé dans 1'énoncé du probléme, le jen -
nirait au 85° coup, et la mise de Paul se réduirait &
12 . Mais si I'on regarde comme svperilne toute gug-
mentation faite & la sommae 2%, pourquoi ne se borne—
rait-on pas aussi bien 4 la somime 9" =1, qui gn
différe si peu; et en continuapt ajpsi de proche en
proche, obh s'arréterait-on ?

Si I'on voulait termingr 'e jeu lorsqu'il y a wne-

probabilité trés voisine d¥wlinité gue pile a di arriver,
et une probabilité contraire ausai petite gue eelle gu'on
est convenu de regarder comme pulle, gn prenang
—wiss pour celfe-ci, le jon devrait finir au 13* coup ,
puisque ia probabilité de n’amener pile gyau 14* est
soiege Dans cette détermination , la mige de Paul ne
serait que de 6 ducats et 1; mais 2i I'on regarde comme
nudle la probabilité ;i ef la fraction 2L comme
la certilude morale , ainsi gue le voulait Buffon, que
fera-t-on pour les probabilités 5355 et 12029, qui dif-
ferent trés peu de Ja pricédente ? Il est doyc jmpos—
sible d'vasigner des limites aussi fixes & des éyaluations
gqui conservent fovjours guelque chose de vague. Je re—-
prendrai ces considéralions dans Ja suile ; mais ce que
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je viens de dire suffit pour conclure, avec Daniel
Bernouili et Cordorcet, que les explications précédentes
sont pea fendées,

83, La formule de Bernoulli entre mieux dans la
difficulié, parce gu'ells ne met auvcun terme 4 la du-
rég du jeu, En désignant par g le bien de Paul, et par
2z ce qu'll doit mettre au jeu, son avoir sera , si pile
arrive
2u1* coup, a—a-1; ay 9%, a—z42 ; au 3%, a—x-4-4,
correspondant & des probabilités

1 Y. 1

a2’ - 3’ g
ce qui denne pour la valeur physique de la fortune,
d'aprés les conditions du jeu ,

Xrz(g—z 4 l)-;- (a—2x -}-a)i (a-—-z:+4)€" . etc. ,

qu'il fandra égaler an bien antérieur a, pour exprimer
que Je sort de ce joueur n'est pas changé: on aura
dono I'équation

Ca==({ge~x -4 l){.(a—a:-i-n)t (g8 —x-4)¥ .etc.,
dont le second membre doit renfermer un nombre in-
.fini de facteurs.

On s tiverast pas pisément d'une semblable équa-
tinn Jes velenrs da 23 mais en faieant g =o',
slle deviant

A P S S
aw (@ 41) (49 @4 (o + 8)' " etc.,
et conduit 4 la valeor de « par celle de &, d'ou T'on

déduit ensuite celle de x. On peut la mettre sous fa
forme .
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1 r
a==1%, 2% 4% 87%, atc. X

{t +a')%<1+f—’-')% (1 +%’)% (1 —kg—’)l—lg . 8lC.y,

od I'on voif que Jes facteurs du second membre dé-
croissént toujours, et ont pour limite Iunité, puisque
dans leurs expressions générales '
n—1i T
—
ELH . af =

2 ), et (l +—g.-; s
Fexposant tend 4 y'anéantir.

Si I'on prend les Jogarithmes de chaque membre, il
viendra '

“ Iam(‘%+§+%+elc. )la.
+e+a+ G+ +51(+5)
+T}§ i(l +%)+etc.

La série qui muoltiplie 12 se décompose en

IO O B G

Ja premiére partie du sccond membre a donc pour
limite 12, Quant & la seconde partie, ¢le devient
assez convergente lorsque @’ mest pas considérable, et
finit par décroitre plus rapidement que Ja progression
par quotient }, 4, etc., parce que le logarithme de 12
approche de plus en plus d'étre proportionnel a z,
lorsque cette quantité est upe fraction qui décroit
sans cesse; et comme alors ] (1 b 2) <7 0,434, il et
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facile de s"asmurer que la valeur de @ reste finie , tant
que @’ est-fini , ce qui détruit le paradoxe.

Quand on fait ¢’ = o, on obtient a =1 ; cela veut
dire que si Paul ne possédait que 2 ducat, et qu'il les
it & ce jeu, la valenr morale de son avoir ne chan-
gerait pas.

Si I'on pose m~-z:=100, et quon emploie 10
termes, on trouvera que a==104,38, & moins de 15 prés;
dott & =4,38 (*).

84. De ce que la formule de Daniel Bernoulli pa-
rait satisfaire assez bien aux diverses éprenves ot nous
I'avons mise, a’ensuit-il qu'i} fautla suhatituer d celle
de I'espérance mathématiqne? Condorcet ne le pensait
pas, et avant lui, Nicolas Bernoulli {neveu de Jean)
était du méme avis. Voici I'exposé de leurs motifs.
Nicolas Bernouili ne voyait dans les résuitats de la
premiére de ces formules, que des conseils propres a
éclairer les personnes qui voudraient se Jivrer & des
spéculations sur le hasard, et non pas des régles pour
établir un partage équitable entre les joveurs. Daniel
Bernoulli, qui nous a fait connaitre cette opinion de
Nicolas , déclare lui -méme, au commencement de
son Mémoire , qu'un tribunal devrait suivre d'autres
principes que teux gqni servent de fondement & sa for-
mule. Plocer deux joueurs dans une situation telle
qu'aucun desx n'ait lavantage sur lautre, ce que
fait la réple des paria, est aussi ce gque prescrit la
justice rigourense (**}, La formule de Bernoulli, qui

{*} Apris des calculs un pen différens des précédens, on lit dans
ls Théoric analytique des Probabilites (p. §41), a= ro3,8;;
mais la différence ne vient gne de la diversité des denndes : M. La-
place suppose que si ln fuce est amiende an premier coup, Pierre
deane 3, nu tieu de 1 goe porie 'énoncé de la page 37

{**) Quedt ciim nulla sit ratio, cuc expectandi plus teibui debest
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et au contraire ane différence entre les denx jonenyy
en favorisant celui qui a le moins de fortune ; est.des-
tructive de toute convention de jeu. L'une Hes par—
ties , en eonsultant ses intéréts ot sa situmtion parti-
culiére , peut bien sentic que la perte lui portant un
plus grand dommage , il lut serait avantageux de dimi-
Auer si mise et davgmenter son gain; mais {aulre
partie peutweile comsentir 4 un pareil arrangement ? Le
mal ne serait pas grand , sans doute, #'il résiltait de
cette diffienlté de Sentendre un sifaiblissement dans
le goiit du jeus maie podr prononcer sur le mérite de
la formule de Bernoulli, il faut examiner si la théorie
ofdinaire des probabilités ne motive pas anssi bien les
conseils domnés par le eeul emploi de la raison.

Cette théorie #tablissant la oéoessité de répéter
I'épreuve du basard un nombre de fois de plus en pius
comidérable pour atteindre 4 des probabilités un peu
fortes , de né pas perdre au-deld d'une certaine por-
Hom, non de la premiére mise, mais de la somme de
toutes {68, 71) , somme qui va tovjours croissant, n'en

i gnhm nlteri, unicsique eque sint adindicandz partes; ra-
tiones autem nullar conyiderari, que personarum statum res~
picient , aolasque illas perpendi, qua ad conditiones sortis per-

tieanit, Talem sententiam ferant judices supremi publicd

auctoritate constituti, at verds: hoe loce non judicia sed consi-
lia danda sunt; regnie wempd, quibus quisque suam sibimer
estimere debeat sortem pro diversd rerum suarum constitus
tiane. Voilk sous quel poine de vue Dhanict Bernoulli présento ses
priocipes (pag. 175156 du Mem, cité p. 128.)

"Woyons 4 prisent ce qu’il yapporte de i Jettre de Nicolas Ber-
ntlli. Fe verd testatys est nequaquane sibi displicere meam de
mensnrd sortinm sententiam , st modd (uivis suw sortis @stima.
tor ¥it, afiter verd se vem halbere, 11 tertius instar judicts secarn-
Hun equitatem el justitiam unicuigue collusorum sortem assi-
gnare debrat, Et il ajomte: Id ipse pariter in §2 cxposui
pag. tBg—rgo do Mdt, cite).
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réeubte-t-il pas naturellement le conseil de ne pas
avénturer des sommes considérables dans un jen mBme
égal, lorsqu’on ne peut pas en répéter souvent I'épreuve,
at par conséquent de n'exposer chaque fols qu'une trés
petite partie de ce que I'on posstéde? La formule de
Bernoulli, dira-t-on, Fait plus; elle donne une
moesure préeise de Viofluence que ce conseil doit
exercel sur Y8 ovent. A cela on peut répondre, daprés
ce qui & déji été dit dana le n° 75, qu'il ne faut pas
attacher &das valeurs numériques déduites ' hypothéses
qu'on pent varier de bien des maniéres, plos d'impor-
tance qu'sties n'ewx ot réellement ; et Daniel Bernoulli
m'ez foayplee luicndme la prenve. Il obsstve qu'uy
bomme déaué de fortune, n'ayant que la probabliité
4 de gagner une somme de 20000, par exemple,
aurait tort de ne pas céder cette espérance pour goocs,
quoique sa valewr soit 1oooof™, suivant la ragls ordi-
naire. Voyons oa que donne la sienns. Soit toujours
le bien antérieur ; ia fortune physigue do possesseur de
Vespérance dont il &'agit serait . :

{a 4 noooo)li a*.

Souvenoms-nous que @ ne peut jamais tre mul (76),
et fairons a =—=5Hoof"" | ce qui est bien an-dessons de;
capital le plus faible auquel puisse répondre le prix
annuel de Vindustrie d'un homme ; nous trouverons

4/ Boo. a0boo — Baoa environ , d'ou retranchant hoo
H restera o700, somme trés inférienre & 10000f" ;
mais pouvons-nous dire que c'est bien 14 le minimum
de ce qo'il peut accepter en échange? ne pent-il pas
ge tropver dans une fituation qui lui impose Pobligatiog

de ¢o contenter a nuoins ? N'est- ce pay avee raison gue
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Bernonlli Jui-mfme dit que adoo pitces, - pour ot
Bomeme qui en posséde déja autant, mais qui en d
besoin de 4Roo pour racheter sa liberté, ont bc-,:au-—
coup plus de prix que pour celni qui ne posséde rien,
mais qui est libre. De semblahles circonstances ne
peuvent étre soumises au caleul; et c'est abuser .des_
formules , que de les employer & feur évaluation. X'ou~
blions pas fue c'est seulement comme valeur moyenne,
comme avant la plus grande probabilité relativement
4 toutes les autres, que Uespérance mathématique est
prise pour mesure du gort.

85. Considérée ainsi, la formule de Vespérance
mathématique ne peut étre employée quautant qu'il
pent exister une valeur moyenne propre & reanplacer' ]:'{7
valeur réefle, gai est inconnue; or cela n'a pas lien
pour le probléme de Pétersbourg (82). Un jeu dont
la décision embrasse un nombre infini de coups
successifs, et qui, par conséquent, ne saurait étre
considéré comme devant se répéter, ne comporte
point, par cette raison, de valeur moyenne des éveé-
nemens divers qu'il peut amener. Il ne faut pas
méme en reculer la limite a l'infini, pour sentir
Yabsurdit¢ qu'il y aurait 4 faire usage d’use valeur
moyenne, On a déja vu que Paul ne 'doi:c metire au
jeu que 6 ducats i, si J'on borne le jeua 13 coups;
mais alors s pile n'arrive pas , Pierre devrait
donner 2'* = 4og6 ducats, somme dont la perte ne
serait réparée que par le gain d'un ncmbre. de parties
trop grand pour qu'on puisse en concevoir une es-
pérance raisonnable. Si Fon allait jusqu'a ay coups,
Tunité étant 1 cemtime senlement , la mise dtf Paut
ne serait que 13 centimes |, et Pierre pourrait per-
dre 1 34s 1777748 ; la probabilité de cette perte
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N 1 ' . .
étant —, serait extrémenment petite, mais non pas

encore nulle.

La formule de V'espérance mathématique , entendue
comme elle doit I'étre (66), parait donc d’accord avee
les notions les plus saines sur le jeu, admet les consé-
quences de ces notjons , et fortifie les legons de la pru-
dence, e conduisant toujours & la nécessité dene risquer
que de petites sommes i Iz fois, ce qui ne permet
de faire du jeu qu'un amusement sans conséquence.
Sil'on s'écarte de cetts sage réserve, la régle ne
peut plus que mettre une parité exacte de danger entre
des hommes avides , dont chacun spécule sur la roine
de l'avtre; c'est vus sorte de duel dans lequel il faut
égaliser les armes ; car suivant I'observation trés juste de
Condorcet, le but de Pappréciation des événemens livrés
au hasard, est atteint quand les joueurs sont placés
dans e méme état; mais on nesaurait faire que celnidun
homme qui joue soit le méme que #'il ne jouait pas.

3i dooe la prudence permet de se livrer 4 des spé-
culations sur les hasards, ce me peut étre qu'a celles
qui par leur nature doivent rapporter au-deld de ce
que les probabilités amsignent pour I"espérance mathé-
matigue. Alors, snivant Pobservation du n° 69, plus
Ventreprise est répétée, plus la probabilité du succés
augmente. De pareilles spéeufations, dans les jeux
proprement dita, blessent les lojs de la probité; et si
des considérations particuliéres engagent les Gouver
nemens 4 les tolérer, l'opinion publique, plus sé-
vere, doit les flétrir : mais il en est tout autrement
des spéculations de commerce, des assurances, et de
toutes les entreprises on le bénéfice est acquis comme

sslaire d'un travail wtile, et en échange de valeurs
réellea,

a° édition. 10
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140 TRAITE ELEWENTAIRE ¢ désignant la probabilité de Tarrivée d'une boule
bttt 2 blanche , f celle de larrivée d'une boule noire. La

SECTION SECONDE.

Détermination de la probabilité a posleriori,
est-a-dire lorsque le nombre total des
chances est illimite, et que ses rapports avec le
nombre des chances de chagque espece, sont
inassignables.

86. Q UAND on ne conmait point la forme du dé,
ou 'a condition de T'urne qui produit les événemens
observés , il faut, pour remonter 4 lenr probabilité ,
considérer toutes Jes formes bh les conditions dont ils
peuvent résulter, dfin d’en déduire une sorte de proba-
bitité moyenne qui approchera d’zutant plus d’étre fa
véritable , que le nombre des chservations sera plus
grand {43). )

5i, par exemple, on a tiré successivement d'une
urne 3 boules blanches ei 1 noire, en ayant soin de
remettre chaque fois la boule sortie, gqu'on sache que
le nomhre total des boules est 4, tant blanches que
noires , mais gu'on ignore combien il ¥ en a de chaque
sorte , on pourra faire, sur Ja condition de cette urne ,
les % hypothéses ci-ddssouns :

5 boules blanches, 1 noire, d'oi e==

-]
.
5]
.
)
I

PSRN
H
B DTS B =
.

u,i”a%

prebabilité de l'événement composé de la sortie de
3 boules blanches et de 1 boule nnire, étant exprimée
par 4¢f (a2}, deviendra successivement

a7 16 A

R G
La derniére hypothése , qui donne la plus petite pro-
babilité pour cet évinement composé, est aussi en
elis-méme beavcovp meins probable que les deux autres
hypothdees ; oar si l'urne ne contenait qu'une seale
boule blandhe, il fuudrait que cette méme boule it
sortie trols foiv de svite: on congoit qu'il y avrait
moins de difficalté »'il v avait 2 boules blanches, et
eocore rmoins 8'il y en avait 3. La facilité avec laguelia
chaque bypothése améneralt les événemens observés,
donne natureliement la probahilité de cette hypothase ;
car plus alle offre de combinakgens favorables a la
production de ces évenemens, plus on a occasion
d'en répéter-lo jugemmt de possibilitd (5 et ). Clest
ainai qu'on a posé pour principe que les probabilites

. des canses {ou des hypothéses) sont propartionnelles

aur probabilités que ces causes donnent pour les dve-
remens obeerves. ().

Dans Pexenple actuel , les probabilités des trois hy-
potheses érublies sont proportionnelles aux nombres
a7, 16, 3; leur somme doit #tre d'ailleurs égale &

(*} Cet fnonce se tranve dans le 10me VI des Savans dtran-
&oedy p. 693, Dayes donn fes Transactions philasaphiques de
1763 g dea), et Price, duns celles de 1764 (p. 20}, s draient déjh
nocnpes de o anjet; mais M, Laplaen I'a edduit le premier & la
lvrmie amalyvqoe snne tacpuelle nw e traite maiklenamt, qui en fa-
cdiee et en generakisg Leawenip dos applivasions.

10.,
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L'unité, puisque I'une de ces hypothéses a nécessaire-
ment liea {4) : il suit donc de 13 que chacune des pro-
babilités doot il s'agit est égale au nombre qui lui cor-
vespond, divisé par la somme des trois nombres, ce
qui donne les fractions

27 16 3

487 48 45
On peut dire aussi que sur les combinaisons fournpies
par l'ensemble des hypothéses, fes 27 416 4 3==46
qui s'accordent avec les événemens arrivés, sont les
seules possibles, et que la probabilité de chaque hypo-
thése se détermine comme celle d'vn événement | en di-
visant le nombre de eas o elle peut avoir lieu, par
celni de tons les cas possibles, ca qui donae les mémes
fractions que ci-dessus.

Enfin , il faut remarguer encore qoe ces fractinns,
ou Jes probabilités des diverses hypothéses, se forment
en divisant lo poshabilite de lévénement composé ,
calculee dans chagbe hypothése, par lo somme de ses
probabilités dans toutes les hypothéses (*).

1l est facile de voir que cette régle est générale;
car si F'on désigne par i, &', &7, &7, les probabilités des
diverses hypothéses susceptibles d’amener I'événement
composé qui a eu lieu, et par a, o, &, a%, les pro-

(*} En traitant Vexemple ci-destas, Condoreet, de qui fe I'si
ernprintd (flémens du Caleul des Probabilités, p. 65), fait
cing hypothu‘:ms , cest-A-dire toutes celles qui peuvent se presenter
quand on n'a pas égard aux évinemens observéa. En effet, on pent
nlors sopposer que les 4 Loales sont blanches, ou gu’elles sont
nnires ] mais comme ni Fune ni Paotre de ces dernidres hypo-
théses ne sanrait emener les événemens ohservés, elles donnent o
ponr lenr probabilité, ce dui ne change rien an résultat ohteun
ci-dessus.
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babilités gue chaque hypothése donne pour ces evéne~
mens, on aura

LRIy R SR

koW th' k" latae’ 1a" 10",

ot il résulte

=8 @ g @,
k=, KM=y, M=, =5,

I représentant a-f: @’ + a"+a*.

87. Quand on & déterminé ia probabilité de chaque-
hypothdse possible, on en déduit facilement la pro-
babilité des évévemens qui penvent arriver aux lirages.
suivans ; dans notre exemple , celle d'amener ao 5
tirage une boule blanche ou wne boule noire. Il n'est
pas difficile de voir que ce probléme revient & eelui
du n® 1g, et se résout par les probahilités composdes.
Les trois hypotheéses établies peuvent étre considirées
cowme treis urnes dilférentes, de l'une deaquelles doit
neceassirement sortir 1'événement atrendu. La proba-
bilité de est évinement se composera donc de celle
qu'll & dane chaque hiypothése, multipliée par cells
de Phypothdse + ainsi Fon avra pour la sortie d'ume
boule blanche , au 5¢ tirage ,

27 1__ 16
Tx4+ﬁ +ﬁ Tl

ot pour cellu de la sortie d'une boule noire,

97 5 68
FRirEiteni=w

On trouverait de méme, pour tout autre exemple,
que la probabilite d'un nouyel évinement simple s'ob—
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tient en calculant , d'aprés les événemens passés, la
probabilité des diverses hypothéses possibles, et faisant
la somme des produits de ces probabilités par celles de
U'événement, prises dans ckaque hypothise.

88. Pour cosstruire des fornmiles générales sur’ Jes
principes énoncédy précédemment, il faut d'abord ob-
server que dans les événemens naturels, le nombre
total des chances doit étre regardé comme infini, et
toutes les probabilités simples, c'est-a-dire tous les
rapports compris entre o et 1, comme possibles tant
qu'on est dans ignorance absolue du véritable ou de
limites plos étroites entre lesquelles il se trouve ren—
fermé. C'est donc dans un nombre d*hypothéses con-
sidéré comme infini, qu'il faut déterminer les proba-
bilités de l’evenement compose qui 2 eu lien, et voici
de guelle maniére on ¥ parwent.

Soient A et B deux événemens contradittoires, dont
Yun est arrivé m fois et I'autre n fois. Supposons I'unitd
divisde en parties trés petites , représentées par«, et
concevons que fa probabilité simple de I'événement 4
puisse étre I'un quelcongue des termes de la série
, Se, 3z, 4a,
enfin, pour abréger, désignons par € le coelficient
du terme affecté de e™f™ dans le développement da.
(e4f)"*". Cela posé, les diverses probabilités de

Yévénement composé de m fois £ et de n fois B for-
meront la suite

Cam(s — ), C(2a)"(s — 2w}, CBa)"(1—3a)". .
seen s Cll—a)a,

@ ele. s

dont un terme que!conque peut étre représenté par
Cx™(1 ~~x)"4 la somme

Clam(1 = a)* o (22)"(1 — 36)" = (Be)*(1 — Fu)™. , .
sminw -+(!-"‘)’.‘}_“ f

" eonnaissent point ce caleul,
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sera le dénomipateur de la probabilité particeliére de
chague hypothése (86). La somme [ angmente & mesure
qué « diminue, et tend & devenir infinie ; mais si on la
divise par le nombre des termes dont eile se compose

»

. 1 . . .
et qui eat 2’ le quotient «f reste fini, et devient sua-

ceptible 'upe limite assignable, 2infi qu'on peut sen
assurer par la considération des courbes et le caleu! in-
tégral (woy. note IIl); de plus le sujet étant tréa
important, je vais exposer, pour les lecteurs quine
le procédé par lequel
Condorcet y @ supplés dans cette occasjon (*).

Lo terme général dtant alors représents par.. ..
T ™1 s .r)" , on suppose que la somme de tous ceux

qui le précédent, et dont le mombre est :z— i,
soit exprimée par
Ax™H (1— )P Bz (1w )T
F CEM(1— 2y et
A, B, C etc. , désignant des coefficiens indéterminés,

hypot}lésa que le caleul justifie. Si Yon Fait crojtre
de la quantité s, cette somme deviendra

A{x4a)™F(jx—a)" -I—B(x-{-d)"“"(l—x—«}""‘
o+ Clada)™ (1 —z—a)~ | ete.
et sil'on en retranche la valenr precedente, il restera

Vaccroissement qu'elle a requ et qui est précisément le
termie «x™(1——x)" : on aura donc cette équation

(*) £lémens du Calcul des Probabilités, p. 7o. Ce procédé
n'est dans fe fait quiune vérification du réeudtat donné per le
vabenl iniégral ; mais il est otile de ramener 3 P Alpdhre ordinaire Ia
lemonstration d'une formule sux lagualle repose toulc cette partie
du calcul des probabilites.
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Az (g} — 1=z} ]
—+ B{(z+&)"(t—x—a)"'— 2" (1—z)"
= Cl(zte)" Y 1emg—a)"— a:"“"3(l—x)""£
+ ete. = ex®(1 —x)*..... (1.

Pour développer commodément cette équation, on
fera 1 — r=1z, et on observera que la seconde ligne
peut s¢ tirer de la premiére en changeant 4 en &,
m--1enm—42, 7 enn~—rt, et ainsi des autres. En
ne g'oceupant donc que de celle-ci, on obtiendra les
expressions

E 2 ) i Py

= A&x"‘""+ (m~41)er™ 4 etc. ](z.'—mr.z."‘"-{-etc N

= Ax™H - (me 1 ) dax g een e 2T

e Aatde A elc,
o les termes contenant des puitsances de ¢ supérieures
a la premiére sont seulement indiqués. Retranchant du
dernier résultat le terme AL+ {t—z)" = Ax™H'z*
il restera , pour Ia premiére ligne de 1« quation m,

(m 1} Agx"2* — nAex 1z 4 At = ete.
On voit par 1a que tous les termes de cette équation sont
divisibles par «, en sorte qu'elle se réduit &
A{(m~4-1)z"z —_— n.r"'"’"z."‘]—i—A'--i—etc
+ B (Mg}t~ e (e o T ~+B atetc
Cf (m4-3) ez —3) ™ 7257} . Cut-ete.
+ ete, == ™z".
Cette méme équation subsistant toujours , quelque
petite que soit Ja valeur de «, g'étend, lorsqu'on y

, @
fait #==0, au cas odt le nombre - des termes de la

suite devient infini ; et comme elle doit avoir lieu, quel
que soit &, il faudra Vordonner par rapport aux quan=
tités x et %, co qui lui fera prendre ha forme
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Alm1)—1 Jzmet — {n./l—(m+n)B]x"‘"’z""
— {(r—1)B—(m4-3)C Iz —ete. =oc.
Alors en égalant séparément & zéro les coefficiens do
chaque terme, on aura
1

Alm41)—1=0, dott A= ——,

m--1
P — _—
nd~(m+a)f=0, B (m+l)((m+?}
n(m—1)
(n—1)8(—m+-3)C=0, (m-}-—l)(m"*"ﬂ)(""*'m’
ete.
La suvite

o (1) ()" (128" . Az (1)}
a donc pour limite
i (-2 + nx™ (¢ e )V
m A (ma-1)(m+2)
n{n-— 1)z —x)*
m3)ma)m+3) """

a(n e 1}{n—29)..... 1, b
(m+1)(m43)m~43)....(m+4 n+ l)
car la valeur de cette expression nait avec la série,
puisqu'etle s’anfantit lorsque x==0, ainyi que lé terme
général ax(1 — xi* ().

1l faut remar(;uer que cette série s'arréte d x — = ;
pour la pousser jusqo'a x, il faudrait y ajouter Te terme
général ex”(1 —x)", qui devient d'autant plus petit que
« diminue, puisque dailleurs a ne saurait jamais pas-
ser 1; oo peut done, & la limite qui répond a «—o, com-
prendre oe terme dans la série, et substituer pour x s

+
+

(*) Ceux gui savent les régles du caleul intégral, verront binn
qua l'obeervation ci-dessus a povr but de montrer qu'il ue faut pas
ajaruer de constante arbitraite b Uexpression trouvée.
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derniére valeur. C'est ainsi que pour aveir la série com-
plete, il faut faire x==1, ce qui donnera
n(ne—~1){z—2a)...,..1
(m4+1)(mFfa)(m+5)...... (m+n+l)
telle est 1a limite des valeurs de «f.

8g. Devant faire un fréquent usage de Vexpression
de la limite considérée ci-dessus , je représenterai cette

limite par S-(,"“') , lorsque {'y regarderai x comme in-

déterminé; mais dans les aufres cas, j'indiquerai la

valeur qui répond au dernier terme. Ainsi I'expression
m,a) f . ;. . .

s désignera la limite de la série prire depuis le

terme on x==0 jmqu'au derpier terme ol x==x1;

sa valeur est la formule qui terrpine Particle précédent.
L) Y . . - 5oz

8, ' désignerait la limite-de la mféme série, arrétée

L]
au terme ot x = £. I suit de 14 que

s _gtow
2
donne la limite de la somme de tous les termes de la
série of, & partir de celul ol x==¢ jusqud celui ot
r=1.

Les valeurs de ces expressions se simplifient beau-
conp lotsque »= o0 : le développement général de la
page précédente se réduit 4 son premier terme....
‘rm-lﬂ( § — :r)n

m-1

41
. * y 1
SV o et 5. —m+1’

nL = 1

jetdacausede (1 —x)°==1, ona

quand on fait x=1.
go. Ces prébiminaires étant bien compris, il est
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facile de s'élever a la probabilité des événemens futurs.
Suivant ce qui a été dit au n° 86, la probabilité d'une
hypothése ou d'un rapport quelcongue x, est

{1 — .7:)" azr™{t— .7:)"

S af

En la multipliant par = (87) » on en déduira Ja proba-
ar™H (1—a)"

af ’
d'oli 'on tirera ce qui convient & chaque hypothése
en particnller , en y mrettant successivement ¢, se ,
3, etc,, & la place de x; la limite de Ia somme da

bilité d’obtenir un événement A de plus,

SCI'H-I ")

ees résultats sera par conséquent ~—-—- , et Ja va-
S("'a")

leur dn numératenr se déduira de celle de S,(""'),

par le changement de m en m -~ 1. En substilvant ces
valeurs , il viendra

n(n-—1}(n—2)...... 1
(m+42)m+4+3)..... (m-n—2})
(ma4-1}m+2)...m+n$1) _ m41 .

x np—1)(n==3)...... t  mnda’

aprés la suppression Jes facteurs communs au divi-
dende ¢t au diviseur.

5i l'on demandait la probabilité de l'arrivée dun
nouvel événement B, la probabilité particuliére de
cet événement , dans {hypothése correspondante & x,
étant 1 — o, on aurait les expressions

41
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-
af .

L -+

SG.I'} Tm 4 a’

aL'L""(l--—-.r_)"(l

o

—-—T)=

SE“"'H)

gt +1
Au lien des probabilités n_;:-:-;- z et m:— pyuriey o

. m
. . . —_—
aurait, spivant 'usage commun, les expressions ot

o

;—3_—; , formées en divisant le sombre de fois que chaque
événement a paru, par le nombre total des événemens
observés, et qui ne ¢'accordent avec les précédentes que
lorsque m=n, auquel cas les quatre fractions ci-dessus-
deviennent ! : dans toute autre circonstance, la premiére
évaluation différe de la seconde. Si, par exemple,
m==5 et n==g, I'vne doone § et §; l'antre Jet £ 1.
maijs ce qu'il faut bien remarquer , c'est qug I'évalva-
tion rigoureuse a’approche sans cesse de autre, Cela se-
voit en divisant par m-+n les deux termes des premiéres
probabilités ; elles prennent alors les formes

" 1 n 1
me=-n m-n at mo-n  m-n
2 g '
]
lmf-m+n +m+n
i ne devi t = ot — u'en supposant in—
qui ne deviennen m+ne m—!—-nq pp
fini le nombre m +4-n.
La dilFérence
m me1 m—n

m.+n-_m+n+2=(m+u)(m.+n+2)’
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étant positive lorsque m ™ n, montre que celni des
deux événemens qui est arrivé le plus sonvent augmente
sans cesse de probabilité lorsque les nombres metn
conservent Ja méme subordination dans leurs accroisse~
nrens. Le contraire a lien quand m <(n. Ces changemens
sont remarquables parce qu'ils sont produits par la
senle répétition des faits; ainsi la théorie des proba-
bilités & posteriori s’accorde bien avec celle de Ber-
noulli sur les épreuves successives (34), puisqu'il ré-

- sulte de I'une comme de T'autre, que le rapport du

nombre des événemens £ ou B, au nombre total des
€vépemens observés, a pour limite leur probabilité
. simple,

91. La probabilité que sur un nombre p de renou-
vellemens du mame hasard, il arrivera wn nombre r—q
d'événemens 4, et un nombre ¢ d'événemens 77, s'ob-
tient ausst sans difficulté , par les principes exposés
précédemment. Dans Ihypothése correspondante & x|
la probabilité de cet évinement composé est exprimée
par P (1—x}', si la succession des événemens simples
est déterminée , et par

rp—1}. . (p—gd-1)

1.8, 00....4

dans e cas contraire {20), Cette probabilité étant mul-

O, probabilits de Thypothése,

T
on aura pour celle qu'on cherche
ax™rri(] — p)etr Car™PI() — p)mts
— ., ou

af af :
prenant la limite de la somme, depuis 2 = o jus-
qu'd x == 1, et faisant abstraction du coeflicient

LP (Y mm pY — C'xP(, —_—x)t,

tipli¢e par

. qui est indépendant de x, il viendra
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(Mtp—i )
s

S("l,")

_ (Rtg¥ng—1)......1
T {mApgti)(mAp—g+42).. . (m L atpt)

>

expreasion que Pon peut simplifier par la suppression
des facteurs depuis n jusqu'a 1, qui multiplient et quoi
divisent en méme temps, ce qui donnera

(n+qndtg—1)........ {(r<41)
(mp—g 1) posg+ a)fm-tndp-+1)
X (me)(m-2) ... (Mmoo

Lorsque n>>p —q, or peut encore supprimer de
méme Jes factenrs depuis m4-p—g<4-1 jusqua
m=tn 41 ioclusivement, et la formule ci-dessus
devient

{m4-1)(m+a)...(vitp—q) (nd1)(r42).. (nd-q)
(m—n-a)(m+n4-3). .. (mtatpt1) '

Si Fon prend pour exemple, p=3, g==1, V'ex-
pression précédente donnera da probabilité de 'événe~
ment composé AA, ézale a

(4 1)(m -+ 23 (n 4 1) .
U Fa)im FnFo)n - ntk4)

et «i I'on divise par m 4 chacun des facteurs du nu-

mératevr et du dénominatenr de cette fraction, on re-

connzitra aisément qu'elle tend sams cesse vers....
m'r el s , . .

rEEsil probabilité composte qui résulterait des pro-
m
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m n
m—-n' mn
constance a lieu pour Vexpression générale, et se
prouve en développant cette expression avec le secours
des formules qui serverit i calculer par approximation
les produits formés d'un grand nombre de facteurs : on
trouve alors que si les nombres m et n sont trés grands
par rapport anx nombres p et ¢, elle 2 pour limite
L mPige
(m+ny
Aiusi, plus le nombre des événemens observés ang-
mente, moins les probabilités, soit simples , soit com-
posées, déduites des formules précédentes, différent
des probabilités déterminées d priori, ou plusles rapports
donnés par la succession des événemens représentent
avec exactitude les probabilités simples. La possibi-
lité de prendre les uns pour les autres s'est offerte si
naturellement 4 ceux gui les premiers ont médité sur ce
sujet, qu'ils I'ont regardée comme évidente par elle-
méms ; mais on ne pouvait s'en rendre compte sans
le secours du caleul, qui montre qu'au lien de
I'égalité conjecturée, il y a une approximation conti-
nuelle et de plus en plos rapide.

babilités simples {21). La méme cir~

{voyez la note I).

9%. Au moyen de la formule que nous venoms de
construire, on réunit dans une expression toutes leg
probabilités des événemens composés , anxquels peut
donner lien un nombre p de renouvellemens du méms
basard; i1 suffit pour cela de faire sucessivement
§=0,=1,=a2, =3, etc. En conservant les coefli~
ciens désignés par €', pour laisser indéterminé Vordre
de succession dee événemens simples, on formera la suite

42




16o

TRAITE FLEMEKTAIRE

S( Mp, ) P s(-w-l.-f-')
msf"-') [y SS";')
plp— !)S(INH-F—l.m} S(n,-.pp)
Fo T et e
1 1

qui tient ici }a place que le développement du binome
(e 1) occupe dans la détermination & priori des
probabilités pour les épreuves réitérées (aa). Lasomme
des termes , depuis le premier jusqu'au terme général

plp—1)..-{(p—aq+1) S(“""'P-‘i‘-"ﬂ)
l.ﬂ.3r......q SE-H,HJ

inclusivement, donnera la probabilité qu'il n'arrivera
pas moins de p— g événemens ., et pas plus de ¢ évé-
nemens 8.
_ —p M) - (my_ 1
Qt.umdn._.:)eu,v_c».Sl devient St = (89),
et la formule précédente se réduit au seul terme

SE""") _ me

Sfm) “m+P+l;

c'est la probabilité qu'on aura p de fois de suite I'éve-
nement A, lorsqu’il a étc observé m fois sans inter—
ruption.

Si Yon partage le nowbre p en parties proportion-

nelles aux nombres m et n, savoir, — 0 — et — L.

m -~ n me=n
la somme des termes de la suite précédenle, & partic
de celui qui est affecté de

m;
U T

I(m + m=n

S
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fusqu’a celui qui l'est de
mp_ np
S[(m-f-m-—:n £y e m+n+z)
»

exprimera la probabilité que sur p renonvellemens dn
méme hasard, le nombre des événemens . ne s"écartera

pas, ex plus ow en moins, du nombre proportionnel
4 m, eu-dela de =.

93. Avant de passer aux applications, je dois encore
montrer, commte je V'ai annoncé en commengant cette
section, que les probabilités déterminées & posterior:
sont une sorte de probabilités moyennes : cela suit en
effet de ]a maniére de les obtenir, et jette un nou-
veau jonr sur leur nature. L'expression Cx™(1mmz}" (17)
étant la probabilité d'amener m événemens A et n
événemens J, lorsque leurs probabilités simples sont
T et1-—x, la somme de ses valeurs calculées dans
toutes lex hypothéses possibles, divisée par leur nombre,
on donnera la valeur moyenne ( Traité elémentaire
&' Arithmétique,, régle d'alliage). Mais, faire la division
d'upe somme de quantités , c'est la méme chose que
de diviser séparément chacune de ces quantités, et
d'sjouter ensuite les quotiens ; et quand on divise J'unité
en parties égales i », lo npmbre de ces parties est évi=

1
demment —; or
o
.r"‘!l—x "
3 ) = ax™(1—x):

Yexpression CS™™ (8g) peut donc &tre regardée

comme celle d'nne valeur moyenne prise entre les di-
a* édition, 11
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verses probabilités qu'aorait, dans toutes les hypo-
théses possibles , I'événement composé qui a eu lisu.

Toutes jes expressions subséquentes se déduisent éga-
lement de ce point de vue, S'agit-il de la probabilite
d'obtenir 1m nonvel événement A ? La probabilité
simple de celni-ci étant désignée par x, celle dunoavél
événement composé sera

Crm(1—=-n). 2 =Cx""' (1 —2) (17),

expression dont la valenr moyenne, prise comme ci-des-
sus , est CS* 'Y, mais cette valenr moyenne, considé-

rée comme la probabilité du nouvel événement composé,
doit aussi se former en multipliant celle de I'événement
composé qui & en lieu, par celle d'obtenir un événe-
ment .{ de plus (17) : celle—ci est donc égale au quotient
de Ja premiére divisée par la seconde, ce qui donne

cs(l"-r-'s”) _,,_,S(I.H-hn)
| (m,n) (m’n) T
cs -

H L]

comme on I'a tronvé dans le n° go.

Les mémes considérationa donneraient, pour 'ar-
rivée d'on nouvel événement B, la probabilité

sEm,n—q—l)
A
by

I.a somnie de ces deox probabilités est épale 4 'u-
nité , comme cela doit étre; car pour faire la somme
de deax suites de termés, on peut commencer par
ajouter les termes qui se correspondent dans chacune, et
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prendre la somme des termes de la nouvelle suite for-
mée par ces additions ; on aura donc ainsi

47" = Z) o @ T() e L =
axm(t v TP 2 1 — 2} =z (1 )",

et passant aux limites des aéries ajoutées et i celle
de lear somme, il viendra

LCAR es) LR
S:l-l-t )+S§" +)=Sg );

dodl
S(a-H ) + s(m,u+l} S(m,n)
1 ] ] —
S(lll'n) = S(m'n) =t
1

94.0mn &tendrait sans peine ces considérations amxfor-
mules générales des n° g1 et g2. La somme des termes

" dont se compose la dernidre, qui embrasse tous les

¢vénemens possibles dans p rencuvellemens du méme
hasard , doit étre égale & I'unité, comme celle des
termes du développement de (e 4 f)?. Il n'est pas
difficile non plus de voir que toute cette théerie re-
vient & prendre la probabilité moyenne de I'événement
composé qui a eu liew, pour ['unité & Jaguelle on com-
pare les probabilités qui résultent des combinaisons de
celui-ci avec les événemens futurs. On peut donc en—
visager aussi ces probabilités comme relatives a la pre-
mwitre. De l4 vient qu'elles ne sont pas toujours les
mémes pour les mémes combinaisons d'événemens fu—
turs , ce qui n'arrive pas aux probabilités déterminées
4 prieri (ag).

11,.
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En effet, la formule du n® g1 change de valeur
avec m et n, quoique p et g demeurent les mémes; et
puisque de nouveaux événemens observés modifient cette
valeur, il s’ensnit évidemmment que pour tirer de ces for-
mules des résaltats utiles, il faut toujonrs que le nombre
p des événemens futurs soit’ fort petit & I'dgard du
nombre m—~n des événemens passés, et aussi que ce
dernier soit trés considérable en lni~méme, afin qu'it
ne suffise pas de quelques nouvelles observations pour
changer sensiblement Jes résultats déduits des pré-
cédentes. Avec oes restrictions, et pour des recherches
dont la nature ne saurait exiger , ni méme admettre,
il faut le dire, une precision rigoureuse, on pourra
presque toujours substituer aux formales de cette sec-
tion celles de la premiére, ce qui est fort heurenx ;
car les caleuls, déja trés longs par celles-ci, seraient
le plus souvent impraticables par les autres, saus ie
secours des formules approximatives citées au n° 27 ;
aussi ne ferai-je quiindiquer quelques-unes des ques-

tions curieuses que M. Laplace a résolues sur cette
matiére.

95. Premtiérement, il a donné l'expression appro-
chée de la probabilité des résultats fournis par les
Tables de mortalité, lorsqu’on connait le nombre d'ob-
servations sur lequel elles ont été construites. Ces tables,
dont j'exposerai plus loin la formation, font connaitre
combien, sur un nombre d'individus nés en mémetemps,
il en reste 4 un dge donné. Soit m<4-n le premier
wombre et m le second ; lorsqu'on veut étendre les
conséquences de ces observations & un nombre p d’en-
fans, on ledivise en parties proportionnelles avx nombres

m et », ce qui donne pour celui des survivans
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pn .
et n&; pour celui des morts, Alovs pour appré-

cier la confliance que méritent ces résultats, i1 faut
chercher les probabilités que Petrevr dont il peuvent
#tre susceptibles est renfermée dans des limites assez
étroites, oe qui 86 fait en calculant la somme des termes
de l'expression du n®ga, a partir de celui qui est af-
fecté de

rm
m=n

(m <4 ~+, n+n—:~’:7';—z}
L3

S

jusqu'a oelui qui T'est de

rm_ pn
s mER T M R

Quoique M. Laplace ait déterminé assez simplement
Ja valeur *approchée de cette somme, il n'en donne
point le calcul numérique ; en effet, on sent assez dea
A présent, et on en sera tout-i-fait convaincu dans
la suite, qu'un pareil examen, devant éire .répété
pour tous les Ages, et sur des Tables trés multiplides ,
.est & peu prés impraticable, et que c’est principale~
ment!fa Bnesse des artifices de calcul qu'il exige , qui
en constituelleMmérite , comme de Ia plus grande par-
tie des recherches de ce genre.

§6. La seconde question dont je rapporferal 'énoncé
et les résultats, a eu une application eflective. Das
qu'on s'est apergu du peu de variation qu'offraient le
nombre des naissances et celui des décés, dans une poptiv
lation dont la marche n'était point troublée par les
fléaux naturels on palitiques, on a cherché 3 déter—

m i) .
+ miner les rapports de ces nombres avee le total de Iy
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population , en faisant lo relevé des naissances et des Naissances. Mariages. Ddces.

morts , dans diverses parties du méme état, et pour plu-
sieurs années, en méme temps qu'on se procurerait un
dénombrement exact de [a population de ces parties.
Le rapport moyen , obtenn ainsi, 4 parn propre a faire
connaitre Ja population de I'état entier, d’une ma-
pitre 4 la fois plus prompte et plus sire qu'un dé-
nombrement total dea habitana , qui entraine tonjours
de grandes longueurs et souvent de grandes difficultés
dans l'exécntion, Cette idée , mise an jour d’abord par
Moheau, a éié suivie avec essiduité pendant 6 années ,
par Duséjour, Condorcet et M. Laplace (*).1ls s"étaient
proposé d'appliquer successivement leurs calculs 3 cha~
cune des 183 feuilles de la Carte de la France, par
Cassini : ce travail a'étendait 4 145 fenilles, Joraqu'il a
été suspendu. La révolation devait en avoir changé les
élémens ; c'est pourquoi M. Laplace I'a recommencé en
1799. Le gouvernement a ordonné, en conséquence,
de faire avec soin, dans 3o départemens choisis parmi
tons ceux qui composaient alors la France, le relevé
exact des naissances, mdriages et décés, depuis 'an 3
jusqu'a I'an 11 (du 2a septembre 1799, an 23 sep-
tembre 1802), dana des communes de situations et de
grandeurs varides; il en est résulté ;

{*} Yoyez les Recherches sur la population de la Franee, par
Moheau, éd. de 1378, p. 32, et les Meémoires de {' Aeadimie des
Sciences, anndes 1584—178g.

Dans son premier mémoire sor ce sujct {Acad, des Sciences,
1783, p. 696), M. Laplace prend 26 pour le rapport moyen sur
wate Ia France, Le dénombrement effectué & Paris de 1816 4 1817,
montant i 713967 individus, et le nombre des naissances k 33411 ,
il en résulte un rappoct 2> que 35,8

110313 gargons, 46037, 103659 hommes ,
105287 filles, 99443 femmes,

et pour le montant de la population de ces mémes
communes , & Ja ssconde époque, 8 037 615 individns,
Par ces nombres, les naissances des gargons sont A
celles des filles dans la rapport de 22 a a1 ; les ma-
riages aux natseances, dans celui de § & 14; enfin, celui
dela population aux naissances annuelles, est de 98,353

"envivon & 1, ce qui portait 3 49 boocoo le nombre

des habitans da terriffre soumis alors an gouvernement
francais, et od le nombre des naissances annaelles
s'¢lavait environ & 3 500 voo (*). M, Laplace voulant
ensuite se rendre compte da la précision qu'il devait
attendre de tous ces soins, a cherché la probabhilité
que cette évaluation ne serait pas en errear de 500 ooo :
voici la traduction de 1'énoncé de ce probléme, au
moven des formules analytiques.

En représentant par m < n le nombre des individus
compris dans le premier dénombrement ; par n celoi des
naissances annuelles, qui est le | de 12 somme des nais—~
sances des detrx sexes, rapportées plus haut, pour 3 an-
nées; par ¢ le nombre des naissances dans toute I'étendue

du territoire de la France, p== (L"-:mti)‘l exprimera la

population de ce territoire, en y comprenant le nombre
g de naissances ; et par conséquent

{m<=n)
C’S,(m+__"__q_q' n+q)

s

(*) Théoric analytique des Probabilités, pag. 3g1.
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sera la probabilité que cette population se composera

des deux parties ﬂ%ﬂlﬂ_ q etgq.

Si donc on forme une svite de termes semblables au
précédent , en donnant au premier exposant toutes les
valeurs comprises entre

m+(’-":‘")q—q+z.

m-f ey g=—gq—z,
n

le second exposant demeurant toujours n 4 ¢,
1a somme de ces termes sera la probabilité que la dé-
nombrement total cooclu des paissances ne s'écar-
tera pasdu véritable au-deld du nombre z, soit enplus,
soit en moins (*). En faisant 2 == boo 000, lea formules
1161
1163
valeur de cette probabilité; et en pertant z 4 700 coo,
la contrairs de cette méme probabilité serait insensible,

approximatives de M. Laplace lui dongent

pourla

g7. Dans tout ce qui précéde, on a supposé que ,
pout la méme hypothése, la probabilité simple de-
meurait eonstante, c'est-d-dire qu'on remettait chaque
fois dans Y'urne la houle qui en était sortie. Cette sup-
position parait applicable & la plupart des événemens
vaturels, parce quon regarde leurs causes comme

{*) Les dénominations emplovdes par M. Laplace sont un pen
différentes de celles-ci: m+-n répond & p,ni g, ga g'; x doit
41re cliangé en 1 — x, ct téciproquement. M: Laplace ne détermine
pas immédiatement ba probabilité indiquée ci-deasus, mais sa con-
traire , cn prenent  depuis Soooon jusqu’h Vinfini, et par un arti-
fice (analyse dont je donnerat fne idée dans la note 1L
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agissant toujours de la méme maniére, on le rapport
des hombres de chances également possibles comme
consiant. Gondorcet, cependant, ne s'est pas restreint
& ces considérations ; il a fait 'énumération des hy—
pothéses que comporte le sujet, et les a soumises
4 une discussion approfondie (¥). Il en distingue trois,
« 1% celle on la probabilité est constante, o3 l'on
 suppose chaque événement (simple) également pro-
» bable, ou du moins la probabilité mayenne pour
» chacun, déterminée d'une maniére semblable (c'est
n celle dont nous sommes occopés) ; 2°, celle onr 'ons
» suppose cette probabilité variable, mais indépen-
n dante du temps o0l les événemens sont arrivés, et de
» l'ordre dans lequel ils ont été ohservés; 3°, celle
n ol on les auppose dépendans, ou plutdt pouvant
n dépendre de det ordre. »

La troisi¢éme hypothéss, comme la plus geénérale,
devrait étre employée le plus sanvent; ear c'est on
principe fondamental dans le caloul des probabilités |
de prendre en considération tout ce qui n'est pas re-
connu jmpossible. Or, ne peut-il pas arriver gue les
forces qui produisent certains événemens se modifient
ou «'altérent, et que par cette raison lenr possibilité
devienne plus grande ou meindre? Que s'ils résultent
d'un développement successif, I'ordre de leur produc-
tion, I'"époque & lagnelle ils paraissent, infloent sur cette
possibilité 7 Tant que ces suppositions ne seront pus
formiellement écartées par des lois positives bien cons-
tatées , les probabilités déduites de la premiére hy-
pothése ne pourront s'étendre qu'a un temps limité et
devront étre caleulées souvent sur de nouvelles obser-
vations. On sent bien que les formules relatives aux’

——

() Memotres de I Acudde miv des Scivnees, 1383, pag. 539.
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dernitres hypothéses sont hors des bornes prescrites a
un traité élémenta’re; je renverrai done, pour ce su-
jet, le lecteur au Mémoire cité dans la note, et ala3s
pattie de 'Essai sur la probabilitd des décisions, etc.

Détermination de I probabilits des causes {ou des
hypothéses) par les observations.

98, Lorsgue I'on regarde comme possibles, dans
la probabilité des éyénemens, tous les rapports com-
pris entre o et 1, la probabilité de. lhypothése corres-
pondante i x est exprimée par

wx™(1 —x)"
5" (go).

Cette fraction, dont le dénominateur a pour limite

la quantité finie $¢") (88), est d'antant plus petite

que = eat moindra , et que par conséquent le nombre
des hypothéses établies est plus considérable. St donc
on suppose ce dernier nombre infini, « sera infiniment
petit, et chaque hypothése n'aura qu'une probabilité
infiniment petite : aussi n'est-ce point la probabilité ab-
solue de l'une de ces hypothéses qu'on se proposs de
déterminer, mais les probabilités relatives, ce qui est
trés facile, puisque si 'on désigne par a une autre
hypothése , on aura, suivant ce quia été dit dans le
n® 13, pour la probahilité de la premiére hypothése par
rapport & la seconde,

ar”(i—z)" _ ™ {1— x)" —

P (e e g Ll (e D e (R
cxpressjpn oi « disparait.

La valeur de ceite expression dépend de celle des
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rapports x et x'; et en la mettant sous la forme

H

1+ 1 — )

on verra qu'elle approche d'autant plus de lunité,
que &™(1 — x)* surpasse x™(1 =2’} : elle atteindra
done la ples grande valeur dont elle soit susceptible, si,
parmi tons les termes de la suite

a1 —a)", .(Rd)”(l—lld)", ete. ,

on prend le moindrs pour ™1 —z")®, ot le plus
considérable pour x°{1—x)". Lepremier ne peut jamais
&tre nul , tant que Yun des nombres m, =, n'est pas
ouf,

Quant au plus grand terme, on trouve par le

m
ifférenti ‘il ré A x= *est—
calcul différentiel qu'il répond 3 = gt clest
i-dire que cette waleur , d'oa il suit 1— z= —"—
i q waleur, d'oa il sui T=

rend le produit x™(1 —a)"* ples grand que toute
autre valeur qu'on voudrait assigner & x. Ce résubtat
eat bien remarquable , puisqu'il nous apprend que la
plus probable de toutes ces hypothéses est celle it
les probabilités simples des événemens £ et B sont
égales au rapport du nombre de fois que chacun de
ces événemens est arrivd, avec leur nombra total ; il
rentre d'ailleors dans la proposition du n® 29, queiqu’il
soit appuyd sur des considérations beaucoup ptus gé-
nérales.

99- Cette méme hypothése, outre qu'elle jouit de
la plus grande probabilite relative , peut encore étre
regardée comme s'approchant sans cesse de lg veri-
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table probobilité, d mesura que lg nombre des observa-
tions devient plus considérable, ¢'est-a-dire qu'en assi-
gnaotd cenombre une augmentation convenable, on peut
obtenic une probabilité aussi voisine de I'unité qu'on
voudra, que la véritable valeur de x sera comprise entre

m m
¢ et ——— ¢
m-n + mn !
la quantité e étant aussi petite qu'on voudra, L'ex-
pression de cette probabilité, se con:posant de la somme
des probabilités correspondantes aux diverses valeurs

que 'on peut assigner & x entre les limites indigudes
ci-dessus , sera évidemment

ng,n} _— SSm,n)'

iy — (89),
Sf ] 9

en faisant, pour abréger,

m m
—c=—=gx, — o= f;

m-4n mA-n
mais comme on y suppose.que m ot n sont de trds
grands nombres, il faut, pour en trouver la valeur,
faire nsage des formules approximatives et du caleul
intégral {voyes note 111} ; ¢'est pourquoi Ja démons-
tration de la proposition énoncée au commencement
de cet article ne saurait trouver place ici; je ferai
senlement remarquer que eette proposition est analogue
A celle du n® 33, et appuie sur les considérations trés

ginérales qui servent & la détermination des probabi-

tilds d posteriori , le théoréme fondamental que Jacques

Bernoulli n'avait prouvé que dans I'ordro des probabi-
lités détermindes 4 prior,
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100. On voit aussi, par ce qui précede, gue si la
probabilité d'une bypothése en particulier , est inassi-
goable, celle d'un ensemble d’hypothéses comprises
entre des limites dont Ja différence est finie, a une
valeur finie, puisque telle est celie de I'expression

S;m’"}— SE"'.H'J
I

dans tous les cas ot b—a est une quantité finie : cette
remarque est bien jmportante. Quand , par exemple ,
on observe une supériorité constante dans le nombre
de fois qu'np événement se montre, sur le nombre de
fois ou se montre 1'événement contraire, on est porté
& croire que la production du premier est d'une faci-
lité plus grande que celle du second, ou quil v a
une cause qui détermine plutdt Tun que l'avtre, ou
enfin, ce gui est encore la méme chose, que la probabilité
simple 'du premier événement surpasse 1. Mais cette
croyance , qui n'est d'abord qu'un simple apergu, se
fortiiaut & mesure que lea événemens se reproduisent
dans le méme ordre de fréquence, est susceptible d'étre
apprécide , en déterminant, d'aprés le nomkre des ob-
servations, la probabilité que la valenr de x est com-
prise entre ; et 1, cs qui se fait par le moyen de
I'expression

Slmmy _ glmied gl

. .
Sfa,nJ Em’")

101. Ces formules ont une application trés curiense,
par rapport aux naissances. Arbuthnet ayant remarqué,
sur les listes des naissances arvivies 4 Londres depuis
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362ag jusqu'd 1710, que le nombre de celles des gargony
s'¢cartait peu du nombre de cetles des flles, et pensant
apparemment qu'il ne pouvait pas exister de loi pri~
mordiale qui maintint ces nombres entre des limites peu
différentes de I'égalité , voulut voir dans cette prétendue
¢galité un miracie continuel. Nicolas Bernoulli, au
contraire , frappé des différences assez sensibles qui se
trouvaient entre ces nombres, et de ce ga'il y avait
tonjours plus de gargons que de filles, y vit avec raison
J'indice d'une plus grande possibilité dans la naissance
des enfans du sexe masculin que dans celle des enfans
de l'autre sexe, le rapport du nombre des unes au nom-
bre des antres étant 1% (*). Pour le prouver, il montra
qu'en supposant un dé 85 faces, 18 noires et17 blan-
ches , jeté 14000 fois, il y avrait une probabilité su-
périeure & 43, que le nombre des faces noires amenées
ne s'écarterait pas an-del de 163, soit en plus, soit en
moins , du nombre 7ac0, égal aux i de celui des jets ;
il n’était donc pas surprenant que sur 14000 naissances,
ie nombre de celles de chaque sexe ne différit pas da-
vantage de la proportion assignée par la probabilité

simple , savoir, 7200 gargons et 68co filles (voyez & ce’

sujet 1a note I). Le fait s’étant soutenu , a été constaté
de nouvean dans la plupart des états de I'Europe.
Daniel Bernoulli s'en est occupé (**}, et enfin M. La-
place 'a traité par les formnules directes, celles de I'ar-
ticle précédent.

De 1745 4 1784, les registres des naissances de Paris
donnent 393386 gargons, 377555 filles, nombres dont
le rapport est 4 peu prés 22, moindre que : qu'on
trouve par les registres de Londres, depuiz 1664 jus-

("} Analyse det Jeux de hasard, par Montinort, pag. 343,
(*") Novi Comment, dcad. Petrop., t. X1V, pars 19, c1t. XV.
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qu'd 1758 inclusivement , et que 35 donné par ceux du
royaume de Naples (non compris la Sicile}, depuis
1774 jusqu'a 1781 iaclusivement aussi, Cependant,
par les deux premiers nombres, les fornmules approxi-
matives ont donné a M. Laplace, pour la probabilité
que » surpasss %, l'unité moins une fraction dans la-
quelle I'unité est divisée parun nombre de 72 chiffres (*).
Un petit excés dans e nombre des répétitions d'un évé-
nement, sur celui des répétitions de I'événement con-
tradictoire , a dono auffi, par sa constance, pour faire
croitre avec une immense rapidité la probabilité qui
assigne une facilité plus grande au premier qu'au se—
coud; et plos les cbservations se multiplieront, en
conservant les mémes relations de grandeur, plus cette
probabilité angmentera.

102, La formnle du n® gg se simplifie beaucoup,
lorsqu'il n'est arrivé que des événemens d'une seunle

espice. Dans ce cas S(;""’ devient
[

‘=) 1 ey s .
S(i =(l’l‘l+l)ﬁ-+” et S(l m+l(89),
on a donc
1 _2'"'"'—!
I R e

pour la probabilité que celle de I'dvénement constam-
uent observé est supérieure a L.

On peut d'abord appliquer ceci & 1'un des phéno-
manes les plus remarquables du systéme du monde, le

(*) Theéorie analytique des Probabilités, p. 379
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sens uniforme dans lequel les planétes principales ot
Yeurs satellites font leurs révolutions autour du soleil.
En regardant le mouvement de cbacun de ces corps
comine le rencuvellement du méme fait, la répétition
de ce fait indique une cause qui a déterminé la di-
rection d'orient en occident , préférablement & la di-
rection contraire. 5i 'on n'applique le caleul qu'aux
planétes principales, afin de n'y faire entrer que des
circonstances rigoureusement semblables, on prendra
m=11, et il viendra

2 — 1 _ 4ogh
g T 4ogt?

pour la probabilité de l'existence d'une plus grande
facilité de ce mouvement d'orient en cccident, gue dans
le sers contraire. On aurait ea un résultat beaucoup
plus fort, en joignant anx planétes principales lea sa-
tellites conpus, qui sont maintenant au nombre de 18,
et un résultat encore bien autrement prés de I'unité, si
Ton eiit regardé comme dépendant de la méme caunse
le sens unifortre dans lequel sexécutent les rotations
observées dans plusieurs de ces corps.

Quelques auteurs ont évalué cette probabilité d'une
maniére un peu différente, en partant daillenrs du
principe posé¢ dans le n® 86 ; mais en se bornant &
comparer le cas ou il existerait une cause absolue,
avec celui ol les deux sens opposés seraient égale-
ment possibles , ce qui réduit les hypothases a denx,
donnant pour I'événement arrivé, l'upe, la certitude

r A Y *+ Mre 1
représentée par l'unité, et l'autre, la probabilité o

La probabikité de la premiére hypothése serait donc
alors
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si 'onne faisait entrer dans le caloul que lea plandtes prin-
cipales. Cette derniére fraction est moindre quela pré-
cédente ; mais je crois que les considérations dont elle
estdéduite sont trop particuliéres. Enne s’attachant qu'au
sens du mouvement, on ne trouve, il est vrai, gque
deux chances; mais doit-on les supposer également
possibles, guand ou ignore complétement de quelle
maniére le mouvement a été imprimé ; ¢t ne se peut-il
pas qu'an lien d'étre un effet simple, sa direction soit
le réaultat do concours de diverses chances qu'il faut-
supposer , par conséquent , duns tous les rapports pos.-
sibles avec celles qui auraient donné ]a direction con-
traire ?

Les Timites étroites dans lesquelles sont renfermées
les ioclinaisons des orbites des planétes anciennement
corinues , qui n'nccopent dans le ciel qu'une zene d'en-
viron 18 degrés de largeur, fournissent aussi wne grande
probabilité pour attribuer tous les mouvemens de ces
corps & une canse unique; mais la découverte de la
planéte Pallas, dont ['orbite est inclinée de plus de
34 deprés pagr rapport a I'écliptique , doit modifier
ui peu cetts probabilité, que changerait encore Ia
déconverte de corps qui, s'écartant davantage de 1'é-
cliptique et parcourant des orbites plus excentrigues ,
formeraient le passage des planétes aux cométes, dont
les mouvemens ont lieu dans tous les sens et sous toutes
les inclinaisons.

1¢3. La formule employée dans I'article précédent

trouve aussi son application dans une question agitée

par les philosophes des siccles passés et du ndtre , celle
a° ddition. 12
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de la liaison des effets aux causes. Les uns, comme
Hume, oot nié que nons eussions aucun motif solide
pour supposet une dépendance entre deux effets qui
e suivent ou saccompagnent constamment. Les autres,
importuriés par ce scepticisme dont les conséquences
devraient o'étendre sur nos actions les plus fragrentes
et les plus nécessaires, ont affirmé qu'un sentiment
intime, une loi de notre orgauisation intellectuelle ,
none forgait de rapporter chaque effet 4 une cause
que nous trouvions tonjours dans celni qui précédait,
IYautres enfin, craignant de trop multiplier ces lofa de
Vintelligence, ces faits primitifs quiressemblent agsez aux
idées innées, ont pensé que Ia considération des divers
degrés de probabilité, non-seulement expliquait le phé-
noméne moral, mais pouvait donner la mesure de la
conliance que nous attachons ou que nous devrions
attacher 4 nos connaissances. Ils ont évité ainsi de
tomber dans le pyrchonisme et le dogmatieme absolus ,
doctrines également absurdes, mais dont la seconde,
qui a tant de fois servi I'avidité et l'ambition de cer-
tains hommes, et qui flatte la paresse de tous, est
infiniment plus dangereuse que la premiére, tovjours
renfermée dans les bornes de la spéeulation, puis-
qu'aprés la dispute la plus animée sur I'existence des
corps , le plus déterminé pyrrhonien n'entreprendra
pas de sortir de sa chambre & travers la muraille,

Cette doctrine moyenne, que 'on pourrait nommer
scepticisme gradud, proposée d’abord par Helvétins (),
a été fortement recommandée par Condorcet, comme
ls seule qui pit échapper A toutes les difficultés, parce
qu'elle repasait entiérement sur ' expérience, d ol toutes
nos idées tirent lenr crigine. 1l y est revenu souvent

(*) Dans une rote (lu 1or chapitre u ver Disconrs de I'FRsprit.

DES PROBABILITES, 179
dans ses ouvrages; mais Mendelshon paraft avoir, le pra-
mier, appliqué spécialement la probabilité 4 la liaison
tes effots aux cawses, dans un Traité sur 1'évidence,
courenné, en 1763, par 'Académie de Berlin, Voici
esmme il raisonne.

« 51 nous avons expérimenté une senle fois que
n deux faits, £ et B, se suivent immédiatement, il
» se présente pour nous trois suppositions : ou que A
» ait son fondement en B, ou que A et F aient leur
v fohdement commun dane une troisiéme cause C, on
» que chacun des deux dépende enfin d'une cause iso-
» lée ou indépendante, Dans les deux premiers cas,
n iis devront reparaitre toujours 4 la suite 'un de
» L'antre; dans le troisidme..., leur rencontre sera Feffat
# du hasard :ils pourront se trouver aussi bien sdparés ,
» éloignés, que réunis... (*). » On voit déji qu'en ad-
mettant I'influence de la répétition du jugement de pos-
sibilitd sur notre esprit (5 et 6), il doit étre porté
& supposer une liaizon, soit immédiate, soit médiate »
entre A et 5. w Donce, ¢'ils se reproduisent de nouvean 3
si, en se reproduisant, ils paraissent constamment
réunis, il deviant vraisemblable que cette réunion
a son principe dans l'une des deux premiéres hypo-
théses. Plus la répétition aura été fréquente, 1a ren-
contre des deux faits étant constante, plus cettp vrai-
semblance augmentera; elle ira croissant ainsi jisqu'a

» l'infini. » Voyons comment le calcul justifie cette
dernidre assertion.

$ 3 3 3 3 3

1c4.00 a observé vn grand nombre de fois de suite I'ap-
parition consécutive ou simultanée des faits A ot B: la
probabilité que cette apparition jouit d'une grande pos-

(*) Histoire eomparde des systimes de philosophie, par
M. Degerandn, ¢ 11, p. 151 evemiv,

192. .
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sibilité, s obtiendra en cherchant la probabilité de 1'hy-
pothése par taguelle le rapport des chances gui établis~
sent le concours de I'un avec Vautre, différe trés pou de
'onité; et pour rendre la chose plus sensible, on peut,
ce me sembie, énoncer ainsi la question : On a tiré
«'une urne (avec l'attention de les y remettre chaque
fois) yn grand nombre de billets marqués AB; 5'il n'y
en avait que de cette sorte, Lapparition simultenée des
ettres A et B serait nécessaire; mais c'est ce quon
ignorera tant gue tous fes billets ne seront pas tirés : on
demande donc quelle est la probabilité que le rapport
du nombre des billets de U'espéce de ceux qui sont sortie,
au nombre total des billets , est compris entre des i~
mites donndes 7

Soit m le nombre des bhillets, ¢ une fraction aszez
voisine de {'onité ; la probabilité que le rapportinconna
tombe entre @ et 1, aura pous expression

S(n‘j SE"“) S("’)
g =t~ = (99,
P ™ 9

et nommant P cette probabilité | il viendra
P=1—a"" (8g).

a étant <1, la valeur de o™ pourra étre rendue aussi
petite qu'on voudra ; son décroissement, quine sera pas
d'abord trés rapide, si ¢ différe peu de l'unité, le de-
viendra deés que le nombre m sera trés considérable.
Soit, par exemple,

1 000 00D
A=
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facilement , par le moyen des logarithmes, que cette
puissance est égale a I'unité divisée par un nombre de
44 chiffres; et comme c'est la probabilité eontraire a
celle qu'on cherche, on jugera par 1a combien cette
derniére approche de l'unité,

Si Yon se domne P et quon premne @ pous incon-

b
nue, on obtiendra e=V1 — P. En faisant seule~
ment P={, m étant toujours 1cocco con, on

trouvera
=0,999993993,

environ , fraction qui differe biex pen de I'enité ; et
ce rapport dv nombre des billets marqués A8 au
nombré total , sera la limite qui séphre lea rapports
probables de ceux qui ne le sont pas (g); en sorte
que celui qui est un peu moindre sera déja probable (*).

Ces résultats peuvent donner une idée de ce que
doit étre, quand on I'étend 4 la suite des siécles connns
et d.toute la terre, l'expression numérique de la

{*)8i Pou n'n pas de Tubles e Jogarithmes nssez dtendues pone
¢ectuer cecalcul, on peut employer la formule

a'=|‘+£ la

v laye
" E—+r; F)_ =f ete.,
(Campl. des Iilém, & Algth.}
dave laquelle [e=10,43{2g; il foudra y changer a ecn 1 — P

et T en

1 i
frorart 3 et quand Jo npmbre m -y sera teds grand, les
denx premiers termes sufficont. Dans Pexemple ci-dessns | ait

I
1-—1’:.-;. ou ATIYa

— s ——_, _ T Jo_ L H 3
1 000 001 BT M &3 100 0on 004
et qu'on I'éléve 4 Ja 100 0co 0oo® puissance, on trouvera avicen.
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probabilité de la dépendance des phénombnes tels que la
rencontre des corps et fe déplacement qui en est la
suite, si prodigieusement répétés dans un een! jour et
dans un sen! lien,

La probahilité qu'il y a trés pev de chances con-
fraires 4 la permanence du mouvement de la terre,
déj4 trés considérable quand elle est conclue du nombre
de lavers et de couchers du soleil, comptés depuis les
temps les plus reculés, devient bien plus forte encore
guand on a égard aux lois connues des mouvemens de
notre globe , parce qu'alors la conformité des positions
ohservées , avec les positions calculées , doit &tre re-
gardée comme fournissant de nouveaux faits, dout le
nombre est presque infini.

il gen faut de beaucoup, sans doute, que les faits
soient aussi multipliés, par rapport i d'auvtres liai-
sons regardées comme des lois de la nature; ni que
la plupart de nos inductions soient établies sur de
tels fondemens; mais il faut bien prendre garde a
Tinfluence gu'exercent les faits les plus répités, par
rapport 3 ceux qui le sont moins. Dés que les pre-
mters nous ont fait acquérir le sentiment de la con-
stance des lois de la nature, nous Vétendons a tout
ce qui se passe sous nos yeuX; et pour tous les caz
avec lesquels nous sommes familiarisés , notre con-
fance dans la liaison des effets aux cawses , passant
en habitude , peut encore croilre, par cette raison,
beaucoup plus rapidement que la probabilité indi-
quée par Jes calculs précédens (¥).

(*) Dans Ia riguenr des termes, ce qui précade n'établit que Ja
probabilité 4 une succession constante entre denx phenoménes, et
c'est ousst A quoi le célébre physicien, M. Leslic, pense qu'it faut
réduire , comme e vent Hums, tout ce gu'implique pour nous la

De plus, le but esseatiel de nos observations étant
de prévoir ce qui doit arriver, la probabilité de ja pro-
duction d'un nouvel événement semblable & ceux qui
ont déja été obseryés, est celle quinous intéresse le plus,
parce qu'ella peut servird régler notre conduite; or, pour
celle-ci, la-caleul prend une marche beaucomp plus
:i; {86) différe bien peu de

Puxité, lorsque m est un pen grand. Cette proposition

rapide; car Iexpression

"la soleil 5o levera demain, par exemplé, en prenant

pour point da départ une époque recalée de oo ans,
g1g91 bot
—_—t—, Si
. a1gt boa
'on embrasse un intervalle de plus d'un jour, Ja pro-

mr-ni-:-lL—z— , ¥a sana
cesse en décroissant, et peuat devenir trés faible; mais
cette conséquence n'a rien qui choque 13 raison, puis-
que Faveinir peut développer des lois qui nous sont en-
cora inconnuea (*).

a maintenant une probabilité égale &

babilité, donnée alors par la formuale

velstion do canse et d'sffer. Il en appelle médme 2u langage ordinaie
soumis & une critigue rigoureuse (Inquiry into the nature and
propagation of keat, p. 511, note XVI, ou Fdinburgh Review
7*val, 1805 b 1806, p. 113532, Foy. aussi Lectures af Physin-
oy, Zoology, and the natural history of man by Lawrence
locrure ELL, p. 78). 1 ent d*ailleurs évident que Vidée d’une telle suc-
cession suffit pour la conduite de Ia vie (voy, mes Essais sur ' En-
aeignement, 2% {tition, p. 351, addition A la note dela pag. 215).

(") Bertrand, de Gendve { Développemens nowvenux de la
pariie élémentaire des Mathématiques, t. 1, p. §18), a tesité
aussi b question précédente, mais par fa cousidération des proba-
Lakités & prinri sealement; ctil o pris pour Je probabilitd simple

. . | P
de 'événement abscevd, erlle qui dennait ~ pone da probabilied de
2

ke répétion de ect dvdncinent m fois de suite, prcce que L kypothése
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105. On nemanguedonc point de motifs sullisans pour
appurer la légitimité desconclusions du passé 4 Iavenir ;
et o'est en cela qua consiste fa pouvoir de Fanalogie;
mais n'est-il pas arrivé qu'en se livrant trop & ce pou-
voir, les savans, aussi bien que le vulgaire, soient tom-
bés dans V'erreur, et alent hasardé des assertions pré-
maturées? Cependant ils ne pouvaient suivre d'autre
voie pour découvrir la vérité. Que Von examine avee
atteation, soit les régles de Descartes, soit celles de
Newton, rapportées dans la note de la page 3, y verra-t-
on autre chose que le soin de faire 'énumération la plus
exacte possible des faces d'une idée ou des combinai-
sons de plusieurs faits? Lorsque I'énumération sera com-
plete , que la dépendance, se trouvant Ja méme dans
tous les cas , sera nécessaire, il y aura certitude, soit
physique, soit intellectuelle, av moins pour chaque
partie indivisible du raisonnement, ou chaque fait en
particulier {1 et 2). Hors de 13, on ne peut phs que

de cetteprodabilité ne favorise ni ne défavorisela production de
la séried'svdnenteny observés. Salvant ce mode, on a

T
M=, dolt x =

3
-
—
tra
L rnpmc , par cotte exprassion, plns[m augmentc, plas, > spproche
de Funite, plus aussi an doit s"atiendre & Papparition d'un dvénement
pareil & ceux gui ont dujd eu liew.
La formule de la notede la page 181 , donnerait, dans lecasdem
on peu grand,
"—=
r 3 A
E i R R i
4 m
m

. . 1 . .
ce qui ne difidre pas beauconp de + 5 mais Bertraned n™ consi-
i

+3
deré qu'nine seule hypothése, au lien que [a miéthode direcie les em-
Txasse toutes. -

DES PROBABILITES. 180

balancer les cas favorables 4 Vanalogic avec les cas
<contraires; et s'if ne s'en présente pas d'abord de cette
derniére espéce, rien ne garantit qu'il n'en arrivera
point. L'hypothése qui explique complétement un grand
nambre de faits n'est donc encore que probable, et le
calcul apprécie le degré de confiance qu'elle mérite :
mais tant que les faits ne seront pas tons observé:,
tous mesurés avec la plus grande précision , avenne
hypothdse ne se changera en véritable théorie; les plus
- heureuses ne seront que des méthodes artificielles pour
lier par une seule formule, ou comprendre dans une
seele expression , Ja dépendance d'un nombre dé faits
plus ou moins grand.

106, Tels étaient les principes d'aprés lesquels Con-
dorcet, plagant la certitude absolue sewlement dans
la conscience d'une sensation actuelle, et dans la
pereeption instantanée et avee pleine évidence de la
convenance ou de la disconvenance de deux idées,
donnait pour fondement au reste de nos connaissances
notre tendance générale a croire au retour des faits que
nous avons observés plusieurs fols surnous-mémes ou sur
les autres objets (1 et 2}, et faisait deux classes de
probabilités, la premiére comprenant celles dont la
dilférence avec l'unité est inassignable , mais tellement
petite, qu'il serait superfin de la caleuler, et aux-
quelles nows acquiesgons par vne habitnde dont nous nn
nous rendons pas compte, comme novs le falsons, ou dn
moins comme nous devrions toujnurs le faire pour les
probabilités de la seconde olasse (*). Ainsi s'¢tablit une

(*} A la tdte des probabilités de fa premidre classe se trouve celle
qui fonde notre eroyance & I'existenee s FOTRS , ON N0t & prr-
» suasion que e systéme des stusations gai sont exeitdes o tons
® dans un iustant, se 1epréseutera constamnrent de méine dans
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gradation non interrompue, depuis les propositions qui
n’admettent aucun doute, fusqu'aux plns incertaines.
Cette maniére d'envisager nos connaissances donne une
base solide au acepticismte « qui, dans les écoles
» grecques, avait dégénéré en un ridicule charlata-
n nisme; mwais qoi, chez les modernes, dégagé de ces
» subtilités pédantesques , est devenn la véritable phi-
» losophie, et qui consiste, nun 4 douter de tout , mais
» & peser tontes les preuves, en les sonmettant & une
» rigoureuse analyss; ron 4 prouver gwe 'homme ne
» peut rien connaitre, mais 4 bien distinguet et i
» chaisir pour objet de sa curiosité ce qu'il est possibie
» de savoir (). » .

107. La théorie mathématique concourant avec les
simples apergus du bon sens et avec les résuitats de
Yexpérience, & prouver que les lois de Ia nature peuvent
se reconnaitre, aa moins 4 Ja longue, dans la sucees—
sion dey faits qui en sont les conséquences nécessaires,
il s'ensuit que dans les questions dont Jes élémens sont
trop compliqués pour en épniser les combinaisons, en
parcourir tont 'enchainement, il faut interroger la na-
ture, compter et comparer les faits, enfin juger &
posteriori de ce qu'il est impossible de prévseir. Telle
est 1a base et le motif de Tapplication du calcul des
probabilités aux sciences physiques, morales et poli-
tigues.

Cette application cornduira toujours & des résultats

» den tirconstanrea semblables, ou avec de certaines diffirences
» lides constamment au changeent Jdes circonstances. n ( Fysal
sur Lapplication de U'Analyse 3 la Probabilité, ctc., Discours
préliminaire , page xij.)
{*} Lloge de Franklin, OFEuvres de Condarcet, tome IV,
,
I 9
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utiles , on maintiendra dans ce donte salutaire , qui
prévient lea erreurs dangereuses, lorsquon la fera
avee circonspection, c'est-i~dire en distinguant avee
soin les faits, d'aprés les diverses circonstances qu'ils
présentent, afin d'éviter de rapporter 4 toutes ce gui
ne convient qu'd guelques-unes, de confondre les points
de vue qui doivent &tre séparvs, et de rendre géné-~
rales des conclusions qui ne sont vraies qu'entre cer—
taines limites, Ce sont la les reproches que I'on peut
fajre quelquefois avec raison & des calculs trés sa-
vans, mais dans les résultats desquels on ne trouve pas
une grande évidence, ni une utilité bien prochaive,
Mais que l'on y prenne garde; cest parcs qus, faute
de données, on a été obligé de les appuyer sur des
suppositions souvent trés détournées, que leur marche
est devenue si compliquée, et leur vésultat si incer-
tain. Un nomhre soffisant d'observations dégagées de.
toutes les circonstances étrangéres aux conséguences
qu'on cherche, offrira toujours sn moyen aussi simple
que sir de découvrir ces conséquences, ou d'en me-
surer I'étendue et la valeur, et par conséquent d'appré-
cier les combinaisons qui les ont amendes.

De simples registres , fidélement tenus, suffiraient
pour reconnaitre l'efTet d'un imp6t, par les variations
qu'il produit dans les salaires et les consommations ;
celui des réglemens commerciaux, par le mouvement
des importations, des exportations , le progrés des ma-
pufactares, la cultere des terres.

On peut joger aussi d'un systéme d'instruction, par le
recensement des sujets qu'il aura produits aprés un
certain nombre d'annfes; d'un systéme de législation
civile, par le nombre de procés qu'il aura engendrés ou
prévenus ; d'une légis'ation rriminelle, par le nombre
des conpables condamnés ou absuus et repris. Maiy
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pour gu'on puisse tirer parti de ces olservations, il
faut que l'éprenve du systéme soit continuée, que
les résubtats en anient recueillis avec impartialité, pour
8tre comptés avec exactitude. Je dis comptés; car
lorsqu'on n’en vient pas la, on tombe presque toujours
dans des déclamations vagues. Il n'y a pas de mesure
de gouvernement qui pe lése un assez grand mombre
d'intéréts particuliers; et si les hommes qu'elle attaque
ont du erédit, savent parler ou faire parler pour eux,
la mesure la plus otile a la masse générale de Ja na-
tion ne pent pas subsister ; quelques inconvéaiens rele~
vés avec force ou avec adresse la font révoquer, tandis
qu'une énumération exacte de ses effets aurait rendu
incontestablela supériorite de ses avantages sur ses in-
eonvéniens. En s'écartant de ce procédé, on a pu
méme l'attaquer de bonne foi.

Pour donner un exemple de ces jugemens vagues
qu'on porte par de simples &percus, sur des chjets
susceptibles d'une évaluation précise , je rapporterai le
beaa résultat obtepu par M. Duvillard , dans son Ara-
fyse de Linfluence de la petite vérole sur Iz mortalite ,
(p- 10). l adémontré, d'aprés les Tables de mortalité, &
Genéve, 4 La Haye et 4 Berlin, que passé Idge de
30 ans, la petite vérole est dautant moins dangersuse
pour ceux qui ne Tont pas encere eue, qu'tls sont dans
un dge plus avancé. L'opinion commune est contraire
& ce résultat, et il est aisé de sentir comment elle a pu
g'établir avant qu'on ait fait l'observation exacte du
pombre des morts cansées par la petite vérole con-
tractée & différens dges. On a été d'avtant glos frappé
de ces morts , qu'elles sont arrivées plus loin de I'épo-
que ordinaire de la maladie. L'importance, pour la so-
ciété, des personnes qu'elle lui enlevait, et un danger
qu'on était porté & regarder comme particulier ala
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jeunesse , ont beancoup agi sur imagination des apec--
tateurs-; alors des impressions purement morales sont
venues ae méler & un jugement ou ne devait entrer qus
le calcul. Ce qui est arrivé ici a encore hien plus de
foree dans toutes les circonstances ol les intéréts et les
[rassiong sont violemment agités : aussi n'est-ce encore
qne dans ce quiregarde la mortalité desindividus, et Jeur
maltiplication, qu’on a recusilli les faits avec quelgue
suife ; c'est done dans ces faits qu'un grand nombre des
-uteurs qui ont écrit xur Véconomie politique , a chei-
ché la mesure pour évaluer le mérite des systémes
divers d'administration et de gouvernement : et par
cette raison, je dennerai, avec quelque détail, la ma-
niére d'y appliquer le calcul des probabilités.

Détermination des probabilités de la wie humaine.

108, La formation des T'abies de mortalité seraittrés
simple, si I'on pouvait trouver sur les registres des dé-
cés, céux d'un grand nombre d'individus choisis sur
les registres des naissances, et par ce moyen, déter-
miner combien il en reste 4 [a fin de chaque année (%),
Malheureusement un tel procédé, le seul rigoureuse-
ment exact, est rarement praticable ; car les résul-
tats de ce genre ne pouvant mériter quelque con-
fiance, qu'autant qu'ils sont déduits d'un grand nombre
de faits, si Fon s’attache 4 un lieu d'une faible po-
pulation, il fandra dépouiller les registres d'une lon-
fue guite d'années, pour suppléer a la quantité de
naissances simultanées que peut fournir uae ville con-

('} Thénrie analytique des Probabilites, par. 388,
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sidérable ; mais dang l'un et I'autre cas, qui est - ce
qui oseralt entreprendre de suivre chaque individu &
travers les changemens de domicile, Jes migrations,
Vimperfection méme des registres, et la foule des noms
répéiés, gni sewle pourrait occasionoer trds souvent
beaucoup de confusion ? Et puis, comme on le verra
bientdt, et comme il est facile de le prévoir, e temps
influe sur les probabilités de Ja vie humaine, soit par
lex changemens politiques , soit par Je perfectionnement
rqu'apporte dans le régime et la police civile le pro-
grés des lumiéres : les Tables formées sur des observa-

tions qui embrassent un trop grand intervalle de temps

ne sauraient donc convenir ni 4 époque o remontent
les premieres, ni & I'"époque présente. Voild bien des
difficultés qui rendent la méthode indiguée ci-dessus &
peu prés impossible a suivre, excepté dans quelques cas
particuliers dont il sera fait mention plus loin ; et
Aussi est-ce d'une toute avtre maniére que la chose 3'est
faite.

La plus ancienne Table de mortalité que 'on con—
“naisse est celle que Halley a déduite des registres de
la ville de DBreslaw en Silésie, et qu'il a publi¢e dans
les Transactions philosophiques , en 1693. 11 fit choix
de cette ville, parce que le nombre des naissances et
ceful des morts y différant trés peu, il pensait que la
population s'y maintenait & pen prés dans un éiat
stationnaire , et qu'en conséquence les pertes gu'elle
faisait en individus dans les divers dges, étaient sensi-
Llement proportionnelles & la mortalité , pour chacun
de ces dges, ce qui falsait qu'on pouvait regarder les
individus décédés chaque année, comme s'ils fussent
tous nes la méme année, et leurs dges respectifs comme
indiquant la maniére dont s'éteindrait successivement un
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pareil nombre d'individus ayant commencé leur vie gi-
multanément, Halley réunit donc le nombre des morts
arrivées depuis 1687 jusqu'en 1691, & Brestaw, distribua
ce nombre suivant les &ges ; alors retranchant du pre-
mier nombre celui des enfans morts a 1 an, le reste in-
diqua le nombre des survivans, desquels il retrancha
ensuite le nombre des enfans morts 4 2 ane, pour ob~
tenir celui dea survivans, et ainsi de suite ; et afin da
faciliter les ealculs, il réduisit ces divers nombres pro-
portionnellement & 1600, par lequel il représenta

* celui des enfans de 1 an.

La commodité de ce procédé supplée bien 4 ce
qui Jui panque du cdté de Pexactitude, parce qu'on
en peut répéter fréquemment l'application , et, com-
pensant par la variété des lieux et des époques, les
erreurs auxguels il est sujet, arriver 4 des valeurs
moyennes suffisamment approchées pour présenter des
résultats intéressans. Smart en a fait usage pour la ville
de Londres ; Dupré de Saint-Maur pour celle de Paris,
et il & été appliqué A presque toutes les capitales et &
beahcoup d'autres lieux. Mais dans plisienrs Tables,
dans celte de Dupré de Saint-Maur, par exemple, il
s'est glissé d'assez grandes inexactitudes, parce que
T'dge est trés souvent fautif dans les actes de décds ; les
personnes qui lindiquent, ou le savent mal, ou ne
donnent que le nombre rond le plus approchant ; aussi
on troave souvent 6o ags ot il aurait fallu bg ou 58,
et de Jd résultent dans le premier de ces dges plus
de déceés en apparence qu'il n'y en a eu réellement.
Cette imexactitude est aisée & remarquer, par la
marche trop inégale des nombres, qui doivent se
succéder dans la Table ; et il faut ticher de les
corriger de la maniére la plus vraisemblable , en
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vegularisant les différencesy cest ce qu'a fait Saint-

{yran, pour les '[ables de Dupré de Saint-Maur (*).
Le concoura de circonstances nécessaire pour ponvoir
suivre les individus un 4 ue, n'a jusqu'a présent ewdieu
que par rapport & quelgues classes dont 1'ordre de mar-
talite est trés différent de celui de I'universalité des
hommes : telle était la classe des rentiers viagers de
Hollande, dont Kerseboom a dressé la Table de mor-
talité, celle des rentiers viagers de France, connus sous
la dénomination de fontiniers, et celle des religieux
de V'ordre des Bénédictins, dont les Tables sont I'ou-
vrage de Deparcieux, etc. L'intérét du gonvernement,
Vordre établi dans une congrégation d'hommes stu-
dieux, donnaient aux registres de ces classes une
exactitude et une clarté qui en facilitaient beaucoup le
dépouillement ; mais aussi les résultats devaient étre
fort éloignés de ceux de la vie ordinaire. Ce n'est gue
“sur des enfans paraissant bien constitués, et en général
sur des adultes bien portans, que 'on place en rente
viagére. Ceux qui jouissent d'un pareil revenu tiennent
pour la plupart une conduite uniforme et modérée, qui
doit prolonger leur existence; beaucoup sont céliba-
taires ; les religieux 1'étaient tous, et n'entraient dans
leur profession qu'aprés étre échappés aux dangers de
Venfance et de l'adolescence. Des Tables calculées
sur de pareils individus ne sauraient donc servir que
pour cenx qui sont placés dans les mémes circon—
stances ; c'est ce quon verra lorsque jexposerai la
théorie des remtes viagéres. Les questions dont je vais
d'abord m'occuper sont seulement relatives a Ja vie
considérée en elle-méme, et & la population, en sup-

(") Yoyez sos Reckerches sur fes Rentes viagéres,ae part.,p. a3,
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posant que les évinemens futurs se succedent comme
les événemens passés, o qui est permis , puisqu’on
regarde le nombre de ceux-ci comme tros grand par
Tapport & celni des autres.

10g. La plus simple de ces questions est 1a recherche
des probabilités de la prolongation de a vie a chaque
dge. P?r exemple, la probabilité de vivre encore 10 ans
l(.)raqn on est parvenu a I'dge de o, Sobtient en di.
visant par le nombre des>personnes de cet fge , le
nombrq des personnes de 5o, La Table de Ja Lo: de la
mortalitden France, insérée dans I' Annuaire du Bureau
des Longitudes, donnant pour I'in do ces nombres
869 404, et pour l'antre ag7yovo, it en résulte

a ; .
8-_2; =0,805 environ; la Table dtessée sur les registres

de Londres, par Price, donne ;—:—g: 0,696; cells de

Vienue , par Sussmilch, :9—’-‘;:::,738 ; celle de Ber-
a2

Iin, ‘par Ie méme, %:.-0547; enfin, celle des cam-

pagnes, en Suisse , par Muret, g—g—é = 0,863, proba-
bilité plus forte que lea précidentes.

(430, On' cherche encore quelle est Ia durée de Ia
i probable, & un Sge donné; on entend par cette
durée le nombre d'années aprés lequel la probabilité
dexister et celle de ne pas exister sont les mémes , €t
par conséquent égales 4 . Il est évident que cela a lien
fersque le nn!nf.n'e des personnes de I'dge dont on part
est réduit & la moitié de ce qu'il était. Si'on cherche
¢ terme, & compter de la naissance, on trou
les Tables de Dupré de Saint-Ma:lr, qu'&‘l;:i;'ai:
towbe entre 8 et g ans; & Londres, un peu avant 5

8° ddition. 1%
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ana ; & Vienne, un peu avant a; un peu aprés, a Ber-
lin; mais que ce terme est bien plus éloigné dans les
campagnes. La Table de I'A#nnuaire, moyenne pour
toute la France, Je place entre zo et a1 ans; celle
& Angleterre, entre 27 et aB; celle de Brandebourg,
entre ab et ph; celle de Suisse, 4 4t ans. Cette prodi-
gievse différance entre les campagnes et la ville, ne
sauvait étre attribuée qu'aux suites de U'extréue misére,
4 la malpropreté, au resserrement des demeures et &
Yinsalubrité qui-en est la conséquence, dans les capi-
tales. A Montpellier, ville dont la population est d'en-
viron 32000 individus, et dont on regarde le séjour
comme trés sain, le terme dont il gagit n'est cependant
plact que vers 6 aus.

L'age de 4o ans étant asser ordinairement celui ont
Pétat d’'un homme est fait, od il commence & jonir
du Feuit de ses premiers travaux , on peut Btre curieux
de connafire la vie probable qui s’y rapporte. Les Ta-
Pea ¢itéés précédemment donnent, i Paris , plus de
at ans; en France, terme moyen, 23; 4 Londres,
185 4 Vienne, plus de 19; a Berlin, de méwe; en
Suisse , prés de 25.-

T.a plupart de ces Tables ne g'étendent guéré au-deli
de go ans, que Pon doit regarder commie 'extréme
vieiliesse , puisqy’i] est tréa rare, nonsseulement de
passer cet 8ge, maje Jde Vatteindre. Le rapport do
npmbre d'iodividus de cet dge , & celui des naissances,
sera la mesure de la longévitd, dans le liey pour le-
.gunel la Table a été construite. La Table de ' dnnugire

== 0,0638 ; celle de Lon-

donré pour la France 38
r 10000

ﬁre;ﬁ?%‘a =—n,a030; celle de Vienne, ;i;-g:rzo,coao;

cetle deBerkn ,. -—6-— ==0,004%; et celle de Suisse,
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0,c000 ; cette derniére probabilité, plus forte que les
autres , est encore surpassée par celle guolire la Table
calculée par Gorsuch, sur les registres de quelques pa-
roisses de campagne, en Angleterre, et qui estde o,0070.

On ne doit pas encore trop compter sur ces ré-
suttats, parce que le nombre des observations qui se
rapportent anx derniers &ges est trés petit. Les Tables
de Kerseboom , dresstes sur les décés des rentiers via-
gers de Follande, et cellie que Deparcieux a dédnites
des repistres des tontines de France, quoique se rap-
portant & des classes d'individus choisis , ne s'étendent
pas jusqu'd 100 aps; la pramiire donoe, ponr I'ige de
90 ans; % suo,co71; 12 seconde, 0,0118 pour par-
venir, de ]iﬂgq de 3 ana, A celui de go.

Price dit que lg probabilité de parvenir & 6o ans est

2 2

- a2 . 1,
i dana le pays de Vand, ye en Brandebourg , 54

1. .1
Dreslaw, 3—:,- & Berlin, oS

111. Dans les Tables dont je viens de faire usage,
les sexes sont confondus ; cependant I'ordre de morta-
fité a'est pas le méme pour tous deux; il varie encore,
suivant igs p;ﬂfessioné et d'autres circonstances dont on
constaterait ['effet en séparant les décés pn olasses rela-
tives & chacune de ces girconstances. Clest ce gue I'on
a commencé de fairé, depuis qu'on a recvnnu Futilité
de ce genre d'observations ; mais I8s donndes manquent
tréa eonvent sur Jes actes de décés; et quand dnles y
tromve, le trevail du classement devient trop considé-
rable, lors qoll faut le recommencer souy divers points
de vue. On l'abrégerait beaucowp, i Von faisait les

. Lo s
4 Londres, — 4 Vienne (*).
o ®

{*} Tom. Ter don Alémaires presentds & Ulustione , aw., po 55

13..
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relavés dans la forme ingéniense imaginée par Condor-
cet, pour eoregistrer des faits ou désigner des objets
par une combinaison de caractéres qui en indiquent les
principales propriétés ().

Quand on ne veot que saisir Ja marche des réaultats,
il est commode de substituer aux Tables des figures ou
tes nombres soient représentés par des lignes ou des es-
paces; ces signes naturels de la grandeuwr, la rendant
renzible & 'eeil, en Peignent immédiatement les varia-
tinng, Telle est la propriété des courbes de mortalité.
C'est ainsi qu'on nomme celles qui se construisent en
€levant sur ume ligne divisée en autant de parties égales
qu'il ¥ a d'années dans la plus longue vie, des per-
pendiculaires proportionnelles anx nombres d'individus
existans & chagueé ige. La 1™ figure offre ainsi la com-
paraison de trois Tables de mortalité, et la figure 2,
donnée par M. Duvillard, dans ses Recherches sur les
emprunts, fait voir la différence que celle des sexes
apporte dans Ja mortalité ocbservée a Genéve.

212, Comme toute courbe continue peut &tre re-
Présentée par une équation, quelgues géométres ont
cherché & obtenir celle des courbes de mortalité, en
liant, par one formule algébrigue, tous les nombres
ingérés dane une Table de mortalité. Lambert a trouvé
que 'équation

y= loooo(gsggj—c).- G176 {e—' ;f‘g—?-_g_ ;:5'_!4}

{*) Voyez ses Elémens du Caleul des Probabilités, pag. 1. 8i
cette forme, dans P'explication de laquelle il n'a peut éire pas tis
assez de elurté, eit €€ bien saisie et appliqude par quelque natura-
liste, je ne doute pas qu'elle n’edt été bientbt adopice, et qu'il n'en
fiit résulté beaucoup d’avantages, sans compter celui de extréme
hridvetd, Clent une espice de Dictionnaire vir ’on peut trouver les
mols par un assez grand norbre de clefs.
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représentait trds bien la Table construie sur les regie-
tres de Londres; et, par analogie, M. Duvillard a
proposé d'employer en général ['équation

y=N(FE =l i—a},

dans laquelle y désigne le nombre des Individus de
I'age de x, IV le nombre total des naissances, ¢1'dge le

plus avancé de la Table, ¢ }a base des logarithmes né-

périens, m, k et n des constantes qu'on détermine pour
chaque Table en particulier ().

C'est dans les premidres aonées que la marche des
Tsbles paratt plus irréguliére ; mais biestét le nombre
annuel des morts devient constant , pendant un inter-
valle de temps plus ou moina considérable, La Table
de Breslaw , par exemple, donne 6 décés par an, de-
puis 12 ans jusqu'a aa, 7 de 23 4 29, eto., et pourrait
ainsi se partager en progressions par différence, Moivre:
& trofivé que, sans trop a'écarter de la vérité, on pou-
vait n'établir qu'une senle progression depuis I'dge de
as ans jusqu'd celui de 86, anquel il a placé le dernier
termo de la vie, regardant les &ges plus avancés comme
dus cas trop rares, pour qu'il soit nécessaive d'en tenir
comple. Cette progression, ayant pour différence l'u-

(") Voyez les Beytrage ctc., de Lambert, ¢ 111, pag. 483, et fes.
ﬂocherc{lu sur les emprunts, par M. Duvillard , page 8, note;
nsis je dois faire observer que dans Ia premiére dos expressions day
sapportées ci-dessus, on y lit

LN ————
. 3158 an lien de e ’3'68’.

Liestn fanile a €1¢ reconmue par Lambert , dans une letre que
les PV, Roberto Gacta et Gregorio Fontana, ant insésée b Ja page bvj
siw Miarcowen peeliminaire de Ponreage qu'ils ong poblid en 1776, 1ous
b titve de Lo Dottrina deglt azzardi | e
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nité, et se réduisant 4 zéro 4 86 ans, donne pour les
&ges précédeny un nombre d'individus égal 4 Vexcés de
86 ans sur chacun de ces Ages , excés qae Moivre ap-
pelle complément de vie, A 'dge de 5o ans, par exem-
ple, le nombredes vivans est 36, la probabilité de

. 5 .
vivre 1 am, '5-2 , et celle d’en vivre 10, ;g. De cette lot

résulte Ja formule trés simple y == 86 — x (*).

113. Aprés avoir considéré les questions qui se ré-
solvent presqu'd vue, au moyeu des Tables de morta~
lité, je passe i celles qui demandent plus de caleul. La
premiére dont je m'occuperai est 1a recherche de la vie
maoyenne. L'idée parait en étre venue d'abord & Ni-
colas Bernoulli, én appliquant & la durée de ia vie, la
formule de T'espérance mathématique, admise pout
I'évaluation pécuniaire des hasards (63 et 70) (**).
Puisque chaque individu pris en particnlier peut se flatter
de parvenir 4 I'dge le plus avancé, espérance qu'il a
sur toutes les annédes qui doivent s'écouler jusqu'a cet
dge, se mesurera en multipliant leur nombre par la
probabilité d'y arriver,

Je prendrai un exemple dans la Table dressée par
Deparcieux. On y trouve qu'aux 4ges

87,88, 89, 90, g1, 92, 93, 94, 95,
années , il reste

29, 22,16, 11, 7, 4, 2, 1, o,
individus; et & canse que les décés ont liew i diverscs
époques de l'année , on prend le miliew de Vannée
pour .feur époque commune. Dans cette hypothése |
la différence 7 entre les nembres d'individus existans

{*) Voyez le Freatise nf annuities, quisvit la Doctrine of
+liances.
("%} Actorum eruditorwm supplomenta, LIV, pug. 15
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i 87 et 4 88 ans, indiquant cenx qui sont morts dans
cette année, ne leur assigne que 6 mois ou une § année
de vie; et en continuant sur ce pied, on trouvera
quaux durées

1 3 b
9,’ 9’9'

e

1t 13 15
2 *

B3
w o

années, répondent
¥,6,5,4,3, 2, 1, 1,

individus. Cela posé, Fun quelconque des ag individus
de I'ige de 87 ans pouyant se trouver dand I'un quel-
congue des groupes ci~&ssus, ayra pour atteindre les
durées correspondantes, les probabilités

7 6 5 4 5 a8 1 1

;5: 'g;) n9l 29: g-gr 295 993 2.9.\'
multipliant dnne ces fractions par les durées correspon-~
dantes , et ajoutant les produits, on aura -RL;; ==aans

8 mols, pour Vespérance de vie, 4 I'dge de 87 ans.
Lapartie de Popération ci-dessus, dans laguelle o
multiplie d'abord Jes nnanbwes 7, 6, etc., par les frac-

1 3 .
lione correspondantes -, 3’ etc., et on ajoute les pro-
a ;

duits , revient évidemment a calculer la durde collec-
tive de l'existence des individus de chaque groupe ;

et en divisant le résupltat %é par le nombre ag des

individus , on répartit également cette durée a chacun,

§i Von eubstitue aux nombres 7, 6, etc., les ex-
prewions dquivalentes ag— 22, 22—16, cte., et quon
ne fase quindiguer les multiplications, par les du-

.1 3 : . .
veer -, -, etc , la somme des produits sera vepre-
2" 3
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soatée par

-;-(sg—nn)-{-g(aa—lﬁ)-l-g (16 — 11)
+Za-n+ig—o+L 64—
+2aen+L0—0,

o8 qui se rédeit aisément &-
S994as16 4+ 174+ 4+3+a4,

et il ne reste plus qu'a diviser par 29 la somme des
termes, 4 partir de 22, nombre d'individus correspon-
dant & 88 ans, puis ajouter } au quotient.

Cette régle, indiquée paw Deparcieux, est générale,
en sorte que si a, o', a”, &, a™, désignent les nombres
dindividus vivans 4 des figes conséeutifs (a*” étant lo
dernier de la Table), #”la vie moyenne, & partir de
I'dge correspondant au premier nombre @, et 77, &
partir de 'dge &', on avra
a'=a"ta""

al

1
=t =t ;
tirant de la seconde expression la valeur de g"-{~a"4-a"",
pour la substitzer dans la premiére , il viendra

’
1 a1
T a + a (7 + n)'
formule qui, faisant trouver aisément 7~ par F7, se-
rait commode pour calculer les vies mnyennes cor—

respondantes aux divers dges, en commengant par le
plus avancé {*).

(") La forraule ci-dessus est tirce de la Théorie analytique des
Probabilicés, p. 4n1.
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114, Cest par la durée de la vie moyenne que l'on
compare, tous ls rapport de la vitalité, les ges, les
lieux et les épogues, En France, svivant la Table de
I'Annuaire, on trouve pour cette durée, a partir de la
naissance , 08 ans g mois; & Londres, 17 ans 11 mois;
& Vieune, 15 ans g mois; & Berlin, 17 ans 1 mois; et
en Suisse, 57 ans 1 mois.

Laa vexes offrent aussi 3 cet égard une différence
awmez considérable. M. Mouorgne a trouvé, d'aprdasrans
d'obeervations, qu's Montpetlier, la vie moyenne a
partic de la naissanoe, énait de 26 ans 3 mois et
20 jours, en prengnt collectivement les denx sexes;
mais qu'en les distinguant , celle des hommes était de
24 ans 3 mois et 15 jours, et celle des femmes, de
a8 ans § mois et a8 jours (*).

Ce n'est qu'aprés avoir paseé les dangers de la pre-
miére enfance, qa'on arrive 3 la plus longue espérance
de vie. L'ige suquel cotrespond cette espérance, ou 4
partit duquel Ja vie moyenne a la plus grande durée,
varie suivant Jeu lienx, et indique ainsi 'époque de la
vie que le pays, ou les autres circonstances caractéria-
tiques de 1a Table, favorisent le plus. En France, la
Table ds 1'Annuaire donne, pour ce maximum,
43 ane § mois, et le place 3 5 ans; celui de la vie
probable y est de 45 ans 8 mois, et se troave 1 an
plus tot.

L#» observations sur la mortalité ne remontent pas

{*} Mémaires présentés & la premitre Classe ds Ulnstitut, par
desSavans étrangers, t. I+, pag. 7t—ma.

Pour w proegrer un grand anmbra de tables de mortalitd, il faot
engapulert e ouvrages concernant les rentes viagéres, lus assurances
sar lo vie, e, , ot perticulidrement The Doctrine of life annui-
1es e assurawces by Francis Baily, Traite qui est maintenant 3
ki #* eihtiva.
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assez baut pour qu'on puisse comparer les temps un
peu anciens avec le temps présent. 11 parait cependant
probable que les progrés des arts et des sciences, en
multipliant les commodités de la vie , en ont augmenté
1a durée moyenne; et la ville de Genéve offre déja
quelques faits qui la prouvent. An seizi¢me siécle, la
vie moyenne n'y était que de 18 ans §; au dix-septiéme
sidcle, elle s'était ¢levée & 231 ; au dix-huitiéme siécle,
elle s'est accrue jusqu'a 592 ‘ans 2. 1! en est de méme
pour la vie probable (110} : elle était seulement de
4 ans £ au seiziéme siécle; de 11 § au dix-septidme, et
surpassait 87 ans au dix-huitiéme siécle (%).

115, La Table de mortalité sert encore & déterminer

(*) Voyer dans ta Riblinthéque britanaiqua, 1. IV, pag. 328, un
Memoire de M. Hodier. Ges fuits sont rapportds aussi par M. Mal-
thus, dans son Fssai sur lo princips de la population, v 1, pag. 31
dela traduction francaise.

I'n sant ten wenis résultant d’ohservations connues; mais le Di-
geste, div. XXXV, ut. II, § 68, ad Jegem- falcidiam , nous offrc un
commentaire, davs lequel, poordvahier ke priz dela jouissance des
prosions (alimens) qu'un testateur wssigne 3 des legataires pen-
dant {a durée de leur vie, Ulpicn indirjue les nombres ci-dessous

Agos. o, 1o, af, 3o, 35, §o, {1. 43, 43, 44, 45,
Fie future. 3o, 98, 15, 23, %0, 19, 1B, 17, 16, 15,
Ages. 45, 46, 47, 48, 49, 50, 55, Ga et au=deld.
Tie future. 14, 13, 13,11, 10, 9, 7, 5.

H )otsse ignorer d'sillenrs sur quoi sont fonddes ces détermina.
tions, fqui ne paraissen: pas és ooguhicres,

Cet exemple n'est pas le seul quon ait de Patilité des résuliats des
prohabilités dans la scienee du droil, La fikation dn temps apris fe-
el on eleoit preésumer Iégalement la moit 4’un alsent qui a cessd do
denner de ses nouselles, a dté Foljet d'une thise de Nicolas Bev-
worlli, insérde dans les Aetorum cruditorum supplementa , t. LV,
v 15g. Foyes nuesiParticle avsent dans le Dictionnaire de ma-
tiematiques de U'Eneyclopddic méthodigue,
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Ja manitre dont la population se compose par rapport
aux figes. En supposant toujours que I'état de cette po-
pulation soit stationnaire , c'est-d-dire que le nombre
des naissances annuelles soit A trés peu prés égal A
celui des décds, et constant, il suffit, ponr trouver Je
nombre des individus existans dans un 4ge donné,
de calculer par la Table de mortalité , combien, sur o
nombre des individus qui naissent annuellement, il
en doit rester & cet &gc : ce sera le nombre de-
mandé.

Si I'on prend ke nombre de raissances marqué dans
la Table, pour celui des naissances annuelles, et
qu’on &joute tohs les nombres de cette Table, on avra
le mahtant de la population correspondante aux nais-
sances et & 'ordre de mortalité qu'elle représente. Puis,
si T'on retranche successivement de cette somme o
nombre des naissances, celul des individus de 1 an,
de 2 any, ete. , le rests exprimera le nombre des indi-
vidus compris depuis t an, 2 ans, etc., jusqu'aw terme.
de 'existence. C'est ainsi qu’a &té formée a Table in-
sbroe dans T Annuaire, sous le titve de Lol de lu
population en France, Pour plus d'exactitude, d'a-
prés Pobservation faite dans le n® précédent, on prend,
au lieu des nombres marqués pour chaque année,
le milieu entre deux anndes consécutives, afin de
rapporter les décés & la demi-année , qui en est I'é-
poudque mayenne.

Ce partage de la population, suivant les 4ges, est
peut-étre le résultat le plus impertant & considérer,
dans I'eatimation de la prospérité d'un état, &, commn
M. Malihus parait Vavoir preuvé, le nombre drs
nitivsances augmentant beancoup dés qu'il s'est fait un
vida dans la population, méme 4 la suite de fléanx
destrecteurs , n'est pas propre 4 faire juger des pro-
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grés de cette population et de sa force réelle. En effet,
cette dernidre tient av nombre d'individns dans la vi-
gueur de I'dge, et dont tontes les facultés sont déve~
loppées autant que lo permet I'état de la civilisation ,
secondé par one bonae distribution des moyens d'exi-
stence. Une nation parvenue & cet état doit I'emporter
sur celle ot il naitrait plus d'enfans, dont la perte,
trés multipliée , we réparerait avssi trés aisément, mais
qui, par cette destruction’ prématurée, fournirait en
proportion moing de sujets pour I'dge adulte, Un ac-
croissement dags cette partie de la population n’est
qu'une surcharge pour I'état.

116. Les divers problémes, dont la solution est in-
diguée dans les 1 précédens, en supposant que la
population soit stationnaire, ont été traités par Euler,
en ayant égard aux -changemens qu'elie pourrait re-
cevoir, par la différence entre le nombre des naissances
et celui des décés (*); je vais mootrer comment on
parvient 4 quelques-unes de ces formules, tant pour
confirmer les priucipes posés dans les 0 108 et 115, que
pour donner une idée de ce genre de recherches,

Soit P la population 4 une époque domnée , IV le
nombre des naissances, M celui des morts, P', NV, A,
P, etc., les nombres analognes pour les années sui-

t t fai L £----m'i] viendra
vantes, et faisons m=n, i==m;
P=nN=mM, dot: M= g,

P'=P+N--M=P+N(1-— :in) =P4-P(:— n_:)
=r(1+72")

{*) Mémoires de I'Academie de Bertin, année 1760, p. 144,
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Si Fon suppose constans les rapports n et m, on aura de
méme

M0 m—n\*

=Pi: 2
mn) (+mn )'a‘c’
et la population sera croissante ou décroissante , selon
que m>>noum< 1.

Si, pour abréger, on fait 1 4 mT—nn =g, et que

P=r (1+

dans les équations

P =N, P'—=nN", etc.,

on mette pour P/, F”, etc., leurs valeurs Pg, Pg*, etc.,
j*ais pour P sa valeur »N, toutes les équations formées
ainsi seront divisibles par n et donneront

N'=Ng, N =Nyg*, stc;

on obtiendrait de méme
M =M, M=Mg, et

Ces formules font voir que, dans I'hypothése établie,
la population, l¢ nombre annuel des naissances et
celui des décds, soivent tous des progressions par
quotient, dont Ja raison est la méme. Il suffit donc de
connaitre par 'observation deux termes consécutifs de
T'une de ces progressions, pour en déterminer la rai-
f0n ; et rien ne sera plus aisé ensuite que de trouver
dans combien d’anndes la population s'est acerne dans
un rapport donné,

Sait s ce rapport, et r le nombre d’années écoulées
depuis Vépoque de P; on aura I'équation

Pg=sP, ou g¢=y;
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«t prenant les logarithmes, on obtiendra

r=1-.

La rapidité de I'accroissement de la_population dé-
pend en grande partie de l'espace libre et productif sur
lequel elle peut s'étendre, et de Pangmentation des
subsistances. Les Etats-Unis d'Amérique, réunissant
ces deux avantages, paraissent doubler de population
en 35 ans. On a lieu de croire que cet aceroissement
poutrait s'opérer en 15, dans le cas le plus favo-
rable (*).

117. An moyen des relations obtenues dans Varticle
précédent, on détermine facilement la loi de mortalité,
torsqu'on conmait N, g, M, et comment ce dernier
nombre se décompose snivant les dges, c'est-d~lire si
Fon a le nombre des morts de chaque dga A I'époque
donnée. En désignant par

i, V3, V3, elc,,

l¢ rapport entre le nombre des.individus de 1, o,

{*) Esstai sur le principe de la population, par M. Malihus,
t.1, p- 67 de la traduction frangaise, ert. II, p. 240 et suiv.

- Dans VEssai politigua sur le rayaume de la nouvelle Fspa-
gae , par M. de Humboldt (p. 63 de 'édition in-45.}, on tranveque
Je nombee annnel des morts £tane représente [t roo, celai des nais-
gances étnit 110 en France, 120 en Angleterme, 130 en Suide; 10s en
Finlande, 185 en Russte, 180 dans la Prusse oceidentale, aro duns
le gouvernement de Tobolsk (d’apris M. Hermanu}, 230 dans plu-
siews partirs du haut platean du Mezique, 3oo dans Fetat de New-
Jersey (Etats-Unis),

{}aiumdnm il fawt obmerver que Pexcédant des naissances sur les
marig poureait n'étee quapparent dans plusicurs contrées dont beau-
canp imelividus soreent pounr o'y jamais renteer; par cxemple les
wildats crudlds porr toute, beur vie.
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3, ete., ans, et le nombre des naissances » ot par
M, M, M, My, e

il

le nombre des décés avant I'dge de » + 3, 3, etc., ang,
on aura d'abord

N—M,

W= dot. M, =N( — ).

Si I'on remonte & 'année qui a précéds Fépoque de

nombre P, N, M (116}, on trouvera N pour le
q

nombre des naissances , d'oi proviennent les enfans
dgds de 2 ane ; suivant la loi'de brtalits, ce nombra

1

o s Vo A
a di se réduire & :;_v' dés la premiére année, et 4

Ja 2t devenir &
2 2° devenir —v, : on aura donc pour la mortalité,

entre la premiére et la 2* année ,
\ 4

N
M == = == — (U, =),
q" qv q(u v,)

Remontant ensnite & a ans avant époque donnde
pour arriver & la naissance dvs enfans de 3 ans, le

nombre correspondant des naissances est LY 3 il se ré-
) q
dui N . oV :
uit & — v, dlaa annde, pnis a = vz 4 la 3 ; done

la mortalité , entre la 2® et la 3% année, sera.....
N . '
(-};(v,— v3), et par conséquent

N

T (U f—— 03).
gt

En continuant ainsi, on treuvera toujours des équa-
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tions de méme forme, desquelles on tirera suocee-
sivement

M.

=1 — =,

qu = — MU+M£

w=n—§ = N

M MotMat Mg
N N :

¥y == Vy—

Mg | MoAMg+MigMg’

Yy == Vg N v

etc.

Lorsque g==1, on a M == N, et les expressions ci-
dessus se réduisent &

Ayy=M—M,,
Noy=M—~M,—M,,
I\rlm:M— Mo—M|—M|,
Nyy=M— M, — M —M— M,

€tc, ;

c'est-a-dire que {a Table de mortalité se déduit du
nombre de décés partagé suivant les dges, ainsi qu'on
Ya indiqué dans le u® 2108.

18, Quand la loi de la mortalité est connue,
celle de la population se détermine de méme , en re-
montant aux naissances antérienres a I'époque de P,
et réduisant chacun de ces nombres suivant les anndes
€covlées. Si l'on prend 100 pour le terme de Ia vie, on

anra pour les iges
1, 2, 3,......100,

les nombres d'individus
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et par conséqjuent
n N

,Vl'~-"+"ﬁ;v:oo;

N
P=N+"o,
+ 50t -

d'oit
Pt s s
'N_l+q+qn+qj"." "+q|oo'

Lorsque la population et stationpaire, g étant 1, on
&, comme dans e n® 115,

P=N{i i vaeens. oo thon )

En sobstitvant anx quantités 1, v,, v,, 4y, ttc., la
moyeune prise entre les denx qui se suivent immédia-
tement , savoir ,

1 i H P | ]
———y, —¥ —~Vayrsee— ¥ -4 — 4
ﬂ+9 g '+n 2y 2 “+n 180; 2 Vice p

a formale ci-dessus 6 change en

P:N{i+v,+v,......+v,m}

qui est la régle indiquée dans le n° 115 (*).

{*) Si la loi de mortalité était exprimée par une formule , corame
celle de Lambert (113}, 0n poarrait ¢esser de s’astreindre 3 placer ous
les décis annuels & Is méme époqoe, et sapposer gue Pextinciion
des mdividas se fait d’une maniire continne pendant tome fa durée
de I'annde ; maiv il faudrait sabstitner des diffdrentielies et des inté-
grales, anx quantités et anx suites rapporices daps te texte , ainsi
qn'on peat le voir dans ln note LI e1 dans Pouvrage pablié par
M. Duvillerd, sons le titvve d'nalyse et tableaur de Linflusnce

N, I_VV" A.Tv" E& V". s l:vo Viges de la petite vérnle sur la mortalité. C'est de fa pramitére ‘Tablede’
q g q g'* et onviage quiont (td extraites colles de Udnnuaire que i ciwdes,
a® édition. 14
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11 faut encore remarquer que le polynome qui awl- Composees
tiplie IV dang 'équation ci-dessus , exprime la durée de 4od 438 Al exd
la vie moyenne , 4 partir de la naissance (113}, et que 470 hoa? quiis existeront tous deux ;
par conséquent cette durée s'obtient ausai en divisant b7 43R ) L
la population par le nombre des naissances (*). 471 503" que le plus Ggé sera mort
11g. Halley parait étre le premier qui ait fait voir 404 64 ue leslog &
. . e e"plus jeune ser ;
comment on pourrait conclure d'une Table de morta- 471 5oz’ 1 wos ] anort ;

lité , les probahilités de la durée de la coexistence de
plusieurs individus, de la durée des mariages , par
exemple, connaissant 1'4ge de chacun des membres
de Fasso¢iation. Soft precédé n'est autre que celui
de la formation des probabilités composées (16).

Pour en montrer Vapplication au suiet proposé
cherchons les diverses probabilités relatives & 10 années
d'association d'un individu de ab ans avec un de so.
1t pourra arriver, ou qu'ils existent encore tous deux
au bont des 10 années, ou qu'un sewl vive, cu que
tous deux doient morts. L& Table'de mortalité de
I' Annuaire, réduite sur le pied de 1000 naissances,
donne pour vivre 10 ang, & partir de a5 ans ,

la probabilité %, sa contraire 1 — qod _ 57

4717 471

el & partir de 80 ans,
38 438 _ B4

e o 4D .
i babilité ==, sa contraire 1 — -— =—= —.
@ probabilile B 502 boa

De ces probabilités simples résultent les probabilités

(*) Dans wout ce qui précéde, on a sapposé qu'il n'arrivait aucun
changement & ka population, pur le déplacement les individas | an
que ceux qni venaient habitee le pays compensaient exactement ecux
qui le quittaient, Pour voir comment on tiendrait cempte du mou-
vement extérienr de lu papulation, on peut consulter Uintrodnetion
que M. Foaorier a mise & [atéte des Recherches statistigues sur lu
rille de Panis et le département de la Seine , 1821,

67 64 .
:57;. 5774; » que tous deux seront maorts,

En général, si e et ¢ désignent les probabilités de
Pexistence de chaque individu au terme de I'asso-

ciation, f et f7 les probabilités contraires, le dévelop-
pement de

() ('t f=e +df b of +ff =1,
donnera .
ee" eff’ C.f’ ? ff’

pour les quatre probabilités énoncées ci-dessus. Quand
on cherche seulement la probabilité que I'an quelcon~
que des deux individus cxistera encore, on a

g8 - ef 4 ef =1 —fF,
ce qui est pius simple lorsque Ies nombres f et {7 sont
les plus petits.

120, Avec ces probabilités, on peut dresser la Table
de mortalité patticulisre a chaque association; si l'on
en suppose, par exemple, 1000 formées 4 la Fois,
et que les probabilités simples e, ¢, f, 7, se rap—
portent & la premiére année écoulée depuis, il v aura
i la fin de cette annde

1000 e associations qoi subsisteront encore ,
1000 €f oit le plus jeune survivra ,
sovo ef” ol le plus 4gé surviyra ,
1000 ff~ ou tous deux seront morts.

14. .
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Calculant lex mémes nombres pour chagque année, on
formera une Table pareille a celle que M. Duvillard
a constraite pour les mariages, sur les registres de la
vilie de Genéve (*), et a I'aide de laquelle on dé-
terminera la durde probable et la durde moyennz de
T'association, comme la vie pyobable et la vie moyenne,
par la Table de mortalité des individus (110 et 113).
Pour denner plus d'exactitude 4 sa Table des ma-
riages, M. Duvillard a pris e et f suivant la loi de
mortalité particuliére aux hommes, ¢ et f* suivant celle
des ferames; mais ce soin, auquel il s'est borné, fante
de pouvoir faire miéux, laissa encore quelqu'incerti=
tude, car dans les 'Tables ordinaires de mortalité, les
déces des individus mariés sont confondus avec ceux des
célibataires , et il y avait lieu de présumer que l'ordre
de mortalité, 'est pas le méme poor ces deux classes.
Le dépouillement des fegistres de la paroisse de Saint-
Sulpice, I'ine des plus populeuses de Paris, avait
présenté & eet égard un fait remartjuable. Dans le ré-
siltat de ag années, l¢ nombre des hommes céliba-
taires, et celei des hommes mariés ou veufy de tout
dge, ¢taient dans 1o rapport de 14 o; mais a 1'4ge de
9o aus, ce rapport n'était plus que de g 4 43, presgue
de 1 & 5. Le nombre des filles et celui des femmes ou
veuves de tout &ge, étalent dans le rapport de 1 4 4
mais a Fdge de go.ans, ce rapport n'était plus que de
14 4109, presque de 1 48 (%),
Les méres différences ont été remarijuées en Angle-
terre et en Suéde; ainsi il n'y a pay de doute que des

() Recharches anr les Fonprunts, pag. Go. Yoy, ausi dans Jos
Nﬂl'-l Qnrr:fnentm'ii Aclad. Pétroy, 1, X1II, pag. cg, un Ménioire de
Daniei Bc:nnulli, sur le miduie sujet,

(*ry Page xqu (lg_i).isctmurs prelimioeire de La Dottrina degli
azzarde, JjA citde on note, oG
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Tables cobstruites d'aprés des observations faites immé.
diatenent sur les mariages , miériteraient la preférence
tur les nombres conclus par le procéde fndiqué ci-
dtzssus, et dispenseraient en outre de tout lg calcul
Recessaire pour obtenir cey derniers (*).

Voild un exemple trés frappant et troy simple de cb
que j'ai aneoncé dans le n° 107, sur avantage des ob-
a'er\'ations directes, Tant qu'on o'a connu dans chague
lien qu'une loi générale de la mortalitd, il a fallu sup-
poser qu'rlle convenait a peu prés anx deux gexes ;
a-t-on fait la distinction des sexes, il a falln aup;
p'mer encorsa que la mortalité des personnes ma-
rides. différait peu de celle des célibataires : mais
Vobservation particuliere de la durée des mariages et
de levr dissolution, dispense de toute hypothése, en don-
uant immédiatement les probabilités dont on a besoin.

181, Les recherches sur les probabilités de la vie
humaine ont trouvé wune application bien importante ,
dane les disputes qui ae sont dlevées sur l'inoculation
de' lla.petite vérole. Il y avait 4 résoudre deux questions
decisives : premiérement, il fallait montrer combien
}'iafocula!lon conderverait d'individus, alin de faire con-
naitre de quello utilité elle pouvait étre 4 Ja socidts ;
ut considérant ensuite le anjet sous le rapport de l'in-
1érdt personnel , il fallait balancer le danger que cette
epération faisait courir & Uindividu , suivant son ige ,
“ comtitution, avec le danger de mouriz de la petite
vérole naturelle, plutdt que de toute autre maladie. Le
premier de ces dangers étant actuel, devait frapper
beaucoup plus F'imagination que le second, réparH sur
toutc la durée de P'existence , et ne. paraissant yue dans

(") Voy. beer chapitre de 'ouvragede B, Baily, cilé en aote p.gos.
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Péloignement. A cette distinction , d'Alembert voulait
qu'on ajoutét la différence de prix que doivent avoir
les années de la jeunesse, comparativement i celles
d'un dge avancé; mais ici on retombe dans ces esti-
mations vagues qui ne peuvent étre l'objet d'aucun
éalenl exact.

On arriverait facilement a des déterminations précises
sur P'une et V'autre des questions énoncées plus haut,
#i I'on connaissait le nombre des individus que la petite
vérole attaque dans chaque année, avec leur dge, le
nnmbre de ceux qui en meurent, et quelle serait la
probabilité de mourir chaque année, si la petite vérole
était éteinte, Ce dernier éiément a été conclu des don-
nées précédentes et des Tables ordinaires de mortalité |
en retranchant da nombre total des morts de chaque
4ge, celui des morts caunsées par la maladie, et divi-
sant le reste par le nombre total des individus existans
a cet Age; mais, cela suppose , ce me semble , que les
individus éteints par la petite verole, n'anraient suc~
combé & aucune autre maladie, s'Hls eussent été pré-
servés de celle-ld, sepposition qu'on pourrait bien ne
pas admettre. 1l parait plus exact de camparer le nom-
bre de décés occasionnés par d’autres maladies que la
petite vérole, non pas 4 la totalité des individus de Vage
dont il s'agit, mais an nombre de ces individus, dimi-
nué de ceux qui sont morts de la petite vérole, quoi-
que ce ne soit pas encore tenir compte de la nranicre
dont se seraient éleints ces derniers individus, s’ils
eussent ét& préservés de la petite vérole, Pour éviter ces
objections, il faudrait déterminer immédiatement cette
mortalité sur des indjvidus soustraits a l'influence de la
maladie. En choisissant ceux «qui ont déja eu la petite
vérole , on pourrait néanmoins encore eraindre que ef«
fet de cette maladie n’edt opéré dans leur corigtitution
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un changement d'aprés lequel leur ordre de mortalitd
ne fiit pas le méme que pour des individus préservés de
toute autre maniére ; mais quoi qu'il en soit de ces dif-
ficultés , les résultats n'en conservent pas moins la méme
marche, et je ne les ai exposées que pour montrer
combien le sujet est épineux. Je reviens aux données
indiquées ci-dessus.

N étant toujours le nombre annuel des naissances,
je désignerai par V', v, v¥, etc., le nombre des indivi-
dus existans 4 1, 3, 3, etc. ans, par «, &', a’, «*, efe.,
ceux qui sont attaqués de la petite vérole avant 1, 2,
3, etc. ans, et par g, &, &, K%, etc., ceux qui en
meurent, Le nombre de morts causées par d'autres
waladies sera,

deod 1 an, N—t —p,
149 Vo= =
a éS vﬂ'_y._-!‘ﬂ,
etc.

Les probabilités de mowrir de ces maladies seront,
dans’la premi¢re hypothése ,

U";—n Uw—u “”

N—V’—- U'——V"— -
# £ = elt,,

N » e r I.’"

¢t dans la seconde,

N—o — * Vo V’-—-f&’ S uu__‘“rl

N—¢p 7

T T etc.
Ea général, qu'elles soient déduites, soit e ces ex-
pressions , soit des précédentes, ou de tout autre ma-
niére,, désignons-les par m, m', m", m", etc.; aprés
Fextinetion de fa petite vérole, un sombre N de nais-
sances donnera N{1—m) enfuns dg¢s de 1 oan,
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N{(1—m) (1—m') enfans 8géa de 9 ans, etc., nombres.

qui formeront la Table de mortalité correspondante &
cet état de choses ; et en. la comparant & la suite des
nombres IV, V/, v, +*, etc., on en déduira le nombre
des individus qui sont conservés dana chaque dge, 'aug-
mentation de vie moyenne gagnée par eux en parti-
culier, et celle qui en résulte pour tous les individus,
Connaissant d'ailleurs le rapport du nombre annuel des
mariages & celui des individus nubiles, et le rapport
du nombre des mariages aux naissances, on obtiendrait
Faccroissement produit dans les naissances, par les
i?dividus conservés t ce gerait le gain de Ja popula-
tion ; mais pour qu'il ait réellement lieu, il faut que
la facilitt de subsister croisss avssi dans le méme
rapport.

142, Dans T'état .présant, « individos prenant la
petite vérole de 0 4 1 an, et @ y specombant , il ré-
sulte pour cette premitre année, les probabilités 1% de
prendre la petite vérole, % x E = 1£V d'en imouriz {18},

Nemu . .
et — de n'en étre pas atteint,

Des N — ¢ individus qui ne l'ont point la premidre
année, la mortalité causée par les autres maladies n’en.
laissera que (N—«)(1—m); surcenombwe, o’ prendront
Ia petite vérole dans la seconde annde, et 4’ ¥ succom-
beront ; ainsi on aara, pour cette 3° ameéer, les pro-
babilités E--ﬁ-_—-_-;-;—(-l—:ns de prendre la petite vérole,

’
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qui ne geront pas atteints étant alors (N—=)(1—m)—a',
sa réduira, par les autres maladies, a.. .. oueverenn
{(N—a&)(1—=m) —~«'}1—m'), de la seconde & la
troisiéme année. En coatinuant ainsi, on calculera les
prohabilités correspondantes & chaque année.

Si, pour abréger, on désigne par «*, *, ¥, etc., le
nombre des individus qui ne sont pas encore atteints de
la petite vérole au commencement de chaque année ,
les probabilités d'en mourir seront, pourla 1™, la 2°,
1a 3¢, etc. année,

’ H
}"—;, "-E;-, '::-; . eto.;
lea probabilités d'3tré du nombre des individus qui n'en
ont pas encore été attdgués seront, au commencement
des années 1, 2, 3, etc.,

¢ "

o

d'on il snit que les probabilités den mourir, dans
1, 8, 3, ete. ans, & partir de la nalssance, seront

etc. ;

‘l‘ ’ L =
5= 05,

et en partant de 1 an,

-JE,

s U -
Lol o)
T R | ]
[ s

ete. ;
R 3

résultats qu'on peut appliquer 4 toutes les années, en
accentuant, d'aprés le numéro de ces 4undes, los
quantités ¢ et . La somme

l ol
st ('8 MGULIY, €1 1 e 2o
(N u}r—m) " ’ (V —a) (1 —m) ot o e ol e 0
de n'en étre pas attaqué. Le nombre des individus LA
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de ces probabilités, poussée jusqu’a la plus longue
durée de la vie, donnera le risque de mourir de la
petite vérole , rapporté a Pige d'on 'on part, Ce risque
est celui qui devait étre comparé au risque de mourir
de la petite vérole inaculée, pour estimer P'avautage
que I'inoculation offrait & Viodividu qui voulait s'y
soumettre.

133, Il serait aisé de tirer de ces calenls Je nombre
des individus de chaque dge qui meurent sans avoir eu
la petite vérole, la durée moyenne de leur vie, et
beaucoup d'antres conséquences , développées par
M. Duvillard, dans ouvrage cité, p. 20q, mais dont
le détail n'entre pas dans mon plan.

Daniel Bernoulli, par son éminente eagacité, sup-
pléa aux données précédentes qui lui manquaient,
en s'appuyant tontefois sur deux hypothéses que les
faits n'ont pas confirmées, savoir, que le danger d'étre
attaqué de la petite vérole &tait le méme pour tons
les 4ges, ainsi que Je danger d'y succomber (*); mais
lavantage était d'ailleurs si considérable, quil de-
meurait encore trés évident malgre ce défaut, que
M. Duvillard, aidé des observations multiplides faites
postérieurement au Mémoire de Dernoulli, a entiere~
ment évité. Voici quelques-uns des principaux résul~
tats qu'il a obtenus, ‘

On trouve aux pages.i4s et suiv. de son Ouvrage,
1°, que dans U'état nature], sur 1 coo ooo d'enfans nais-
sans, 85 685 mourront 14t ou tard de la petite vérole ,
et que la vie moyenne de ceux-ci sera de 3*.q;
2", que si cette maladie avait disparu, la vie moyenne

-—

3 Wireoires de Pofeadémic des Scierees de Puris, an 1760,
paz. 1.

des enfans de 4 ans s'éleverait {. 44,7 ; et que
daps cet ordre de choses, que Vauteur appelle
I'dtat non warioligue, la vie movenne des enfans
naigsans serait de 392 1 au lieu de 28% 1 (114).
la population , qui, pour 1 oco oco de naissances ,
ne monte qu'a 28 763 ooo individus, s'éleverait &
B2 156 ooo. Tels seraient les effets de la waceine,
si la pratique en devenait générale. Et qui pour-
rait empécher qu'il n'en fit ainsi, puisqu'elle est
d'une extréme facilité, qu'elle ne présente aucun dan~
ger, et que le nombre des épreuves directes et inverses
auxquelles elle a déja été soumise constate son utilité,
par une probabilité trés approchante de Tunité , et
appréciable par Jes calculs les plus simples?

124. Ce n'est pas pour la petite vérole senlenient
que les médecing ont formé des tableaux d'observa-
tions : il y a déja quelques nuvrages ot I'on a suivi celte
méthode, la seule gui soit vratment démonsirative,
puisque 1a médecine ne se compose en grande partie
que de faits déduits immédiatenent de I'chservation ,
qui seule a fait remarquer et & constaté Veffet des re-
médes spéciliques les mieux reconnus pour tels. Les
efforts de la nature se combinent de tant de maniéres
avec les diverses méthodes curatives , quancune de
ces méthodes n’est peut-étre entiérement dépourvue de
succes , an moins apparens. C'est denc par la compa-
rajson du nombres de ces succés, avec le nomhre tatal
des maladies traitées suivant chagque méthode, et des
maladies ahandennées i la nature (st ce dernier cas
pouvait avoir lieu), quion doit assigner le mérite re-
latif de ces méthodes, et réprndre aux objections re-
nouvelées sans cesse contre la médecine. M. Pinel,
et plusieors autres médecing, ont fait connaitre Jes
résultats obtenus dans les hdpilaux ol se traite I'a-
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Jiénation mentale. En 178¢, M. William Black, me-
decin anglais, a publié la seconde édition d'une
Analyse arithmétique et médicale des maladies et de
la mortalité de l'espéce humaine (.An arithmetical
and medical Analysis, etc. ). Clest par la conti-
nuvation et Pextension d'un pareil travail, que l'on
pourra constater irrévocablervent si la médecine fait
des progrés réels: les hépitaux, plus nombreux et
beaucoup mieux tenus que dans le sidcle dernier, of-
frent & cet égard de grandes facilités (*).

(") On a tane calomnié Vesprit philosopbique, c'est-b-direla raison
appliquée & tout ce qai intéresse fa socidté, qu'il doit étre permis de
rappeler les faius évidens qui parlent en e favear. L'un des l'sius
frappans est Mamélioration dn sort des malades doms les hipitaus,
&ue aux eforts d'hommes bien coungs ponr n'étre mua que pir une
rhilantropie porement homaine. Clest par Jenrs soins, et dans an
temps difficile, qu’a cessé Pentassameant des malades duns un méme
Yic & I'H6tel-Dieu, que les mesures ont éié prises pour diminuer fa
mortalité effcayante des eafaas trouvés, qu’ont 16 formds des hos-
pices séparés pour I'accouchement et Vaollaitement, et beancoup
d’sntres institations d'ordre et de bienfaisance qu'il serait trop long
de detailler ici, Dans co dix-septidme sidcle y 5i vanté, la mortalité de
L'Hétel-Dien de Paris était le scandale des étrungers:il y périssait
plus do Jooo malades par an, faute de soing. (Voyez Fssay tending
0 prove that inthe Hospital called Lihostel-Dica a¢ Pacis, there
die abrve 3000 per annum by reason of ill accomodation {1687),
sevaral Eaaays, ete., by William Peuty, édit. de 1755, p. 63).

Le zte religiens comme la pitic , peat sans doute prodiguer les se-
cours , mais la raison seule, les dispensant avec impartialie,
dtablissant Péconomie par 'ordre, aait faire participer le plus grand
nombre d'individus au bienfzit, ct préparer dans le présent des res-
wources pour Pavenir,
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Des Rentes viagéres, et des Assurances sur la vie et
sur les choses.

135, Les probabilités de la vie humaine, combinées
avec l'accroissement des fonds placés & intérét composé,
ont donné lien mut remfes wiagéres, aux assurances
sur la vie, aux caisses d'épargne, et en général &
toutes les spéculations par lesquelles on se procure,
soit pour le présent , soit pour l'avenir, des avantages
pécuniaires dépendans des chances de la mortalité.
L'importance de ces théories a multiplié beaucomp
les questions qui o'y rapportent et les auteurs qui en
ont traité, On ne doit donc sattendre A trouver ici
que les indications nécessaires pour montrer comment
le sujet se rattache au calcul des probabilités; et la
solntion des problémes les plus simples soffira pour
cela. '

Considérons premiérement chacun des v individus
compris dans une Table de mortalité & un dge donné,
comme propriétaire d’'une rente viagére s, ou comme
devant toncher anhuellement cette somrhe pendant toute
la durée de sa vie; celui qui est chargé de payer ces
rentes, et que je nommerai le banguier, donuera i
la fin de la 1™ gnnée la somme s, Alafindela o*,
vs, & Ja fin de la 3%, v"s, et ainsi de suite; ¢, +°,
+*, etc., désignant Je nombre des individus existans &
la fin de ces annéks. 8i ¢ veprésente le taux de l'intérdt,
ces pomumes , rapportées au commencement de la pre-
miére année (voyez les Elém. & Algébre) , dexiendront
respectivement

V'3 o's Vs
T O O

<t ainsi de suite, juequ'd I'dge ou fnit la Table de
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mortalité. En les ajoutant on aura Ja valeur totale de
ce quont di payer les individus existans & la premiére
€porue, pour acquérir ces rentes; chacun d'eux auvra
done payé pour sa part,

1 {45 v's Vs
ARt arr T et

s§ v v’ v
= it GEr e e =*

La somme § est le capital de la rente viagére s ;
est aussi la valeur moyenne des sommes payées par
le hanquier, réparties enire tous les individus de la
Table, de maniére qu'il n'éprouvera ni perte, ni gain,
si Vextinction des rentiers a lieu conformément aux
nomtbres marques dans cette Table.

La formule de 'espérance mathématique donue la
méme expression pour §, en ne comsidérant si l'on
veut quiun seul rentier; car les sommes éventuelles
rapportées & la premiére époque étant

5 & s

=+ G+ G+
et les probabi[ités que le rentier exisiera 4 la fin des
années

etc,,

1, 2, 5 ] elC. ;
étant ) .
Ly v L "
v :’- 3 P erg. ,
son espérance mathématique sera
£ ” »
L 5 v £ L4 £
_— — -+ — 5 -~ etc.
v 1+ +v (15 " v ()P
" 3

s § v v
=i {met ot are o)

valeur de & trouyée ci-dessus.
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126, Ces denx maniéres de mettre lo probléme en
cquation, doivent rappeler les réflexions- du n° 84,
et montrer comment le sort de P'empruastenr qui se
charge d'une seule rente viageére, dilffire de celui du
banquier payant un nombre de rentiers assez consi-
dérable pour que lears décés suivent l'ordre indigué
par la Table de mortalité. La premiére entreprise est
hien hasardeuse; I'autre , #u contraire, Vest peu, si
toutefois la 'Table de mortalité a &té constroite on
choisie d'aprés la classe d'individus qui doivent com-
poser les rentiers, Quand il 'agit d'un emprunt public
i rentes viagéres, on doit bien se garder d'employer
la Table' de mortalité ginérale, pour’ une grande ca-
pitale; car ce ne sont goére que des individus choisis
qui s'intéressent A ces emprunts @ aussi sont-ils trés
onérenx & I'état quand on donne'le méme taux sur
toutes téles, c'est-a-dire pour un &ge quelconque,
comme on I'a fait, en France, vers 1780, ce qui a
produit la spéculation suivante.

Des banquiers, ayant remarqué Davantage que les
fentmies avaient & Gendve sur les homimes, par rapport
i la durée moyenne de la vie, en ont fait choisir par
des médecins, wn certain nombre eyant déja subi
fes 'épreu.ves de la petite vérole, de la rougeole, dont
la constitution paratssait la meilleure, et dont ils pou-
vaient surveiller la condnite. C'est sur ces tétes qu'ils
ont plagé leurs fonds, dont ils ont formé un sen} ca-
pital, divisé en actions, par un arrangement fait
entre eux, de manigre & pouvoir associer un grand
nombre de personnes & leur spéeulation. Recevant n
pour oo d'intérét, ils pounvaient donner 7 pour 1co,
ce qui ¢tait an-dessus de U'intérét légal, et les 2 pour 100
qui leur restaient , étant placés a intérét composé, a
% pour 100 seulement, devalent en 26 ans reformer
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Js capital. Or la vie probable des fenmes de Ge-
néve, prise 4 'dge de 0o ans, surpasse beaucoup ce
terme , puisqu'elle s'éldve 4 4o; et de plus, comme
ce n'est 1 qua le terme moyen, pris sur toutes les
professions, il y a bien lien de croire que celui des
sujets choisis par les hanguiers dont nous parlons aurait
é1é plus fort, en sorte qu'on ne s’éloignerait pas bean-
coup de la vérité, en prenant pour leur profit ce que
serait devenn le capital an bout de 4o ans, et alors il
se serait pius que doublé.

Ce west 13 -qu'un apergu; car pour avoir la vraje
mesure da désavantage de 'emprunteur dans le cas
actuel, il faudrait connaitre avec précision Tordre de
mortalité des individus de la classe dont il sagit, et
caleuler & quel taux devrait étre intérit de l'argent,
pour qu'ils pussent obtenir g pour 100 en rentes via-
géres. La solution de cette question dépendrait de
I'équation duv n° 125 ; les données serafent v, ¢/, +7,

. g : I
", etc.; on aorait s — a2 , & disparaitrait comme
100

facteur commun aux dewx membres, et il viendrait

g9 v v v*
= Tt et ot
éguation de laguelle il faudrait tirer Ja valeur de ¢, ce
rui ne pourrait se faire que par des titonneniens assez
laborieux , si I'on n'avait pas déja un grand membre de
Tables construites d'aprés divers ordres de mortalité |

et pour divera taux d'intérét,

197. Ii est évident que de simples opérations arith-
métiques suffisent pour caleuler la valeur de § et ré-
soudre la-question directe , en ayant méme €gard & une
circonstance que j'ai négligée , pour plus de simplicitéy
Jai supposé, dans la censtruction de l2 formule du
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r* 125, goe les décds des rentiers avaient lieu & la fin de
chague année; mais comme il n'en est pas ainsi, et
que I'on paie aux héritiers une partie de la rente pr
pertionselle au temps que le rentier a vécu, il fandra,
paur compenser cette dilférerce, substityer i (v )
av, PV ") a v %ele. i l'on voulait établir Ja loi
de continuité dans les décds | il faudrait substitver aux
nombres v, v, v", ... une expression générale de Ja
loi de mortalité (113}, et recourir au calcul intégral
(voeyez la note 111).

Le plus souvent o8 n'emploie, pour abréger le
calcul, que la distinction des périodes pendant les-
quelles il est permis de regarder le nombre annuel
des morts comme constant. Ln désignant ce nombre
par m, il vient

DES PROBABILITES.

Vesvemm, vV =bv—am, Vz=y—3m, ete.,

«qui change la valeur de § en

_-f. V—m v—20m
s’"v{ = toEse Tt

v —3m

GFof

-} etc. }'

Cette expression se décompose dans les deux suites

1

E3 1 1
=+ {""I':F‘s"'(n—i-:)“”” +(x+r)‘-‘}
sm 2 3 n.
)] {’ et et (x+t)*-'}'

n représentant le nombre d'années de Ja période. 8i,
, oo 1 .
pour abréger, on fait T D la premitre suite,
qui est une progressioh par quintient, deviéndra
a* éddition 15
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. 1—q"

qs{:-I-q-I—q'....q}-}q""'}—_—q; ——

1—gq ’
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et la seconde se changeant en
-—-q:—n-t{l +nq+3q“.....+nq"‘“‘} .

on posera

1424+ 3¢t . ofngi ==

multipliant fes denx membres de cette équation par ¢,

il viendra

g+2g+3g..... g =fg;

puis ajoutant au premier membre la progression par

quotient

1+g4 ¢+ .. ... 4q",

-k

1 —

et au second , ——-

] ——

on obtiendra

I__ql+|

14 0q + 3¢+ 445 A (a0 =/ +

Obeervant alors que

149 +3¢* 440 . A (R gt =S+ (n 3 1)g7,

on formera I'équation

pomgttt

1—g ’

[H (0 =/

, somme de cette progression,,

lemg ©
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d'oti I'on déduira
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_1=g¢"™  {n-1
i Tpr) e

)g"
p *)

An moyen de cette dernitre somme et de celle ds la
premiére suite, on a enfin

= R LY e
1—q v L(-—g)® 1—q §°'

formule ou il pe reste plus qu'a mettre pour g sa

1 .
valeur e o opbrer quelques réductions , aux-

quelles je ne m’arréterai pas. En Vappliquant 4 chaque
période , depuis I'dge d’ot 'on part jusqu’a la fin de la
Table de mortalité, la somme des valeurs trouvées
pour 8’ donnera celle de §. L'hypothése de Moivre (113)
est comrmode en ce qu'elle ne fait qu'une seule période,
4 partir de 23 ans,

128. Comme lo plus souvent c'est une Table de
reates viagdres que i'on construit pour tons les fges,
Euler, dans je Mémoire cité, p. 204, a trouvé msm-
mode de dériver le taux relatif 4 un 4ge, du Pux
relatif 4 T'dge suivaot. Si l'on substitue des numéros

{*) O parvient bien facilement 3 ce résnltat par le caloul différen-
ticl; car il est visible que

=gt
l+=q+3q,m+"q__'____d(1+q+d<;’---+q")= ;:q .

On tronvera de méme la somme des séries analogugs dans on ordre
yualconqae,
15..
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inférieurs désignant les dges, aux arcens dont les ¢
sont affectés dans la formule du n* 195, on aura
pour l'dge r,

LI ol ARV . T 2=
S'*v.‘ 1=t (1+t)“+(l+t)"’+e“:' }'

et pour I'dge n -4 1v,

_ 5 Vags Vo
Se=n Uttt b

I'dgé e plus avancé de la Table de mortalité donnant

te dernier terme de ces suites. Si I'on divise la seconde

équation par ¥ 4 ¢, qu'on multiplie les deux membres

de ln premiére par v,, ceux de la seconde par v, ,

et qu'on retranche les produits terme a terme, il res—

"

rerg sevlement I'équation

Vgt 8 . Ve
=3 -
1=t 1+’

qui fera eounaitre &, par le moyen de ., , et poorra
servit 4 calculer les valenry du capital de la rente 5, en
commengant par Vige le plus avancé. Assez ordinaire~
ment on fait s = 1/, ou = 100/,

129. Les tentes sur deux tétes se calculemt d'une
maniére analogee, en substituant aux probabilités

4 -
v v

il ete, y du n® 125, Jes valenrs successives de
la quantité
o 4 &f deef = —ff",

qui, dans le n® 11g, exprime la probabilité de Fexi-
sterce de Vurge yoeteongae des deux tétes sor lesquelles
la rente est constituée , ou bien en appliquant a une Ta-
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ble indiquant fa toi suivant taqueile s'éteignent
nombre donné dassaciations d'ages donnés, les consi-
dérations par lesquetles commence le n° 145,

}30. L'es]:?é?e de tontine la plus simiple, n'est au fund
quune annuite A terme probable ; car dans ce place-
went, ot les rentiers survivans héritent de coux qui
soet décédés, le banquier paie tons les ans la méme
somme, fusqu'a Ientiéra extinction de la classe des ren-
tiers du méme dge, Supposant que S soit la somme
qu’ils"ont placée en commuoy » ¢ cefle que le banquier
leur paie chaque amnée, et n le nombre d'anndes qui

doit s'écouler jusqn'au terme de la Tabie de mortalité ;
on aura

e

{Elem. d' Algbre); quant 4 la somme s, eble se parta—
gera entre les rentiers , suivant le nombre dindividus
existans chaque annde.

Lorsque la classe des rentiers est trés nombrense . il
vt évident que le gombre n est celbni des anndes enim-
prises depuiy 1'dge on ils font leur placement jusqu'an
dernier fge marqué dans la Table de mortalité s mais
dans le cas contraire, e banquier leur ferair to;t en
reculant ainsi le terme de Pannuité, Saint-Cyran ;}r(r-
pose de prendre pour ee terme I'année on il ¥ a une
probabilité £ que tous les rentiers seront éteints ; dans
le cas de deux rentiers, par exemple, ce serait Pannéa
ou la quantité £ du 0* 119 se réduirait 4 $. Cest-
iedire Te terme de la durde probable de I'associa?inn (*).

1%} Recherches sur fes emtprants, a¢ part. , p. 48 St
uoit eekte méime dovde ponr le torme 4
cpies, le calent, véduni 4 er

Pon e
h R renies vi.‘!f.:("res ([“Ei('[)“z-
Twi d wne aguuite, deviembait beauconp
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Si ley rentiers ne devaient hériter que d*une portion
du revenn des décédés, de la mwitic, par exemyple ,
le banquier aurait & payer, ala fin de la 1™ annde ,

vt

7
y, V=¥ .
v 4 m—— j= —— pentes; A la fin de la seconde ,
a 2

» ar
[l 3 t Vv . . . .
v e et ainsi de suite : on aurait donc

Féquation
v 5§ e T e w e
6=;; {x ) + (1+t)’+(l+£? +etc.},

’
. . vv')s
et chaque rentier toucherait les :ommes (_::le ala
v

v+

fin de la 1™ année, -

alafin de la a*, ete.

131. La théorie dea caisses d'épargnes ne différe pas
beaucoup de celle des rentes viagéres sur une seule
téte ; et celle des caisses par Ie moyen ‘desquelles on
assure des pensions anx veuves, ressemble beaucoup
a celle des rentes viagéres sur deux tétes.

Dans les établissemens de la premiére espéce, cha-
que associé donne , soit une somme une fois payée, soit
une somme annuelle, pour avoir droit 4 une pension
‘dans un ge avancé, ou a des secours en cas de mala-
die. 1l est aisé de voir que pour le premier cas, si §
désigne la somme donnée pour recevoir une pension s,

plus simple; mais exceptc dans des cas trés rares, il donneraittons
jours des rentes phas faildcs que le nracddé du r® 135, Seus ce rap-
poet it ronviendrait peat-dire mieux au eas ob it aagir d’une se":n]c
rente; car alors e banquier s'expore beauconp : mais paurquai. le
rentier ferait-il un rontrat désavantagenx, quand i pese obtwnir un
tawx plus considérable on prenant part 3 de numbrenx placemens ?
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aprée un nombre n d'années, les sommes étant rappor-
tées a I'époque du placement , on aura Véquation

§ Yn Vot :
S:_'-; {(l+t)"+ (l+"t')"+,+etc.}.

Si P'on pate des sommes annuelles §, §,, 85, ete., il
faudra substituer a § la auite

VlS( v.S.
St iaptee

C'est & ce cas que reviennent les retennes gue ['on
fait aux employés dans certaines administrations, pour
leur assurer des pensions de retraite,

St la caisge doit donner des secours en maladie, il
faudra introduire dans le second membre les produits
de ces sowmes , réduites 4 la méme epoque et multi-
plides chacune par la probabilité de les délivrer. Cette
probabilité doit se conclure des obaervaticns faites avee
soin, sur le pombre et la durée moyenne des ma-
ladies daps 1a classe d'individus & faquelle la caisse est
particuliérement affectée,

L'utilité de semblables établissemens est st évidente,
que de simples ouvriers laborieux et économes , se
sont réupis pour en fornter. Quoiqu'ils n'eussent pas
tous les élémens nécessaires pour bien asseoir leurs
calculs, et que leur petit nombre ne leur donndt pas
autant d'assurance qu'une réunion plus considérable ;
cependant plusieurs de ces réunions ont prospéré,
Toates ont senti 'avantage qu'elles auraient a s'é-
tendre , mais, comme on peut le vair par les hirté-
ressans rapports qua fuits sur ce sujet, 4 la Société
Phitantropigne, M. Dupout de Newours , presque
toutes ont craint d'allirer les regards, de peur d'étre
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atteintes par la versatilité des systémes. financiers de
Vétat; car oe n'est que par une grands siireté dans
Yes placemens, que ces caisses peuvent prospérer. L'i-
dée de les lier avec I'administration du Mont - de-
Piété , comme I'a proposé M. Mourgue, dans le plan
qu'il a présentd & l'lnstitut, serait trés heureuse , si
cette administration, qui peut faire I'emploi des plus
pefites sbmmes , et dont les capitaux sont dams un
mouvement continuel , demeurait indéperndants des

fonds publics (%),

132, La forme des caisses affectées aux pensions des
venves , peut varier aussi de plusieurs maniéres ; mais
il suilit de considérer la forme la plus simple, pour
pouvoir, an moyen de ce qu'on a vu dans les articles
précédens, se faire une idée de la maniére de traiter
Tes autres. Que chagque homme marié donne, sait en
e mariant, soit annuellement, une somnie, sous Ja
condition que s'il meurt, sa veuve recevra , soit mne
somme , soit une rente donnée; on exprimera facile-
ment les relations de ces sommes, en les rédulsant
toutes & la méme époque, et en les multipliant ensuite
par les probabilités de les payer.

5i la candition est un seul paiement & faire par cha-
que membre de 'association et parla caisse, il suflira de
substituer au nembre v, dans la premiére dquation du
n® 131, le nombre e’ du n° 115, calculé d'aprés des
Tables approprices a la classe d'individws dant il 5'a-
git, et aux nombres v, , v, , €tc., celui des femmes
qui deviennent venves chaque année, lequel est la dif-
férence des valenrs de ¢'f d’une année 4 T'autre.

Siles paieniens sont faits annuellement, tant par les

(") Plan d'une calsse de prévoyance ot de secours.
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associés que par la caisse, alors ¢lest Ja seconds qira-
tion du a® 13, qu'il faut employer, en substituant aux
¥, Yy, s, ete., du premier membre, les yalenrs wne—
cessives de e’ {119), et aux v, v, , etc., du second
membre,, . celles-de ¢f, qui désignent ls nombre da
veuves existantes 4N fin de chaque année,

133, Ces exposés sommaires n'ayant pour but que de
faire conhaitee les relations des diverses maniéres de
_eombiner l'intér- de F'argent avec les chances de la
mortalité., et les moyens qu'on pent employer pour
résoutre ‘les ‘Yuwitions 4qui 3'y rapportent, je renvoie
anx 'a'nt!,_w_' i i iNngony. traité particulidremsent, &
la téte desquislesiFaut plader Enler , pour son ouvrags
aur les Carstes des weuves ; mais je re dois pas ommetire

. de faire obseérver que i, daps les emprunts, Véquits

exigesqu'on rende dux prétenrs tout ce que leur as—
siguela-formule de Pespérance mathématique , il p'en
saurait étre de méme dans les caisses &tablies pour les
“£pargues, les secours, ete. Celles-ci ont des frais d'ad-
‘migisteation. qui_dojvent. étre- supportés par tous les
urmbles Yeidmaciation Do plus, tant que l'assooia—
it ibrdpie, Ta oaisse doit prendre-quel-
ad'avantife eabs B patvedic 3 former un forfls “Yui
poiseer parer- mukiirtégnlatités que la suocession -des
éyinemens présipte par.intervalles., ou bied-ele ris-
querait-de se-trouksr hors diétat - de remplit les ‘bon-
‘ditlons ¢u'elle gedt impoaées. Elle donnera done wm fn.
térdt moing Forf querde-taux ordinaire , ou ferg une
retenne yur™les aommes payées par les sociétaires, La
‘réunion de ced-bénéfices, multipliéspar les probabilités
qui leur corrsspondant’, compose Favantage du ban-
quier, coinme pourila loterie et les jeux; mais sa dé
t@inﬂﬁqn‘ wige' eridhrs quon distingue Je cas -oi. |a
ccaisse _f'emplote & faire son service ‘que tes “Fonds
a* ddition. ‘ *
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awelle a recus, et celui oft la. banquier a enire
pris, 4 sea risques et périld ;-dafaire. co.service sur
ses propres fonde, an moyen du-bfdbfieg-qu'on lui
alloue {*}. ;
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(*) Aprbs avoir népligé pendant trop kong-tenmpa aTmater des dlit=
Blisseorens ntiles qre nors voyiona prospérer chieg noa voising, nons
paraissons nous § porter aves un engofunent quo des spdculateurs,
s'effercent de mettre & profit, en variant de gk aanitte les for-:
thes qui penvent [aire nalice des espérances ; ot phﬂ'xt-dﬁ ,i!i_u-
sions enivrantes. 1l secnit dooe convenable qufori‘rép;andlt A cesujet
des lumidres projrres & Cclairer sur des déceptions qui-penvent naire,
nou-senlement avx partienlers qui en seraient les victimes , mais
nux dtahlissemens dguitables et désintéresads, dont  la conservalion
jmporte beanenup au hien dela société.. B '

Le point fondamental de ces instruetions serait’ de faire connaltre

avee précision [a nawre e1 les avantages dep diverses formotde cu- -
! =ex:i‘g'e;lﬁth,:'af.ig.',-dg’‘x's;m11_ 4 q;lle! .
Eelts familfes o3 l‘aguiéiybn .
los habirader g4’0p fl6it “encodrager. D abord on’ ot placerien

malations d'épargnes ot de rembours
-qui.sont ins plus favorables a l‘jn?gﬁ'?r

promtbee digne led caisses d'dpargnes dans lesquelles on recoii es

pelites sommes pour les secumuler, et rendre le produit eatier,

A fer époques plus on moins clgigndes , cnm'mcjl’dl:b}iaxer.nm:
des enfans, 1"Age avancd du pere de famille, Xei, ]_oraqu.e Pewploi des.
fonds de la caisse a dtd sage, il y a pea gu _goinrdc‘.rjsqucs. 4 eon-
¥iry Je travail ct It bonne conduite ont Jour récqmpense, qui towne

tont entitve mu profit de la famille, et par cogsdqaent ds Ja's0-

ciftd, ) -

Malhenrensement co mnda est trop pen provuciit gquand lés deo-
nowica qu'on peut faire sone faibles ; on a done vouln , pour en
angmenter le résuliat, Tes camhiner- veC ]es_ chm.accn de la meria-
Fitd4 et considdeant 1oujours Foctivitd et'le iravail comme Ia ret-
sdurce sromangnahle et nécessaire des Fainilles pen aisdes, on s'est

‘Borué h proparer des secours pour des malhenrs imprévus : da Jh

:anmTtmdes les assurances sur la vie et Jes caisses dur venves, par
lesrpellas on nssire h des survivans unc somme une!fms_pn;".ec
oit ane pension pour suppléer, p.?mlnm on L-ex’npl‘plut ou muein
long, wu’fravail du pire de familie. De tels”cMblissemens sc, vo-

commandent par sax-mdmes soui‘tgns‘f_fs_}'_a*p@ﬂ:ﬁ,‘plllisqu‘il_: en~

conragent e dontiment 1 plys ngblp:€vide plus-utile & la socidte,
1 hienyeillance pavtnesprochos,
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134. C'estd ce dernier cas que se rapportent les compa-
gnies quiassurentles marchandises et lesvaisseaux, contre
lés risques de mier ou de guerre ; les maisons, contre
les incendies; la valeur des récoltes , contre les in-
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Que par des cicconstances de lear vie | des individos sans famille,

on n’ayunt que des parens aisds, s¢ decident, pour amélicrer Tlus
sensiblement lenr position, & fatre des placemens vingers ; ce morle,
moins digne d'fue encovragé que les précidens, est encere bien
préférable anx tontines, car, dans 'un comme dans Phice, le
fonds est perdu pour les léritiers ; mais du mains dags [e premier,
ail le rembonrsement de ce fonds s"cffectue & mesure que la vie du
rentier se prolonge, il obtient beancodp plis tit un reveau mei-
Jeur que celni qu’il virernit de Ia tontine, ot ne perd que 'espérance
frivole d'un réfenu exapérd, avquel atteint k peive un petit
nombre dindividus priviidgids , ou celle d'une riche succession ,
encore plus difficile & recueilfir. :
1l n’es: dtonc pas possible de voir dans les tantines antre chose
que de vivitables loteries dont les inventeurs s’adressent A la enpi-
(it des actionnaires, ct & catie passion de tenter les hiavards qui st
Ia sonrce de tant de désordees Jans les jeax. i les inconvénicns des
tonzines sent moindres, clest paree e To tirage, ou la décision du
jeu , n'a Hou qu'h une dpaque s dluignée; mais dés Jeur origine il
1 é1¢ teconnu gue lenrs chances n'taient propres gu'h endormie
Pacgivitd de cenx qui 8’y dtaient intéressds,

A ces observations morales sur Ieffet des tontines , relativemenz
aux reatiers , jl faut joindre la ificultd de les amener & Pétat d'un
jeu égal, en les assujettissant aux régles du ealcul sles probabilitds.
Lenrs nuteurs, me cherchant' gudre qu'd présenter des chanres
sdilnisantes , sans 8"astreindre & fa délerminntion exacte des probabi-
litds qui dépendent d’operations presue impratienhes por Jear lon-
gnear, se bornent A réunir-les assotics en clisses dout 'dtendne cst
teile que les plus jenses ont sur les anres on avantage iriés marqud;
vient c¢nsuite la dilliculté de partager Jes fonds b Pexpiration de
chague classe ou de Ia tontine, Pour échapper fi cos embarras, il n'y
aurait quune senle maniére, ce sernit de pe grouper ensemble que
des iwlividus de midme 4ge, dans les mémes cicronstances , «'as-
signer Phérimge de chague classe nn dernier survivant; mais cest
nn mode impraticalle dans des associations farmses 4 nombre
prit considérable d'individus; et il est hicen & Jdosiver que ¢¢ nom-
frre demenre tonjonrs renfermd dans des Timites tiés drrnites.

Pacmi les 10isons o a Fait waloir on faverr des tonlings, on

61




236

tempéries des saisons, et en général tous les genres
de commerce qui dépendent d'évéuernens soumis au
hasard. Celui qui se livie & de pareilles spéculations
doit tronver dans le taux qu'il exige, premiérement une
probabilité trés considérable de ne pas entamer ses
fonds au-deld d'une certaine limite, afin de pouvoir
continuer suffisamment sa spéeulation; secondement ,
une probabilité assez grande d'obtenir un probt au
moins:égal & Uintérdt que ses capifaux lui auraient
rapporte dans un placement qui ne lut ent fait courir
aucun danger, plus au salaire auquel i domne droit
le travail qu'exige de lui son entreprise.
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Le premier élément a déterminer ici est Je risque de
perte et Ja probabilité de succés. 1i ne serait pas aisé
de dire comment on s'y est priy & I'égard dey risques

w'a par manqué de dire que, -par leor moyen, le capital étaid
conservé; mais pewt-on dire que celui des rentes viagdres soir
perdu pour la sacideé? Le rentier qui,a ¢u plos d'aisance, con-
smmant b raison de son revena , a contribud am mouvenient e
Pindusiiie et du commeeck, ot clest 14 tont ce que la sockétd
pent demander en géndral, Que hii imperte qulon paric
devienne ués wiche, tandis que d'autres Jangniront dans le !-e;
soin? Le hwt de Ia sociéré est, ou doit étre, de distiibuer e
mivrnx qu’il eat possible entee ses membres les douceues que pro
cure la eivibisation , et nan pas de les accumuler dans un perit
nonthre de mains, en favorisant I'érablissement des grandes foi-
tunes aux Aépend des petites.

€enx qui désireront plus développement sur ce sujet , poureont
cansiter le Moniteur o § octabre 1821, gui conticut un wapport
fait & I'Arademie des Sciences, dans lequel M. Fourier a exposd
avec dtendue Feu principes rationnels pour juger les divers genres de
placemens, (uant av ealeul et aux données sur bescuelles ee caicwl
est fondd, nows renverrons A Ponvrage que M. Francis Baity o
public sous [e vitre de The Doctrine of life annurtics and as-
surances , etc, , deja citd p. 201, -
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maritimes ; car je ne sache pas qu'on ait dressé des
listes exactes et Jong-temps continuées des vaisseaux
qui se sont perdus, ou qui ont été pris dans dilfé-
rentes guerres. La econstruction et le dépouillement de
ces Jistes exigeraient beaucoup de détail | puisque dans
ia clagsification des événemens, il faudrait considérer
le lieu et le temps, soit du départ , soit de Farrivée, la
force du vaisseau , celle de I'équipage. Le détail de Ja
valeur des pertes serait encore plus considérable, puis-
qu'on assure non-seulement le corps du navire, mais
les marchandises qu'il porte , et qu'on répond des ava-
ries que ¢e corps ou ces marchandises peuvent éprou-
ver. Il ne parait méme pas possible d'apprécier avee
quelquiexactitude cette fou'e de circonstances 5 mais il
est vraisemblable que les profits du commeree mari-
time ayant é6é d'abord trés considérables, Jes négo~
cians, dans la vue de se procurer des rentrées cer-
taines , ont pu faire sur ces profits des sacrifices assez
grands pour tenter des spéculateurs hardis. L'exemple
des gains que cenx-ci ont faits leur a hientdt donné des
concurrens; d'un autre c81¢, le bénéfice des marchands
devenant moindre, les dangers diminuant par le per-
fectionnement de la navigation, les uns ont appris de
Yexpérience ce qu'i's devaient abandonner, et les au-
tres ce qu'ils devaient exiger pour ne pas trop com-
promettre lenr fortune ().

(*}J'at va dans va Mémoire manuscrit, dont I'antent paraissaic
asscz au fait de la pratigue des assurances maritimes , que fe 1isgne
en temps de pait it estimé 2 b_"1(> dans les cas les plus ordinaires ,
e qui exigeait vne prime de r et § poor 2. On teouve dans los
Annales de Chimia et de Physique, un exiait du Tablear des
Regions arctiques, par M .Scoreshy, oh sont rapporeés dos faits qui
dunnent ia merure du danger de perte pour fes btimens hotlandais
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St I'on voulait appliquer auvjourd’hni le calenl &
ce penre’ d'assurances, il v aurait de grandes.recher-
ches 4 faire dans les ports, pour se procurer cdes
dorinées exactes; mais il ¥ a tout lieu de croire qu'on
v'en retirerait pag beavcoup de fruit; car I'Acadé-
mie des Sciences proposa trois fois ce swjet de prix,
de 1783 4 1787, et ne put rien obtenir de satisfai-
sant, La théorie n’était pas diflicile 4 érablir, mais les
faits ont toujours manqué ; et ensuite la considération
d'un nombre fort grand de risques ayant des proba-
bilités et des valeurs différentes, aurait rendu les
calculs impraticables , & moins que l'on n'eq: réduit
tous les risques qgui olfraient quelque analogie, 3 un
seul, d'une probabilite et d'une valeur moyenne , ce
qui aurait été moins exact, mais ce qu'il parait impos-
sible d'éviter de faire, méme pour les autres genres
dassurances. 1l awvrait fallu anssi, dans la rignewr,
faire usage des formules qui donnent les probabilités
4 posteriort ; mais il n'était guére moins nécessaire de
sacrifier encore ce point 4 la brigveté (*).
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et anglais qni vont pécher la balcing ves le Spitzherg et la haye (e

Batlin, C'était d’abord 4 sur 100 au n—’_ ponsc Jes Holtaaduis, dans
M
Ies cavicons du Spitzberg, pais 2 sur 100 ou f)L peés du déteoit de
o

. . . 1
Davis, ¢i mnintenant mnins de 7o our la Hotte nugiuise des
oe

halcinters qui fréquentent ces pacages (Annales, ote., 1. XVIII,
paz. 45}

Suivant le Mémoire manuserit que {ai citd plus haut, le risrjue

dhincendie est estimd
Y

eL bitien en pieyres,

v pour fes maisuns couverics en andoises

{*) kn examinant e sujet de plus prés, Ja difficalid parals Aug-
menter encore; car les paufrages arrivant en grand nombre par
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135. En réduisant donc la question & I'état le plos
simple, ne considérons que deux événemens, 'un en+
ti¢rement henrenx, dont la probabilité soit e, Vautre
faisant payer par l'assureur une somme @, et dont
la probabilité soit {; désignons par p le nombre des
vaisseanx assurés, ¢t par & la somme que I'assurear
recoit pour chacun. Cela posé, la somme des termes
du développement de (¢-+f)?, & partir du premier
terme jusqu'an terme affecté de ¢~*f7 inclusivement,
donnant la probabilité que le nombre des événemens
matheureux ne surpassera pas g (22), si Fon étend
cette somme Jusqu'au terme od elle cesse d'étre moin-
dre gme fla probabilité A laguelle Yassureur vent ar-
river, de ne pas ontrepasser la plus grande perte c
qu'il consente & éprouver , et que ¢’ représente la va-
leur particoliére de ¢ 4 ce terme, g'a ~—pb sera la
plus grande perte correspondante a la probabilité fixée.
Ea Végalant 4 ¢, on anra I'éqeation

b__q’a——c

p

puia représentant par g le gain que donne Vopération
lorsque le nombre des événemens maltheuvreux est réduit
a ¢", on formera I'équation

ga—pb=c, doi

1

pb—g'a=g,

dans laquelle mettant la valeur de p& , tirée de I'équa-

Ueffet des onragans, Ia probabilité de la perie d"on vavire ne sauraie
plus étre regardée comme celie d'un évinement simple : il fandrait
remonter jusqu'a la prohshilité propre des ouragans dans telle ou
relle région, et Ia combiner avee ia probabilité de la perte d'un na-
vife dans ces circonatances.
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tinn preeedente, on aura

PP e 4
g—q = — >

A== ag= (413
q fa=g, A

ce qui, lorsguon se dommera g, fern connaitre g"
par g’, indépendamment de p. Caleulant alers la
probabilité correspondante & la valeur de 47, on
terta si elle donne une espérance mnffisante d'at~
teindre ar bénéBee que comporte la rature de len-
treprise.

Si cela w'était pas, on powrrait angmester cette
probabilité, en prenant pour l'exposant p qui marque
le nombre des vaisseaux assurés, des nombgeg de

+ "
plos en plus grands, afin que le Tapport i:-'-;-—q- de-
verait de plus en plos petit, la somime des termes
compris enlfe téit qui sont affecté de &Y et de
e f+* et composant la dilférence des probabilités
de perts et de gain, décroisse de plus en pius.

136, Pour bien concevoir I'usage de ees fornmules , il
est & propes de se former une idée e la marche des
valeurs qu'elles prennent dans descas particuliers : 4 cet

o , 99 1 .
uppose ec= - — -—, et Je rapporte
effet, j'ai supp =|oo’f oo °F Je T3PP
ci-dessous les 1o premiers termes du développement
qq 1 239G .
de (-—-f-«—«) , avec les sommes résultantes de
100 | 10¢

Paddition successive de ces termes.
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o | Sommes o [ niran | Sommes

Pertes. | Probahil. des praliab. Pertes, | Probabil. des probab.
o 0’1359900,[339% 6 jo,c1t799 ©,g55706

1 lo,2706670,404647] 7 |0,003283i0,998g8g

3 |o0,272034'0,67668:)] ¥ [o,c0080clo,q9978

3 |o0,181355)0,858036 g |o,ccci72(0,ng956¢:
4 lo,0g03a0le,948956) 10 |o,0c0033|0,999994

5 0,035723Io, 983g70i 11 o,oco00bi0,999959

Dana ce Tableau, qu'on peut regarder comme ex-
primant les événemens de Yasurance de 200 vais-

. . 1
seaux , soumis chacun au risque de —— , la colonpa
100

marquée probabilités indique celle de la perte iso-
lée-de 0 1, 2,...11 bitimens , et Ta colonne des
sommes, la probabilité que la perte n'ira pas au deli
du nombre indiqué dans la premiére colonne.

En prenant la valeur de 7 vaisseaux , ov 7& pour
lasomme ¢, perte extréme , et supposant que Fassureur
veuille obtenir une probahilité rcoaoo contre 1, qoe
'événement n'outrepassera pas cette limite, il faudra
descendre jusqu’au terme odl a somme des probabilites
surpasse 0,99999 ; ce qui a lieu au 1¢° terme, qui ré-
pond & ¢'== 10. Par ce nombre, 'équation

c, dosne b_—_?-a-

b= ga—
zoc’

cest-d-dire 1 } p. £ de la valeur de chagne vaissean,
Si 'on voulait ensuite connaitre la probabilité que le

a* édition. 16
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bénéfice de I'assureur ne tombera pas au-dessous d'une
certaine limite , par exemple du 10* de [a somme ¢, il
fandrait prendre g==o,72, et I'éguation

§—q"= ELE-E, conduirait 4 1¢~~g"=77 on g"=2,3,

valeur qui tombera entre celles de ¢ an 3* et an
4° termes, auxquelles correspondent des probabilites
6,676681 et 0,838036 ; on peut donu s'arréter 4 en~
viron £. On avrait une probabilité plus forte en don-
nant une valeur plus grande & &, ce qui diminuve-
rait celle de c.

Dans U'hypothése établie ci-dessus, il suffit ¢'aller
jusqu'an 4® terme pour n'étre pas encore en perte ,
poique celle de 5 vaisseaux est compensée par les
primes regues pour tous : I'assureur aura donc la pro-

babilité ©,858036 > g, da ne pas entamer ses fonds.

Quand on porte a 4oo le nombre des vaisseaux
wssurés , et qu'on fait en conséquence le développe-
ment de

(.39_..;__1_‘“

100 100

pour former le tableau analogue & eelui dela page précé-
dente, 8i P'on maintient la primedt { p. 5, comme ci-
dessus , qu'on cherche la Jimite de la perte qui répond
& une probabilité de rooo0o conire 1, on trouve qu’elle
tombe entre ls 15 et le 16° termes, ot la somme des
probabilités s'¢léve a 0,9999857, ce qui répond 2 la
perte de 14 ou 15 bitimens, ¢'est-a-dire ¢ une sonime
comprise entre 14 et 15¢ ; maia le produit des primes
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étant 6a, raméne cette limite entre 8z et ga. 8i I'on
voulait Ja réduire & 7¢, il faudrait augmenter nn peu
la prime, ou se contenter d'une probabilité plos pe-
tite; car elle serait donnée par le 14° terme, répondant

i o,99y93a1.

Quant & la probabilité du gain de Ta 10 partie
de ga, on aurait pour la déterminer I'éqmation...
15 —¢"—=19,q, ¢¢ qui donnerait ¢"==5, et menerait
au €* terme, ol la somme des probabilités est

0,785g190, environ g Enlin, la probabilité que Tas-

sureur n'entamerait pas ses fonds, se formant de la
somme des 7 premiers termes du dévelop ement cal-
culé , s'éleverait & 0,890374g, prés de I-"E.

137.La camparaison de ces résultats avec cenx du pre-
mier exemple, fait voir que la limite de perte corres-
pondante & une probabilité de 100000 contre 1, croit
a la yérité, mais dans un rapport beaucoup moindre
que ls nombre des vaisseaux assurés , et que la proba-
bilité du gain, et celle de ne pas entamer les fonds |
angmentent aussi , ce qui établit 'avantage qn'obtient
T'asaureur quand il multiplie ses entreprises. Ces remar-
ques sont assez importantes pour gu'on cherche 4 les
constater par des déterminations relatives & un trés
grand nombre d'assurances; clest ce j'ai fait en

calcidant les 72 premiers termes du développement
de

99 4 1 N
100 + 120 ’
qui conduisent 3 une somme de probabilités déja fort

16.,.
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supérieure a celle de rooooo contre 1. En faisant usage
des logarithmes , le travail n'est pas aussi considérable
quon pourrait le croire d'abord ; mais pour obtenir
une exactitude suffisante, il fantemployer ala formation
des puissances de gg , des logarithmes ayant au moins
10 décimales.

C'est entre le 6g” et le 70* termes que la somme des
probabilités atteint 0,99g99 ; au 7o* terme on a g'=6g.
T.a perte correspondante & ce nombre serait donc 6ga;
mais les primes, towjours 3 1 t p. 5, formant un
total de Boe , 1a perte effective serait seulement de ga,
résultat qui ne différe pas sensiblement de celui qu'ont
donné 400 assurances.

Pour un gain an moias égal 4 la 10° partiede ga ,
on trouve ¢ =59, ce qui donne une probabilité égale
4 0,9982161, ou plus de oo contre 1.

Enfin, les primes couvrant la perte de 6o vais-
seanx, la probabilité que les fonds de I'assureur ne
seront pas entamés est o,ggB8661, plus de Boo
contre 1.

Si Pon trouvait le gain de o,9a bien petit, lorsque
Pentreprise embrasse {oco assurances , et que d'ail-
leurs il doit ftre augments en raison de Faceroisse-
ment des frais d'administration, on perdrait sur la
probabilité, puisqu'il faudrait remonter & un terme
moins cvancé dans le développement; mais on trou-
verait encore des probabilités asses fortes pour des
gains beancoup plus considérables. Par exemple, celb:
que le nombre des batimens perdus ne s'élevera pas
an-dessus de 48, événement qui laisse encore 1aa de
bénétice & assurenr; cette probabilité, dis-je, est

de 0,9086a04 > 1—%
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€e dernier exemple mantre bien que les avautages
de Vassureur croissent beaucoup plus rapidement que
aey tisques ; et le peu de changement qu'a subi la va-
leur de ¢, en passant de p= 400 & p = 4000, sewmble
indiquer nque la prime et la probabilué extreme de
perte dumeurant les mémes, cette valeur de c est sus-
ceplible d'une limite dont qa doit approcher beau-
cou, dans les hypothéses établies ci-dessus.

Pour la déterminer en général, il faudrait ponvoir
assigner , au moyen des quantités p, ¢, [, la valeur
que doit aveir ¢, quand la somue des termes du deve-
lnppement de (¢ 4 £)P, depuis le premier jusqu’a celui
qui est affecté de "V inclusivement , a une valeur
donnée; cest ce qu'il parair assex difficile de faire o
priori, Mais quand le second terme du binome est
comme ci-dessus , trés petit, le nombre des termes o
calculer n'est pas trés copsidérable, et le calenl peut
#re abrégé par des arifces convenables 4 ce cas
particulier, ou par des tables dressées d'avance (oyes
a ce sujet la note 1) (*).

138. Alin de donner aux calculs précédens toute Fexac-

{*) Les cabenls précédens fournissent des exemples  reminr-
quables de la propasition énoncée duns la note de la page 11§ car
hans dvs developpemens de

- 2

o N L) 99 1 oo oq T isuo
1au Lo, 100 100 ' 1oo too '

fea plus peavds terwues, savoir, le 32 du vee développement , le 5¢ du
spcoud et le §1® du troisidme, dtant LeBpaCtiveLLe T
0,17303}, o0,19035:1, o,0063464 ,

Jelonsent, comme o, YOil, asscr rapidpment ; la somme des
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titude dont ils sont swsceptibles, il faut tenir compte
de la différence des époques auxquelles, suivant le
contrat Qassurance , les sommes a et b doivent ze
payer, ou, ce qui est la méme chose , snbstituer aux
fettres a et b les valeurs de ces sommes, réduites &
la méme épogue. Quant 4 la valeur des probabilités
exigées pour Ja perte et le gain, on la déterminerait
d posteriori, si 'on connaissait les résultats moyens
d'un assez grand nombre d'epérations suivies avec
succés, ou bien 4 priori, en les comparant avec des
probabilités de risques anxquels on #'expose volontai-
rement , sur des motifs plus ou moins légers. L'un et

ternies qui les précédent, prenant les valenrs
0404547,  ©0,432488,  0,478655,

'approche de plus en plusdeo, Sou l, et lo resta dos termes de
chaque poissance, ¢gal au compléraent & I'unité , donna les o=
feurs

o,3a3d1g, 6371161,  o,458081,

mnaindres que les pricédentes, maia tendant aussi vers 3,
Persnadé que les applications particulitres frappint bien plus
Tesprit que des énonces générans, j'ai csu pouvoic mTarréter sur les
precddentes, qui mettent en évidence lcs propriéids de la formule
du binome , sur lesguelies reposent Jes résukats les plus imporians
du raleul des probabilinés (a0, 25, 28, 3f), et entre autres cotte
accumulation dvs termes plus forts dans les environs de cefui qui
est le plus grand de rous (3o). Elle est l:icn indiquée per la rapidité
’
¥ :tz du nombre des termes

avec laguelle deécrolt le rapport

compris ontre cenx qui répondent b la limite dela perte et} cetle dn
gain, ovec lo nombre wial des termes dn développement. Dans les
cxemples précédens, ce rapport devieat successivemcent

8 LI
o’ Jor'  foor
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Fantre de ces moyens ont été propasés par Condorcet,
a l'article ASSURANCE, dana lg Dictionncire de Ma-
thématiques de [ Encyclopédie méthodigue, et hientdt
j'indiquerai les bases du second.

13g9. A prés avoir discuté les intéréts de l'assnreur , it
faudrait s'occuper de ceux de Passuré, mais cela me
nmeénerait trop loin. Je me hornerai & remarquer que Ja
garantio des sommes agsurées ne peut étre fixée que
par ure probabilité convenue pour celle de la plus
grande perte , dont l'assureur soit tenu de répondre;
on peut alors exiger que la somme destinée a cou-
vrir cette perte soit préalablement déposée ou assi-
gnée sur des gages suflisans. On voit que cette somme
doit étre Ja méme que celle qui a é&£ désignée parce
dans le n® 137,

Je terminerai ce qui regarde les assurances, en
faisant observer que leur propriété caractéristique
est de tendre & ramener 4 une valeur moyenne
le bénéfice de toutes les entreprises du méme
genre , en quelgue nombre qu'elles soient ; car
c'est avec le pain que les assureurs fort sur les
assurés qut réussissent , qu'ila indemnisent ceux qui
perdent : c'est donc a peu prés comme si tous avaient
mij leurs fonds en commun et étalent convenus de
réparer, au moins dans one certaine proportion, les
pertes particuliéres. Ainsi, a P'égard des récoltes ,
Cest reverser dans leg cantons ou elles ont souffert ,
une partie de Fexcédant obtenu dans ceux ol elles
ont prospéré. Les asoureurs sont les agens intermé-
diaires de cette association fictive , et le profit qu'ils
font doit étre considéré comme le salaire des fonctions
qu'ils y remplissent (*). §'il existait un autre moyen

{*) L principe indiqué ¢i-dessus est précisément celud qoi sert de
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de diviser les risques, I'assurance deviendrait super-
flue; et cela aurait lieu naturellement pour le négociant
qui prendrait part immédiatement A un trés grand
rombre d'entreprises , et le propridtaire gui aurait des
possessions disséminées dans un grand nombre de can-
tons éloignés les uns des autres.

Dela Probabilité des témoignages et des décisions.

14c. Lorsqu’en pent l'assimiler an jet d'un dé, le
témoignage admet application du calenl des probabi-
lités; et €’est ce qu'on a d'abord essayé de faire en
stupposant que, sur un nombre donné de dépasitions,
e méme témain dit ou rencontre un méme nombre de
fois la vérité, News commencerons par tirer les prin-
cipales conséquences de cette hypothése, dont nous dis-
cuterons ensuite la convenance avec le aujet.

Soit v le nombre des cas dans lesquels le témain
dit vrai, m celui des cas contraires; la probabilité

de Ia vérité de sa déposition sera

v

et et la pro-
P . m

bablllte.conn‘atre g

Supposons qu'un autre témoin , pour lequel les
nombres analogues aux précédens soient ¢ et m,
dépose du méme fait; les probabilités pour et contre

p )

- P ., v g
a vérité de son témoignage étant ———= of —— e
1 gnag TEm et prmie

base aux assurances mutuelles, comme celle qui n liea a Paris
pour les maisons incemdices. Les frais de rigic sont Fes scals & la
charpe des assmrés, puisu’il n’y a poiot de wnétices b donner aux
assurewrs. Mo Fowier o fuitser ce snjet wn Meémaire irés intdres-
sant, doul on 1wwouve P'extrait dans les Arrales de Chimie er de
Physique, «. X, p. 175 (fevrier 181g).
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on aura, avant que les dépositions soient connues, les
probabilités

s ’
4% mhn

e GFmeF ¢

que les témnins s'accorderont, soit pour dire vrai,
aoit pour mentir, et lea probahilités

v my”

(v+m)(Vtm)' Fm)iy+m)’

qu'ils se contrediront, Je premier déposant la vérité,
le srcond mentant, et vice versd.

Quand les dépositions serant connues et qu'elles 3'ac-
carderont, il n'y aura que les deux premiers événemens
indigués ci-desrus qui seront possibles; on aura denc
les probabilités

vy’ mm’

vi' 4 mm’

w' - mm’ (%),
que Vaccord des 1¢moins sera en faveur de la vérité,
ou bien poyir le mensonge.

8'ils se contredisent, les deux derniers événemens
devenant alors les seuls possibles, il en résultera les
probabilités

vm’ mv’

v 4= my'’

vin' - my’’

qne la vérité sera dans la déposition du premier té-
moin, ou dans celle du second.

141. Il est facile d'étendre ces derniéves formules
# un nombre quelconque de témoins; et si I'on assigne
aleur témoignage la méme probabilité , en posant
ve=v =ele., m==m' =eic., que p soil le nombre
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de ces témoins et qu'ils s'accordent, il en résultera

pour la vérité du fait déposé , la probabilité

wPtmP "
mP

et ———— pour le contraire.
vrem? P

En divisant les deux termes de la premiére fraction

par +*, sa nouvelle forme ,» fara voir gqu'elle

1
e
14 -‘-;;
augmente avec p lorsque v > m, et qu'elle décroit si
v<m ;que par conséquent, loraque les témoins mentent
ou se trompent plus souvent qu'ile ne disent la vérité,
plos ils sont nombreux et moins la concordance de
leurs dépositions a de poids.
§'ils se contredisent, et que sur la totalité il y en
ait p allirmant et ¢ niant le méme fait, Ja probabilité
que les premiers disent vrai sera

vim? t traire mvt
—————— et a2 contraire, ——————,
m! - mfyt’ ' Pt - mi

En divisant les deux termas de ces fractions par vim?,
on les change en

Y e 4 mr—
VP9 o P VP ¥ 1P

qu'on obtiendrait pour les probabilités correspondantes
a I'accord de p—gq témnins ; la valeur de la déposition
se réduit donc, dans ce cas, a celle d’une déposition
unanime faite par un nombre de témoins égal 4 l'excés
du nombre de ceux qui affirment sur celui de ceuz qui
nient.

143. Lonqu'une personoe rapporte ce qu'elle tient
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d'une avtre, que cette autre avait recu d'uoe antre ,
et ainsi de suite, cette sorte da témoignage , qui &'ap—
pelle tradition, donne lieu 4 toutes les combinaisors
indiquées av commencement du ne 1405 car dans la
chaine de témoins qui ont déposé sucressivement du
fait, le dernier étant seul entendy par la personne qui
prend linformation , laisse douter si celui qui le pré-
cide a dit o0 non ce qu'il lui fait dire, et en méme
temps si cette premisre déposition était une vérité on
un mensonge, En ne considérant donc que deux per-
sonnes dans la chaine des témoina, il en résulte les
quatre probabilités exprimées dans le n® cité.

Les deux derniéres correspondent évidemment & la
favosetd de la tradition, puisque I'un des deux témoins
a menti, Mais 5'il s'agissait de témoignages rendus par
oui ou par non, de propositions entiérement contra-
dictoires, alors la deuxiéme probahilité, qui suppose
que les deux depositions snccessives aurajent été fansses,
répondrait 4 la vérité, aussi bien que la premiére,
qui les suppoce vraies. En effet, le premier témoin
ayant dit oui lorsqu'il fallait dire non, le second , qui
rapporte le contraire de ce gu'il tient effectivement du
premier, prononce oui, ¢'est-a-dire la vérité : on an—
rait donc dans ce cas, pour la vérité de la tradition
la probabilité

vu' - mm’ . ym'4 mv’
Wm » et sa contraire, ey g *.

(") Ce cas singulier a éte remarqué par M. P. Prevost, professenr
de philosophie, & Gendve, cdans ses Eecons sar le calcul des probabi-
dites, nd il & distingue kes témoignages en simultanés ou sculaires,
et successifs ou traditionnels, Voyez le 29 volume de ses Essais
de Phuosophic, pag. 86, et un Mémoire gui lui est common
avee M. I"Huillier , et qui est insérc dans cenx de 1. feadémie de
Berlin, unnte 1797, pog. 131. Clest de ce dernier dorit que Jai ex-
trait ea grande partie cet article et Jes deus suivans.
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La premitre de ces probabilités surpasse toujours la
seconde , lorsque I'on a en méme temps

v>>m, v >m,

car la différence des numérateurs est

2h2

vilm'y

ou vem,

1 o mm’ — ym’ — my = (y—m) (v'— m’),

produit positif quand ses deux factenrs sont de méme.
signe.

143. Si Ja chaine traditionnelle se compose d'un
nombre quelcongue p de témoins, et que les déposi-
tions de chacun aient une égale probabilité, les di-
verses combinatsons de la vérité et de l'erreur seront
donunees par le développement de

(v +mp= VP+;:VP-‘m +E(£.“__.l) yFaye
1.3

+’;’_(”_"'_pr =2 s + ete.,
1.2.3

dans lequel tous fes termes ot 'exposant de m est
pair, indiquant vn nombre pair de mensonges succes—
sifs, devront étre pris en faveur de la vérité de la tra-
dition , st les dépositions ne peuvent varier que contra-
dictoirement. Sa probabilité sera donc

vP+E-(-P;-.-;—)) vPPm? = etc.
(v-+ m}_P ’

et 1a probabilité contraire ,

P oo plp—10{p—2) ., ,
;v’ m+ﬁ——_"“_r.2.'5 WPim’ e ele.

(v A m)?
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O simplitie beaucoup ces expressions _en observant
yue le numératenr de la premicre équivaut a

(v 4+ m)P4 (v—m)F
2 ?

et celui de la seconde a

R
a ¥

parce qu'clles deviennent alors respectivement

LG 14 (2]
vt m)F— (v —m)P v —
“";@_—{-m)r :—5 {l“(v—{-::y}'

144. Les deux espices de témoignages que wouy
xvons considérées précédemment peuvent se combiner,
Far exemple, un nonibre p de témoins déposent chacun
s=parénient sur un fait qu'ils tiennent 4'un individu qui
Ya vu: alors la probahilité gue les témains rappor-
tent [idelement ce que celui-ci leur a dit, est, stls
sont upanimes ,

4 ' . mP
———— 1
P (141}, et sa contraire, N

Supposant que la probabilité de témoignage de celui

. - T
qui a vu le fait snit aussi —— | la contraire
v *

-+m
la probabilité de la vérité de la déposition finale sera

yt

F Fme) (v )
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si I'on ne doit y admettre que des témoignages confor-
mes & la vérité, et ’

P e P

quand deux mensonges swecessifs équivalent a la
vérité,

Si le méme fait était transmis par plusieurs chaines
de traditions distinctes, composées chacune d’'un nombre
p de dépositions successives, dont la derniére seule ait
&té entendue par celui qui pread l'information, on au-
rait d'abord , par chaque chaine en particulier, pour
la vérité et pour l'errenr, les probabilités

(v+m)7+(u—n_12_f ot {v+-m)Pem(y—m)?
2{y -+ m) a{v+m)?
en les désignant par 7 et M, nommant ¢q Te nombre

des chaines de dépositions , et supposant qu'elles soient
unanimes, il en résulterait une probabilité

(143} ;

f 2]
Fig i’

en faveur de la vérité du fait énoncé,

La marche de cette expression dépend du rapport
de v a m; et pour la déterminer, il faut d'abord ob-
server que ceile de M est contraire & celle de F7, puis—
que J7f- M =1, qu'ensuite, lorsque v—=m, on a
F=M=}%, et que cetté valeur est une limite vers
laquelle tendent, dans tous les autres cas, ces quantites
4 mesare que p augmeste. La premiére est tovjours
= 3 guand v surpasse m; mais si le contraire a lien,
il en xéaultera 7 < { ou >}, selon que p sera impair
ou pair. Ce changement singulier , que produit Faddi-
tion d'un seul témoin & une chaine d'ailleurs aussi nom-

DES PROBABILITES, 255

breuse qu'on le voudra, vient du double 1'moignage
erroné, compté comme vrai {142).

145. Nous avons supposé jusqu'ici que les déposi-
tions étaient entiérement vraies ou entidrement faus-
aes, ce qui n'a réellement lieu que lorsque I'infor—
malion est réduite & des intertogations simiples, aux—
quelles on ne peut répondre que oui ou non. Clest a
ce point qu'il faut touvjours ticher de les ramener ,
an analysant les énoncés; mats quand la chose nest
pas possible , on doit distinguer plus de deux sortes
de témoignages. Lambert , qui s'en est ocoupé dans
son Novem Organon, les a classés en wrair, insi-
gnifians ou nuls, et faux.

Si l'on prend toujours le dé pour embléme , cela re-
vient 4 supposer qu'il a trois sortes de faces, et qu'en
¢onséquence on doit embrasser dans chaque épreuve un
pareil nombre d'événemens possibles. Les formules re-
latives i co cas (54) résolvent tontes les questions ana-
logues aux précédentes ; mais le calcul devient trop
long pour trouver place dans ce Traité,

146. Quand on considére combien de faits extraor-
dinaires ont été reconnus favx, quoique appuyés sur
des témoignages multiplits ou d'une autorité impasante,
on est porté, toutes choses d'aillevrs égales, A donner
d'autant moins de conliance awx dépositions, que les
faits qu'elles attestent s'écartent plus de ce qui se
paste habituellement sous nos yeux. En effet, si, lors-
qu'il v'agit de tels faits, le nombre de mensonges ou
d'erreurs est dans un rappert beaucoup plus grand avee
le nombre total des dépositions, que lorsqu'il s'agit des
faits compriy dans l'ordre constamment ohservé, le
poids du témoignage ne doit pas étre le méme pour les
prewiers que pour les derniers; la forme du de doit
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changer avec la nature du fait : mais c'est encore ict
une de ces circonstances dont j'ai parlé dans le n® 75,

ot Ton cherche a donner au calcel une forme gqui.

rapproche ses résultats des apergus du bon sens. On
voit bien qu'il faut substituer au rapport constant par
lequel on représente la probabilité du témoignage .
suivant I'hypothése du n® 140, une expression qui le
fasse décroitre avec la vraisemblance propre du fait
attesté; mais on ne trouve pas dans la nature du
sujet, des conditions assez étroites pour établir une
relation précise entre ces deux élémens. On s'est ar-
rété a regarder la probabilité propre du fait comme
représentant celle d'un second témoignage recueilli
concurremment avec le premier, ce qui donne pour
cette déposition, les probabilités

vy mm’
v mm'’

7 (140),

Ty - mm
en supposant que la probabilité propre du fait soit
v’ . m'
———r, , &t 8a contraire ——— (*).
v m’ ‘ P ™
St ce fait est, par exemple, 'extraction d'une boule
blanche, d'une urne qui ne coatient que cette boule
melée avec g9 999 boules noires, on aura

V=1, m=999 099,

et la probabilité favorable an témoignage sera ré-
duite &

v

v4-999 999™°

{7} Clest ve qu'a [ait Condoreet, Mém. de UAcad. des Scien-
ces, anm, 1253, p. 5573
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147. M. Laplace, considérant & part Ja probité du
témoin et son intelligence , exprime séparément fa pro-
babilité que le témoin dit ce qu'il a vu ou entendu,
et celle qu'il a bien vu ou bien entendu (*). De 14
ré?ultent, sut 53 déposition , les quatre hypotbéses
suiyantes :

1%, I connait la vérité,
8% ou il est dans l'erreur,
3e. Il connait la vérité,
4°. ouil est dans l'erreur,

} et veut dire la vérité,

} et veut mentir.

La derniére comprend un cas semblable 4 celpi du
double t#8%vignage erroné {143}, puisqu'en cherchant
a tromper sur cette vérité gu'il ne connait pas, le té-
moin peut la rencontrer. Il est d'aiileurs visible que
cette classification des événemens revient A faire du
témoin deux personnes, qui déposent l'une aprés
T'autre, dens chaque cas. Combinant les deux té-
moignages successifs avec la probabilité propre du fait,
M. Laplace calcule la probabilitd de chaqgue hypo-
thése , ot divise par la somme de toutes ces proba-
bilités, 1a somme de celles qui sont pour la vérits
de la déposition.

En nomniant , avec']ui , p la probahilité gue le té-
moin veut dire la vérité, r la probabilité qu'il I'a saivie ,

2 . , : .
et ~ celle du fait rapporté, qui est ici l'extraction

du numero ¢, d'une urne qui en contient 1, on aura

{*) Thénrie analytique des Probabilités , p. 446.
e ddition. 17
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pour la vérité, dans la premiére hypothise, la proba-
bilits Z.
n .
Dans la seconde, ot lo numéro £ n'est pas sorti,

z —l, et celle de

la probabilité de cet événentent est

Yerreur du témoin est 1 =—r; cependant il n'en fant
pas conclure que la probabilité composée soit.....

p(1—r1) 2-'—:—1, parce gue la non sortie du numéro &

n'est pas tout I'événement arrivé; il y a encore le faux
apergu du numéro ¢ parmi les n-—1 qui ne sont pas
1

sortis, illusion dont la probabilité est ~Bu ayant

n—1
égard & cette circonstance, la probabilité de I'événe-
n-—It 1

>

ment devient = }l, et celle de I'hypo-

p(r=—-n)

thése, e

n—1

Dans la troisiéme, il faut combiner ensemble les
probabilités 1 — p que le témoin ment, r qu'il connait
1a vérité , et -:-‘ cella qui résulte de la non sortie du nn-
méro i et du choix qu'en fait le témoin ; on a pour
résultat Q-:;L)E

Dans la quatrigme hypothése, (1 —p) (x — 1) est
la probabilité propre du témoignage , puisque fe té-
moin ment et ne connait pas la vérité; mais I'événe-
ment peut étre la sortie ou la non sortie du numéro i.

!
- . ! le témoi
La probabilité du premier cas est —; le temain croyant

un autre numéro sorti, fera toujours le choix-de son
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¢noncé parmi » —1 numéres seulement; la probabi-
lité que ce choix tombera sur i sera par conséquent

; et comme ce choix doit concourir avec la

n—

sortie du numéro £, la probabilité de 1'événement sera
. N ] ]

L, celle de ce cas du témoignage, U=p)C—r) ;

a{n —1) n{n—1)
et il ne faut pas oublier qu'il est en faveur de la
vérité.

S5i I'on ne le distingue pas de tous ceux qui sont
compris dans la derniére hypothése, l'opinion du
témoln portant toujours sur lz sortie d'un numéroe qui

21512 probabilits
quil choisira celui-la parmi les 7 — 1 numéros qu'it

1
Ni—=1

n'est pas i, aura une probabiéité

croit n'étre pas sortis, sera ; et la probabilité de

. . 1
'événement sera par conséguent encore -; &imsi la
13

(=pr—n)

probabilité de I'hypothése sera

©On aura dono enfin
pr, (1—p)(1=n)
r-t_+ n{n—1) .
g:_,_p(l—-f)+(l—P)f+(1I—'P)(i—')
n n n T

(l—-p)(l—g’

-1

pr+

expression qui'se réduit d p, sir=—1, cest-a-dire , si
le témoin n'est pas suscéptible de se tromper, et qui
diminue 4 mesure qué g augmente.

Peut-8tre dana cette question pourrait-en avoir

17..
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quelque doute sur la nécessité de faire entrer dans le

calcul la probabilité du choix que le témoin fait d'un

numéro autre que celui quiil sait ou qu'il croit éire

sorti ; et comment d'ailleurs déterminer séparément les

probabilités 7 et p? 1! est done diflicile de croire que
la formule ci-dessus serve amtrement que comme un

exemple des considérations ingénieuses que peut fournir

le sujet qui nous eccupe. Je rapporterai encore, dans

cette vue, la guestion sulvante tirée du méme ou-

vrage.

148. Soient deux urnes A et B, la premiére conte-
nant n boules blanches, et la secorde n boules noi-
ves; on a tré de l'une de ces urnes, on ignore de
laguelle, une boule qui a été mise duns lautre , ot
ensuite on a tiré une boule de cette dernidre. Deux
témoins , dont fun r’a vu que le premier tirage, et
l'autre que le second | affirment qu'il en est sorti une
boule blanche ; quelle est la probabilité de ce fait?
La difficulté se trouve ici dans 'ensemble des deux té-
moignages ; car chacun en particulier n'aflinne quune
chose trés possible, puisque Tune des deux urnes ne
renfermant que des boules blanches, si I'on ne consi-
dére qu'un seul tirage, la pmbabilité que la boule a
été prise dans cette urne est }. Mais si 'on suppose que
le premier tirage ait e liew dans 1'urne A, le deuxiéme
ayant nécessairement lieu dans 'urne B, qui ne con-
tient de boule blanche que celle qui est sortie de
T'urne A, la seconde apparition de cette boule devient
d’antant moins probable que le nombre des boules
noires est plus grand ; et ce cas est le seul dans lequel
les témoignages puissent étre vrais tous deux.

Soient donc ¢ et ¢ les probabilités de la véracité
de chaque témoin en particulier, et évaluons celie
des diverses hypothdses que le sujet présente. 1° Clest
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Fume A qui a fourni le premier tirage : } étant la

probabilité de ce fait, g celie que le témoin dit vrai,

fa probabilité de la dépasition est 7. mais I'urne B, lorse
. 2

qt'on y fait le second tirage , contenant n <} boules,
dont une blanche, Ia probabilité du fait attesté par le
1

Rt
,

T, u—-_g_—l- exprime {a probabilité de sa déposition ,

second tdmoin est 3 celle qu'il dit la vérité étang

ot “—"% celle de la vé.rité de leur accord.

%°. Si le 2* témoin ment, la boule sortie de l'urne &
"
n—1
tie, combinée avec 1 —g’, probabilité du mensonge
du 2" témoin, donnera pour la fausseté de sa dépo-
(t—=gn
noe1

a0 —q)n

2(n 41} "
3e. Si le 1™ témicin ment, la premiére boule était
nnire et snrtait nécessairement de l'urne 5 1a probabi-
lné de cette partie de I'hypothése est £ {+ — q). Alors
le secand tirage ¢'dtant fait dans I'urne A, qui renfer-
migit n booles blanches et 1 seule noire , la probabilité

€fait noire ; alors Ja probabilité de cette sor-

sition , , et pour la vérité de Vhypothése

de 1a sortie d'ume boule blanche sera , celle de

n
n—41
gn he
. et celle de I'hy
pothese (—I-;-_-?;}-g-'-l d

s{n4-~1)

£°. 5i le 9* témoin ment aussi, la boule sortie de
Furoe A au 2° tirage était noire, la probabilité de ¢ette

la deposition du second témoin
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, celle de la probabilité de

tie étant alors ——
sortie étant alors —o—
cette partie de lhypothése zera

(—g)(1—q)

a(n4-1)
La probabilité relative de la premiére hypothése , la
sente qui rende les deux 1émoignages vrais, sera done

1—q"
1

, et celle de toute

I'hypothése

’

qq
9 +e(i—q)n+ 0O —q)gn+(i—g) 1 —¢7)"

ot dimindera & mesure que n augmentera. Si I'on fait

q:—.q':—_»l%, n=1 000 000,
. . . 81
on obtiendra la trés petite fraction ————.
18 000 ofa

¥4g. Le discussion des témoignages tovchant & des
matiéres sur lesquelles on avait pris d’avance un parti,
il est arrivé gue piusieurs avteurs ont arrangé le calcul
pour le résultat qu'ils voulaient, ou qu'ils avaient be-
soin de trouver. Ce n'est qu'ainsi, du moins, qu'on pent
expliquer la théorie des témoignages simultanés, pu-
blide sans nom d'auteur, dans Je u° 956 des Tran-
sactions philosophiques (p. 3bg, année 16gg), le plus
ancien écrit que je connaisse sur ce sujet , et qui a
été adoptée par Bicquilley, dans son wraité Du Cal-
cul des Probabilités { en 1783 ). Effrayé sans doute
pour le but-qu'il voulait atteindre , de la rapidité avec
laquelle diminue la probabilité de ces témoignages
lorsque I'on combine entre elles, comme on le doit,
les chances de chaque témoignage , et que sa probabi-
lité propre et au-dessous de § (141), 'autenr anglais
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avance que lorsqu’un premier témoin a déposé d'un
fait, sa confirmation par un second témoin détruit tou-
jours une partie de Vincertitude qn'a laissée le pre-
mier, et diminue en conséquence la probabilité con-
traire , d'uns partie proportinnnelle i la prohabilité de
la srconde déposition, Par exemple, si } exprime Ja
probabilité-du premier témaoignage, ; celle du second,
celui-ci ajoutera a la premi¢re §. 4, et I'on aura en con-
séqoence , pour l'enseble des deux témoignages, la pro-
babilité

8 1 1_ 9

ra

tandis qus suivant les formules du n™t 4o, ells ne serait
que {.

En rajsonnant de méme sur un nombre quelconque
de témpignages oa les probabilités de 1erreur seraient
n, n', a°,etc., on trouvera poor celle de la vérité

t=nd4n(1—n'}m=1 —nn', par o témoignages ,
V—nn 4 (t —n)=1—nra'n", par 3,
etc.,

sxpressions dont Tes valeurs formuent une auite croissante
quelles que soient les probabilités 2, n', etc., et desquelles
il results par conséquent, que la probabilité d’un fait
croit toujours avee le nombre des témoins oculaires.
Cette canclusion peut étre commode dans certains cas ,
mais elle suflit avssi pour montrer Ja fausseté de Phy-
pothése;, car il ne faut qu'un peu réfléchir pour se con-
vaincre de la diffienlté et presque de 'im possibilité o
sont des apectateurs ignorans et nombreux , de ne pas
se tromper sur l'apparence des fuits extraordinairea.

Lorsnue les faiseurs de tours opérent adroitement , et
qu'on fait abstraction de la défiance que doivent inspirer
& des eaprite éclairés Jes apparences contraires & Vexpé-

68




204 TRAITE ELEMENTAIRE

rience de tous les jours, ancan des speclateurs a-t-if
prur ne pas croire & la réalité des prodiges qu'on lui pré-
sente , d'autre motif que le but et la forme du specta-
ol Qu'au lieu des circonstances qui avertissent de l'il~
lusion, un sérieux solennel accompague ces préiendus
prodiges; qu'ils soient attribués 4 un pouvair surnato-
rel; quils tendent & exciter enthousiasme, 4 caresser le
gout que le vulgaire a pour ce qui sort des voies brdi-
xaires de la nature , ou pour trancher les difficultés de-
vant lesquelles la raison est forcée de s'arréter : il est
bien certain que plus les témoins seront nombreux, plus
la probabilité de Perreur avgmentera. Hume 1'a bien
prouvé ; les prodiges sont trés difficiles , pour ne pas dire
impossibles & conatater (*). Ge n'est pas que les phéno-
ménes les plus répétés dans la nature, whs une premiéra
fois, ne puissent passer pour des prodiges, et qu'il soit
confornie & la saine raison de faire des bornés de notre
expérience la limite do possible ; mais anssi i'est-ce pas
la premiére apparition de ces phénoménes qui en con-
state Uexistence, Long-temps on & nié, et avec raison eu
égard ao caractére des relations, au but des narrateurs ,
la chute des pierres tombées du ciel. Cet exemple trés
récent de fa maniére dont un fait extraordinaire finit par
prendre place au nombre des réalités, prouve bien que
c'est par des observalions successives, particulisres, et
par des discussions désintéressées que la vérité s'établit.
S5i, lorsque le géométre Fatio de Daillier, égaré par un
“enthousiasme fanatique , entreprit publiquement & Lon-
dres de ressusciter un mort (en 1707}, il eiit été de mau-
vaige foi, qu'il et pris ses mesures en conséquence de
son but, et qu'il eit 1€ moins surveillé par la police cu
gousernement, d coup sir il n'aurait pas manqué son

(*) Fasais philosophiques sur les Miracles.
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prodige. La liquéfaction du sang de saint Janvier i

Naples, a touinurs de nowhrenx témoins qui voient quel-
que chose de snlide en apparence, devenir coulant; mais
quest-ce qui établit que cette masie est du sang coagulé,
que c'ext celui de saint Janvier, ot que son changement
d'état n'est pas un effet chimique? Les prodiges opérés
dans les temples dea Payens, qui précedaient ou accom-
pagnaient les oracles, et dont quelques-uns ont été re-
produits sous nos yeux par Fart du ventriloque , étaient
dans Tantiquité des faits appuyes sur une muoltitede de
témoignages, Aussi voit-on que des hommes, dailleurs
d'un grand sens, paraissent y donnerune entiérecroyance,
ot que dans les débats de la religion chrétienne avec les
anciens coltes, le plus souvent on accorde de part et
d'autre la réalité des miracies , on ne dilfére que sur les
dtres auxquels on les attribye (*).

Plus tard, en recaeiflant les témoignages de ceux qoi
ont vu des revenans, qui ont eu une part active ou pas-
sive & des opérations magiques, des sortiléger, n'en
trouverait-on pas plus qu'il n'en faut pour donmer a cen
chinséres une trés grande probabilité ? et elles étaient
teliement confornies alors aux habitudes de Fesprit ,
qu'on ¥ croyait aur les plus légers indices.

150. Si done Ihypotbése du n° 140, adoptée par les
gfométres les plus célébres, qui ont traité ce sujet, ne
repond pat exactement i toutes les circonstances qu'il
présente, ce n'est pas parce qu'elie accorde trop peu de
poids av témoignage , mais hien parce que ce sujet ne
saurail se préter au calcal & cause que la véracitd et la
sagacité des hommes , quand ils sont fortement agités ,
Fprouvent des changemens brusques, et principalenrent

it Fayes daon Vacite (Hiss. Ll iv, carp. 8t} le mivacle opere par
Y rnpassan done Alexanilrie , ls Troite o'Orighies rontre Celse | ot
Julsamt tmporatorus opera, Lipsiz , 16y, .19, a© pagin.
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Yorsqu’il s'agit de faits merveilleux. Outre que cez faits
offrent plus de cawses d'illusion que les autres, notew
jenchant & l'enthousiasme nows rend peu capahles de
Yes examiner; et par eux-mémes » ou par les suggestions
du charlatanisme , ils se lient presque tonjours a de
grands intércts qui nons préoccupent fortement on qui
font tajre la voix de notre conscience.

Cependant , sans recourir a des hypothéses plus ou
moina compliquées, la lecture de T'Histaire suflit pour
nous faire apprécier le peu de confiance que mérite le
témoignage . lorsqu'il tend & établir des faits contraires
a Vordre accoutumé de la nature, puisque les prodiges
i multiptiés dans les tenips d'ignorance, diminvent avec
Taccroissement des lumiéres, qui, ramenant 'esprit de
doute et d'examen, rend trés difficiles , Ou au moins
trés peu dnrables, les lusions si fréquentes lorsque les
sciences sont encore dans I'enfance. On ne pent pas as-
signer des nombres précis pour les degrés de valeur du
témoignage danz chagque circonstance ; mais comme en
{a'rcourant les temps et les lieux, on voit fes prodiges

es plus accrédités reconnue pour faux, et remplacés par
d'autres qui ont bientst a leur tour le méme sort, on
pent dire que plus on embrasse de temps et d’espace ,
plus on reconnait Ja faiblesse de Ja probabilité de ce
wenre de faite, et que la constance des lois de la nature,
dont les vovages et les découvertes scientifiques nous
apportent chaque jour de nouvelles preaves, doit servir
de base 4 tous nos jugemens,

Cet aflaiblissement du témoignage avec le temps, n'a
rien de commun avec 'oubli dans lequel tombent 3 la
longne les faits simples confiés 4 1a seule mémoire des
hommes, ou a des monumens que la vétusté et les révo-
lutions détruisent assez promptement; parce qu'ils sont
peu multiplids. Les données manquent pour soumettre
an calcu] cette perte des souvenirs ; mais lart de Iimpri-
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metie I'a prodigiensement diminuce; et tant que les ou-
vrages od sont consignées les discussions profondes ou
piquantes, qui classent suivant leur véritable impor-
tance, les faits ot les opinions dont se composent les
ecisnces et li philoanphie , subsisteront, il sera impos-
sibie de retausciter d’une maniére durable les an-
ciennet erreurs, ou d'en établir de nouvelles (*).

151, Les décisions rendues & la pluralité des voix,
par des assrmblées oudeys tribunaux, ont un grand rap-
port avec les témnignages et peuvent ftre également
soumisez au calcul des probabilités, si T'on suppose que
les babitudes de 'esprit de chaque votant soieat assez
coustaptes pour qu'il y ait toujours le méme rapport
entre lo nombre des votes ol il prononce conformé-
ment & Ja vérité, et celui des votes oll il se trompe ; en-
softe que v désignant le premier de ces nombres » et m
Je aecond, la probabiiité de la vérité d'un vote soit

, &t sa contraire,

m
¥+ v4+m
Lot différens termes du développement de (v—+m)P
indiqueront toutes fes combinaisons suivant lesquelles
poorra se partager, entre [a vérité et 'erreur, un nom-
bre p de votene supposés également probes et égalenient
éclairés : ainsi le terme pénéral
plp—1)...(p—q+1) i ms,
t.2.3...q

(") Cems en confondant tes effers du progrés des lamidres avee
Pafhiblisocment de Ja tralition, que Craig ent Ia bizarre idde d’op-
phruer ko eslowl & M (healogie, afin dassigner la durée du christias
aimas, §'aprés 'nEniblisscment graduel des iémoignages sur leagoals
ot {onde , €1 trogvait pour cette ducde 1454 ans, A partir de 16yg.
As bout da re terme un second svénement de J. C. et une seconde
sowsloucn daveiant vdtablir la foi danstonte s foree. (Voyes Theo-
tagims sdrisuang Principia mathemuaiiea )
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exprimant le nombre des combinaisons dans lesquelles
it y a p—g votes pour la vérité et ¢ pour l'erreur, 12
probabilité de ce partage sera

plp—1) - (p—q-t1) vm
1.2.3...9 {(v4+m)
Si I'on demande !a probabilité que la décision sera

rendue 4 I'unanimité , sans distinguer les votes pourla
" vérité de ceux qui sont pour Perreur, on aura

VP = m?
my
Lorsque la décision est portée et qu'on sait le nombre
des votans qui ont été pour et de ceux qui ont &té contre ,
il ne faut plus alors faire entrer dans la probabilité cher-
chée, que les combinaisons qui s'accordent avet ces
données; et on trouve, comme dans le n° 141, que la
probabilité de la vérité d'une décision rendue & {'una-~
nimité par un nombre p de votans , est

P
v = m?’
et seulement
o}
—_—
e

Jorsque p sont pour cette décision et ¢ contre, on quelle

n'a ohtenu que Iz pluralité p —g. De plus, les remar-

ques faites sur fa marche de ces probabilités , lorsqu'il

s'agissait des témoignages {141), ont également lieu pour

les décisions , et s'accordent avec le bon sens, en indi-
quant qu'on doit attendre la justesse des décisions, platdt
des lumitres que du nombre des votans.

152. En supposant qu'ici, comme dans tons les autres
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genres de hasard, les événemens, quand ils sont trés rée-
pétés, manifestent des rapports tort approchans de leur

. probabilité , on peut déterminer le rapport des nombres

v et m, lorsque 'on conaait, dans uane longue suite de
décimons, le rapportdu nombre total au nombre de celles
qui oot éta portees & 'unanimité, et le nombre des vo-
tans QU on aupPoss avoir toujours été le méme; car sil'on

. r .
désigne ce rapport par 5 oD aura sensiblement

v
(v+my o
Ce moyen & été proposé par M. Laplace (*}; et en
faisant pour abréger

v | m
v+m-—-—¢, doﬁ-v.‘{_—"—;__:-—e,
o en tire I'équation
t(i—ey =1,
n

qui fera connaitre la valeur de la probabilité e. Cette
equation, qui ae monte qu'an 9° degré quand p =3,
doane alors e=! i“‘sr —=
138
1a moitié dee décisions ait été portée & 'vnanimité, ou

; et si Pon suppose que

que E-_—-:; » on en déduit 6= 0,784 : c'est la probabilité

ds la verité de chaque vote, d'aprés 'hypothése établie.
Tirant cosvite de 'équation ci-dessus la valeur deer,
poar la substituer dany la formule
oo [
Vomf R (1—e)f’

i*) Theone aralytigus Jes Probabifetés , pag. ¢Go.
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qui exprime la probabilité de la vérité d'une décision
rendue & l'unanimité, on obtiendra

n
1 — ;(l—e)”;

on surait pu également éliminer (1—€)? au Jien deer.
Ces formules sont trés simples; mais elles supposeat

constant le rapport -:—1, hypothdse gui parait d’abord

inadmissible pour un long espace de temps, pendant Je-
quel les principes politiques, administratifs et judiciaires
varient avec I'état des lumiéres, et les opinions adop-
tées sur les droits commnns A tous les hommes, ou par-
ticuliers 4 certaines classes de la société, et qui méme
ne peut avoir lien quand ces circonstances n'auraient
pas changé. .
153, En effet, la formuls
Pt
Rl

présente une conséquence gue Ie bon sens rejette. Elle
demenre Ja méme tant que le nombre p-— g ne change
pas, quel que soit d'aillears p+- ¢ qui exprime celui des
votans, en v faisant, par exemple, p= 3, g==x10, nu
hien p==230, et g==ach. Dans ces denx cas, la ma-
jorit p— g est également de 15 voix; mais on ne
pourra s'empécher d'attacher bien plus de confiance 4
Ja premiére décision qu'a la seconde, parce qu'on est
porté & estimer Te poids de la majorité des sulfrages,
non par leur nombre absolu, mais par le rapport de ce
nombre avec celui des votans (7).

En cherchant 4 se rendre compte de 'exception que

T
(*) Essai sur ln Probabilite des Deéeisians, B 24v.
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fait ici la raison naturelle 4 une déduction rigourense du
calcul, il faut reconnaitre, avee Condorcet, que cefte
diminution de confiance porte alors str la prohabilité de
Ie vérith de chaque vote . probabilité qu'on regarc]e
cormme plus petite quand la décision est rendue & une
faible pluralité que dans le cas contraire, ce qui peut
tenir & ladificalté particuliére de la question i décider,
Par 1A on rentre dans les principes généranx sur lesquels
le caleol et le bon sens s’accordent; car le plus grand
ternia du développement de (v 4 m)? étant celui on
les exposans des lettres v et m sont dans le rapport de
ces nombres, on s'en approchent le plus (29), ces ox-
posans indiquent la division des votes Iz plus probable
dans une amsemblée, et toute autre I'est d’autant moins,
go'elle a'écarte plus de celle-la.

Une longune suite de décisions portées par les mémes
votans, sur des questions de méme genre , dune pluralits
& peu prés constante, ferait done connaitre les limites dn
partage le plus probable des votes, et conduirait a des
valeurs approchées du rapport des nombres v et m ;
mait ce moyen de le déterminer n'est guére pins prati-
cable que celut du n® 153, La révidon des décisions
anciennes, par un nombrs suffisant de personnes tras
eclairées et dégagtes de tout intérét relatif 4 ces déci-
sions et aux votans gui les ont rendues, donnerait sans
doute des lumiéres importantes, si le travail de cetin
révision n'etait pas a peu prés impossible & exsdcoter
vt parce que les matériaux manquent, ou bien parce
qu'ils soat trop multipliés et trop obscurs,

154. Quoi qu'il en soit, cette nécessité do regarder Ia
probabilité de la vérité de chaque vote, comme pou-
vant varier méme dans I'état de choses le ptus ordinaire,
nbliga de substituer anx expressions des probabilitiy
d priori, celles des probahiliiés 4 posteriori; et par ce
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moven Condorcet trovve, en effet, que la probabilite
d'une décision doit diminuer quand le nombrs des vo-
tans augments, et que la pluralité reste la méme. Nous
n'indiquerons qu'une seule des bypothéses qu'il exa-
mine, celle & laquelle il s'arréte. Ayant reconnu gu'en
ne pouvait arriver avec quelque apparence d'exacti-
tude , qua une probabilité assez considérable que celle
de la vérité de chaque vote est renfermée entre des li-

mites données, il cherche Ja probabilité moyenne de -

la vérité d'une décision portée par vn nombre donné
de votans , & une pluralité donnée (*).

En désignant par a et b les valeurs entre lesquelles
doit demeurer comprise la probabilité représentée ci~

v T "
dessuns par , on trouvera, par les considérations
v+m

du 1n° g3, que les probabilités moyennes qu'ily aeup
votes pour la vérité et ¢ pour l'erreur, ou bien le con-
traire, sont

esm—sem], cspn—se]s

ce qui donne pour la probabilité relative du 1= cas,

S(p-\') —_ S(P-ﬂ
1 a
{S:rw)_sir'ﬂ } + { S?’P)--—S::’PJ}

{Foyez ausst la Note I11.)

M. Laplace, qui n'avait point en égard 4 ces remar-
ques dans la seconde édition de sa Théorie analylique
des Probabilités, s'en est occupé, pour la 3° édition de
son Essai philosophigue sur ce sujet; et i donne avx
limites @ et &, que Condoreet suppose déduites de
I'examen de décisions antérieures, les valeurs L et 1, les
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phas distantes que 'on puisse adopter , puisqu'il cessa
d'#tre probable qu'une décision rendue 3 la plugalita
des vaix, sera conforme & la vérité, quand la probabilite
de chague vote cst au - dessons de § (151). Voiei quel-
ques résultats e’ cetie hypothise, rapportés 4 la p- 1hg
de I'ouvrage que je viens de citer et que doane aussi Ja
formule précedents : « Dans les tribunaux spéciaux o
» cinq voix, sur huit , suffisent pour la condamnation
n de Paccusé, la probabilité de I'erreur & craindre sur
» la bonte du jugement est 1% ou au-dessus de 1. La
» gragdeur de cette fraction, dit avec raison M. La-
n place, est eflrayante, » Dans un jury, eomposé de
douze membres, la probabilité de I'errevr n'est que
++i5, un peu plus grande que &, lorsque la décision
est portée par 8 voix, UL ou environ ;5 grand la
majorité est de g voix, et senlement ;' pour 'unani-
mité, ¢ qui est la condition du jury anglais; d'ou i}
suit que o jury aurgit Pavantage, si dantres considi-
rations ne prouvaient que cetle unanimité peut souvent
eirs forcée, Mais ce qui doit rassurer sur les décisions
des jurys, en temps ordinaire, lorsque les membres
qui les composent ne sont prévenus d'ancun sentiment
pour ou contre la classe d'accusés qu'on leur présente,
et ce qui fonde leur supériorité sur les anciens tribu-~
vanx, c'est la terreur que sent dams son &dme tomt
homme compatiarant, d'en condamner un antre in-
justement nu & une peine frop sévére, sentiment que
fa longue habitude d'examiner et de juger des accusés
affaiblit beawerup dans les mcillenrs naturels, comme
le vemarque M. Laplace, Rien n'est dove plus affli-
grant pour Phomanité et la justice, que la nécewsité,
si1ant est qu'elle existe, de eréer des tribunaux extraor-
dinairer, dans lesnquels if est hien difficile que Vaccusé
ne trouve pas d'abord par la nature du délit qui Tui eat

(*) Essai sur ca Probabilité des Decisions, pag. 2§4—2345- s¢ cdition. s
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imputé, une prévention trés défavorable ; anssi les mow
tive-tron principalement sur Je danger que, dans certains
cas, I'impunité des coupables peut faire courir 4 la so~
ciété (*). ‘

155. Condorcet a eu égard & cette dernidre circon-
stance pour les délits ordinaires; et cherchant & conci-
Lier les intéréts d'un accusé avec la sireté de la sociéte,
il consacre la premiére partie de son ouvrage i déter-
miner dans un grand nombre d'hypothéses de ploralité,
la probabilité qu'un innocent ne serait pas condamné,
et celle qu'un coupable ne serait pas absous. Poyg cela
il s'est proposé les questions suivantes : 1%, quelle est la
probabilité que l'erreur n'obtiendra pas la pluralité exi-
gée ? o°, quelle est celle que la vérité obtiendra cette
pluralité? évéinemens qui ne sont pas contradictoires
quand or exige plus que la simple majorité, ou que
le nombre des votans est pair.
> En effet , si I'on suppose constante la probabilité de
la vérité de chaque vote, que pour abréger on fasse

xfl

L4 m
Y -
' v m

et qu'il ¥ ait p votans, on aura

eP.;..E er—lf+E.(..E.:'_!.) e e, L
1 1.2
L= (p—a)... . (p—g 1) eP™iff

1.2.3....¢q

(*) Voyer. anssi dans les #nnaler de Mathématiques pures ot
appliquédes(t. IX , p. 306), desobservations trés hien fonddes, surles
inconvdniens de la réuvion des juges & la majorité da jury, dane
certaing ca3, véunion qui diminue beauconp la confiance due au
Jugement, et aggrave ls sart de Paccusé,

pour la probabilité que le nombre des votes conformes
& la vérité | ne tombera pas au-dessous dep—gq; si
donc on exige la pluralité r, pour condamner en accusé,
et qu'il soit renvoyé <1l n'a pas cette pluralité contre
lui, Vexpression priécédente continuée jusqu'a ce que

9= (p—q)=r-=a, doi g=2FI_,,

dnnnera la probabilité que la vérité n'anra pas contre
ella la pluralité | et par conséquent que I'accusé ne sera
pas condamné injustement : voild pour la premisre
question,

La seconde dépend encore de I'expression ci-dessus ,
mais continuée seulement jusqu'a ce que

- —r
p—q¢—qg=r, dou q:..—.P---

Py H

condition d'aprés laquelle la vérité ayant au moins la
pluralité exigée , sera nécessairement adoptée, et par
conséquent l'accusé condamné s'il est coupable.

La différence de ces deux probabilités formée de la
partie du développrient de (e~-f)?, commencant

wu terme affecté de ¢ 7+ 1 filp—nt jusqu'd
celui qui l'est de e"'(‘p_r}-’”fﬂp*'r)_l, renferme
tous les cas ol Ja vérité ni erreur n’auront la piura-
lité exigée , et variera avec les nombres r et p (%).

{*) Afin d'sbréger, "omels Ja discussion des formes que doivent
avoir les nombres £ 2 7, pour que les exposans des lettees e ot fanient
des eniiers: il eat bien facile d’y suppléer. On voit aussi gn'en chan-
grent ¢ en f, el réciproquement dans fa seconde probabilité, on
formers Fexpresion de la probabilité que erreur ubtiend:ia la
planlitd exigén, et gni ent Ia contsaire de la premitre des proba
bititds indiquées dans le texte.

18..

71




276 TRAITE ELEMENTAIRE

C'est & diminuer cette dilférence, en conservant d'ail-
leurs la plus grande valeur possible & la premiére
probahilité , que doit tendre la constitution d'un tri-
bunal , corsidération analogue & celle du n? 135.
Condorcet a discuté avee soin tontes les combinaizons
euxquelles elle peut conduire, en supposant que le
nombre de votans soit impair ou pair, la pluralité con-
stante cu proportionnelle au nombre des votans, oun
composée d'une partie proportionnelle 3 ce nombre et
d'une partie constante. 11 a examiné ensuite les rela-
tions qu'ont entre elles les diverses quantités qui en—
trent dans ces calculs, soit comme données, soit
comme inconnues, et a varié les questions avec un dé-
tail vd novs ne saurions entrer. On peut sans doute at-
taquer ces applications du calen] des probabilités avec
autant de raisuu que ce qui regarde Jes témoignages; et
nous avons déja fait connaitre les principales objeclions
qui s& présentent sur ce sujet : mais cependant, si les
hypothéses auxquelles il a fallu recourir, ne permertent
pas d’accorder beaucoup de confiance aux résultats ob-
tenus, la connaissance des combinaisons qu'elles déve~
ioppent et de la marche des valeurs qui en dérivent,
n'est pas non plus sans quelque utilité pour diriger la
réflexion sur ce qui peut arriver réellement, du moins
quand il ne s'opére pas des changemens brusques
dans la probahilité des votes, et pour classer les fails
afin d'en déduire des conséquences précises et appli-
cables.

156, Les élections sont aussi des jugemens lorsqu'on
les envisage sous le rapport de ia bonté du choix, qui
dépend des lamicres et de I'impartialite des électeurs; et
Van peat demander quelle est la probabilite qu'un can-
didat admis d"ajirés une forme donrée de scrutin, a une
veritable supériorité sur ses concurrena. Malheureuse~
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i
ment les passiens ne dérangent pa< meins ici les caleyly
que dans fes témoignages et Jes décisions. En vain Con-
dorcet et plisieurs autres publicistes onteils cherché
des formes qui pussent oter & Uintrigne son influence ;
ou ce# formes n'ont pas été snumises a 'expérience, ou
elles ont été trouvées détectueuses, Mais en renoncant
4 ce point de vue du probléme , et en regardant seule-
pient une élection, ou, ce qui est la méme chose, une
décision a fa pluralité des voix entre plusienrs propo-
siticus , comme un moven de terminer Jes diéhats en
adhérant au veew du plos grand vombre , il reste en-
core beaucoup de difliculté & constater , dans cer-
tains cas , quel est réellement ce veen (*)? L'étendus
4 laquelle est déji parvenu cet ouvrage, me permet
4 peine d'indiquer sur chacuue de ces divisions du
sujet , quelques principes généraux.

Lor:qu'il n'y a que deux candidats , la majorité des
sulfrages en faveur de 'un d'eux, se manifestant tout
de suite, indique sa supériorité, si les électenrs sont
également cclairés | et dans tous les cas prouve qo'il a
Jo veeu du pius grand rombre; mais i n'en est pluy
ainsi dés qu'il ¥ a seulement trois candidats. En ef-
fet, quand un électeur vote senlement pour le can-
didat qu'il estime Te plus, il laise indécis ['ordre
de préférence quil assigrerait aux aptres syl était
obligé de choisir entre eux; mais si chaque votamt
£crivait sur son bulletin les trois noms des candidate
rangés dans ordre de mérite qu'il lewr attribue, ne
pourrait-il pas arriver que celui qui a éié le premier ser

(*" H ne parnic pas qu’an ait fait cotze distinction avant M. Daunon,
dans lexcellent Mémaire qu'ita Inen Lan 1x (18031, sue ce aujet
Ia Classe des Seieners morales et politigues de 'Instime, ot qui,
playant ¢1d imprimg qu'h parr, est sssez <diflicile 3 teouver,
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la majorité des bulleting , mais le dernier sur tout le
reste, eiit moins de mérite que celui qui a été inscrit
le second par touz ceux qui ne lui ont pas donné le
premier rang. Il est aisé d’apercevoir que cela dépen—
drait de la valeur qu'on attacherait a la différence de
mérite entre les rangs.

Si, par exemple, en suivant le scrutin proposé par
Borda (*), on donne au mérite respectif des candidats
des valeurs proportionnelles an rang qu'on jenr assigne,
qu'on écrive en conséquenca 3 pour le premier, 2 pour
le second et 1 pour le troisiéme , qu'il y ait 3 candidats
désignés par les lettres A, B, C, que sur cent votans
65 leur assignent Vordre ABC et 35 Y'ordre 5CA; i
est évident que la majorité des sulfrages est pour A,
puisqu'il a été regardé comme supérieur dtous les autres
par 65 électeurs : capendant, si l'on estime le mérite re-
latif des candidats par Ja somme des nombres qo'ils ob-
tiennent sur chagque liste , on ne trouvera pour A que

65,3 435.1 == 330,

tandis qus B placé le premier 35 fois seulement , wais
65 fois le second, aura

65.2 4-35.3=1235,

et sera par conséquent élu dans cette forme de scrutin,
Il 'y aurait rien & dire contre cette conclusion, si
la graduation des numéros était exacte, et qu’ils eussent
été appliqués de bonne foi; mais il n'est pas difficile de
voir qu'elle est peu siire sous le premier rapport, et que
sous le second elle se préte facilement & I'esprit de ca-
bale. Substituons d'abord aux nombres déterminés 3, a,

{**) Mémaires do I'.Académio dos Sciences, amnée 1781,
pag. 657,
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1, lea lettres p, g, r, et nous arriverons par le méme
scrutin & 'élection de A, si nous posona

65p 4 35¢ > 35p - 659,

ce qui peut se faire d'une infinité de maniéres. En lais-
sant anx lettresq et r, leurs valeurs primitives aet 1, la
condition ci~dessus devient

65p 4-35 > B5p-b 150 ou Bop>gb,

et montre qu'il suffit de faire p>3 4 pour que la somme
des numéros obtenus par A, soit plus forte : or peit-
on balaneer le mérite des cndidats avec une exactitude
aussi minutievse; etd'aillenrs les votans auront-ils dans
'esprit une mesure gommune i lagnelle se rapportent
exactement les unités qu'ils emploient? Autrement les
plus aévéres déprécieront trop les candidats, les plus in-
dulgens leur assigneront des nombres trop forts.

La dépréciation pourra méme étre effectuée de mau-
vaise foi, dans l'intention d’écarter le concurrent qu'on
craint le plus. En effet, dans Fexemple gue je viens de
donner, 35 électeurs sachant que les meillenrs candi-
dats sont £ et B, et voulant exclure A, n'ont qu'a s'en-
tendre pout le placer an dernier rang, ils rendront inutile
le voeu d'une majorité trés prononcée en #a faveur. Il
nest pas doutewx que dés qu'une pareille circonstance
est remarquée , les passions ne la mettent bientdt & pro-
fity et qu'on ne eroye pas qu'elle ne paisse avoir lieu que
dans quelgnes cas. Elle est au contraire frés étendne ;
car si P'on désigne par m—+-r le nombre des électenrs,
qu'il y ait mbulletins dans la forme 45C, et n dans la
forme BCA, A ne pourra étre ¢lu gu'antant que

Sma-n>om 432, on m >aa:

it Jui faudra domc plus des % des sulfrages individuels.
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1Les inconvéniens de ce scrutin deviennent encore plus
graves s le nombre des candidats est plus considérable.

157 Lorsqu'on a reconnu la trés grande difficulté,
pour ne pas dire 'impossibilité d'obtenir, par les appreé-
ciatinns de chaque électeur, une évaivatien exacte du
mérite respeetif des candidats, il faut en revenir &
prendre pour cette mesure , le veeu bien exprimé d? la
maijorité; et le moyen cui se présente pour connailre
ce vau , est de consulter chacque électeur sur ces candi-
dats comparés denx & denx. (Vest & quoi peuvent servir
le: numéros affectés a chaque candidat, pourvu quen
ne feur assigne d'autre fonction que d'exprimer le rang
dans lequel ily sont placés par les électeurs.

£n établissant un certain ordre ABC, par exemple,
le votant aflirme les propoesitions suivantes,

A vaut mieux que I

d'ott il suit 4 vaut miewx que €
& vaut mieux que C} ! 1 ’

ce que pour abréger nous exprimerons par
A>B, B>C, dod A>C

Celaposé, 3 candidats pouvant étre rangés 3 & 2 de
six maniéres dilferentes, il faudra , en décomposant les
scrutins comme ci-dessus, chercher que's sont les ar-
rangemens qui ont obtenu le plus grand nombre de
voix et en déterminer les conséquences sur Vordre &
établir entre les 3 candidats.

Supposons que 6o électeurs se soient partagés sur
Yordre des candidats , comme il suit ;

a3 pour ACB, 1gpour BCA,
16 pour CBA, apour CAB;

formant d'abord la comparaison de A avec B, on trou-
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vera que laproposition 42> 8 est établie par a34-az=nb
suflrages , et sa contradictoire #2».4, par 194-416=35;

La proposition A4 > C par 03 et sa contradictoire
C> 4, par 19416 4+ 2=57;

La proposition 72> € par 19 et sa contradictoire

C>8,parad+16 4 a=41.

Parmi toutes ces propositions les trois qui ont obteny
le plus de suffrages, sont done C2> B donnée par 41,
C> A par 37, B> A par35.

Ce systéme de propositions qui ne renferme ancune
contradiction , établissant V'ordre CO 4, donne la su-
Ppériorité absolue au candidat C, qui n'aurait eu que 18
vaix sur 6o, si i'on n'avait écrit quun sev! nom ser
chaqué bulletin, tandis que A en aurait en a3 et B 1g;
ot si, conformément a l'usage établiquand 'élection doit
étre faite & la majorité absolue, nn eit obligé les élec~
teurs dans un novvean scrutin (le baliotage) , & ne voter
que sur les deux candidats qui avaient obtenu le plus
de voix ," C aurait 4té exclu. Il est visible que ce dernier
défaut du scrutin ordinaire croit avec le nombre des
votans et des candidats, et qu'un petit nombre d'élec—
tevrs qui s'entendent peut forcer la majorité , dont
les veix se sont dispersées sur un grand nombre de can-
didats, a choisir entre deux qu'elle repousserait si elle
en avait [a liberts.

158. Dans V'exemple précédent les trois propositions
qui ont obtenu le plus de voix sont, comme nous l'avons
remarqué, compatibles entre elles, et toutes nécessaires
a1 I'on veut établir un ordre définitif entre les candidats ;
car les deux premizres laissent indéterminées la subor-
dination qui doit exister entre . et /7; mais cela n'arrive
pas toujours, Si, lenombre des électeurs restant le méme,
leurs voix étatent divisées de cette maniére,
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13 pour ABC, g pour ACH, 30pour BCA,
10 pour CAB, g pour CBA,

on trouverait, en opérant comme ci-dessus,

A > Bpar 31 suflrageset B >> A par a9,
A > Cpar m1 et C > A par 3g,
£ > Cpar 33 et € > U par 28;

rapprochant alors les propositions qui ont obteru le
plus de voix, on romberait sur le systéme

C > A donnée par 89, B > C par3a et A >Bpar 51,

dont les deux premiéres conduisent nécessaitement &
B> 4| résultat contraire a la 3*.
Pour échapper & cette contradiction, Condercet , qui
a discuté avec beancoup de soin et A plusienrs reprises,
la théorie des élections, propose de ne composer le ré-
_sultat fnal gu'avec deux propositions, lorsqu'elles ont
une conséquence nécessaire, et de chercher ensuite
parmi les trois systémes qu'on peut faire en combinant
deux 4 deux les troix propositions indiquées ci-dessus,
celui qui a obtenn le pius de suffrages, en réunissant
les votes qui ont été donnés 4 chacune des propesitions
dont il est composé. Or on trouve ainsi

71 sulfrages pour C>>A4, B>, d'ou l'ordre BCA,
70 C>A, A>8, CAR,
63 I>C, A>B, ABC:

c’est donc le premier systéme qui est voté Ie plus for-
tement, et anquel il faut s"arréter si toutefois on est foreé
de consommer 'élection (*). Cette derniére restriction
a paru trés nécessaire 4 M. Daunon, qui présente contre

(*) Essai sur {a Probabilité des Décisions , Discours prélimi-
naire, pag. |xvij.
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cette maniére de combiner les propositions, des diffi-
cultés trés fondées ; et qui pense que dans ce cay douteux
oti il ne saurait y avair de majorité bien prouvée, le-
seul parti & prendre, si f'on ne pouvait remettre 1'élde-
tion, serait de choisir le candidat qui a la pluralité re-
lative (*).
15g. Les propositions comparées dans les numéroa
précédens par rapport avx nombres de suffrages qu'elles
ont obtenns, pourraient I'étre par rapport & leurs pro-
babilités Jorsque celles de la vérité et de Ierreur de cha-
gue vote sont connues. Par exemple, un scrotin de
%3 votes, sur lesquels 18 sont pour £ > D et 4> C,
15 pour B3> A et C2> A, 32 pour B> C et 1 pour
C > B, conduirait & 'élection de . parles propositions
A>B et A C, dont le systéme a une probabilité
v!

vt

VB
T (1breti7);

mais Ja trés grande pluralité qu'achtenue la proposition
B>, donne, dans le cas ol v surpasserait pea m,
plus de probabilité an systéme B> C et 82>4, quoique
la seconde proposition n'ait eu que la miuorité des suf-
frages.

En effet , Ja probabilité de ce dernier systéme étant

vt m?

it +m.'il ] + m*
s lon fait m—uav , quon réduise au méme déno-

minateur les probabilités dn prenier et du second sys-
téme , on trouve pour les numérateurs,

i et & (1442%),

("} Mémoire sur Iss ﬁ?eﬂiom, pag- 63.
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expressions qui deviennent 1,038 et 1,360 lorsque
= = 0,9; « ainsi, dit Condorcet, le systéme pour lequel
» on conclut la pluralité, n’est pas nécessairement celni
n<qui a la plus grande probabilité (*} » ; mais cependant
on ne doit pas adopter ce dernier dans tous les cas,
parce que souvent l'une des deux propositions n’ayant
qu'une probabilité fort petite, impliquerait contradic-
tion avec d'autres qui en ont une plos grande,
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Si I'on joint & cette difliculté celle de constater la.

probabilité de chaque vote, on sera bien fondé 4 s'en
tenir dans les élections , & Ja recherche du veeuw de la
majorité, ce qui, comme on vient de le voir, n'est pas
toujours une clhiose aussi simple qu’on pourrait le penser,
En réduisant le nombre des votans on facilite beaucoup
1a formation des votes et leur dépouillement. Cette rai-
son, jninte 4 d’antres que ce n'est pas ici le lien d'ex-
poser, a conduit & établir plusieurs degrés d'élection
peour arriver & un choix déhnitif, c'est-a—dire , & faire
nommer d'abord des électeurs qui doivent & Jeur tour
en choisir d'autres , et ainsi de suite; mais par ce mode,
Iinfluence de la volonté générale diminue a chaque
nouveau degré qu'on ajoute d I'élection, et le choix
de P'assemblée la plus élevée est souvent trés dif-
ferent de celui qu'avrait indiqué cette valonté, ai
on l'avait immédiatement consultée : un caleul fort
simple rend trés frappante la vérité de cette agser-
tion (**).

(") Essai sur la Probabilité des Décisions, pag. 123.

(**) Yoyez les Remarques de M., Gergonne, Annales de Mathe
matigues, tome VI, pag. 1.
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De la probalulité des milieur pris entre plusieurs ob-
servatiuns.

160, Pour achever de parcourir les principales ap-
plications du calcul des probabilités , il me reste &
pecler de la maniére de prendre be milien entre plu-
sieurs resyltate ou observations, en avant égard anx
diverses probabilités des erreurs, ou de déterminer les
ererections les plus avantagenses que des valeurs déji
trév appeachées, doivent subir pour satisfaire le mieux
powible 4 on grand nombre d'nhservations. Cette
tecberche, éommencée par Lagrasge, éclaircie par
Euler (*}, & été poussée irés loin par M. Laplace;
mais coarme elle sw rapperte principalement & 'As=
tronomie, ot dépend de la forme dey méthodes em-
plovérs dans cette seinnce, eile sart des limites que jai
de me preserire. Je e Bornerai eevlement 4 dounner
wne idbe de |la manicre dont e calenl des probabi-
ltee oapplique au cae le plus simple de la ques-
pon, evlui ou il s'agit de prendre Je milien entre
plosiewrs  déterminations immediates de la guantita
chavebis.

Dans I# principa on a comparé les observations aux
jeta d'un dé syant autant de faces gu'on admettait
Ferreurs powmibles, et U'on a suppesé dabord que ces
wrreuns étaient également probables. Par exemple, si
pour s rendre compte dune mesure dout le résultat
we peat pas w¢loigner de la vérité, snit en plus, soit
en mnios, su-deld de 5 parties tréy petites, comme
5§ eecondre de degrd, on congoit un dd ayant 11 faces

£ 2rlenges da la Sorreté dde Turin, by, p. 109, Nova Aetn
Avedd Potrapolitane 1. 111, p. 2Ry
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marquées par les nombres

""'51'_4:-'3n -3, 1, 0,+t, +32, +3) +4, +5;

un nombre n d'observations étant assimilées an jet
de n dés semblables, les erreurs dont peut étre af-
fectée la somme de ces ohservations serout exprimées
par la somme des points que peuvent présenter les
dés. Il suit dela, et du n® 56, que cette somme pourra

recevoir toutes les valeurs marquées par les exposans °

de x dans le développement de polynome

I—'\:’+J-‘“i+x—~3+xf——l+x—l+xo}n
{+x‘+x’+x3+x*+r‘" )

Le terme affecte de 'exposant zéro répondant an
cas ol toutes les erreurs se sont compensées daos la
somme des observations , son coeflicient divisé par
(11)*, exprimera la probabilité que cette somme est
exacte, et qu'en la divisaat par le nombre n des ob-
servations, on aura la vraie valeur de la quantité cher-
chée.

5i av lieu de se borner au terme dont l‘expos;ant
est 0, on embrasse plusieurs antres termes, on en dé~
duira alors la probabilité que l'erreur de la sorume
des ohservations est renfermée entre certaines limites,
Ainsi, eo réunissant les termes dont les expnsans sont
~~a,-—1, ¢, +1+42, on anra la probabilits que
Perreur de la somme des ohservations ne surpassera
pas a secondes, soit en plus, soit en moins, erreur
qui, dans le resultat, étast divisée par n, sera com-

. - 2 9
prise entre les limites — = et =4 -,
n n

Le développement du polynome proposé s'abrége
beaucoup par le procédé du n® 56, Dans l'exemple
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cidesaus, on a

a8y

(it e = (e 2 )
=i (11:': 5= ) e Y (| )R

ot il ne sora pas diflicile de former le coefficient du
terme affocté de tel exposant qu'on voudra.

161, Quand oo assigne aux erreurs des probabilités
diverses, cela revient & supposer que chacune de ces
erTeurs est marquée sur un nombre de faces propor-
tionoel & sa probabilitd; en sorte que si 'on suppose
toutes ces probabilités reduites au méme déhoming-
feur, of roprésentées par la lettre e, numérotée d'apris
Verrear & laquelte elle se rapporte, les chances d'er-
reur dans la somme des observations seront données
par les coefficiens des puissances de x, dans le déve-
loppement du polynonie

(ot e xt. e 2% ozt esz®),

i lo pombre der erreurs possibles est encore Jimité
4 5.

On voit que par cette mani¢re d'envisager la ques-
vion, la difficulté est tour entiére dans la longueur
des calculs, qui devient excessive dés que le nombre
dee erreurs possibles et I'exposant n sont considéra-
bles; et ¢'est & diminuer cette difliculté que s'est at-
taché Lagrange dans le Mémoire cité.

Il & fait aussi plusieurs hypothéses sur Jes probabi-
lités des erreurs. En supposant, par exemple, les er-
reure dautant mains probables qu'elles sont plus
grandes , et »e hornant tovjours aux nombres de
Voxemple précédent, on pourrait prendre pour la letire
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e la progressian
1, 9:31415»6s5r4- 3,9, 13
en sarte que fe polynome 4 développer serait

(x4 x4 Bx=3 A fr* - 5~ o+ 627
=L br' - 4rt 4= B0 - axt 4 ),

Quant au dénominatenr commun des probabilités
des erreurs, c'est évidemment la somme des nombres
substitues aux e.

Si ces probahilités ne formaient pas une progres—
sion symélriqie comme la précédente, tant par rap-
POTt aux erreurs positives qu'aux négatives, il pourrait
arriver que le plus grand terme du dévelnppement ne
serait pay alfecté de 27, mais d'une autre puissance
de x, dont l'exposant indiquerait alors 1'erreur la
plas probable dans la somme des ohservations. 1
faudrait donc ¢drriger cette erreur avant de diviser
la somme donnée, et le quotient obtenu ensuite serait
le résultat le plus probable.

162. Voild a peu prés toutes les notions ¢lémentaires
qu'on peut dosner sur ce sujet. Pour s'élever au-deld
il faudrait 'étendre beaucoup, et d'abord remarquer
quwune observation, pouvaat différer du vrai par des
intervalles aussi petits qu'on voudra, ie nombre des
erreurs 4 considérer, quoique assujetti 4 des limites
finies, doit néanmeins étre regardé comme infini, ce
qui fait entrer cette recherche dans le domaine dn
Calcul intégral. (Foy. la note IIL.)

Ensuite, le plus souvent, les gquantités & détermi-
ner ne sont pas données immédiatement par les ob-
servations ; eltes doiveat seulement étre telles, que par
certaines combinaisons avec des nombres antérienre-~
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ment connny, elles repréventent ces observations , et
sk elles ne le font pas exactement, c'est qu'il ¥ a errenr,
voit dans ces cquantités, soit dans les observations
mémes, Cette dermitre circonstance fajt que dans le
probleme il y a bien plus d'équations que d'incon—
nues ; at la manisre de les combiner, pour en obtenir
le reoultat qui & 2 plus grande probabilité, aingi que
do déterminer cette probabilité, dépendant de 1a forme
de ces equationa, sort enticrement des limites de ce
traite. Jo dirai sculement que la rézle la meillenrs,
celie de rondre un minimum la somme des quarrés dea
errears, ou elles entrent dans leur entier, quel que soit
leur signe , a été établie d'une maniére tréssimple , par
M. Legendre. Quant 4 I'évalnation de la probabilité du
resgltat anquel elle conduit, on la touve dans la
Théoris onalytique des I'robabilités , et dans un
Mewoire o0 M. Plana a tfaitd de nonveau ce sujer
avec beancoup d'etendue et de clarté (7).

I Pévaluation morale des Probabilites.

16a. Lonsquo o calenl dec prababilités est appliqué
& dee sujets qui interessent notre fortune ou notre vie,
des sotbees wbatraity peraissent peu propres a nous
faire connaltre limportaner que nowa devans attacher a
ses risultats. Mais pi Fobjet de ce caleul est de ramener,
autant qas faire ae prut, nos impressions & une mesure,
execte, il doit nows olftir ans.i le mnyen de trouver une

1 ¥oret labord NVawvelies piethodic pour fu determination
dos wrbites des comdtes, par M. Legendie, p. 2 Depuis fa poe
biw 41900 de ce Mémuoire , M. Gauns, de v eded, ciait parvenu A
b mecumae tigle, dans an Phearia motoccarpornm coelestiunt.
47y ew rmawine de chap. IV dde dn secopde partie de o Théarie anas
{y tsqoe dou Peobabiluss, pre M. Laplace, et dans Jen Menmoires
de  Aegdsanie de Turon, ann. \RBirseiBia, edui de M. Plana.
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impression equivalente & une mesure dennie. En effet,
placés au milieu d'une foule de dangers que nous
sommies obligés de braver soit pour notre intérét ou
pour notre plaisir, et sur [esquels ['babitude et Iopinion
générale paraissent assez constantes, les probabilités
de ces dangers peuvent servir de termes de coparaison
avec ceux qui ont été calculés et non encore éprouveés.

Pour un intérét assez modique, un homme prudent
entreprend une traversée plus ou moins longue, sor
mer , un pastage difficile, par exemple celni du pont
Saint-Esprit lorsqu'on descend Je Rhfne en batean, et une
foule d'autres;actions assvjetties & des risques divers, &
donc on avait des relevés exac!s qui fissent connaitre
la proportion des accidens aux succeés, on en déduirait
une échelle de probahilités, dont lavaleur morale serait
mesurée par importance attachée aux résolutions
qu'exigent Tes entreprises dont il s'agit. On pourrait
aussi comprendre dans cette classe les risques pécu-
niaires anxquels se soumettent, dans l'espoir d'un gain
plus cu moiny considérable, des hommes connus pour
jeur expérience et leur sagesse dans la conduite d»
feurs affaires; mais ces données manguant, on a tiché
&'y suppléer par les Tables de mortalité (*).

Buffon s’en est servi pour déterminer une limite au-
dessous de laguelle toute probabilité devait éire re-
gardée comme nulie (82); il fixa cette hmite &
parce gu'aucnn homme dans son bon sens, n'est frappd
de la crainte de mourir duns le jour, et que sur 1coou
personnes il en mieurt vne dans cet iutervalle. Danic!
Bernoulli vhserva d'ahord que pouvr firmer cette va-
leur avec exactitude, il failait n'y pas comprendre les

(%) Essai sur la probabilité des Ddeisions, pag. 225, o1 1he-
cours prehiminaire, pag. cvij.
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individus qui avaient urne maladie ou des motify conuns
de craindre une mnrt prochaine ; et Condoreet pensait
qu’un risque nécessaire et babitnek ne pouvait pas servir
de terme de comparaison lorsqu'il s'agit d'une ditermi-
nation volontaire ; que d'ailleurs on ne pouvait pas se
borner & o seul terme, ot qu'il en {allait au contraire
un trés grand nombre, alin qu'il v en elt pour les di-
verses spéculations qu'on pouvait se proposer.Cette der-
nitra objection me parait au fond la plus solide; car si
nous nous habitpons pour nows-mdémes au danger
de mourir dans un intervalle de temps trés court,
nous Vapprécions mieux & l'égard des antres , et
nous faisons reposer des intéréts plus ou moina grands
sur 'existonce des personnes , d’aprés leur 4ge ot I'état
de leur santé,

En calculant donc le risque de mourir dans lin-
tervalle d'un an, dun mois, dune semaine, d'un
jaur, d'une heure mime , ponr des personnes hien
portantes de diffévens age~ . on {onmera suns peine J'¢-
chelle dont nouns avons parlé,

La Table dremsée par Deparcienx sur les indi-
vidus choisis (136), donue, a l'age de vo ans, la pro-
babilité

R . b .
ou environ —— de mourir dans I'année,
B4 100

....L =t dans le mois,
Bi4.12 a3
L} '

—te =T dans la semaine,
t14.ba  Sagr
-—-i-!—— nu eaviron dans le jeur,

Rirg .36

= =

37134

-

1

8
Hig 5. a4 = By 350

ans une heure,

9. .
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Ces probabilités varient avec l'dge , mais par des'dif=
férences qui sont d'autant moindres, que I'intervalle de
remps est plus court, Prenant dans la méme Table les
probabilités analogues pour I'dge de So ans, on trouve

1o

58

Bi I'on retranche de cette probabilité celle qui cor—
respond & P'ige de 20 ans, la différence sera la mesure
de l'aogmentation que l'dge apporte auw risque de
mourir pendant la semaine , augmentation dont l'im-
portance morale est fort petite; car un homme de
Bo ans qui jouit d'une bonné santé, n'appréhende
guére plusde mourirdans un intervalie trés court, qu'un
jeune homme de 20 ans. Ce genve de probabilité était
telui que Condorcet proposait de préférence, comme
pouvant servir de terme de comparaison, Au reste ce ne
sont encore la que des vues qu'il ne faut pas trop res-
treindre ; car il est évident que.le sujet ne sawrait ad-
mettre des nuances bien délicates, et que le bat est
rempli quand on a offert & 'imagination un rapproche-
ment qu'eile peet saisir.

da a 12 4 aine, etc
ns un an, ———— dans une semai .
*h81.53 . ?

Reésumé géneral.

163, Daps les Notions préliminaires formant le pre-
mier paragraphe de ce Traité, j’ai tiché de faire sortir
celle de la probabilité, des habitudes mémes de notre
entendement , et de montrer que, reposant par s na-
ture sur une énnmeération, elle pouvait étre susceptible
de se préter au calcnl, au moins dans un grasd
nombre de cas. Aprés avoir parcouru les plus impor-
tans, il me parait uviile de résumer les circonstances
remarquables qu'ils nous ont offertes, coreme devant

DES PROBAMILITES. ag?

eompléter le Tableau de la science, déja ébauché en
parlant de son origine.

Déterminer le rapport du nombre des chances gui
aménent un événement, au nombre total des chances
qui peuvent arriver, en descendant jusqu'a celles qui
sont également possibles : tel est le probléme 4 ré-
soudre quand les événemens sont produits par des combi-
naisons dont les élémens sont donnés et dont le mode
est connu, ce qui est le cas des jeux; et l'on sent
gualors le calcul doit souvent rectifier les simples
apercus du bon sena, gui ne peat pas suivre Je dénil
des combinaisons Joraqu'elles se multiplient et se com-
pliquent au-dela d'un cerfain terme. Aussi. avons-nous
donné plusieurs exemples d'erreurs remarquables (19,
24, 46).

Le penchant qui nows fait attendre avec plos de
confiance Varrivée de I'événement par rapport auquel
nous pouvons répéter plus souvent le jugement de pos-
sibilité que le jugement contraire (5), ne serait, dans
Jo cas qui nous occupe , qu'ene illusion, si la théotie
mathématique des combinaisons ne montrait pas que
le nombre de cefles qui sont favorables 4 ce penchant,
augmente & mesure qu'on embrasse un plus grand
nombre d'épreuves {(33), et qu'elles condnisent & des
probabilités dont la grandeur frappe également tous
les esprits ; en sorte que le temps domnerait aux plus
grossiers la preuve de ce qui ne peut d’abord 8tre saisi
que par une sagacilé irés exercée : et de ld se dédnit
le petit npmbre de propositions suflisantes pour fonder
les motifs qui nous font croire & la probabilité (3g,

40) {*)-

(*) Lee fond de ces diverses propositions est seafermd dans ce juge-
ment de Gibbon. « Les Inis de la probabilitc si vraies en géneral,
w si trampeuses en particulier. w (Mlémoires de Gibbon , L Ie¥,
i 30r=262 de la traduction francaise.)
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{letta méme propriété de la répétition des éprenves
conduit & I'évaluation pécuniaire des événemens aléa—
tnires, et mettant en gvidence les suites gue doit avoir
négessaivement & la longue | a plus petite inégalité dans
le sort des joueurs, dés qu'elle est constante (6g),
montre combien il est imprudent de se livrer au jeu
guand on v a du désavantage, et méme de risquer des
sommes un pen considérables , quand le jeu est égal,
parce que dans une longue suite de parties, il devient
de plus en plus probable que 'un des joneurs éprouvera
une perte surpassant telle somme qu'on voudra (71).

t64. Ce n'est pas pour les senls événemens que nous
ponyans voic sortir des combinaisons qui les produi-
sent,, qoe la probabilité acquiert du erédit sur notre
eaprit; elle opére de méme a ['égard de la répéti-
tion des faits dont lorigine nous est totalement in-
tonnoe. En assimilant la production de ces faits an
jet d'un dé, au tirage de numéros pris an hasard
dans une urne, on doit en effet conclure du théo-
réme de Jacques Bernoulli {34) que, si des obser—
vations multipliées manifestent , dans la succession
des divers événemens, des rapports renfermés entre
des limites peu distantes, ces rapports indiguent 4
peu prés les probabilités simples d'upres lesquelles
nn peut conjectarer sur Pavenir. Le sentiment de la
constance des lois de la nature, inspiré de bonne
heure . par l'immense ;'épétition des mémes succes-
sions dans le plus gramd nombre des faits qui se pas-
gent sous nos yeux , avait conduit a cet apsreu ; mais
il n'était pas inutile , ce me semble, de le voir sortic
ausst du développement des combinaisons mathé-
watiques, et, ce qui est eucore plus remarquable, de
V'obtenir corame le terme moyen du uombre infing d'hy-
pothéses qu'on peut faire sur la possibililé des événe-
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mens dont les causes sont tout-a-fait ignorées (R7, 93),
1 est sous cette dernicre forme qu'il est bien circonscrit,
qu'on reconnait les borues oo il faut le renfermer,
¢t comment Passurance diminue i mesure que Pé-
tendue de 'avenir augmente par rapport & celle, du
passe (q1).

La fréqrente succession des mémes faits |, qui méne
& {idée d'une liaison nécessaire entre eux, étant sou-
nrise an calew!, donne une mesure de la probabilité
de cette liai:on, et monire jusqu'a quel point on
peut y compter, quand méme on n'aurait pas d'au-
tres wistifs de I'établir (104, 105). Cette théorie mérite

.quelque attention , puisqu'elle offre un moyen trés

spécienx de réfuter les exces du scepticisme , sans re-
conrir & ces principes posés d priori, et tout aw moins
ansst douteux et ausst obscurs que ce qu'on prouwve
par leur secours.

165. La ditermination des probabilités , par Je
namhre et le mode «des combinaizons, le méme pro-
hlime , lorsqu'an u'a pour données que observatinn
des (vénemens passés, enfin lu détermination de [a
probabifité de Vexistence des causes, ou, pour parler
plus exactement , des tendances naturelles 4 la pro~
duction des événemens qui sont plos répétés que
tFautres , sont donc der questions dont la solutien
n'est pas seulement curicuse comme pouvant exiger
begucoup de science de caleul, mais encore comme
donnant des Tondemens plus solides aux principes gé-
veraux de I"art de conjecturer (*).

1°) Lavdeeniine e ces questions, consilédide cu gendral, a bien
Puaportanee gqolon i stebie ici, mais won pas dans tinees ses
apphications. La conmaissanes e valem prdeise de fa probabidied
sue dos effote sond dus O une canse phutde qpcan hasard napme
wat oen wie Faotice de cette caee ) pacait bien Join de repondes

)
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166. Pour appliquer cet art, il faut des données
et suivant leur natvre elles seront susceptibles ou non
de se préter au calcul. Celles de la premiére espéce
ne manguent point dans les jeux, ou elles se tirent
des conventions établies et de la forme des instru~
meris aléatoires, Dans les autres applications , ce
sont des faits qui n'ont encore eté recweillis que
d'une maniére trés incompléte , et pour certaines clas~
ses seulement. La principale, celle des faits concer—
nant la durée de la vie humaine, a fourni d'utiles
spéculations, et d’autant plus sires, qu'eiles ont [ét6
appuyées wur les élémens plutdt observés que con-
clus ; car, ainsi quon V'a vu plusieurs fois dana le

cours de cet Quvrage , ¢'est par les hypothéses ima~.

gintes pour suppléer aux cbservations immédiates ,
que Lerreur s'introduit dans le calcul. Les questions
qui &'y montrent le plus rebelles sont, sans contre-
dit, celles qui tiennent & la volonté des hommes;
mais cependaut nos actions oat des consequences
aussi nécessaires gue celles de tontes les autres forces
de la nature , et laissent des traces qui, scrupuleuse-
ment examinfes, discutées et énumérées, fournissent
d posteriori une mesure de la valenr de ces actions.
Si, par rappert aux témoignages, anx jugemens, les
passions se jouent du caleul, leurs effets bien ob-
servés en préciseraient toute Iinfluence beaucoup mieux
que les déclamations auxquelles on peat aisément avec

par son utilitd A Pappareil ke ealeul gu'exige trés souvent su déter-
mination. Quand la repetition des faits, o leur constance est sulli-
samtmient cousiatde par les moyens les plus stnples , on essaye de
tes lier pardes hypothéses; et I'histoiee des scivnces pronive gnlon
viarche & cet égareh du simple s compasd, en anivant ardre des
apparences , ga'on prend d'abord ce qulon voit pour ce q.ui est, ot
qu'en rapporte kes formes et les effets nouveons b coux fui sebleng,
Tes plog repeics.
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de bonnes intentions , et peu de lumicres , se livrer sur
un sujet tant rebattu,

Ainsi ne nous lassons pas de répéter, avec tous
ceux qui désirent sincérement les progrés de la civi-
lisation, qu'il en faut toujours revenir aux faits; que
tout, a la longue , peut se compter , se mesurer, et
par conséquent &re soustrait, au micing en grande
partie,, & 'empire de 'imagination; mais disons aussi
qu'on ne sawrait atteindre ce point si désirable, qu'en
mettant la plus grande rigueur et le plus grand dé-
tail dams la classification des faits, afin d'éviter ces
amsaciations igréfléchies et incxactes qui chargent les
meillears priocipes, de conséquences. edienses tont
4 fait étrangéres & ces principes , comme on pour-
rait le prouver, non-seulement par des discussions
raisonnées , mais en montrant par les faits que les
miémes gonséquences ont pu étre tout aussi légitime-
wient attribuées aux principes les plus opposés.

Enfin, quand les faits manque.it ou ne sont pas oon-
cluoane , le dizcussion quil faut substituer aux monve—
mens d'un enthousiasme souvent factice, par lesquels on
a égaré les hommes dans tous les sens, cette discus-
sion , dis-jp , doit prendre des formes assez analogues 4
celles du calcul. Balancer des avantapes et des incon-
véniens , séparer des exceptions, fixer des limites | n'est-
ce pas en effet une sorte de manitre de compter? et
quand lallirmarif ot le négatif se montrent au méme
degré, peut-on faire aotrement qne de rester dans Je
doute jusqu'd ce que de nouveaux faits l'aient dis-
wipé? (%)

{"} Franklin w'élait fai, pone cette sorte de calenl qu'il appelaie
Mlgébra morale , une méthode qui sevicnt, au foud , 3 ce gu'on a.
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dit dant la note de Ia page 16, et qu'il recommanile au célibre
Paiestley, dans les termes saivans.

« Ju nie puis, dans 'affaire impoctante sur taguelle vous demander

uton avis, me permettre, faute de donndes saffisantes, d'influencer
vorre (éteemination ; niais si cela vons est agreable, jo vous sppren-
drai comiment vons parvidndrez & prendre vous-méme , & 'avenir,
une dénision. Dans le cas de ces hypothéses embarrassantes, dons
peovient wurtout Ia difficultd ? De ce qualors méme que nous les
méditons le 2les, toutes:les Taisons qn’on poureait alléguer pour on
ehntre elles, ae se presentent pas & abord A notre espric. Une do ces
raisnna wous [rappera dans i lemps, Tnentde nous la pecdons de
vue, et eluat alogs nne autre qui lui succkde - de 1A Loutes cos incer=
titndea, ces alternatives, ces irdsolutions auxeuelles nous snmmes
en proie; <le [h cette perplexitd qui nous tonrmente. Voicl quelle est
ma mdthode pour parer b cet inconvénient ; je divise en deox co-
lovnes par wn iz, oue fenille de papics; j'éeris en téte de Pune
de ces cofonnes le mot pour, ct on tite de l'antre e mot contre,
Apibsdeux ou dreis jours de reilexinns, (linseris au-tessous de cha-
cune de crs tdles, de pelites notes sur Jes ifférentes raisons fqui se
prosenzent de teanps 4 antre b mon tmagination , pour et contre la
mesaré gue je dois adapter.Lorsqa’enfin st razni sur ce petitmeno-
rinl une matse snffiaxnic de raisons contradictoires, je me mets en de-
voir de peser lears valenes respectives. Si je trome goe deux rai-
sons {ine de chagae eALe} anient d’un méme poids , je les dimine
toutes des deux ; qu'une raison pour dunle deux rainons cenlire , je
supprime le touf; Que deux taisons contre égalent trois raisovs
paner, Peflice s oing, et ainsi de suite, jusqua ro gue je teonve
cufin de qquel chid demeure la balanee. Aprés deux nooveanx jours
e ciéflexiomnn, i gquelqae arriére pensde impostante n'est venue ap-
porter d chongement & ma Salance , Jea fais larbitre de ma déci-
sion. Chuoigu’on ne pueisse, & la figoeur, supputer ¢t peser des rai-
song enselle aves autant dexactitnde qu’on dtablit des guantités
algebrivgues , cependant, quand , aprés avoic discutd séparément et
comparativement chacune de ces raisons, J’en af repraduit sous mes
yeux toate ba masse contradictoire , je pense gu'il e devient plas
facile d'asseoir un jagenwnt et de prewdee ane détermination : je me
Crois en nidroe ten s o expase i canneacitre des eeeenns, TEese de
lail qpie e ontai eetid que de s geanls avantages de cctte esplee
déguation , dans ceqn’on peat appeler une algdlee aorale. »

(Correspondance inddite, de Franklin, lettee darg sepogoa.
“d Prcsdey, . I, p. 2g, Laris, Janal pire, 1817).
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NOTE PREMIERE.
Sur le n® a7, pag. 43.

1*. La fornle de Stirling donne immédiatement la
smunme dey logarithmes des tecimes d'une progression par
différence. -En prenant fa suite des nombres naturels
depuis 1 jusgu'au nombre quelennque x, on a

Ihh+1s413.. . ., flx=

' " ' I

a n’+(1+ 5) I_x+7;5—‘560r’+etc- ’
= désignant le rapport de la circonférence an dia-
weétre (*). Les logarithmes indiqués étant pris dans le
systéme népérien, il faudra, si I'on veut employer
les logarithmes ordinaires , multiplier par e module
0,4343945 , les termes i il w'entre pas de logarithmes.

Ln passant aux nombres, et designant par ¢ fe
nombre 3,7182818, dont le logarithme népérien est
Tunite, il vient

PR L L
EY) 2 E!'.1.::' Jbex?

= et

1.9.8.. 2=} 2x.
3

2

produit dans lequel le dernier facteur approche d'autant

{*) Frayee le 3 valume de mon Traité du Culend diférenticl et
die Culoul intégral in-jv, ow la lin du Traité clementairs sug le
udine s12)rt.

(e pousrait factlement introduirve dans los tables de bagarithines les
somvs de conx des nobres consdesdils, cegpi serait fore urile pauie
eabeuler los termes des paissoaces Clevées des hinomes, comme e
i it dans fen® 137, On aonve une Cable de cotte esplee &
L tin dey Miscellunea unalytive de Muivre.

77




oo TRAITE ELEMENTAINE

plus de Tunité que Jo nombre x est plus considé-
rable (*).

2°, Cela posé, on obtient, pour. le produit

—1)(p— — —plp— )
plp—1)(p—3)...(p—q+1) = ”5 (p 5
Pexpression

) | T

P+ it e]—;;-——clc.

L] il 1 =
eP (qu)n—q+; eﬁ;}—-etc.

P+ LN Y
—_ r—q :
T r"_‘?'f";

e (p—q)

ot si on la divise par celle du produit1.2.3...q, on.

trouvera que

() Dn wouve dans In Théaris gnalytique des Prababilités
{p. 129), mne expreislou du méme produic, differents cn apparence
de la pideddente , meis .qui s'en déduit en développint Pexpo-

¥
e ete,

nentietle e 4% 3(’0-" , par la formule connue.

=14l +——+—-—3-+uc 5

ardonnant le résultar, smmnl les phissances descemduates de =,
aa obticnt
a3 .x =

—+ cte. }

1 *
3 ) T 13
g{'+ﬁ;+ ?

— x
age—Tx e m———
‘/ afbxr  Didjual

DFS PROBABILITES. Jos
plp—1)....lp—aq-+1) __
1.2.3....¢9
P+ LY.L N
P 2 eﬁ T q) e
— p'—q+*
\/nv-q (p—g)

F*. Si I'on fait p=2g, et qu'on divise ce dernier ré-
sultat par 2", afin-d"obtenir le rapport du développe~
ment de (1+1)"f avec Je terme moyen, on trouvera

(ua-') 3»!»0(8«." rf’)+ew=

1
—_—— — ete.
“""‘I-e t'l'+ 1y’

ET

Fn preant 9g==100, on en déduira le mombre....
o,07h5B9a , rapporté aur la page 43.

A mesre que ¢ augmente, l'expression ci-dessus
s'approche de

‘/ vq 2#(] wp

quantité qui devient de plus en plus petite.

4. Si Von fait p=rm —+~rn, g = rr, pour obtenir
Je plua grand terme dn développement de.......
{m 4 )=+ (ag), on trouvera d'abord que le coelli-
cienl egale
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rm+rn+;
(rm < ru}
1 1 X
... - -
Var(m) *(m) 7
T 1 1

— ——
emr me-n m n

rme m+-‘- . 1
{m - n) 2
I ————
Vosrmn.m n

puis muitipliant la derniére de ces valeurs par.....
m”!’lnﬂ'l
———, il viendra

(m 4 n)

- T ( T ] T ete
/m+ﬂ'emr mtn m n N
Sxrmn

pour le rapport du développement de (m -+ n)
ayec son plus grand terme.

rim-b-rt

1! est visible gue ce rapport diminue & mesure que s

" m—+n
avgmente, etqu'il tend sans cesse vers , quan-
Lorrmin
tité qui peut devenir aussi petite gu'on voudra , en
prenant pour r un nombre sullisamment grand , ce qni

s’accorde avec les remarques du n° 32,

59, Le rapport de deux termes quelcongues du déve-
loppement de (m - n )P, affectés Ge mP—7ad ct mP=¥'n?,
en négligeant pour abréger, les séries e*tpnnenhcllcﬁ
qu'il est hiew facile de restituer, a pour expressicn
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Y
» - i+ =g g —q
p_® ¢ =gy *n
1 X
: P r+ - 9—9q
g ‘lp—q) ’ r o m
. 1 1
7+ - ki - Lo
=9 Mp—q) *n
[ 1 ;
T 3 r—q+- q—q
9 ‘e—q P om

6° Solt p=rmrn, g==wr, ¢ = —r; l'ex-
pression précédente deviendra

T2 — +1
JPr!ll--!-m-.f--r(n_-') r "(m )

1 T
Mot B = el -
r n 2 *

rm+r+f
a

m
1 I
i Bl R =fe F oo
(n — 1) e 1 2
n m ’
résultat remarquable par sa {orme, ot dont la valew
nmmerigque est susceptible de croitre indéhniment on

meme temrps que le nambre r, ce gui prouve la propoe-
sition du n° F1.

Pour s'en convaincre, il suflit d’observer que
e . 1 =1
ey e ),
n \
{1 . m—t1
(o e G2,

)=
('ﬂ'-') ( +")“;; s €1
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ce qui donne
n—
=)
n
r(L +L +
e FETR-T Gm'

car la série qui multiplje r dans la derniére expression
étant convergente et toujours positive, il s'ensvit que la

TRAITE ELEMENTAIRE

r(ﬂ_'t_f )rm +r:
)

»

valeur de cetle expression croit toujours avec le nom-

bre r, et que par conséquent il en est de méme de

rr:-—-r'--i—1 rm+r+1

=) G =
(n-;-l .m:ﬂ); (n-:‘—l)m e

—r m 1 r
o ) :
Si l'on posait g'==rr 47, ce qui donnerait.....
p —¢ = rm —r, ce changement ne ferait que metire
dans fe rapport obtenu ci-dessuy , m 4 la place de n,
el réciproguement,
77, §i dans Pexpression du coefficient du terme gé-
niral du développement de (m - n)7 (p. o1}, on fait
pe=mmA-rn, g=rn—g, dodp—g=rm--q, et

rm+g‘nrn—1'

gn'on Ja multiplie par ——

DES PROBABILITES. 3ab

et nous allons la simplificr en 'supposant’ ¢’ tris petit,
par rapport aux nombres rm et rr. Le premier facteur
se met aisément sous la forme

rm ook L
a

(m-}-n)
s

(t_‘) ('+rm)

-4+ - rmot g 2
‘/Bwr R *m
1 ¥
—g3 rm+q'+;
effectuant la mnltiplication par Ja 3* facteur et rédui-
sant, on obtient

' no-n

(-5

Obaervant ensuite que

(‘—ri’ T i=e(m—q'+ i)l ('—'.%;‘)..

rR—g +— rm+17+ -

(G

Ty elle deviendra
s (e 1+ E)
rm = rn-i'-; (1+ q’) Mg e - -+
(rm - rri) ) .
. P ]
V aw.(rn _q')m"q +3 (rm 4= qd)m +atg puis développant les exposans de e, et faisant leur
' 1 somme , on trouve , aprés les réductions ,
L oo rm+q' Ff_l:-? —etc. erm+q nm e} q q
¢ ' I. etc.;
(m + }_rm+ru + arm + nrr: arm + »
0" éa‘mon. a0
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el si 'on suppose le nombre ¢” assez petit par rapport
aux nombres rm et r, pour que son quarré seul puisse
enirer en comparalson avec leurd prefméres puissances,
on réduira cette expression aux termes

d’ot1 il résultera enfin

LGS ~y/E S

2xrimi

’a

Armn

m A n
axrmn”
expression qui donnera une valeur approchée dn rap-
port entre le terme affecté dem™*'n™ ', etla pnissance
{m ~-n)"™+" 3 I'on néglige la série exponentiell; i
compose le second factéur de I'expression proposée, et
qu'on regarde g" “Eomitne comparab]e sentement arx
premiiéres puissances des nombres rm et rn (%),
Si I'on compare cetté bxpression i celle dn rapport
entre le développement de (m<- n)"""'"‘ et son plus
grand terme (p. 302}, on verra que

m-n
armn
[

9"

est une expression approchée du quotient de’ ce plus
gfand termé divisé par celui’ qui est affecté de....
mm s ee si Ton y fait m =18, n=17,...
rm - rn==14000, d'oll r== 400, g'=2163; elle donne
44,7 , valeur qui ne dilfére pas sensiblemsent de celle

(*) Elle devient celle qu'on trouve p. 278 de Ia Tn‘w’urie‘ana{y-
tigue ded Probabilités, lgvequ’on y change rat =k rienn, rm en
., rmenxfetgienl,

qu’a trouvée Nicolas Bernoulli dans V'endroit cité sur Ia
page 174, et d'on il conclut que la somme des (63
termes qui précédent le plus considérable du dévelop-
pement de {m—-m)'"" et des 163 qui le suivent, est
au reste de ce développement, dans un rapport plus
grand que celni de 43,58 & 1.

On peut parvenir & ce résultat aw moven des re—
marques-faites dans le n® 34 car st I'on -com;nit que
les groupes de termes formés i partir de M, de
L, etc,, solent composés chacun dun nombre ¢' de
termes , et qu'on les représente par g, g, g", etc.,
on aura

<55<

, ete.

Si donc on fait %Iz k, il viendra

g<g’g<g nu<—»g <E‘0u<1,,etc,
et par congéquent

gta et oe<(§+E+Epec)< £,

f?
et cela, en quelque nombre que soient les groupes;
done enfin le groupe g sera & la somme de tous les au-
tres, dans un rapport plus grand que k—1 3 1.
8° On peuat encore obtenir plus directement la va-
leur approchée du rapport entre le groupe de termies
désigné par g, et la totalité du déveleppement de

{m-+n), en cherchant la somme des valenrs _que
prend U'expression

Qc
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m-n

e f?
m-n MR
—_— ]
awrms

depuis ¢’ == 0, jusqu’au nombre _assigné pour sa plus
grande valeur, au moyen de la série :‘mmmatollre donnee
par Euler dans son Calcul differentiel, et qu'on trouve
auss; aux endroils cités en note au bas de la page 299.

Cette formule qui est

L du
12 dx

Su:fudx+£u+ + ete.,

-_—ag'
lorsqu'on y fait x = g, u=be , donne
-— L] _ u , 1 —-aq" 1 , —_age
spe T =bfe dggibe T g bage
- etc.;

mais on pent se borner avx deux premiers termes
quand ba est fort petit, ainsi que cela a liew ponr
V'exemple proposé , puisque

mAn m--n__ \/u
—_— — e -
a= ormn : awrmn L

En posant alors ¢ Y a==1, on obtient I'expression

7 - i g =1
Ve oat We
qu'il faut prendre depuis t = o jusqu'a la plus grande
valeur de ¢, et doubler , si l'on veut réunir Je groupe
qui précide le plus grand terme, & celui qui. le suit;
puis on y ajoutera ce terme. Dans la note I1I, je revien-
drai sur l'intégrale indiquée.

Jog

DES PROBABSLITES.

Oa peut tirer de ces formueles une démenstration de
la proposition du n°34 ; wais celle de Jacques Bernoulli
parait préférable, non-seulement parce qu'elle est éié-
mentaire , mais encore parce quon ¥y voit mieux la
marche de I'approximation que dans les calculs ci-des--
i+, fondeés sur des séries quine sont point convergentes
dans toute leur étendue, et on l'on néglige beancoup
de quantités dont il ne semble pas facile d'apprécier
exactement Pinflucnce sur le résultat,

En terminant cette note , je dois dire que la somma-
tion de la partie moyenne des termes des puissances
¢leveées du binome, a été ramenée A des intégrales dé-
finies, par M. Laplace, dans les Memuires de ' Adca-
dcémie des Sciences aun. 1783, p. 6o, et par M. Le-
gendre, dans les Exercices de Caleul intégral, V* par-
tie, p. 235,

Sur le n* g1, page 163.

1°. §i l'on applique a l'expression de st (%9) ,
la formule de Stirling rapportée p. 9gg, on trouvera, en
fuisant abstraction des séries exponentielles ,

nln—1)....t

(- 1).(m.+s)....(m+n+l)=

m+: .v-l-}-l :
—m n 3 Paadaat
‘/9:- — ==
Ll ot T Al
e"en (m o n-1) *
L™ ]
CVQ'M?L il 3-
. o -
(m—=n41) a
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On peut simplifier la derniére de ces expressions en
ohservant que si p est un trés grand nombre par rap-
port avx nombres & et /, on a sensiblefent

(e

-+ (42 -

puisque

ph_ pe—1)k  plp—1)(p—n) ¥
(‘+:5+ T P 123 ;a'*‘"‘“')x

LR IE—D ke I0—0 (U —2) i3
(‘+:;+—“1.9 PO S ;"“e“')-

et que, si I'on passe aux limites des différens termes do
ces séries, en supposant p infini, la premiére devient

ki, R
1 bt =

¢t la séconde se réduit i son premier terme 1.

Par ce moyen , Ia quantité
n -4 3
a

mne
(m=n-+1)

™ )

m -
se chunge en (m - n) *g: la valeur de ,S(I"")
devient donc

oL

m =+ n'

mm™n™

(m + n)m+l+l
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‘ 3ra
comme on le voit dans les Exercices de Caleul in-
tégral, par M. Legendre (III* part., p. 348); et ik
observe avec raison, que l'approximation exige que
les nombres m et n soient tous deux trés grands,

2°, On trouve de méme que

Sim+P—gnt)

(ﬂ-{-q)(r:-i-q—I)..'..! -
¢mtp—qd1} (mtp—q+2). . .. (mta-tp+t1)

mep gt ndq+t
Vo (m+p—q) (n3-q} *
ax. emrr—1 avte x
Gm+n+p~‘-|

mefunt—p 9;
(mA-n-A4-p+1) ?

st comme on suppose que les nombres m et n sonttrés
grands , par rapport aux nombres p et g, on pent réduire

mtp—q
(ma-p—q) =
p—gl meFp—
mEp—atg P—q)
341 —t
m (+E
1
. mEbp—qt-p—g L L
am e , et aingi des autres: il vient

alors

m+p'-q+1 n+q+t—-
‘/._ m ‘Ju b 1
ax,

3
mndp
(m 4 n)
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valenr qui, divisée par celle de ™™ obtenne précé-
demment , donne pour quotient

mhin%
{m—-ny’
C'est & pen prés ainsi que M, Laplace a démontré

dans le tome V1 des Mémoires des Savans étrangers
(. 625), la proposition énoncée & la fin du n° gi.

DES PROBABILITES. 33

NOTE 11
Sur le n° 46, page 2.

Le caleul aux différences (linies) auquel se lie assex
naturellement la théorie des combinaisons, facilite trés
souvent la mise en équation des problémes relatils aux
probabilités. Déja Moivre en cherchant la loi que sni~
vent les valeurs successives des fonctions qui résolvent
ces problémes, avait introduit la considération des sé-
ries récurrentes; mais l'algorithme du calcul aux diffé-
rences n'étant pas encore complet et l'intégration des
équations de ce genre n'ayant £té effectuée d'upe ma-
niére bien explicite que par Lagrange en 1759 (*),
Moivre ne pouvait pas remonter immédiatement a I'ex-
pression finie des fonctions 4 déterminer. C'est M. La-
place qui a fait le premier, en 1773, 'application ex-
plicite du calcul aux différences 4 celui des probabili-
tés; et Lagrange qui, dés 1759, avait indiqué cette
application , I'ayant reprise en 1775, a résole par le
méme moyen les plus importantes et les plus difliciles
des questions que Moivre avait traitées dang la Docirine
des Chances (**}. Je ue puis donner ici qu'one idée de
cette méthode , et je lappliquerai d'abord & Ja question
du n° cité.

1°. Désignons par I, le nembre des combinaisons in-
paires dont m piéees sont susceptibles, par Pr celui
des combinaisons-paires, et cherchans ce que devien-
nent ces fonctions de m, quand cette variable augmente

(*) Micelianea Taurirensia, wm 1, peg. 33
(**) Mémoires des Savans étrangers, wom. VI, 1773, p. 13,
Mcmnires de Usdcadémie de Bertin, aunée 1775, pag. aje.
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de T'unité. Tl est visible que si 'on introduit la nogvelle
pitce dans les combinaisens paires, elle les rendra im-
paires, et gue de plus, prise seule, elle en formera une
de cette espéce, ce quidonnera par conséquent Mot
combinaisons impaires, outre les I, du cas précédent,
Quant aux combihaisons impaires, l'addition de la nou-~
velle pi¢oe les rendra paires, et le nombre des combi~
naisons de cette espéce, qui était P,,, sera augmenté de
s mais Fpy o P, étant les nouvelles valeurs des-
fonctions Iy et Py, il en résultera les équations

fap=IntPot1, Ppp=Pot .

Errvertu de la seconde, la premiére devient

Feopo=PFPop 41,

et, 21 'on diminue m de 'unité, donne
fo=lun+1;

au moyen de quoi chassant Pn-f-1, de la premicre
équation , on obtient

T ==1aln,

équation du premier degré et du premier ordre a coef-
ficiens constans, et 4 laquelle on satisfait en posant
Jo=uda". Le coellicient £ reste arbitraire, et l'on trouve
w=2, d'ou J,=—2"4; mais comme /,, doit se récuire
a1, quand m=1, il faut que .4 =11: on a done
Jp=13"", et par conséquent Pu=Jpn~—12z2""';.
Gn conclut de la les probabilités

rm _ Pt Pm
Ja4-Pn " am—’

A —1

fm - Pu” wm—?

comme dans le 2* 46; mais de plus, cette analyse fait

DES PROBABILITES, 5

bien voir comment il arrive que le nombre des combi-
naisons impaires doit surpasser da I'unité celui des com~
binaisons paires, ce qui n'avait pas été apergu par
Mairan qui s'occupa le premier de ce probleme (*).

2% La question précédente ne dépendait que d'une
équation aux différences & denx variables ; mais on est
conduit fréquemment 4 des équations aux différences
partielles : la détermination de le probabilité & amener
au moins un nombre donné de fois, dans un nombre
donné d'éprevves , un événement désigné , en offre un
exemple., C'est le premier probléme résolu par La-
grange, dans la Mémoire cité ; et voici comment il le
met en équation. A I'exemple de Montmort , il prend
pour inconnue le sorf du jouent , ¢'est-a-dire son espé-
rance mathématique ; mais il suppose égale 4 'unité la
somme espérée, ce qui rédnit le sort du joueur a la
probabilité de gagner, D'aprés cette définition, il s'ap-
puie sur le principe, q w le sort d'un joueur, é un coup
quelcongue , se compose de la réunion des divers révul-
ltuts que peut amener ce coup, mullipliés par la proba-
bilité da les obtenir (66).

Cela posé, en représemtant par y., le sort du
joueur lorsqu'il ne lui reste plus qu'un nombre x d'-
preuves d tenter, et qu'il mangue encore un nombre ¢
de répétitions de I'événement déeigné dont la probabi-~
lité est €, on formera I'équation

Yep =z {1 =€) Yo1,0»

¥z, indiquant le sort du joueur au coup suivant,
forsquil a amenéd 'événement demandé, et y,_, , lots-
qu'il ne ¥'a pas amené.

{*) Mémoires de I'Académic des Seciences, année 1728, p. 53
da L Higtaire,
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Pour I'intégration de cette équation aux dilférences-

partielles & ftrois variables, je renverrai au Mémoire
de l.agrange, ou au 3* volume de mon TTraité du
Calcul différentiel et du Calcul intégral (in-4°) , et je
we bornerai 4 rapporter la valenr de y. , qui s'en de-
duit , savoir

t(t-]- 1)

y,.-=u{n+i(1 o+ DG oy
t(t+l) [!-l"(x"_t"— ')3 F11,
. 1 a3 L E—1 —g) }

Lorsque x=p, t=r, 1 —e=F, il en résulte

_y,lf__e'{l—]- f+r(r+ 1)f’-i--elc.}

pour la probabilité d'amener , dans un fiombre p d'é-
preuves, au moins r fois I'événement désigné.

Par la formole du n® 22, enfaisant p~—g=rvr, et
metiant e" en facteur commun, on trouverait

er{ep-r_*_gep—v—lf_f_lﬁr?eﬂ"f“-f- etc.} 3

puis substituant les puissances de 1 —f 4 celles de e
qui sont entre les accolades, on retomberait sur la
formule précédente, que Moivre avait trouvée pac
induction (*).

Sur le v° b7, page g1

Voici le développement de la solution que M. La-
place danne de la méme question dans sa 7Theorte

("} Doctrine of Chances, pg. 13
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analyhique des Probahilités | page 19t. Fn conser-
vant les dénominations que Jai employées dans le
n° cité, il peut se preésenter & un tirage I'in quel-
congue des

m{m-—1)

...(m—i—}—])

1.Beenaal

arrangemens des m numérns en nombre {; la liste de
n tirages sera donc formée d'un nombre i de ces arran-
gemens, pris sur un nombre total

m(m—-l).....(m—-t-{—t)}

1.8.....1

et comprendra en tout in numéros. Soit mawtenant
Zm,¢ }e¢ ROmbre de ces mémes arrangemens, dans les-
quels il ne manque avcun des numéros t, 2, 3,...q,
Zu,g—¢ )& MOmbre des arrangemens, ou il ne manque
aucun des numéros 1, 8, 35,,..4 — 1 ce dernier sur-
passera évidemment le premier, puisque, ouire les

_arrangemens qui comprennent lesn®™ 1, 2, 3,...g—1,
combinés avec le nombre ¢, il renferme aussi cenx nd
ce numéro manque , et gui ne sauraient faire partie de
2, Mais les arrangemens ot le n° g mangque pouvant
résulter d’une loterie composée seulement de m — ¢
nutéros , leur nombre est représenté par z, , ¢ On
aura donc 1'équation

Tyt == T gt = Tmlr;qSe == DBmey gt

Ia différence A étant prise par rapport & m seulement,

Au lien d'intégrer cette équation, on peut s’en servir
pour dériver successivement de zn,, les valeurs de
Zn,e, %m,3, etc.; car elle donne

318
T, = Zm, ™ D, ¢
Zm,d — Lm, 3™
Zmy 4 = Zm, 3~ Bp_t, %
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=lzm s
Zoner, 2 T=lZm_g = A’z.,.,;.‘ 1
-— —_—pnt

=2, 3 == AT, s

e S

d'ou I'on conclut aisément
Ty = OV""Zm gy, 1

Or, Zm, (, ou le nombre des arrangemens dans lesquals
ne manque point le nombre 1, étant égal au nombre
total des arrangemens que comporte la loterie propo-
sée , diminué du nombre total de ceux qui résulteraient
d'une loterie composée seulement des m — 1 numeros
autres que 1, sera, d'aprés ce qu'on a dit an commen-
cement de cetarticle,

m(m—1)...(m—i-1) {m—1) m—g)...(m—z)
{ 1.2.3..1 } { 1.2.3.. }
=4 {(m-—-l)(m—ﬂ)u-(m'—?}}"
*(.2.3...00

changeant donc m en m——g -}-1 dans cette expression,
pour la substituer dans celle de zm,, trouvée plus
haut, on aunra

o f{m—g)(m—g=-1)... (m——z_q-i-l)}"
"= (L.2.3. .0

Zm

en noubhant pas que la différence lndsqnee ne s¢
rapporte qu'a m.

On, peut poser, pour abréger, m—g==s, ce qui
donnera

.4t {S(I-—-l)...(&-——l—;—l)}
{1.2.3,..03

T g =
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différencier par rapport & 5, et faire ensvite s—o, si
I'on veut prendre g==m, alin d’aveir le nombre
d'arrangemens ou de listes d'aprés lesquels tons les
numéros soat sortis : alors la probabilité demandée
sera exprimée par

Zng
{na(m-—l)...(nl-£+1)}
1.8.3....¢
R LIt I (i i A
{m{m-—-—x)..a(m-—ti‘{-x}}"

Sur le n® Bo, page 1c3.

e probléme de la durée des parties jonées en rabai-
¢ant peut, dans son éar le plus général , s'énoncer
aingi : deux joueurs, ayent chacun un certain nombre
de fetons, jouent ensemble & cette condition \que celui
qui perdra une partie doanera un jeton d Tautre : on
demande combien il y a & parier que le jeu, qui peut
durer o l'fry"ui, sera fini en un certain nombre de
porties au plus , en sorte que I'un des dewx joueurs
aure gagné taus les jetons de Toutre (p. a6y du Meé-
moire de Lagrange)? Voici comment il se met en équa-
tion. §i I'on désigne par x le nombre des coups qui
restent & jouer, par t le nombtre de jetons que posséde
alors 'un des jouenrs, on aura, d'aprés le prinsipe
rappelé sur la page 316, y., étant le sort de ce jouenr,
ot ¢ la probabilité de gagner la partie,

_)'a,lt 9_)'-'-1.!4-- + (l - ")J‘z-—n. temt 2

la méme {quation que celle du probléme Y1 de La-
grange (p. 961 de son Alémaire) | ob il ne considére
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qu'un seul jouenr pariant d'amener un évémement dés
signé , b fois de plus que I'dvénement contraire, on
fois de moins, Suivant I'énoncé rapporté plus havt, b
représente le nombre de jetons du second joweur, ¢
celui des jetons du premier; et le jen finit lorsque
x étant égal & zéro, t—=c- b, ce qui fait gagner
le premier joueur, ou lorsque t==o, ce qui {fait ga-
grer le second,

Si les deux joueurs avaient chacun le méme nombre
de jetons et que e fiit égal 4 1, le probléme devien-
drait alors le méme que celui dont j'ai indigué les
cas les plus simples, & I'article cité.

DES PRODABILITES, 3y

NOTE 111,

Sur le u* 76, page 116,

En désignant par dr l'accroissement du capital, on
kdx "
e sur-le-champ .~ ponr la mesure de 'importance

de cet accroissement; en intégrant, il vient Klx-const.,
et si 'on détermine la constante pour quoe ce résultat
o' dvanonisse lorsqus w==a, on obtiendra

h(ix—la):::]a!f;
a

Sur le n® B8, page 151,

1% Si lon représenye par dx les parties dans les-
quelles on concoit que L'unité est divisée, la somme
que I'on cherche sera exprimée par

Jzmdx (1 —x)~

L'intégration par parties appliquée an facteur x™dr
donne d'abord

= (f—2)"
me=1
en répétant cette opération un nombra 5 de fois, on

fait disparaitre le facteur 1 — x, et on obtient la for-
wmale de la page 153,

-{_—mllfx‘“""d.r(l—x)""' ;

a* ¢dition. nt
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. e Vo volt que Jeur somme est égate & Huntté, pui
te désignée par q it », Plisque
La formule désigoce p toubes ces intégrales sont prises entrs les mémes limi-
Semm) __ om0y tes, 2=moet =1,
] a »

dans le texta, dquivaut & Vintégrale
Jemdx (1 — ),

prise depuis z=a juiqu'a T=4; et la probabilité
d'obtenir , sur un nombre p §'épreuves nouvelles, p—g
événemens 4 et p événemens B (g1}, sera

S dx (1 —— )t

P ) e
e 3 L r—

1.2.3...9

les intégrales étant prises depuis x =0 jusqu'd 2 ==1.

2%, La considération des valeurs moyennes (g3) con-
duit trés simplement aux intégrales; car dx étant l'ac-
ervissernent des valeurs de x, le nombre de ces valeurs

. 1

comprises dans I'upité, sera —, et la valeur moyenos
résultante de toutes celles que prend dans eet inter~
valle, la fonetion 2™ (1—zx)", sera égale a la somme
des valeurs successives de cette fonction, divisée pasr

'dl.i’ c'est-d-dire &
L0 fomde (— )
dz

Sur ca pied la probabilité d'un nouvel événement A,
et celle d'un nouvel événement B , devierment ,
fzmHida (1= 2 frdx (1 — )
Jamdz (1 —x)* ' [dz(1—x) ’

Nous ferons observer ici en passant , qu'en général

fydz

b—a’

Vimtégrale étamt prise depuls x==n jusqu'd x =5, exs
prinse la valeur moyenne entre toutes celles que l'or-
donnée y d'une courbe peut recevoir depuis V'abacisse 2
fesqu'a I'abecisse .

Sur le n° 96, page 168,

Suivant Ia notation précédents, Tes termes dont 1a
formation est senlement indiquée A l'endroit citd, su-
roat pour expression générale

P13 {p—9).....(p—g-+zd1) w
5.9.5....q '
Ja=tr iy o e

fror(i—x)

(m -i-_n_)_? ==p, les Intégra-

ies oa rapportant & x aenl, et devant étre prises entre
Yea limites 2= 0 ot x =1, 1l reste ensuite &4 faire la
somme des diverrer valours que donnerait cette ex-
pression , lorsqu'on assignera sucoessiverent & z, tant
positivement que négativement, tous les nombres
eptlars oompris entrs o et Sococa,

Poar obtenir cette somme, M. Laplace développe
d'aberd , par ses formules approximatives, s coeffi-

21.,.

gi Pon fait, povr abréger,
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cient du binome et jes intégrales indiquées , ce qui pemy
aussi s'effectuer par-ia formule de Stirling { voyez ci-
dessus, p. 300 et Bag) ; et comme le résultat auquel il

ket

parvient renferme nne exponentielle de la formee |
qui décroit rapidement dés que les valeurs de z devien-
went un pen considérables, au lieu de chercher la pro-
babijité qui s'étend de z —— Booooo jusqu'a. ...,
z==+} Bocooo, il passe & la probabilité contraire qui
#e compose des termes oil z surpasse boooco. De plus,

. —hz .
la petitesse des vaieurs correspondantes de e y lui
permet de prendre pour derniére limite I'infini; et &

cause que la fonction e_h. demeure la méme, quel
que soit le signe de z, [a somme cherchée est le double
de celle qui s’étend de z = booooo 4 2= infini.

L.es accroissemens de z, égaux 3 I'unité, pouvant alors
&iveregardéy comme infniment petits, parrapport 4 la di-
stance des limites de eette variable, M, Laplace substitue
alasommecherchée, I'intégrale aux différentielles qui est
la limite de cette somme, et quin'en différe que tréspeu
dans le cas actuel, ainsi qu'on pent le voir, en considérant
que plus un polygoene inscrit ou circonscrit 4 une conrbe
ade cotés dans un espace donné, plus son’aire approche
de la portion correspondante de cette courbe. La question
ast donc ainsi ramenée & obtenir, entre les limites in-

diquées plus hant, 1'intégralefe‘k:,dz., sur laquelle je
yuviendrai plus loin, :

Sur le v* gg, page 173.

1*. Suivant la notation du calcul intégral, la proba-
bilité indiquée dana cet article a pour expression la va-
leur de Uintégrale frmdx (1— x}*, prise entra leslimi-
tes T==a, x==b, divisée par sa valeur prise entre les
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limites =0 et =1 ; cette derni¢re ayant déjé été
trouvée ci-dessus (p. 3eg), je vais chercher la premiére,
pour laquelle ’

m m
magn o C! b—_rrz+ﬁ+c'

et faire en conséquence

=

x=m+n

L 1 n
+z, 800 rreT = ————— g,
m-n
cs qui donnera

frato =3+ .

si, pour-abréger, on pose m = nz==r; et les limites de
z tetont —c et +-c.

On peor d'abord penser i développer cette trans—
formée, suivant les puissances dez, en I'écrivant ainsi :

2 (2 ()

mais en la convertissant en exponentielle, on parvient
& on résultat plus simple. Pour cela, on observe que

r=
(+2y=C+5),
m
et développant le logarithme indiqué, on trouve
rizy  ried

(,_,_f;? I 5

do méme

26
Gela posé , si 'on néglige le terme affecté de 2* et Jen
suivans , ce dont nous verrons hientdt la possibilité |
quand m et n sont de grands nombres, Uintégrale cheg-
chée sera réduits &

f—"ﬂ_‘. _:_+1> f__r!..
e P VMP O MWdz—=fae ™A,
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faisant alors
L .
T2 =g, dod z=tf oy
amn v

elle e change en

,Jamn f__t.
r @ de;

et les Jimltea de 2 &tant = c et -}- ¢, celles de ¢ seropy

== wo .
smn

¥

t==-f-c¢

ama

e

mais, 4 cavsa que la fonotion e demeurs la méme,
quel que soit le signe de ¢, il suffira de prendre I'in-
tégrale préoédente, depuis t=—=o, jusqu'i.........

t—=¢c

> et de doubler la valeur obtenus ainsi.

Par ce moyen on aura

amn

n

f::"d:l:(l-—x)“-_..:-m—‘*.—..n = fe— e,
et divisant ce résultat par
mmn® armn
(m + n)-(-t-b-l - m+l’l ’

valenr apprachée de Tintégrale [z*de{1 — x)*, prise

PLS PROBARILITES. 3ay
entre les limites x==oc et x=1 (p. 310}, on aura

pour la probabilité cherchée

-2 fetar
Vv

Clest donc de Ja valeur de /& ° dt, entre les limites
indiquées ci-dessus, que dépend en dernier résultatl’ap-
proximation demandée ; or cette intégrale prise depuis-
t==0 jusqu’a t infini, est senlementt i #(*) , et elle
en approche beaucoup, dés que ¢ devient un peu consi-

; . —t .
dérable, parce que lafonctione décroit ‘alors avec
une rapidité de plus en plus grande. 11 suit de 13 que

Ja valeur de la probabilité cherchée, tend continuel-

lement vers I'unité, et qu'elle en approche d'autant
plus, que la limite

P
f—=c¢ —_—

amn

est plus considérable. Mais pour qu'il en aoit ainsi,
r']

mnn

r . r

, \ / .

étant Vr. la quantité ——, dans son mi-
amn* 29 emn’ m

nimum qui répond 3 m =n, se réduit 4 a.

. 1
il faut que ¢ surpasse beaucoup 7:, car
r

D'un autre cbté, pour quil soit permis de né-
. T
gliger le terme 5.’_'_;!2_‘ dans la série exponentielie du

développement de (1 +rn—:)m (p. 325), il faut qu'en

y faisant z==¢, ee terme demeure fort petit, Or, en

{*) Voyez d la lin du Traité élimentaire ds Calewd différentiol
et du Caleul intdgral, 3e ddition,
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mettaut & part le facteur 5-,:- qoi pe peut pas tom-

ber an-dessous de §, il reste le facteur rs’ qui, de-
venant rc’ 4 la limite do l'intégrale, et se changeant

T 1
enr !, Torsqu'on fait ¢ == - prendra un expo-
r
gant négatif, si 27> 1. Joignant cette corndition aveo

ia précédente, on en conclura que- pour obtenir I'ap~

proximation supposée, ¢ doit éire entre 2o oet
p

1 ‘s
*3: que par conséquent plus r sera coosidérabla,

r
toute choses dailleurs égales, plus on pourra prendre
¢ petit, et gue moins on réduira la valeur de ¢,
plus la limite de ¢ deviendra. grande, plus alors la
probabilité cherchée approchera de l'unité.

2°, L' nsage fréquent que Pon pent faire de ]mté—

grale fe “ar, qui se présente souvent dans cette re-
cherche , oomme dans - beauconp d'antres, est une
raison pour entrer ici dans quelques détails & son
sujet.

I¥abord la valeur e cette intégrale étant la méme
pour les t négatifs, que pour les ¢ positifs, on peut
aux limites = — infini et t==o, substituer t=10 et
t = infini, qui se succédent dans le méme ordre, par
rapport & FVaccroissement de la variable t.

-— . .
En substitaantae ¥ son développement suivant les

puissances ascendantes de t, et en intégrant, on forme

une série qui donne la valeur de /e dt, lorsque la
Yimite de t n'est pas un grand nombre; mais daos le
cas contraire , il faut chercher une séris descendanta
qui s’'obtient sn faisant attention gue
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—
- [ e (s/3 "
d‘ =] - [ 4§ e p——— —
fo i dr oy :.

ot en continuant cette intégration par parties sur le

facteure™ ", aprés avoir multiplié et divisé par ¢. On
trouve de cette maniére le développement

—

d__—._-{— 3

3.5
fe wtmm— el
qui, s'évanouiavant lorsque ¢ est infini, donne depuis
t=s T jusqu’d ¢ infinj,

3 3.5
a7l { 21" 2‘T4—;3T'5+“c'}'

. -
Retranchant ce résultat de 11/7, on avra la valeur de

fe““dt depuis t=o0, jusqu'd # = 7.

La sfrie ci-dessus cesse d'é¢tre convergente , mais
d'autant plus tard que 7 est plus grand ; et comme
ses termes sont alternativement positifs et négatifs , elle
donne jusque-lia des limites trés resserrées de la va-
leur que Fon cherche.

3e, Dans latransformation précéd. de fT7dr(1 ~— x)"

en fe "'d¢, nous n'avons employé que les premiers
termes de la série exponentielle en z (p. 3a5); il est
cependant possible d'avoir égard aux autres, en fai-
«ant d'abord égal & —-t*, I'exposant de e dans le produit

des développemens de (1 +:-E) et de (1 __:Tz) , ce

qui donne

G G

) — BlG, = e,
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ou bien ,

Pzt i m—n) | Pd(m*—mn4-nY) _
amn Bmn* + 4min® Fete=1,

en changeant les signes, réduisant et observant que
n*—mt='—r(m —n), m*+} n*==r(m*— mn-f n*}, etc.
On déduira d'abord de cette équation les limites de ¢
au moyen de celles de z ; puis on y fera

s=Adi 4 Bt' - CP 4= etc.,

pour obtenir dz; et les coefficiens £, B, C, ete., 3o
détermineront & l'ordinaire en établissant I'identité des
deux membres : on aura ensuite

o2 (-2

r"‘*"‘ dr{d+nBt+5€z‘+etc }

I :z:"‘dz:(l--x)"

Lorsque la variable ¢ doit étre comprise entre des
limites positive et négative de méme grandeur, on sim-
plifie le calcul , en séparant I'intégrale en deux parties ,
Vune embrassant les valeurs positives da ¢, et antre les
valeurs négatives ; car ayant d'une part

At { A 428t F-3CoF-erc. ),
de l'autre ‘
—feVdt{ A 2Bt 4308 —exc.},
et retranchant le second résultat du premier , on obtient

*n* 1)

ferdx(1—x)*= r“"""s 7 dt{ A4 30 etc. ).
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Dans le cas particulier que pous examinons , les
limites de t ne pourralent £tre supposées de méme grariv
deur, qu'autant gu'on néghgerant les puissances de =
snpérieures i la seconde; mais s'il 5 ’agissait d'obtenie
Vintégrale fo"dr(1-— x)®, entre les limites x = o
et x==1, cela reviendrait 4 supposer nuls alternative-
ment les facteurs :

rz rs . —p
1—!—; et :—;,ou la fonction e .

et par conséquent assigner & ¢ ponr limites l'infinf poe
silif et J'infini négat:f Dans ce cas on &, depuis t=o

jusqu's ¢ infini, fo "dt==2 11/ = (p. 327); onen con-
clut aisément, au moyen de ¥ intégration par parties ,

Gl &F1] —._l — £ l o (3 =l ! -
femtrdi= 7€ t—{-gfe dt Q.Bt/-.-r,

[t idi=— % e B -gfé'_ "-I-dtmg. Vireto.,

d'ot

fx'dz:(;—-x)"._ ‘/«{A’—-}- C+—-E + et }

et st T'on fait le calenl indiqué pag. 330 pour obtenir
les coefficiens du développement de 2 eng, on trouvera

A= \/nmn

an-—m
B O
53 = 7
c_m—nmn-]—n
18rmn’ '

2tc.
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En se bornant au premier terme, on a précisément.

la valeur approchée de fx™dz{:r— 2)" déduite de la
formule de Stirling, p. 310. )

Davs ¢e qui précéde, jai snivi en grande partia la
marche tracée par M, Laplace dans le premier Mé-
moire quil a publié sur le Calcul des Probabilités ,
Savans Etrangers, t. VI, p. 626, et par M. Legendre,
dans Ja troisiéme partie de ses Exzercices de Caleut
intdgral, p. 543 (¥).

Sur le n® 111, page 196.

Les Ggures 1 et a, indiquées & 'endroit cité, n’ont
pas grand besoin d'explication ; il suffira de dire qu'on
#'est proposé, dans la figure 17, de donner une idée des
différences les plus grandes que présentent les tables
de mortalité, Pour cela, ona constrnit les courbes ré-
-u‘hanles des tables dressées par Siissmileh, pour
Vienne, en Autriche: par Muret, pour les campagnes
de la Suisse ; ot de celle de I' Arnuaire du Bureau des
Lengitudes, dressée par M, Duvillard, et qui doit
offcir les nombres moyens pris sur toute la France.

Sices courbes paraissent se terminer & I'dge de 100
ang, ce n'est pas que les tables dont on s'est servi ne

(‘J' Cc!}x i voudeont suivre dans ses progrés | la théoric des ap=
proximaltions pour kes formules de grands nombres, devront con-
sulter dshord le Tractatus de summatione et interpolativne
serierum , de Strling. p. 135; les Miscellanea analytica de
serichus et quadraturis, de Moivre, pag. § du Sopplément ; et
passer an Caleul différentiel d'Euler, 20 part., chap. VI, puis
aux Memoires de U Académic des Sciences pour les années 1778,
pag. 2375 1783, pag. 1, et 1783, rag. §23; et eafin b la Theoris
analytique des Probabilités , tivre Ier | 3¢ partie.
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continssent quelques centenaires; mais leur nombre,
comparé a celui des naissances, s'est trouvé. trop petit
pour douner ure grandeur linéasire sensible sur la
Rzure,

LaTigne droite, qui va de V'extrémité des naissances

jusgu’au dernier terma de la vie, a ét6 tirée pour mon-
trer combien , dany les premiersoet dans les derniers
&ges |, le décroissement dn nombre des vivans s'éloigne
de"eniformité. On voit ensuite dans quelle partie chaque
courbe devient 4 peu prés droite, et par 1a dans quehs
&ges on poutrait prendre pour représenter la loi de mor-
talité, une progression par différence, ce qui peut étre
quelquefois utile (113, 127). :
" La ligne menée, par le milieu des naissances, 'paral--
lélement & lz base de la figure , rencontre les courbes
au point o il ne reste plus en vie que la moitié des in-
dividns , et montre une bien grande différence pour la
force réelle de la population (115), entre les trois lieux
pris pour exemples.

BES PROBABILITES.

Sur fe n® 118, page 20g.

Lorsque la loi de mortalité est exprimée par une for-
mule algébrique, on en déduit toutes les conséquences,
au moyen du calen} différentiel et du caleul intégral ;
mais on peut aussi opérer immédiatement sur fa courbe
gui représente cette formule; et c’est ce que je vais faire
d'abord, parce gue ce procédé, plus simple et parlant
aux yeux, méne irés directement aux expressions ana-
Iytiques.

1°. La wie probabls , ou plus généralement l'dge aus
quel sera véduit, dans un rapport danné, le nombre
des individus nyant actuellement un dge donné, se d¢-

Fig. §
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- termine en ¢levant sur I'dge donné AP, fig. 3, tordon=

née P, et prepant une partie PR, égale an nombre
des individus qui doivent restet & 1'dge cherché. Tirant,
parallelement & Paxe A5, Ia droite 1IN, elle rencon=
trera la courbe au point IV, dont abscisse 4@ expri~
mera ['dge cherché.

Dan le cas de la die probable, PR== P M.

9° Passons 4 la recherche de la wie moyenne, Si l'on
prend d'abord sur 'axe des abscisses 4B, fiz. 4, en
commengact au point P correspondant a I'dge duquel
on veut partir, des divisions égales PP, P'P*, P"P* etc.,
qu'or éléve les ordonnées correspondantes, et qu'on
Téne, paralitlement & 48, les droites M'R, MR, etc.,
les parties MR, RR', R'IY", etc., de l'ordonnée PM |
marquercnt le nombre des worts qui auront lieu dans
chaque intervalle égal & PP’ ainsi PP’ sera la durée
de la vie du nombre des individus représenté par MR,
PP’ celle du nombre représenté par RR', PP* celle
du nombre représenté par R'R", et ainsi de suite. La
durée de la yie moyenne sera dont exprimée par

M PP+ RRSX PP R 1P - ete,
rM

(113,

c'est-a-dire par la somme des rectangles MM, RM",
A'M?, etc., divisée patr Vordonnée PM, Mals il est
visible que la somme de ces rectangles, formant le
polygone PMQQ'Q"....B, dilfére d'autant moins
de PMM M*...B, ou de la courbe de mortalité , que
les intervalles PX' P'P", etc., sont plos petits,
En supposant donc la loi de continuité dans les dé-
cdy , et passant en conséquence & la limite , il fandra
substituer la courbe au polygone, ce qui donnera

DES PROBABILITFS.

PMAMM . .1
Py

pour la durée dela vie moyenne , 4 partir de I'sge AP,

Il snit de 14, gue si l'on construit sur Vordennée

PM,:ﬁg. b, un rectangle PMTS équivalent a laire FIG. 5
curviligne PMB, la base PS indiquera le nombre
cherché,

L'aire du segment de 1a courbe CMB étant Teptés

ne‘nléa en général per fydz, on a pour la durée ds la
vie moyenne l'expression analytique

béz,
¥

Si I'on y met pour y la valeor proposée par Lam-

bert (11a), les intégrations & effectuer n'anront ay-
cune difficalté.

3% Ce qui précide fait bien voir comment la vie
probable différe de la vie moyenne ; celle-ci n'est égale
4 la premiére que quand la ligne de mortalité PR
devient droite, parce qu'alars au point 0, ou OI=!PM,
les triangles BOT et MLI sont égaux ;3ainsi Je rece
tangle MLOP est équivalent au triangle PMB. Jo
rapporterai ici, d'aprés M. Duvillard (*},51a démoms-
tration générale que Lambert a donné de cette diffé-
rence.

La ligne BP =z étant prise pour I'abacisse du point

M, sil'on congoit I'équation de la courbe CM A déve-
loppée dans Ia forme

x'# ay™ - By* -+ ete.

(*} Recharches sur les Emprunus, p. 81

86
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oD aura

f_yd.z’—’—n%.? + —l—— + ete.

Cette intdgrale étant nulle lorsque y==0, n'a pas besoin
de. constants , et I'on en conclut pour la vie mayenne

mals QI éfant ;PM =1y, il s'ensuit
" BQ==a(Ly)" v b(Ly) ete.,
PQ=P5—EQ=ay"(1— m)-}-b_y (1._ _-) - etc.

Cela posé, pour qu'on ait PQ == PS, quel que soit
Y. il faut que

+ na_y +etc .

1 m ] n

1= e SR —e— | 1= e = e, ElC.,

%  mee1’ a" n-i
d'oil il suit,

etc.

ot L ~en,

Mais chacune de ces équations ne donnant de valeurs
réelles que m=o0, m3=t, n==o, n==1, en em-
ployant 'une et I'autre de ces valeurs, on ne trou-
vera que x’ = a -+ by, équation de la ligne droite.

4". La mani¢redont la population se compose suivant
fen Bger, oula joi de lz population, résulte aussi des
constructions et des formules indiquées ci-dessus; car
ia somme de tous les nombres de la table, depuis un
4ge donné AP jusqu'd la fin, est représentée par
I'aire PMB, exprimée en nombres,

En effst, le nombre des naissances annuelles étant

ame=1 m,

334
exprimé par IV, si on les suppose également distri-

budes sur chaque instant de l'année, vn aura

N .
- =Ndx,

dr
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pour celles qui répondent d l'instant du 5 dans les sui-
vans , le nombre des vivans étant réduit 2 y7, y', ete.,
on aura

J\d.ry =y'dt, u =3y dr, ete. (118);

et par conséquent
Ndr 4 y'dr + y"dx < ete. = fydx.

11 suit de 14, que I'ordonnée qui divise en deux par-
ties égales Paire ACB, indique V'ige au-dessous et au-
dessus dugue] sont comprises les deux moitiés de la po-
pulation.

Ea applignant cette remarque a la figure 1, on verra Fig:
l'immense avantage que la population des campagnes
de la Suisse a sur les deux autres , par rapport 4 cetre
circonstance.

5°. On peut demander encore quel est 'dge mayen
de la population, ¢'est-a-dire celui qui s'cbtient en di-
visant la somme des dges de tous les individus par le
nombre de ces individus. Suivant cette définition, xy
étant la somme des ages de y individus de l'dge o,
il viendra, powr les 8ges &', 2", x”, etc., l'ex-
pression

f:y'-!—.’r.":y"-i- 2y ete.
Y4y 4y +etc.

3t édition.
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Multipliant les dewx termes par dx, et passant aux
intégrales, le nombre cherché sera exprimé par la

formule

Jzydx

fHdx ’
lea intégrales ayant pour limites celles des dges que Fon
embrasse,

On voit qu'il est égal & I'abscisse du centre de gra-
vité du segment de courbe correspondant a ces Ages.

L.a différence entre P'age moyen et la durée de fa vie
movenne est facite & saisir lorsque la ligne de mortalité
est draite ; car alors le centre de gravité est au tiers de

Fig. 5 4B, fiz 5,4 partir du point 4, et la vie probable
répond 4 la mnitié,
Fig. 6. 8° Lerapport de l'ordonnée d'nne courbe MP, fig. 6,

\ T |
a la soutangente P 7, ou le coefficient différentie] c%, ex-

primant Ja limite du rapport des changemens de I'or-
donnée a ceux de I'abscisse , indique la tendance plus
ou moins grande de cette courbe, dans chacun de ses
paints, & se rapprocher de laxe des abscisses, et peut
servir 4 mesurer , dans la courbe de mortalité, la ten-
dance 4 mourir relative & chaque 4ge; le rapport in~

. . dx
verse, celoi de P74 PM ou +—, mesurant I'effet con-

dy

traire, pourra étre appelé la vitalité de chaque 4ge.

Sur le n® 137, page a25.

17, 8i Fon congoit que la rente s se pzie par por—
tions égales & sdx, x désignant le temps écoulé depuis
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Vorigine du placement ; qulon représente par z fa pro-

babilité que individu qui I"a fait existera au bout du

temps a5 enlin que, ponr abriger, on fasse 1+ =g¢,

la somme-sdx, rapportée A ['origine de ce temps, et
multipliée par la probabilité de la payer, deviendra

e de

"zgj, d'otl é::sfii'

q

g’

et l'intégrale devra &tre prise depuis x==o0, husqu'a
I'dge le plus avancé de la table de mortalité.

Ce qui précéde suppose qu'on ait 'expression a'gé-
brique de la loi de wortalité, ou I'équation de la courbe
qui représente cette loi (119). Soit-y=f(x) eette
équation,, y élaat I nombre de vivans 4 I'dge x
compté depuis a naissacce ; pour transporter Fori-
gine des © & Vige e, il suflire d'éerire e 4 x, au
lieu de ', ce qui donnera y=f{a+4-x}; or le nom-
bre des vivans de Udge ¢ étant f(¢), on aura

_fla+x)

,' a z:f(a —4- :.,-)
e ST f

On peut laisser partir Ja variable x de Ia naissance,
en ?crxvant seulement g**, an lieu de g%, et la for-
mute ci-dessus devient

drf{e)
s=rm ) T

lintégrale étant prise depuls & == a, juequ'd la, fin de
la table de mortalite.

2°. Si la rente ne devait commencer & courir qt’un
nombre n d'années aprés P'époque du placement |,
étant Pge auquel i s'est fair, o valewr du capital se-
rait uncore

a3..

R7
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§— S daf (x)
=/
mais P'intégrale ne devrait commencer qu'a z=a-wm,
parce qu'il faut en retrancher toute la partie qoi pré-
céde le premier paiement de la rente.

L'application de ces expressions, s0it a Ja formule de
Lambert , soit i I'hypothése de Moivre, rapportées dans
le n® 112, est trop facile pour &'y arréter; je me bor-
nerai donc 3 faire observer que l'introduction de la loi
de continuité , distribuant Jes décés et les paiemens sur
tous les instans de F'dge, conyient mieux que toute autre
hypothése , au cas od le banquier s'engage a payer aux
héritiers , la portion de rente échue depuis le décés du

rentier ; mais elle change un peu le produit de Vintérét.

de V'argent, paree que, dans la pratique, on n'obtient
pas, pour de petits intervalles de temps , l'intérét com-
posé, mais lintérécsimple.

3°. En substituant les différences aux différentielles ,
~n mettra tet intervalle qu'on voudra entre les paie-
mens ; car alors on pourra calculer la somme de la:
suite deg valeurs de I'expression

o (1)
OIS

A partiv de x —a, en faisant croitre v de la diflé-
rence h amignée pour l'intervalle de deux paiemens.
Cette somme dépend, comme on sait, de l'intégrale
1 z.sf(.:r)_
) S

et I'on obtiendrait 3on déyveloppement, par la sfrie

DES PROBARILITER, I

wminatolte d'Ruler, citée page 308, en y-faisant.. .

- .sf@” Cest i Ce
u_r-(:‘-)q:___. est 4 peu prés ainsi que M. Laplace
traite ce sujet daus Ja Thtoric analytique des Proba-
bilites, p. 426,

On pourrait aussi résoudre, pardes constructions gén-
métriques, les questions relatives aux rentes , en combi-
naat avee 13 courba de mortalité, la logarithmique, au
muyen de lagaelle on représente la marche de 'intérat

- del'argent : o'est ce qu'a fait M. Duvillard , dans ses
Recherches sur fes Emprunts.

Sur le 154, page ara.

Lz farmule de cet articie revient a

 farda( —ay
JErdx(n— 2 o fride( — 27

es intéyrales élant priges depuis £ =a jusqu's £=5.
Quand a=; et b==1, on peut changer /2 tdx(i— x}*
an fardz(i — =z}, pourve gu'on preone éetfe der-
nidre depuls z—=o0 jusqu'd x=1; car si I'on fait
=1~ 2, il vient

[t — £y = ferda(n — 2},

cntre les liniites 2 =1, z.=c, et par consequent
faPdz(t —z)7 on [2Pda{1 — £), lorsqu'on renverse Jes
limites , cest-d - dire gu'on intigre depuis x =o
josqu’d =%,

Dans ce cas, le dénontinateur de la prohabelit in-
diquée ci-dessux, devenant la somme des valeurs de

la wéme intfgrale firde (1 — a1, price d'ahord
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depuis ¥ =} jusqud £ =1, et ensuite depuisx=o
jusqu’a x =21, est la méme chose que I'intégrale en-
tiére , depuis x==0 jusqu'd x==1 : la probahilité
dont il s'agit revient donc 4

Sxrdz(l —x)f
Jordz{1— zy'

Tintégrale du nomérateur étant prise depuis x = [
jusqu'a x==1, et celle du dénominateur, depuis x == o
jusqu'a z=1. C'est précisément 'expression que donne
M. Laplace, pag. 33 du Supplément qu'il vient d'ajouter,
4 sa Théorie analytique des Probabilités (en 1817}, et
qui n'avait pas encore paru lors de la premiére impres
sion de l'article auquel se rapporte ce qui précéde,

Sur le n° 182, page 288,

1®. Pour introduire la contingité dans les errenvs ,
il faut les représenter par une variable ¢, ne recevant
que des accroissemens iofiniment petits. Observant en-
suite que le nombre des erreurs possibles érant infini
‘dans cefte supposition , la probahilité de cliacune de
ces erreurs doit &tre infininrent petite, on pourra lex-
primer par ydt, y désignant une fonction donnée de .

Cela posé , le polynome indiqué dans le n°® 161, sera.
remplacé par la somme des valesrs consécutives que.

prend la fonction yx'de, lorsqu'on donne 4 x toutes
jes valeurs comprives depuis t==—a jusqu'a =5,
4i telles sont les limites assignées aux plus grandes er-
veura possibles , négativement et positivement, ce qui
vevient & U'intégrale fyx'dt, prise entre les mémes li-
" mites , par rapport & la variabie ¢, la quantité x étant

dailleurs constante et indéterminée.
8i n deésigue toujours le nombre des ubscrvativns, il
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faudra considérer le développement de la fonction
(fyx'dy*, ordonné suivant les puissances de x et le
terme affecté de x*, donnera la probabilité qne z sera
Yerrenr de la somme des observations.

Silon oe veut assigner a cette ereur que des Hmites
r ot s, considérant ici Ja valeur de z comme passant par
tons les degrés de grandeur compris entre ces }imites ,
il faudra multiplier par dz la probabilité trouvée |, et
intégrer entre les limites z==r, z—=s.

C'est ainsi que Lagrange a traité cette question dans
le Mémoire cité page 285 ; ses dénominations sont &
au lieu de =, x au lieu de ¢, co qui donne la formule
fye*dx (p. 925 du Mém. citd), du développement de
laquelle ij #"était précédemment occupé,

2% En reprenant ce sujet, dans la Theorie analy-.
tique des Probabilitds, M. Laplace a donné anx mémes
calculs une forme trés élégante. D'abord il a substitué

4 la quantité x du n® 160 'exponentielle V=1 , €8
qui change une puissance quelconque x™ en

,M'V—-l =cosmw--V —1 sinm=,

et donne pour le cas odi les erreurs, supposées également
probables , sont les pombres entiers compris entre —n
et4n,

cos( — nw).... fcos{—=} f coso-t-cosw....4-cosnw
+ ‘/—_:[ain{—rur)...+sin(—w)+sino+sinw...+sinn:r]

=2 1--C0sw - £C0¥ 2w ... —-2COSNF |

alars le nombre des observations étapt désigné par s, le
terise indépendant de cos @ dans le développement de

{t+3cosw 4 2cos2a... 4 acos nw)’,

RR
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et divisé par 2n -1, exprimera la probabilité que
la. somume des observatiom est etacte.

Avant construit des fhrmules pour ebtenir par ap-
proximation les mtégtales des fomcrions de grands
nombres, M. Laplace transforme en une intégrale le
terme chershé, ef vai¢t comment. 8i 'on effectuait e
développenment de Ja puissance indiquée; e résuitat:
pourrait étre mis sous la forme -

A A cosw -FA'icos 2% €l
en le multipliant par der et I'intégrant , on aurait
Aw - A sinw 4% A" siagw - ete.;

et prenant ['intégrale entre les limites o et # (ce =
désignant la deml-circonférence), tous les terines s'é-
vanouirajent & I'exception du premier qui donnerait
Aw: on a done, entre les Iimites indignées ,

A::—l-ﬁ‘lir(t 4 scos =. . .- 3 cos n=)’.
-
Dans le Mémoire que j'si cité, de M, Plana, il pose

(ttztoswef. .. ﬂbosrlr)f?(2n+ljfﬂ—‘, ’

et détermine ensuite la valeur de dw, ce qui fait dé-
pendre de intégrale fe"de, ia recherche de A.

Clest ausst A la recherche d'un terme indépendany
de = gt'on raméne celle de la probahilié que la
somme des erreurs des observations sera égale d une
quantité domnée m, probabilité qui et le coefiicient.
de x™ dans le développement de expression

(e xS

. a4
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Pour cela, il faut ohserver que ce développement con-
tiendra deux termes affectés 'un de =™, V'antre de =™,
et ayant le méme coellicient, qui deviendront inde-
pendans de x lorsqu'ils seront multipliés Je premier
par x™ et le second par £™™; que par conséquent st
on multiplie le développement dont il s'agit, d'abord
par z™ enanite par ™, et qu'on prenne la moitié de
la somme des produits , le terme indépendant de v dans
le résultat, sera le terme cherché, Or, cette apération
revient @ maltiplier ce méme développement par

e g eV emeV S

= o0 mw;
3 Pt

lo terme cherché sera donc celui qui est indépendant:

de = dans le développement de

cos ma {1 - 2 cos w.....+ 2 cos nw),
et par suite la valeur de Vintégrale
Jlw cosm= (1 41 cos =, 2 cos nw)”,

prise entre les limites o et'.

Clest dans Vouvrage de M. Laplace qu'il faut voir
comment cette analyse s'étend au cas oi les erreurs
ont toutes les valenrs possibles estre leurs limites, avec
une probahilité exprimée par une fonction de ces va-
Jeurs. I entre alors trois inlégratinns successives dany les
formules; mais ce quiprécéde suffit pour montrer 4 quet
point ces recherches se compliquent; aussi tiennent-elles
beaucoup de placedans la T héoric analytiquedes Proba-
bilités , ot par des artilices d'analyse trés remarqua-
hles, Lauteur est venu 4 bout, dans les corrections
combinges , d'éliminer la probabilits des erreurs qni
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est inconnue , en supposant seulement qu'elle dé-
croit avec une.grande rapidité 4 mesure qu'il s'agit
d'ecreurs plus fortes, ce qui est trés vraivembiable |
puisque la perfection des instrumens et Vhabileté des
obzervateurs , rendent-fart petites les différences entre.
les diverses déterminations de la méme quantité. -

5°: Ecfin Ia recherche d'un milieu entre les abserva-
tions, et- calte des centres de gravité ont uns analogie
qui ne doit pas dtre passée sous sitence.

Il suit de ce qu'on a vo dans le n® 54, que le. plus
grand terme du développement de ['expression

(rusa ™ ezt £, el o5 5) (161),

st celui daoslequel Uexposant n est partagé en parties
proportionnelles aux probabilités

BBy €y jrelpyesCy, €5 -

c'est-d-dire que les exposans de chacune de ces letires
sont respectivement-

Me_5, BE_4, oo 718, v TIEy , NE5

celui de x sera par conséquent
wm e_5 X Feene_y 34 o 10,300 e 2 44ne 5 5

et comme il exprime U'erreur Iz nlus probable de la
somme des observations , l'erreur de la moyenne sera

e 053¢ By X im0 X O e X 405X 5,

c'est-a-dire la somme des diverses errencs multipli¢es
respeclivement par leur probabilité, ce qui exprime
aussi la valewr moyenne des erreurs. Mais si l'on re-
présente par a, b, c, etc., le nombre des cus qui aménent
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chaque errenr; et gne les grandeurs de celles-ci soient
#, ¢, 7, ete., on aura pour Uerreur moyenne

ap . bg cr
a+b+c..+a+‘b+c..+a+b+c-. + ete.

_ap+bq+cr+..._

T adbaee...

en sorte que si, comme Ja remarqué Lagrange
on prend sur une droire, & partir de l'une de ses ex-
trémités , des intervalles p, ¢, 7,... & chacun des-
quels on suspende les foids a, &, v,... la valear
moyenne donuera la position du centre de gravité de ces
poids.

Si I'on suppoze que les observations solent suscep-
tiblesde toutes les erreurs possibles entre des limites don-
nées, et que la loi des probabilités de ces erreurs soit
vornue, on portera sur une ligne droite, prise pour axe ,
des abscisses qui marqueront les errenrs, on élevera des
ordonnées proportionnelles & leur probabilité, et I'ab-
scisse du centre de gravité du segment de cette courbe
compris entre lea limites dannées, sera I'erreur moyenne
on la correction du milien. Elle sera nulle si, la courbe
étant symétrique pour les abscisses positives et néga-
tives, le centre de gravité tombe sur ["axe des ordonnées.
Ceci est entiérement semblable 4 ce qu'on a vu page 337,
pour la détermination de 1'4ge moyen dans une popu-
iation.

FIN.
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