Isaac NENATON, :
Détermination de tangentes a des courbes & [aide de (a
méthode des fluxions.

Philippe BRIN d'aprés une conférence de Jean-Luc VERLEY

En 1740, parait ia traduction en frangais d'un ouvrage de Newton intitulé: "La Méthode des Fluxions
et des Suites Infinies". D'aprés Buffon, traducteur de cet ouvrage, le manuscrit a été rédigé en latin entre 1664
et 1671, mais seule une traduction anglaise en a été publiée en 1736, augmentée des commentaires de Colson!,
traducteur du manuscrit.

Dans cet ouvrage, Newton expose la "Meéthode des Fluxions" et son application a la recherche de
tangentes a des courbes. Cette méthode repose sur des considérations de type infinitésimal et, d'une certaine
fagon, fait apparaitre un algorithme pour la détermination de tangentes s'appliquant 4 n'importe quel type de
courbe. Elle est sensiblement différente des méthodes utilisées par des mathématiciens comme Descartes ou
Fermat. En effet, au début du 17° siécle, Descartes et Fermat utilisent des méthodes algébriques pour
déterminer les tangentes aux courbes étudiées, ainsi gue les propriétés géométriques particuliéres de ces
courbes. Ces methodes vont faire apparaitre ce qui est anjourd’hui appelé polyndéme dérivé formel, et qui sera
utilisé par I'école cartésienne. Cette école, représentée par Van Schooten, Florimont de Beaune, s¢ situe i
contre-courant de ce qui va étre le calcul infinitésimal.

N¢ en 1642 2 Woolsthorpe (Lincolnshire), Newton entre en 1661 au Trinity College ot il est éléve de
Barrow?, dont il prendra la succession 4 la chaire de mathématiques en 1669. Durant la grande peste de
Londres (1665-1666), il retourne dans le Lincolnshire et y continue ses travaux. Ainsi qu'il I'écrira plus tard,
c'est a cette période qu'il fera ses plus importantes découvertes, notamment, celles concernant le calcul des
fluxions. On peut lire, dans.son traité¢ Pe Quadratura Curvarum: "/...] je suis tombé, dans les années 1665-

1666, sur la méthode des fluxions dont je ferai usage dans la quadrature des courbes.”

Les ouvrages de Newton concernant le calcul infinitésimal seront, pour la plupart, publiés bien aprés
leur rédaction:

D¢ Analysi per Aequation Numero Terminorum Infinitas est écrit en 1669 mais ne sera publi¢
qu'en 1711. C'est dans cet ouvrage que la méthode des fluxions apparait pour ta premiére fois.

Vers 1671, et sur les conscils de Barrow, Newton va développer cette méthode dans son manuscrit
Methodus Fluxionum et Seriarum Infinitorum,

Dans le De Quadratura Curvarum qui est écrit en 1676, Newton utilise largement le calcul des
fluxions. Cet ouvrage. publié en 1704 en appendice & FOpticks, est donc le premier & diffuser ce "nouveau

calcul”.

Uohn Colson (?-1760), professeur de mathématiques a4 Cambridge, a traduit plusieurs ouvrages de Newton.
%Isaac Barrow (1630-1677), mathématicien anglais. est auteur d'un ouvrage sur la détermination de tangentes
et le calcul dérivé (Lectiones Geometricae, 1669)
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La plus célébre ceuvre de Newton, Philosophae Naturalis Principia Mathematica, sera publiée
aussitot terminée, en 1687, Elle n'utilise pas le calcul infinitésimal, ni la méthode des fluxions, mais certains
passages permettent de mieux comprendre les conceptions infinitésimales de Newton. Dans le chapitre intitulé
*Du Mouvement des Corps”, est développée "la méthode des premiéres et derniéres raisons” qui fait apparattre
une notion intuitive de limite. Pour justifier ses calculs, Newton emploie ce que Frangois De Gandt® appelle "la
méthode des témoins finis" qui est, ainsi que nous le verrons, un principe que l'on retrouve dans le calcul des
fluxions. Newton ¢ssaicra d'écrire les Principia 4 l'aide des notations du calcul des fluxions, mais il semble que
I'ouvrage se prétait mal & cette écriture, ainsi que I'attestent quelques pages publi¢es dans le volume VI des

Mathematical papers.*

Regardons & présent la fagon dont Newton va mettre en place son calcul infinitésimal. Pour présenter
les méthodes employées par Newton dans Ia déermination des tangentes a des courbes, je ne suivrai pas l'ordre
chronologique des parations et m'intéresserai, essentiellement, & la méthode des fluxions. Je citerai les autres

ceuvres pour apporter quelques éclaircissements.

Dans La Méthode des Fluxions et des Suiies Infinies, aprés avoir développé et montré l'utilit¢ de
calculs sous forme de séries dans les propositions I a LIV, Newton propose de résoudre quelques problémes
"pour mettre I'Art Analitique dans un plus grand jour". 1l observe alors (prop. LV) que ces problémes peuvent

se ramener 3 deux problémes seulement, problémes que je qualifierai de "mécaniques”.

Voici les deux problemes proposés par Newton:
’[...] sur un espace décrit par un mouvement local retardé ou accéléré d'une Jacon

quelconque.
Prop LVI: 1. La longueur de I'Espace décrit étant continuellement donnée, trouver la vitesse du Mouvement 4
un tems donné quelcongue.
Prop. LVIL: 2.La vitesse du Mouvement étant continuellement donnée, trouver la longueur de I'Espace décrit a
un tems donné quelconque.” 3

Dans ces deux problémes, Newton considére deux quantités clairement définies, le temps ct I'espace
décrit par un mouvement. On remarquera que ces deux quantités serviront de support & l'élaboration de
méthodes générales,

Avant de présenter les notions qui permettront d'étudier ces deux problémes, Newton propose un

exemple:

3Frangois De Gandt. Le style mathématique des Principia de Newton. (Revue d'Histoire des

Sciences. 1986 XXXIX-3)

3Le style mathématique des Principia de Newton, op cit.

SNewton, La méthode des fluxions et des suites infinies, traduction Buffon, Paris, Debure 1740, réédition
Blanchard, 1966, p20
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"LVIIL Ainsi dans Péquation xx=y, si y représente la longueur de I'Espace décrit & un tems quelconque, lequel
tems un autre Espace x en augmentant d'une vitesse uniforme X mesure et représente comme décrit, alors

2x x représentera la vitesse avec laquelle dans le méme instant I'Espace y viendra a étre décrit & vice versa;
et c'est de la que j'ai dans ce qui suit considéré les Quantités comme produites par une augmentation
continuelle & la maniére de I'Espace que décrit un corps en mouvement.”®

Om peut voir dans cet exemple la maniére dont Newton va mettre en place un référentiel: le temps. En
effet, il considére ici le temps comme représenté par une quantité décrivant un espace avec une vitesse
uniforme; ainsi, toute quantité¢ possédant cette méme propriété pourra étre considérée comme représentant le
temps. De plus, toute quantité exprimée a l'aide d'une quantité assimilée au temps, pourra étre considérée
comme décrivant un espace. Ainsi, tout probléme concernant le rapport entre deux quantités quelconques
pourra étre étudié de la méme fagon qu'un probléme "mécanique”.

Newton précise ensuite sa conception du temps: "Comme nous n'aurons pas besoin de considérer le
tems autrement que comme exprimé & mesuré par un mouvement local uniforme [..J, je n'aurai dans ce qui
suit aucun égard au tems considéré proprement comme ltel; mais je supposerai que l'une des quantités
proposées de méme genre doit augmenter par une Fluxion uniforme, & laquelle quantité je rapporterai tout le
reste comme si c'éfoit au tems; donc par Analogie cette quantité peut avec raison recevoir le nom de tems;
ainsi quand dans la suite je me servirai du mot Tems, je n'entends jamais le tems proprement pris comme tel,
mais seulement une autre Quantité par I'augmentation ou Fluxion de laquelle le tems peut étre exprimé &
mesuré. "

On voit ainsi apparaitre ce qu'on peut appeler "temps absolu™.
Newton définit ensuite les termes Fluentes { Quantités considérées comme augmentées graducllement et

-« & = -

indéfiniment, notées v, x, y & z) et Fluxions { vitesses dont sont augmentées les fluentes, notées v, X,y & z).
Il est important de noter que, par analogic 4 l'exemple L VI, la référence a un temps absolu va permettre
d'établir une relation entre les fluxions de deux quantités fluentes dont on connatt une relation.

Un autre avantage, sans doute fondamental, est que 1a notion de temps induit une notion de continuité,
c'est a dire que tout instant est atteint et méme dépassé, ce qui, d'une certaine fagon, permet d'évacuer le
probléme de Fexistence de 1a limite: 4 un instant donné, il doit "se passer” quelque chose.

C'est ainsi que 1'on peut certainement justifier la proposition XIII du PROBLEME I: "Les moments des
Quantités Fluentes (c'est-d-dire leur parties indéfiniment petites, par laccélération desquelles, dans des
parties indéfiniment pelites de temps, elles sont continuellement augmentées} sont comme les vitesses de leurs
Fluxions ou Accroissements.”™

En effet, pour justifier cette proposition non démontrée, Newton considere que o étant une quantité

. .
indéfiniment petite, le moment d'une quantité quelcongue x est le produit de sa fluxion X par o, soit X0.

L] * . L] *« 8 = L]

Ainsi, les moments vo,X0, ¥ 0,20 des quantités v.x y et z seront comme les fluxions v,x, yefz de ces

mémes quantités.

SLa méthode des fluxions. op.cit. p20-21
7La méthode des fluxions. op.cit. p21
8L.a méthode des fluxions, op.cit.p25
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La définition du moment fournic par Newton pourrait correspondre 4 la variation infinitésimale de la
quantité fluente pendant un temps infiniment petit, mais cette définition ne permet pas de justifier la
proposition. Pour cela, il est nécessaire de se rapporter 4 un autre ouvrage.

Dans les Principia, Newton fournit des exemples de sa conception du rapport de quantités
infinitésimales sans, toutefois, utiliser de notation propre au calcul infinitésimal. Cette conception est illustrée
par ies lemmes placés au début du chapitre des Principia intitulé "Du Mouvement des Corps"” (Annexe 2).

Observons, notamment, le lemme suivant:

LEMME VII: Les mémes choses étant posées, {si un arc ACB donné de position est soutenu par la corde AB, &
qu'au point A placé dans le milieu de la courbure continue, il soit touché par une droite AD, & que les points
A& B s'approchent l'un de l'autre jusqu'a ce qu'ils coincident) la derniére raison qu'ont entr'elles l'arc, la
corde & la tangente, est la raison d'égalité.?

En d'autres termes, les quantités infinitésimales AB, AD ¢t F'arc ACB sont des "infiniment petits
équivalents". Newton ne parle pas ici, d'infiniment petit, cependant, la méthode'® qu'il emploie pour démontrer
ce lemme s'apparente a celle employée dans la Méthode des Fluxions en ce qu'elle consiste a comparer des
rapports de quantités infinitésimales 4 des rapports de quantités finies qui servent alors de "témoins” ainsi que
le remarque Frangois De Gandti!.

LA METHODE DES FLUXIONS: PROBLEME I

Etant donné la Relation des Quantités Fluentes, trouver la Relation de leurs Fluxions. (Annexe 1)
Afin de résoudre ce probléme (généralisation de l'exemple LVIII), Newton fournit une régle sans donner de
justification.

Régle 1. Disposez l'équation par laquelle la relation donnée est exprimée suivant les dimensions de

l'une de ses quantités fluentes x par exemple, et multipliez ses termes par une progression arithmétique

X
quelconque et ensuite par —. Faites cette opération séparément pour chacune des quantités fluentes; aprés
X

quoi égalez a zéro la somme de tous les produits et vous avez I'équation cherchée. 12

Voici un exemple explicite fourni par Newton:
Exemple 1. Si la relation des Quantités Iluentes x & y est x'—ax’ + axy — y3 = 0, disposez d'abord les

Termes suivant x, & ensuite suivant y, & multipliez-les comme vous voyez.

—_—r

Muliplhiez 51 —axt ——ayy—yt| —yt oy

pat x5 [ 2 N
X X z y ]

Vous qurez yxx* — 2axx =~ 4xy — 3yt - ayx R

? Newton, Principes Mathématiques de 1a Philosophie Naturelle, Traduction Madame la Marquise du
Chastellet, Paris, 1759, Réédition Blanchard.

18 Voir Frangois De Gandt op.cit.

11 yoir Frangois De Gandt op.cit

[2La méthode des fluxions, op.cit. p25
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* » L]
La somme des produits est 3xx° —2axx+axy-3yy’ +ayx, qui éant égalée a zéro, donne la

- .
relation des Fluxions x&Yy: car si vous donnez 4 volonté une valeur a x, I'Equation

r

x} —axt +axy—y3 =0 donnera la valeur de y; ce qui étant déterminé, lon aura

;:;::3)12 -ax:3x’ -2ax+ay.

On peut constater que la suite arithmétique qui intervient a O pour premier terme. Le terme
"quelconque” qualifie en fait 1a raison de la svite arithmétique utilisée. Par la suite, dans l'exemple I1, il utilise
une suite arithmétique ne commengant pas par 0, mais le résultat obtenu est incorrect. Le calcul est d'ailleurs
inachevé, Dans les exemples suivants, quelques exemples sont développés, notamment un exemple utilisant une
quantité fluente auxiliaire z pour exprimer la relation entre les fluxions de denx quantités x et y.

On peut voir dans cette régle une similitude avec les régles de Hudde qui sont publiées en 1659 par
Van Schooten!3 et qui ont été utilisées par de nombreux mathématiciens de I'école cartésienne. Ces régles sont

algébriques, mais on peut actuellement les interpréter comme propriétés du polynome dérivé formel.

Régles de Hudde:

1) Si r est racine double de l'équation @ x” +a,x" "' +....... +a,_x+a,=0cet by,b,.....b,,,b, une

suite arithmétique quelconque, alors 3 est solution de I'équation
n n-1 —

bayx" +bhax" + +b, _a _x+ba, =0.

2) Si gyx” +alxrH +.. +a, x+a, admet un extremum en a, alors a est racine de I'équation

n -1 —
nax" +(n-Hax" +. ... +a, x=0.

La premiére régle peut s'interpréter actucliement de la fagon suivante: si r est racine double du
polyndme P, alors r est racine de son polynome dérivé P'. Quant a la seconde, c'est, a un facteur x pres, le
théoréme suivant: Si P(x) admet un extremum en a, alors P'(a)=0. On peut voir aussi dans cette seconde régle,
une version légérement modifiée, et plus rapidement utilisable, de la "méthode des minima et maxima" de
Fermat.

Newton connaissait sans doute ces régles, puisqu'il cite la "méthode de Hudde" pour la détermination
des minima et maxima dans le PROBLEME III, L4 se trouve peut-étre la raison pour laquelle il parle de suite
arithmétique quelcongue dans la détermination des fluxions, puisqu'il énonce la seconde régle de Hudde et y
introduit une suite arithmétique quelconque, ce que ne fait pas Hudde. II est & noter, cependant, que Newton ne
semble pas entiérement convaincu par sa régle I puisqu'il éprouve le besoin d'en donner une "démonstration®
dans les propositions XV et XVI du PROBLEME I (annexe 3).

1l propose de remplacer les quantités fluentes x et y par ces mémes quantités augmentées de partics
infiniment petites, par l'accession desquelles elles sont continuellement augmentées dans des parties

indéfiniment petites de temps, soit X + X 0 et y + ¥ 0. Ceci étant énoncé, il reprend la relation de I'exempie I

précédemment cité et montre qu'il obtient le méme résultat qu'en utilisant la régle 1.

13Geometria, 4 Renato Des Cartes. Louis ¢t Daniel Elzevir, Amsterdam 1659. Le Reductione Aequationum de
Hudde p401 a 516.
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XVI. Soit done VEquation donnée quelconque x* —ax? +a!xy—y3 =0 je substitue X +x0 pour x, &

Y+ Yo poury, & j'ai
.2 .3 . .2 ]
el
x? +3xox +3x oox+x o' —ax’ —2axox-ax oo+axy 0
[] - LI} o2 e 3 -
+axoy+ayox+axyoo—y’ —3yoy -3y ooy-y o’
XVII. Maintenant j'ai par la supposition x* ~ax? +axy—y = 0, j'efface donc ces Termes dans I'Equation

précédenre & ayant divisé par o tous les termes qui restent, f'aurai
.2 W3 2 o2 o3

- » L] * &

3xx +3x ox+x 0° —2axx ax o+axy+tayx+axyo- 3yy -3y oy-y o' =0,
Mais comme o a dif étre supposé infiniment pelit, pour pouvoir représenter le momens des Quantités, les
Termes qu :l mulrrp!re som’ nuls en comparaison des auires, je les refette donc, & il me reste

3 x x? -2a xx +axy+a y x-3 yy = 0, comme ci-dessus dans I'Exemple premier.

Une seconde raison d'insatisfaction de la part de Newton envers les régles de Hudde, est l'impossibilité

de les emplover pour des "Equations affectées de Quantités sourdes”, ¢'est & dire non rationnelles.

Le PROBLEME 1I est l'inverse du PROBLEME 1:" Etant donné la Relation des Fluxions, trouver celle
des Quantités Fluentes”, et Newton le traite en inversant simplement les opérations effectuges pour résoudre le
PROBLEME I. 11 est important de noter qu'il se servira de ce type de résolution dans le PROBLEME IX pour
"Trouver l'aire d'une courbe proposée quelcongue”, et c'est sans doute la premiére fois que ce probléme est
proposé comme inverse de celui de la "dérivation”, bien que Barrow, dans ses Lectiones Geometricae de 1670
en donne une formulation géométrique..

Le PROBLEME L. qui concerne la recherche des minima et des maxima, est traité rapidement. Une
fois posée la régle qui consiste 4 annuler le "polyndéme dérivé", et ayant indiqué son insuffisance pour des
équations "plus délicates”, Newton fournit un exemple puis une série de problémes équivalents a la recherche

d'extrema.

PROBLEME IV

Tirer les Tungentes & des Courbes.

Dans cette partie, Newton propose neuf méthodes différentes pour tirer des tangentes a des courbes.
Ces méthodes sont classées dans un ordre "croissant” de difficulté. La premiére concerne le cas d'une courbe
dont les points sont définis par une relation entre l'abscisse et l'ordonnée, et la derniére est une courbe
“mécanique” dont les points sont "attachés" 4 une courbes donnée queliconque.

Je souhaiterais présenter ces méthodes et mettre en évidence leur aspect algorithmique, les différences
étant, pour {'essentiel, dues 4 des considérations géométriques.

Avant d'¢érudier ces méthodes. je souhaite préciser la maniére dont Newton définit les "grandeurs
mathématiques” dans son introduction au Tractatus de Quadratura Curvarum: "Je ne considére pas les

grandeurs mathématiques comme formées de parties, si petites soient-elles, mais comme décrites par un



mouvement continu. Les lignes sont décrites et engendrées , non par la juxtaposition de leurs parties, mais par

le mouvement de points, les surfaces par le mouvement des lignes, les solides par le mouvement des surfaces,

les angles par la rotation des cdiés et les temps par un flux continu".

Cette conception des grandeurs mathématiques lui permettra ainsi d'appliquer sa méthode des fluxions

aux courbes algébriques aussi bien que transcendantes ou mécaniques.
Tirer les Tangentes des Courbes
PREMIERE MANIERE
On se place ici dans le cas d'une courbe dont les points sont définis par une relation entre abscisse et ordonnée,
Le point D est donc défini par son abscisse AB et son ordonnée BD. Faisons subir au point D un déplacement

indéfiniment petit jusqu'en 4. Soit Ab 'abscisse de d et ¢ le point de bd placé sur la paralléle 4 AB passant par
D. Tragons de plus la droite Dd qui coupe AB au point T.(voir figure 1.1)

figl.1

Les deux triangles DBT et decD sont semblables (homothétiques), donc on en déduit I'égalité des rapports:
IB _ Dc _Bb
BD ecd cd
Or BD est l'ordonnée du point D et Bb et cd sont respectivement les "moments” des quantités AB et BD.

D'aprés la proposition XII du PROBLEME I, le rapport des moments est comme le rapport des fluxions, donc,

B x X
si on note x et y les quantités AB et BD, on obtient: — = —, soit TB =—T)i, et la tangente est ainsi définie

. *

Yoy y
par la sous-tangente comme dans tous les ouvragesdu 17°,
Newton fournit ensuite deux exemples concernant des courbes définies 4 l'aide de relations
algébriques!4, puis l'exemple 3 de la conchoide de Nicoméde.
Rappelons tout d'abord ce qu'est la Conchoide de Nicoméde. Dans ses commentaires sur le traité De lg

Sphére et du Cylindre d'Archimede. Eutocius expose la génération de cette courbe. Une autre définition est

. - x
14 On peut remarquer que Newton effectue une erreur dans le premier exemple oit il inverse le rapport -

y
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donnée par Pappus dans la Proposition XXV du livre IV de La Collection Mathématique. Voici donc comment
cette courbe est engendrée:

Une droite AB (appelée régle) et un point G (appelé pole) étant donnés, on considére tous les segments
dextrémité G tels que AB intersecte ses segments en découpant sur ceux-ci un segment PQ de longueur
constante (voir figure 1.2)

]

figure 1.2 figure 1.2 bis

Les extrémités des segments oppoesées au point G forment alors la Conchoide "supérieure "de
Nicoméde.(voir figure 1.2 bis)

Une autre courbe appelée conchoide inférieure peut étre construite en considérant des segments de
longueurs égales, situés dans le demi plan contenant G, dont I'une des extrémités se trouve sur la droite AB et

dont le support passe par G (voir figure 1.3 et 1.3 bis).

figure 1.3 figure 1.3 bis

Regardons & présent l'exemple 3 traité par Newton.

E

fig 1.4
Un point D étant donné sur la conchoide, il pose AB = x son abscisse, BD=y son ordonnée, LD=c la distance

"fixe" associée d la conchoide et GA=b 1a distance du pdle G 4 1a droite AB.

. . IB DM Lo
Les triangles DBL et GMD sont scmblables (égalité des angles) donci—— = clest a dire
BD MG

2 2

C""y_
y by

En posant Z = et~ yz , on obtient les deux équations suivantes:

que l'on peut écrire sous la forme (b +y) c? —y2 =Xxy.
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2

(b+y)z:xjy etz =ct -y

La méthode des fluxions fournit alors les deux relations suivantes:

bz+yz+zy=xy+yx e 2zz=-2yy dod, en ¢élimnant le terme =z, on

b : 2 . »* -
obtient:—-ﬂ YV +yz=xy+yxce qui peut s'écrire sous forme  d'égalité de
z z
y BD
rapports: 5 24 2 = % = ﬁ
z z

Ce dernier rapport est l'application de Ja premiére manitre, et puisque BD=y, on en déduit que
by +y? b+

-
o

Puisque x-z=AB-BL= AL et b+y = GA + AM = GM, on peut écrire:

BD .GM
-BT=AL + ——
BL
Newton précise que le signe - devant BT signifie que le point T est pris du cdt€ opposé au point A, 11

montre ensuite, dans un Scholie, comment on peut déterminer le point d'inflexion, et utilise pour cela la

méthode des minima et maxima décrite dans le PROBLEME II1.

SECONDE MANIERE

Une courbe DE étant donnée, considérons un point G et une droite AB des abscisses. Le point D ayant
pour abscisse AB, GD est la sous-tendante de D associée au point G.

A partir d'une relation entre les deux quantités "fluentes”, x=AB (abscisse de D) et y=GD, cette
meéthode consiste a obtenir une relation entre leur fluxions.

D ayant effectué un déplacement infiniment petit en d, on considére le point k de GD tel que Gk= Gd.
Le moment de GD est alors égal a GD - Gd, soit GD - Gk = Dk. Soit b le point de AB tel que Ab soit 'abscisse
de d, et ¢ le point de BD tel que dc soit parzlléle a AB, dc est alors €gal a bB, c'est 4 dire au moment de AB.

Soit enfin T, I'intersection de Dd avec la droite AB, et F le projeté orthogonal de T sur GD.(voir figure 2.1)
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fig2.1
Ceci étant posé, Newton affirme que "les trapézes Dedk et DBTF sont semblables”. 1l faut ici entendre
le mot trapéze au sens d'Euclide, c'est a dire quadrilatére puisque les cotés FT et DB n'ont aucune raison d'étre
paralléles. De plus, il est & noter que le quadrilatére Dedk ici représenté, n'est pas le quadrilatére considéré par
Newton, puisque Dd est supposé “infiniment petit". Cetie notion est indispensable pour pouvoir affirmer la
similitude des "trapézes", car alors, dk est aussi infiniment petit, et ia droite dk peut étre considérée comme
tangente au cercle de centre G et de rayon Gk et a ce titre perpendiculaire au rayon Gk. Ce faisant, Dedk est

bien 'image de DBTF par une homothétie de centre D, et les deux "trapézes" sont donc semblables.

8] déduit 1'égalité d rt D _De_x
n en déduit I'égalité des rapports:—— = — =
DF Dk
y
Application 4 Ia conchoide:
':
N
E N
7 ~
o 7
’ N fig22
~
~

W T

11 est & souligner que cette "seconde maniére" est beaucoup mieux adaptée que la précédente pour la recherche
des tangentes 4 la conchoide puisque celle-ci est définie & partir d'une droite et d'un point. Reprenant les

notations de la figure précédente, posons x=GD et y=BD. Les deux triangles BDL et LAG sont semblables,

ol — et on en déduit Ia relation suivante: ¢y — xy - bc = 0. Appliquant alors
DL LG ¢ c¢-x 4

la régle pour la détermination de la relation des fluxions, on obtient: ¢y—xy—yx =10 ce qui entraine

X x-c . , . DF x x-c ) o
~= = ——_ D'aprés le résultat de la seconde maniére, —— == or DB= v ce qui entraine I'égalité
y ¥ By 7

sunivante: DF=x-c=GL.
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Le tracé de Ia tangente A la conchoide est alors possible géométriquement. Un point D de 1a courbe étant donné,
prolongeons le segment GD d'une fongueur égale 2 GL jusqu'au point F. La perpendiculaire a GF au point F
coupe la "régle” en un point T qui appartient & la tangente et cetleci est donc la droite (DT).(voir figure 2.2)

TROISIEME MANIERE

Deux points A et B étant donnés ainsi qu'un point D d'une courbe, AD et BD sont les sous-tendantes
associées au point D. Faisons effectuer au point D un déplacement infiniment petit jusqu'en d. On considcre le
point k de AD tel que Ak=Ad et le point ¢ de BD tei que Be=Bd: on 2 alors
kD=AD-Ak=AD-Ad et cD=BD-B¢=BD-Bd. C'est 4 dire que les moments contemporains des fluentes AD et BD

sont respectivement kD et ¢D.
Dk

D
Soit F, le point de AD tel que —— = —I-;*: construisons les perpendiculaires 38 ADen FetaBDenBetsoit T
C
leur point d'intersection. Ainsi que dans la "seconde maniére”, la quantité dc est infiniment petite et la droite
{dk) peut &tre considérée comme tangente au cercle de centre A et de rayon Ak, donc perpendiculaire au rayon

Ak. De méme, la droite (dc) peut étre considérée perpendiculaire an rayon Be. Ceci permet d'affirmer

DF Dk

I'nomothétie des quadrilatéres DBTF et Dedk (du fait de I'égalité des rapports -BE = --5—-) et donc
C

I'alignement des points D.d et T. Le point T appartient donc a la tangente ("touchante") a la courbe au point

D.(voir figure).

fig 3.1

On peut ainsi étudier certaines courbes définies par rapport 4 deux points A et B. D étant un point d'une telle

* : FD x . .
courbe et posant x=AD et y=BD, onaura X = kD) et y = cD, donc D = —. Cette méthode peut s'appliquer
y

4 la conchoide, mais de facon malaisée. Newton en propose l'utilisation pour des courbes que Descartes nomme

) ) , ex ex
"ellipses du second ordre"”, et définies par unc relation de la forme a + -c—i— —-y= 0(ua-—~ -C-;- -y =10).
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QUATRIEME MANIERE

Cette quatriéme maniére est fournie par Newton sans justification, mais s'adapte parfaitement 3 la conchoide.

Etant donné un point B, une droite (AC) et une courbe, on trace, en un point D de Ia courbe, la perpendiculaire
a la droite (BD). Celleci coupe la paraliéle & (AC) passant par B au point F. On trace en F 1a perpendiculaire
(FT) 4 Ia droite (DF). Pour chaque point D de la courbe, on considére les quantités fluentes BD et BC ou C est
I'intersection de la droite (BD) avec la droite (AC). D ayant effectué un déplacement infiniment petit en d, on
pose deux points b et k de (BD) tels que Bb=Bc et Bk=Bd. Selon le méme raisonnement que précédemment, on
peut convenir que les droites (cb) et {dk) sont perpendiculaires 3 ia droite (BD). Les triangles TFD et Dkd sont

donc semblables ainsi que les triangles BDF et Chbe, et les triangles Bbc et Bkd. De ces similitudes, on peut

L _ FT kD FD b Bd K , ,
déduire les égalités de rapports suivantes:—— = —, ——— = — ¢t — = ——_ (e dernier rapport est aussi
FD ki BD bC Bec b

BD kD
égal & —— car Dd et Cc sont infiniment petits. On obtient donc les (rois égalités suivantes:—— = —,

BC FD  kd
FD bc BD kd . o FT kD N
—— = —, —— = — ¢t leur produit conduit a I'égalité énoncée par Newton:—— = ——, les quantités kD
BD  bC BC b BC bC

et bC étant les moments contemporains des fluentes BD=x et BC=y. Les moments de quantités fluentes €tant

dans le rapport de leurs fluxions, on obtient:

.

FT' x
BC
Y
Application a la conchoide: Soit DE la conchoide: posons GD=x et GL=y. On a la relation x=y+c d'on x= y
, , " . FT x . . .
D'aprés le résultat précédent. on doit avoir.—— = — d'ou I'on tire FT=GL. Construisons alors la droite (<)
Y

parailéle & (AB) passant par G. La perpendiculaire 4 GD au point D coupe (3<) au point F et 1a perpendiculaire
4 DF au point F coupe {AB) au point T puisqu'alors on a bien FT=GL et la droite (TD) est tangente en D 4 1a

conchoide.(voir figure 4.2)

[

_ fig4.2
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Les cinquiéme et sixiéme maniéres sont des variantes des précédentes proposées de fagon succincte. Regardons

simplement guelles sont les similitudes mises en jeu.

CINQUIEME MANIERE

= C B
fig5.1
_ L . BC Cb _,

Les triangles GCB et cbC sont "semblables”, on peut donc en déduire 1'égalité de rapport: —B—g = C_ D'aprés

[
la quatri¢ i it d'on I t i\ Fr Clest 4 dire, si d
quatriéme maniere, on avait —— = ——, d'ott I'on peut conclure —— = ——. C'est 4 dire, si on a posé

BC bC BG Ce
FT x
x=BD et y=AC, E’E = —, puisque kD ¢t Cc sont les moments des fluentes BD et AC.
Y
SIXIEME MANIERE
.
EANE
N
F G B figé.l
g . : e \ o FT kD .
La quatriéme maniére nous avait fourni ['égalité E = — d'ott l'on peut déduire———1= -EE —1clesta
 FT-BC iD-bC . .
dire = , or FT-BC = FT-FH = HT et kD-bC est la différence des moments contemporains
BC bC
. -
o : AR s CD :

de BD et BC c'est a dire le moment de CD que je noterai CD. On a donc I'égalité E = E et, puisque

e

. - : Cb HT CD «x
d'apres la similitude des triangles BCG et Ccb on a —— = —, on peut conclure:—— = —— = — en ayant

BG  Cc BG C y

posé x=CD et y=AC.
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I1 est & noter que pour ces trois derni¢res méthodes, Newton ne fournit aucun exemple.

Dans les deux méthodes sutvantes, 11 s'intéresse 4 des courbes dont Ies points ne sont pas rapportés i des droites
mais 4 d'autres courbes. Il considére notamment deux courbes particuliéres: la spirale d'Archiméde et la
quadratrice. Rappelons la génération de ces deux courbes.

La spirale: une droite AB étant donnée, considérons le mouvement d'un point M tel que la distance AM reste

toujours proportionnelle 4 'angle (AB,AM}. La trajectoire du point M est alors une spirale d'Archiméde.

M

__/—’r'k__hu_‘_“‘r-_

< \\ \ I
, B \
~ "\ \
~ N\, 1 .
~, . §
N \
S i 4
N \ Y

A E fig7.1

La quadratrice: un segment AB étant donsé ainsi qu'une droite AC perpendiculaire 2 AB en B, considérons Ie
mouvement d'un point M tel que la distance du point M 4 la droite BC reste proportionnelle 4 I'angle {(AB,AM).
Lorsque la distance BM' est 4 AB comme l'angle (AB,AM) est 4 un angle droit, la courbe obtenue est la
quadratrice dont Pappus donne la définition a ia proposition X3X du livre IV de La Collection Mathématique.

c
B E\.\'\

R

i i

Y SN

A

L AN

h f /

L

,-_dfﬁ /’/ e \

s \

s \

Wl |
. b |

fig 8.1
SEPTIEME MANIERE

ADE étant une spirale, tragons lIa droite AD qui coupe en G le cercle de centre A et de rayon AB. Faisons
effectuer au point D un déplacement infiniment petit en d. le point G se meut en g. Soit ¢ le point de AD ¢l que

Ac=Ad. Considérant les fluentes x=segment AD et y=arc de cercle BG, leurs moments contemporains sont
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égaux 4 Dc et Gg. At étant paralléle 4 de, T est l'intersection de Dd et At Les triangles ADT et Ded sont

C AD
semblables et ona — = ——.
cd AT

fig7.2
) ] ed Ad  AD )
Par ailleurs, cd et Gg sont des arcs de cercles concentriques, d'ot —— = —— = —— soit, ayant tracé (At)
Gg AG  AG

ligle 3 (AT) ¢ Apré Liplication des d tgalité cD_A4D t ed AT btient

paralléie a , —— = ——. Aprés mubliplication des deux égalités — = —— et —— = ——, on obtien
Gg At cd AT  Gg At

cD AD
Gg At

Newton <crit alors: Ainsi, I'Equation qui exprime la Relation de BG 4 AD étant donnée; cherchez la

Relation de leur Fluxions, & prenez At a AD dans le méme rapport, Gt sera paralléle i la tangente.

ax
Dans le cas de la spirale d'Archimeéde, 1a relation des fluentes s'écrit: ?= Yy, on obtient donc

ax _* . a_y AD _ . : .
7 =y, c'est a dire E == Z Soit alors P le point de At tel gue BDT soit rectangle en D, AD est sa

X
AD  AD® At AP _ AP
At At AD At . AD AD’

3 a
hauteur donc AD "~ = At AP . Ce qui permet d'obtenir: -5:

AP a
Dong, en plagant le point P sur At de sorte que iD = E 15, PD est perpendiculaire 4 1a tangente en D 4 la

courbe.

AP
15Newton (ou Buffon) semble avoir fait une erreur en écrivant EE =

a
.
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HUITIEME MANIERE

fig8.2

Etant donné 1a courbe quadratrice BD, on a fait subir un déplacement infiniment petit au point D, puis
prolongé la droite Ad en ¢ de sorte que Ac=AD. Ayant tracé la droite Dd qui coupe AB en T, on a tracé la
droite TF, perpendiculaire 4 Ce en F. dhHk est un rectangle et 1a droite (Gg) coupe AF enf.

Considérons les deux quantités fluentes DH=x ¢t BG=y dont les moments contemporains sont respectivement
Dk et Gg. Cherchons donc & établir le rapport de ces moments comme égal au rapport de deux quantités "finis".
D et ¢ appartiennent au cercle de centre A et de rayon AD, la droite (Dc) peut donc étre considérée comme

tangente 4 ce cercle donc perpendiculaire au ravon Ac de méme (gf) est perpendiculaire 4 (Ac).

Dk DH
Les quadrilatéres DATF et Dkdc sont donc "semblables” et l'on a: D_ = TD—]? De pius, le parallélisme des
C
. - Dec DF . . Dk DH
droites (Gg) et (Dc) permet d'obtenir —— = —— puis, compos¢ avec le rapport précédent, —— = —— soit
Gg of Gg of

DH

= ——. On peut ainsi tracer la tangente au point D en suivant la méthode décrite par Newton en ces termes:

Gf

Ainsi par I'équation qui exprime la Relation de BG & de DH, trouvez la Relation des Fluxions, & dans ce

ek

méme rapport prenez la tangente Gf du cercle BG, & la ligne DH; tirez DF paralléle a Gf, qui rencontre Af
prolongée en F; a ce Point F élevez la perpendiculaire FT, qui rencontre AB en T; & enfin tirez la Ligne droite

DT elle sera tangente a la quadratrice.

NEUVIEME MANIERE
Etant donné une courbe ABF et une tangente 4 cette courbe (Bt), le point B ayant pour abscisse AB et pour

ordonnée CB (voir figare). On considére une autre courbe DE dont les points D sont définis par une relation

entre l'arc AB (ou un autre arc mesuré sur la courbe ABF) et la différence des ordonnées deB et D (soit BD).
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A C

Newton nous dit que la tangente 3 la courbe DE en D sera la droite (DT) telle que, T <étant sur (Bt),
BT _ fluxion(AB)

BD  fluxion(BD)

Ce résultat s'obtient en considérant un déplacement infiniment petit du point D en d. Le point B se déplace
alors en b, et si on considére le point ¢ de BD tel que (bdc) est paralléle a (Bb), et le point T intersection des

droites (Bb) et Dd), alors les triangles dcD et BTD sont semblables, d'ou il s'en suit 1'égalité des rapports
BT de

BD  ¢D’
Or dc et Db sont les moments contemporains des quantités fluentes AB (cd=bB) et ¢cD (¢cD=BD-bd) ce

qu'il fallait démontrer.

Ce dernier exemple est, me semble-t-il, U'illustration parfaite du caractére algorithmique de la méthode
employée par Newton pour tracer des tangentes. En effet, pour chacune des "maniéres” exposées, il est bien sfir
nécessaire d'adapter 4 la figure les "témoins finis" qui serviront a la détermination de la tangente. Mais, cette
adaptation effectuge, le procédé consistera toujours A calculer le rapport des fluxions a partir de la relation des
fluentes qui, elles, sont imposée par la définition de la courbe méme. Ainsi, Newton, pour conclure le chapitre

concernant le tracé des tangentes, s'exprime en ces termes:

LYII On peut avec la méme facilité tirer les Tangentes lorsque la Relation de BD a AC, ou & BC, est donnée
par une équation quelconque, ou lorsque les Courbes sont rapportées & des Lignes droites ou & d'autres

Courbes d'une fagon quelcongue.

LXIIL. On peut tirer des mémes Principes la Solution de plusieurs autres problémes, comme ceux qui suivent.

BT _ fluxion(AB)
AB  fluxion(BD)

. Cette erreur est d'ailleurs rectifiée

16Une erreur apparait dans le texte ot il est noté

dans les exemples.
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Suivent alors sept problémes faisant intervenir des courbes, des angles et méme des surfaces. et voici la derniére
phrase montrant que pour Newton, il ne reste plus aucune difficulté a obtenir quelque tangente que ce soit.

Newton €crit ainsi:

La résolution de ces Problémes & de tous les autres de méme nature ne sera pas fort difficile, il n'y aura guére
que U'ennui du calcul; je n'ai donc pas eri qu'il filt nécessaire d'en donner ici les Solutions, & je m'imagine que

les Géomeétres me sauront gré de ne les avoir gu'énonces.

Ainsi, Newton semble avoir développé une méthode générale pour la détermination des tangentes a
une courbe, mais qu'en est-il du caractére infinitésimal de cette méthode?

Si on se référe aux méthodes développées par Fermat et Descartes, Newton ne prend pas en compte les
propriétés géométriques des courbes étudiées, mais distingue différents cas suivant la fagon dont elles sont
définies (relation entre abscisse et ordonnée, angle et distance 4 un point ou une droite, relation entre les
distances 4 un point et & une droite ou une courbe). Ce sont ces distinctions qui vont I'amener a décrire diverses
manieres pour "tirer les tangentes aux courbes”, mais elles n'attenuent en rien le caractére général de la

méthode.

On attribue généralement la naissance du calcul infinitésimal a Newion et a Leibniz. I! y a cependant
une controverse concernant d'une part la priorit€ de 'un ou de l'autre, et d'autre part le caractére infinitésimal
de la méthode des fluxions.

Dans son texte "Le style mathématique des Principia™, Frangois De Gandt parle, comme on I'a déja
dit, de méthode des témoins finis, et on peut noter une ressemblance entre cette methode et celles qui sont
utilisées dans La Méthode des Fluxions. En effet, pour définir la tangente en un point, Newton utilise la
similitude entre une figure "finie" et une figure "infinitésimale”, c'est 4 dire dont les cotés sont les moments de
guantités fluentes. Ainsi, 4 la lecture de la "premiére maniére”, on peut noter que le triangle Dde privilégié par
Newton est ce qu'on appelle "le triangle caractéristique” dans la méthode de Leibniz.!? Seulement Newton

semble refuser 'utilisation des infiniment petits sauf 4 de rares occasions. Aussi, alors que Leibniz &crit

BD _dy : o . . BD y .+
—— = ——, dy et dx étant des infiniment petits, Newton considére le rapport —— ==~ ot X et } sont les
BT dx _ BT x

fluxions des quantités fluentes x=AB et y=BD.

figll

F7Voir 'article de Maric-Frangoise Jozeau, Leibniz ¢t 'école continentale, Mnémosyne N°6
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Si I'on écrit: dx = .;:0 et dy= ).io, o étant un intervalle de temps infiniment petit, il y a bien stir
équivalence entre les deux méthodes: il faut alors considérer que le moment d'une quantité x, utilisé par
Newton, est égal 4 la différentielle de cette méme quantité qu'utilise Leibniz. Mais, alors que Leibniz utilise les
infiniment petits en tant gue tels, Newton ne considére que leur rapport. Le calcul infinitésimal n'apparait donc
plus dans la résolution des problémes concernant ia recherche de tangentes 3 une courbe. II n'a servi qu'a
Justifier (en partie) la régle concernant la détermination d'une relation entre les fluxions et surtout, 2 donner un
fondement pour l'utilisation du rapport de deux fluxions.

En 1813'%, Lazare Carnot publie la seconde édition des Réflexions sur la Métaphysique du Calcul
Infinitésimal, dans lesquels il écrit un commentaire De la Méthode des Fluxions (anncxe 3). II signale par
exemple que "la méthode des fluxions n'admet,[...] que des quantités finies."(§138). Par ailleurs, il effectue le
rapprochement entre la méthode des fluxions et la méthode des premiéres et derniéres raisons (§140).
Cependant, Carnot fait une "lecture moderne” de la Méthode des Fluxions" puisqu'il écrit, en parlant de
rapport de fluxions: "/..], ces fluxions auront elles-mémes entre elles une raison, qui n'est autre chose que la
limite du rapport des différentielles [..]." (§142). On peut donc constater que, bien que conscient des
différences entre les méthodes employées par Newton et celles de Leibniz, Carnot tient pourtant 4 les assimiier.
Ainsi, dans le dernier paragraphe (§143), il écrit: "Les procédés de la méthode des fluxions ne different de ceux
de Manalyse infinitésimale que par la notation". C'est, me semble-t-il, nier le saut épistémologique que
représente ['éeriture différentielle. Newton n'utilise pas les infiniment petits aussi "naturellement” gue Leibniz.
Cependant, on peut considérer que Newton est, par rapport 4 ses prédecesseurs, le premier a avoir utilise la
notion d'infiniment petit pour justifier ses calculs, ce qui, d'une certaine fagon, justific le réle prépondérant

qu'on iui attribue dans I'invention du calcul infinitésimal,

Je ne prétend pas régler la quereile de priorité qui a opposé newtoniens et leibniziens. Je dirai pourtant
qu'a la lecture d¢ La Méthode des Fluxions et des Suites infinies, on voit apparaitre clairement les notions de

calcul infinitésimal et d'infiniment petit qui seront formalisées par Leibniz.

18Voir Mnémosyne n°7 pour la premiére édition des Réflexions sur la Métaphysiques du Calcul
Infinitésimal, Paris, Duprat 1797.
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ANNEXE 1

LA

METHODE

DES

FLUXIONS.

ET DES SUITES INFINIES.
Par M. e Chevalir NEWTON.

LV. En voila tout aurant qu'il en faut de dit fur ces Methodes
de calcul, dont je ferai un frequent ufage dans la fuire, Refte main-
tenant 4 donnet quelques effais de Problémes, fur-tout de ceux que
nous prélente la nature des Courbes, & cela pour metrre FArt
Analitique dans un plus grand jour. Et d'abord jobferverai que tou-
tes leurs dificultds peuvent fe reduire & ces deux Problémes feule-
ment que je vais propoler fur un efpace décrit par un mouvement
tocal retardé ou accelerd d'une fagon quelconque.

L VUL 1. Lz lengoeyr de PEfpace décrit dtant continuellement den.
née | trowver la viteffe du Mosvemens & un tems donné gquelrongue,

LVIL :. Za vitefle du Mewvemens btant continwellemens don_
née, trewver la longeenr de PEfpace décris @ un tems donné guel.
(Oﬂqlfu

LVIIL Ainfi dans I'Equation xx=y, [i y repréfente Ia lon-
gucur de I'Efpace déerit 3 un tems quelconque, tequel tems un au-
tre Efpace x en augmentant d'une viteffe uniforme » méfure & re-

prélente comme décrit, alors 2xx repréfentera Ja viteffe avec fa-
quelle dans le méme inftant I'Efpace y viendra i e déerir o vice
werfa; & c'eft de-li que Jai dans ce qui fuit confideré les Quanrirds
comme produites par une augmentarion continvelle 3 la maniere de
I'Efpace que décrit un corps en mouvement.

L IX. Mais comme nous n'avons pas befoin de confiderer icile
tems aurrement que comme exprimé & méfuré par un mouvement
local uniforme , & qu'outre cela nous ne pouvons jamais compa-
rer enfemble que des Quanrités de méme genre, non-plus que leurs
vitelfes d'accroiflement & de diminution; je n'avrai dans ce qui
fuit aucun égard au tems confideré proprement comme tel; mais
3 {uppoferal que 'une des Quanritéds propofées de méme genre doit
augmenter par une Fluxion uniforme,  laquelle Quantité je rappor-
terai rout le refle comme fi c'éreit au tems; donc par Analogie
cetre quantité peut avec raifon recevoir le nom de tems ; ainfi quand
dans la fuite pour donner des idées plus claires & plus diftinges, je
mie fervitai du mot T ems, je n’entends jamais le tems propremnent
pris comme tel , mais feulement une autre Quantité par augmen-
tation ou Fluxion de laguelle le tems peut Ere expprimé & méfuré.

L X. Fappelleral Quansisés Fluentes | ou fimplement Fluentes ces
Quantités que je confidere comme augmentées gradueliement &
indefiniment, je les repréfenterai par les dernicres Leures de I'Al-
phaber v, x, y & z pour lcs diftinguer des autres quantites qui dans
les Equations font confiderdes comme connues & détcrminécs_ qu'on
repréfente par les Lercres ininiales 1, 6, ¢, &c. &‘;:: repréfenterai par les

mémes dernieres Lettres furmontées d'un point v, x,y & _les vitef
fes dont les Fluentes font augmentées par Je mouvement qui les
produit, & que par conféquent on peut appeller Flaxions. Ainfi
pour I2 Vieffe ou Fluxionde 2 j¢ meurai v, & pour les vitefies
de x, r, £ je merreal x, y , 7_refpedtivemen.

L X1 Ces chofes érant ainfi prépofées, je vait entrer en maticre
& donner dabord la folution des deux Problémes que je viens de

propofer.



Sccende maniere!

X XX. Soit un Point donné G, duquel on tire la Soutendente
DG 2 un Point D de la Courbe , foit DB I'Ordonnée fous un An-
gle quelconque 2 'Abciffe AB ; faites par-
courir av Point un Efpace infiniment petit Aﬁ
4D fur fa Courbe , fur GD prenez G& = /_f....“\r_
Gd , achevez le Parallelogramme dcBé, DA =y
& D¢ feront les Moments cootemporaing 77 / 5
de GD & de BD , donr iis diminuent tan- A. 5 b
dis que D eft porté en 4 Prolongez la Li-
gne droite D4 jufqu'a ce qu'elle renconere AB en T ; & de ce Poine
T abaillez fur 2 Soutendente GD la perpendiculaire TF, les Tra-
ezes Dedé & DBTF feront femblables ; ainfi DB : DF ::
¢ : DA
XX XL Comme la Relation de BD 4 GD eft donnée par
TEquation & la Courbe , cherchez la Relation des Fluxions , &
faites FD 4 DB comme la Fluxion de GD i la Fluxion de BD ;
du Point F élevez la perpendiculaire FT qui rencontre ABen T,
titez DT elle touchera la Courbe en D ; fi DT eft pofidve il faur
la -prendre du céeé de G, & i elle eft négative du c6té oppofé.

XXX VI Ainfi dans la Conchoide, ou tout ceci fe fera plus

promptement que ci-deflus , filant GA=4, LD =¢,GD=x,
&PBD =y, onaura BD, y: DL,e:: GA, &Gl v — ¢
Ainli xp — ¢y == ¢b y 0u xy = £y =— cb = 0. Cette Equation fui~

vant la Régle donne 2200, ot % — ¢ == DE , prolongez donc

G vers F, de fotte q{le DF = LG, & au Point F élevez Ia
perpendiculaire FT qui rencontre I'Afymptote ABen T, titez DT
elle touchera fa Conchoide.

Troificme Manicre,

XX XIX. Si I'on rapporte la Courbe & deux Soutendentes AD
& BD , qui tirdes de deux Points donnés A & B fe rencontrent
fur la Courbe ; imaginez que e Paint
D parcourr I'Efpace nfiniment L)cri':
Dd, & fur AD & BD prenez Az =
Ad | & Be = Bd; £D & (D feront
les Moments contemporains des Li-
gnes AD & BIY, prenez donc DF a
BD comme le Moment D4 au Mo-
ment e, { celt-a-dire, dans le Ra-
port de la Fludion de la Ligne AD &
la Fluxion de la Ligne BD ) élevez
fur BD & AD les perpendiculaices BT & FT qui fe rencontreront
au DPoint T ; les Trapezes DFTB & Déde feront femblables, &
par conféquent la Diagonale DT touchera la Courbe.
X L. Au moyen donc de VEquation qui exprime [a Relation de
AD 4 BD, trouvez la Relation des Fluxions & prenez FD & BD
dans le méme Raport.

XLIL Exempre Suppofons AD = x, & BD =y , & leur
Relation « - %‘ — y = o. Cette Equation eft aux Ellipfes du fe-

cond Ortdre , dont Defeartes dans le fecond Livre de fa Géome-
trie a démontré les propriétds pour rompre la Lumicre ; la Rela-

tion des Fluxions fera }"—y = o. Done: d: y . x:: BD:
DF.

45



PROBLEME 1V,

Tirer les Tangentes des Courbes.
FREMIERE MANIERE
I.ON peut tirer les Tangentes différemment , felon Jes diffé.

rentes Relations des Courbes aux Lignes droites, & pres
mierement foit BD une Ligne droite
Ordonnée fous un Angle donné i une
autre Ligne droite AB, prile pour Bafe
ou Abfciffe, & foit BD terminde aune
Courbe ED. Faites mouveir cetteQrdon-
née & faires-lui parcourie un Efpace in-
déiiniment petit & parvenic a 4d. Elle
aura augmenté du Momenr ¢4 , randis
que AB aura augmenté du Moment Bé,
auquel De eft €gal & parallele. Prolongés D4 julqu'a ce qu'elle
rencomptre AB en T, cette Ligne touchera Ja Courbe en D oud
8 les Triangles dcDy, DBT feront femblables ; ce qui donne TB:
BD :: Drou Bé : cd.

I1. La Relation de BD 4 AB eft donnde par I'Equation i la
Courbe ; cherchez par le Prob. 1. Iz Relation des Fluxions , &
prenez TB a BD dans le Rapore de la Fluxion de AB 4 la Fluxion
de BD ; la Ligne TD touchera la Courbe au Poine D.

L Exempre r. Nommant AB , x & BD, y , foit leur

Raport x3 —— ax* axy — y3 === 0. Celui des Fluxions fera jxx*

i
TAEB BD

—— 2XX ke aXy == dpx — gyt = 0. Aifix 1 j 11 Jxx — 24x
3y} = axy

~~ay 3+ — ax :: BD (y): BT. Donc BT = = i
Etle PointD & delalesLignesDB & AB ou x &y érant données,lalons
gueur BT fera donnde , ce qui détermine la Tangente TD.

IL Exemrpre 3. Soit ED la Conchoide de Nicodeme | dé-
crite du Pole G, foit AT VAfymprote & LD la Diftance ou Li-
gne interceprée. Soit GA == b, LD ==, AB=x, & BD =y.
A caufe des Triangles femblables DBL & DMG , on aura LB :

BD :: DM : MG ; cleftadite, Veec— gyt yitx: by, on
b~y V cc — yy == yx. Dans cette Equation je fuppofe v'er — yy
== £, & par la J'ai deux autres Equations éz ~~ yz == 2y , & 23,
== ¢ — yy, par le moyen defquelles je trouve les Fluxions de x,

y & 2, car la premicre donne 4z b ¥z = {}’=;‘Y +).’”’_& la
feconde 222 = — 2yy, ou 2z -+ gy = o. En exterminan: z,o0n
auta — 2 e 20 n g o= iy ~4- yx, qui érant réduite en propor-

tion donne y @ g — f;' ..-J;-’-—x::j:;c::BD:BT. Mais comme

BD cfty , BT fera par conféquent =% — "_._”J'."”. Cleft-i-dire,
— BT = AL + 22255 ;; ou e Signe — devant BT , défigne

que le Point T doit étre pris du c6té oppofé au Point A.

XII Scrotrie Delion voit comment on peut trouver le
Point delz Conchojide qui [épare la partie concave deia parrie con.
vexe ou le Point d'Inflexion ; car c'eftau Point cu AT eftun moindre.
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Ouatriéme Maniere.

XLVI Comme {i la Ligne droite BCD tournoir autour du
Point donné B, & que
T'un de fes Points D dé-
crivit une Courbe, 8 qu'un
aurre de fes Points C cou-
pat la Ligne ¥droite AC
donnée de polition. La
Relation de BD & BC
dramt  exprimée par une
Equation quelconque ; titez BF parallele 3 AC , de forte qu'elle
rencontre en F la Ligne DF perpendiculaire 2 BD ; élevez FT
Berpendiculaire 5 DF, & prenez F1 a BC comme la Fluxion de

D & Iz Fluxion de BC ; tirez la Ligne DT elle fera Tangente
3 la Courbe.

Cingnieme Maniere,

XL VI Mais fi le Point A ¢rant donné, I'Equation expri-
moir la Relation de AC 2 BD; virez CG parallele a DF, & pre-
nez FT 4 BG comme la Fluzion de BD i la Fluxion de AC.

Sixiéme Maniere,

X LVIIL Ou fi 'Equaricn exprime la Relation entre AC &
CD ; faites rencontrer AC & FT au Point H, & prenez HT &
BG , comme la Fluxion de CD 3 Ja Fluxion de AC. Et ainfi des

au{Ics.

Septitme  maniere.

PowR LES SPIRALES

X LIX. Le Probléme eft le méme lorfqu'on ne rapporte pas
les Courbes & des Lignes droites , mais 2 d'autres Courbes , comme
cela arrive dans les Courbes Mécaniques. Soit BG la Circonfe-
rence d'un Cercle dont le demi Diametre
eft AG ; randis qu'il tourne aurour du Centre
A , faites mouvoir le Point D d'une fagon
quelconque , de forte quil décrive la Spira-
ie ADE ; faites parcouric au Point D PEL
pace infiniment petit 4 , & fur AD prenez
Ac = Ad; Cd & Gg feront les Moments
contemporains de fa Li%nc droite AT) 8cde
12 Circonférence BG. Tirez Ar parallele 3
e , ceft-i-dire perpendiculaire AD, &
qui rencontre la I')l‘:mgentf: DT au Poinc T.
Vous aurez ¢ ¢ ed 11 AD : AT ; foit aufli
Gr parallele a la Tangente DT, & vous
aurez od : Gg 12 Adou AD : AG :: AT : Az

1. Ainfi l'Equation qui exprime la Relation de BG 3 AD &oane
donnde ; cherchez la Relation de leur Fluxions, & prenez Ara AD
dans le méme Raport , G¢ fera parallele a la Tangente.

LL ExempLE 1. Nommant BG, x & AD, y ; foit leur Re-
lation x3 wm— ax* =f= gxy —- y) =0 , Ol AULA 3x* —= 24K% == 4y
3y —max iy %t AD Ar 3 le Point £ érant donc trouvé ,
tirez Gr & fa parallele DT qui touchera la Courbe.

LIL ExcMere 2. Si lona 57 =y, ce quieft I’Equation %

la Spirale &' Archimedes , on aura ‘_U‘ =y, & parconféquent a: &::

y:x:: AD 1 Ar; celt pourguoi fi I'on prolonge TA en P, de
forte que AP: AB::4:4, PD fera perpendiculaire i la Courbe.

LIII ExemPLE 3. 8ixx = by,z;-cxfera..—-_bj,&zx 1 b
AD : Az Et de la méme fagon on pourra tonjours aifément tirgr
des Tangentes 4 toutes les Spirales.
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Fsiticpe Manicre.

Pour LEs QUADRATRICES:

LIV. Sila Courbe eft telle qu'une Ligne quelconque AGD,
tirde du Centre A , rencantre I'Arc de Cercle en G, & 2 Couc-
be en D ; & fi Iz Relation de 'Arc BG & dela Lignedioite DH,
qui eft une Oxdonnée 3 1a Bafe
ou Abciffe AH fous un Angle ‘
donné | eft déterminde par une
Equation quelconque ; conces
vez que le Point D parcourt
fur la Coutbe un Efpace infi-
niment petit Dd ; achevez le
Parallelogramme 4hHk & pro- A
longez Aden ¢ , de forte que o .
Ac==AD, Ge & Dk feront A Hhp B L =X
les Moments contemporains de
FArc BG & de I'Ordonnée DH; rolongez Dd dire@lement en T,
ou elle rencontre AB, & de co Ifoint abaiffez Ia perpendiculaire
TF fur DcF; les Tra%ezcs Dédr & DHTEF ferone femblables ; ainfi
Dé: De :: DH: DF; de plus i vous dleyes G perpendiculaire
2 AG, & qui rencontre AF en £ s les paralieles DF & Gf don-
neront De = Gg :: DF : Gf, & de méme D4 - Gg:: DH : G,
c’cg -a-dire, comme les Moments oy Jes Fluxions des Lignes DH
& BG. ’

L V. Ainfi par PEquation qui expritne la Relation de BG &
de DH , trouvez la Relation des Fluxions , & dans ce méme Ra-
port prenez la Tangente Gf du Cercle BG, &!la Ligne DH ; tirez
DF parallele 3 G, qui rencontre Afprolongée en F ;4 ce Poine
F élevez Ia perpendiculaive FT , qui rencontre AB en T; & enfin
tirez la Ligne droite DT elle fera Tangente 4 la Quadratrice.

LVI ExtmPre 1. Nominant BG; » % & DH, y foit xx =
¥y s on aura zxx=5}.l ; Qo 2x:6::};;;c::DH: G, le
Point ¢ éane trouvé on dérerminera le refte comme ci-deflus.

Newvieme Maniere.

LIX. Enfin fi ABF el une Courbe quelconque touchée parla
droite BT ; & {i une partic BD ( de la Ligne droite BC, Ordon-
néc fous un Angle quelconque
4 PAbaille AC, ) mnterceptée en-
tre certe Courbe & une autre
Courbe DE a une Relation 3
une particde la Courbe AB expri-
mée par une Equation, vous POl
rez urer fa Tangente DT 4 lau-
tre Courbe, en prenant furla Tan- _
gente de la premiere, BT en méme i A T 5
raifon avec AD | comme la Flu- '
xionde la Courbe AB avecla Fluxiorn de 1a Ligne droite BD.

LX.Exemrer 1. Nommane AB,x;BD,y i foit ax == yy,

donca;u::z).ry;ainlid:zy::y:x::BD:BT.

LXIL ExEMPLE 2. Soit < & ==y Equation i la Trocoide

i ABF eft un Cercle ; on aurm -;;rzj, &a:6:: BD: BT,
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ANNEXE 2

i —

PRINCIPES
MATHEMATIQUES

DE LA
PHILOSOPHIE NATURELLE,
Par feue Madame ls Marquife Dy CastELLET,

TOME PREMIER,

DU MOUVEMENT
DES CORPS.

LIVRE PREMIER,

SECTION PREMIERE

Dt lz méthode des premicres & dernieses vaifons employée dams
tous cet Ouvrage,

LEMME PREMIER,

Las quansitds & Ier raifons des quantitds qui rendent comtinuiliement 4
devenir dgalis pendant wn qemps finiy & qui avant la fin dv cc remps
approchent wetlemant de Figalied | que fewr différence off plus pesine

geeucune diffirence donnds , deviznnent d la fin dgales,

1 on le nic, qu'on fuppole qu'elies foient 4 Ia fin infga- Torr———

les, & que leur derniere diffitrence foit D, puifqu'etiex LA
20 Conry,

BY ne pruvent pas approcher plus pres de Iigatité que
de cene diffcrence donnée B, leur différence ne fera done pas
plus petite que toure diffitrence donnde, ce qui cft contre Fhy-

pothile,

LEMME 11

1)
u-uvl:t“ Si dans une figure quelponque Aack, comprifi entre Jes droites Aa,

st Conrl

AE, & lacourde ACE, on infirit xn mombre guelcangue dt Parallé.
dogrammes Kb, Be, cd 2 Bec. compris fous fes bafes dpals AB,BC,
CD, &¢, & fous lis ¢dtds Bh, Ce, DU, Lo parallilis au tid A a
de la figure } & qu'on acheve les parallifogrammes akbl, bl em,
cMdn, &e gx'ondiminue enfiite la largear de cas paraliilogrammes,
& gu'on qugmnet leur mombre d'infini : les dernicres raifors gu’an-
rear ener'elles la fipure inferin AKDLeMA D, fa circonfirite
AalbmendoE, & facarvitipns AabedR | firons dis raifons
£dgatitd.
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Car |a difitrence de la figure inferite & de la figure circonf
crite , eft la fommedes parallélogrammes X ¢, Lm , M, Do,
ceft-A-dire { 3 caule de 'égalicé de routes les bafes) que cene dif-
frence eft égale au reftangle A B« fait fur lune des bafes X &
& fur lafomme A 2, de toutes les hauteurs; mais ce reflangle, 3
caufe que fa largeur dimioue A Vinfini, deviendra plus petit qu'ag-
cun retangle donnd. Donc ( par le Lemme premicer ) It figure
inferite , 12 figure circonlTrite, & 3 plus forre raifon 12 figure cur-
viligne intermédiaire ferone 4 [z B égales, C.Q.F.D.

LEMME I11L

Les dernierss raifons de ees mémas figures firont ancors des ratfons &4 -
galicl, quoique des bafis AB, BC, CD, &r, des paraliilogrammes
Joiens infgales , pourvi qu'slles diminnene tevres 3 Pinfini,

Soic A F 12 plus targe de ces bafes, & foit achevé le paralitlo-
gramme FAaf, Ce prraliclogramme fera plus grand que ks diffé-
rence de la figure inlerite 8¢ de 1a figure circonftrite) mais fa
largeue A F diminuant 4 Finfint, il fera plus petic qu'aucun rectan.
gle donné, Donc &c. C.Q.F.D,

Cor. 1. Dol il firit que 12 derniere fomme de tout les parallé-
logrammes qui s'évanautllent colacidera dans toutes fes parties
avee la Bgure curviligne,

Cor. 1. Er 4 plus forte raifon la figure rcdillgne. comprife fous les ~ tivie,_
PrAMEER,

cordes des arcs évanovilans a8, be, ed, 82¢. coincidera 3 13 fn ——
avee Ja figure curviligne,

Cor. 3. 1t en fera de méme de la figure redtiligne clrconferite
qui ¢t comprife fous les cangentes de ces memes arcs.

Cor. 4. Et par confiquene ces dernicres Bgures { quant & leury
périmétres e ¢ £ ) ne font pas rectilignes, mais Jes limites curvili-
gues des figures rectilignes.

LEMME IV,
Si dans dews figures AacE , Ppr T, oninfiric, eamme cideffus, devx

Suiter de paraliilogrammes , done e nombre foit It méme , & que lorfque

Jiurs largeurs diminuent d Linfini , les dernitres raifens des paraltito-

grammes d¢ Lune dos fgures anx parallélogrammes de autrs , chacun

d chacan , foienr fes mimes § ees deux figuris AacE,PprT firont

enir'dlies dans corze mime raifon.

Car 11 proportion quun des parallélogrammes de la premiere
figure 3 avee celui gqui ol ripond dansla leconde, elt la méme
que celle de la fomme de tous les parallélogrammes de ls pre-
miere figure, 3 1z fomme de tous les paraliclogrammes de la fe-
conde , & par confEquent la méme que celle qui cft entre les deux
figures, en fuppofant toutcfois, que ,felon 1c Lemme 5, I cai-
fon de 1a premicre figure 3 2 fomme de tous les paraliélogrammes
qu'elle renferme, foit unc raifon drégatid | aufi-bicn que celle de
11 feconde figure A la fomme de tous les Parallélogranunes qui y
font renfeemés. C.QFD.

Cor. Dioti i\ fuit, que fi deur quantitds dun genre quelcon-
que font partagées dans un méme nombre de partics quelconques,
& queces parties, lorfque leur nombre augmente & queleur gran-
deur diminue A linfini, foicnt entt'elles en raifon donnée, la pre-
micte ) Ia premicre 12 feconde d I feconde, & 3infi de fuite: les
touts feront entr'eux dans terte méme raifon donndey €ar fi on
reprifente les partics de cos towns par les parallilogrammes des
figures de cc Lemme , los foremes de ces panics feront comme

= les fommes des panaliélogrammes i+ & par confiquent, lorfque Ie

S, nombre de ccs parties & des Paraliclogrammes sugmenie, & que
——— lcur grandeur diminue 3 Yiofind, les touss feront dans la dernlerc
raifon d'ua Parallélogramme A Yautre 1 cefl-A-dire, par Fhypo-

théfe , dans la deeniere raifon d'une pariic & Fawere,
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LEMME V.
Tous Jet ¢drls bomalogurs dus fgurs fimblables fons propastivanili,
sant duns lis fgurss survilignct gus dans les nsililignes, & hurt aires:
font an raifon dowblics de s civés,

LEMME VL

Sinn arc M qulcongus ACB donné ds pofition | off foutenu
parlacorde AB, & qu'an point A placd dams bk miliss d: fa cour-
dury comtinug , il fois souchd par wae droins AD prelongis s deux
cbiés, & que fu poiott A & B s"approchins I'ua da Fautre jufgu'd
or qu'ils coingident ; Pangle BA D, sompris fous la tanpinss & 1
torde diminncra 4 L'infiai , & 2" tvanavira & la fin.

Car fi cet angle ne s'tvanouilloic pas, Farc £ € B & la angenis.
‘A D coniticndroicnt wn angle redtiligne, & par conféquear la cour-
burc au poins A n¢ feroit point covtinne , cc qui el contre Ihy-
pothéfe.

LEMME VI

Lot mémus ahofis brane pofiex , La derniirs taifon qu'ens smsr'slles Uarey

la coids & la tanpsant , oft In raifon &"igalicl.

Car pendant que le poine B 'approche du point o, fuppofons
que des lignes 4 B, A D [oicnt profongées jufqu'aux points éloi-
gnds 3 & 4, & qu'on méne Ja ligne b dpanalicle i Va ficame B D,
& qu'on prenne de plus 4 ¢ ) 1onjonrs femblable & Farc ACH.
Lorfque kes poines 4 & B coinciderone, Tangle 4 4 § s'évanouira
par Ie Lemme peécédent s done les droites 44, A4, qui reflens
toujours de geandeor finie, & Tarc imermidiaire 44 coincide-
_soni & feront pag confRquem dgales. Donc les dioncs 48, 4D,
& larc irtcrmédiaice # CB, qui leur foat tonjours. proportion-

ach, ¢dvanouiront, & auront pour derniere zaifon ba raifos &'é-
gakid, CQFD. .

Cor,v. Ainfi, fi par B on ménc une droite B Fpanlicle i Ia
nagearc 4 D, laquelle 8 F coupe toujonss en F unc ligoe quel-
conque 4 F quipafle par 4, Ja raifon de cente drofte BF A Yarg
évanouiffant AC 8, fera b 1a fin 1a ratlon d'égalind, puiz qu'ache-
vane le panallilogramme 4 F B D cete szifon eft la mime que
«clie qu'd Ja droite 4 D avec le méme arc AC B,

Cor, 3, Ex G par B 8¢ par 4 onsire plulicurs drolies BE, 8D,
AF, 4G, qul coupent 12 tangenie 4 D & fapanallele AF, 1a
dernicre vaifon de Patc £ B de ha corde & de toutes les pastics
couples 4D, £ £, BF, BG enw'slics fera ha raifon d'égalid,

Car. 3. Bt par confRquent touteg ces Jignes pourropt bire pri-
fes Pune pour Faure dans cous bes cas od Fon fo fervira de ls
méthade des premieres 8¢ dernicres faifons,

LEMME VIIL
Si lis droives donndis AR, BR  Larc ACB, Jacordi AB, & lasan:
gintt AD, formunt arsii triangles RAB,RACB, RAD, & g8

des points A & B a'approckent Ia de Pavtry t s triangles , qui 18-

vansuitont , firont & la fix fimblables y & lour dirnives raifon fira lo

saifon Ligalisd,

Pendaot que 2 sapproche de 4, imaginons qu'on prolonge
AR, AD, AR, b, d,r,qu'on ming rbd panallclc § R D,
& qu'on prennc Fax 4 ¢ 4 sonjours femblable 4 larc AC 8, lorl-
que les points 4 & B cofncidcront, Pangle 4 £ 4 s'dvanonin, &
lescroiswriangles r 4 b, r 4 ¢h, 1 A d, qui tellcnt woujours de gran.
deur fnic coincideront, & feront par confiquent égaux & fem-
blables. Doaciesirlangles RAB , RAC A, RAD, qui leur fonr
tonjours femblables & proponionnels,, lesont & 1a fin égaux & fem-
blables enur'enx, C.Q.F D,

Cor. Donc ces trizngles pourront éere pris lun pour Yautre dans
tous les cas ol Fon emplayerala méthode des premieres & der-
gitres raifons.

Livaa
rasninn.
-

"Higare,
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REFLEXIONS

SUR

ANNEXE 3

LA METAPHYSIQUE CARNOT
DU 22 ddikon - 4313
CALCUL INFINITESIMAL,

DE LA METHODE DES FLUXIONS.

136. Newton considére une courbe comme
engendrée par le mouvement uniforme d'un point;
il décompose a chaque instant la vitesse cons-
tante de ce point en deux autres, 'une paraliéle
a l'axe des abscisses et lautre paralicle a Paxe
des ordonnges:, Cgy vitesses sont ce qu'il appelle
fluxions de ces coordonndes, tandis que la vitcsse
arbitraire du point qui décrit Ta courbe est fa
fluxion de Parc décrit.

Réciproqueinent cet arc décrit est appelé la
lluente de la vitesse avec luquells il est décrit par
le .point mobile, l'abscisse correspondante est
appelée fluente de la vitesse de ce point estimée
dans le sens de cette abscisse, et Pordonnée est’
appelée fluente de la vitesse de ce méme point
estimée dans le sens de cetle ordonnée.

Puisque la Huxion de Varc est supposée cons-
lante, il est dvident qua moins que le chemin

“du point décrivant ne se fusse eri lighe droite,
les fluxions de Fabscisse et de I'ordonnde seront
variables, et que leur rapport &: chaque ibstant
dépendra de la nature de la courbe, Cest-ii-dire;
de la relation méme de ces coordonnédes, ,

Reéciproquement la relation des' coordonnées
dépend nécessairement de celle qui existe &
chaque instant entre les fluxions de ces coor-
données. On peut donc demander quel est-lo
moyen de découvrir la relation qui éxiste entre
les- fluxions, lorsqué l'on connait celle qui exists
entre les coordonnées; et réciproquement quel est
celui de découvrir la relation qui existe entre les
coordonnées, lorsque Y'on connalt:celle qui exista
entre les fluxions seules, ou combindes avec les
coordonnées clles-mémes. La premiéte partia
de ce probléme est ce qu'on nomme méthoda
des fluxions, et la seconde méttigde inyerse des -
fluxions.
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’ 1'57 - Mais ces premiéres notions peuvent étre
gencral@ﬂas ; cdr & mesute que le-point décrivant
il:“mo“”_ Ia courbe, non-seulemént abscissé ret

ordonnée changent, mais: encore Ia sous-ting
g:ante.', ]:? normale, le¢ rayon de courbure ,zetc.
cest-a-dire, que. ces quantités croissent ou.-dds
croissent plus ou moins rapidement ainsi que les
toordonnées elles-mémes. Toutes ces' quantités
ont dono desflyxions dont les repports sont éga.
lement -déterminés par le mouvement du point
que déorit -uniformément la courbe; ainsi ces
quantités sont elles-mémes des fluentes. Or c'est
Part de.détermiuer les relations de toutes ces
fluentes par l'entremise de leurs fluxions em-
ployées comme auxiliaires, que 'on nomme mé<
thode directs et inverse des fluxions, ou méthode
des fluxions et fluentes.

Cette méthode s'applique non-seulement aux
lignes courbes, mais par analogie on Yétend aux
aires que renferment ces courbes, aux surfaces
courbes et aux volumes qu’elles terminent, aux
forces qui mettent les corps en mouvement et
aux effets qu'elles produisent; on en applique en
un mot la théorie & tout ce qui fait I'objet .des
mathématiques et des aciences physico-mathé-
matiques, aussi bien gue la méthode d’exhaustion
elle-méme et tous les modes de calcuf qui en
dérivent.

- 138. Laméthode des fluxions n’admet, comme
on le voit dans le calcul, que des quantités finies:
puisque ces fluxions ne sont autre chose que des
vitesses qui sont des quantités finies. On peut
méme prendre ces vitesses respeclives avec
lesquelles les coordonnées croissent, pour coor-
données d'une nouvelle courbe, lesquelles auront
aussi Jeurs fluxions, qui seront pareillement des
quantités finies; et celles-ci pourront encure‘é.lr‘a,
prises pour coordonnées d’une troisi¢me cou‘rbé_} _
ainsi de'suile, sans que jamals il entre dans le
calcul autre chose que des quantités finies.,

13g9. 11y aune fluxion principalequiest choisie

a volonté, mais qui étant une fois adoptée rigle
toutes les autres : on peut choisir celle que Pon
veut; nous avons supposé que c'était la vitesso .
ebsolue du point décrivant, que nous avons re-
gardée comrmue uniforme : mais on peut supposer
également que clest la vitesse dans le sens de
Tabscisse, ou toute autre qui eoit uniforme et qui
serve de terme de comparaison.
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140. La méthode des fluxions et fluentes d4-
rive naturellement de celle des prémicres et der
niéres raisons ; car la vitesse variable d’un point,
n'est pas le chemin décrit parlce_po'mt dans un
temps donné, divisé par ce temps ; mais lapremiére
ou derniére raison de ce rapport, c'est-a-dire; I3
quantité dont .ce rapport npproche de phis ed
plus, i mesure que ce temps est supposé plua
court.

141, Cette observation & été le prétexte d’ate
objection élevée coptre la méthode des fluxios;
car, a-t-on dit, c’¢st introduire dans ta Géomd-
trie qui appartient aux Mathématiques pures, Ia
notion des vitesses qui n’appartient qu'aux Ma-~
thématiques mixtes, ct définir une idée qui doit
&tre simple, par une autre qui est complexe.

Majs cctte objection est assez frivole : car la
véritable chose a considérer, est de savoir si la
théorie est plus facile a saisir de cette manidre
gue d’une aulre. Le classement que nous faisons
des sciences est assez orbitraire. Nous plagons la
Géométrie avant la Mécanique dans 'ordre de la
simplicité ; mais-les parties transcendantes de la
preniidre sont bien plus abstraites que les par-
ties élémentaires de la seconde; et comme le dit
Lagrange, « chacun a ou croit avoir une idée
nette de la vitesse, » ce n'est donc pas prendre
une marcho contraireal'espritdes Mathématiques,
que de définip]ea Buxions par les vitesses,

1439. Nous venons de voir que les vitesses
qu'on nomme fluxions, sont les derniéres raisons
des espaces parcourus et des temps employés &
les porcourir; mais si 'on compare ensemble deux
de ces vitesses ou fluxions, par exemple'la fluxion
de I'abscisse avec celle de Pordonnée, ces fluxions
auront elles-mémes entre elles une raison, qui
p'est autre chose que la limite du rapport des dif-
férentielles de ces coordonnégs. Ainsi la Méthode
des fluxions n'est encore, comme on le yoit, que
la méthode infinitésimale,;et par conséquent Ia
méthode d’exhaustion envisagée sous un nouvean
point de vue, et I'on apergoit facilement le lien
qui upit toutes ces méthodes les unes aux autres.
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143. Les procédés de la méthode des fluxions
ne different de ceux de lanalyse infinitésimale,
que par la potation. Au lieu de la caractéristique
d, dont on se sert dans celle-ci, on pointe ‘les
lettres dans la méthode des fluxions; c’est-A-dire,
que la fluxion de la variable ou fluente x, par
exemple, est représcatée par x, roais avec cette
distinction, que x représente une quantité finie
qui est la vitesse du point décrivant dans le sens
des abscisses, tendis que dx, dans le calcul dif-
férentiel, représente une quantité infiniment pe-
lite, qui est I'accroisscment instantané de catte
méme abscisse.
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