Le probleme des partis

DANS NOS CLASSES

Martine Biihler

Rappelons d'abord quel est le "probleme des partis” : deux joueurs jouent & un jeu de hasard (du
type pile ou face) et le premier qui aura gagné un nombre déterminé de parties sera vainqueur et
cﬁiportera Ia mise. Mais ils doivent arréter Ie jeu avant qu'aucun des deux joueurs n'ait gagné le nombre
nécessaire de parties. Comment doivent-ils alors partager la mise ?

Cette "juste” répartition de la mise a fait I'objet d'une correspondance entre Pascal et Fermatl,
correspondance qui marque le début du calcul des probabilités. Le probléme des partis a cependant une
histoire plus ancienne, dont on pourra avoir un apergu en lisant le chapitre qui lui est consacré dans la
brochure M.:A.T.H. (I.LR.E.M. Paris 7, n° 61). L'étude des tentatives plus anciennes de résolution ainsi
que des lettres de Pascal et Fermat a donné lieu a des travaux en classes de terminales D et Aj(voir
brochure n° 61).

Le travail proposé ici est plus modeste. Il s'agit d'introduire le cours de probabilité en terminale
C en étudiant le probléme des partis, puis d'utiliser cet exemple pour illustrer certaines notions, enfin de
traiter la généralisation qu'en fait Pascal (a la {in de sa letire & Fermat du 29 juillet 1654) sous forme de

probleme 2 la maison.

Lors d'une premigre séance en classe, j'ai distribué les exercices suivants ( tirés de la brochure n°61);
Ariane et Bernard jouent 4 un jeu qui consiste en plusieurs parties de "pile ou face".
Chaque partie rapporte 1 point A celui qui la gagne.
Le premier qui aura 3 points gagnera Ia mise de 64 F.
Mais Ariane et Bernard sont obligés de s'arréter avant d'avoir pu terminer le jeu, Avant de se

sé€parer, ils veulent se répartir la mise équitablement.

Exercice 1

I)Le vainqueur est celui qui obtient le premier 3 points.
Quand le jeu s'arréte, Ariane a gagné 2 points ¢t Bernard 1 point.

Comment Ariane et Bernard peuvent-ils se répartir équitablement la mise de 64 F ?

Indications : Au moment o le jeu s'arréte, il manque donc 1 point & Ariane et 2 points 4
Bernard pour gagner 64 F. On peut donc examiner les différents scénarios possibles pour les

parties qui se joueraient si Ariane et Bernard n'étaient pas obligés de s'arréter.

10euvres complétes de Pascal SEUIL ou aux &itions de la Pléiade
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La présentation de ces scénarios sous forme d'un arbre facilitera Ia recherche d'une répartition
équitable.

Onr notera A une pariie gagnée pur Ariane et B une partie gagnée par Bernard.

2) Quand le jeu s'arréte, Ariane a gagné 2 points et Bernard 0 point.

Proposer une répartition équitable de ia mise.

3) Quand le jeu s'arréte, Ariane a gagné 1 point et Bernard 0 point.

Proposer une répartition équitable de la mise.

Exercice 2

Le vainqueur est celui qui obtient le premier 3 points,
Quand le jeu s'arréte, Ariane a gagné 1 point et Bernard O point.

1) Quel est Ie nombre maxirmal de parties qu'il resteraient 4 jouer ?  Soit n ce nombre.

2} En notant A une partie gagnée par Ariane et B une partie gagnée par Bemnard, dresser le
tableau des résultats que pourraient donner ces n parties, si elles étaient toutes jouées,

3) En déduire une répartition équitable de la mise de 64 F.

Indication : Si le nombre maximum de parties était 3, 'écriture "ABA" signifierait:
- n=3;
- Ariane gagne la premidre et la troisidme partie, Bernard la deuxi2me.
Les éleves éraient groupés par quatre; certains étaient redoublants, et, parmi les éltves venant de
premiére S, certains n'avaient pas traité les probabilités I'année précédente. Ces différences de cursus
n'ont apparemment pas joué dans la compréhension des exercices. La plupart des groupes ont bien

maitrisé I'exercice 1, établissant un arbre des scénarios possibles et affectant des "chances” A chaque

branche de l'arbre, ce qui donne par exemple pour la premiére question

AQ3)
B(1)

Dé AQ) AQ
épart B B(3))
AQ)

B(3)
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Certains cependant (et pas obligatoirement ceux n'ayant jamais fait de probabilités) n'ont pas
"pondéré” les branches et ont considéré qu'il y avait trois possibilités équivalentes!, ce qui leur donnait
comme résultat : Bernard a une chance sur trois de gagner et Ariane deux chances sur trois. Cela a éié
l'occasion d’'une discussion sur 1™équiprobabilité” de ces trois possibilités. Et nous avons la ensemble un
extrait de ia lettre de Pascal 3 Fermat du 29 juillet 1654 (voir annexe 1).

L'exercice 2 a soulevé plus de difficultés, 'objection de "Roberval” étant faite spontanément par
les éléves : pourquoi considérer que les quatre parties sont effectivement jouées puisque, si Ariane gagne
les deux premidres parties, le jen s'arréte 7 J'ai alors distribué un extrait de la lettre de Pascal 4 Fermar du
24 aoiit 1654 (voir annexe 2) o Pascal répond fort clairement & M. de Roberval qui "fit cette objection :
que c'est a tort que l'on prend I'art de faire Ie parti sur la supposition qu'on joue en quatre partics...".
La réponse de Pascal a convaincu les éleves mieux que je n'aurais su le faire (du moins cenx qui ont
accepté de lire Ie fexte avec l'atiention nécessaire).

Lors d'une deuxiéme séance, nous avons fait une synth&se et une correction collective, et nous
avons cherché un début de généralisation : comment répartir la mise si le gagnant est celui qui obtient le
premier 4 points (les conditions étant les mémes : au moment de l'arrét du jeu, Ariane a 1 point et
Bernard O point)? Nous sommes convenus d'employer la méthode de Fermat, l'arbre de I'exercice 1
risquant de devenir trop touffu. La nécessité de raisonner pour dénombrer plutét que d'écrire tous les cas
est alors apparue: en effet, le nombre maximum de parties 2 jouer est alors 6 et il devient fastidieux
d'énoncer les 64 résultats possibles; mais comment connaitre les résultats favorables 4 Ariane, c'est-3-
dire ceux tels qu'Ariane gagne 3 ou 4 ou 5 ou 6 parties parmi celles qu'il reste 4 jouer 7 S'il est assez
simple de constater qu'il n'y a qu'un résultat tel qu'Ariane gagne 6 parties et 6 résultats tels qu'Ariane
gagne 5 parties, les cas de 3 ou 4 parties sont plus délicats. Les éleéves sont alors revenus a I'écriture
systématique (sauf deux doublants) et ont remarqué qu'il s'agissait, parmi les 6 parties jouées, de "placer"
4 (ou 3) parties gagnées par Ariane : par exemple, A. AA . A  est un résultat tel qu'Ariane gagne
exactement 4 parties. Ils ont donc énoncé les 15 résultats correspondant 2 cet "événement”, en
remarquant qu'il était équivalent de choisir les 4 parties gagnées par Ariane ou les 2 parties gagnées par
Bernard. J'ai alors annoncé le cours sur les dénombrements dont un des buts est de calculer le nombre

de choix de p objets parmi n(Cg J et nous avons constaté que nous avions déja déterminé C6 =15 et
justifie C. = 5 Jai également A cette occasion prononcé les mots "variable aléatoire” pour désigner le

nombre de parties gagnées par Ariane  parmi les 6 parties jouées.
Durant l¢ cours sur les dénombrements, il m'est arrivé de faire appel A ce travail préliminaire 2

titre d'exemple (n-list(332 ou calcul des CE).

Aprés le cours de probabilité, les éleves ont eu A traiter la généralisation 2 m parties de ce

probléme en devoir & la maison. Le probléme est accompagné d'une lettre de Pascal 2 Fermat, dans

1 erreur spontanée du débutant, méme chevionné
2 terme officiel du B.O. pour n-uplets
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laquelle Pascal généralise le probléme et donne une répartition de la mise lorsqu'il manque m parties a un
joueur et m+1 parties & l'autre joueur(voir en annexe). Dans le Traité du triangle arithmétigue, Pascal
propose la solution générale dans le cas od il manque n parties & A et p parties a2 B. Remarquons que
Pascal est le seul de ses contemporains 2 proposer ce type de généralisation.

On pourrait bien sir introduire une variable aléatoire dans le texte du probléme. Certains éléves
I'ont fait d'eux-mémes, appelant X le nombre de parties gagnées par Ariane et s'intéressant & p{X=k)
(k=m, m+1, etc.). Pecu d'éleves ont traité le 6°) du III, n'arrivant pas 2 faire les simplifications
nécessaires.

i¢ lien avec le nombre m a séduit et étonné 1a classe. La plupart ont montré un vif intérét tout au

long de ces activités qui ont facilité 1a mise en place de certaines notions.

|| DEVOIR A LA MAISON: le probléme des partis I’

Ariane et Bernard jouent 3 un jeu qui consiste en plusieurs parties de "pile ou face". Chaque

partie rapporte | point & celui qui la gagne. Le premier qui aura 5 points gagne le jen. Mais Ariane et
Bernard sont obligés de s'arréter avant d'avoir pu terminer Ie jeu. Quand le jeu s'arréte, Ariane a 1 point

et Bernard 0 point.

1%) Quel est le nombre maximum de parties qui resteraient 4 jouer ?

Quel est le nombre total de résultats que powrraient donner ces parties si elles étaient toutes jouées ?

2°) Parmi ces résultats, quel est le nombre de ceux tels que :
3) Ariane gagne au moins 4 parties (i.e. Ajane gagne le jeu) ?
b) Ariane gagne au plus 3 parties (répondre indépendamment du a)) ?
En déduire (sans calculs) la valeur de:

o 1 2 3 4 5 6 7 8
C8+C8+C8+C8+C8+C8+C8+C8+C8

, 4 5 6 7 .8
puis Ia valeurde:C8+2( (38+C8 +C8+C8)

3°) Quelle est la probabilité ps qu'Ariane gagne le jeu ?

La solution de Pascal
A VYoriging, le probléme est un probléeme de répartition équitable de mise.
Les joueurs A et B ont misé chacun une somme s; on a donc une mise totale S = 2g & partager

équitablement aprés 1'arrét du jeu.
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1°)Si Ia probabilité que A gagne est pA, que proposez-vous comme répartition ?
Voici ce que propose PASCAL (extrait d'une lettre 3 FERMAT, 29 juillet 1654). Pascal
considére le cas ol le jeu s'arrte aprés la premiére partie, gagnée par le joueur A (A a donc 1 point et B

0 point),

Il faut dire auparavant : si on a une parte de 5, par exemple, cr
gu'ainsi 1] en manque g, le jeu sera infailliblement décidé en &, . ) .o
qui est double de 4. si on a une partie de 5" signifie :
La valeur de la premicre partie de 5 sur Purgent de Pautre et
la fraltion qui a pour numérateur la moitié de la combinaison de 4
sur 8 (je prends 3 parce qu'il est égal au aombre des parties gL jeu"
manque, et § parce qu'il eft double de 4} ¢t pour dénominateur
cc mé€me numérareur plus toutes les combinaisons supérieures.

"le premier qui a 5 points a gagné le

A al point et B 0 point. Donc A emporte sa propre mise s plus une fraction de 1a mise de B,
donc A emporte s + as (0 < a < 1}. Cela vous parait-il logique et pourquoi ?
Dans le texte, "la valeur de la premidre partie de 3 sur I'argent de 'autre” désigne .
2°)Ecrire 1a valeur de o donnée par Pascal 2 l'aide de coefficients bindmiaux.
Quelle est donc, d'aprés Pascal, la probabilité pA que A gagne ? Comparez 4 votre résuliat .
3°)Pascal écrit : "pour une partie de 5, par exemple”, sa formule étant valable "pour une partie de
(m+1)" {m = 1) {le premier qui a (m+1) points gagne le jeu).
Ecrire la formule suggérée par Pascal donnant om pour m quelconque (m 2 1), puis la probabilité py
que A gagne dans ce cas.

4°)Revenons aucasm = 4.

Alnsi, si {’ai une partic de 5, il m’apparuent, sur Pargent de
mon joueur, % cest-a~dire que, s’il 2 mis 128 piftoles, P'en
prends 35 et lui laisse le rete, 93. Vérifiez les calculs de Pascal.

Or, cette fraltion % est la méme que celle-la : -Iu;)—j laquelle c5t  Donnez la nouvelle formule que
faite par la multiplication des pairs pour le df’:nosm?nateur er la suggére le texte pour oy,
multiplication des impairs pour le numérateur.

Généralisation
Quand le¢ jen s'arréte, il manque m points 3 Ariane et (m+1) points 4 Bernard (m = 1).
1%y Quel est le nombre maximum de parties qui resteraient 4 jouer ?
2°) Quel serait le nombre total de résultats que pourraient donner ces parties si elles
étaient toutes jouées ?
3°)a) Parmi ces résultats, quel est le nombre de ceux tels qu'Ariane gagne exactement m parties ?
b} Quel est le nombre des résultats tels qu'Ariane gagne au moins m parties (i.e. gagne le jeu) ?
4°) Quel est le nombre de résultats tels que Bernard gagne au moins (m+1) parties (i.e. Bernard

gagne le jeu) ? (Répondre sans utiliser 3%)).
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5°) Déduire des questions précédentes :
1 m m+1 m+2  m+3 m_ ,9m-1
2C2m+c2m +C2m +C2m ot G =2

6%)Soit pmy 1a probabilité que A gagne le jeu.

Montrer:
1x3x5x...2m-1)

1
Pm=35+5dm ob Om ="5 4x6x....x2m

Y-aurait-il un lien avec l'intégration ?

Exercice:

NIA

Onpose:In= Jsin Oydx (intégrale de Wallis),
n=0

1°) Montrer pourn 22, nlp = {n-1) I5.2

2%3a) Calculer In et I3,
b) Exprimer I, I4, I a l'aide de I et &g, 02, 3.
c) Exprimer I3, 15, I7 & l'aide de I3 et a2, 3.

3°9)Démontrer par récurrence surn ;

Dm= am%
1 1
ol = — ¢ —
2m -1 om X om
4°ya) Déterminer le sens de variation de (In) ne N et en déduire une inégalité portant sur
I2m+1. I2m. I2m-1, puis un encadrement de 2m .
’ Dm-1
. . Dm
b) Déterminer lim ——- quand m tend vers + oa.
I2m-1

5%a) Montrer lim 2m(oyy, )2 :% quand m tend vers + oo,

b) En déduire lim oy puis lim pm quand m tend vers + oo,
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ANNEXE 1

'LETTRE DE PASCAL A FERMAT

Le 29 juillet 1654,
MonNsIEUR,

L’IMPATIENCE me prend aussi bien qu’a vous et, quoique je sois
—4 encoreauli, je ne puis m’empécher de vous dire que je regus hier
au soit, de la part de M. de Carcavi, votre lettre sur les partis, que
i'admire si fort que je ne puis vous le dire, e n’ai pas le loisis de
m’étendre, mals, en un mot, vous avez trouvé les deux partis des
dés et des partics dans la parfaite justesse; jen suis tout satisfait,
car je ne doute plus maintenant que je ne sois dans la vérité,
aprés la rencontre admirable od je me trouve avec vous.

Jadmire bien davantage la méthode des partis que celle des
dés; j'avals vu plusieurs personnes trouver celle des dés, comme
M. le Chevalier de Méré, qui est celui qui m’a proposé ces questions
et aussi M. de Roberval : mais M. de Méré n’avait jamais pu trou-
ver la jufte valeur des partis ni de biais pour y arriver, de sorte
que je me trouvais seul qui eusse connu cette proportion.

Votre méthode est trés sire et est celle qui m'est la premidre
venue 4 la pensée dans cette recherche; mats parce que la peine
des combinaisons eft excessive, j’en ai trouvé un abrégé et pro-
prement une autre méthode bien plus courte et plus nette, que je
voudrais pouvoir vous dite ici en peu de mots: car je voudrais
désormais vous ouvrir mon ceeur, s'il se pouvait, tant j'zi de joie
de voir notre rencontre. Je vois bien que la véritd e§t la méme i
Toulouse et 2 Paris,

Voici & peu prés comme je fais pour savoir la valeur de chacune
des parties, quand deux joueurs jouent, par exemple, en trois
parties, et chacun a mis 32 pigtoles au jeu :

Posons que le premier en ait deux et l'autre une; ils jouent
maintenant une partie, dont le sort eft tel que, si le premier la
gagne, il gagne tout Pargent qui et au jeu, savoir, 64 pifoles; si
Pautre la gagne, ils sont deux parties i deux parties, et par consé-
quent, s'ils veulent se séparer, il faut qu’ils retirent chacun leur
mise, savoir, chacun 32 pigtoles.

Considérez done, Monsieur, que si le premier gagne, il lui
appartient 64; sl perd, il lui appartient 32, Donc §’ils veulent ne
point hasarder cette partie et se séparer s2ns Iz jouer, le premier
doit dire: « Je suis sir d'avoir 3z pistoles, car la perte méme me
les donne; mais pour les 32 autres, peut-étre je les aurai, peut-étre
vous les aurez; le hasard et égal; partageons donc ces 32 pigtoles
par la moitié et me donnez, outre cela, mes 3z qui me sont sdres, »
1] aura donc 48 pigtoles et 'autre 16.

Posons maintenant que le premier ait deux pardes et Pautre
point, et ils commencent  jouet une partie, Le sort de cette partie
est tel que, si le premier l2 pagne, il tire tout argent, 64 pistoles;
si Pautre la gagne, les voild revenus au cas précédent, auquel le
premier aura deux parties et-l’autre une.

Or, nous avons déja montré quen ce cas il appartient 3 celui
qui a les deux parties, 48 pisteles : done, §’ils veulent ne point
jouer cette partie, il doit dire ainsi : « Si je la gagne, je gagnerai
tout, qui eft 64; si je la perds, il m’appartiendra légitimement 48 :
donc doanez-moi les 48 qui me sont certaines au cas méme que
je perde, et partageons les 16 autres par la moitié, puisqu’il y a
autant de hasard que vous les gagniez comme moi. » Ainsi if aura
48 et 8, qui sont 56 pistoles. ‘

Posons enfin que le premier nait qu’sne partie et 'autre point.
Vous voyez, Monsieur, que, §’ils commenceat une partic nouvelle,
le sort en est tel que, si le premier la gagne, il aura deux parties 4
point, et partant, pan le cas précédent, il lui appartient 56; s'il la
perd, ils sont partie 4 partie: donc il lui appartient 32 pistoles,
Donc il doit dire: « Si vous voulez ne la pas jouer, donnez-moi
32 pidtoles qui me sont siites, et partageons le reste de 56 par la
moitié, De 56 Otez 3z, refte 24; partagez donc 24 par la moitié,
prenez-en 12, et moi 12, qui, avec 32, font 44. » :
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Or, par ce moyen, vous voyez, par les simples soustrattions,
que, pour la premiéte partie, il appartient sur Pargent de Pautre
12 pistoles; pour la seconde, autres r2; et pour la derniére, 8. :

Or, pour ne plus faire de mystére, puisque vous voyez aussi
bien tout & déconvert et que je nen faisais que pour voir si je ne
me trompais pas, la valeur (Jentends la valeur sur Pargent de
Pautre seulement) de la derniére partie de deux est double de la
derniére partie de trois et quadruple de la derniére partie de quatre
et oftuple de la derniére partie de cing, etc.,

Mais la proportion des premiéres parties n’e§t pas si aisée i
trouver - elle est donc ainsi, car je ne veux rien déguiser, et
voici le probléme dont je faisais tant de cas, comme en effet il me
plait fort :

Etant donné tel nombre de parties qu’on voudra, trouver la
valeur de la premigre,

Soit le nombte des parties donné, par exemple, 8. Prenez les
huit premiers nombres pairs et les huit premiers nombres impairs,
savoir : 2, 4, 6, 8, 10, T2, 14, 16, et 1, 3,5, 7, 9, I, 13, 15,

Multipliez les nombres pairs en cette sorte : le premier par [e
second, le produit par le troisieme, le produit par le quatridrne,
le produit par le cinquidme, etc.; multipliez les nombres impairs
de la méme sorte : le premier par le second, le produit par le troi-
siéme, etc.

Le dernier produit des pairs est le dénominateur et le dernier
produit des impairs est le numérarzur de la fra@ion qui exprime

la valeur de {a premicre partie de Auif : clest-a-dire que, si on joue
chacun le nombre des pistoles exprimé par le produit des pairs, il
en appartiendra sur largent de Pautre le nombye exprimé par le
produic des impairs.

Ce qui se démontre, mais avec beaucoup de peine, par les
combinaisons telles que vous les avez imaginées, et je n’ai pu le
démontrer par cette autre voie que je viens de vous dire, mais
seulement par celle des combinaisons,

Voila la premiére proposition, qui eft purement arithmétique;
autre regarde la dotrine des partis et est telle :

I} faut dire auparavant : si on a une partie de 5, par exemple, et
quainsi il en manque 4, le jeu sera infailliblement décidé en 8,
qui est double de 4.

La valeur de la premitre partie de § sur largent de lautre est
la fraction qui a pour numérateur la moiti¢ de la combinzaison de 4
sur 8 (je prends 4 parce qu'il et ¢gal au nombre des parties qui
manque, et 8 parce qu'il est double de 4) et pour dénominateur
c¢ méme numérateur plus toutes les combinaisons supérieures.

Alnsi, si j’ai une partie de 3, il m’appartient, sur argent de
mon joueur, —3% c’est-a-dire que, s’il a mis 128 pistoles, j’en
Iz
prends 35 et lui laisse le reste, 3,

10
Or, cette fradtion 3—58 est la méme que celle-l3 : —gz laquelle est
12

faite par la multiplication des pairs pour le dénominateur et la
multiplication des impaits pour [e numérateur,

Vous verrez bien sans doute tout cela, si vous vous en donnez
tant soit peu la peine : c’et pourquoi je trouve inutile de vous en
entretenir davantage. Je vous envoie néanmoins une de mes
vieilles tables; je n'ai pas le loisir de Ia copier. Je la referai. Vous
Y vetrez comme toujours que la valeur de la premiére partie edt
égale 4 celle de la seconde, ce qui se trouve zisément par les combi-
naisons,

22



ANNEXE 2

LETTRE DE PASCAL A FERMAT

Du 24 aolit 165 4.
MONSIEUR,

de plusieurs joucurs par Pordinaire passé, et méme j’ai quelque

répugnance 3 le faire, de peur qu'en ceci cette admirable conve-
nance, qui était entre nous et qui m’était si chére, ne commence
a se démentir, car je crains que nous ne soyons de différents avis
sut ce sujet. Je vous veux ouvrir toutes mes raisons, et vous me
ferez la grice de me redresser, si j'erre, ou de m’affermir, si j'ai
bien rencontré, Je vous le demande tout de bon et sincérement,
car je ne me tiendral pour certain que quand vous serez de mon
coté,

Quand il 0’y a que deux joueurs, votre méthode, qui procéde
pat les combinaisons, est trés sitre, mais quand il y en a trois, je
crois avoir démonétration quelle est mal juste, si ce n'eét que vous
y procédiez de quelque autre maniére que je n’entends pas. Mais
la méthode que je vous ai ouverte et dont je me sers partout et
commune i toutes les conditions imaginables de toutes sortes de
partis, au lieu que celle des combinaisons (dont je ne me sers
qu'aux rencontres particuliéres ou clle est plus courte que la
générale) n’est bonne qu’en ces seules occasions
¢t non pas aux autres.

Je suis sir que je me donnerai 4 entendre,
mais il me faudra un peu de discours, et 4 vous
un peu de patience,

Voici comment vous procédez quand il y a
deux joueurs:

Si deux joueurs, jouant en plusieurs parties,
se trouvent en cet état qu'il manque deux
parties au premier et trois au sccond, pour
trouver le parti, it faut {dites-vous), voir en
combien de parties le jeu sera décidé absolu-
ment,

Ii est aisé de supputer que ce sera en quatre
parties, d'od vous concluez qu’il faut voir
combien quatre parties se combinent entre
deux joueurs et voir combien il v a de combi-
naisons pour faire gagner le premier et combien
pour le second et partager I'arpent suivant cette
proportion. J'cusse eu peine i entendre ce discours-13, si je ne
P'eusse su de moi-aéme auparavant; aussi vous P’aviez éerit dans
cette penséc. Done, pour voir comhien quatre parties se com-
binent entre deux joueurs, il faut imaginer qu'ils jouent avec un
dé i deux faces (puisquils ne sont que deux joueurs), comme 4
croix ct pile, et qu'ils jettent quatre de ces dés (parce qu'ils jouent
el quatre parties); et maintenant il faut voir combien ces dés
peuvent avoir d’assiettes différentes. Cela et aisé 2 supputer : ils
peuvent en avoir seize, qui est le second degré de quatre, ¢’est-a-dire
le earré, Car figurons-nous qu’une des faces eft marquée a, favo-
rable au premier joueur, et I'autre b, favorable au second; donc
ces quatre dés peuvent s'asseoir sur une de ces seize assicttes :
aaaa... bbbb.

Et parce qu’il manque deux parties au premier joueur, toutes
les faces qui ont deux a le font gagner: donc ilyena 11 pour
lui; et parce qu’il manque trois parties au second, toutes les faces
ou il y a trois b le peuvent faire gagner: donc il y en a 5. Done
il faut qu’ils partagent la somme comme 11 4 3,

Voild votre méthode quand il y 2 deux joueurs; sur quoi vous
dites que, §’il y en a davantage, il ne sera pas difficile de faire les
partis par la méme méthode.

Sur cela, Monsieur, {'ai 2 vous dire que ce parti pour deux
foueurs, fondé sur les combinaisons, eft tris juste et trés bon;
mais que, s’il y a plus de deux joueurs, il nc sera pas toujours
juste et je vous dirai }a raison de cette difiérence.

Je communiquai votre méthode 2 nos messieurs, sur quoi
M. de Roberval me fit cette objeétion

JE ne pus vous ouvrir ma pensée enticre touchant les parties
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Que c’est 4 tort que 'on prend l'art de faire le parti sur la sup-
position qu’on joue en quatre parties, vu que, quand il manque
deux parties i 'un et trois a lautre, il n'eft pas de nécessité que
I'on joue quatre partiés, pouvant arriver qu'on n'en jouera gue
deux ou trois, ou, & la vérité peut-&tre quatre :

Et ainsi qu’il ne voyait pas pourquoi on prétendait de faire le
parti jufte sur une condition feinte qu’on jouera quatre parties,
vu que Ja condition naturelle du jeu, et qu’on ne jouera plus dés
que |'un des joueurs aura gagné, et qu'au moins, si cela n'était
faux, cela n’était pas démontré, de sorte qu’il avait quelque soupcon
que nous avions fait un paralogisme.

Je lui répondis que je ne me fondais pas tant sur cette méthode
des combinaisons, laquelle véritablement n’est pas en son lieu en
cette occasion, comme sur mon autre méttode universelle, 4 qui
rien n’échappe et qui porte sa démongtration avec soi, qui trouve
le méme parti précisément que celle des combinaisons; et de plus
je lui démontrai la vérité du parti entre deux joueurs par les com-
binaisons en cette sorte :

N’est-il pas vrai que, si deux joueurs, se trouvant en cet état de
I’hypothése qu’il manque deux parties 4 'un et trois a l'autre,
conviennent maintenant de gré i gré qu'on joue guatre parties
comnplétes, ¢’eft-a-dire gqu’on jette les quatre dés 4 deux faces tous
i la fois, n’est-il pas vrai, dis-je, que §’ils ont délibéré de jouer les
quatre parties, le parti doit étre tel que nous avons dit, suivant la
multitude des assiettes favorables 4 chacun?

Il en demeure d'accotd et celz en effer et démongtratif; mais
il hiait que la méme chose subsistat, en ne s’astreignant pas 2 jouct
les quatre parties. Je lui dis donc ainsi :

Nest-if pas clair que les mémes joueurs, n’étant pas astreints
4 jouer les quatre parties, mais voulant quitter le jea dés que 'un
aurait atteint son nombre, peuvent, sans dommage ni avantage,
s’astreindre 4 jouer les quatre parties entiéres et que cette conven-
tion ne change en aucune maniére leur condition? Car, si le
premicr gagne les deux premiéres parties de quatre et gqu’ainsi il
ait gagné, refusera-t-i} de jouer encore deux parties, vu que, §'il
les gagne, il n’a pas mieux gagné, et s'il les perd, il n’a pas moins
gagné, car ces deux que lautre a gagnées ne lui suffisent pas,
puisqu’il lui en faut trois, et ainsi il o'y a pas assez de quatre
patrties pour faire qu’ils puissent tous deux atteindre le nombre
qui lenr manque.

Certainement i} est aisé¢ de considérer qu’il et absolument égal
et indifférent 4 'un et 2 'autre de jouer en la condition naturelle
4 leur jeu, qui et de finir dés quun aura son compte, ou de jover
les quatre parties entiéres; donc, puisque ces deux conditions sont
égales et indifférentes, le parti doit &tre tout pareil en 'une et en
Pautre. Or, il eft jufte quand ils sont obligés de jouer quatre
patties, comme je I'ai montré : donc il est juste aussi en Uautre cas.

Voila comment je le démontrai et, sl vous y prenez garde, cette
démonstration est fondée sur U'égalité des deux conditions, vraie
ct feinte, 4 Pégard de deux joueurs, et qu'en ['une et en l'autre
un méme gagnera toujours et, si I'un gagne ou perd en fune, i}
gagnera ou perdra en [autre et jatnais deux n’auront leur compte.

Suivons la méme pointe pour trois joueurs et posons qu'il
manque uné pattie au premier, qu’il en manque deux au second
‘et deux au troisiéme. Pour faire le parti, suivant la méme méthode
des combinaisons, il faut chercher d’abord en combien de parties
le jen sera décidé; comme nous avons fait quand il vy avait deux
‘joueurs : ce sera en trofs, car ils ne sauraient jouer trois parties
sang que la décision soit arrivée nécessairement.

Il faut voir maintenant combien 3 parties se combinent entre
trois joueurs et combien il y en a de favorables 4 'un, combien
4 l'autre et combien au dernier et, suivant cette proportion, dis-
tribuer l'argent de méme qu'on .a fait en ’hypotheése de deux
joueurs, :

Pour voir combien il y a de combinaisons en tout, cela est
aisé : c’eft la troisiéme puissance de 3, c’eft-A-dire son cube 27,
Car si on jette trois dés 4 la fois (puisqu'il faut jouer trois parties)
gui alent chacun trois faces {puisqu’il y a trois joueurs) 'une
marquée a favorable au premier, 'autre b pour le second, P'autre
© pour le troisidme, il et manifeste que ces trois dés jetés ensemble
peuvent s’asseoir sur 27 assiettes différentes, savoir :

Ou, il ne manque quune partie au premier : donc toutes les
* agsiettes ol il y a un a sont pour i : doncilyena 19.
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