HOMMAGE A JEAN, DIEUDONNE

Jean Dieudonné (1906 - 1992)

Jean Dicudonné, un géant des mathématiques, a incarné, pendant plus de 50 ans 1"Esprit
Bourbaki"”. Membr.. cofondateur du groupe en 1934, travailleur acharné, il a été le principal rédacteur
des fameux "Eléments", monumental ouvrage dont le titre - référence a Euclide - marque 'ambition :

émablir les fondements des mathématiques contemporaines. (Une cinquantaine de fascicules sont parus.)

Donc l'oeuvre mathématique de Jean Dieudonné est trés variée: A une thé&se d'analyse
classique succédérent des travaux de topologie ( On lui doit les notions de partitions de l'unité et
d'espaces para-compacts et il a dégagé l'importance de Ia Topologie faible.); en algébre il a généralisé
ia Théorie de Galois et celle des groupes classiques et a collaboré avec A, Grothendieck a I'élaboration

de la théorie des schémas, comme fondement de la Géométrie algébrique.

Bien qu'il se dise peu doué pour l'enseignement, il a joué un réle important dans la
réforme de 1969 de l'enseignement des mathématiques dans les colléges et les lycées et on lui doit de
remarquables ouvrages d'initiation aux mathématiques contemporaines, précicux pour les étudiants :
Algebre linéaire, Calcul infinitésimal et, bien sfir, les 9 volumes des Eléments d'Analyse (toujours la

référence A Enclide!)

L'érudition et l'immense culture (pas seulement limitée aux mathématiques) de
Dieudonné le conduisaient naturellement & I'histoire des mathématiques et leur diffusion. Tl a rédigé la
quasi-totalité des notices historiques de Bourbaki et publié de nombreux ouvrages d'histoire qui sont
une mine de renseignements tant pour le mathématicien que pour I'historien des sciences. Dans le
domaine de la diffusion des mathématiques, il a participé activement 2 la conception et a I'élaboration
de la partie mathématique de I'Encyclopédie Universalis, dont la qualité est universellement reconnue,
Pendant des années, il a co-dirigé avec M. Loi et R. Thom le séminaire d'Histoire et Epistémologie

des mathématiques de 1'Ecole Normale Supérieure.

Jean Diendonné avec une oeuvre écrite considérable, est sans doute, aprés H. Poincarré,
le dernier homme & avoir pu embrasser la totalité des mathématiques dites pures, ce qui a pu le
conduire 2 sous estimer l'importance de certaines disciplines fondamentales comme les mathématiques

appliquées ou la logique mathématique.

Jean Luc Verley



Formation

En fait, j'aimais I’école et japprenais aisément, récoltant les prix sans
me donner beaucoup de mal. Mon pére me mettail en garde contre ma faci-
lité « il avait bien raison, comme je m'cn apergus i mon entrée 4 I'Ecole
Normale Supérieure, On a beaucoup médit des grandes Ecoles, ct je ne
m’en suis pas privé moi-méme. Mais en quel autre lieu, dans notre systéme
éducatif frangais, un jeune homme peut-il avoir la chance de vivre €n
contact journalier pendant 3 ou 4 ans avec des esprits qui seront parmi les
plus distingués de sa généralion, el nauer des amitiés qui enrichissent loute
une vie? Et puis, esprit de I'Eeole Normale fournit®a qui s'en imprégne le
meilleur antidote contre le poison qui guctte tout intellectuel, la tendance 2
s'enorgucillir de son savoir au lieu de penser i tout ce quil ignore; la téroce
ironie des Noraudicns. qui, pour reprendre la phrase de Taleyrand, onl
coutume de «parler séricusement des choses jégeres et légérement des cho-
ses sérieuses» est li pour e remeltre aussitor @ su place et le rappeler &
I'honnéteté intellectuetle.

Je compris done vite que si je voulais rester dans le sillage des camara-
des brillants qui m'entouraient et des ainés qui déji se faisaient un nom dans
lu recherche, il me faudrait travailler ferme. Cela ne m'éait pas pénible, car
ma passion pour les mathématiques, qui g'était éveillée vers ma 14¢ année,
avee lu découverte de Palgébre, navait [uit depuis fors que croitre. A Paris,
Javais tous ies jours ia possibilité de I'assouvir, en &coutant les legons des
maitres éminents qui se nommaient Picard, Hadamard, Cartan, Lebesgue,
Montel, Denjoy, Juiin. A vrai dire, beaucoup de ce que nous apprenions
ainsi, mes cumarades cf moi-méme, pussail bien au-dessus de nos tltes;
nous n’en mesurions que micux la distance qui nous séparait de nos profes-
seurs, et s'il nous arrivait de chansonner ies petits travers de lef ou tel d'en-
tre eux, nous aurions eu l'impression de nous couvrir de ridicule si notre
ignorance avail «contesté» leur savoir. Je dirais méme que, personnelle-
ment, cette distance me paraissail presque intrunchissable; et il me faltut pas
mal d'années pour que j'acquitre un peu de confiance en moi et me per-
suade que je pouvais, moi aussi, avancer un peu dans la recherche mathé-

matigue.
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Le Groupe Bourbaki

L autre événement majeur fut la eréatlion du groupe Bourbaki. Depuis la
mort de H. Poincaré, {"école [rauncaise de mathématiques (3 'exception de
E. Cuartan et de M. Fréchet) avait tendance & se spécialiser dans I’Analyse
classique des fonctions de variables réefles ou complexes. Les mathémati-
ciens ce ma génération, au cours de nos premiers contacts avec Pétranger,
avions eu l'occasion de constater combien nous étions ignorants des déve-
loppements féconds qui, i cette epogue, renouvekaient I Algébre, la Topoto-
gic et I'Analyse fonclionnelic en Allemagne, en Pologne ou en Russie, el
nous souhaitions redonner aux mathématiques frangaises leur traditionnelle
universalité. Nous fiimes heurcusemcnt aidés dans cet effort par plusieurs
de nos maitres, notamment par le Séminaire organisé par M. Julia.

Ma participation aux travaux de I'équipe Bourbaki m'a apporté beau-
coup plus que je n’en attendais. Dés mon enfance, j'avais toujours éprouvé
un irrésistible attrait pour la compilation : les dictionnaires, encyclopédies,
hisfoires universelics étaient ma palure favorile ct je passais des heures & en
extraire pour ma délectation des listes arrangées suivant d'autres systémes
de classification. Bizarre passion, mats qui seule peut expliquer Pardeur
avee laguelle je me mis a rédiger les mulliples états par tesquels doit passer
tout chapitre du Traité¢ avant d'étre délinilivement approuvé par la coniré-
rie. Mais j'étais loin d’escompter 'effel qui en résulta sur mon développe-
ment intellectuel. L'entreprise cxigeait que chaque membre de Péquipe se
chargedl de metire en forme des théorics sur lesquelles il ne savail souvent a
peu prés rien. Pour moi, c¢e [ut une gymaastique intellectuelie d’une ex-
traordinaire efficacité. Livré i moi-méme, je serais sans doute resté toute
ma vie cantonné¢ dans un étroit secteur de ’Analyse; obligé d'apprendre
sans cesse du nouveau et d’essayer de le repenser avee un esprit vierge, je
fus amené, presque sans le vouloir, et tout en assouvissant i plaisir ma
manie classificatrice, & travailler moi-méme dans des parties de plus en plus
étendues des mathématiques. En outre, je ne cessais de bénéficier, au cours
des multiples réunions de notre groupe, des idées souvent extrémement ori-
ginales et pénétrantes de mes codquipiers, ef ce n'est pas unce exagération de
dire qu'ils sont certainement de moitic dans loul ce que j'ai pu faire.
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Conception des mathématiques

Par « mathématiques bourbachiques » jeniends, & trés peu de choses
prés, I'ensemble des guestions qui onl &t¢ exposces dans les séances du
Séminaire Bourbaki. Les colluborateurs de N. Bourbaki ont eu, dés e
début de leur travail collectil, une certaine conception des mathématiques,
se rattachant & la tradition de H. Poincaré ¢t E. Carlan en France, de
Dedekind et Hilberl en Allemagne. Les « Eldments de Mathématique »
ont &1¢ écrits pour donner & ce type de recherches des fondements solides
et d’accés commode, sous une forme asscz générale pour &tre utilisubles
dans le plus grand nombire possible de contextes.

A partir de 1948, le groupe Bourbaki a organisé un Séminairc, compor-
tant en principe 18 séances annuctles, desting i exposer les résultats récents
dans les questions qui leur semblaient ies plus intéressanies; ces exposés,
qui ont presque tous &té publiés, sont actuellement au nombre de 500 envi-
ron, et constituent dong une véritable Encyclopédie de ces théories.

F
H

Aucun lex(e publié sous lc nom de N. Bourbaki n’a jamais précisé la
fagon dont les questions exposées dans le Séminaire ont été choisies. On
peut donc seulement, en examinant de l'extérieur ces choix et la fagon dont
ils s'insérent dans Pensemble de loules fes publications mathématiques de
notre époque, essayer d'en dégager des traits communs. Je tiens & préciser
que les conclusions que je tire de cet examen me soil uniguennient person-
nelles, et ne prétendent représenter en aqucune manicre des opinions par-
tagées par les collaborateurs de N. Bourbaki,

Larsqu’on éludic histoire des mathémaliques, on voil presque invaria-
blement qu'une théoric commence par des ellorts pour résoudre un
probléme trés particulier {exemple : fu duplication du cube dans les mutho-
mutiques grecgues). H se peut que ces efforts restent vains, autrement dit
Qi i une premicre clusse ‘

} Les problémes mort-nés (exemples @ lu déterminuation des nombres
premiers de Fermal, ou Pirrationalité de la constante d’Euler).

En second liew, i1 se pewt que le probléme considéré soit résolu, mais
quib n'en résulte aucun progrés pour aucun autre probléme: d'ot une
seconde classe

1) Les probiémes sans postérité {c'est le cas de beaucoup de problémes
ressortissunt & ce quion appelie la « Combinatoire »).

Line situation plus fuvorable est celle ou, en approfondissant les techni-
ques ulilisées pour résoudre le probléme de départ, on arrive (au besvin
et les compliquant considérablement) & les utiliser dans d’autres problémes
simikiires ou plus difficiles, sans toutcfois gu’on ait le sentimen! de com-
prendre véritablement la raison de ces succés ; on peut dire que ce sont :

) Les probtémes qui engendrent une méthode (la théoric analytique
des nombies ¢t fa théorie des groupes finis sont fertiles en exemples).



Dans quelgues eas assez rares, Pélude du probléme finit, parfois au bout
d'un temps assez long, par révéler Pexistence de slructures sous-jacenics
insoupyonndes, qui, non sceulement illuminent la question posée, ns
fournissent des outils géndéraux ¢t puissants permettant d’en &lucider une
{foule d'autres dans des domuaines variés; on obtient ainsi:

IV) Les probiémes qui s’ordonnent autour d'une théorie générale,
feconde et vivante (la théorie des groupes de Lic et fu Topologie algébrigue
sont des exemples typigues 4 Pheure acluelle).

Mais, comme I'n souligné Hilbert, une théorie ne prospére que pur
Fapport ininterrompu de problémes nouveaux. Fréquemment, une luis
résolus les problémes les plus importants par leurs conséquences et leurs
liens avee les autres branches des mathématiques, lu théorie a tendance o
se concentrer sur des questions de plus en plus spéciales et isolées (pouvant
d'ailleurs étre trés difficilesy; on a alors :

V) Les théories en voie d'étiolement (au moins momentané : la théorie
des invariants, par exemple, est déji plusieurs fois passée par ce stade).

Enlin, si duns une théorie un choix heureux des axtomes, motivé par des
problémes précis, a permis de dévetopper des techniques ayant une grande
efficucité duns beaucoup de parties des mathématiques, il arrive aussi
qu'on cherche, suns motil apparent, & modifier 4ssez arbitrairement ces
asiomes. L'espoir de renocuveler ainsi les suceds de ba théorie initiale s'avére
fc plus souvenl trompeur, et l'on &, suivant I'expression de Polya et Szegd

(Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, Berlin (Springer), 1925, Ein-
leitung) :

VI} Les théories en voic de délayage (« Yerdlinnung ») {conformément 4
Pexemple de ces auteurs, nous n'en cilerons pas).

Ceci dit, il m’apparait qu'on peul caractériser la plupart des sujets
exposés dans Ie Séminaire Bourbaki comme appartenant a la catégorie 1V)
et (dans une moindre mesure) i la catégoric I1) dans le classement préceé-
dent. C’est 14, je crois, une constatation aussi objective que possible, que je

m’abstiendral de commenter plus longuement,

Préface de J. Dieudonné
Panorama des mathématigues pures, le choix bourbachique.
Gauthier-Villars Paris 1977



L'Enseignement

J'ai parlé jusqu’ici de mon activité de mathématicien, et je n’ai rien dit de
ma carrigre de professcur. Je dois vous (aire un aveu ! je n'ai jamais eu la
moindre vocation pour enseignement. Si je suis entré dans I’Enseignement
supérieur, c'est parce que ¢'étail le seul moyen de gagner ma vie (out en
conservant assez de temps disponible pour poursuivre mes recherches
mathématiques. Bien entendu, j'ai toujours cssayé de faire mon métier de
professeur aussi consciencieusement quc possible, et j'y ai consacré de

longues heures de préparation, mais je n'y ai jamais apporté d’enthou-
siasme; et méme aprés 40 ans de métier, je me sens toujours plus a Paise
devant une leuille de papier que devant un auditoire. Je m'embrouitle trés
facilement uu tableau el j'ai suns cessce besvin de notes pour éviter les ca-
tastrophes. C'est la nécessité de prévoir ainsi dans le détail tous mes expo-
sés qui m'a finalement poussé A écrire dans mon dge mir quelques ouvrages
d’enseignement, dans ['espoir qu’ils éviteront peut-&ire & mes jeunes colle-
gues les erreurs ofl je suis maintes fois tombé.

C'est sans doute aussi en raison de mon manque d'aptitudes & |'ensei-
gnement que je n’ai guidé dans la recherche que trés peu d’éléves: J'ai tou-
jours beaucoup de mal i m'intéresser i un tudiant jusqu'au jour ol il arrive
2 un niveau ol je me sens de plain pied avec lui ¢t oh nos refations sont plus
celles de collabarateurs que celles de maitre A éléve,

I ressort bien de toul ceci que je suis un exemple typigue du savant
cenlermé diuns su tour d’ivoire». Je ne m’en défends pas, et méme, malgréd
la réprobation dont s’accompagne zujourd’hui ce terme, je crois qu’il vaut la
peine de prendre le contrepied des idées regues et de faire I'éloge de la
«tour divoire». Lorsqu’on demandait i H. Poincaré comment il était arrivé
% ses éblouissantes découvertes, il répondait «en y pensant souvent». Nous
savons que Kummer a mis 8 ans pour inventer la théorie des nombres
idéaux, et Gauss lui-méme, le prince des mathématiciens, a reconnu avoir
cherché en vain le signe <’une expression algébrique pendant plusieurs an-
nées. Si de tels géants de la pensée esliment nécessaire une concentration
aussi soutenue de leur esprit, comment imaginer que les chercheurs moins
douds puissent jamais uccomplir un travail fructueux sans y consacrer tout
le temnps dont ils peuvent disposer? Et de fait, je ne connais guére d'exem-
ple de mathémalticien qui ait mené¢ de (ront des recherches difficiles et une
activité extérieure exigeant du temps et de Ia réflexion. Du reste, pour pou-
voir sortir de sa spécialité et réussir dans d'autres domaines, il faut avoir des
dons naturels que je ne me targue pas de posséder; a nature m'a gratifié de
I'aptitude aux mathématiques, qu’elle ae prodigue guére; j'aurais mauvaise
grice 4 en vouleir davantage.

Allocution prononcée a Nice le 20 novembre 1969



Spécificité des mathématiques
Préface de I' Algébre Linéaire

et plus encore les philosophes ou

Les muthématiciens du sicele passe,
douné au public

essayisles qui ont voulu parter de mathématigques, ont
cultivé Pimage d’une science immuable et figée qui ignore les titonnements
el les incertitudes des pauvres sciences dites expérimentales, 1y a plus de
cent ans que les mathémaliciens professionnels sont revenus d’une si naive
assurance. La source du malentendu céside dans le fait que s'il est bien
exact que les théoremes démontrés il y a 2 000 ans sont luus Aussi vrais
maintenant qu’alors, les « vérités expérimentales » par contre n’upparaissent
‘jamais que comme des approximations que {’on perfectionne suns cesse. En
mathématique comme duns toutes les sutres seiences, ce qui change, cest e
point de vue dtoll P'on considere tes resultals déji acquis. Kt comme dans
toules les autres scicoces aussi ves chungements se font & 'heure actuelle
avec une vitesse qui vi crotssant.

Sauf sur un point toul it fail acessuire, e schéma du progrés en mathé-
matique n'est pas différent de ce qu'il est dans s auures Jdiscipliaes. ln
effet les acquisitions nouvelles ot les reflexions gue ees disciplines suscitent
aménent & repenser bes théorémes unciens, & examiner & [ lumiére des théo-
ries plus récentes leurs rapports mutuels et i les insérer de fagon plus ra-
tionnelle dans un contexte renouvelé, Contrairement i, ve qui se passe pour
les «[aits» les mieux établis de lu Physique ou de fu Biologie, les théorémes
des malhématiques, malgré les bouleversements périodigues que connait
cette science, demeurent intacts. Seulement il leur arrive souvent de pas-
ser du statut de « théorémes fondamentaux » & celui de simples «corollaires »
qui finiront par servir d’exercices aux apprentis mathématiciens. Pour peu
que les mathémuticiens professionnels en aient conscienye, un tel processus
ne peut gue rendre plus modeste Ia conception qu'ils se font de jeur role.

L enscignement des Universités n'a pus ignord longlemps ces remises en
ordre. Mais jusqu'a une époque récente il 'y d pis cu de refonte qui tou
chit vraimenl aux notions de base laissées traditivnaeliement i Penseigne-
ment secandaire. L'étude des mathématiques dans Buclide n'était d'ailleurs
pus Une mauvaise préparation aux mathematiyues dites « supéricures » pour
un contemporain de Viéle ou méme de Cauchy. Pendant bes deux siccles gui
séparent ces mathémaliciens, les méthodes nouvelles qui avaient é1é déve-
loppées n'exigeaient cependant pas drautres idées fondamentales que celles
d'espace et de nombre, teiles que les avaient copguies les géométres grecs.
La tendance des mathématigues modernes est woul aulre aujourd hui. On a
es - ikldes fondamentlales », un peu

cherché & décempruser en quelgue sorte ¢
des anciens. On a

comme les physiciens ont anulysé Vutome «insécuble »
ainsi pu découvrir dans les produits de cette « dissocintion » des outils nou-
venux d’une puissance jusqu’alors insoupéconndée.

Pendant ce temps |'Enseignement secondaire en éluit resté, i peu de
chose prés, 4 ce qu'il était avant Grassmann et Cantor. On y éludiait la
géométrie d'Euclide, Pulgebre de Viete e de Descurtes et un peu de Caleu!
infinitesimal duns tes clusses terminales. b fossd existant entre cel ensei-
¢ lon dispense dés Pentrée i ["ugiversité ne pouvait que
comple gue de considérer les
s I'enseignement des

gnement el celui qu
s*élurgir. 1t n'est d'ailleurs pour s'eén rendre
sujets suivants dont ki place est encore trés grande dan
mathémaliques au lycde

1) les constructions « par la régle et le compas -3

2} les propriétés des «figures» traditionnelles, teltes que le triangle, les
«quadrilatéres » variés, les cercles el «systémes de cercles -, les conigues,
avec tous les raffinements accumulés par des générations de « géométres»
spécialisés et des professeurs en quéte de problemes d'examen;
. 3) Ia kyrielle des «formules trigonométriques» et de leurs transforma-
tions kaléidoscopiques permettant de superbes «résolutions» de «problé-
mes » relatifs aux triangles par le moyen de «calculs logarithmiques» !
) D.e tout ceci il n'est jumais méme Fait allusion & 1'Université, 8'il faut
et‘ud’ler une conique, on P'étudie comme toute autre courbe par les procédés
g?neraux du calcu! infinitésimal. Quand aux autres «figures» chéres aux
géométres de jadis, elles ont totalement disparu.
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On pourra objecter que ce qui s'enseigne au lycée est moins abstrait et
plus utile aux futurs ingénieurs que ce que I'on apprend & I'université.
Yaul-il mieux pourtant pour fabriquer les poutrelies d'une construction mé-
tallique, savoir que les hauteurs d'un triangle sont concourantes pu avoir
acquis quelques principes fondamentanx de résistance des matérinux ? 11 est
bien vrai que les formules trigonométriques sonl tout A fait indispensables &
trois professions :

1) les astronomes

2} les urpenteurs

3} les auteurs de manuels de trigonométrie.

Quelques notions de trigonométrie suffisent cependant i des ceatxines
d’autres prolessions, de sorle qu'il est inutile d'en faire une étude approfon-
die dans le secondaire.

Un des effets du progrés muthématique est de nous rendre capable de
démontrer souvent en quelques lgnes ce A quoi on est parvenu par des che-
minements rds tortueux, un si¢cle ou un demi sidcle auparavanl, L'inven-
tion du Calcul infinitésimal en est un exemphe universellement connu. Des
problémes qui avaient exercé la sagucité d’un Eudoxe ou d’un Archimeéde
ont ét¢ d'un seul coup rumends & des calculs presques sutomatiques. Ce qui
est moins conau (¢t ce pourquoi est éerit ce livre), c'est que depuis les
travaux de Grassmann et Cayley entre autres, il y a plus de cent ans, on
dispose en «Géométrie élémentaire », comme M'a si bien dit Choquet, d'une
«route royale» par laquelle, 4 partir d'axiomes extrémement simples 2
énoncer {au contraire de ceux d' Euclide-Hilbert) tout s'obtient de la fagon ia
plus directe en quelques lignes de calculs triviaux., Auparavant il faltait
d*abord ériger tout un échalaudage complexe et artificiel de constructioas de
triangles auxilinires, afin de revenir vaille que vallle aux sacrosaints «cas
d*égalité» ou «cas de similitude » des triangles, points d’appui de toute la
technique traditionnelle.

Si surprenant que cela puisse puraitre au non-initié, les mathématiciens
professionnels sont depuis longtemps familiers avec de tels phénoménes, ol
le remplacement d'un systéme d’axiomes par un systéme dguivalent, mais
micux choisi, amiéne parfois des simphifications considérubles. Ainsi. au leu
d'enseigner aux éléves des technigues inadéquates qu'il leur faudra oublier
plus tard, il convient plutdt de leur présenter une théorie vfl tout s'erdonne
natureliement wutour de quelques idées clefs rés simples.

e

Préface du Calcul Infinitésimal

On reproche souvent sux dludiants de ne plus savoir caleuler. Pour les
physiciens et les ingénicurs, la responsabilité en incombe 4 I'enseignement
actuel des mathématiques. Certes, il e¢st regrettable de voir en Faculté des
Sciences un étudiant de seconde ou Lroisigme année peiner pour faire un
changement de variables ou une intégration par parties.

Pourtant, on ne doit pas opposer les « muthématiques moderness aux
«mathématiques classiques »; en effet la mathématique actuelle, sans rup-
ture profonde avec la tradition, a simplement développé en assez grand
nombre des notions abstrailes nouvelles, qui oal souvent permis de concen-
trer Ja recherche sur 'esseatiel, Alnsi a-1-0n put progresser irés sensiolement
dans des domaines considérés encore comme inaccessibles H n'y a pas si
longtemps (quant A fuire de Tubstraction pour 'abstiaction, ¢'est 1a un exer-
cice tout A fait vaint), : '

Grice & cela 'enseignement des bases des mathématigques {en particulier
en algébre et en gomdétric) a é1¢ débarrusse do notions devenues inutiles,
voire nuisibles, ¢f nolamment simplifié. Cependant, le fondement de I'Ana-
lyse moderne reste le Caleul inlinitésimal, merveilleux outil turgé au cours
des trois demiers siécles, sans lequel i serait illusoire d'aborder I"Analyse
fonctionnelle la plus récente.

Mais jusqu'a cette anpée, entre un enseipnement seconduire par irop
sclérosé, et celui de [ Analyse moderne que dispensent les Facultés (en liai-
son étroite avec la recherche, pour ussurer & celle-cj une préparation effi-
cace), I'éudiant disposait d'une seu‘le année d'inttiation au Calcul infinité-
simal classique et & ses technigues. - - « oo

= ===+ Etaldés sur deux ans, les nouveattX prograunmncs
devraient fournir désormais une solide base lechnique, ¢t permellie ensuite
d'assimiler vraiment les notions plus abstraites. Y sont inclus, notamment
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¢n seconde annde, des ¢léments essenticls el assez nccessibles de P Analyse
classique, comme fa théorie des fonclions analytiques ot des équations dillé-
rentielles. Crest d'abord A ces techniques fondumentales que ouvrage est
consacré (les bases du Cateul diftérentiel et intégral, enseignées en premiére
année du premier cycle, étant supposées connues).

S'il est donc nécessaire de «savoir calculer» avant d’accéder 4 I'Analyse
moderne, it Faul distinguer en fait entre deux types de calcub: il y a en
premier lieu e «calcul algébriques, qui permet, en un mot, d’établir des
dgalités: le protolype en est fourni par les formules de résolution d'équa-
tions (les «closed formulas» des Anglo-Suxons), qui ne sont pas, comme
d'aucuns le croient, la seule raison d'étre des mathématiques.

E’Analyse connail également ce genre de refations, souvent de grande
imporiance, comme par exemple la formule de Cauchy ou le développement
en série de Fourier. Ce n'est pourtant pas 11 I'essence du second type de
caleul, le Caleul infinitésimal; pour les physiciens, et ils ont raison d'y in-
sister, un théoréme est sans intérét §'il ne permet pas le caleul numérique
des nombres ou des fonctions que Fon étudie; & leurs yeux les «théorémes
d’existence» des purs mathématiciens sont absolument sans valeur, Mais
par le calcul numérique on n’obtient que des approximations; c’est par un
procédé de caleut approché (le mathémulicten recherchanl une approxima-
tion arbilrairement petite, I'utilisateur se contentant de beaucoup moins),
que I'on peut déterminer un nombre réel. Comme I'enseignement des
mathématigues, dans le premier cycle, est destiné aussi bien aux futurs phy-
siciens et chimistes qu‘aux mathématiciens, cet aspect de 'Analyse est par-
ticulitrement développé dans Pouvrage : le calcul numérique proprement dit
n'est pas abordé dans ce volume, mais on s *est efforeé d'éviter toute notion
qui ne soit susceptible d'évaluation numérique, et d° indiquer systématique-
ment les moyens théoriques d'exéeuter ces calculs.

On aurajt d'ailleurs tort de mépriser le caraciére concret du Calcul infi-
nitésimal; pour acquérir le «sens de I’Analysen, indispensable jusque dans
les spéculations les plus abstraites, il faut avair appris & distinguer ce qui est
«grand» de ce qui est «petit», ce gui st «prépondérant» et ce qui est
«négligeable», Le Caleul infinitésimal, tel qu'il est présenté duns ce livre,
doil permettre de manier les inégalirés bien plus que les égalités, et il pour-
Fait étre résumeé en trois mots :

MAJORER, MINORER, APPROCHER

Il ne faudrait pourtant pas le réduire, pur commodité, & ‘une séric de
procédés méeaniques, ne réclamant aucune compréhension de leurs utilisa-
teurs. Si par I'usage, par la multiplicité des exemples concrets, on acquiert
une connaissance intuitive du mécanisme des opérations, le sens de I'Ana-
lyse n'est obtenu que lorsqu’on sait donner des délinilions précises des no-
tions que i'on emploie ct s'en servir pour bitir des démonstrations correc-
tes.

1l peut paraitre cxcessil, aux yeux des physiciens, de vouloir loujours
démuntrer des résubtats en apparence évidents; de fait, on peut aveir intérét,
lorsqu'on débute, A admettre des résultats plausibles sans perdre de temps a
une démonstration délicate, Cet ouvrage admet donc sans preuve un certain

nombre de théorémes de base de I'Analyse; le cas échéant, des démonstra-
tions longues et difficiles sont imprimées en petits caractéres, permettant
ainsi de s’en dispenser en premigre lecture.

On ne peut cependant pas suivre ces physiciens lorsqu'ils tiennent pour
«évident» ce qui ne I'est pas du tout, trop confiants dans une inlujtion qui
peut induire lourdement en erreur. [l n'est pas nécessaire, pour mettre en
défal:ll des résultats qu'ils admettent sans discussion, d'utiliser des fonctions
aussi « monstrueuses» que les fonctions continues sans dérivée; le « phéno-
m?.nc de Runge» {chap. IX, Appendice) montre que le procédé classique
d'interpolation polynomiale peut fort bien diverger pour des fonctions tout 2
fait «régulit¢res»: et il y a des fonctions analytiques pour lz|<|, continies
dans tout le disque [zf<1, et qui pourtant transforment le cercle |2{= | en
une cotrbe de Peano remplissant un carré.

Admetire (rop facilement, ¢'est donc prendre des risques; le chercheur
scrupaleux apporte en fail un soin extréme i s'assurer de la correction de
ses mesures, écartant d’emblée les interprétations hasardeuses. Les malhé-
matiques exigent [a méme rigueur, el leur enseignement ne peut s'accomo-
der du vague et de 1A peu prés.

12



Mathématiques et imagination

Jean Dieudonné : choix d'ceuvres mathématiques

Tome 1 Hermann 1981

L’abstraction et Pintuition mathématique

Résumé

La qualité essentielle d’un mathématicien est I'imagination: la logique ne sert qu's met-
tre les démonstrations sous une forme irréiutable, elle est incupable de los suggérer, £imagi-
nation se fonde sur une sorte d'«{ntuition» des objets mathématiques étudiés, mais cela n'a
que ues peu de rapport gvee ce quion appelle d'opdinaire I'«intuilion sensibles, les objels
mathémaliques considérds &tant e plus souvent "aboutissement d'un long processus d’abs-
traction qui leur Gte toule possibilité de représentution concréte. Cetle «intuition» mathéma-
tique est avant fout le résultat d'une longue familiarité avec le sujet étudié; mais en outre i
peut s’opérer des «iranslerts» d'intuition d'une théore A une autre: on en donne quelques
exempies qui font ressortir la fécondeté de tels transferts.

Tous les mathématiciens sont d'accord sur le role fondamental que joue
I'imagination dans la création mathématique. La logique est un outil indis-
pensable et ennuyeux (on sait, d’ailleurs, quc les mathématiciens ne I'appré-
cient pas beaucoup en général); il faut savoir la manier proprement ‘parce
qu'elle permet de suivre et de vérifier une démonstration . .. mais non de
Pinventer. -

Or, comment s'invente une démonstration? C'est un processus qui a été
bien décrit par Poincaré dans une page célébre: 'imagination présente au
mathématicien, qui se trouve en face d'un probléme, une quantité de combi-
naisons possibles de faits connus, de théorémes connus, et la plupart ne
conduisent & rien, Lorsque, par hasard, le mathématicien tombe juste, on dit
qu'il a eu une bonne intuition ou qu'il a été bien guidé par son intuition,
Mais dés qu’'on parle d'intuition, il y a un malentendu qui surgit aussitdt,
dtant donné que le mot a déja une signification — assez vague dailleurs —
dans le langage courant, touchant les objets ou les phénomeénes qui tombent
sous nos sens; et ceci nous améne dircclement au cceur du probléme qui est
abordé dans ce colloque.

Personne évidemment ne sange & nier que U'origine des notions mathéma-
tiques de base, telles que le nombre ou 'espace, doive étre cherchée dans
notre expérience sensible. A partir de I'ige de douze ans environ, si jen
crois les psychologues professionnels, les petils nombres entiers ou les rela-
tions spaliales simples (position, grandeur, etc) peuvenl &lre considérés
comme des notions cxpérimenlajes stables cf communes i tous les individus
normaux et ¢’est cela qui forme lc substratum des notions mathématiques
correspondantes. Sculement il faut toul de suite observer une chose, sur la-
quelle on n'insiste pas assez & mon avis, c'est que les objels mathématiques,
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qui prétendent rendre compte de ces concepts expérimentaux, sont doués par

les mathématiciens de propriétés qui sortent trés vistblement du champ de
Pexpérience. Je citerai comme exemple lc nombre entier arbitraire: je doute
que quelqu’un ait une intuition sérieusc d'un nombre entier supérieur & dix
(jentends par 1a Pintuition immédiate; il vy a, je crois, des expériences psy-
chologiques dans lesquelles on projette un cerfain nombre de points sur un
tableau et il s'agit de dire de suite, sans compter, combien il y a de points;
je crois qu'on ne dépasse jamais 7 sans se tromper). L’élaboration de cette
idée du nombre entier arbitraire, du nombre quon peut continuer indéfini-
ment; axiome d’Archiméde qui dit que si on a une riégle d’un métre et qu'on
la juxtapose indéfiniment, on arrivera un jour & dépasser Sirius; voila visible-
ment des conceptions qui n'ont rien d’expérimental. L’existence de Ia borne
supérieure, I'axiome des intervalles cmboftés, qui dit que quand on rapetisse
un point commun A tous ces inter-

indéfiniment un iatervalle, it y a toujours
périence. La méme remargue vaul

valles, sont striclement on dehors de ex
pour le postulat d’Buclide.

Apris deux gideles de réflexions sur ces questions-1a, nous savons main-
mes sont des choix qui ont été opérés assez arbitrairement
par les mathématiciens pour des raisons de commodité 2 la Poincaré ou
d'esthétique; ils ne sont nullement imposés de l'extérieur par des phéno-
ménes ou par intuition sensible que nous pouvons en avoir, D'ailleurs,
Phistoire monire que plusicurs aspecls de cetle intuition sensible peuvent
entrer cn conflit lorsqu'il est question de choisir. Monsieur Hirsch a rappelé
que les Pythagoriciens étaient conduits A considérer que la droite n’était pas
1a droite réelle A notre sens habituel, mais la droite rationnelle. Pourquoi y
étajent-ils conduiis? A cause de la mesure: on a deux longueurs et il est toul
3 fait naturel de penser qu'il y a une commune mesure. Cela était parfaite-
ment logique; sculement on cst cntré en conllit avec unc autre partie de
Pintuition: quand on a voulu faire de la mesure des lonpueurs et de la géo-
métrie plane, on s’est apergu quw’il y avait des longueurs — comme la diago-
nale du carré — qui ne répondaient pas a cette exigence. 11 a donc faltu choi-
sir & ce moment-1a si on allait faire de la géométrie plane oll la diagonale
du carré a une longucur, ou bien dire que la diagonale du carré n’a pas de
Jongueur. (On pourrait trés bien admettre cela d’ailleurs. La géométrie sur
ic corps des rutionnels cst une géoméirie parlaitement raisonnable; seule-
ment il y a vn certain nombre de choses qui ne sont pas vraies dans cette
géométrie.) '

Autrement dit donc il y a un certain nombre de raisons qui sont dues au
développement historique des mathématiques et qui ont conduit les mathé-
maticiens A ajouter A des notions, qui sont grosso modo expérimentales, des
exigences qui ne le sont pas du tout et qui s’ajoutent comme axiomes supplé-
mentaires aux notions que nous avons choisi de mettre A la base. Aprés quoi
il n'est natureliement pas du tout extraordinaire — bien que cela ait beau-
coup choqué les gens & P'époque — que Pintuition sensible des objets en
question, les nombres récls pour commencef, soit en fait totalement inexis-
tante dans certains cas, ou alors insuffisante ou fallacicuse. Ele est inexis-
\ante dans le cas des nombres arbitrairement grands cité plus haut: si on
avait une intuition immédiate des enticrs arbitrairement grands, on saurait
faire 1a théorie des nombres alors que précisement on ne le sait pas et qu'on
'y arrive qu'avec beaucoup de peine et en faisant appel & toutes sortes de res-
sources extéricures. Personne ne peut dire qu'il ait Pintuition que le théo-
réme de Fermat est vrai ou faux. Quelquefois Iintuition qu’on peut avoir
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de cerlaines notions & partir des axiomes, donne une idde de démonstration.
L'exemple classique est le théordme de Bolzano disant qu'une fonction con-
tinue ne peut changer de signe sans s'annuler. On cn a une intuition géomé-

" trique assez nette et elle donne méme unc idée de démonsiration. Mais si
on essaye unc démonstration du théoréme de Jordan qui est tout aussi intui-
lif, on se rend compte que l'intuition en est trompeuse. Et puis il y a, bien
entendu, des objcts mathématiques (otalement non intuitifs, les monstres
classiques: la courbe de Pcano; fe continu de Brouwer qui est frontitre de
trois domaines i la fois dans le plan; lc collier d’Antoine qui cst un ensemble
parfait discontinu, mais tel qu'en peut trouver une courbe que F'on ne peut
déformer sans le traverser. D’ailleurs, sans aller aussi loin on peut citer des
exemples de fausse intuition, comme la fameuse figure par laquelle on veut
démontrer que tout triangle est isoctle. Si 'on s’arrange pour que le point
d'intersection de la médiatrice et de la bissectrice soit & Pintérieur du triangle
(il ne P'est évidemment pas), on peut montrer facilement que le {riangle est
isocéle. Cela montre bien que lintuition spaliale que nous pouvons avoir de
la géométrie élémentaire peut étre fallacieuse.

It ne faut donc pas se laisser abuser; méme pour des notions qui semblent
proches de Pintuition sensible, les objets mathématiques sont au fond tout
3 fait différents de ce que nous croyons qu’ils sont. 1l y cut 1a une source
d’étonnement considérable pour la plupart des mathématiciens du 19° siecle
qui étaient persuadés que les notions qu'ils associaient aux nombres réels
allaient de soi et ne pouvaicnt conduire & des rdsullatls extravaganls comme
la courbe de Peano.

Nous ne nous étonnons plus de telles situations. C'est que, depuis Ia fin
du 18e sidcle, les nmthématicicn<; ont brisé lc cadre classique du nombre et
de P’espace et ont commencé & traiter d’objcts qui n’ont aucunc contreparlic
sensible. On n'a jamais vu un groupe, un anneau, i corps, un module. La
géométrie non euclidienne et toutes les autres géomcétries, les espaces a n di-
mensions, les nombres p-adiques, les variétés différentiables abstraites sont
des créations de mathématiciens. Comment peut-on encore parler d'intuition
pour ces objets? La réponse & celte question est certainement difficile a for- '
muler parce qu'il s'agit d’un phénoméne entidrement subjectif, Chaque ma-
thématicien se fait une image mentale personnelic qui est & peu prés in-
comparable A celle des autres. Aussi I'analyse que je vais essayer de donner
est fortement liée & mes propres images mentales; il ne peut en étre autre-
ment et je n’ai pas la prétention d'énoncer des vérités générales, mais simple-
ment de tenter de comprendre certains processus mentaux que je crois tout
de méme grosso modo communs & beavcoup de mathématiciens.

Tout d’abord il y 2 une constatation générale et totalement banale, C'est
que Pintuition d'un sujet mathématique s’acquiert progressivement ct est
avant tout fonction de la familiarité que I'on a avec le sujet. Que fait le ma-
thématicien quand il est placé devant une situation toute nouvelle qu'il n’a
jamais étudiée, qu’il comumence A lravailler? Le plus souvent il ne sait méme
pas quelles questions se poser ou il se pose des questions absurdes. Ici en-
core I"exemple typique est celui de Poincaré. (On a la chance que Poincaré,
qui a été le pius grand mathématicien de son temps, ait, de plus, bien voulu
noler de fagon trés précise ses impressions de recherche.) Quand Poincaré
a commencé ses travaux sur les fonctions automorphes, il cherchait & démon-
trer qu'il n’y en avait pas en dehors de celles qui étaient trés connues (les

" fonctions modulaires entre autres); c’est ce qu'il dit lui-mé&me dans son livre.
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Cela prouve jusqu’d quel point méme les plus grands mathématiciens peu-
vent s’engager dans des directions complétement absurdes. Poincaré s'en est
apergu et c’est justement en cela qu'il avait une grande intuition comme on
dit, car, quand on étudie une question, petit 3 petit on se sent en pays de con-
naissance; par accoutumance, on finit par deviner ce qui doit se passer
quand on a un objet mathémalique devant soi et par imaginer quel genre
d’outil il faut utiliser pour attaquer telle ou telle question; graduellement
on cesse de commeltre les crreurs ridicules qu'on a faites au début. On finit
par avoir une cerlaine habitude du sujet ct, si on a de la chance, on réussit

a attaquer le probléme et 4 le résoudre,

Clest évident et c'est méme une banalité de dire que I'intuition résulte
tout simplement de la familiarité avec le sujet. Je crois qu'il y a des cas
extrémes o il n'y a rien d’autre que la familiarité parce qu'il y a des cas
ol il s'agit d’objets entidrement abstraits n’ayant aucune parenté avec
d'autres notions mathématiques, Pour moi, I'exemple typique (et od la ques-
tion personnelle joue) est tiré d’une théoric ol je n’al jamais travaillé moi-
méme: la théorie des groupes finis. Un groupe fini est un objet qu’on ne voit
nulle part; on n’en a aucune espéce d’intuition. Les personnes travaillant
sur ces questions finissent par ¢n avoir une telle familiarité que pour cux ap-
paremment les notions abstraites de la théorie des groupes ont un sens.

—a— wm wm e e e me ae— A e W= =

La premiére conclusion que j'en tircral, c'est qu’il n'y a certaincment
pas une intuition en mathématiques; il y cn a toute une séric de fort diverses
avec des liens inatlendus. La deuxidme, c’est que les intuitions mathéma-
tiques ne sont pas du lout stables; clles se modificnt sans cesse par de nou-
veaux apports, de nouveaux résultats, de nouvelles idées. Presque tous les
ans, il y a un jeune mathématicien de génie qui sort une nouvelle maniére
de transférer une intuition d'un domaine dans un domaine complétement
différent. Enfin, troisidmement, et ceci rejoint le titre de mon exposé, cest
que les progrés de Pintuition — contrairement & ce qu’on pourrait croire —
vont de pair avec les progres de I'abstraction. Plus les choses sont abstraites,
plus elles fournissent intuition. Pourquoi? Parce que Pabstraction élimine
tout ce qui est contingent dans une théorie, Si vous [aites 'abstraction
proprement, si vous &tes guidés par un flair (une intuition si vous voulez),
vous avez éliminé les rapports contingents. Qu'est-ce qui reste? Il nous reste
le squelctte et, dans ce squelette, vous arrivez quelquefois & déceler des
structures que vous n'auriez pas songé & meltre en évidence autrement. Si
vous n'aviez pas fait Pclfort d'abstraction préalable, les arbres vous auraient
caché la [orét, les détails vous auraient empéché de voir ce qu'il y avait der-
ti¢re ce que vous voyez la. Dong, je crois, et tout ce que j'ai dit devrait en
servir d’exemple, que les progrés de lintuition mathématique telle que j'ai
essayé de la définir, sont toujours allés de pair avee fes progres de Pabstrac-
tion mathématique. C'est peut-&tre pénible pour les personnes qui veulent
s’y initier, mais je ne crois pas qu'on puisse y échapper: ¢’est cela vraiment,
je crais, e fond de Vintuition mathématique.
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