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Wantzel est encore ¢léve ingénieur 3 U'Ecole des Ponts et Chaussées quand il
publie un article, qui le rendra pour une part célébre, que nous donnons ci-aprés
in extenso, et qui paraft en 1837 dans le journal de Liouville ' sous le titre "
Recherche sur les moyens de reconnaitre si un probléme de géoméwrie peut se
résoudre avec la régle et le compas, “

En exceptant le cas de Gauss, que Wantzel cite 2 la fin de son article , cest la
premiére vraie tentative pour algébriser les problémes de constructibilité a la régle
€l au compas et donc la quadrature : c’est A dire par exemple qu'au probléme de la
construction géométrique d’un carré qui limite la méme aire qu'un cercle donné
(énoncé traditionnel de la quadrature), Wantzel substitue un probléme d’équations :
reconnaitre le type d’équation que doivent vérifier les coordonnées d’un point pour
étre constructible 3 la régle et au compas. Dans cet article, il utilise essentiellement
deux arguments mathématiques en sens inverse: la substitution et ['élimination

Etudiant les équations vérifiées par les abscisses des points d’intersection de
cercles et de droites, Wantzel montre par substitution que si un point M (dont on
s'intéresse par exemple i I’abscisse Xy ) est conmstructible 4 n pas 2 partir d’un

ensemble initial de points 3 coordonnées rationnelles ( posées comme  connues et
constructibles) ,  alors X, est nécessairement solution d'une é&quation algébrique

irréductible 2 coefficients rationnels de degré 2% . Tout ce qui est constructible est
donc algébrique, mais la réciproque est fausse : les constructibles ne son: qu'une
partic des algébriques . Ce résultat régle donc ( enfin ! ) le sort de trois problémes *

grees de constructibilité restés longtemps en suspens
la duplication du cube, qui s'algébrise suivant I’équation
x3- 223 =0 ( a rationnel ) *est donc impossible
tout comme la trisection de ['angle équivalente %
x3- i— X + % =0 ),ainsi que l'insertion de deux moyennes proportionnelles

(éguivalente 4 x3 = a2 b).

Dans la partie IV, Wantzel traite, 4 la suite de Gauss, la question de la division
de la circonférence en parties égales, c'est 1 dire Finscriptibilité dans un cercle
d'un polygone régulier 34 N c6iés 2 laide de la régle et du compas. Reprenant d'abord
et par sa propre méthode, la condition de Gauss: si N est un nombre premier, il doit
étre de la forme 1 + 2, Wantzel établit ensuite, pour N quelconque, une condition
plus générale. Pour intéressants que soient ces résultats, ils laissent évidemment en
suspens une question, celle de la quadrature du cercle, puisqu’ on ne sait rien d'une
¢ventuelle équation algébrique  vérifiée par T, que l'on soupgonne au contraire de
n'en vérifier aucune, c'est A dire d'éwre transcendant .

Michel SERFATT

' Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (1837 ) ,pages 366-372,
* Sauf quelques exceptions, cette équation est irréductible, de degré trois .

? Sur cet article de Wanszel, ainsi que la question de de la Quadrature du cercle aprés 1675 cf. M.Serfati:  * Quadrature
du cercle, Fractions Continues et autres contes ." Brochure A PM.E.P . “ Fragments des Mathématiques, IV
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Recherches sur les inoyens de reconnaitre si un Probleme de
G domélrie peut se résoudre avec la régle et le compas ;

Pan M. L. WANTZEL,

Eleve- Ingéoicur des Ponts-et-Chaussées.

1.

Supposons qu'un probleme de Géomélrie puisse étre résolu par des
intersections de lignes droites et de circonférences de cercle : si I'on
joint les poiats ainsi obtenus avec les centres des cercles et avec les
points qui déterminent les droites on formera un enchalnement de
triangles rectilignes dont les éléments pourront étre calculés par les
formules de la Trigonomeétrie; d'ailleurs ces formules sont des équa-
tions algébriques qui ne reaferment les cdtés et les lignes trigonomeé-
triques des angles qu’au preniler et au second degré; ainsi linconnuc
principale du probléeme s'obtiendra par la résolution d'une série d’¢-
quations du second degré doat les coelficients seront fonctions ration-
nelles des données de la question et des racines des ¢quations précé -
deates. D'apres cela, pourreconnaltre si la conslruction d'un problene
de Géométrie peuts'eflectuer avec la regle et le compas, il faut chercher
s'il est possible de faire dépendre les racines de 'équalion & laquelle il
conduit de celles d'unsystéme d'équations. du second degré composées
commie on vient de Piudiquer. Nous traiterons seulement ici le cas ou
Féquation du probléeme est algébrique.

I1.

Considérons la suite d'équations :

(A)l r'+Axr,+B=o0, xi4+A x,+B,=o..2_ A _x,_+B._,=o,
l x+A_ 1, +B., =o,

dans lesquelles A ct B représentent des fonctions rationnelles des
quantités données p, ¢, r...; A, et B, des fonctions rationnelles de
X, p, q,...; et, en géncral, A, et B, des lonctions rationnelles de
Ty Tays oo oy Py oo

Toute fonction ratioanelle de x telle que A, ou B, pread Iz forme

CaciTm + D,
En_lrn + F'!—l

si I'on €limine les puissances de x, supérieures a la pre-
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miére au moyen de I'équalion a.-+dn._, x.+DB._, =0, en désignant
parC._,, D._,, E._,, Fa_, des fonctions rationmellesde xa,y X, Py

g...; elleseramenera ensuited la forme A'o_ ,xu+ B'a_, en multipliant

CoariTo 4 D
les deux lerrqes de RIS par — E._,(.A_f, + D)+ Fa_..

Multiplions 'une par 'autre les deunx valeucs que prend le premier
membre de la derniére des équations (A) lorsqu’on met successivement
a la place de «r,_, dans A,_, et B,_, les deux racines de I'¢quation
précédente : nous aurons un polynome du quatrieme degré en x, dont
les coeflicients s'exprimeront en fonction rationnelle de x,_,...x,,
Py §,-..; remplacons de méme successivement dans ce polynome
x,_, par les deux racines de I'équation correspondante, nous ohtien-
drons deux résullats dont le produit sera un polynome en x, de degré
2%, & coellicient rationnel par rapporl a Zo_y... %y, P, §...; €t, en
continuant de la méme maunikre, nous arriverons & un polynome en x,
de degrd 2* dont les cocflicients seroal des fonctions rationnelles de
p, ¢, r.... Ce polynome dgalé 3 zéro donnera I'équation finale
f(x)=vou f(x) =0, qui renferme toutes les solutions de la ques-
tion. Oa peut lonjours supposer qu'avant de faire le calcul on a reduit
les équations (A) au plus petit nombre possible. Alors une quelcon-
que d'entre elles >, + A.x.; + B.==o0, ne peut pas étre satisfaite
par une foaction rationnelle des quantités donnees et des racines des
équations précédentes. Car, s'il en était aiusi, le résultat de la substi-~
{ution serait une fonction rationnelle de xa,. .. x, p, 9. .. qu'oa peut
mettre sous la forme A’y xo+Du_, etl'on aurait A’ _,x+B._.=—0;
on liverait de cette relation une valeur ratiounelle de x, qui substituée
dans V'équation du second dcgré en r, conduirait a un résultat de la
forme A'._xn_,+ B'u.,=o0. En conlinuant ainsi, on arriverait &
A'x,+DB =o, cest-a-dire que I'équation x}~-Ax,+B=o0 aurait
pour racines des fonctions rationnellesde p, g. . . le systeme des équa-
tions (A) pourrait donc étre remplacé par deux systemes de n—1 équa-
tions du second degré, indépendants Pun de lautre, ce qui cst coatre la
supposition. Sil'une des relations intermédiaires A'a_ ,Ta_,—+DBa_, =0,
par exemple, était salisfaite identiquement, les deux racines de l'équa-
tion x_,+ A, x.+B._.=o seraient des fonctions rationnelles de
Xu._,...X,, pourloutes les valeurs que peuvent prendre ces quantités,
en sorle qu'on pourrail supprimer 'équation en x, et remplacer la
racine successivernent par scs deux valeurs dans les équaticns sul-



vantes, ce qui raméacrait encore le systeme des équations (A} a deux

systémes de n—1 €qualions.

Tl

Cela posé, Véquation du degré 2*, f(x)==o0, qui donne toutes les
solutions d'un probléme susceptible d'étre résolu au moyen de n équa-
tions dr second degré , est nécessairement irréductible | c'est-a-dire
qu'elle nc peut avoir de racines cominunes avec une cquation de
degré moindre dout les cocflicients soicnt des fonctions rationnelles

des données p, g....

En effet, supposons qu'une équation F(x)==o0, a coefliciens ra-
tionnelssoit salisfaile par uneracinedel'éq uation x2-+A,_ . x.+B, _,=o0,
en atlribuant certaines valeurs convenables aux quantités x._,,
Zur. ... x, La fonction rationnelle F(x,) d'unc racine de cette der-
niere équation peut se ramener & la forme A,_a,-+ B._,, en dé-
signant loujours par A., el B! _. des fonctions raticunelles de
Loy T4y Py geo.; de méme AL, el B._, peuvent prendre 'un
et l'autre la forme Al_x.,--B._,, et ainsi de suite; on arrivera
ainsi 3 Alx, 4- B/ ol A et B/ peuvent élre mis sous la forme A'x,
-+ B’ dans laquelle A’ et B’ veprésentent des fouctions ralionnelles
des donneées p, q.... Puisque F(z,)==0 pour une des valeurs de x,,
onaura A’_x.- B_.=o, et il faudra que A_, et B._, soient nuls
séparément, sans quol l'équation x4 A,_x,+ B._, = o serait sa-

. ~ .
tisfaite pour la valeur — %2' qui est une !:Onclion rationnelle de. .

Ly,ye Xy, Py q.- -, Cequiest impossible;; de méme, AT, et B,_,
élant nuls, A, ¢t Br_, le seront aussi et ainsi de suite jusqu'a A’
et B’ qui seront nuls identiquement, puisqu'ils ne renferment que des
q'uanlil(-s doundes. Mais alors A et B/, qui prenuent ¢galement la
forme A'x, -+ B quand on met pour x, chacune des vacines de I'équa-
tion x> 4 Ax,+DB=o0, sannuleront poar ces deux valeurs de x, ;
pareillement, les coeflicients A, et B, peuvent étre s sous la [orme
A',x, + B, en prenant pour X, I'une ou aulre des racines de I'équa-
tion x4 A,x,+ bB,=o, Corrcspondanlcs a chiacune des valeurs de
x,, ct par conséquent ils sananulleront pour les quatre valeurs de x, et
pour les deux valeurs de x, qui résultent de la combinaison des deux
premiéres équalions (A). On démontrera de méme que A'; et B'yscroat
nuls en mettant pour x, les 2* valeurs tirées des trois premieres €qua-
tions {A) conjointement avec les valeurs correspondanles de x, et x, ;
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et continuant de cetle maniére on conclura que F(x,) s'anaulefa pour
les 2* valeurs de x, auxquelics condait le systeme de toutes les
équalions (A) ou pour les 3* racines de f(x) =0o. Ainsi une équation
F(x)=o0 i coeflicients rationnels ne pcut admettre unc racine def(x)=o
sans les admettre toutes; donc I'équation f(x)=o0 est irréductible.

Iv.

Il vésulte immédiatement du théoréme précédent que tout probleme
qui conduit i une cquation irréductible dout le degré w'est pas une
puis:ance de 2, ne peat étre résolu avec la ligue droite et le cercle.
Ainsi la duplication du cube, qui dépend de I'équation x* —2a’ =y
toujours irréductible, ne peut étre oblenue par la Géomdtrie clémen-
taive. Le probleme des deux moyennes proportionnelles, qui conduit
b Iéquation x? —a*b=o est dans le méme cas loutes les fois que le
vapport de & & a n'est pas un cube. La trisection de langle depcnd de
lcquahon xd—3a+4-ta=o; celle équation est 1r|cduchblc s1 elle
n'a pas de racine qui soit unc fonction rationnclle de a et cest ce
qui arrive laont que'n Feste algébrique ; ainsi le probléme ne peat étre
résolu en géndral avec la régle et le compas. 1l nous semble quil wa-
vait pas encore él¢ démontré rigourensement que ces problemes, si
célebres chez les anciens, ne fussent pas susceptibles d'une solution
par les constructions géométriques auxquelles ils s'attachuient par-
trculiercaent.

La division de la circonférence en parties égales peut toujours se
ramener 4 la résolution de Péquation x= ~— 1 = o, dans laquelle m
est un nombre prenicr ou une puissance d'un nombre premier. Lors-

. . . - . -
que /m est prenter, Péquation ——~ =0 du degreé m—1 est irréduc-
Ir —1

tible, comme M. Gauss I'a fait voir dans ses Disquisitiones arithmetice,

section VII; atusi la division ne peut étre effectuée par des coustruc.

tions géométriques que si m—1==2*. Quand m est de la forme a*, on

peut prouver, en modifiant légérement la dénmoastration de M. Gauss

que V'équation de degré (a—1)a*—', oblcnue cn égalant i ziro le
—

quoticat de x*—1 par x*° =1, esl irrédactible s 1l faudrait doac

que (@ —1)a=— ful de la forme 2* en méme lenips que a—1, ce qui
est inpossible 3 moins que a = 2. Alust, la division de la circonfe-
rence en N parties ne peut étre ef fectude avec la régle et le compas
que st les facteurs premiers de N différents de a sont e la forme 2°41
et §'ils cntrent seulement a la premiére puissance dans ce nombre. Ce
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principe est annoncé par M. Gauss 2 la fin de son ouvrage, mais il n'en
a pas donné la démonstration.

» _.

Si Von pose x=k 4 A'Va + A*\V/a' - etc. ', m'... étant des
puissances de 2, el k, A’, A'...a', a"... des nombres commensu-
rables, la valeur de x se cons!ruira par la ligne droite et le cercle, en
sorte que x ne peut étre racine d’une équation irréductible d’un degre
m qui ne soit pas une puissance de 2. Par exemple, on ne peut avoir ,

m m —

= A Va, si(\/a) est irrationnel pour p < m; on démonlrerait
facilement que & nc peut prendre celte valeur lors méme que m sc-
rait une puissance de 2. Nous retrouvons ainsi plusieurs cas parti-
culiers des théorémes sur les nombres incommensurables que nous

avons élablis ailleurs (*).

Y.

Supposons qu'un probleme ait conduit & une équation de degré
3%, I'(r)=o0 et qu’on se soit assuré que celte dquation est irréductible;
il sagit de reconnaltre si la solution peut sobtepir au moyen d'une
série d'équations du sccond degré,

Reprenons les équalions (A) @

(A) jxi~Ax, +B=o, x4+ Ax +4 B =o....,
[,1:,‘_.’-}— A_x.,+B_,=o0, x4+A_=x +B,_,=o.

Il faudra construirve I'équation f{x)=o, 4 coeflicients rationnels, qui
donne toutes les valeurs de x, et Pidentifier avec I'équation donnée
F(x)=o. Pour faire ce calcul on remarque que A,_, et B,_, se ra-
menent a la forme a,_a,_,+al_, et b, .x,_, -+ b._., en sorte que
I'élimination de x,_, entre les deux derniéres cqualions (A) se fait
immediatement, ce qui donne une équalion du quatriéme degré en x,;
ony remplacera eusuile a,_ par a_x, ,+a.,, a_, p.ra._.x, ,+a,
b par b_x._~+b_., b pardx _ 4-bl_ et A_,, B_, par
a, . x,,~+a_,,.b._.x._,-+0b._, puison éliminera x,_, entre I'équa-
tion du 4° degrd d¢ja obtenuc et Véquation &) 44, _,x. . +B._,=o;
et ainsi de suite. l.es dernters termes des séries a,_,, a__, a_,.....,
b, b_,..., etc., doivent &ire des fooctions rationnelles des coeffi-
cients de F(x) = o; si I'on peut lcur assigner des valeurs rationnelles
qui satisfassenl aux équations de condition oblenues en identifiant, on

reproduira les équations (A) donl le systeme équivaut a I'équation
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F(x)==o0; si les conditions ne peuvent élre vérifides en donnant des
valeurs rationnelles aux indéterminédes introduites, le probléme ne
peul étre ramené au second degreé.

Oa peut simplifier ce procédé, en supposant que les racines de cha-
cune des équations (A) donaent Je dernier terme de la suivante; aiosi,

I'on peut prendre B,_, pour l'incoanue de I'avant-derniére équation,
Bn—s - b‘n —

puisque B, =b,_x _ +b_, dob x__, = de celte
"
maniére les éliminations se font plus rapidement ct 'on introduit
quatre quantités indéterminées dans I’équation du quatriéme degré
qui résulte de Ja premiére elimination, huit dans I'équation du hui-
tidme degré, etc., en sorte que les conditions ohtenues en identifiaut,
sout en méme nombre que les quanlilés 2 déterminer. Mais on écarte
aussi a I'avance le cas ou 'une des quaatités telle que b,_, serait nulle,

etil faut étudier ce cas s¢parément,

Soit, par exemple, I'équation x*+4-px* 4-9xr -f-r=0. Prenons de
suite les équations du second degré sous la forme x! 4~ Ax, B =o,
et x'+(axr,4-a’) x4 x, =o0; en éliminant z, et identifiant, oo aura,

3a,—Aa=o, a*—Aad'—A+a'B=p, 2aB—ad'A=g, B=r,

d’on

Be=r, a=— ;i—;-i_g—[; , a = ;ir—A——q—ﬁ’ ApAt—grA -9t —4rp=o.
Comme B, a et a’ sont exprimds rationncllement au moyen de A, P,
q, r, il faut et il suffit que l'équation du troisieme degré cn A ait pour
racine une fonclion rationnelle des données. La condition est toujours
satisfaite quand ¢=o0, qucls que soieat p et r, car A=—p satisfait
alors a la derniére équation,

En prenant' x, pour dernier terme de la deuxieme équation du se-
cond degré, on a exclu le cas ou ce terme serait indépendant de la
racine de la premiére équation; mais en le truitant divectement, onne
trouve aucuge solulion de la question qui ne soil coniprise dans les
équations ci-dessus.

Ainsi, par un calcul plus ou moins long, on pourra toujours s'as-
surer si un probléeme donné est susceptible d'étre résolu au moyeu
d'une série d’équations du second degré, pourvu qu'ou sache recon-
naltre si une équation peut étre satisfaite par une fonction ration-
nelle des donnces, ct si elle est irréductible. Uane équation de deyrc n
sera irreductible lorsqu'en cherchant les diviscurs de son premier
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membre de degrés 1, 3...-, on r'cn trouve aucun dont les cge(fi-

cients soient fonctions rationnelles des quantités données.

La question peut donc toujours dtre ramenée a rechercher si une
équation algebrique F(x)==10 2 une seule inconnue peut avoir pour
racine une fonction de ce genre. Pour cela, il y a plusieurs cas a con-
sidérer. 1* Si les coeflicients nc dépendent que de nombres donnés
entiers ou fractionnaires, il suffira d'appliquer la méthode des racines
commensurables. 2* Il peutarriver que les donnéesreprésentées par les
letires p,q, rsoient susceplibles de' prendre une infinité de valeurs, sans
que la condition cesse d'¢tre remplie, comme quand elles désignent
plusicurslignes prises arbitraivement; alors, aprés avoic ramenél'équa-
tion F(x)=o0 2 unc forme telle que ses coeflicients soient des fractions
entiéres de p, ¢, r..., ct que celui du premierterme soit 'unité, on
remplacera X par a,p™— a,_,p" "' 4-...+a,, et l'on égalera 2 2éro
les coeflicients des différcntes puissances dans le résullat; les dquations
obtenues en a%, a,_,.... seront traitées comme l'équation en x,
c'est-a-dire qu'on y remplacera ces quantités par des fonctions entieres
de g, et ainsi de suite jusqu'a ce qu'ayant épuisé toutes les lettres on
soit arrive a des équations numériques qui rentreron! dans le premier
cas. 3* Lorsque les données sont des nombres irrationaels, ifs doivent
étre racines d'équations algéhbriques qu’on peut supposer irré¢ductibles ;
dans ce cas, si l'on remplace x par a p*4-.. .-, dans Flx)=o,
le premier membre de V'équation en p, ainsi obtenue, devra étrve
divisible par celui de I'dquation irréductible dont le nombre p est ra-
cine ; en exprimant que cette division se fait exaclemment, on arrivera
a des équations en a,, a,_,.:., que l'on traitera comme Véquation
F(x)= o, jnsqu'a ce que V'on parvicnne a des équations numériques.
Oa doit remarquer que i peut toujours étre pris inféricur au degré
de l'équation qui donne p.

Ces procédés sont d'uue application pénible en général | niais on
peut les simplifier et obtenir des résultats plus précis dans certains cas
trés élendus, que nous étudierons spécialement.
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