INSTITUT Numéro
DE RECHERCHE spécial
POUR L'ENSEIGNEMENT |

DES MATHEMATIQUES

=
=t
=
=
S
Sl&
§\
g
=]
= .
=
=13
E
=

MNEMOSOYNE

UNIVERSITE - PARIS VI



Mnémosyne
personnification de 1a mémoire.
Elle s'unit & Zeus pendant 9 nuits de suite;
de cette union naquirent les neuf Muses.

(Dictionnaire Robert des noms propres)

Illustration de la couverture : "La mémoire"

gravure allégorique d'aprés Gravelot (XVIII &me)



Michele GREGOIRE
Histoires de pyramides

Les calculs de volumes de pyramides
et leurs démonstrations

Emugptror niren Vi

*uousd uouMund> UoIPsL1I ¥

T etracdron.eleuatutacuyum,

Horum inuentor.Magifter Lucas Paciolus debur
go.Sancu Sepulchri, Ordinis Minorus,



Ce texte reprend un mémoire de D.E.A. soutenu a I'Université Paris-7 en 1991.
Je remercie les membres du jury , Mrs Christian Houzel, Roshdi Rashed et
Jean-Luc Verley, qui m'a également permis de photocopier plusieurs textes

originaux en sa possession.
Je remercie également trés chaleureusement Karine Chemla, Michel Guillemot,

Gérard Hamon, Jean-Pierre Le Goff, et Henry Plane qui m'ont signalé des

textes intéressants.

Planche de La Dinine Proportion de Luca Pacioli, rééd. Librairie du Compagnonage, Paris 1980



Sommaire

INEIOAUCHION. ...ttt ittt et te e s e e e e ean e en et e saeanaeanenenens 5
1. Les premiéres expressions du volume des pyramides..........co.oeeeiviiininininniennnnn. 8
1. 1. Formule €gyPHENNE. .....o.ouiiiiiiiiiiiiiriiieiiiiieieieiiieeietensenaneenenans 8
1. 2. Démocrite et le volume de la pyramide ........ooviiiiiiniiiiiiiineininnnnn, 9
2. La méthode euclidienne.........cccoviiiiiieiiiiiiiiieiiiireniicree e e eeeeeee 11
2. 1. Laméthode des @ires......ocouiuiniiiiiiiiiieniiiiiieiiiiaeneeenneerenienenens 12
2. 2. La théorie des Proportions .........uvevueieiiteneinerineiiiiinineenrnennenans 16
2. 3. laméthode d'exhaustion........cccoeveviiiiiiiiiiiiniii e reeenens 20
3. Laméthode ChiNOISE.....vviuinereiniiiiitiiiiii i e err e e eeeenenen 25
3. 1. Les méthodes manipulatoires de la Chine ancienne.......................... 25
3.2.le volume du Yang-ma ......ocvuiuiiiiineiinierinienininrneirineneneeneneanenens 27
4. Du Moyen-dge aux méthodes des indivisibles.......cccccvveviiiniiiiiinieeiinnennn. 31
4. 1. Le moyen-dge. Nicolas Chuquet .......ccoeeviiiiiiviiiininiiiiineinienennns 31
4.2. Vers des méthodes par les indivisibles.............cocevvvvninininenenennn.. 31
4. 3. Les principes de la premiére méthode des indivisibles de
CavaliBIi. . ooviiiiiii e e aens 33
4. 4. Cavalieri et I'axiomatique euclidienne ...............coovvviiiiiniiiinennenen. 35
4. 5. Le "trésor" de CavalieTi.......ccccceeeeevrierieiiniiniriereeensseneeeeeeeeens 37
- 4. 6. Démonstration de la proposition XXIV du deuxiéme livre de
JaGEOMEITIE ....vviviiinii i e et eneneaea e e 39
4. 7. La deuxieme méthode des indivisibles de Cavalieri........cucau.n........ 42
4. 8. La méthode des indivisibles & la maniére de Roberval...................... 45
5. Les Jésuites contre 1a méthode des indivisibles........ccocvvvueevveeeveecveeesnennnn. 49
5. 1. Lescritiques a l'égard de la méthode des indivisibles ..................... 52
5. 2. Le volume de la pyramide d'aprés le Pére Tacquet ......................... 52
6. Le calcul différentiel et intégral..........c.ooviiviiineiiiiiiti e ee e, 55
6. 1. Quelques aspects des méthodes de Newton..........ccoevevevnininenennnnn. 55
6. 2. La fluxion de la pyramide dans le Traité des fluxions de C.
MaC Laurin. .ouuuinieiiiii et e e e ans 59
6. 3 . Les méthodes introduites par Leibniz.........cccoeerevevvevereueeevveeennnn, 64
6.4 . Les traités de calcul intégral.............cocoveiiiiiiiinineeieeeeeennnn, 66
6. 5. Louis Carré (1663-1711)..cciiuiriiniiiniiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeanannnn 67
6.6. Le volume de la pyramide par le calcul intégral, selon Louis
CaITE.. .. e 69
7. La "vraie métaphysique" du calcul infinitésimal.............coooveieiiininininniinnnnns, 71
7. 1. La limite, "vraie métaphysique du calcul infinitésimal" .................... 71
7. 2. Lazare Carnot et la "compensation des erreurs™...........cccoeevvnennennn.. 73
8. CONCIUSION Lttt ettt e e et e e 78
Quelques remarques sur les démonstrations proposées au XIX&me siécle. ............... 83
Le troisieme probléme de Hilbert ............oviiiiiiniiiiiiiiiiiiii e eeeienn, 84
RECUET AE IEXIES 1vvvviniitininieieniteirit it eiete i eee ettt s et ee e et e eernenenennes 89



Recueil de textes

Euclide, Les Eléments , Livre XII, énoncés des propositions III & VIL.................. 90
Wagner D.B., An early derivation of the volume of a pyramid, Lui Hui, third
century A.D. EX{raits........coocvvvivnneniineenennns TP 92
Chuquet N., La GEOMBITIE ......c.ueiuiiiiiiieeiieiiiiieaierreercnerastesenseesassnseeness 96
Cavalieri B., Geometria indivisibilibus continuorum , Livre II, prop. XXIV............. 98
Cavalieri B., Geometria indivisibilibus continuorum, Livre VII, prop. VIL. .......... 102-
Lamy B., Elémens de Géométrie , Livre IV , Section IV ....cccovviviiviiiininnennnns 104
Deidier , La science des Géométres, La théorie et la pratique du Géométre, ............. 105
Deidier La science des Géométres, De l'arithmétique des infinis .................. e 106
Tacquet A., Elementa Geometriae planae ac solidae Livre XII,
propositions V, VIet VIL......cocoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiieien e eninaeeenen 108
Mac Laurin C, A treatise of Fluxions , Livre premier, chapitre IV,
Proposition VIL ...ttt eae e 114
Carré L., Méthode pour la mesure des surfaces, la dimension des solides,
leurs centres de pesanteur...Section seconde, Proposition IL. .................. 119
D'Alembert, Encyclopédie méthodique, Article Pyramide, ...........cccovvvininnnnn. 120
Laplace, Cours de I'Ecole normale de I'An III, septiéme scéance ....................... 121
Legendre A.M., Eléments de Géométrie , Livre VI, prop. XVII ...................... 122
Hadamard J., Legons de GEOMELTiIe ........cocouveiiviviuiiinniiniiieinneniinisnseensanns 124
Bricard R., Sur une question de géométrie relative aux polyédres ...................... 126
Hilbert D., Sur les problémes futurs des mathématiques..................ccoeeeuuvvevnn.. 127



Histoires de pyramides

Le sommet rejette incessamment la base
dans l'insignifiance et, dans ce sens, des
vagues de

G. Bataille, L'Expérience intérieure

Introduction

Le volume d'une pyramide est connu depuis la plus haute antiquité,
probablement depuis prés de quatre mille ans. Cependant, depuis les Eléments
d'Euclide, des démonstrations différentes se succédent dans les traités de géométrie.
L'objet de cette étude est I'histoire de ces différentes démonstrations. Pourquoi la
démonstration de ce que le volume d'une pyramide est le tiers du volume du prisme de
méme base et de méme hauteur change-t-elle a diverses périodes, quelles sont les
raisons qui motivent ou expliquent les transformations? En conclusion, je cherche i
dégager un moteur plus général de ces transformations.

L'énoncé du probléme est élémentaire: "Calculer le volume d'une pyramide". Sa
résolution, pourtant, telle qu'on la trouve dans les traités de géométrie est moins
élémentaire. Serait-il possible de calculer le volume d'une pyramide de forme
quelconque par simple découpage et ré-empilement de pieces? Clest le sujet du
troisitme probléme qu'a posé Hilbert au Congrés des Mathématiciens, en 1900; il a
pour titre "De 1'égalité en volume de deux tétraédres de bases et de hauteurs égales".
Max Dehn répond a la question de Hilbert en montrant qu'il n'est en général pas
possible de prouver 1'égalité des volumes de deux tétraédres de bases et de hauteurs
égales par une simple décomposition des deux solides en un nombre fini de morceaux
qu'on réassemblerait différemment pour mettre en évidence le résultat. Alors qu'on
peut faire une théorie des aires des surfaces polygonales en se passant de techniques
telles que la méthode d'exhaustion, les passages a la limite ou le calcul infinitésimal,
on ne peut se passer de ces techniques pour mesurer le polyédre le plus élémentaire,
une pyramide triangulaire, & partir de laquelle on peut composer tous les poly&dres.
J'aborderai cet aspect de la réflexion en annexe de cette étude.



L'essentiel de 1'étude porte sur les différentes démonstrations, d'Euclide
jusqu'au XVIIIeme sigcle. Dans cette histoire des démonstrations, on peut lire certains
aspects de l'évolution des mathématiques a 1'dge classique: en particulier la
persistance, ou l'abandon, 1'émergence, l'extension de certaines notions ou de
méthodes mises en jeu dans les questions de mesure de volumes. On verra, par
exemple, que ces démonstrations mettent en jeu le concept de grandeur, le recours ou
le rejet de la divisibilité a l'infini d'une grandeur, le statut des infiniment petits. On
verra émerger des méthodes des indivisibles, le calcul différentiel et intégral, la notion
de limite. Ces démonstrations sont parfois contemporaines de I'étape de découverte
des théories mises en jeu, plus souvent elles témoignent de la période de mise en
forme de ces découvertes, & 'occasion de laquelle sont posés les problémes de validité
des méthodes utilisées, de leurs fondements, de 1'évaluation des méthodes nouvelles

par rapport aux anciennes.

11y a quatre périodes principales dans cette étude.

La premiere est la période classique grecque, avec les Eléments d'Euclide, ot
naissent les concepts sur lesquels les mathématiques occidentales vont travailler
pendant des siecles. Ces concepts vont se retrouver, plus ou moins explicitement,
dans tous les textes de la tradition occidentale que j'étudie: grandeurs, théorie des
proportions, méthode par exhaustion, méfiance vis a vis de l'infiniment petit. Je
m'attache a préciser certains aspects de l'axiomatique euclidienne.

En contrepoint, je décris la méthode chinoise qu'on trouve dans les Neuf
itr r lar , le traité chinois classique par excellence, qui est
postérieur aux Eléments de quelques sigcles. Cette méthode témoigne de conceptions
des mathématiques et de la démonstration, tout & fait différentes des conceptions
grecques. La démonstration chinoise convainc le lecteur en faisant voir le résultat.
‘L'exemple chinois rappelle que la science grecque n'a pas été la seule a s'épanouir au
début de notre ere et met en évidence, comme en négatif, combien les développements
ultérieurs de la science occidentale ont été marqués de fagon indélébiles par le caractére
hautement spéculatif et par les canons axiomatico-déductifs de la science grecque.

La deuxi¢me période correspond au début du XVII®me sigcle, ol vont apparaitre
diverses méthodes des indivisibles. J'étudie les deux méthodes de Cavalieri, et leurs
applications aux pyramides. Je présente aussi les méthodes des indivisibles inspirées
de Roberval, et également de l'Arithz;n_égigg e des infinis de Wallis. Un ouvrage
didactique de I'Abbé Deidier en présente un exemple un peu tardif mais trés
caractéristique. Je reléve l'opposition des Jésuites aux indivisibles, opposition qu'on
peut considérer comme réactionnaire, mais qui va susciter d'autres démonstrations
comme celle du Pere Tacquet, ol on voit émerger 1'idée de limite.
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La troisieme période, trés riche, s'étend de la fin du XVIIRme sigcle jusqu'au
milieu du XVIII®me sigcle. C'est pendant cette période que nait le calcul différentiel et
intégral, sous les deux formes divergentes de Newton et de Leibniz. On verra les
tentatives de leurs émules pour le présenter sous une forme satisfaisante. A partir de
I'exemple du calcul de la fluxion de la pyramide, j'ai suivi les efforts de Mac Laurin
pour reconstruire la théorie de Newton sur une axiomatique rigoureuse, i la maniére
euclidienne. Louis Carré, I'auteur trés peu connu du premier traité de calcul intégral,
datant de 1700, appliquant les méthodes de Leibniz, obtient de fagon complétement
nouvelle le volume de la pyramide.

La quatriéme période sur laquelle je m'attarde est contemporaine de la révolution
frangaise. Les principes des calculs de nature infinitésimale ne sont pas encore
complétement €claircis et on trouve dans un cours de Laplace a 'Ecole Normale de
I'An III, et dans les Réflexions sur la Métaphysique du Calcul infinitésimal de L.
Carnot, les solutions que proposent ces deux savants, a 'occasion de démonstrations
du calcul du volume de la pyramide.

L'essentiel de 1'étude s'arréte 1a. J'ai parcouru de nombreux traités du XIxXeme
si¢cle, mais je ne les ai pas retenus dans cette étude, car, contrairement 3 ce qu'on peut
observer aux périodes précédentes, ces ouvrages sont plus représentatifs des
recherches didactiques des auteurs du XIX®me sigcle, que de leur travail de recherche
et de création mathématiques. J'en dis quelques mots en annexe.

Je propose, a la suite de I'étude, un recueil de textes caractéristiques des diverses
méthodes utilisées. Les textes que j'ai sélectionnés sont pour certains bien connus et
déja étudiés, d'autres le sont moins. Certains sont des textes pédagogiques ou de
vulgarisation; c'est parce qu'ils témoignent de fagon assez exemplaire des méthodes
étudiées que je les ai choisis.



1. Les premiéres expressions du volume des pyramides
1. 1 Formule égyptienne

On peut imaginer que les Egyptiens, si experts en l'art des pyramides
connaissaient leurs volumes. Or un seul texte sur ce sujet a été retrouvé, traitant selon
toute vraisemblance, du volume d'un tronc de pyramide a base carrée. C'est le
probléme 14 du Papyrus de Moscoul, écrit vers 1850 avant notre ére. Ce texte a été
reproduit et traduit en allemand par W. Struve?2,

Le papyrus présente une figure plane qui peut &tre interprétée comme la
représentation en coupe d'une portion d'un tronc de pyramide, et des colonnes de
nombres, en €criture hiératique, autour et & l'intérieur de la figure. On a 12 une image
exemplaire des réalisations mathématiques égyptiennes, et la solution d'un des
problemes les plus sophistiqués de l'antiquité égyptienne. Le texte propose, sur un
exemple numérique particulier, un calcul de la quantité recherchée par une suite
d'instructions permettant de calculer le volume du tronc de pyramide. Nous y voyons
un algorithme sans démonstration. Le court texte qui accompagne la figure indique
donc , pour un tronc de pyramide dont les dimensions sont 4, 2, 6 (c6t€ du carré
inférieur, coté du carré supérieur et hauteur), d'ajouter 42, 2x4 et 22, et de multiplier
cette somme par le tiers de 6. "Le résultat est 56! tu as bien trouvé."”

=/
s u(
fig. 1

L'algorithme correspond a appliquer, pour le volume du tronc de pyramide dont les
cOtés des bases carrées sont a et b et la hauteur h, la formule exacte

1 Ce rouleau a été acheté en Egypte en 1893 et il est conservé depuis au musée des Beaux-Arts de
Moscou.
2 Struve W. Mat

r r M r n
Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Serie A, vol.l, Springer, Berlin, 1930, p.135.
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V = (a2 + ab + b2) % . On peut imaginer que cet algorithme était considéré comme

applicable A d'autres données numériques. Les nombres écrits autour de la figure
rappellent les procédés classiques de calcul en Egypte ancienne: les multiplications
s'effectuent par des doublements successifs et des additions (les divisions de méme).

Mais cet exemple, quoique fascinant est plutdt préliminaire & mon propos qui est
de s'intéresser aux procédés de démonstration. Ici nous n'avons aucune trace de

justification de 'algorithme.

1.2 Démocrite et le volume de la pyramide

On sait par Archimeédel!, que Démocrite, philosophe du veéme gjzcle avant J.C.,
aurait été le premier en Gréce 2 affirmer que la pyramide est le tiers du prisme de
méme base et de méme hauteur. Selon le témoignage d'Archimede, il n'aurait pas
donné de démonstration de ce résultat. On a perdu tous les écrits de Démocrite, on ne
connait de sa pensée que ce qu'en ont rapporté d'autres penseurs du monde grec. On
sait qu'il défendait une théorie atomiste de la nature, expliquant que tout, méme I'dime
et l'esprit se composait d'atomes, particules indivisibles, se mouvant dans le vide.
Aristote parle de lui A plusieurs reprises. Il explique comment les spéculations de
Démocrite sur la division des grandeurs géométriques, amenaient celui-ci a poser, en
mathématiques aussi, l'existence d'éléments indivisibles2. Démocrite examine la
question: une grandeur peut- elle étre entiérement divisible? Si I'on divise une figure
un trés grand nombre de fois, autant qu'il est possible, quelle est la nature de la
derniére petite partie obtenue? Ce ne peut €tre une grandeur divisible, sinon on
prolongerait le processus de division; il n'est pas possible que ce ne soit pas une
grandeur, que ce soit par exemple un point, "car il est absurde qu'une grandeur naisse
de non-grandeur”(...) "Il en irait de méme dans I'hypothése oli le corps serait formé
de points: il n'aurait pas de quantité." Démocrite considérerait donc que l'infime partie
de la division est un élément matériel indivisible. "Ainsi, puisqu'il y impossibilit€ a ce
que les grandeurs soient constituées a partir de contact et de points, il est nécessaire
qu'il existe des éléments matériels indivisibles et des grandeurs." 3 Plutarque rapporte
les interrogations de Démocrite concernant le coned. " Si un cdne venait a étre coupé
parallélement 2 sa base, que peut-on dire des superficies des sections: sont-elles égales

1 Archimede, la Méthode, Lettre-préface A Eratosthene...in Heath T The work of Archimedes,
Supplement. The Method, p. 13
2 Aristote . De la génération et de la corrruption, 1, 11,316 a 13. in Les Présocratiques , La Pléiade.
3 ibid.
4 Plutarque, Des notions communes , 39, 1079 E. in Les Présocratiques_, la Pléiade p. 773-774.
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ou inégales ? 1 Car si elles sont inégales, elles feront donc que la pyramide ronde
prendra plusieurs engravures profondes et raboteuses; et si elles sont égales, les
sections seront aussi égales et se trouvera que le cone fera pareil effet que le cylindre,
comme s'il était composé de cercles égaux, et non pas inégaux, ce qui est fort
absurde."

Plusieurs historiens des mathématiques ont émis des hypothéses sur la méthode
qu'aurait pu suivre Démocrite, pour obtenir le volume de la pyramide et du cone.
Joseph Ehrenfried Hofmann2, par exemple, pense que Démocrite a dii étre guidé par
un découpage de la pyramide en sections paralleles indivisibles. Simplicius, par
contre, rapporte que Démocrite a soutenu I'hypothése selon laquelle les lignes seraient
divisibles a l'infini3.

Le texte du seul témoignage des réflexions de Démocrite sur le volume du cone
ne me semble pas permettre d'affirmer que sa démonstration ait pu reposer sur la
division effective de ce solide en sections indivisibles parall¢les. Ses interrogations
sur les sections du cone indiquent plutdt qu'il ne devait pas considérer comme
acceptable une telle démonstration.4

1 Jai modifié la traduction des Présocratiques_de la Pléiade qui est Ia suivante: "que faudrait-il juger
touchant les superficies des sections, si elles seront aussi égales ou inégales?"

2 J. Ehrenfried Hofmann Wie ist wohl Demokrit zum Rauminhalt der Pyramide geko ?,
Historia Mathematica 14, 1987, p.173-174

Hofmann suggdre que Démocrite aurait pu découper un prisme
triangulaire en trois pyramides, comme dans Ia proposition 7, XII des
Eléments d'Euclide; (cf figure 3, p. 11) puis considéré les paires de
pyramides qui ont méme sommet et des bases triangulaires formant les
deux moitiés d'un parallélogramme; chaque section parallele aux bases
satisfait 4 la mé&me propriété que les deux triangles des sections sont
les moitiés d'un parallélogramme; les deux pyramides auraient donc,
selon un principe de Cavalieri, non encore formulé, méme volume.

fig.2 A 8,

3 Simplicius Commentarii in octo Aristotelis physicae auscultationis libros, Venetiis, 1551, cité
par Boyer in the History of the Calculus, p.22

4 Jean Itard, par contre, suggére que des considérations de similitude de solides intervenant dans le
découpage de la pyramide utilisé par Eudoxe et Euclide, comme on le verra plus loin (cf figure , p.)
ont pu guider la réflexion de Démocrite, cf J. Itard La simili t 4 infinitésimales _in

Essais d'histoire des mathématiques , Blanchard, Paris, 1984
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2. La méthode euclidienne

C'est encore par Archiméde que I'on sait que la premiére démonstration du
résultat trouvé par Démocrite a été donnée par Eudoxe de Cnidel, savant du Iveme
siecle avant J.C., dont les traités perdus ont servi de point de départ aux Eléments
d'Euclide. C'est cette démonstration qui serait reprise par le douziéme livre des
Eléments , et qui constitue la plus ancienne qui nous soit transmise.

Je propose une rapide description synthétique de la démonstration d'Euclide,
qu'on trouve dans les propositions 4 & 7 du livre XII, avant d'analyser les diverses
méthodes mises en jeu et d'en reprendre certains aspects en détail.

Euclide remarque, 2 la proposition 7, qu'on peut diviser un prisme 3 base
triangulaire en trois pyramides. En les comparant, il constate qu'elles ont deux a deux
méme hauteur et que leurs bases sont égales (au sens de l'aire) . Les pyramides
CABD et CEDB ont méme hauteur (la distance de C a la face ABED) et pour bases
les deux moiti€s du parallélogramme ABED. De méme pour DCBE et DECZ , dont
les bases sont les moitiés du parallélogramme BEZC.

fig. 3

D'autre part, il a démontré, 2 la proposition 5, que deux pyramides P et P' de
méme hauteur sont proportionnelles (en ce qui concerne leurs volumes) aux aires B
et B' de leurs bases; les trois pyramides qui constituent le prisme sont donc égales (au
sens d'avoir méme volume), et chacune vaut le tiers du prisme.

C'est pour €tablir cette proposition qu'Euclide est amené 3 mettre en jeu des
instruments d'analyse et de raisonnement variés et €laborés. Il va inscrire dans

1 Archimede: La méthode . Lettre-préface A Eratosthene... cf note 1de la page précédente.
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chaque pyramide P et P' un solide S et un solide S', composés chacun, d'un
empilement de prismes - dont il connait donc les volumes! - et tels que le rapport de S
a S' soit le méme que celui des bases B et B'. Les solides S et S' épuisent presque
les pyramides P et P', au sens oil les volumes restants peuvent étre rendus aussi
petits que nécessaire; c'est a dire assez petits pour que, en termes modernes, chacune

. . P B P B
des inégalités < F et > B

Plusieurs notions et procédés caractéristiques de la géométrie et de la théorie des

entraine une contradiction.

grandeurs? euclidiennes sont donc ici mis en jeu. I'y distingue trois niveaux ou
cadres théoriques principaux : '

- le niveau élémentaire mis en place dans les deux premiers livres des _Eléments , et
complété par certaines propositions du livre XI, sur les comparaisons de figures
planes et solides, qu'on peut désigner par l'intitulé "méthode des aires".

- la théorie des proportions, construite au livre V, appliquée aux figures planes au
livre VI, et aux figures solides a partir du Livre XI

- enfin, les procédés li€s a la méthode par exhaustion et aux conceptions sur l'infini.
Je reprends les €léments caractéristiques de chacun de ces cadres théoriques et
indiquerai les résultats qu'ils permettent d'obtenir.

2. 1. La méthode des aires

2. 1. 1. Principes de la méthode des aires et son extension & I'espace

Apres I'échec des tentatives pythagoriciennes d'exprimer toute la nature par des
nombres (entiers), mesurer une aire (ou un volume) pour les géométres grecs ne
signifie aucunement associer un nombre A une grandeur, surface ou solide; cela
signifie seulement comparer entre elles des figures planes ou des solides, c'est  dire
des grandeurs de méme nature, montrer leur égalizé, une relation d'inégalité, ou

calculer leur rapport.

La méthode des aires repose d'abord sur les notions communes, énoncées au
début des Eléments, applicables aussi bien aux nombres qu'aux grandeurs,
notamment:

"1. Les choses égales & une méme chose sont aussi égales entre elles.

1" On trouve dans le Livre XI, 2 partir de la proposition 25, de nombreux énoncés de comparaison
de volumes de parallélipiptdes et de prismes, considérés comme moitiés de parallélipipedes.

2 Rappellons qu'Euclide ne définit pas ce qu'il appelle grandeur. A la lecture des Eléments , on
comprend qu'une grandeur désigne soit une ligne, soit une surface, soit un volume, soit encore un
angle rectiligne, considérés comme des objets géométriques continus, susceptibles d'étre divisés autant
qu'il est nécessaire, et d'étre mesurés. Les grandeurs que considere Euclide, qui sont susceptibles
d'avoir un rapport au sens de la théorie des proportions du Livre V, sont archimédiennes.,
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2. Et si, a des choses égales, des choses égales sont ajoutées, les touts sont égaux.
3. Et si, a des choses égales, des choses égales sont retranchées, les restes sont
égaux.
5. Etles doubles du méme sont égaux entre eux.
6. Et les moiti€s du méme sont égales entre elles.
7. Etles choses qui s'ajustent les unes sur les autres sont égales entre elles.
8. Le tout est plus grand que la partie." 1

La méthode des aires s'appuie ensuite sur les résultats suivants:
1) - Dans un parallélogramme ABCD, les triangles ABD et BCD sont

superposables, donc sont des grandeurs égales. (Pour nous ils ont méme aire) (c'est
la proposition 34 du livre I) (fig.4)

AMB %/
D C B C

fig. 4 fig. 5

- Deux parallélogrammes de méme hauteur et de méme base ou de bases égales
sont deux grandeurs €gales (propositions 35 et 36). (fig. 5)

- Deux triangles de méme hauteur et de méme base ou de bases égales sont
aussi deux grandeurs égales, les triangles étant des moitiés de parallélogrammes
équivalents. (prop. 37 et 38 : ABC est la moitié du parallélogramme AEBC, BCD est
la moitié du parallélogramme BCFD , équivalent 38 AEBC)

fig. 6 N .

2) Au livre XI qui traite de géométrie dans 'espace, on trouve des méthodes et des
propositions tout a fait paralléles.

1 traduction de B. Vitrac, P.U.F. 1990
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- Un parallélépipéde est coupé en deux parties égales par le plan défini par les
diagonales de deux faces opposées! (& condition de bien choisir une paire de

diagonales coplanaires). (prop. 28) .
- Les parallélépipédes de méme hauteur et qui ont une méme base sont des

grandeurs égales. (prop. 29 et 30)

Les démonstrations de toutes ces propositions utilisent principalement des
techniques élémentaires de découpages et recourent aux notions communes rappelées
ci-dessus; deux figures sont égales si I'une d'elles peut étre découpée en un nombre
fini de piéces (triangles, prismes...) qui réarrangées composent l'autre; de méme
deux figures sont égales si, complétées par les mémes pigces elles forment deux
figures égales. Ces techniques de démonstration sont considérées comme validées par
les principes d'équidécomposabilité et d'équicomplémentarité? des figures du plan et
de l'espace.

3) Dans les propositions 42, 44 et 45 du premier livre, Euclide met en place une
méthode qui permet de comparer des figures planes rectilignes quelconques, méthode
désignée par I'expression: "l'application (ou parabole) des aires". Il explique d'abord
comment construire un parallélogramme, dont un cdté et un angle soient donnés, et

1 On peut remarquer qu' Euclide, pour comparer des figures de l'espace utilise la définition 10 du
Livre XI, plutdt insatisfaisante pour les commentateurs plus tardifs: " Les figures solides égales sont
celles qui sont comprises par des plans semblables, égaux en nombre et en grandeur.” ( trad. Peyrard).
Ici, on se rend compte que les deux prismes considérés ne sont pas superposables mais symétriques
par rapport au centre du parallélipiptde. Nous disons qu'ils n'ont pas la méme orientation. On ne
trouve pas ce genre de considération dans les Eléments dEuclide ou des figures symétriques sont
implicitement covnsidérées comme des grandeurs égales. Simson mettra en évidence deux solides
satisfaisant 2 la définition 10 mais manifestement de volumes différents. Legendre, dans la 142me
édition de ses Eléments de géométrie introduira une définition de 1'égalité et de la similitude de solides
tenant compte de l'inclinaison des faces.

2 Deux figures F et F' sont dites équidécomposables si elles peuvent toutes deux étre considérées
comme la réunion des mémes figures fi1, fy, .. f; . Deux figures F et F' sont dites
équicomplémentables si, complétées par les mémes figures fy, fa, ... fy, disposées de fagons
éventuellement différentes, elles composent deux nouvelles figures superposables.
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égal (au sens de l'aire), & un triangle donné, puis un parallélogramme égal 2 une
figure polygonale quelconque, qu'il a décomposé en triangles. Pour comparer deux
figures polygonales, il suffit de comparer les deux parallélogrammes ainsi construits.
La proposition 14 du livre II indique méme comment construire un carré de méme
grandeur qu'une figure rectiligne donnée. La quadrature de toute figure polygonale

est donc possible.
"
Il n'y a pas, dans les Eléments , de méthode analogue qui permette de comparer

toutes sortes de polyedres.

2. 1. 2. L.a méthode des aires dans le calcul du volume de la pyramide.
La premiére étape de la démonstration concernant le volume de la pyramide fait

appel a ce genre de techniques. La proposition 3 du livre XII présente le découpage
d'une pyramide triangulaire (que je nomme P) en deux petites pyrainides égales, au
sens de la définition 10 du livre XI ! (nous employons maintenant le mot
isométriques ), et en deux prismes égaux (le mot égal signifie ici de méme volume )
(cf figure 10). Pour démontrer que les deux prismes, que je nomme Py et Py sont
des grandeurs égales, Euclide utilise la proposition 39 du livre XI, dont la
démonstration consiste & remarquer que chacun de ces prismes est d'une facon
différente la moiti€ du méme parallélipipéde.

De plus, par ce mé€me type de technique, Euclide montre que chacun des
prismes est plus grand que chacune des petites pyramides, car chacun des prismes
contient une pyramide égale et semblable a 1'une des petites pyramides. Ceci lui
permet d'énoncer la deuxi¢me partie de la proposition 3: les deux prismes valent
plus que la moitié de la grande pyramide.

Mais cette proposition 3 met aussi en jeu des notions relevant de la théorie des
proportions; j'en reprendrai I'étude plus loin.

1 Pour démontrer que les "petites pyramides” p et p' sont égales Euclide montre que leurs quatre
faces triangulaires sont deux 3 deux égales; les triangles comparés ont deux cotés respectivement
égaux et les angles qu'ils forment sont égaux. Il s'appuie sur 1a définition 10 du livre XI. (cf note
de lapage 10)
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fig. 10

2. 2. La théorie des proportions

2. 2. 1. La théorie des proportions appliquée aux figures planes et solides
Les nombres entiers et leurs rapports ne suffisent pas pour comparer entre elles

toutes les grandeurs. On connait la 1égende qui s'est répandue autour de la découverte
de l'incommensurabilité entre le coté et la diagonale du carré. La théorie des
proportions, diiec 2 Eudoxe, a permis de surmonter la crise déclenchée par cette
découverte.

Mise en place au livre V des Eléments , appliquée aux figures planes au livre VI, elle
donne de nouveaux moyens de comparaison des figures. La définition 6 du livre V,
qui permet d'établir que quatre grandeurs sont proportionnelles, est particuliérement
exemplaire de 1'étonnante puissance de cette théorie; les démonstrations qui nous
intéressent s'y référent a plusieurs reprises.

6. Des grandeurs sont dites étre en méme raison, la premitre a la seconde,
et la troisiéme 4 la quatriéme, lorsque des équimuliiples quelconques-de la pre-
micre et de la troisiéme, et d’autres équimultiples quelconques de la seconde et de
la quatri¢éme sont tels, que les premiers équimultiples surpasseat, chacu.n a chacu.n,
les seconds équimultiples, ou leur sont égaux 2 la fois, “ou plus petits 4 la fois.
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Ainsi, pour établir que quatre grandeurs A, B, C, D sont proportionnelles, il
faut considérer des équimultiples mA et mC de A et C, et d'autres équimultiples nB et
nD de B et D (n et m pouvant prendre toutes les valeurs entiéres); % = % signifie

mA >nB sietseulementsi mC > nD

mA =nB sietseulementsi mC=nD

mA < nB sietseulementsi mC< nD

Nous pouvons remarquer que cette définition exprime exactement que si les

. . n N
quatre grandeurs A, B, C, D sont proportionnelles, tout rapport d'entiers g c'est &

dire tout rationnel, est simultanément soit plus grand, soit égal, soit plus petit que les
deux rapports %— et % des grandeurs. Un rapport de grandeurs sépare les rationnels

en trois parties: les rationnels qui lui sont égaux, ceux qui lui sont strictement
inférieurs, ceux qui lui sont strictement supérieurs. La définition des nombres réels
par les coupures que Dedekind proposera est donc trés proche de l'idée qui guide
cette définition. Je ne prétends cependant pas que la réflexion d'Eudoxe ou Euclide
annonce celle de Dedekind, mais plutdt qu'elle consiste A contourner la difficulté
posée par les grandeurs incommensurables, difficulté qui ne sera complétement
résolue qu'au XIXeme sigcle avec la définition des nombres réels.

De nombreuses propositions du livre V indiquent comment 2 partir de rapports
égaux, on en obtient d'autres; c'est une véritable arithmétique des rapports qui est
construite et dont on verra des exemples d'application. La théorie des proportions
permet aussi de construire celle des figures semblables, et, en particulier, pour la
proposition 3 du Livre XII mentionnée ci-dessus, d'énoncer que les petites
pyramides de la figure sont semblables a la pyramide initiale P, & cause de la
similitude de chacune des faces a celles de P.

Ces méthodes mises en place, voici les résultats sur les grandeurs qui peuvent
étre obtenus au livre Vet XI :

- les triangles et les parallélogrammes qui ont la méme hauteur sont entre eux
comme leurs bases (prop. 1, Livre VI). La démonstration met en jeu des longueurs
telles GT et GL multiples de GB et de GD et des triangles tels AGT et AGL,
équimultiples respectivement des triangles ABG et ABD (cf fig. 11), et vérifie
effectivement que, pour m et n entiers quelconques:

mBG=nGD équivauta m ABG=nAGD
mBG>nGD équivauta m ABG> n AGD
mBG< nGD équivautd m ABG < n AGD
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fig. 11

- les parallélépipedes qui ont la méme hauteur sont entre eux comme leurs bases
(prop. 32, Livre XI). La démonstration de la proposition 25, correspondant a la
proposition 32 dans le cas particulier de la figure 12 est menée tout a fait
parallelement a celle de la proposition 1 du Livre V1.

fig. 12

- c'est sans difficulté, que dans le lemme de la proposition 4 du livre XII, Euclide
peut énoncer que deux prismes de méme hauteur sont entre eux comme leurs bases,
puisque ce sont des moitiés de parallélépipedes.

- des triangles et des figures polygonales planes semblables sont entre eux dans le
rapport double de leurs c6tés homologues (prop. 19 et 20, Livre VI); des
parallélépipedes semblables sont entre eux dans le rapport triple de leurs cotés
homologues (prop. 33, livre XI).

2. 2. 2. La théorie des proportions dans le calcul du volume de la pyramide.
La proposition 4 est exemplaire de I'usage de la théorie des proportions a

I'étude d'une figure. Elle énonce que, si on répéte le méme nombre de fois le
découpage en prismes et petites pyramides de deux pyramides P et P' de méme
hauteur, (cf fig. 13) on obtiendra le méme nombre de prismes, dans chacune des
deux pyramides P et P' et le rapport des sommes des volumes des prismes de P et

18



P' ainsi obtenus est égal au rapport des aires B et B' des bases de P et P'. Avec des

notations modernes !:
Y prismesdeP _ B

=g

X prismes de P'
Je reprends la démonstration avec des notations modernes: ABGH est la pyramide
P et DEZQ est la pyramide P'

H

fig. 13 O
al g |

R ..
P 5 X

\

'BG EZ
BG=2GX, EZ =2 ZF donc G—X'='ﬁ§

D'aprés la proposition 22 du Livre VI, les triangles semblables ABG et LXG

construits sur BG et GX et les triangles semblables DEZ et PFZ construits sur EZ et
ABG DEZ

ZF sont tels que IXG = PZF - Par permutation, c'est & dire en utilisant la prop.
. ABG LXG
16 du livre V, PEZ = P7F

D'apres le lemme ce dernier rapport est le méme que celui du prisme Py, de base

LXG , au prisme P'; , de base PFZ . Mais Pj est égal a P et P'1 2 P'p donc
LXG Py _ Py
PZF Py Py
o P2 P2
Par permutation P, =P,
Par addition , c'est a dire en utilisant une autre régle de calcul sur les proportions
établie a la prop. 18 du livre V PZP': Py P 2P'*"1P 1

T PP _ Pl _ABG
ar permutation €ncore, P'2 T P’l -—Pul ~ DEZ

1 lesigne X désigne "la somme des..."
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La somme des deux prismes de P est donc a la somme des deux prismes de P'
comme la base B de P est a 1a base B' de P'.

En recommengant le découpage dans les "petites pyramides" dont le rapport des
bases OMN et SGT est comme celui des bases B et B', et, en désignant par P3 et

P4 les prismes de OMN, P'3 et P'4 ceux de SGT , on obtient :
prismesde OMN _ P3+ P4 _OMN ABG
prismes de SGT ~ P'; + P'y ~ SGT ~— DEZ

Avec P+ P _ABG

P2+ Py ~ DEZ

et la prop. 12 du livre V on obtient

ABG _ P2+P1  P3+P4 _ _P1+P2+P3+ Py
DEZ =~ P'2+P'Tt "P3+P4 ~P1+P2+P3+Pg
En continuant ainsi, 1a somme de tous les prismes de P est donc 2 la somme de tous

les prismes de P' comme B est 4 B'.

Cependant, s'agissant de deux pyramides de méme hauteur, et pour démontrer
qu'elles sont entre elles comme leurs bases, Euclide doit faire appel & de nouvelles
techniques de raisonnement constituant ce que 1'on désigne depuis Grégoire de Saint
Vincent par la méthode d'exhaustion.

2. 3. la méthode d'exhaustion

Lorsqu'on pense 4 1a méthode d'exhaustion, en particulier au XVII®me sigcle, oi
on la désigne parfois seulement par l'expression la méthode des Anciens, on se réfere
principalement & Archimede, qui 1'a exemplairement utilisée, en particulier pour la
quadrature du cercle ou de la parabole. Mais ce type de technique de démonstration
aurait ét€ utilisé pour la premiére fois par Eudoxe, puis par Euclide a plusieurs
reprises au livre XII des Eléments , et ensuite, par Archiméde. Les auteurs grecs
cependant n'ont jamais abstrait ce type de raisonnement sous forme d'une méthode
autonome, et ce n'est qu'au XVIIEme sigcle qu'elle sera désignée par l'expression
méthode d’exhaustion . Contrairement a Euclide, Archiméde compare des figures de
formes différentes, une aire curviligne et un triangle par exemple, et il établit, par un
double raisonnement par l'absurde, 'égalité de ces figures. Euclide ne compare,
quant 2 lui, que des formes analogues, un cercle avec un cercle, une pyramide avec
une pyramide,... , et il reste encore dans le cadre de la théorie des proportions.

2.3. 1. Principes du raisonnement "par exhaustion"

Pour montrer que deux pyramides sont entre elles comme leurs bases, Euclide
ne peut obtenir la décomposition de ces pyramides en un nombre fini de pigces égales
ou semblables; le découpage semble devoir se prolonger indéfiniment. Au Veme sigcle
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avant J.C., les théories atomistes qui tendaient a considérer une grandeur comme un
agrégat d'indivisibles sont trés vivement attaquées par les Eléates, dont Parménide et
son disciple Zénon. Ils s'opposent a I'hypothése d'une ligne indivisible: congue sans
longueur, un nombre infini de telles lignes n'aurait pas de longueur; si elle avait une
longueur, un nombre infini de telles lignes aurait une longueur infinie. Il me semble
que le paradoxe sur la dichotomiel, le premier des quatre célébres paradoxes exposés
par Zénon, met & jour, en particulier combien il est difficile de saisir une grandeur par
le biais de l'infinité de ses parties. La réponse d'Aristote, qui sera dominante dans la
pensée grecque, et méme dans la pensée occidentale pendant presque deux
millénaires, est dictée par le "bon-sens". Il refuse ce qui dépasse la compréhension, il
refuse l'idée de grandeur infinie, n'acceptant que I'infini potentiel: "il est toujours
possible de penser un nombre plus grand". Les grandeurs, par contre peuvent étre
divisées a I'infini. Clest ce qui caractérise sa conception du continu: par continu, il
entend ce qui est divisible en parties divisibles indéfiniment divisibles.2 La
mathématique grecque €labore donc un moyen d'aborder le continu géométrique en
termes de divisions successives, mais dont le nombre sera fini. Il n'y a pas de fin a la
divisibilit€ de la pyramide, mais le raisonnement mené par Eudoxe, puis Euclide,
contournera la difficulté en ne cherchant pas & mener a bout la division. Une grandeur
ne sera considérée qu'a l'aide d'un nombre fini de grandeurs de méme nature (et en
particulier une surface a l'aide de surfaces, un solide a l'aide de solides). Enfin les
grandeurs ne seront considérées que par l'intermédiaire de leurs rapports.

Euclide ne peut montrer ici des égalités de solides; il ne manipulera donc que

des inégalités' {,\L. < EB_' ou % > —1133—. . Pour obtenir I'égalité souhaitée, il

introduira un raisonnement par 'absurde. Il mesure et fait diminuer 1'écart entre les
grandeurs comparées, jusqu'a pouvoir faire jouer une contradiction.

Clest la proposition 1 du livre X des Eléments qui permet de faire diminuer
autant que nécessaire 1'écart entre les deux grandeurs, moment essentiel de la
méthode, véritable retournement du paradoxe de Zénon sur la dichotomie: "Deux
grandeurs inégales étant données, si l'on retranche de la plus grande une partie plus
grande que sa moitié, si I'on retranche du reste une partie plus grande que sa moitié et
si I'on fait toujours la méme chose, il restera une grandeur qui sera plus petite que la
plus petite des grandeurs données". Cette proposition joue un rdle analogue a celui
que joue pour nous l'idée de limite. Elle repose sur I'hypothése que les grandeurs
étudiées sont archimédiennes, ce qu'Euclide explicite a la définition 5 du livre V

1 Ce paradoxe met en question I'idée qu'un mouvement soit possible, puisque "le mobile transporté
doit d'abord parvenir 2 la moiti€ avant d'accéder a son terme;" puis au milieu de la distance restante, et
ainsi a l'infini... Aristote, Physique , Livre VI

2 Aristote Physigue ,11I, 207 b.
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“Des grandeurs sont dites avoir une raison entr'elles, lorsque ces grandeurs, étant
multipliées, peuvent se surpasser mutuellement."

C'est pour pouvoir faire usége de cette proposition qu'Euclide, dans la
deuxiéme partie de la proposition 4, XII, a montré que la réunion des deux prismes
découpés dans la pyramide est plus grande que la moitié€ de la pyramide. Les petites
pyramides restantes, dont la réunion vaut moins que la moiti€ de la pyramide initiale,
seront encore découpées de la méme fagon, et en répétant I'opération suffisamment de
fois , il restera un solide aussi petit que nécessaire.

L'hypothése de travail du raisonnement par I'absurde s'exprime aussi dans le

langage des proportions: elle équivaut a -\-,Y. < 1—3&. condition qu'il exprime en
supposant qu'il existe un solide X plus petit que V' vérifiant % = % (avec

X < V'). On peut remarquer qu'Euclide suppose, ici, I'existence d'une quatriéme
grandeur proportionnelle & B, B' et V, propriété qu'il n'a pas démontrée ou postulat
qu'il n'a nulle part explicit€. C'est encore une des caractéristiques de la méthode
d'exhaustion euclidienne. Au livre VI (proposition 12), Euclide montre qu'étant
données trois lignes, on peut en construire une quatriéme qui rendent les quatre lignes
proportionnelles. Mais il ne fait pas de travail analogue pour trois surfaces, ou trois
solides.

2. 3. 2. La méthode d'exhaustion appli volum 1 mid

C'est dans la démonstration de la proposition 5, oit Euclide établit que deux
pyramides P et P' de méme hauteur sont dans le méme rapport que leurs bases B et
B', qu'on voit & I'oeuvre la méthode par exhaustion.

Euclide découpe la pyramide P' en deux prismes et deux pyramides, puis divise
les nouvelles pyramides en deux prismes et deux pyramides et ainsi de suite ...(cf.
fig.13). A chaque étape, le volume des pyramides ainsi obtenues est inférieur 2 la
moitié du volume des pyramides de I'étape précédente! (cf la deuxiéme partie de la
proposition 3) . Euclide peut donc faire usage de la proposition 1 du livre X, jusqu'a
ce qu'il reste de la premiére grandeur V' une grandeur plus petite que la deuxiéme, la
plus petite, la différence V'-X.

Euclide répéte le découpage de la pyramide jusqu'a presque I'épuiser al'aide de
prismes seulement. A une certaine étape, le volume de la réunion des petites
pyramides qui, d'autre part, est égal 2 V'- X prismes de P!, est inférieur 2 la
grandeur V'- X.

1 Contrairement 2 Euclide et pour plus de simplicité d'exposition, je distingue, dans les notations, la
pyramide P et son volume V. Pour Euclide, les pyramides sont considérées comme des grandeurs.
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Donc le volume restant dans la pyramide, c'est a dire celui des prismes construits 2
l'intérieur de la pyramide P', ( Z prismes de P') , est supérieur au volume X. On

a linégalit¢ (i): X prismesdeP'>X .

Si on effectue le méme découpage de la pyramide P en prismes et pyramides, on

obtient, grice a la proposition 4 ci-desssus, et 2 'hypothése du raisonnement par
2 prismesdeP BV

I'absurde = —m= =
X prismes de P' B X
d . Y prismes de P X prismes de P'
onc, par permutation: v = %

fig. 14

Les prismes de P sont inclus dans P, donc X prismes de P > V ; on obtient aussi
linégalité : (i) X prismesde P' < X , contradictioire avec I'inégalité (i).
Puisqu'il a raisonné sur de% rapp%rts de grandeurs de méme nature, Euclide,

pour montrer que la supposition V' > B’ ©st tout autant a rejeter, peut en quelque
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sorte inverser les rOles des deux pyramides P et P' et mener rapidement le méme type

de raisonnement!.

La démonstration d'Euclide est longue et complexe, mais elle ne sera jamais
critiquée sur le plan de la rigueur. Elle sera trés longtemps considérée comme un
modeéle, comme on le verra dans la suite de I'étude; les concepts qu'elle met en jeu
seront les matériaux a 'aide desquels travailleront les mathématiciens.

Llcuens de Géometie g,

N.g. ar w aalh,

Planche des Eléments de Géométrie de Legendre, 1794

1 Euclide suppose l'existence d'un solide de volume X plus grand que V vérifiant §= }—33; ; il déduit

qu'il existe un solide du volume W tel que 1'}33‘.= 7_(\7= VW et W<V . On est ramené 2 la méme

situation que plus haut (a), une fois échangés les roles de P et P'.

24



3 . La méthode chinoise

11 est difficile de savoir si les civilisations chinoises du début de notre ére
avaient une quelconque connaissance de la science grecque; on sait seulement qu'elles
entretenaient quelques relations avec les empires séleucides, héritiers hellénistiques
des civilisations grecques. Il est trés intéressant de confronter les méthodes chinoises
de calcul de volumes, en particulier de calcul des volumes des pyramides avec les
méthodes grecques: on trouve certaines parentés, mais les conceptions fondamentales
différent profondément.

3. 1 . Les méthodes manipulatoires de la Chine ancienne

Contrairement aux traités grecs, les traités chinois, depuis le début de notre ére
et peut-étre méme avant, donnent des formules d'aires ou de volumes. Les preuves,
qui ne sont pas toujours'présentécs, utilisent les procédés d'empilement de pieces.
La géométrie chinoise repose de fagon importante sur la manipulation d'objets
matériels analogues a des pieces de puzzles ou de jeu de construction spatiale, et sur
le principe que l'aire ou le volume ne change pas si on dispose les pi¢ces de deux
manieres différentes. "Les figures' (prennent des allures) étranges, mais les nombres
(qui mesurent les aires ou les volumes) restent égaux”, écrit Liu Hui, reprenant, au
Illeéme siécle apres J.C., un texte du premier si¢cle apres J.C., Neuf chapitres sur
Lart du calcul 1. Ce traité est I'un des plus anciens textes mathématiques chinois qui
nous soient parvenus et l'ouvrage classique par excellence auquel de nombreux
auteurs de la tradition mathématique chinoise, mais aussi japonaise, coréenne,
vietnamienne se référent; c'est le manuel d'enseignement obligé (un peu comme, en
Occident, les Eléments d'Euclide). L'aire d'une figure plane rectiligne est calculée
apres avoir disséqué la figure de maniére & pouvoir recomposer un rectangle. Les
volumes sont évalués en utilisant des blocs de bois, de formes et de dimensions
standards, que l'auteur et le lecteur devaient avoir en mains. Souvent les
manipulations sont faites avec des pi¢ces de dimensions particuliéres, mais l'auteur
signale, quand c'est le cas, si les formules trouvées sont valables pour des
dimensions arbitraires.

Liu Hui procéde par exemple de la maniére suivante pour évaluer le volume du
"pavillon carré" (les dimensions sont indiquées sur la figure 15). Le pavillon est

1 On trouve des traductions partielles et des commentaires des chapitres des Neuf chapitres sur l'art
du calcul concernant les calculs de volumes de pyramides dans les deux articles de Wagner cités en
bibliographie.
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décomposé en neuf pieces élémentaires (blocs de bois, peut-Etre, de dimensions
standards que l'auteur et le lecteur devaient avoir en mains).

7/
,15}
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PR A
e

fig. 15

Jr :'

Comme leur simple empilement n'est pas suffisant pour résoudre le probléme,
Lui Hui imagine de calculer le volume du triple du pavillon carré. Assemblant ainsi
vingt-sept pi€ces de fagon & former trois pavés dont il peut évaluer les volumes : abh,

a%h et b%h. Il obtient donc V = % (abh + a2h + b%h)

Le "cube" central a pour volume a?h (cf. fig. 16); en assemblant le "cube"
central et quatre prismes, on obtient un pavé de dimensions a, b, eth (cf. fig. 17); le
"cube" central, huit prismes puis les douze petites pyramides assemblées trois par
trois pour former un cube et placées a chaque coin forment un pavé de volume b2h
(cf. fig. 18). Remarquons que ces assemblages ne s’emboitent bien que dans le cas
ou a =b = h. Liu Hui a cependant conscience que l'algorithme de calcul est applicaﬂlé
pour d'autres cas, puisqu'il effectue, selon ce modele, des calculs de volumes pour
des cas de dimensions différentes. Il propose d'ailleurs une autre démonstration de
cet algorithme, qui utilise une autre décomposition du pavillon carré, mettant en jeu la
formule du volume de la pyramide étudiée ci-dessousl.

fig. 16 fig. 17

1 Voir a ce sujet K. Chemla De l'algorithme comme liste d'opérations in Extréme Orient , Extréme
Occident.
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fig. 18

3.2. le volume du Yang-ma

Dans les N 114 rlar , on trouve aussi le calcul du volume
d'une pyramidel. La pyramide étudiée est A base rectangulaire et une aréte est
perpendiculaire a la base. Elle est appelée Yang-ma.

Le principe du calcul est le suivant: Pour calculer le volume Y de la pyramide
Yang-ma, on la compléte par un tétraédre (Pien-nao) de volume P de maniére a obtenir
un prisme triangulaire dont la base AEB est la moitié d'un rectangle. Le volume C
d'un prisme (C = -;— abh) a été calculé auparavant. Onadonc C=Y +P etLui

Hui montre que Y = 2P et obtient donc:
Y= 9P = _Z?C_ = 2 (abh) abh

fig. 19 h

N

b

Remarquons qu'on pourrait écrire alors C = 3P . La pyramide triangulaire P est
le tiers du prisme de méme hauteur construit sur la méme base; mais ce n'est pas ce
qui semble intéresser Lui Hui, qui s'est proposé de calculer Y.

1 On trouve une traduction en langue anglaise et un commentaire de I'extrait correspondant des Neuf
chapitres sur 1"art du calcul, dans Wagner , 1979 . J'en extrais quelque passages dans les textes ci-

joints. Une traduction en frangais des Neyf chapitres sur l'art du calcul par et K. Chemla et Shuo

Gun est en préparation.
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Démonstration de la formule Y = 2P:

Lui Hui découpe les deux piéces Yang-ma et Pien-nao par les milieux des
arétes!. Il obtient ainsi dans le Yang-ma (pyramide rectangulaire), un parallél€pipede
rectangle, deux prismes et deux pyramides rectangulaires et dans le Pien-nao
(pyramide triangulaire) deux prismes et deux pyramides triangulaires. Le volume de
la réunion des deux prismes et du parallélépipede du Yang-ma est le double du volume
des deux prismes du Pien- nao.

fig. 20

- Il est facile & Lui Hui de prouver cette relation dans le cas d'une pyramide Yang-ma
ayant ses trois dimensions égales (a = b = h), comme c'est le cas dans la figure 21 ol
Yang-ma et Pien-nao forment la moitié€ d'un cube. Dans ce cas on peut accoler deux
pi¢ces comme le bloc P pour former le bloc Y.

fig. 21

- Siles dimensions ne sont plus les mémes, les piéces noires en forme de prisme en
s'accolant ne forment plus un parallélépipéde. Mais Lui Hui vérifie que le volume de
chacun des deux prismes est d'une maniere différente, la moiti€ du volume d'un

1 On notera la coincidence avec le découpage euclidien.
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parallélépipede de dimensions a/2, b/2 , et h/2 . Il admet en particulier, sans le dire
explicitement, que deux pieces symétriques ont méme volume.

Liu Hui, qui vraisemblablement posse¢de des blocs noirs pour composer le Yang-
ma et des blocs rouges pour le Pien-nao, exprime cette propriété par 1'énoncé: les
volumes noirs sont doubles des volumes rouges.

I1 lui reste 3 montrer que pour les piéces noires et rouges restantes, le rapport est
le méme. Or il reste deux petites pyramides noires dans le Yang-ma et deux petites
pyramides rouges dans le Pien-nao , qui ont chacune la méme forme que les
pyramides initiales dans lesquelles elles ont été découpées, mais plus petites. Lui Hui
refait donc dans chacune de ces pyramides le méme type de découpage ; il obtient des
prismes noirs (de la pyramide rectangulaire) et des prismes rouges (de la pyramide
triangulaire) dont le rapport des volumes est encore 2. Lui Hui recommence ces
découpages jusqu'a ce que les volumes restants soient "si petits qu'ils aient perdu
forme". Il dit en substance : "les dimensions des morceaux restants sont de plus en
plus petites. Ce qui a des dimensions extrémement petites n'a plus de forme, pourquoi
s'en inquiéter?"

On remarquera la différence entre la démarche chinoise qui néglige le petit excés
de la pyramide par rapport a l'empilement des prismes et la démarche grecque qui
cherche 4 maitriser ce petit exceés par un encadrement. Les positions de Liu Hui sur
I'infini différent grandement des positions de la science grecque. Environ un siécle
aprés Zénon, 'école nominaliste chinoise s'était posé le méme genre de questions,
énongant de nombreux paradoxes portant sur les questions de continu, d'infini, de
division continue et de reconstruction du fini a partir d'une infinité de parcelles. "Si
1'on coupe tous les jours un baton d'un pied de long, il y aura toujours quelque chose
a couper au bout de dix mille générations" . " Ce qui n'a pas d'épaisseur ne peut étre
efnpilé mais peut couvrir un millier de lis de surface."! Cependant contrairement aux
philosophes de la Gréce antique, dont les interrogations exercérent une profonde
influence sur les développements de la science et des mathématiques en particulier,
les mathématiciens chinois, principalement préoccupés de problémes concrets, ne
furent pas des figures dominantes de la société, et ils développérent des méthodes
pragmatiques pour éviter ces difficultés.

D'autre part, les mathématiques chinoises sont sans doute influencées aussi par
la pensée taoiste qui proclame vigoureusement 1'impossibilité de communication par
la voie du discours, par la dialectique."Ne parlez pas, exprimez-vous sans parler! Tel
a parlé toute sa vie qui n'a rien dit "2 L encore, on remarque la différence avec la

1 Hui Shi, cité par J. Dhombres, in Nombre, mesure et continu , Cedic Nathan, Paris, 1978, p. 291
2 Zhuang-Zi , cité par J. Dhombres, ibid. p.290
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Grece des cités, ou le discours régnait en maftre. Le mathématicien chinois manipule,
montre plutdt qu'il ne démontre. L'exemple de ces développements mathématiques
trés élaborés, mais sur des voies plus pragmatiques, met, par opposition, encore plus
en évidence, le caractére trés spéculatif des développements mathématiques de la

Grece antique.

GEOMETRIA
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“Noua quadam ratione promota,
AV T HORE . T
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4. Du Moyen-age aux méthodes des indivisibles
4. 1. Le moyen-age. Nicolas Chuquet

Au moyen-igel, des recherches mathématiques se développeront dans le monde
arabe. Les savants de langue arabe reprennent, traduisent et prolongent les grands
textes grecs, surtout jusqu'au XVeme sigcle., Pour ce qui est des calculs d'aires et de
volumes, les arabes reprendront de fagon parfois plus libre, le procédé par
exhaustion. Ils obtiendront de nouveaux résultats, par exemple des volumes de
solides de révolution. Je n'ai cependant pas trouvé d'exemple de reprise de calcul de
volume de pyramide.

Le moyen-4ge occidental n'a d'abord pas de contact direct avec les textes de la
géométrie grecque. Jusqu'au XII®me sigcle, seuls quelques traités €lémentaires
reprennent, en latin, une partie des traités grecs, en général sans les démonstrations.
A partir du XII®me sigcle circuleront quelques traductions plus complétes des oeuvres
grecques. Certains mathématiciens? entretiendront des discussions sur la nature des
grandeurs continues, les indivisibles, l'infini, soutenant éventuellement des positions
qui s'éloignaient de la pensée scholastique héritiere d'Aristote. Sera introduit le
concept de variation, seront calculées des sommes de séries infinies, mais je n'ai
trouvé aucune trace de ces réflexions originales dans les énoncés concernant les
volumes de pyramides. Le petit extrait, cité plus loin, de Lg Géoméirie de Nicolas
Chuquet, de 1484, donne l'exemple d'un ouvrage oli on consigne les principaux
résultats énoncés par les Eléments d'Euclide sans chercher A reprendre leurs
démonstrations. La Géométrie de Chuquet, le premier traité de géométrie en langue
frangaise, est un ouvrage de géométrie pratique, comme la plupart des traités de
géométrie du Moyen-age, s'intéressant & 'étude des instruments tels 1'astrolabe et le
quadrant et proposant de petits problémes portant sur des figures planes, des calculs
d'aires ou de volumes. L'extrait cité est suivi d'autres calculs de volumes apparentés:

autres pyramides, cOnes, troncs de pyramides...
4. 2. Vers des méthodes par les indivisibles
On a vu que dans I'Antiquité grecque, la théorie des proportions et la méthode

d'exhaustion ont permis de résoudre les problémes de comparaison d'aires et de
volumes sans avoir besoin de faire appel ni a des idées d'indivisibles, ni 2 l'idée

1 Je serai bréve sur cette longue période que j'ai peu étudiée.
2 Les plus marquants sont: Bradwardine, R. Suiseth dit Calculator, N. Oresme, N. de Cuse, ...
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d'infini. Archiméde pourtant, comme on l'a découvert dans le trait€ De la Méthode ,
redécouvert au début du vingtieme siecle, avait eu recours a des découpages de
surfaces et de solides en fines lamelles; il considérait cependant que ce procédé était
efficace pour découvrir les résultats mais non pas valable pour les démontrer. Pendant
le moyen-dge les discussions sur les concepts d'infini et d'infiniment petits, les
discussions sur la nature du continu reprennent. Il y a des tenants de l'existence des
indivisibles, sur des positions parfois plus grossiéres que celles de Démocrite:
Capella, Isidore de Séville, Béde pensaient que le temps était composé d'instants
indivisibles. Ainsi une heure contenait 22560 instants!. Bradwardine soutenait, lui,
qu'une grandeur continue, quoique contenant une infinité d'indivisibles, n'est pas
constituée d'atomes. "Nullum continuum ex indivisibilibus integrari vel componi"; il
affirme qu'une grandeur continue est composée d'une infinité de continus de méme
nature2. La fin du moyen-age voit circuler de nouvelles traductions plus complétes
des grands textes grecs, et renait une exigence de précision dans les démonstrations,
l'image de celles d'Euclide et d'Archiméde. Commandino, qui a traduit de nombreux
traités grecs, poursuit les recherches des anciens sur les centres de gravité et on
retrouve dans son Liber de centro gravita Solidorum de 1565, la méthode
d'exhaustion utilisée tout a fait & la maniére d'Archiméde. L'ingénieur flamand Stevin
apportera sur ce sujet non seulement beaucoup de résultats nouveaux, mais une
certaine liberté par rapport au carcan de la méthode d'exhaustion. Il se contentera
souvent d'une seule démonstration directe, sans vérifier son résultat par la double
démonstration par I'absurde. Il n'utilise qu'une figure inscrite et pas, comme
Archimede, de figure circonscrite. Il s'assure seulement que, par une suite de
divisions successives poussées aussi loin que nécessaire, la différence entre la figure
étudi€e et la figure inscrite peut &tre rendue, plus petite que toute quantité donnée. Ce
n'est pas le volume de la pyramide qu'il étudie, mais son centre de gravité3. Au tout
début du XVIIEme sigcle, Valerio tentera de systématiser ces procédures qui permettent
d'utiliser le raisonnement par exhaustion de fagon plus concise. Képler s'inspire de
Nicolas de Cuse, qui considérait par exemple le cercle comme la réunion d'une infinité
de triangles de sommet commun le centre du cercle, pdur calculer de fagon analogue
de nombreux volumes. Il a considéré les cylindres ou les cones comme composés
d'une infinité de tranches circulaires, ou composés d'une infinité de portions issues de
I'axe dont la forme est comme celle d'une fine tranche de géteau, ou d'autres types de
sections verticales ou obliques?. Les éléments infinitésimaux de Képler semblent

1 P. Tannery Sur la division du temps en instants au Moyen-dge, Bibliotheca mathematica (3) ,
VI, 1905, p.111
2 Boyer The history of calculus p. 67

3 Stevin Ja Statiqgue  ACL Editions
4 Kepler Nova Stereometria Opera omnia , IV , p. 564, 568, 576
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- sont congus comme des petites surfaces ou des petits solides, figures de méme
dimension que la figure qu'ils composent, surface ou solide. En méme temps il
semble ne pas reconnaitre de réelle frontiére entre une aire infinitésimale et une ligne,
entre le fini et 'infini, de méme qu'il postule une sorte de continuité entre une ellip'se
et une parabole.

Cependant, c'est Bonaventura Cavalieri qui va donner & ce genre de méthode le
statut d'une véritable théorie, construite sur des priricipes clairement explicités, a partir
desquels se développeront diverses procédures que 1'on réunit sous I'appellation
"méthode des indivisibles".

4. 3. Les principes de la premiére méthode des indivisibles de

Cavalieri

Cavalieri fait paraitre en 1635 sa Geometriag indivisibilibus continuorum nova
quadam ratione promota , (la Géométrie au moyen des indivisibles des continus,
développée par une méthode nouvelle) et, en 1647, les Exercitationes geometricae
sex.. Pour faire comprendre sa méthode, Cavalieri écrira qu'on peut imaginer qu'une
ligne est formée d'un nombre infini de points (comme un collier de perles), qu'un
solide est formé d'un nombre infini de lignes (comme un tissu de fils) et qu'un solide
est formé d'un nombre infini de surfaces (comme un livre de pages)!. Mais ceci n'est
qu'une métaphore, a intention pédagogique. Cavalieri écrit par exemple a Galilée:
"Pour moi, je ne me suis pas risqué a dire que le continu soit composé
d'indivisibles2.." Contrairement & de nombreux mathématiciens et philosophes qui
l'ont précédé et contrairement a Galilée, Cavalieri ne prend pas position sur la nature
du continu, sur l'infini et I'existence des indivisibles3. II n'utilise pas le terme
d'indivisible dans les énoncés ou les démonstrations des propositions de la Géométrie
comme des Exercitationes; le terme n'apparait que dans les titres, les commentaires.
Il n'en donne pas vraiment une définition. 11 utilise plutdt les indivisibles comme un
outil, qui a disparu  la fin du calcul, comme Cardan utilisait les imaginaires pour
résoudre des équations du troisieme degré4. Pour Cavalieri, les indivisibles ne

1 Cavalieri B. Exercitationes geometriae sex, p.3

2 Lettre de Cavalieri 2 Galilée, 21 juin 1639, Ed. nazionale, Florence 1890-1909, cité par F. de
Gandt, Fragments d'histoire des mathématiques, APMEP 1987

3 _Exercitationes_p. 203

4 Exercitationes p. 202-203 "Hic enim perinde sit ac apud Algebricos, qui nescientes; quae sit
quam dicunt Radicem, Latus, aut Cossam, seu quales ineffabiles radices, tamen easdem
multiplicantes, dividentes & denique in quaesitii inventionem quasi per has obscuras ambages
manuducuntur.,”
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la figure, ils sont seulement le produit du découpage de cette figure a 'aide d'une
"regle"! bien précise.

Dans le plan une figure doit étre entourée par deux droites paralleles etla “régle”
est une l'une de ces droites que 'on fait glisser vers l'autre en conservant sa direction.
Elle prendra toutes les positions intermédiaires entre la position initiale et la position
finale. Cavalieri considere alors ce qu'il désigne par "toutes les lignes" de la figure,
qui est comme la collection, 1'agrégat de toutes les lignes. Dans l'espace, Cavalieri
entoure le solide entre deux plans paralleles, il fait glisser un plan vers I'autre qui reste
fixe ; il s'intéresse aux figures planes découpées sur ce plan par le solides, dont la
collection constitue "tous les plans" du solide. Il faut remarquer que 1'idée du
mouvement de la régle est & la base de la théorie. Sa méthode s'appuie ensuite sur
deux postulats que Cavalieri précise dans les premiers énoncés du livre II de la
Géométrie.

- Si deux figures ont mé€me aire, "toutes leurs lignes" sont égales, quelle que soit la
régle utilisée (il faut entendre collectivement I'expression "toutes les lignes"). De
méme, si deux solides ont méme volume, "tous leurs plans" sont égaux.

- Des figures ont entre elles la méme raison qu'ont toutes leurs lignes, des solides
ont entre eux la méme raison que tous leurs plans. Ce principe est précisé : "Pour
découvrir la raison de deux figures planes ou de deux solides, il nous suffit dans une
figure plane de trouver la raison qu'ont entre elles toutes les lignes des figures, et dans
les solides de trouver quelle raison ont entre eux tous leurs plans. "2

Cavalieri introduit donc un nouveau concept, celui de "toutes les lignes" ou de
"tous les plans" d'une figure, concept qui caractérise cette premiére méthode des
indivisibles, qu'on a souvent, a tort, confondu avec l'idée d'une somme des lignes ou
des plans de la figure. Ce concept peut étre considéré comme un nouvel outil pour,
entre autres, mesurer les figures.

1 ge garde volontairement 'ambiguité du mot régle : il désigne 2 la fois le dispositif ( la droite ou le
glan qui se déplace ) et la convention a respecter.

Geometria degli indivisibili, traduction italienne p. 200
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4. 4. Cavalieri et l'axiomatique euclidienne

I1 faut remarquer que Cavalieri veut présenter une construction systématique et
une théorie rigoureusement fondée; le modele des Eléments d'Euclide reste une
référence honorée sinon tout a fait fidélement imitée. La forme d'abord se rapproche
de celle d'Euclide, avec un enchainement de définitions, de propositions qui renvoient
les unes aux autres quand c'est nécessairel. Et simout, Cavalieri continue de se
placer dans le cadre euclidien de la théorie des proportions. Les figures planes et
solides sont des grandeurs au sens du Livre V des Eléments . Cavalieri postule de
plus que "toutes les lignes" d'une figure (ou "tous les plans"), pensés collectivement,
constituent aussi une grandeur. Il énonce dés le début du Livre II: "toutes les lignes
d'une figure, prises selon une régle quelconque, et tous les plans d'un solide sont des
grandeurs qui ont une certaine raison entre elles."? Cavalieri se référe donc 4 la
définition 5 du Livre V des Eléments , selon laquelle deux grandeurs peuvent étre
comparées ( ou avoir une certaine raison entre elles), si multipliées, elles peuvent se
surpasser mutuellement. Cavalieri €était pourtant inquiet du saut qu'il faisait en
étendant la notion de grandeur d'une ligne & toutes les lignes d'une figure, comme en
témoigne la lettre & Galilée du 15 décembre 1621: "Je voudrais savoir si toutes les
lignes d'un plan ont une certaine proportion & toutes les lignes d'un autre plan, parce
que comme on en peut toujours tirer plus, il semble que toutes les lignes d'une figure
donnée soient infinies, et ainsi soient exclues de la définition des grandeurs qui ont
une proportion entre elles; mais puisque d'autre part, si I'on agrandit la figure, les
lignes aussi se font plus grandes, comme il y a alors celles de la premiére figure et en
plus celles qui sont dans I'excés de la figure agrandie sur la figure donnée, il semble
que ces lignes ne soient pas exclues de la définition (des grandeurs entre lesquelles il y
a proportion): aussi désiré-je que vous me délivriez de cette incertitude."3 Il semble
que Galilée n'ait jamais répondu a Cavalieri sur ce point. Dans les Discours sur deux
sciences nouvelles, Salviati explique pourtant & Simplicio que des infinis "ne peuvent
étre dits plus grands, plus petits ou égaux a d'autres (infinis)". Dans la proposition 1
du Livre II, Cavalieri va pourtant démontrer que "toutes les lignes de deux figures
peuvent mutuellement se surpasser."ll s'agit, dans cette partie du raisonnement, de

1 Ces renvois n'ont malheureusement pas été repris par la traduction italienne.

2 Geometrig indivisibilibus , Livre I, prop. 1

3 _Opere di Galileo Galilei , Edizione nazionale vol XIII . Florence p. 81 cité et traduit par F. de
Gandt, APMEP, n°67 1987, p.102 et _Geometria degli indivisibili , p.727-728 :

"Pare che tutte le linee d'una figura sieno infinite, e pero fuor della diffinitione delle grandezze che
hano proportione. ... Ma perche poi, se si aggrandisse la figura, anco le linee si fano maggiori,
essendovi quelle della prima et anco quelle di piu che sono nell'eccesso della figura fatta maggiore
sopora la data, pero pare che non sieno fuaro di quella diffinitione."
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deux figures ayant la méme hauteur et donc placées entre les mémes paralléles. (cf.
fig. 22)

fig. 22 =

[uk
0]
o]

“Si la droite NS est plus petite que la droite LM, elle peut, si on la prolonge
indéfiniment devenir & un moment plus grande que cette derniére; si nous supposions
que cela est fait pour toutes les autres lignes qui sont 8 méme distance des régles EG et
GQ, il est clair que chacune des lignes qui sont dans la figure GOQ deviennent étant
prolongeées, plus grandes que celles qui sont dans la figure AEG. 1l est donc clair que
toutes les lignes de la figure AEG seront une partie de toutes les lignes de la figure

GOQ ainsi prolongées; ces derniéres seront donc le tout, puisque les premiéres sont

' incluses dans les derniéres. Or le tout est plus grand que la partie; donc toutes les

lignes de la figure GOQ ont été prolongées de telle sorte qu'elles ont été rendues plus

grandes que toutes les lignes de la figure EAG... Donc il est clair que toutes les lignes
des figures EAG et GOQ ont un rapport entre elles."” !

Remarquons que la théorie euclidienne a établi, a la proposition 12 du livre V,

que ,
1 _1_1_=_1_2_>= ..... =_1_rl 1_1= 11+12+---+1n
UL L, L, alors, Li L+ Ly+- +L,

(je traduis dans nos notations) ; cependant la proposition n'a jamais été établie, ni

utilisée pour un nombre infini de grandeurs.

D'autre part, la démonstration de Cavalieri repose, entre autres, sur la notion
commune "le tout est plus grand que la partie", dont méme on sait bien, depuis
Dedekind, que sa négation caractérise les ensembles infinis. Déja Galilée avait
remarqué que les entiers pairs pouvaient étre mis en correspondance un  un, avec,
par exemple, tous les carrés parfaits, et comme je 1'ai déja rappel€é, qu'un infini ne

L Geometria indivisibilibus , Livre 11, prop. 1
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pouvait &tre comparé a un autre infini. Mais ces idées ne sont pas beaucoup plus
développées et ce n'est qu'au XIXeme sigcle qu'on en tirera les conséquences.

4. 5. Le "trésor" de Cavalieri

Par cette méthode des indivisibles - qu'on devrait plutot désigner par la méthode
de "toutes les lignes" - Cavalieri montre que "“tous les carrés” du parallélogramme
sont égaux a trois fois "tous les carrés" du triangle ABC!, La figure 23 met en
évidence que cette relation équivaut, avec le principe du découpage d'un solide par des
plans paralléles, a établir que le volume de la pyramide a base carrée CABB'A' est le
tiers du prisme ABB'A'D'DCC'. Le résultat n'est pas nouveau, c'est celui d'Euclide
, et Cavalieri considére que cette concordance apporte une preuve de la validité de sa
méthode. Cependant, "tous les carrés d'une figure" est encore un concept nouveau,
différent de celui de "tous les plans d'un solide", mais le lien entre les deux sera fait &
la proposition 33 du livre II. Cavalieri poursuit sa démarche dans les Exercitationes
et compare "tous les cubes" du parallélogramme et du triangle, puis "toutes les
puissances quatriemes”, puis cinquiémes,... jusqu'aux neuviémes puissances des
lignes du parallélogramme et du triangle. ‘

fig. 23

B’ A’

Cavalieri est trés fier de ses résultats. Voici comment il raconte sa découverte,
dans l'introduction de I'Exercitio quarta: "Parmi les problémes que le trés subtil
Képler proposa aux recherches des mathématiciens, les plus fameux sont relatifs a la

mesure des deux solides qu'il a nommés, dans sa Stereometria doliorum , fuseaux
1 Geometria indivisibilibus , Livre 11, prop. 24 ou Exercitio Quarta , prop. 20
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parabolique et hyperbolique, (...). Comme un jour, que labourant du soc de mon
intelligence le champ de la science, je réfléchissais a ce genre de mesure, il advint que
contre toute attente je tombai sur un trésor, & mon avis beaucoup plus précieux que la
mesure de ces solides qui me préoccupait si fort. (...) C'est néanmoins le fuseau
parabolique auquel je réfléchissais surtout. Je remarquai qu'il était possible de trouver
sa raison, & condition qu'étant donné un parallélogramme quelconque et sa diagonale,
et qui prenant arbitrairement pour régle un de ses cdtés, on connut la raison de la
somme des carrés-carrés du parallélogramme, & la somme des carrés-carrés faits sur
les segments déterminés par 'un quelconque des deux triangles. Cherchant donc cette
proportion, je trouvai qu'elle était quintuple. Rapprochant ensuite ce résultat de ceux
du Livre Il de ma Géométrie , je me rappelai que dans la proposition 19, il est dit que
la somme des lignes du parallélogramme est double de celle des lignes du triangle; et
dans la proposition 24, que la somme des carrés de ces lignes est triple de celles des
carrés des lignes du triangle. Pour ne pas laisser d'intervalle entre les carrés et les
carrés-carrés, je m'appliquai a trouver aussi le rapport de la somme des cubes des
lignes du parallélogramme, 2 la somme des cubes des lignes des dits triangles. Je
découvris qu'il était quadruple. Je vis donc, non sans grande surprise, que la somme
des lignes était en raison double , celle des carrés en raison triple, celle des cubes en
raison quadruple, celle des carrés-carrés en raison quintuple. J'en conclus que les
carrés-cubes devaient étre en raison sextuple, les cubo-cubes en raison septuple, et
ainsi de suite, d'aprés l'ordre naturel des nombres , en commengant par I'unité. Voila
le trésor, que le premier que je sache, j'ai découvert A I'occasion de la mesure du
fuseau parabolique. Je I'ai signalé moi-méme aux géométres, avant 1640...1"

Il y a peu de textes de ce genre, oll un mathématicien raconte son cheminement
heuristique; et il est intéressant de voir qu'il a repris des résultats plus élémentaires
obtenus quelque années plus tot, pour les élargir ; il reprend ¢galement les mémes
techniques de démonstration. Des historiens des mathématiques ont vu, dans ces

calculs, des démonstrations trés précoces des calculs des intégrales
a
J xndx =
0

an+l
n+l

Je ne crois pas que I'on puisse parler ainsi; les concepts de Cavalieri restent
essentiellement géométriques; il n'y a pas du tout, dans les concepts de "toutes les

lignes", "tous les carrés", "tous les plans", imaginés par Cavalieri, l'idée de somme.

1 Traduction de M.H. Bosmans in Un chapitre de I'Ocuvre de Cavalieri, Mathesis, 36, 1922 Je ne

pense pas que I'usage que le traducteur fait de I'expression récurrente "la somme des lignes", "la
somme des carrés”... soit fidele & I'esprit de Cavalieri qui parle toujours de "toutes les lignes ", de
“tous les carrés'... Bien que donné en référence dans plusieurs ouvrages d'histoire des mathématiques,
par exemple dans le Source Book de Struick, la traduction de Bosmans est trés éloignée du texte
original. On y trouve méme quelques interprétations errronées du texte de Cavalieri: la comparaison du
nombre de lignes de deux figures, la somme effective des lignes d'une figure...

38



Il n'y a pas non plus l'idée de limite... On ne trouve donc pas, dans la théorie de

Cavalieri, les notions de base de ce que sera l'intégrale définie; cependant le résultat
a

de Cavalieri est équivalent & celui exprimé par l'intégrale j xn dx .
0

Je mentionerai plus loin d'autres moyens d'obtenir des résultats équivalents , que
Cavalieri n'est pas le seul A obtenir en ce XVII®me sigcle fécond.

4. 6. Démonstration de la proposition XXIV du deuxi¢me livre de la

» P d

métri

"Tous les carrés du parallélogramme sont en raison triple de tous les carrés du
triangle".

Dans le cours de sa démonstration, Cavalieri utilise la proposition XXIII, ot il a
décomposé une figure fermée comme ABCD en plusieurs parties en tragant deux
lignes AC et Al (cf. fig. 24), et montré une relation entre tous les carrés de figures
partielles ainsi obtenues!. Au corollaire I (section IX), il a étudi€ le cas particulier ol
l'une des sécantes coupe toutes les paralléles a 1a régle en leur milieu.

fig. 24 fig. 25

Appliquée au parall€logramme ACGE coupé par la médiane BF et par la
diagonale CE, la relation s'écrit: 2

1 Cette relation est obtenue géométriquement et s'appuie sur une relation sur les carrés des segments
découpés par les deux sécantes sur une parallgle & la régle comme BD écrite 2 1a manigre d'Euclide au
deuxiéme livre des Eléments. Dans le cas de la figure 25, si J partage le segment IK en deux parties
égales et 1 en deux parties inégales, on a

IL2 + LK2 = 2 (U%+ JL2) (Buclide, Eléments, Livre II, proposition 9) . Cavalieri étend cette
relation 2 toutes les parallles IK 2 la régle AC,
2 Je désigne "tous les carrés de F" par Vécriture "tsls carrés de F
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(1) tsls carrés de AEC + tsls carrés de CEG =
2 (tsls carrés de ABFE + tsls carrés de CBM et EMF )
Ensuite, puisque AEC et CEG sont deux figures égales,
tsls carrés de AEC = tsls carrés de CEG ; de méme, les triangles CBM et CMH sont
égaux, donc : tsls carrés de CBM = tsls carrés de CMH
La relation (1) équivauta ( 1')
(1) tsls carrés de CEG = tsls carrés de ABFE + tsls carrés de (CMH et EMF)
Cavalieri établit plusieurs relations faisant intervenir la quantité "tsls carrés de CMH et
de EMF" que je désignerai par Q; ! la relation (1') s'écrit donc
(1') tsls carrés de CEG = tsls carrés de ABFE + Q
It considere les triangles semblables CEG et CMH ; leur rapport de similitude est 2
(CG =2CH ); il en déduit le rapport de tous les carrés de ces deux triangles, égal au
cube du rapport des c6tés, soit
tsls carrés de CEG = 8 (tsls carrésde CMH)  ou  (2) tsls carrés de CEG =4Q
Pour établir ce résultat (qui est analogue 2 la proposition 8 du livre XII des
Eléments 2, Cavalieri utilise plusieurs résultats établis auparavant:
- 1a proposition 11 du livre II, selon laquelle, pour deux parallélogrammes Pj et Py ,

debases bj et by , et de hauteurs hj et hp, le rapport de tous les carrés de P; 2 tous
lecarrédeb;  hy
le carré de by * hp -

les carrés de P est comme le produit des rapports

Pour le cas particulier o les deux parallélogrammes sont semblables,

bi_h ¢ tsls carrés de Py _ (b_1_)3
b~ hy ' islscarrésde Py~ \by

- la proposition 22, selon laquelle, si on considére I'un des deux triangles T définis
dans un parallélogramme par une diagonale, le rapport de tous les carrés du triangle 3
tous les carrés du parallélogramme est le méme pour tous les parallélogrammes. Ce
résultat est tabli par un raisonnement proche de la méthode par exhaustion: Cavalieri
encadre les triangles T et Ty des deux parallélogrammes Pj et P, par des
parallélogrammes de méme hauteur , qu'il peut rendre aussi petite que nécessaire,
comme le montre la figure; par un raisonnement par l'absurde, il démontre que

I'égalité des rapports est la seule hypothése possible:
tsls carrés de Ty _  tsls carrés de Tp

tsls carrés de P1; ~  tsls carrés de Py

1 il a bien siir remarqué que, puisque les triangles CMH et MEF sont égaux,

tsls carrés de CMH = tsls carrés de EMF etdonc Q=2 (tsls carrés de CMH) .
mais il ne se servira pas de cette relation , dans la suite du raisonnement, il fera intervenir tsls carrés
de CMH et de EMF #
2 » Proposition 8: des pyramides triangulaires semblables sont en raison triple de leurs cotés
correspondants. Porisme : des pyramides semblables de bases polygonales sont aussi en raison
wriple de leurs c6tés correspondants, *
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Cavalieri utilise alors les deux égalités (1') et (2) pour obtenir le rapport entre

tous les carrés de ABFE et Q : (3) tsls carrés de ABFE=3Q
La proposition 11 lui sert également pour obtenir le rapport entre tous les carrés
ACGEF et ABFE, de méme hauteur. Tous les carrés de ces deux parallélogrammes,
selon la régle AC, sont comme tous les carrés de GE a tous les carrés de EF, soit,
puisque GE =2 EF,

tsls carrés de GE =4 (tsls carrés de EF) et

tsls carrés de ACGF = 4 (tsls carrés de ABFE)
d'aprés (3)  tsls carrés de ACGF =12 Q
et d'apres (2) tsls carrés de CGE =4 Q
donc " tsls carrés de ACGF = 3 (tsls carrés de CGE)

Par conséquent, Cavalieri retrouve que le volume d'une pyramide a base carrée
est le tiers du prisme de méme base et de méme hauteur.

Clest avec des méthodes du mé€me type que Cavalieri compare tous les cubes ou
toutes les autres puissances du triangle et du parallélogramme.

Cavalieri n'est pas le seul a obtenir de tels résultats. Pascal et Fermat utilisant,
chacun a leur fagon, des indivisibles pour une quadrature de la parabole obtiendront

a

3

également un résultat équivalent 3 J x2 dx = %—
Roberval, dans son Traité des Indivisibles , obtient aussi le résultat de Cavalieri. J'en

parle rapidement au § 4. 8.

41



4. 7. La deuxiéeme méthode des indivisibles de Cavalieri

Pressentant les critiques dont sa méthode pouvait étre I'objet, Cavalieri
développe, au livre VII de sa Géométrie , une deuxieéme méthode des indivisibles. 11
explique ses intentions dans la lettre & Galilée du 22 juin 1634: "Alors que
l'impression des cinq premiers livres de ma Géométrie est déja finie..., soupgonnant
que le concept de l'infinité des lignes et des plans pourrait présenter des difficultés
pour beaucoup, j'ai décidé de composer le septieéme livre olt je présente les mémes
choses d'une fagon différente - différente aussi de la méthode d'Archimede.” Sa
deuxi¢me méthode abandonne donc 1'usage de "toutes les lignes", de "tous les plans".
Les deux figures qu'il veut comparer doivent &tre, cette fois, toujours situées entre
les mémes paralléles, donc avoir méme hauteur. Comme pour la premi¢re méthode, il
considere les sections de la figure découpées par toute droite ou tout plan paralléle a la
régle. Il compare alors les deux figures planes, suivant le principe, appelé depuis
d'ailleurs principe de Cavalieri, selon lequel, si les segments de la régle , découpés
par l'une et l'autre figure restent dans un rapport constant k , alors les surfaces des
deux figures sont elles-mémes dans le rapport k. De méme pour les solides: si les
surfaces découpées par la régle sont dans le méme rapport k, les deux solides sont
aussi dans ce rapport k. Il démontre ce principe selon les canons euclidiens!.
Cavalieri est plus satisfait des fondements de cette deuxieme méthode, mais il trouve
que la premiére méthode est plus puissante, puisqu'elle lui permet par exemple de
comparer des figures de hauteurs différentes2. Il continuera 2 utiliser beaucoup la
premiére méthode. 1l affirme que les résultats obtenus & l'aide de la premi€re méthode
pourraient étre repris avec la deuxiéme, mais il ne le fera pas effectivement pour tous.

Cavalieri énonce et démontre a la proposition 7 du Livre VII, que "des solides
coniques de méme hauteur sont entre eux comme leurs bases", pour en déduire 2 la
proposition 8 que le solide cylindrique est le triple du solide conique construit sur la
méme base et la méme hauteur. Par solide conique ou cylindrique, il entend les cones
et cylindres dont les bases sont quelconques, circulaires ou polygonales; les figures et
les démonstrations mettent d'ailleurs en jeu des pyramides triangulaires. Ces résultats
recoupent donc les résultats démontrés au Livre II, dans les propositions 20 a 24, que
j'ai présentées ci-dessus.

Pour démontrer la proposition 7, Cavalieri considére un plan quelconque qui
coupe les hauteurs AE et BF des solides coniques en C et D, et sur lequel les solides
coniques découpent les figures planes GIO et XNVP (cf fig.27). Alors, - je traduis

1 Geometria Livre VII, propositions 2 et 3, traduction italienne p. 670, ou traductuion anglaise
in Struick, A _source book
2 of Exercitationes p.5 et 30
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. IM MA AE BF_ QR
en notations modernes - 0= A0- AC- BD- NP ° et les figures planes

semblables étant en raison double de leurs cotés homologues :
KIM _ (LMy2 _(QRyZ _ SQIR
GIO ‘IO “ANP/ T XNVP
Donc, par permututation , ;g‘.IMR = XCIEII\(?P ; le rapport des figures GIO et

XNVP, découpées par un plan quelconque paralléle 2 la base, est donc constant. Les
figures sont, selon l'expression de Cavalieri, "proportionnellement analogues", donc
les figures entires, les solides coniques de méme hauteur sont entre eux comme leurs

bases.

fig. 28

Rappelant, & la proposition 8, le découpage d'un prisme triangulaire en trois

M N

~ pyramides triangulaires de bases égales et de méme hauteur effectué par Euclidel,
Cavalieri retrouve donc que le prisme est le triple de la pyramide de méme base et de
méme hauteur, et également qu'un cone comme HMNOI, qui peut &tre comparé a la
pyramide CFDE (de méme base et de méme hauteur), est le tiers du cylindre GHOM
(cf. fig. 28), sans avoir besoin d'utiliser, comme Euclide un nouveau raisonnement
par exhaustion. Il est bien évident que cette nouvelle méthode de Cavalieri est trés
élégante et efficace, et qu‘uné fois ses principes posés, elle économise de nombreux
efforts.

Selon l'interprétation de Lucio Lombardo-Radice, si Cavalieri reprend tous ces
résultats déja démontrés par Euclide, c'est qu'il veut construire i I'aide de sa premiere
méthode des indivisibles (la méthode de "toutes les lignes") ou de sa deuxiéme

1 Eléments, livre XII, proposition 7
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méthode des indivisibles (le principe de Cavalieri), une nouvelle théorie des mesures
des surfaces et des solides. Pour la deuxiéme méthode, c'est la mesure des
indivisibles lignes ou plans qui est seule mise en jeu; le rapport de deux figures
proportionnellement analogues, est le rapport constant de leurs indivisibles. Le fait
que les résultats obtenus par l'une quelconque de ses deux méthodes des indivisibles
coincident avec ceux obtenus par les méthodes euclidiennes prouvent la validité des

nouvelles méthodes.!

Clest plutot cette deuxieme méthode qui sera imitée ou qui inspirera les
mathématiciens du XVIRMe et méme du X VIIIEme sigcle. On trouve, par exemple une
mise en oeuvre tout A fait caractéristique de cette méthode dans un ouvrage
pédagogique, les Elémens de Géométrie , écrits par le Pére Lamy en 1685 2.La
théorie adoptée par le Pére Lamy postule que les solides sont composés "d'un nombre
infiny de plans qui ayant quelque épaisseur, mais insensible, sont posés parallelement
les uns sur les autres”, et que deux solides de méme hauteur coupés par des plans
également épais ont le méme nombre de plans. Pour prévenir les discussions qui
pourraient étre soulevées par le "nombre infini de plans”, I'auteur recule un peu, et
note en remarque: "par un nombre infiny, je n'entends qu'un grand nombre”. Dans
d'autres éditions des Elémens de géométrie , ces postulats sont discutés: " Si les plans
qui composent (la pyramide) sont épais, il est évident que la surface ne sera pas unie,
mais par degrés, d'autant plus grands que les plans seront plus €pais et ils le seront
d'autant moins qu'il y en aura plus. Si on supposait donc qu'ils fussent infinis en
nombre ils n'auraient plus d'épaisseur et alors la surface de (la pyramide) serait sans
degré."3 Le principe de Cavalieri est implicitement accepté.

Le Pére Lamy procéde comme Cavalieri au Livre VII de sa Géométrie . 11
rappelle que les sections d'une pyramide par des plans parall¢les a la base sont
semblables 2 la base; les deux sections par le méme plan des deux pyramides étudiées
sont des triangles semblables aux deux bases B et B' dans le méme rapport. Puis il
montre (théoréme second), que deux pyramides de méme hauteur sont entre elles
comme leurs bases. Il suffit de suivre le texte de Lamy qui est tout  fait clair:

Theoréme fecond.

Les pyramides de méme hauteut
font entr’elles comme leurs bafes.

L' Geometria degli indivisibili , traduction et notes de L. Lombardo Radice , p.654
2 pere B. Lamy Elémens de Géométrie, Livre IV, section IV, De la solidité des solides. Paris

1685
3 pere Lamy Elément de Géométrie Livre V , section IV, prop.VII, 6me édition, 1734
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1> Par la premiere demande deux py-
ramides peuvent érre confiderées com-
ne compofces de planspolez paralelle-
‘ment lesuns fur les autres. 2° Par I3
2¢ demande deux pyramides de méme

aureur ont égal nombre de ces plans
paralelles.

Ilnerefte doncqu’a prouver que tous
les plans dont ces pyramides font com-
pofces, & qui fe répondent ou font 4 la
mcme hautcur, font entr'cux comme
leurs bafes 5 ce qui aéré prouvé dans le
dernier Lemme : Ainli {iles bafes font
¢gales, ces deux pyramides font égales,
puis que tous les plans pris 4 la méme
hauteur dans l'une & dans I'autre font
Cgaux; fi la bafe de 'un eftle tiersde Ia
bafe de''autre , comme chaque plan de
P'unprisd la méme hauteur,fera le tiers
de I'aucre, l'une de ces pyramides fera
letiers de I'autre.Donc les pyramides de
méme hauteur font comme leurs bafes.

Une fois accepté le principe de Cavalieri, la démonstration se fait de fagon

simple et claire. C'est sans conteste la méthode la plus 1égére et la plus €légante de

toutes celles que nous avons étudiées jusqu'a présent.!

4. 8. La méthode des indivisibles a la maniére de Roberval

Roberval écrit aussi, indépendamment de Cavalieri, un Traité des indivisibles ,

qui aurait ét€ écrit aux alentours de 1630, mais ne sera publié que de fagon posthume

en 1693. Il y développe une méthode des indivisibles bien différente de celle de

Cavalieri. Il ne se préoccupe pas de se référer constamment, comme le fait Cavalieri, &

l'axiomatique euclidienne, et ne se pose pas non plus de question philosophique sur la

nature du continu, mais considére, une fois pour toutes, que la méthode des

indivisibles est équivalente & la "méthode des Anciens" (la méthode par exhaustion),

tout en étant plus 1égere. Roberval sait que pour justifier la méthode, il faut

"démontrer que la quantité inconnue que I'on compare est mitoyenne entre la figure

inscrite et circonscripte et que la figure inscrite et circonscripte différent I'une de

1 On peut remarquer la solution originale de Clairaut: dans ses
Eléments de Géoméirie de 1741 ,il établit d'abord, d'une maniére
apparentée 2 celle de Lamy que deux pyramides de bases et de
hauteurs égales ont méme volume; ensuite il choisit une pyramide
particulitre, qui a pour base B une face d'un cube et pour sommet le
centre du cube, pour obtenir la relation V = (1/3) Bh.

fig. 29
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l'autre d'une quantité moindre que toute quantité proposée.l" Pascal est du méme
avis: " Il me serait aisé de réduire cette méthode a la maniére des Anciens (...) Mais,
parce que cela serait un peu plus long et inutile, je la laisse, quoique je l'aie toute -
préte..." 2

Roberval suppose que "toute ligne peut se diviser en une infinité de parties ou
petites lignes toutes égales entre elles ou qui suivent entre elles telle progression que
l'on voudra, comme de quarré i quarré,... ou selon quelque autre puissance3." De
méme "la superficie se divise aussi en une infinité de petites superficies, lesquelles
sont égales ou ont une égale différence (...); les solides se divisent en une infinité de
petits solides...4" Puis, d'une maniére qui fait penser aux théories pythagoriciennes,
il associe les grandeurs géométriques et les nombres. Il représente les petites lignes
qui composent un segment par des points, qu'il dénombre; a chaque ligne est donc
associée un nombre entier. Il représente l'infinit€ des petites superficies qui
composent une surface par des lignes, et la surface, somme de toutes ces petites
surfaces est considérée comme la somme des petites lignes qui représentent ces petites
surfaces, ou la somme des nombres associé€s & chaque petite ligne. Les petits solides
qui composent le solide total sont représentés par une infinit€ de petites superficies,
auxquelles peuvent aussi étre associ€s des nombres, dont la somme peut ainsi étre
associée au solide total. Le cas du triangle défini comme somme de points apparait dés
la premiére page du traité. La quadrature de la parabole est obtenue en faisant une
"somme de lignes qui sont comme des quarrés"S. On peut faire une analogie$ entre
une pyramide & base carrée et la somme des premiers carrés d'entiers, les différents
petits solides composant la pyramide représentés par de petites superficie carrées
d'aires 12,22,32,42, ...

fig. 30 | T

1 Roberval Traité des Indivisibles in Divers ouvrages de Mathématiques et de physique par
I'Académie royale des sciences, Paris 1693, réédition IREM Paris VII, 1987

2 Lettre de Monsicur Dettonville 2 M. Huygens de Zulichem in Pascal Oeuvres complétes , La
Pléiade, Paris , 1963

3 Roberval Trgité des Indivisibles , p. 247

4 ibid. p. 249

5 ibid, p.257-258

6 T'analogie est faite par Roberval lui-méme: "la somme de toutes ces lignes ou des points qui les
représentent serait 4 1a dernidre prise autant de fois, comme la somme des quarréz au cube, ou comme
la pyramide & la colonne.." ( Traité des indivisibles p.248 ). Mais il présente Ia sa méthode de fagon
générale et ne se propose pas de calculer le volume d'une pyramide.
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Si le coté du cube vaut n, son volume n3, le volume de la pyramide est comme

124 22,32, ... 4+ n2. Cette somme, obtenue de diverses fagons par plusieurs

auteurs, est connue depuis Archiméde, qui I'a calculée, dans un langage géométrique,
3 2

a la proposition X du Traité des spirales . Elle vaut % + n? + % , que Roberval

calcule pour n = 4 . Ensuite il introduit des considérations de comparaisons d'ordre de

. s . n
grandeurs différents, ce qui 'améne a ne pas tenir compte des termes % et & ,ce

qu'il justifie ainsi: "Ainsi la ligne ou c6té n'a pas de rapport au cube, (...) car les
lignes prises a l'infini ne faisant qu'un quarré & y ayant une infinité de quarrés dans le
cube, si 'on ajoute ou si I'on dte un seul quarré cela n'opérera rien."

Pascal a une démarche proche de celle de Roberval, et exprime trés bien cette
facon de négliger les termes d'ordre inférieur, cette sorte de passage a la limite dans le
traité Potestarum numericarum summa , appendice au Triangle arithmétique : "On
n‘augmente pas une quantité continue lorsqu'on lui ajoute en tel nombre que l'on
voudra des quantités d'un ordre d'infinitude supérieur. Ainsi les points n'ajoutent rien
aux lignes, les lignes aux surfaces, les surfaces aux solides. Ou encore pour parler en
nombres, comme dans un traité d'arithmétique, les racines ne comptent pour rien par
rapport aux carrés, les carrés par rapport aux cubes, les cubes par rapport aux carrés-
carrés... 11 faut donc ne pas tenir compte des grandeurs d'ordre inférieur étant donné
qu'elles ont une valeur nulle par rapport a celle de I'ordre considéré." 1

On trouve un témoignage assez caractéristique de cette démarche appliquée au
calcul du volume de la pyramide dans l'ouvrage didactique de 1'Abbé Deidier publi€ a
Paris en 1739, 1 ]
qui fait suite a I'Arithmétique des gggmégre,s_' L'Abbé Deldler se réfere prmmpalement
A 'Arithmetica infinitorum de Wallis. Il considere les sections paralleles a la base
carrée d'une pyramide, semblables entre elles, dans un rapport qui est le carré de leur

c6tés homologues ou le carré de leur distance au sommet de la pyramide.

fig. 31

1 pascal Qeuvres complétes, Paris, Gallimard, ( ed. de la Pléiade), 1954, p.171 (...), in continua
quantitate, quodlibet quantitates cujusvis generis quantitati superioris generis additas nihil ei
superaddere Sic puncta lineis, lineae superficiebus, superficies solidis nihil adjiciunt: seu, ut
numericis, in numerico tractatu , verbis utar , radices quadratis, quadrata cubis , cubi quadrato-
quadratis, ect., nihil apponunt. Quare, inferiores gradus, nullius valoris existentes, non considerandi
sunt.
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Ces distances au sommet sont pour lui, "comme les nombres naturels 0, 1, 2, 3,
4, etc., a l'infini, donc les sections sont entre elles comme les carrés de ces nombres
et par conséquent, la somme des sections est a la plus grande ou a la base ABCD
multipliée par le nombre de termes OR, comme 1 4 3 ainsi qu'il a été enseigné ci
dessus en parlant de 1'arithmétique des infinis, partie II, n° 240.1" L'arithmétique des
infinis a, selon sa propre définition, "pour objet de trouver quel est le rapport de telle
de ces suites que l'on voudra 2 son dernier ou plus grand terme, multiplié par la
somme des termes." Le paragraphe 240 rappelle une liste de résultats sur des
sommes infinies; en ce qui concerne le probléme précis du volume de la pyramide, le
résultat utile a été établi au paragraphe 239, oi le calcul de la somme infinie des carrés
des entiers est faite par induction . Il calcule la somme 124 224324 ... 4 n2 et le
défaut par rapport & n3, pour n=2, puis 5, puis 8, etc, remarque que : " A mesure
qu'on prend un plus grand nombre de quarrés, le défaut devient moindre, il s'ensuit
que lorsque les quarrés seront un nombre infini, la somme des quarrés sera
exactement égale au tiers du plus grand quarré multiplié par le nombre des termes."

On peut remarquer, dans les démarches de Wallis, de Roberval et la mise en
application qu'en fait ' Abbé Deidier, un saut méthodologique important, peut-étre 1a,
une véritable révolution. La soumission aux régles euclidiennes et aristotéliciennes
n'est plus de rigueur. Méme si ces mathématiciens ne prétendent pas construire une
nouvelle théorie du continu, s'ils ne prétendent pas décrire la nature, ni méme décrire
la nature des objets mathématiques, ils calculent, comme si les figures étaient
composées d'une infinité d'indivisibles élémentaires. Ces méthodes permettent plus
que la simple comparaison de deux figures, comme c'était le cas pour les méthodes
développées par Cavalieri. Elles proposent des moyens directs de quadrature ou de
cubature d'une figure par la sommation de l'infinité des petits éléments dont elle est
composée. Il y a, de plus, dans les démarches de ‘Roberval, de Pascal, de I'Abbé
Deidier, un autre saut important hors du cadre euclidien. IIs introduisent des modes de
comparaison des infiniment petits entre eux, les traitant aussi comme des grandeurs en
un sens plus étendu que celui de la définition 5 du Livre V des Eléments . Enfin, ils se
permettent de négliger des termes incomparablement petits par rapport a d'autres. Les
anciens évitaient toujours ce procédé, en usant d'inégalités et d'encadrements des

grandeurs & évaluer.

L 14 science des Géométres, partie 1V, section I, probleéme VI :"Mesurer une pyramide” , Paris ,
Jombert , 1739
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5. Les Jésuites contre la méthode des indivisibles

5. 1. Les critiques a l'égard de la méthode des indivisibles

Les théories de Cavalieri, avant méme la parution de la Géométrie , susciterent de
virulentes critiques, principalement de la part des Jésuites. C'est la question du
continu, sur laquelle Cavalieri voulait pourtant éviter de prendre position, mais qui
était pour certains, implicite dans ses écrits, qui constitua sans doute le point sensible.
Les théologiens romains y voyaient un retour des théories physiques atomistes de
Démocrite et de Lucréce, tout 2 fait bannies par le dogme catholique, qui considérait
qu'elles étaient en contradiction avec le dogme de la transubstantiation. Le Jésuite
Orazio Grassi avait précisé les critiques de I'Eglise contre les théories atomistes dans
un texte publié A Paris en 1626, Ratio ponderum librae et simbellae .! En 1632, une
premiére censure "scientifique" ou "doctrinale” contre l'atomisme? fut prononcée par
les péres "réviseurs" du Collége Romain, la plus importante université jésuite, chargée
d'organiser l'enseignement de toutes les écoles de la Compagnie de Jésus , dont
l'influence était grande sur I'Europe enti¢re. Cette censure rappelait I'interdiction
d'utiliser la notion d'atome indivisible aussi bien physique que mathématique dans les
écoles jésuites. Cette censure fut suivie de trois autres, la derniére en 1649. Festa,

dans l'article La querelle de l'atomisme, Galilée et les Jésuites , releve que la censure

de 1632 est en relation avec une démonstration par les indivisibles faite par Galilée
dans le Diglogue sur deux sciences nouvelles , paru la méme année. Les Jésuites
confondaient dans la méme interdiction le recours a des notions qui doivent sans doute
étre distinguées, celle d'atome de "nature' et celle d'atome de "grandeur”.

Outre ces critiques d'ordre métaphysique, la méthode des indivisibles fera I'objet
de critiques purement mathématiques, comme celles des péres jésuites Paul Guldin et
André Tacquet, tous deux enseignants, le premier 8 Graz en Autriche, le second a
Anvers. Dans son traité De centro gravitatis (1635-1641), Guldin se démarquait des
condamnations d'ordre métaphysique3, mais il n'admettait pas que l'on traite des
agrégats infinis comme des grandeurs euclidiennes. "Entre deux infinités, il ne peut
jamais exister de proportion, ni de raison."# Guldin refuse la troisi¢me proposition du

1 Pietro Redondi , Galilée hérétique , trad. M. Aymard, Gallimard, Paris 1985, p. 269 Egidio Festa
La querelle de l'atomisme, Galilée et les Jésuites , La Recherche n® 224, septembre 1990, p. 1041

2 Dans l'article de Festa, cf note précédente , le texte de 1a censure est reproduit.

3 "je ne considere pas que cette méthode soit a rejeter pour des raisons que nous devons supprimer ici
par un silence nullement inopportun” Guldin, De centro gravitatis , livre I1, p. 3-4

4 v ged infiniti ad infinitum nulla est proportio sive ratio” Guldin Centro gravitatis , vol.4,
p.342, cité par Cavalieri dans les Exercitationes ,p. 201
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livre II de 1a Géométrie : "Je réponds A cela de fagon absolue, que deux lignes peuvent
avoir une raison entre elles, mais que toutes les lignes ou tous les plans ne le peuvent
pas, car ce serait la raison d'une infinité  une autre." !

Guldin n'attaquait pas seulement Cavalieri sur les principes de sa méthode; il
considérait aussi que cette méthode n'était pas fiable, qu'elle pouvait conduire a des
résultats grossierement faux. Il mit & jour des paradoxes, en étendant quelque peu
l'usage d'indivisibles d'une figure dans un sens moins strict que celui que
permettaient les principes de la Géométrie . Mais Cavaleri lui-méme et d'autres
mathématiciens apres lui, s'étaient, pour obtenir de nouveaux résultats, écartés un peu
des principes stricts établis dans les premiéres propositions de 1a Géométrie 2,

Le Pere Tacquet est moins virulent que Guldin dans sa critique. Dans son traité
de 1651, intitulé Cylindricorum et Annularium libri , il utilise méme des méthodes par
les indivisibles, par exemple pour établir une comparaison entre le volume de la
sphére et celui d'une portion de cylindre3. Il propose quatre démonstrations du méme
résultat, deux utilisent une méthode des indivisibles, deux, des figures inscrites et
circonscrites. Mais il ne considére pas acceptables les méthodes par les indivisibles.
Pour lui, la sphére ne peut pas en toute rigueur étre considérée comme composée de
cercles, ni la portion de cylindre ‘étre composée de triangles. Une grandeur
géométrique ne peut étre composée que de grandeurs qui lui sont homogenes, un
solide composé de petits solides, une surface de petites surfaces, une ligne de petites
lignes. Elle ne peut étre considérée i partir de grandeurs d'une dimension inférieure,
comme le fait Cavalieri, du moins tel que Tacquet le comprend. Cette interprétation
des méthodes de 1a Geometria indivisibilibus n'est pas fidele aux idées de Cavalieri,
comme j'ai tenté de les exposer plus haut, mais ce fut de toute fagon l'interprétation la
plus courante pendant longtemps. Tacquet pensait donc que le seul mode de
démonstration acceptable était la méthode par exhaustion; nous verrons cependant au
paragraphe suivant comment s'est transformée cette méthode des Anciens en ce
milieu du XVII®me sigcle, en particulier sous l'influence de Grégoire de Saint-
Vincent, un des maitres de Tacquet.

Pour appuyer ses critiques, Tacquet propose aussi des exemples paradoxaux,
dont, par exemple celui-ci: il considére un demi-cone de sommet a (le cdne est coupé

1 wAd quam absolute respondimus figuras posse habere ad invicem rationes non autem omnes lineas
aut omnia plani unius, ad lineas omnes aut omnia plana alterius, hoc est infiniti ad infinitum."
Guldin Centro gravitatis_, p. 343

2 Ainsi, déja dans la démonstration de la proposition 19 du livre II, présentée au §5., Cavalieri
associe deux 2 deux des lignes qui ne sont pas situées sur la mé&me droite, (ce sont deux positions
différentes de la régle )

3 Andreas Tacquet, , Cylindrica et Annularia_in Opera mathematica , p-23-24
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par un plan passant par son axe); il suppose que la surface latérale peut étre considérée
comme l'agrégat des demi-cercles tels que (imq), obtenus en sectionnant le cdne par
tous les plans paralléles 2 la base, et que la surface du triangle abc peut €tre considérée
comme l'agrégat des segments tels que (iq) (cf. fig. 32)1. Le rapport entre la longueur
du demi-cercle (imq) et celle du segment (iq), pour toutes les positions du plan

~ ~ . n . [] X Kt
paralléle a la base, est constant; il vaut 5 - Tacquet fait alors remarquer qu'en utilisant

la méthode des indivisibles, le rapport de la surface latérale du demi-cone a celle du

. . . A L e - .
triangle devrait aussi étre égal & ~ » Ce qui est évidemment faux. Cavalieri aurait pu

objecter, mais il n'était plus en vie, que les deux surfaces comparées n'étaient pas
situées dans un méme plan. 2.

fig. 32

Barrow, par contre, s'opposa a I'objection de Tacquet, mais d'une maniére qui
n'est pas pour nous trés convaincante, car elle semble faire intervenir une
comparaison entre le nombre de points de l'axe et d'une aréte latérale du cone 3.

1 Andreas Tacquet, Cylindrica et Annularia in QOpera mathematica, Anvers, 1668, vol. 3, p. 38-
39
2 Cavalieri a cependant répondu aux objections de Guldin, notamment dans les Exercitationes.

3 Barrow Lectiones Geometricae in The mathematical work of Isaac Barrow , edité par W.
Whewell, Cambridge, 1860
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5. 2. Le volume de la pyramide d'apres le Pére Tacquet

Opposé a la méthode des indivisibles, mais la manipulant pourtant bien,
enseignant les mathématiques & Anvers, le Pére Tacquet fait paraitre en 1654, un traité
d'enseignement, Elementa Geometriage planae ac solidae , qui reprend, comme
l'avaient fait depuis des si¢cles de trés nombreux auteurs, les Eléments d'Euclide, en
suivant de trés prés la structure de 1'oeuvre d'Euclide, mais dans un langage et avec
des méthodes "actualisées", plus conformes & 1'époque de la publication. La
démonstration concernant le volume de la pyramide témoigne d'un certain retour & la
méthode euclidienne, mais elle est influencée cependant par 1'idée des "tranches" de
la méthode des indivisibles. Elle considére le découpage classique du prisme en trois
pyramides (cf fig. 3:.), mais il s'éloigne d'Euclide et de Cavalieri ou de Lamy pour
montrer, a la proposition V du livre XII que deux pyramides triangulaires de méme
hauteur sont entre elles comme leurs bases 1. La proposition V est précédée d'un
lemme qui démarque la méthode de celles que nous avons déja rencontrées.

¥ b
x,. 0 )e
fig. 33 P
LN
AN K
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Tacquet inscrit et circonscrit des prismes de méme hauteur dans une pyramide
triangulaire. Il remarque que la différence entre la réunion des prismes circonscrits et
celle des prismes inscrits (qui, sur la figure 33, est définie par la réunion des volumes
tels FHDN, DNPEX, EPCZ..) est égale au prisme inférieur ABOCIZ (qu'il désigne
par CIBA). En multipliant a l'infini le nombre de prismes, la hauteur commune des
prismes, donc la hauteur AB du prisme inférieur devient plus petite que toute quantité
donnée.2 Le volume de ce prisme, qui est la différence entre celui des prismes

1 Tacquet Elementa Geometriae , 1654 , livre XII, propsition V. On remarque que les
propositions suivent tout A fait la méme numérotation que celle des Eléments d'Euclide.

2 i proinde prismatum numerus in infinitum multiplicetur, AB fiet quavis data minor."
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circonscrits et celui des prismes inscrits, est plus petite que cette quantité donnée; donc
la différence entre la pyramide elle-méme et la réunion des prismes intérieurs est plus
petite que cette quantité. Les prismes inscrits "sont finalement” la pyramide.!
Tacquet peut alors démontrer la proposition V. Prenant deux pyramides de méme
hauteur, il construit, dans I'une et l'autre, des prismes intérieurs dont il montre que le
rapport des volumes est égal a celui des bases. La différence entre le volume de
chacune des deux pyramides et l'empilement correspondant de prismes étant aussi
petite que 'on veut, Tacquet considére donc que, 2 la fin, le rapport entre les volumes
des deux pyramides est le méme que celui des prismes intérieurs et qu'il est donc

aussi égal a celui des bases.

L'émergence de l'idée de limite:
On voit dans ce texte, comme dans l'oeuvre de Grégoire de Saint-Vincent,

poindre des idées nouvelles et émerger, par exemple, l'idée de limite. Rappelons que
" Grégoire de Saint Vincent a donné une premiere réponse au paradoxe d'Achille, en
indiquant que le terme d'une progression infinie est une grandeur qui ne peut étre
atteinte mais qui peut &tre approchée de plus prés que toute quantité donnée. L'idée de
limite apparait, mais rien n'est encore clair ni précis. En témoigne le vocabulaire utilisé
qui fluctue: l'expression "tandem desinunt", utilisée par Tacquet, n'est pas la méme
que celle employée par Grégoire de Saint-Vincent, dans 'Opus geometricum 2,
"exhauriant”, pour décrire une situation équivalente. Grégoire de Saint-Vincent
multiplie les parallélépipedes a l'infini pour "€puiser” le solide. Tacquet aussi propose
une subdivision répétée a l'infini de 'empilement des prismes, qui se "termine” en la
pyramide. Il apparait qu'il n'y a pas ici d'infini actuel; on retrouve l'infini potentiel
de la philosophie aristotélicienne, et de la notion de limite, telle qu'elle sera définie
beaucoup plus tard. Le nombre de prismes augmente assez pour que le prisme
inférieur soit plus petit qu'une quantité donnée, comme dans la démarche euclidienne.
Cette quantité n'est cependant pas explicitée comme l'avait fait Euclide. On retrouve
d'autre part un caractére archimédien de la démonstration par exhaustion, 'usage non
seulement de figures inscrites, mais aussi de figures circonscrites. Les méthodes par
les indivisibles sont rejetées, d'autant plus que I'ouvrage est destiné€ a I'enseignement,
mais elles ont laissé des traces: la démonstation par l'absurde a disparu, le nombre de
"tranches" prismatiques inscrites dans la pyramide est multipli€ a I'infini.
Remarquons qu'il y a, dans la démarche de Tacquet, des postulats non
explicités, autour d'idées que nous englobons sous le terme de limite . En particulier,

1 “inscripta prismata in pyramidem tandem desinunt" . Peut-on traduire: "les prismes inscrits se
terminent en la pyramide", ou "les prismes inscrits tendent vers la pyramide" ?

2 Grégoire de Saint-Vincent QOpus geometricum p. 739 "parallelipipeda illa posse multiplicari ut
corpora ipsa, quibus inscribuntur, exhauriant"
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Tacquet admet, sans l'expliciter, que, si les différences entre deux quantités U et U',
Vet V', sont plus petites que toute quantité donnée, le rapport de U’ a V' est le méme
que celui de U A V. Valerio, une cinquantaine d'années auparavant, avait explicité une
proposition de ce genre dans ses tentatives pour systématiser la démonstration par
exhaustion, mais Tacquet ne le fait pas.

Le traité du Pére Tacquet sera beaucoup utilisé au XVIIEme et ay X VII[Eme
siécles, et considéré comme un manuel particuli¢rement clair et rigoureux. Il sera
plusieurs fois réédité, traduit et commenté. Mais au XVIIme gigcle, ce sont plutdt les
procédés de découverte et la recherche de nouveaux résultats qui intéressent les
mathématiciens. A l'exception des enseignants jésuites, nombreux seront les
mathématiciens du XVIII¢me sigcle qui utiliseront d'une fagon plus ou moins précise
l'idée du "principe de Cavalieri" : comparer les "tranches" de deux figures pour en
déduire une propriété des figures entieres. C'est une démonstration dans la lignée de
celle de Lamy qui se retrouvera dans la plupart des traités de géométrie, (de Clairaut,
de Wolf, de Lacaille, dans I'Encyclopédie de d'Alembert). Ces auteurs comparent les
"tranches" découpées par des plans paralleles sans se préoccuper du fait que les
tranches sont des troncs de pyramide dont les formes sont différentes (les
inclinaisons des faces latérales sont différentes d'une pyramide a I'autre, méme si les

bases sont équivalentes) .

Revenons au XVIIBme sigcle. On a pu noter que les points de vue et les
jugements des auteurs de cette période sont trés variés, plus ou moins clairs,
controversés et parfois contradictoires. Les esprits sont partagés sur le recours ou
non aux quantités infinitésimales, aux indivisibles, aux sommes infinies, aux
quantités négligées, sur le role que ces techniques doivent jouer: instruments de
découverte ou de démonstration? Cependant ces interrogations vont étre emportées
par le courant novateur qui va s'affirmer grace au travail des fondateurs du calcul
différentiel et intégral, Newton et Leibniz.
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6. Le calcul différentiel et intégral

Au cours des siécles, et tout particuliérement au X VIIEMe, se multiplient donc
les techniques de calcul des aires curvilignes - qui peuvent s'étendre aux calculs de
volumes. Un résultat nouveau, trés riche de conséquences, de la fin du XVIIéme
siécle, sera de reconnaitre le lien entre le probléme des quadratures et celui des
tangentes. Cette découverte, qui est déja en germe chez Torricelli et Fermat, sera mise
a jour par Gregory, dans sa Geometriae pars universalis de 1668, peu lue cependant,
puis par Barrow, dans ses Lectiones geometrige de 1670. Mais c'est &8 Newton et a
Leibniz qu'on doit de mettre & jour l'importance de cette découverte, de comprendre
l'intérét de ce que l'on appelle aujourd'hui le théoreme fondamental du calcul
différentiel et intégral, qui permet de calculer des intégrales (donc des aires et des
volumes), en cherchant des primitives, c'est a dire en inversant les opérations de
différentiation. Ils vont commencer a systématiser et a organiser les méthodes
diverses et proposer des algorithmes applicables a toutes sortes de problémes. Ils vont
proposer de nouveaux outils pour étudier des courbes complexes, préciser leurs
tangentes, étudier des extrémums, déterminer des points d'inflexion, de
rebroussement, des développées, résoudre des problémes de quadratures, de calculs
de volumes..., et bien siir de nombreux problémes qui se posent en mécanique et en
physique. Grice a ces nouveaux outils, Newton a pu fonder la physique et
l'astronomie modernes. |

6. 1. Quelques aspects des méthodes de Newton

Je vais mentionner quelques aspects des théories de Newton en relation avec les
problémes de quadratures et de cubatures. On a vu, pour traiter ces problémes, deux
directions se dessiner: soit utiliser des éléments infinitésimaux, soit mettre en jeu des
notions de mouvement de lignes, de plansl. Newton balance entre ces deux
directions. _

Dans le De Analysi per aequationes numero terminarium infinitas , écrit vers
1669, qui circulera parmi ses amis mais ne sera publié qu'en 1711, Newton opére
avec des quantités infiniment petites, les accroissements infiniment petits des quantités
variables, qu'il appelle moments.

Il considére l'aire sous une courbe limitée par les axes de coordonnées et une
paralléle a I'axe des ordonnées au point (x.y), suppose que cette aire z est donnée
par

1 1'idée de mouvement est présente chez Cavalieri, c'est le mouvement de la régle .
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z=—"— ax " .Ildési gne par o le moment (ou petit accroissement) de la variable x,

par oy, le rectangle infiniment petit représentant le moment (ou accroissement) de

l'aire correspondante . Il développe le second membre de la relation
min

zZ+0y = ﬁ a(x+0) 7 parla formule du bindme, qu'il a étendue i des valeurs

rationnelles de l'exposant, puis divisant par o et négligeant les termes contenant o, il
m

obtient y=ax ‘“ . Newton montre aussi la réciproque: si l'ordonnée y d'un point

m m-+n

. N s n
de la courbe est donnée par y=ax ", l'aire sous la courbe est g ax !

fig. 34

/ X ..);-c-o

Il n'énonce pas de résultat analogue sur les volumes, mais on peut facilement
étendre ces méthodes aux calculs de volumes. Pour déterminer une aire, Newton
n'additionne plus, comme ses prédécesseurs, des surfaces infinitésimales; l'aire est
obtenue par l'intermédiaire de son taux de variation instantané. C'est la notion

d'intégrale indéfinie qui est en germe.

Dans La Méthode des fluxions , écrite vers 1671, publiée en 1736, il tend a
remplacer la notion de moment par celle de fluxion, ce qui sera fait définitivement

dans le De quadratura Curvarum de 1693, et il s'intéresse aux rapports des fluxions.
Les quantités variables sont alors considérées par Newton comme engendrées par un
mouvement continu (de points, de lignes, de plans...)? ; I'idée de mouvement continu

1 Newton Opera omnia 1, p.25-28.

2 Newton Tractatus de quadratura curvarum , supplément a 1'Opticks , 1704, traduction anglaise de
J. Stewart , 1745 . Introduction : "I consider mathematical quantities in this place not as consisting
of very small parts; but as described by a continuous motion. Lines are described, and thereby
generated not by the apposition of parts, but by the continued motion of points; superficies by the
motion of lines; solids by the motion of superficies; (...); portions of time by a continual flux;(..)
These geneses really take place in the nature of things, and are daily seen in the motion of bodies. (...)
Therefore considering that quantities, which increase in equal times, and by increasing are generated,
become graeter or less according to the greater or less velocity with which they increase and are
generated; 1 sought a method of determining quantities from the velocities of the motion or
increments, with which they are generated; and calling these velocities of motions or increments
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et de la vitesse de ce mouvement est considérée comme partagée intuitivement par
tous, et ne sera pas plus définie par Newton. Le temps est donc une variable de
référence universelle, dont 'écoulement régulier permet la comparaison des variations
de toutes les autres quantités. La fluxion d'une quantité est la vitesse avec laquelle elle

est engendrée - son taux de variation instantané. Dans lg Méthode des fluxions ,
Newton pose le probléme fondamental: une relation étant donnée entre des quantités
variables, trouver la relation entre leurs fluxions et réciproquement.! Dans Les

Principes mathématiques de la Philosophie naturelle , parus en 1687, Newton veut

préciser les fondements de ses méthodes. 1l introduit les concepts de "premiére et

derniére raison des quantités qui naissent et s'évanouissent”

Ainfi, lorfque dans la fuite jc confidérerai des quantités comme
compoftes de particules déterminées, & que je prendrai pour des
lignes droites de petitcs portions de courbes; jenc decfignerai point
par-la des quantités indivifibles, mais des quantit¢s divifibles
évanouiffantes; de mémc, ce que je dirai des fommes & desraifons,
doit toijours s'entendre non des particules déterminées, mais des
limites des fommes & des raifons des particules évanouiffantes; (--)

Il en eft de méme de Ia
derniere raifon des quantités évanouiffantes, il faut entendre par
cette raifon cclles qu'ont entr’elles des quantités qui diminuent,
non pas avant de s'¢vanouir, ni aprés qu'elles font ¢vanouies,
mais celle qu'elles ont dans le moment méme qu'elles s'évanouif-
fent. De la méme maniere, la premiere raifon des quantités naif-
fantes- et celle que les quantités qui augmentent ont au moment
qu'elles naiffent, & la premiere ou dernicre fomme de ces quan-
titds et celle qui répond au commencement ou % la fin de leur
¢xiftence , c'eft-a-dire , au moment qu'clles commencent 3 aug-
menter ou quelles ceffent de diminuer. ()

les dernieres raifons qu'ont entrelles les quantités’ qui
sévanouiffent ne font pas en effet les raifons des dernieres quan-
“tités , ou de quantités déterminées & indivifibles, mais les limites
dont les raifons. des quantités qui décroiffent A I'infini approchene

fluxions, and the generated quantities fluents. I fell by degrees upon the method of fluxions, which I
have made use of here in the quadrature of curves, in the years 1665 and 1666.

1 Newton , Méthode des fluxions et des séries infinies, p. 20
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fans ceffe , limites dont elles peuvent toujours approcher plus prés
p
que d'aucune différence donnée, qu'elles ne peuvent jamais paf
fer , 8 qu'clles ne fauroient atteindre , fi ce n’eft dans linfini. 1

On lit , en filigrane, que les paradoxes de Zénon sont encore présents dans les
esprits des contemporains de Newton.

L'ouvrage commence par une sorte de définition, préfiguration de notre notion
de limite. "Lemme premier : Les quantités et les raisons des quantités qui tendent
continuellement 4 devenir égales pendant un temps fini, & qui avant la fin de ce temps
approchent tellement de I'égalité, que leur différence est plus petite qu'aucune
différence donnée, deviennent 2 la fin égales."2

Ce lemme explicite justement la démarche, restée implicite, que nous avons
remarquée dans le raisonnement de Tacquet, qui mettait en jeu ce qui s'approche de ce
que nous appelons la limite, et la limite d'un quotient, ( cf. paragraphe §. 5. 2) . 1l
faut remarquer, chez Newton, en outre, le réle joué par le temps. Le mot explicite de
limite apparait dans le commentaire de Newton, juste apreés les lemmes, qui précise sa
pensée, et ses positions par rapport 2 la méthode par exhaustion et celles des
indivisibles: "J'ai commencé par ces lemmes, pour éviter de déduire de longues
démonstrations ad absurdum , selon la méthode des anciens Géométres. J'aurais eu
des démonstrations plus courtes par la méthode des indivisibles, mais parce que
I'nypothése des indivisibles me parait trop dure & admettre, & que cette méthode est
par conséquent peu géométrique, j'ai mieux aimé employer celle des premiéres et
derniéres raisons qui naissent et s'évanouissent; et j'ai commencé par faire voir, le
plus brievement que j'ai pu, ce que deviennent ces quantités, lorsqu'elles atteignent
leurs limites."3

Dans le lemme II du premier livre des Principia , on trouve aussi, a propos d'une
figure plane, exactement le méme raisonnement que nous avons vu Tacquet tenir
pour la pyramide. Newton montre que l'aire des parallélogrammes inscrits sous la
courbe et celle des parallélogrammes circonscrits a la courbe tendent toutes deux vers
I'aire curviligne "lorsqu'on diminue la largeur (commune) des parallélogrammes et
qu'on augmente leur nombre & l'infini" (cf. fig.35). Newton I'énonce: " les derniéres
raisons qu'auront entre elles la figure inscrite, la circonscrite et la curviligne seront des

1 Newton Principes mathématiques de la philosophie naturelle , traduction de la Marquise du
Chastelet Paris 1759. Livre I, p. 47 - 49 '

2 Newton Principes mathématiques de la philosophie naturelle , traduction de la Marquise du
Chastelet, Paris 1759,

3 Ivid, p.47
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raisons d'égalit€". Sa démonstration suit la méme idée que Tacquet: la différence entre
la figure circonscrite et la figure inscrite est égale au premier rectangle ABla dont la
largeur "diminue a I'infini". Les cadres théoriques de Tacquet et de Newton sont
différents, mais il est frappant de voir ici le parallélisme entre leurs modes de
raisonnement et de calcul pour justifier leurs résultats.
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6.2. La fluxion de la pyramide dans le Traité des fluxions de C. Mac
Laurin

On a pu remarquer que les fondements des théories de Newton restent imprécis,
que certains postulats ne sont pas formulés. Ces théories seront critiquées, comme les
théories des indivisibles auparavant l'avaient été. On reprochera & Newton de faire
intervenir le temps dans des théories mathématiques. L'évéque Berkeley, par
exemple, dans [‘Analyste_, publié en 1734, reprochera 2 Newton le recours 2 l'idée
de vitesse instantanée, "virtualité insensible". Il lui reprochera les maniéres
contradictoires de traiter les quantités infiniment petites, tantt considérées dans le
calcul, tantdt négligées... Mac Laurin écit en 1742, le Traité des fluxions , pour
répondre aux critiques de Berkeley. Il est persuadé que les théories de Newton sont
valides, méme si leurs fondements n'ont pas été exﬁlicités dans le détail, et veut en
mettre & jour une construction irréprochable: "Il n'y a rien dans cette méthode qui ne
paraisse naturel et enti€rement conforme a l'ancienne Géométrie. Mais ce que
(Newton) nous a donné sur cette matiére est si court, qu'il y a lieu de croire que cette
grande précision a donné lieu aux objections qui ont été proposées contre cette
méthode. (...) Le moyen le plus efficace de mettre la vérité dans tout son jour, et de
prévenir toutes les disputes, se réduit a la déduire des principes les plus évidents, et &
la manigre des anciens Géometres. C'est 1a tout mon dessein dans le traité suivant, ot
je ne prétends pas changer 1l'idée des fluxions que nous a donnée le Chevalier
Newton, mais seulement développer et démontrer sa méthode, par les démonstrations
les plus rigoureuses, en ne supposant que des principes évidents par eux-mémes."! I

1 Mac Laurin A treatise of Fluxions , Edimbourg, 1742, traduction de Pezenas, Paris 1749
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veut en particulier montrer que la méthode des fluxions peut se passer tout & fait des
quantités infinitésimales. Voici comment , dans l'introduction il présente le travail de
Newton:

"Isaac Newton vint & bout de ce que Cavalerius avait souhaité, en inventant la
méthode des Fluxions, & la proposant d'une mani¢re qui fiit susceptible d'une
démonstration rigoureuse, laquelle exige qu'on ne suppose que des quantités finies et
aisées & .. concevoir. Le calcul de cette méthode est le méme que celui des infiniment
petits; mais il est appuyé sur des principes exacts & qui s'accordent avec I'ancienne
Géométrie. Dans cette méthode les prémisses & les conclusions sont également
exactes. On n'y rejette aucune quantité comme infiniment petite, & 1'on n'y suppose
pas qu'une partie de courbe se confonde jamais avec une ligne droite..."!

Mac Laurin appuie sa construction théorique sur certaines remarques concernant
le temps, les mouvements, les vitesses, reliées a l'intuition commune; puis sur quatre
axiomes? :

Axi1omE L

5. L’efpace décrit par un mouvement accéléeé eft plus grand
que celui qui auroit éié décrit dans le méme tems, fi le mou--
vement n‘avoit pas été accéléré, mais continué uniformément.
depuis le commencement du tems.

AxitoMe I1.

L’efpace parcouru par un mouvement accéléré pendant le
tems de I'accélération, eft plus petit que P'efpace qui auroit été
parcouru dans un tems ¢gal par un mouvement acquis par cette
accélération , & continué uniformément,

Axitome IIL

L’efpace parcouru par un mouvement retardé eft moindre
que celui qui auroit ¢été parcouru dans le méme tems, fi ce
mouvement n'avoit pas été retardé , mais continué uniformé-
ment depuis le commencement du tems.

AxromMe IV.

L’efpace décric par un mouvement retardé pendant le tems
du retardement cft plus grand que celui qui auroit été décric dans
le méme tems par le mouvement qui refte aprés ce retardement
& continue uniformément,

1 Ibid., Introduction, p.1 (cinquante)
2 ibid., p.9et 10
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Voici la définition de la fluxion que donne Mac Laurin :"la vitesse, avec laquelle
une quantité flue, 2 chaque terme du temps pendant lequel elle est supposée se former,
se nomme fluxion, qui est, par conséquent, toujours mesurée par l'incrément ou le
décrément que ce mouvement aurait produit dans un temps donné, s'il avait été
continué uniformément depuis ce terme sans aucune accélération ou retardement: ou
bien on peut la mesurer par la quantité qui serait produite dans un temps donné par un
mouvement uniforme, égal au mouvement générateur dans ce terme."! Remarquons
bien que la fluxion est définie comme un taux de variation instantané d'un mouvement
gu'on suppose prolongé fictivement de fagon uniforme a partir de l'instant considéré
. Il précise méme sur quelques exemples, lignes (nous dirions longueur), surfaces
(aires), solides : "La vitesse avec laquelle un solide flue est la méme que celle d'une
surface plane donnée, laquelle se mouvant parallélement a elle-méme, est supposée
produire un prisme droit ou un cylindre qui est toujours égal a ce solide."2 On
remarque que, a la différence de Newton qui ne s'intéressait qu'a des rapports de
fluxions - parfois un peu fictifs, puisqu'une des quantités était proportionnelle au
temps - , Mac Laurin définit la fluxion d'une quantité en tant que telle. La seconde
fluxion d'une quantité est la fluxion de sa fluxion, la fluxion de la quantité variable
définie a chaque instant par son taux de variation, la troisi¢me fluxion est définie de
mani¢re analogue.

Au chapitre IV du premier livre, sont étudiées les fluxions des solides. La
proposition VII énonce: "La fluxion d'un solide que I'on peut concevoir formé par
une surface plane qui se meut parallelement a elle-méme, & perpendiculairement & un
axe donné, est mesurée par un prisme qui a pour base la surface génératrice, & pour
hauteur, la ligne droite qui mesure la fluxion de son axe."3 (cf. fig. 36)

fig. 36

libid. , p. 7
2 ibid. p. 6-7
3 ibid., p. 85
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Dans le cas ol le solide est une pyramide, le plan générateur LM ne garde pas
des dimensions constantes. Selon la définition donnée, la fluxion du solide est la
vitesse avec laquelle est engendrée le solide a partir de 1'instant ou le plan mobile
prend la position LM, en supposant que ce plan poursuit son mouvement de fagon
uniforme. Le point D est supposé se mouvoir uniformément sur I'axe. sa fluxion est
représentée par DG, le plan LM est supposé garder des dimensions constantes (pas
d'accélération pour le "plan"), la vitesse de génération du solide est donc représentée
par le prisme R égal & un prisme de base le plan LM, de hauteur DG. Mac Laurin
justifie ce résultat a I'aide d'une double démonstration par I'absurde; il montre que la
fluxion ne peut €tre ni plus grande, ni plus petite que le prisme R en se référant aux
axiomes qu'il a énoncés au début du traité. Si la fluxion R du solide, pendant que
I'axe flue de la longueur DG, était plus grande que le prisme P de base LM et de
hauteur DG, elle serait égale & un prisme de base Im et de hauteur DG (Im est une
position de la surface génératrice, supposée croissante, postérieure & la position LM)

. Le point P est l'intersection de I'axe avec cette position Im de la surface génératrice.
Le théoréme I auquel renvoie la démonstration énonce que "les espaces décrits par un
mouvement uniforme sont en méme proportion, l'un & 'autre, que les temps
employés a les parcourir."! Or, la fluxion d'un solide pendant un incrément de temps
est I'espace qui serait engendré par un mouvement uniforme a partir de l'instant
considéré; si la fluxion du solide EBML correspondant a l'incrément DG est un
prisme de base Im et de hauteur DG, la fluxion correspondant a I'incrément DP est le
prisme P' de base Im et de hauteur DP. Mais le mouvement effectif du solide EBML
est supposé accéléré et doit, d'aprés 1'axiome I, engendrer un espace plus grand que
s'il avait ét€ engendré par un mouvement uniforme; ce dernier espace est le solide
LMIm, tronc de pyramide si le solide initial est une pyramide. Cet espace n'est pas
plus grand que le prisme P'. Donc la fluxion R ne peut pas étre plus grande que le
prisme P . Une démonstration analogue est reprise pour montrer que R ne peut €tre
plus petite que P .

fig. 37

1 ibid. , p. 9
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Les démonstrations sont trés fréquemment sur ce modele, assez lourdes et
laborieuses. On peut remarquer cependant, dans le langage de Mac Laurin, un certain
flou entre les fluxions et les incréments.

Mac Laurin précise la proposition pour différents types de solides, dont une
pyramide de sommet A, engendrée par le mouvement de la surface triangulaire
variable PMm (cf. fig. 38). Il étudie une petite augmentation de volume de la
pyramide ADEe, quand le point P se déplace de D en G; cette augmentation est
exactement la pyramide tronquée EDehGH. Le prisme P de base DEe et de hauteur
BD, représentant la fluxion de la pyramide ADEe n'est qu'une partie de cette pyramide
tronquée. Mac Laurin caractérise les autres parties de ce tronc de pyramide a 'aide des
notions de seconde et de troisieme fluxion. :

Le tronc de pyramide contient donc trois parties: le prisme P, le prisme EIHeiN
et la pyramide eNih. Le prisme P est la fluxion du solide ADEge, si DG est la fluxion
de AD. La longueur DG étant supposée constante, IH mesure la fluxion de GI (ou
DE) et donc le parallélépipede NHEe mesure la fluxion du prisme P, pour le
mouvement de E en H. C'est 1a seconde fluxion de la pyramide ADEtg, et le prisme
EIHeiN est la moitié de la seconde fluxion de 1a pyramide. Un raisonnement analogue
étudie la fluxion du parallélépipéde NHEe, pour DG et DE supposées constantes: c'est
le parallélépipede NeLRh. La pyramide eNih est donc le sixiéme de la troisiéme
fluxion de la pyramide ADEe. Le tronc de pyramide EDehHG est donc la somme de la
fluxion, de la moitié de la seconde fluxion et du sixiéme de la troisi¢me fluxion de la
pyramide ADEe. Mac Laurin a obtenu ici une forme géométrique des premiers
termes du développement de Taylor.

D
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On trouve effectivement, dans le Trgité des Fluxions de C. Mac Laurin une
construction axiomatique cohérente des théories proposées par Newton, & partir des
axiomes sur le mouvement, sans l'introduction de quantités infinit€simales, et sans
négliger aucun terme. On pourait déduire de la fluxion de la pyramide le calcul de son
volume, de facon plus rigoureuse qu'avec les méthodes qu'initiera Leibniz et qui
seront développées au paragraphe 6. 6; il suffirait de chercher la fluente du prisme qui
représente la fluxion de la pyramide; mais ceci n'a pas intéressé Mac Laurin.

6. 3 . Les méthodes introduites par Leibniz

L'oeuvre de Leibniz, trés importante également, trés abondante, n'est pas
organisée en traités. Leibniz publiera notamment une successsion d'articles écrits
rapidement et assez difficiles a lire, dans le journal: scientifique de Leipzig, les Acta
eruditorum . 11 est difficile de présenter rapidement ses apports au domaine qui nous
occupe ici, d'autant plus qu'il a exploré des directions diverses. L'influence et le
succes de ses méthodes furent plutdt assurés par les publications de ses émules, en
particulier par celle de 1'Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes
courbes du Marquis de 'Hospital en 1696. Cet ouvrage reprend le travail de Leibniz
et des notes manuscrites de Jean Bernoulli, et en présente un exposé trés didactique.
Grice 2 lui, le langage et les notations de Leibniz, jugées plus commodes et
opératoires que celles de Newton vont se répandre et s'imposer sur le continent.

Je reprends les définitions de ce traité. La notion de base est celle de différence
(ou différentielle). La différence d'une quantité variable -correspond i un
accroissement infiniment petit de cette quantité. Sur la figure 40, AP =x, Pp (ou dx)
est la différence de x, y=PM,dy ou Mm est la différence de y !; si S est l'aire du
domaine mixtiligne APM, dS est l'aire de PMmp ... Leibniz et le Marquis de
I'Hospital considérent comme égales deux quantités qui ne différent que d'une
quantité infiniment petite, et donc pour un accroissement infiniment petit dx,
confondent la portion de courbe Mm et la portion correspondante de la tangente en M,
confond AP et Ap, l'aire mixtiligne MPpm et le rectangle MPpR; la différence entre

1 L eibniz caractérise aussi la différentielle par l'intermédiaire de
la tangente 2 la courbe; la différentielle dx de I'abcisse x est une dy
quantité arbitraire; la différentielle dy de I'ordonnée est définie dx
comme la quantité dont le rapport & dx est le méme que celui de

I'ordonnée avec la sous-tangente, Pour qu'une telle définition

soit tout a fait précise il faudrait définir précisément la tangente,

ce que Leibniz ne fait pas.
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ces deux aires infiniment petites est un infiniment petit d'ordre supérieur. On retrouve,
de fagon moins précise 1'étude faite par Mac Laurin de la seconde fluxion de la surface
curviligne APM, qui serait ici le rectangle construit sur MRm.1

fig. 40

On trouve, dans un des trés nombreux manuscrits de Leibniz le postulat suivant:
"Je représente l'aire d'une figure par la somme de tous les rectangles contenus par les
ordonnées et les différences des abscisses, i.e. par {B1D + 2B2D + 3B3D + etc. En
effet les petits rectangles 1C1D2C , oCoD3C etc, puisqu'ils sont infiniment petits
comparés aux rectangles ci-nommés, peuvent €tre omis sans risque. Et donc dans
mon calcul, je représente l'aire de la figure par y dx, ou par les rectangles contenus
par chaque y et le dx qui lui correspond."? (cf. fig. 41). La remarque finale est
intéressante: "si les dx sont pi'is égaux les uns aux autres, on obtient la méthode de
Cavalieri".
T
T
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Leibniz considére donc ici les aires et les volumes comme des sommes

d'éléments infinitésimaux (sommes des rectangles MPpm ...), et calcule leurs valeurs
en inversant les opérations de différentiation; il introduit la notation f . Mais c'est
l'intégrale définie qui se dessine3. Cette méthode sera largement adoptée par les
mathématiciens du continent. On en verra des exemples dans les paragraphes

suivants.

1 Mac Laurin Traité des fluxions , p.79-80

2 Child J.M. The early mathematical manuscripts of Leibniz , Chicago, Open Court 1920 , p. 137-
138

3 l'intégrale définie ne recevra sa notation actuelle qu'au XIXeme siécle,
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On peut noter que Leibniz semble préférer une autre méthode pour trouver 1'aire
sous une courbe: "grimpant sur des hauteurs supérieures, nous obtenons l'aire d'une
figure en trouvant une autre courbe, la courbe sommatrice ou quadratrice." (courbe
définie par une propriété de ses tangentes) 1. On trouve alors une démarche analogue 2
la recherche d'une aire par l'utilisation d'une primitive de la fonction définie par la
courbe, le calcul d'une intégrale indéfinie.

Leibniz, comme presque tous les mathématiciens dont j'ai parlé essaie de
convaincre ses lecteurs que ses méthodes ne violent pas les canons euclidiens et ne
sont qu'une extension des techniques classiques. II écrit par exemple: " Bien siir, je
tiens, comme Euclide (livre V, definition 5), que sont comparables toutes les quantités
homogenes qui, multipliées par un nombre fini, peuvent se surpasser I'une l'autre. Et
des quantités qui ne different pas de telles quantités (comparables), peuvent étre
considérées égales, ce qu'Archimede lui-méme suppose, et tous les autres aprés lui.
C'est ce qui est désigné par une différence moindre que toute différence donnée (...)
et le résultat peut toujours étre confirmé par un démonstration par I'absurde. Mais
parce que la méthode directe est plus rapide & comprendre et plus utile pour découvrir
de nouveaux résultats, il suffit que la méthode directe soit déduite une fois pour -
toutes, et lorsqu'on applique cette méthode (directe), les quantités incomparablement
petites sont négligées, ce qui constitue une procédure valide..."2

6. 4 . Les traités de calcul intégral

Le calcul du volume de la pyramide reléve du calcul intégral. La fin du XVIIeme
siécle voit plutdt paraitre des écrits portant sur le calcul différentiel ("I'art de trouver
les grandeurs infiniment petites qui sont les €léments ou les différences des grandeurs
finies", comme le définit Bougainville). Le Marquis de I'Hospital avait "le dessein
d'écrire un traité de calcul intégral, calcul qui consiste & remonter des infiniment petits
aux grandeurs ou aux touts dont ils sont les différences"; il y a renoncé, ayant appris

1 ibid. p. 138-140 et Leibniz Histoire et origine du calcul différentiel , 1713, traduction de
Régine Szeftel-Zylberbaum, Cahiers de Fontenay, n°1, 1981 p.74-75
Responsio ad non nullas difficultates a Dn, Bernardo Niewentiit... in C. Gerhardt G, W. Leibniz

Mathematische Schriften, 1962, v ol. 5 p.322

" Scilicet eas tantum homogeneas quantitates comparabiles esse, cum Euclide 1ib.5, defin. 5 censeo,
quarum una numero, sed finito multiplicata, alteram suoperare potest. Et quae tali quantitate non
differunt, aequalia ese statuo, quod etiam Archimedes sumsit, aliique post ipsum omnes. Et hoc
ipsum est, quod dicitur differentiam esse data quavis minorem. Et (...) res sempre deductione ad
absurdum confirmari potest. Quoniam tamen methodus directa brevior est ad intelligendum et utilior
ad inveniendum, sufficit cognita semel reducendi via postea methodum adhiberi, in quia
incomparabiliter minora negliguntur, quae sane ..."
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que Leibniz lui-méme en préparait un, De Scientig infiniti , qui ne vit

malheureusement pas le jour. Les traités importants de calcul intégral qui paraitront au
XVIIeme sjgcle s'occuperont plutbt de trouver des méthodes pour calculer des
intégrales de plus en plus complexes, que de préciser et de fonder les bases
élémentaires du calcul. C'est une caractéristique de l'esprit des mathématiciens de ce
siecle que d'aller de l'avant, de chercher a résoudre de nouveaux proble¢mes, plut6t
que de fonder avec précision les méthodes. On trouve donc trés peu d'écrits ol soit
mis en jeu le calcul intégral pour le calcul des volumes simples.

Le philosophe Malebranche, pourtant, proche du Pére Lamy et des Oratoriens,
des enseignants ouverts aux théories nouvelles, a incité les mathématiciens de son

entourage a écrire des traités élémentaires de calcul intégral. Il demanda d'abord 2 son
secrétaire Louis Carré, qui devint membre de 1'Académie royale des Sciences. Celui-ci

complla les matériaux existants et pubha en 1700, une _ﬁhgd_gmu_lq_mudﬁ

MMM.LMWM@.@I Ce sera le premier tralté de calcul

intégral, le seul qui s'intéressera au calcul du volume du prisme et de la pyramide.
(son exposé est repris au paragraphe 6. 6.). Cet ouvrage sera réédité en 1750, mais il
sera peu diffusé (il contenait d'ailleurs quelques erreurs). Malebranche conscient des
insuffisances de l'ouvrage, demanda au Pére Reyneau de préparer un nouveau traité.
Ce sera, en 1708, [Analyse démontrée .!' Cet ouvrage exercera plus d'influence que
celui de Carré; il explique comment calculer des volumes de révolution, a partir de la
"formule qui fera trouver I'élément du solide", mais ne s'intéresse pas au volume de la
pyramide . '

6. 5. Louis Carré ( 1663-1711)

Je vais présenter cet auteur peu connu. Fils de laboureur, dit [’Encyclopédie 2,
€éleve des prétres de I'Oratoire, il se destinait d'abord a I'état écclésiastique puis il
quitta ce dessein vers I'dge de trente ans. Il était déja secrétaire de Malebranche depuis
plusieurs années, ayant succédé dans cette fonction & I'Abbé Catelan. Il devint, vers
1693, I'éleve de Varignon qui le fit entrer & I'Académie Royale des Sciences en 1697.
En 1699, il regut le titre officiel d'éleve géometre, puis celui d'associé géométre en
1702 et celui de pensionnaire mécanicien en 1706. Les nouveaux promus 2

1 le titre complet est 'Usage de {'ana mg, ou la mamg re de l'appliquer @ d_gggy vrir les propriétés des

2 z

ur é rie simpl 0. 1ré, r Pr. Pr e,
des sciences Physico-mathématiques, en_employant le calcul ordinaire de I'Algébre, le calcul
ifférenti intégra raier. | expliqué 4 r
2 Article Nangis_ de I'Encyclopédie de d' Alembert et Diderot
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I'Académie devaient présenter un projet. Incité par Malebranche, dont il avait copié

deux fois au moins un petit traité intitulé De la dimension des solides et de leurs
surfaces convexes 1, familier des oeuvres de L'Hospital et de Varignon, il présente

donc a I'Académie, le 3 juin 1699, cette MWMM

LQEEMQLMLQMQLQMM L'ouvrage regoit, le 29 aofit, l'approbatlon de ses

examinateurs, Malebranche et Varignon, et sera publi€ en juin-juillet 1700. Plus tard,
Jean I Bernoulli et Rémond de Montmort lui reprocheront des erreurs.2
Carré ne publiera pas d'autre ouvrage, mais fera passer une trentaine de

communications a I'Académie sur des sujets li€s au calcul différentiel et intégral et 4 la
mécanique. Le seul mémoire auquel se réfere Malebranche a trait & une étude des

chocs.3 D'aprés la lettre de Montmort déja citée, "c'était un homme appliqué au
travail et qui enseignait avec succes la philosophie du Pére Malebranche, surtout aux
Dames! Il avait un talent particulier pour leur inspirer le gofit des sciences. Je 1'aimais
bien et j'ai été bien faché de sa mort." 4

Le titre montre bien le propos de I'ouvrage. Les ambitions, modestes, de l'auteur
sont précisées dans la préface : " Je ne prétends pas dire beaucoup de choses
nouvelles, car outre que je ne donne pas les régles de ce calcul, lorsque la quantité
proposée dont on veut avoir l'intégrale n'est pas le produit d'une différentielle par le
multiple de son absoliie élevée a une puissance quelconque, je ne l'étens point aux
courbes transcendantes. Je laisse cela aux Maltres de 1'Analyse qui ont plus de tems et
plus d'étendue d'esprit que je n'en ai pour pénétrer dans les mathématiques abstruses,
et qui ne voudraient pas descendre dans de petits détails qui sont nécessaires a ceux
qui commencent & c'est en partie ce qui m'a déterminé a travailler sur ce sujet. " Il
propose donc aux commengants les premiers outils du calcul intégral et leurs
applications a des problémes de géométrie pratique. Il témoigne de l'enthousiasme
provoqué par les découvertes de Leibniz: " on découvre par 1a avec une facilité
merveilleuse des choses que I'on ne pourrait trouver par la géométrie ordinaire sans

beaucoup de travail et de peine".

1 ce traité est resté sous forme manuscrite.
2 Lettre de Rémond de Montmort 2 J. Bernoulli du 28 juin 1719 in Qeuvres complétes de

Malebranche , tome XIX, p.686

3 le mémoire est de 1706, intitulé Des lois du mouvement , repris par Malebranche dans Lg
Recherche de la Vérité

4 Lettre de Rémond de Montmort 2 J. Bernoulli du 28 juin 1719 in Qeuvres complétes de
Malebranche , tome XIX, p.686
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6. 6. Le volume de la pyramide par le calcul intégral, selon Louis

Carré

La notation différentielle est employée dés le début de I'ouvrage de Carré, sans
introduire de débat sur les principes. Il commence par préciser les postulats du calcul
intégral. Lisons ce qui concerne les volumes: "Les géometres ont coutume de
considérer la plupart des Solides comme composés d'une infinité de Surfaces (...)
paralléles droites ou courbes, qu'ils prennent pour autant de solides qui ont pour
hauteur une grandeur infiniment petite, et qui sont les éléments d'une figure proposée.
Ainsi concevant la hauteur d'une figure quelconque divisée en une infinité de petites
parties égales, on les regardera comme autant de différences que I'on exprimera par la
caractéristique d, et qui seront la hauteur des solides infiniment petits, qui composent
une figure.

Par exemple, dans le Conoide parabolique qui est

un solide formé par la révolution de la demi-parabole D B
AMB autour de I'axe AD, il est évident que toutes les \

ordonnées PM, pm (pm étant supposée infiniment Ly 7777
proche de PM) décriront dans ce mouvement des

surfaces circulaires, lesquelles multipliées par une partie
Pp de la hauteur, donneront autant de petits solides qui
seront les différentielles ou les éléments qui composent

le solide entier, et dont la somme est égale au solide
cherché." '

fig. 42

L. Carré donne ensuite les régles de calcul des intégrales de diverses

différentielles, qui se présentent toujours sous la forme xP dx (p étant un nombre

rationnel) .

La section seconde traite de la dimension des solides et la proposition II du
volume de la pyramide. Il détaille le calcul pour une pyramide réguliere; son calcul
reste valable pour une pyramide dont la base est un polygone régulier mais dont le
sommet A n'est pas sur l'axe de la base mais Carré ne le mentionne pas.

La base de la pyramide a pour périmétre ¢ et pour aire %ﬁ ( b est la distance

du centre B de la base a 1'un des c6tés de la base) (cf. fig. 43). Par le point P de la
hauteur AB, avec AP =x , AB =a, passe un plan parall¢le a la base. La section est
un polygone semblable a celui de la base, dans un rapport égal au carré du rapport des

2
longueurs x et a; elle a pour aire gca); La différentielle de la pyramide est donc
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bc x2 dx

2 a2
hauteur AP, ce qui donne %‘—: pour la pyramide enti¢re.

3
, dont "I'intégrale” est 61)0% , qui est la valeur de la pyramide qui a pour

Carré termine en remarquant que pour une base non réguli¢re, "on ferait & peu

pres les mémes raisonnements”.

fig. 43

POUR

LA MESURE DES SURFACES,
LA DIMENSION DES SOLIDES,
LEURS CENTRES DE PESANTEUR,
DE PERCUSSION ET DOSCILLATION,
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7. La "vraie métaphysique" du calcul infinitésimal

Méthode d'exhaustion, des indivisibles, premiéres et derniéres raisons, limites,
méthode des fluxions, différentielles, quantités infinitésimales..., les théories
foisonnent, s'opposent, se recouvrent.. Les mathématiciens discutent parfois
dprement, rejettent une méthode en défendent une autre... Les résultats sont la:
beaucoup de nouveaux problémes sont résolus, beaucoup de nouveaux domaines sont
ouverts. Les mathématiciens du X VIII®me sigcle seront plus soucieux, selon le mot de
d'Alembert, "d'agrandir I'édifice que d'en éclairer I'entrée, de I'édifier haut que
d'assurer la force des fondations". Mais la valeur méme et les justifications des
méthodes infinitésimales génent les esprits. On reproche aux méthodes de Leibniz
d'user d'infiniment petits sans les définir, de confondre des quantités différentes - qui
different d'un infiniment petit - sans préciser si les calculs sont rigoureux ou
approchés. On reproche aux méthodes de Newton d'user de rapports de quantités
nulles, d'introduire dans le domaine intemporel des mathématiques le temps comme
variable de référence. On a vu que la tentative de Mac Laurin, de fonder
rigoureusement les méthodes de Newton, ne peut se passer de la référence au temps.

7.1. La limite, "vraie métaphysique du calcul infinitésimal"

D'Alembert, parmi d'autres, tente de fonder le calcul infinitésimal sur des bases
plus rigoureuses. Il refuse I'emploi d'infiniment petits ou grands, de rapports de
quantités nulles: "les fluxions doivent étre considérées comme des limites de rapports
de quantités non nulles et non pas comme des rapports de quantités infinitésimales."1
C'est d'Alembert le premier qui affirme que la notion de limite est "la vraie
métaphysique du calcul différentiel. La métaphysique des quantités infiniment grandes
et petites est totalement inutile pour le calcul différentiel.” Le mot de métaphysique

peut surprendre un lecteur moderne. Dans les Eléments de Philosophie , d'Alembert
explique que "la métaphysique a pour but d'examiner la génération de nos idées".2 On
peut le comprendre comme la recherche des principes, des fondements de la science
considérée. Ce souci de préciser et d'assurer les fondements ne sera pas vraiment mis
en pratique par d'Alembert lui-méme, comme en témoigne l'article Pyramide de
I'Encyclopédie , out d'Alembert reprend un langage inspiré des indivisibles: pour
comparer deux pyramides de méme hauteur, il les considére "composées d'un méme

} Article Différentiel de V'Encyclopédie
2 d'Alembert Eléments de philosophie , ch. 13
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nombre infini de tranches"... , compare deux a deux les tranches, et conclut que "les
sommes des tranches" des deux pyramides sont entre elles comme leurs bases.

En 1795, Laplace, dans ses Cours de I'Ecole Normale de I'An Il , mettra en
pratique les positions de principe de d'Alembert. " La méthode des limites sert de base
au calcul infinitésimal”.! Il en énonce un premier principe: "deux quantités dont on
peut prouver que la différence est moindre qu'aucune grandeur donnée sont
évidemment égales entre elles"2, puis un second: "la limite de 'expression d'une suite
de grandeurs est l'expression de la limite de ces grandeurs", qui établit une
correspondance entre la limite de grandeurs géométriques et la limite de leurs
mesures. Ces deux principes lui permettent dans les applications, de négliger "les
quantités formées de deux dimensions qui diminuent sans cesse relativement a celles
qui n'ont qu'une semblable dimension. Mais pour faire sentir la justesse de ces
omissions et pour montrer qu'elles ne nuisent point a I'exactitude des résultats, il est
bon de donner plus de développement aux démonstrations de ce genre dans les
éléments de Géométrie."? Une des démonstrations de géométrie €lémentaire choisies
par Laplace pour initier ses €éléves aux principes du calcul infinitésimal, consiste
justement & démontrer que "deux pyramides triangulaires de méme base et de méme
hauteur sont égales en solidité." L'idée directrice est de majorer la différence entre les
deux pyramides par une grandeur qui peut étre rendue plus petite que toute grandeur
donnée. Il n'est pas nécessaire, selon lui, " d'évaluer cette différence.4" Pour mettre
en évidence que cette différence peut €tre ainsi majorée, il découpe les pyramides en
tranches d'égale épaisseur et considére les prismes droits que I'on peut inscrire a
l'intérieur de chaque tranche, qui sont deux a deux égaux pour deux tranches
correspondantes des deux pyramides. La différence de deux tranches
correspondantes est moindre que le volume des trois "onglets" complémentaires au

prisme?.
- fig. 44
1 Laplace Cours de I'Ecole normale de 'AnIIl , septiéme scéance in Qeuvres , page 84

2 ibid., p. 81 . Remarquons que ce principe, correct pour des quantités constantes, ne peut cependant
s'appliquer & des quantités variables.

3 ibid., p. 92

4 ibid., p. 91

5 Ce résultat est simple lorsqu'il est traduit algébriquement: SiT, T',P, P, q, q désignent les
volumes des tranches, des prismes droits inscrits et des trois onglets complémentaires aux prismes
dans les tranches, ona T=P+q , T'=P+ q , P =P (les prismes ont méme base et méme
hauteur) . Si T est supposée supérieurou égalaT', T-T'= g-q'< q
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Sans avoir besoin d'évaluer ces volumes, comme il 1'a fait remarquer, il
considére que chaque onglet est moindre qu'un parallélépipede dont les dimensions
sont: un coté de la grande base de la tranche, une aréte de la tranche, la hauteur de la
tranche. La somme des trois onglets de la tranche est donc moindre que le produit du
contour de la base de la tranche par la plus grande des arétes de la tranche et par la
hauteur de cette tranche. La réunion de tous les onglets définis par toutes les tranches
de la pyramide est moindre que le pfoduit du contour de la base de la pyramide, par la
plus grande des arétes de la pyramide et par la hauteur commune des tranches. Or
cette derniere dimension peut €tre rendue plus petite que toute grandeur donnée; les
deux pyramides sont donc égales.

C'est donc ainsi que Laplace considére qu'il peut négliger le volume des trois
onglets de chaque tranche par rapport au volume du prisme de chaque tranche: 'onglet
a deux dimensions qui diminuent, hauteur et arétes, le prisme n'en a qu'une, sa
hauteur. Il prépare ses éleves a confondre, par exemple, le petit trapéze mixtiligne
sous la courbe et le petit rectangle, a la comparaison des infiniment petits d'ordres
différents. On remarque l'effort de rigueur, de concision et de simplicité de Laplace,
qui, comme de nombreux savants de 1'époque révolutionnaire va mettre son savoir et
son talent au service de l'enseignement des "commengants”. L'effort didactique
amenera aussi les savants a réfléchir sur les fondements de leurs théories.

7. 2. Lazare Carnot et la "compensation des erreurs".

Lazare Carnot, aussi, tente de rendre satisfaisantes les bases du calcul
infinitésimal, dans son essai de 1797, Réflexions sur la Métaphysique du calcul
infinitésimal , qu'il reprend en 1813. Carnot défend la thése selon laquelle les diverses
méthodes qui ont ét€ développées "ne sont & proprement parler qu'une seule et méme
méthode présentée sous divers points de vue. C'est toujours la méthode d'exhaustion
des anciens, plus ou moins simplifiée, plus ou moins heureusement appropriée aux
besoins du calcul, et enfin réduite en un algorithme régulier. Mais cet algorithme est
d'une haute importance, c'est un instrument avec lequel ils abrégent et facilitent le
travail de l'esprit en le réduisant pour ainsi dire en travail mécanique."! 1l va donc
n'exclure aucune de ces méthodes, mais choisir, pour 'usage habituel, celle qui lui
apparait la plus facile, la méthode des différentielles de Leibniz. Il accepte donc les
quantités infiniment petites, qu'il définit comme des quantités "continuellement
décroissantes, tellement qu'elles puissent étre rendues aussi petites que I'on veut sans

' Lazare Camnot . Réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal , Paris , 1797 , réédition
Blanchard, 1970, p. 123
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qu'on soit obligé pour cela de faire varier celles dont on cherche la relation."! Et il
considére que , bien que Leibniz néglige des quantités infiniment petites dans les
relations qui traduisent le probléme et -dans ses calculs, les résultats finaux sont
exacts, car les erreurs commises a diverses étapes du calcul se compensent. La
position nous étonne, mais c'était aussi celle d’Euler et de Lagrange, et également de
I'évéque Berkeley.

Pour appuyer sa thése, il choisit deux ou trois exemples de problémes, parmi
lesquels celui du volume de la pyramide, qu'il traite successivement par les diverses
méthodes qu'il étudie.

- Il expose d'abord une méthode tout a fait proche de celle que nous avons vu
Laplace utiliser. Pour prouver que deux pyramides de méme base et de méme hauteur
sont égales en volume, Carnot explique que chaque tranche infiniment mince de
chaque pyramide contient un prisme et un onglet (les trois onglets de Laplace sont par
Carnot désignés de fagon collective), infiniment petit par rapport a la tranche. Selon le
principe fondamental qu'il a énoncé: "Deux quantit€s non arbitraires sont
rigoureusement égales entre elles, du moment que leur différence prétendue peut Etre
supposée aussi petite qu'on le veut"Z, les tranches T et T' correspondantes vérifient:
T-q =T'- q . Négligeant les volumes q et q' des onglets, infiniment petits par
rapport aux volumes T et T' des tranches, il obtient I'équation T= T'. "Comme cette
équation n'est pas dégagée de l'infini3, nous ne pouvons encore savoir si elle est
exacte ou seulement imparfaite4; mais comme on peut appliquer a toutes les tranches
qui composent les pyramides enti¢res ce que nous venons de dire de deux d'entre
elles, il suit qu'on aura P = P'. Or ces deux volumes des pyramides entiéres sont des
quantités fixes. Donc l'équation P = P' est enti¢rement dégagée de toute considération
de l'infini. Donc elle est nécessairement et rigoureusement exacte."S Pour Carnot, en
effet, le moyen de vérifier que le calcul a abouti & un résultat exact et non plus
approché - il considére que les égalités qui font intervenir les différentielles, par
exemple, sont des égalités approchées - est I'absence en fin de calcul des éléments
infinitésimaux, "quantités arbitraires qui produisent des erreurs".6 Remarquons que,
a la différence de Laplace, il n'a pas pris soin de s'assurer que la somme des onglets,
en nombre infini, était bien infiniment petite. La comparaison des deux infiniment
petits, tranche et onglet lui parait suffisante.

1 ibid., p.13

2 Pprincipe fondamental, Corollaire premier, ibid., p.19

3 les tranches sont infiniment minces.

4 les équations imparfaites sont, dans le vocabulaire de Camot, celles qui correspondent 4 des
égalités approchées oll on a négligé certains termes. .

5 ibid., p.31

6 ibid., p. 12
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- 11 présente.une autre démonstration s'appuyant sur le méme principe fondamental,
démonstration tout & fait semblable 2 celle que nous avons lue dans les Eléments de
Géométrie de Tacquet. Chacune des deux pyramides est comprise entre deux
empilements de prismes dont la différence est infiniment petite, car égale au produit de
sa base par la hauteur d'une tranche. Les sommes des prismes intérieurs aux deux
pyramides sont égales; de méme pour les sommes des prismes extérieurs; donc la
différence entre les deux pyramides est infiniment petite: les deux pyramides sont
donc égales.!

- La méthode par exhaustion est pour Carnot, une fagon d'exprimer les
démonstrations précédentes. Les éléments infinitésimaux sont pour lui, des quantités
auxiliaires, qui disparaissent en fin de calcul. La méthode par exhaustion se réduit
également & faire intervenir des quantités auxiliaires - par exemple les empilements de
prismes construits par Euclide 2 l'intérieur des deux pyramides - dont les propriétés
se retrouvent par induction , en vertu d'une "loi de continuité", dans les quantités
considérées comme les termes extrémes des quantités auxiliaires - les volumes des
pyramides, vers lesquelles tendent les empilements de prismes. La démonstration par
l'absurde est 14 pour "constater la certitude de la relation”.2

- La méthode de comparaison de deux pyramides par les indivisibles - Carnot
reprend le schéma de la démonstration que nous avons vue & l'oeuvre dans le Livre
VII de la Géométrie de Cavalieri ou dans les Elémens de Géométrie de Lamy - n'est
autre chose qu'un "corollaire de la méthode d'exhaustion”. Il n'argumente pas cette
thése de fagon tout a fait convaincante, et se contente de se référer aux déclarations de
Pascal qu'il cite longuement : "tout ce qui est démontré par les véritables régles des
indivisibles se démontrera aussi a la rigueur et a 1a maniére des anciens et (...) ainsi
I'une de ces méthodes ne différe de 'autre qu'en la manicre de parler.” Il n'y a 1a donc
qu'un moyen habile d'éviter le recours a la démonstration par l'absurde.3 Carnot
présente également une démonstration par la théorie arithmétique des indivisibles, a la
maniére de Roberval et que nous avons retrouvé dans La Science des Géométres de

I'Abbé Deidier. Le volume de la pyramide de base B et de hauteur H est une somme

<14 P . . B . .
d'éléments infiniment petits qui sont de la forme T x h2 , pour h entier croissant

3 2
de O jusqu'a H . Il vaut —I% ( 20+ 36H * H) . Le nombre H étant infini, les

3H2 H . . s .
termes ~p— et £ "disparaissent vis 2 vis de ce premier terme".4 Clest, selon

! ibid., p. 31-32
2 ibid., p. 88

3 ibid., p. 89-92
4 ibid., p. 93-94
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Carnot, la méthode d'exhaustion a laquelle on a adjoint le principe de négliger une
quantité infiniment petite vis a vis d'une autre.

- 11 applique également la méthode différentielle au calcul du volume V d'une
pyramide. L'élément de pyramide, situé a la distance x du sommet, a pour volume
dv:

dV= %xz dx + q , ou q désigne le volume infiniment petit de I'onglet. En le

négligeant et en prenant l'intégrale de I'équation "inexacte” dV= %xz dx , Carnot
511—?15 x3 + C. 1l vérifie que cette équation est pourtant exacte en
calculant une petite variation dV de ce volume. dV = 3—1515 x + dx)3 - % x> . It

obtient V =

remarque que les termes 3—2—2 (3x dx?+ dx?) sont omis dans l'expression de la

différentielle et dans I'opération d'intégration; mais il considére que le procédé est
valide, car leur somme peut étre supposée aussi petite que I'on veut (ce qu'il ne
démontre d'ailleurs pas plus avant).! Nous remarquons qu'il reste un flou sur le sens
de la notation dV qu'il n'utilise pas ici dans le sens leibnizien. Carnot prétend avoir
ainsi démontré que la méthode différentielle équivaut & la méthode arithmétique des
indivisibles et aux deux premi¢res méthodes exposées, car elles recourent toutes a la
méthode algébrique "des coefficients indéterminés" de Descartes, méthode qui,
exprimée par Carnot, consiste  considérer que, si dans I'équation
A+Bx+Cx*+Dx>+..=0, x estune quantité variable qui peut étre supposée
aussi petite que I'on veut, alors A=B=C=D=..=0. 2

La "vraie métaphysique" du calcul infinitésimal est sans doute3, la notion de
limite, mais une notion de limite plus précise que celle de d'Alembert ou de Laplace
dans ses Cours de I'E Normal ‘An IlI. C'est la notion de limite reprécisée
par Cauchy et arithmétisée par Weierstrass. C'est avec le langage des limites que
Cauchy a défini la notion de fonction continue, puis de dérivée, puis d'intégrale d'une
fonction continue sur un intervalle, et avec ce langage on peut expliquer de fagon
unifiante toutes les méthodes mises en jeu depuis Euclide pour le calcul du volume de
la pyramide. Chacune des deux pyramides comparées a pour volume la limite de la
suite des volumes des prismes définis par le découpage réitéré d'Euclide, ou des
prismes définis par Tacquet ou Lagrange. L'intégrale de la fonction, qui a la hauteur x

1 jbid., p. 103-104

2 ibid., p. 95 et suivantes.

3 Les concepts de I'Analyse non-standard prétendent aussi permettre de réinterpréter toutes ces
méthodes
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de la pyramide associe son volume, est la limite de la somme de Riemann de cette
fonction. Les sections indivisibles des deux pyramides comparées ont pour aire la
dérivée de la "fonction volume"; les "fonctions volumes" des deux pyramides ayant
méme dérivée et méme valeur initiale (zéro, pour x=0), sont donc égales. La méthode
de Roberval peut aussi se traduire dans le langage des limites; on peut considérer la
suite définie comme la somme des volumes de n petits prismes d'épaisseur commune
inscrits dans la pyramide; sa limite est le volume de la pyramide.

Malgré son erreur sur le choix du concept unificateur, la démarche de Carnot a
son intérét, et va dans le sens dans lequel se développeront les mathématiques du
XIXeme sigcle : elles chercheront & fonder les théories sur des bases solides et
rigoureuses, et 4 unifier les méthodes. Le désir de Carnot d'unifier les méthodes
apparemment divergentes de 1'Analyse infinitésimale, méthodes qui, mises en
application sur les mémes objets, donnent pourtant des résultats convergents, est
également précurseur. Sa tentative de faire appel, pour la démarche unificatrice, a une
procédure algébrique est aussi tout 2 fait dans le sens de I'évolution des
mathématiques du XIX¢me gigcle. S'il n'a pas fait les meilleurs choix, c'est sans
doute aussi que les concepts utiles n'étaient pas encore assez €laborés: le concept de
fonction et celui de limite d'une fonction; il est nécessaire également de mettre en
forme un champ numérique homogene, qui permette de faire sortir le probleme du
cadre uniquement géométrique. Lagrange, en 1797, dans la Théorie des fonctions
analvtiques , appliquera la théorie des fonctions a la mesure des aires, et aux calculs
de solidités. Le premier, il donnera une solution analytique au probléme du volume
d'un solide, le définissant & I'aide de la primitive d'une fonction:

" Si la fonction f x exprimait l'aire de la section d'un solide, faite
perpendiculairement a l'abscisse x on prouverait de la méme maniére que la solidité
serait exprimée par la fonction primitive de f x . Car désignant par Fx la solidité, la
différence F(x + i) - Fx exprimerait la portion du solide comprise entre les deux
sections f (x +1i)et fx ,etcette portion serait nécessairement intermédiaire entre les
deux solides prismatiques i fx etif (x +1i), en prenant la quantité i aussi petite
qu'on voudrait; d'olt l'on conclurait, comme ci-dessus, F'x = fx."

1 Lagrange Théorie des fonctions analytiques , p. 156- 157
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8. Conclusion

8. 1. Les méandres de I'histoire

L'histoire des démonstrations concernant le volume de la pyramide ne présente
pas un développement linéaire, cumulatif et orienté, au contraire de la vision
positiviste du progrés des connaissances. Elle apparait plutét comme un entrelacs
d'avancées et de reculs, de tentatives parfois sans suite ou momentanément
abandonnées, qui ressurgissent éventuellement sous des formes différentes.

On a vu ainsi la méthode par exhaustion, aprés avoir subi des allégements au
XVIeme gizcle, &tre délaissée, au XVIIme sigcle, par Cavalieri et les tenants des
méthodes par les indivisibles , reprise ensuite, sous une forme nouvelle, par Tacquet;
on la verra reprise encore, d'une fagon un peu plus euclidienne, par Legendre dans les
premigres éditions de ses Eléments de Géométrie , dont je dis quelques mots a
I'Annexe 1. Elle est délaissée parce qu'on la trouve:trop longue, peu éclairante, mais,
jusqu'an début du XIXeme sigcle, elle reste considérée comme la méthode qui garantit
la validité des raisonnements. On a vu Cavalieri, Roberval, Newton, Leibniz s'y
référer et tenir leurs propres méthodes équivalentes a la méthode par exhaustion.

On a vu, chez les tenants des méthodes faisant appel & I'outil des infiniment
petits, des positions trés variées: Une théorie des infiniment petits est soutenue par les
philosophes atomistes & partir du Véme sigcle avant J.C., puis mise au ban des
mathématiques; elle ressort dans certaines discussions au Moyen-ige, puis influence
Cavalieri dans ses constructions théoriques, bien qu'il se défende absolument de
considérer les indivisibles comme des atomes effectifs de la figure. Elle est nettement
assumée par Wallis, Roberval, Pascal et d'autres, comme un outil de calcul, sinon
comme une position philosophique. Pour Lamy, c'est une fiction commode. Newton
utilise, puis rejette les infiniment petits, Leibniz les accepte comme instruments de
raisonnement et développe, indépendamment , des théories métaphysiques
apparentées; il ne demande cependant pas aux mathématiciens d'adhérer a sa théorie
des monades. Les défenseurs de Newton comme Mac Laurin ou d'Alembert rejettent
tout usage des infiniment petits, difficiles & concevoir ou 4 admettre. Carnot semble
les considérer comme des objets mathématiques susceptibles d'une définition
rigoureuse.

On a vu émerger l'idée de limite et quelques techniques de calcul sur les limites
émerger implicitement dans le langage et 1a démonstration de Tacquet: la différence
entre le volume de la pyramide et celui des prismes inscrits peut étre rendue plus petite
que toute quantité donnée. Elle réapparait chez Newton, dans un cadre théorique
nouveau, celui des premiéres et dernieres raisons, éloigné de la position plus classique
de Tacquet, mais justifiée par les mémes types de raisonnement et de calcul. L'idée

78



de limite est relativement absente du calcul infinitésimal qui se développe au début du
XVIItme sigcle sur le continent, puis d'Alembert la fait ressurgir et Laplace lui donne
le role fondamental; je signalerai a 'Annexe I, sa place primordiale dans les
entreprises de rigorisation du calcul infinitésimal au XIX®me sigcle.

Remarquons aussi toutes les tentatives, riches d'idées fructueuses inspiratrices
de techniques créatrices, mais qui seront pourtant abandonnées. La premicre théorie
des indivisibles de Cavalieri, celle de "toutes les lignes", édifice pourtant construit
avec soin, n'aura pas beaucoup de lecteurs ni d'adeptes. Le principe de Cavalieri, sa
deuxiéme théorie des indivisibles, sera utilisé pendant plus d'un si¢cle, encore par
d'Alembert dans ['Encyclopédie , par Bezout dans ses traités de géométrie, mais ne
donnera plus lieu ensuite & d'autres développements. La théorie des fluxions de
Newton, méme aprés la tentative de mise en forme plus rigoureuse faite par Mac
Laurin, tombera aussi en désuétude. '

Si on s'attache au niveau technique des découpages de la pyramide utilisés au
cours des ages, on remarque que le découpage d'Euclide, par les milieux des arétes -
qui permettait d'enlever & chaque étape du découpage plus de la moiti€ de la
pyramide, et d'utiliser la proposition I du Livre X des Eléments, afin de mettre en jeu
le raisonement par exhaustion - est le plus souvent abandonné au profit d'un
découpage en tranches paralleles, mais les maniéres de considérer et éventuellement
d'encadrer les restes sont trés vari€es. On "néglige" les restes dans certaines
techniques des indivisibles, ou dans les approches leibniziennes du calcul intégral,
comme chez les mathématiciens chinois, mais dans des cadres théoriques bien
différents; Tacquet encadre précisément les restes, d'une maniere qui se retrouvera
dans la douxiéme édition des Eléments de géométrie de Legendre, mais différente de
celle de Laplace par exemple.

8. 2. Le progres en mathématiques

Si, au dela de Ia description, on cherche, sur cet exemple, a comprendre
comment proceédent les progrés des mathématiques, on doit me semble-t-il, relativiser
les explications proposées par plusieurs modeles 1. Pour Bachelard, on ne connait
que contre une connaissance antérieure et l'essentiel du progres est dii au combat
contre des obstacles épistémologiques. Il est vrai que les Jésuites, au X VIIeme sigcle,
héritiers de la philosophie scholastique, exerceérent une influence trés négative pour
l'acceptation des concepts nouveaux, qui mettaient en jeu indivisibles ou infiniment
petits. La résistance des Jésuites a duré longtemps, et a peut-€tre ralenti le
développement de la réflexion sur les méthodes infinitésimales. Mais la réflexion des

1 Les modgles du développement des connaissances développés par I'épistémologie sont plus
adéquats aux développements des sciences de la nature qu'aux mathématiques.
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Jésuites comme Tacquet, a aussi ouvert la voie & des notions nouvelles; on a pu
remarquer l'émergence d'une idée de limite, une forme de découpage de la pyramide
et de traitement des restes qui s'imposera a partir du XIX®me siecle. Et surtout, contre
la position de Bachelard, il faut remarquer que les tenants des méthodes nouvelles, qui
utilisaient, malgré les interdits philosophiques ou religieux les outils des infiniment
petits, ne rejetaient absolument pas les théories antérieures. Au contraire, comme je
l'ai déja dit, A plusieurs reprises, les méthodes des anciens restent la référence qui
valide leurs propres méthodes. Ils considérent la méthode nouvelle qu'ils défendent
comme équivalente aux méthodes des anciens, comme des abrégés plus performants
de ces méthodes. Et lorsqu'ils se réferent a leurs précurseurs plus immédiats, le plus
souvent, ils ne rejettent pas leurs théories et leurs résultats. Ainsi Newton ou Leibniz
ont beaucoup de respect pour le travail de Cavalieri; s'ils développent une méthode
nouvelle, c'est que certaines des prémisses de Cavalieri leur paraissent discutables
mais pas nécessairement 2 rejeter complétement. La plupart des mathématiciens du
X VIRmMe sigcle ne rejettent pas non plus mutuellement leurs théories, qui se présentent
souvent sous des formes et sur des fondements trés différents; s'il y a querelle, c'est
plutdt des querelles de personnes, d'auteurs revendiquant la priorité d'une découverte
ou la propriété d'une méthode; mais ils considerent leurs théories compatibles entre
elles et compatibles avec les théories précédentes.

La naissance du calcul différentiel pourrait étre adéquatement décrite par la
conception kuhnienne! d'une avancée résultant de I'accumulation de contradictions:
l'abondance des critiques et contrexemples qui s'opposent aux théories des
indivisibles a poussé les mathématiciens a construire un nouvel édifice qui n'offre pas
le flanc aux mémes critiques. On peut aussi utiliser la notion de science normale pour
décrire l'ensemble des concepts et des conventions généralement adoptés par les
mathématiciens jusqu'au X VII®me sigcle; on peut considérer qu'a la fin du XVI2me et
au X VIIme sigcles, certaines barriéres de la science normale , jusqu'alors acceptée de
fagon unanime, sont transgressées. Ainsi les interdits sur la division a l'infini d'une
figure en éléments infiniment petits sont bravés; ainsi certains mathématiciens se
permettent de négliger des quantités, de comparer entre eux des infiniment petits.
Ainsi Cavalieri, puis Roberval, de fagon plus osée, et enfin le courant leibnizien, vont
étendre, puis faire éclater le carcan de la théorie des grandeurs euclidiennes, de la
théorie des proportions. On assiste & un phénomene d'extension et de relichement
des définitions, que Lakatos? considére comme une étape importante du
développement des mathématiques. Sans avoir construit une nouvelle théorie des

1 Je fais référence ici aux théories développées par exemple dans Kuhn, La structure des révolutions
scientifiques ou La tension essentielle
2e fais référence ici aux théories développées par exemple dans Lakatos, Preuves et réfutations
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grandeurs, les mathématiciens vont étendre leur champ; Cavalieri considére "toutes les
lignes" d'une figure comme une grandeur susceptible d'application de la théorie des
proportions; certains considérent les quantités infiniment petites comme on avait
considéré les grandeurs; Roberval, et les tenants de I'Arithmétique des infinis
associeront des nombres aux grandeurs, avec beaucoup de liberté, puisque ces
nombres sont plutdt des conventions de calcul que des mesures de ces grandeurs;
avec l'introduction de ses notations trés souples les tenants des méthodes
leibniziennes vont petit 4 petit manipuler algébriquement comme des nombres, ce
qu'on considérait auparavant comme des grandeurs, calculant, par exemple, sur les
différentielles comme sur les nombres. 1 Cependant le concept de
Vincommensurabilité entre les anciens et les nouveaux paradigmes s'applique mal aux
mathématiques. Une caractéristique importante de I'évolution des mathématiques, qui
n'a pas été souvent relevée est, par opposition aux idées mentionnées ci-dessus, la
volonté d'absorption des théories antérieures, le désir de construire une théorie plus
englobante, enfin le désir d'unification des méthodes qu'on a bien reconnu chez
Carnot. Les théories de Cavalieri sont, pour un temps, violemment critiquées, mais
quelques décennies plus tard, Leibniz par exemple, sans développer beaucoup son
idée, note cependant qu'il obtient, pour un choix particulier des dx, la méthode de
Cavalieri. Les tentatives de Newton et de Leibniz consistent a rendre acceptables des
objets, qui sans étre des atomes indivisibles, sont pourtant des infiniment petits; pour
ce faire ils les considérent plutdt négativement, en précisant dans quelles conditions on

peut ne pas en tenir compte.

8. 3. Le "ressort" de I'histoire des démonstrations sur le volume de la
pyramide

On peut se demander ce qui, précisément, a fait évoluer les démonstrations du
calcul du volume de la pyramide. 11 faut se rappeler que ces démonstrations ne sont
pas composées pour convaincre le lecteur de I'exactitude du résultat, qui est établi de
fagon indubitable depuis Euclide; mais elles sont proposées et composées a
différentes fins. Chez Cavalieri, elles doivent convaincre le lecteur de la validité de
ses techniques de démonstration; pour L. Carré, cette démonstration fait connaitre
une nouvelle théorie mathématique; pour Laplace, la démonstration est utilisée a des

fins pédagogiques, pour préparer le lecteur & l'usage des méthodes les plus
sophistiquées de calcul infinit€simal.

1 Le role primordial de Descartes dans le travail de numérisation des grandeurs géométriques est
occulté par cette étude, puisqu'il ne s'est pas occupé de calculs de volumes .
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Le ressort de 1'évolution de ces démonstrations me parait étre une tension entre
deux pdles contradictoires. L'un de ces pdles est 'autorité du modele euclidien, de sa
rigueur axiomatico-déductive, sur l'exactitude duquel un consensus se fait depuis
toujours. L'autre pOle est la tentation de faire appel & des concepts qui sont en
contradiction avec les constructions euclidiennes: les notions infinit€simales, par
exemple, qui stimulent 'imagination des mathématiciens, qui leur ouvrent les portes
pour résoudre de nouveaux problémes. Cette tension se manifeste par le fait que ces
notions qui transgressent les canons euclidiens sont masquées ou considérées comme
un simple auxiliaire, commode, mais traduisible dans le langage antérieur. Ce
déséquilibre constant, ce balancement toujours en puissance entre les deux pdles
explique sans doute des positions contradictoires, parfois chez un méme auteur:
Cavalieri, par exemple, revendique que ses méthodes bien qu'évidemment tres
inspirées par les idées infinitésimales, n'utilisent absolument pas d'infiniment petits, il
ne prétend pas qu'une figure soit composée d'une infinité€ de lignes, ne parle jamais
du nombre de ses lignes; et pourtant son travail aménera d'autres mathématiciens a
recourir aux indivisibles actuels, aux découpage d'une figure en une infinité actuelle
de lignes ou de plans; Roberval reconnait que ses méthodes, certes, utilisent des
infiniment petits, mais il affirme qu'elles peuvent &tre validées sans recours aucun
aux quantités infinitésimales. C'est cette tension qui peut expliquer que Newton,
apres avoir dans ses premiers €crits utilisé les "moments”, entreprenne de reconstruire
le nouveau calcul sur la méthode des premiéres et derniéres raisons, prétendant
exclure tout infiniment petit; que Mac Laurin essaie de faire entrer dans l'axiomatique
euclidienne, comme .de nouveaux objets mathématiques, conformes aux canons
euclidiens, le temps, le mouvement, les notions de mouvement uniforme, accéléré,
retardé, cette tension peut expliquer qu'il entreprenne de reconstruire tout 1'édifice de
Newton, sur la théorie des fluxions sans appel aux quantités infinitésimales et que
pourtant il ne puisse éviter d'utiliser ces quantités au livre II de son Trgité des
Fluxions , pour résoudre certains problémes. C'est aussi cette tension qui peut
expliquer la contradiction entre les positions théoriques défendues par d'Alembert et la
démonstration effective qu'il propose dans l'article Pyrgmide , ou qui peut expliquer
le désir unificateur de Carnot. Le résultat concernant le volume de la pyramide étant
classique, le travail sur sa démonstration est tr€s proche du travail de fondation des
théories utilisées, travail de fondation plus ou moins conscient suivant les auteurs,
évident pour Cavalieri, sans doute moins clair chez Tacquet, par exemple, effort
qu'on voit nettement a l'oeuvre dans les Réflexions sur la Métaphysique du calcul
infinitésimal . On verra, dans I'annexe II, que les questions que se poseront les
mathématiciens du XX¢me sigcle sur le sujet, auront justement trait a des problémes de
fondements: comment fonder une théorie des volumes sur une axiomatique minimale.
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ANNEXE 1

Quelques remarques sur les démonstrations proposées au XIxéme
siecle.

L'évolution des méthodes proposées au XIXeme sigcle, période fondamentale
pour l'axiomatisation de I'analyse infinitésimale resterait a faire, pour voir si les
démonstrations relatives au volume de la pyramide rendent compte ou révélent
quelques traces de la maniére dont ont évolué a cette époque la notion de fonction,
dont ont été€ définies les notions de limite, de dérivée, d'intégrale... Cependant d'aprés
~ les ouvrages du XIX®me sigcle que j'ai pu consulter, le sujet est traité dans les
manuels de géométrie élémentaire, avec fort peu de recours aux nouvelles notions
d'analyse. Un prototype de ces démonstrations est celle de la douziéme édition! des
Eléments de Géométrie de Legendre (1823). Legendre, en réaction contre les traités
du XVIIme gizcle, revient A une axiomatique de type euclidien, afin de "satisfaire
I'esprit en composant des éléments trés rigoureux", écrit-il dans sa préface. Son traité
dominera I'enseignement de la géométrie dans tout le monde occidental pendant un
si¢cle. Il connaitra 21 éditions successives de 1794 A 1878, et sera traduit en plusieurs
langues. On retrouve, dans cette démonstration, I'idée directrice de la démonstration
de Tacquet. Mais Legendre ne devait pas la connaitre, pas plus que d'autres
construites sur le méme schéma (celle de Carnot citée en deuxieéme exemple, qu'on
trouve reformulée par Lacroix dans ses Eléments de géométrie de 1811). Cette
démonstration lui a été suggérée par Querret, un chef d'instruction & Saint-Malo,
explique Legendre dans sa préface.

Pour prouver que les volumes V et V' des deux pyramides de méme base et de
méme hauteur sont égaux, il inscrit et circonscrit des prismes dans les deux
pyramides. Au lieu de considérer, comme Tacquet, que I'empilement des prismes
peut €tre, & peu de choses pres, confondu avec la pyramide, il utilise un raisonnement
par l'absurde pour prouver que la différence entre les volumes des deux pyramides
comparées ne peut €tre que nulle. Supposant V > V', il montre deux inégalités
contradictoires sur les volumes Ve et vi des prismes circonscrits et inscrits:

V-V'< Ve-vi et V-V'> Ve-vi . Il explicite tous les calculs en détail, et en
particulier toutes les inégalités nécessaires & son raisonnement.

Ce raisonnement par l'absurde sera économisé ensuite par la mise en jeu de
suites. La suite (Sn) , somme des volumes de prismes de méme hauteur égale a la

1 Dans la premitre édition des Eléments de Géométrie , de 1794, Legendre donne une démonstration
qui s'appuie sur la décomposition réitérée de la pyramide 2 la manizre d'Euclide et la proposition
concernant le volume est démontrée par un double raisonnement par I'absurde, proche du raisonnement
par exhaustion classique.
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nitme partie de la hauteur de la pyramide, et la suite (sp), somme des volumes des
prismes inscrits de méme hauteur, ont méme limite, le volume de la pyramide.
Témoin, la démonstration, exemplaire de concision et de simplicité, de Jacques
Hadamard dans ses Lecons de Géométrie , publiées en 1898, et rééditées jusqu'en
1949,

ANNEXE II
Le troisi¢tme probléme de Hilbert !

Au second congres international des Mathématiciens qui se tint & Paris en 1900,
Hilbert posa vingt-trois problémes touchant les différents domaines des
mathématiques. Le troisiéme probléme de Hilbert est le seul touchant aux
mathématiques élémentaires. Il a pour titre: "De I'égalité en volumes de deux
tétraédres de bases et de hauteurs égales”. Comme on peut le lire dans I'extrait ci-joint
de sa communication, Hilbert fait remarquer que le probléme plan analogue au
troisiéme probléme, montrer que deux triangles de bases et de hauteurs égales ont
méme aire peut se résoudre de fagon simple, par exemple par découpage et
repositionnement d'un nombre fini de pigces. On peut méme montrer de cette maniere
I'égalité des aires de deux polygones de formes quelconques. Par contre, pour
calculer le volume d'une pyramide et pour montrer que deux pyramides de bases et de
hauteurs égales ont méme volume, Hilbert rappelle que les mathématiciens, depuis
Euclide, ont toujours eu recours a des méthodes équivalentes a la méthode
d'exhaustion, des méthodes faisant intervenir l'axiome de continuité, précise-t-il en
utilisant le langage des Fondements de la Géométri

Le tétraédre étant le solide élémentaire & partir duquel on peut construire tous les
poly&dres, la question posée dans le troisiéme probléme de Hilbert peut donc &tre lue
de la fagon suivante: peut-on élaborer une théorie de la mesure des polyedres évitant le
recours 2 des procédés apparentés aux méthodes de limites? Hilbert cherche donc a
construire de fagon minimale une théorie des volumes.

1 Cet aspect est plus développé dans M. Biihler, M. Grégoire, Puzzle et casse-téte, in La figure et
I'espace , Actes du 82me colloque inter-IREM de la commission Epistémologie et histoire des
mathématiques, IREM de Lyon, 1993
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Déja, Legendre, dans ses Eléments de Géométrie , avait affin€ la notion d'égalité
de figures qui avait plus ou moins persisté depuis Euclide. Il introduit le terme
d'équivalent pour exprimer que deux figures planes sont égales en surface, ou que
deux solides sont égaux en solidité , et réserve aux figures superposables la
dénomination d'égales !. Euclide utilisait le méme terme pour des figures
superposables et des figures de méme aire non superposables, considérant en
particulier sans explication particuliére, que des figures planes symétriques par rapport
a un axe ou des figures solides symétriques par rapport & un point ou un plan étaient
égales. Au XIXeéme sigcle on a cherché, de plus, & comprendre plus précisément le
lien entre I'égalité des aires de deux figures et la possibilité de les décomposer a l'aide
des mémes morceaux, de fagon finie. Pour abréger, je désignerai cette derniére
propriété par le terme d'équidécomposabilité 2. Deux polygones sont
équidécomposables si on peut découper I'un d'eux en un nombre fini de piéces et
réarranger ces pieces pour obtenir 'autre polygone. On peut donner une définition
analogue de 1'équidécomposabilité de deux polyedres. Il est bien évident que deux
polygones équidécomposables ont méme aire. La réciproque est-elle vraie? F. Bolyai,
le pere de J. Bolyai, en 1832 et Gerwien, officier prussien et mathématicien amateur,
en 1833, donnent une réponse affirmative a cette question. La démonstration de
Gerwien est parue dans le journal de Crelle.3 Il est méme possible de démontrer que
deux polygones de mé€me aire sont équidécomposables avec des piéces de méme
orientation et méme avec des pieces a cotés paralleles, ce qui a été fait par Hadwiger et
Glur en 1951...

Hilbert a montré dans ses Fondements de la Géométrie , que la théorie des aires
peut étre fondée sur les seuls axiomes d'association, de distribution, de congruence et
des paralleles. A cet effet, Hilbert remplace l'idée intuitive d'aire par une aire
formelle, qui n'est pas un nombre mais un segment; il évite ainsi la mesure des
segments et I'emploi de nombres irrationnels.

Le probléme analogue pour les volumes est de chercher si deux polyédres de
méme volume sont équidécomposables. On peut démontrer avec les méthodes
dérivées de la méthode des aires, que deux prismes de méme volume sont
équidécomposables avec un cube et donc équidécomposables entre eux. Je n'ai trouvé
de démonstration de ce résultat élémentaire que dans l'article de H. Lebesgue Sur

1 Legendre Eléments de Géométrie, 1794, Livre III, def. 1

2 Je ne parlerai pas ici de l'équicomplémentarité; deux polygones (ou polyedres) sont
équicomplémentables si ont peut, en les complétant par les mémes pieces, en nombre fini, obtenir
le méme polygone (ou polyedre) . Euclide, on I'a vu & la proposition du Livre I utilise
I'équicomplémentarité pour reconnaitre que des figures sont égales. On peut montrer que
I'équicomplémentarité équivaut a I'équidécomposabilité, dans le plan comme dans l'espace euclidien de

dimension 3 Cette équlvalence en dimension 3 ne sera démontree qu en 1943 par J.P., Sydler
3 ; o

(von Herrn Gerwnen pr L1eut im Komgl Preuss. 22sten Inf Reglmem) Joumal de Crelle 1833
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L'équivalence de polyvédres.... de 1938. Sa démonstration s'appuie sur le fait que tout

parallélogramme est équidécomposable avec un rectangle dont un c6té est I'unité -
I'autre définissant son aire - et tout prisme équidécomposable avec un paraliélipipéde
dont la base est un carré de c6té 1. Legendre avait, dans une note ajoutée a ses
Eléments de Géométrie , démontré que deux tétra¢dres symétriques par rapport a un
plan sont équidécomposables.

Hilbert mentionne que Gerling, en 1844, démontre que deux polyeédres
symétriques sont équidécomposables avec des piéces strictement de méme orientation.
M. J. Hill, professeur de mathématiques de l'université de Londres, se préoccupe
d'éviter le recours aux méthodes des limites pour calculer le volume des tétragdres et,
en 1895, donne des exemples de plusieurs familles de tétraédres dont le volume peut
étre calculé a I'aide de simples empilements de solides. En fait, on peut démontrer
avec le résultats de Sydler de 1943, que ce genre de tétra¢dre est équidécomposable
avec un prisme ou un cube. Les tétra¢dres mis a jour par Hill, sont obtenus en
observant les propriétés géométriques que doivent vérifier les prismes pour qu'ils
soient décomposables en tétraédres deux & deux superposables ou symétriques. Hill
précise des relations vérifiées par les arétes de tels tétraédres. Il y a, par exemple, une
premiére famille dont les arétes ont pour longueur: :

AC=aV9-32, AD=BC=2a , AB=BD =DC=aV1+r?
Sir =1, on obtient le tétra¢dre de Hill le plus simple, rectangle isocgle, sixiéme partie
d'un cube (cf fig. 45).

fig. 45

Hilbert a cependant l'intuition que ces tétraédres ne sont que des exceptions.

Raoul Bricard, en 1896, est le premier a s'apercevoir qu'il existe une relation
entre les diedres de deux polyédres équidécomposables, relation qu'on peut exprimer
de facon simplifiée: les angles diedres des deux polyeédres doivent étre
commensurables avec n 1. Sa démonstration, simple, est malheureusement
insuffisante. C'est sans doute pour cette raison qu'Hilbert n'en dit rien. Bricard

1 R, Bricard Sur question relative aux polyédres ,
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suppose implicitement que la décomposition d'un polyédre en morceaux
polyédriques, dy, da, ..., dp, qui, réarrangés, composent l'autre polyedre, respecte
les arétes; plus précisément, sa démonstration suppose qu'aucun sommet des
poly&dres d; ne soit élément d'un segment a; , aréte d'un autre polyedre. Bricard
n'envisage pas le type de situation représenté sur la figure 46, dans laquelle une aréte
"chevauche" plusieurs autres arétes des autres morceaux

fig. 46

Si on exclut donc ce type de décomposition, le long de chaque aréte du polyedre
P, les diedres des morceaux utilisés composent un die¢dre égal a m, si l'aréte est
transportée sur une face du polyédre P', un diedre égal & 2=, si l'aréte est transportée
a l'intérieur du poly&dre P', ou un di¢dre égal a un diedre de P', si l'aréte considérére
est aussi une aréte de P'. 1l y a donc une relation linéaire a coefficients entiers entre
les dieédres de P et de P' et le nombre . Méme si la démonstration de Bricard est
insuffisante, la condition qu'il a exhibée doit &tre vérifiée si les deux polyedres sont
équidécomposables. Max Dehn, quelques mois aprés le congres de Paris, avant que la
communication de Hilbert ne soit publiée, met 2 jour de fagon compléte cette fois,
que, pour que deux polyédres soient équidécomposables, il faut qu'il existe une
relation de dépendance linéaire a coefficients entiers entre le réel 7 et les diedres d; et
d'j des deux poly&dres: Xcidi+Xc'jdj =0 (mod m)
Dans cette relation, les entiers cjet c'; dépendent des longueurs des arétes; si on
considére toutes les relations linéaires a coefficients rationnels vérifi€es par les
longueurs des arétes aj, ap, ..., a'1, a'2,... des deux polyedres,

Ly (a1, ag, ... a1, @'2,... ) =0, les nombres c; et ¢'; vérifient toutes ces relations.
La démonstration de Dehn consiste a ramener le probléme tridimensionnel des
décompositions possibles d'un tétra¢dre en morceaux tétraédraux a un probléme plan:
recouvrir un rectangle donné sans lacune ni superposition par des rectangles partiels.
Il montre ensuite, comme l'avait déja remarqué Bricard, que le tétra¢dre régulier (dont
les diedres ¢ sont tous égaux), n'est pas équidécomposable avec un cube (dont les

_N rd by n
di¢dres sont tous égaux a 5 ), car ¢ n'est pas commensurable avec T. Dehn montre

également que le tétraedre régulier n'est pas équidécomposable avec un tétraédre
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rectangle et isocgle (celui de la figure 45) , et méme qu'il existe une infinité non
dénombrable de paires de polygdres non équidécomposables.!

La démonstration de Dehn est difficile. Elle fut retravaillée par Kagan en 1903,
dans l'article Ueber die Transformation der Polyeder 2, puis reprise vers 1950 par le
mathématicien suisse Hadwiger3, qui la traduisit dans un langage algébrique. Il utilisa
la notion de fonction additive sur un ensemble de nombres: f est additive sur
I'ensemble des nombres aj, ay,... ax , si, pour toute relation de dépendance linéaire a
coefficients entiers

nja; + ngag + ... +tma=0 , ona: nif(ay) + npf(ag) + ... + mf(ay) =0

il utilise aussi la notion d'invariant de Dehn d'un polyédre. Siay, ..., ax sont les
didres d'un polygdre P, 13, 15, ..., Ix, les longueurs des arétes correspondantes et si
f est une fonction additive quelconque sur l'ensemble des nombres a; , ..., ax, le
nombre, noté f(P), avec f(P)= 1;f(a;) + lof(ay) + ... + If(ay) , est un invariant de
Dehn du polyedre P. Il y a autant d'invariants que de fonctions additives f sur a; , ...
, a Le résultat de Dehn est reformulé par Hadwiger de la manigre suivante: Si deux
poly&dres P et P' de méme volume sont équidécomposables, tout invariant de Dehn f,
tel que f(ic) = 0, vérifie f(P) = f(P'). Ou, s'il existe, pour deux polyedres P et P' de
méme volume, un invariant de Dehn , tel que f(%) =0 et f(P) # f(P'), alors P et P'
ne sont pas équidécomposables.

A l'aide de ce théoréme, il est facile de mettre en évidence que deux pyramides de
méme hauteur et dont les bases sont des triangles de méme aire peuvent avoir des
invariants de Dehn différents, et donc ne pas étre équidécomposables.

Restait le probléme réciproque: La condition de Dehn est-elle une condition
suffisante pour que deux polyédres de méme volume soient équidécomposables? Le
probléme, difficile, fut attaqué 2 plusieurs reprises par I.P. Sydler et finalement résolu
en 1965. La condition de Dehn est nécessaire et suffisante: pour que deux polyédres
P et P' de méme volume soient équidécomposables, il faut et il suffit que, pour tout
invariant de Dehn f des polyedres P et P' tel que f(r) = 0, on ait f(P) = f(P"). Une
nouvelle démonstration a ét€ donnée par Jensen en 1968.

1 I ebesgue montre, en 1938, dans l'article déja cité, que des polyddres réguliers ne sont pas
équidécomposables entre eux.

2 V.F. Kagan Ueber die Transformation der Polyeder, Math. Ann. 57, p.421-424

3 Hadwiger 1950, Zum Problem der Zerlegungsgleichheit der Polyeder, Math. Arch. 2, p. 441-
444,
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Euclide, Les Eléments , trad.Peyrard, rééd.Blanchard , Paris, 1966, Livre XII,

énonceés des propositions III & VIIL.

PROPOSITION IIL

Toute pyramide triangulaire peut se diviser en deux pyramides wrianguluires
égales et semblables entr'elles et semblables a la pyramide emié.rt.:‘, et en deux
prismes égaux; et ces deux prismes sont plus grands que la moitié de la pyra-
mide entiére. '

Soit la pyramide dont la base est le triangle A2r, et doat le sommet est le
point & ; je dis que la pyramide aBra peut se diviser en deux pyramxde.s‘ trian=-
gulaires égales et semblables entrelles, et semblables & Ia pyramide eatiére , et
en deux prismes égaux, et que ces deux prismes sont plus grands que Ia moitie
de la pyramide entiére.

PROPOSITION 1V.

Si denx pyramides triangulaires de méme hauteur sont divisées Vuge et l'autre
en deux pyramides égales enur’elles et semblables 4 la pyramide entiére et ea deux
prismes égaux, si chacune des pyramides engendrées est divisée de la méme ma-
niére, et i I'on fuit toujours l2 méme chose, la base de l'uae de ces pyramides
serd 3 la base de Fautre pyramide comme tous les prismes coateaus dans 1'ux?e de
ces pyramides sont a tous les prismes contenus dans I'autre pyramide, ces prismes
étant égaux en nombre.

Soieat deux pyramides triangulaires de méme hauteur ayant pour bases les
triangles ABr, aEZ, et pour sommets les points H, @; que chacune de ces pyra-
mides soit divisée en deux pyramides égales entr’elles et semblables aux pyra-
mides enti¢res et ea deux prismes égaux; concevons que chacune des pyramides
engendrées soit divisée de la méme maniére, et faisons toujours la méme chose ;
je dis que la base AT est 4 la base AEz comme tous les prismes coatenus daas
Ja pyramide ABTH sont b lous les prismes conteaus daos la pyramide aEze, ces
prismes étant égaux en nombre.

H Y
Q
T
A <\A N
BT E
LEMME.

Nous démontreronsde la maniére suivante que le triangle Azr est au trizngle
PoZ comme le prisme qui a pour base le triangle AzT opposé & OMN, est au prisme
qui 2 pour base le triangle Poz opposé i zTe,

PROPOSITION V.

Les pyramides trizogulaires qui oot l]a méme bauleur sont entr’elles comme
leurs bases.

Que les pyramides dont les bases sont les triangles A8r, aEz, et doat les som-
mets sont les points #, @, ayeat la méme hauteur; je dis que la base ABT est 3 la
base a2z comme la pyramide ABrH est i la pyramide aEze.




PROPOSITION VL

Les pyramides qui ont la méme haateur, et qui ontdes polygones pour bases,

sont entr’elles comme leurs bases. .
Que les pyramides dont les bases soat les polygones ABrAE, ZHOKA, et dout

les sommets sont les points M, N ayeat la méme hauteur; je dis. que la base
ABFAE est & la base zHOKA comme la'pyramide ABTAEM est 2 pymmx_de ZHOKAN.

A A

PROPOSITION VIL

‘Tout prisme ayant une base ttiangulaire peut se diviser en trois pyramides
égales entr’elles, ces pyramides ayant des bases triangulaires..

Soit le prisme dont la base est le triangle ABr opposé au triangle aEz; je dis
que le prisme aeraEz peat dtre divisé en trois pyramides égales ent’clles, ces
pyramides ayant des bases triangulaires.

E a

COROLLAIRE.

D’apres cela il est évideat que toute pyramide est la troisiéme partie d’un
prisme qui a la méme base etla méme hautear qu’elle; car si 'une des bases du
prisme est une autre figure recuiligne, la base opposée étant la méme figure, ce
prisme pourra étre divisé ea prismes qui auront des bases triangulaires, et doat
les bases opposées seront des triangles.
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Wagner D.B. An early derivation of the volume of a pyramid : Lui Hui, third
century A.D. , Historia Mathematica, Toronto, 1979, vol 6, p.164-188. Extraits.

The shape [called] yang-ma is one corner of a fang-chui.
[See section 3 above.] A corner of a‘hip-gabled roof
[ssu-chu wu] is called a yang-ma.
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Suppose the breadth, length, and height are each 1 ch'ih.
Multiplying these together gives the volume of a cube [with
the same dimensions], 1 [cubic] ch'ih. (1) Dividing the
cube [ABCDEFGH] slantwise [along the plane of BCEH] gives
two ch'ien-tu [BCDAUE and BCFGIE]}; (2) dividing [one of the]
ch'ien-tu [e.g., BCDAIE] slantwise [along the plane of ACFil]
gives one yang-ma [CADEH] and one pieh-nao [CABH}. The
yang-ma occupies 2 and the pieh-nao occupies 1: this is
an unchanging proportion., Fitting together two pieh-nao
makes one yang-ma, and fitting together three yang-ma
makes one cube. Hence the division by 3.

If this is verified using blocks, the situation is
ciear. Cutting all of the yang-ma gives a total of six
pieh-nao. Looking at the pieces, it is easy to understand

that the shapes correspond. ¢

(3) If the block is long or short, or broad br narrow,
so that [the sides of] the cube are not equal, it can still
be cut into six pieh-nao. Their shapes are not the same,
but the number [i.e., six] which appears is the same, and
their volumes are in fact equal. ¢.-.)

(4) When the pieh-nao have different shapes, then so do
the vang-ma. .

When the yang-ma have different shapes, then they camnot

be compared [ch'un-ho]. When they camnot be compared,

tﬁ?" #; is difficult to do it [i.e., derive the formula] [7].
{00

Why is this? 'Dividing the cube slantwise gives [two]
ch'len-tu” [abbreviated quotation of (1) above]; here the
division 1is necessarily in halves, "Dividing [one of the]
ch'ien-tu slantwise gives [one] yang-ma [and one pieh-nao)"
[abbreviated quotation of (2) above]; here again the division
is necessarily in halves. One [division] is vertical, and
one is horizontal. o
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Wagner D. B. Un algorithme précoce pour le volume d'une pyramide : Lui Hui,
IlIéme siécle avant J.C.

L'article de D. Wagner contient une traduction commentée de passages des Neuf

chapitres sur l'art du calcyl dont j'ai extrait et traduit (sous toutes réserves) ces

lignes.

La forme (appelée) yang-ma est un coin de fang-chui. Un coin de toit (ssu-chu
wu) est appelé yang-ma.

Supposons que la largeur, la longueur et la hauteur soient chacune d'un ch'ih}. Le
produit de ces trois termes donne le volume d'un cube, d'un ch’ih. En divisant le
cube (ABCDEFGH) diagonalement (par un plan diagonal BCEH), on obtient deux
ch'ien-tu (BCDAHE et BCFGHE) , en divisaht I'un des ch'ien-tu (par ex.
BCDAHE) diagonalement (par ACFH), on obtient un yang-ma (CADEH) et un
pieh-nao (CABH). Le yang-ma occupe 2 et le pieh-nao 1 : cette proportion est
constante. Deux pieh-nao assemblés forment un yang-ma et trois yang-ma assemblés
forment un cube C'est pourquoi on divise par trois.

Si ceci est vérifié avec des blocs, la situation est claire. Si on coupe tous les yang-
ma on obtient en tout six pieh-nao, et si on regarde les morceaux, il est simple de
comprendre que les formes correspondent. Si le bloc est long ou court ou large ou
étroit de sorte que les faces du cube ne soient pas égales, on peut toujours le couper en
six pieh-nao. leurs formes ne sont pas les mémes, mais leur nombre est le méme et
leurs volumes sont effectivement é€gaux. Qand les pieh-nao ont des formes
différentes, c'est le cas aussi pour les yang-ma. Quand les yang-ma ont des formes
différentes, ils ne peuvent étre comparés (ch'un-ho) et il est alors difficile d'établir la
formule.

Pourquoi? En divisant le cube diagonalement on obtient deux ch'ien-tu; la division
se fait nécessairement en deux moitiés. En divisant I'un des ch’ien-tu diagonalement
on obtient un yang-ma (et un pieh-nao); ici aussi la division se fait nécessairement en
deux moitiés. Une division est verticale et I'autre horizontale. Supposons que le yang-
ma est d'un coté de la section et le pieh-nao de 1"autre. Méme si le bloc est long ou
court ou large ou étroit il y a toujours une proportion constante entre les deux parties.
Clest grice a cette propriété que l'on sait que les "formes différentes” sont aussi
égales.

1 Je ch'ih est une unité de longueur et désigne aussi plus loin I'unité d'aire (aire d'un carré de c6té 1
ch'ih)
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Suppose a yang-ma is on the inside of a division, and a
bieh-pao is on the outside [8]. Even if "the block is long
or short, or broad or narrow" freference to (3) above],
there is still this constant proportion of the divisions.
It is only through this that one knows that the "different
shapes” [reference to (4) above] are also equal. ¢e)

To make a pieh-nao with breadth {a], length [b], and

height [h] each 2 ch'ih, use two ch'ien-tu and two pieh-nao
blocks, all of them red. -+

To make a yang-ma with breadth [a], length [b], and height [n]
each 2 ch'ih, use one cubical block, two ch'ien-ty blocks,
and two yang-ma blocks, all of them black. (-“)

Joining together the red and black blocks to make a ch'ien-tu,
the breadth, length, and height are each 2 ch'ih. (--r)

Then divide [hsiao] [9] the breadth in the middle and divide
[fen] the height in the middle. (-

Fit the red and the black ch'ien-tu together, in each case
forming a cubo with height 1 ch’ih and sides [each] 1 ch'in

Each division then contains one pleh-nao and one yang-ma

Cach of the remaining items [12] is composed of [blocks with
the same form as] the original objects,

These fit together to form a cube. ¢-)

Thus cubes [formed of blocks) which are different [from the
original pieh-nao and yang-ma] occupy a proportion of 3,

and cubes {formed of blocks] which have the same form occupy
a proportion of 1, (. .)

Even if the cube is elongated (13], and the blocks change
{accordingly), there is clearly a constant situation, (,..)

Of the remaining numbers [i.e., the volumes of the
Ploces resulting from the above manipulations], those which
can bo definitely determined are separated into one and two
parts [one red cube and two black cubes}. Thus, it
has been determined that the ratio [of the numbers which
can be definitely determined] is 1 to 2, In terms of
principle, how could this be arbitrary?

To exhaust the calculation, halve the remaining breadth,
length, and height; an additional three-quarters can thus
be determined.

The smaller they are halved, the finer [hsi] are the
remaining [dimensions). The extreme of fineness is called
"subtle" [wei]; that which is subtle is without form [hsing].

When it is explained in this way, why concern oneself with
the remainder?
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Pour fabriquer un pieh-nao de largeur (a), de longueur (b), et de hauteur (h)
(chacune) de 2 ch'ih, il faut utiliser deux ch'ien-tu et deux pieh-nao, tous rouges.
Pour fabriquer un yang-ma de largeur , de longueur et de hauteur (Chacune) de 2
ch'ih, il faut utiliser un bloc cubique, deux blocs en forme de prismes (ch'ien-tu ) et
deux blocs yang-ma., tous noirs. En assemblant les blocs rouges et noirs on fait un
ch'ien-tu de largeur , longueur et hauteur toutes égales 3 2 ch’ih. Ensuite on divise la
la largeur en deux (par le milieu) et la hauteur également. On assemble les blocs
ch'ien-tu rouges (d'une part) et les noirs (d'autre part) pour former dans chaque cas
un cube de hauteur 1 ch'ih et de cOtés un ch’ih chacun. Chaque partie contient un
pieh-nao et un yang-ma.

Chacun des morceaux restants es composé (de blocs) de méme forme que les
objets de départ. Ceux-ci s'assemblent pour former un cube. Ces cubes (composés de
blocs) de formes différentes (de ceux du pieh-nao et du yang-ma de départ) occupent
une proportion de 3 et les cubes (composés de blocs) de mémes formes occupent une
proportion de 1. Méme si le cube est allongé et que les blocs changent donc de forme ,
la situation est évidemment la méme.

Des nombres qui restent (i. e. des volumes des pieces qui résultent des
manipulations précédentes), ceux qui peuvent &tre déterminés de fagon précise sont
répartis en une et deux parties (un cube rouge et deux cubes noirs). Il a donc été établi
que le rapport (des nombres qui peuvent &tre déterminés de fagon précise) est de 1 4 2.
En termes de principe comment ceci pourrait-il &tre arbitraire?

Pour venir a bout du calcul, diviser en deux la largeur, la longueur et la hauteur
restantes; trois quarts supplémentaires peuvent donc étre déterminés.

Plus on divise en deux, plus petits (hsi) sont les morceaux restants. La
dimension la plus petite est dite subtile (wei); ce qui est subtil n'a pas de forme
(hsing). Quand on adopte ce point de vue, pourquoi s'inquiéter de ce qui reste?
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Chuquet N. La Géométrie, 1484, édité par 1'Huillier, Paris, Vrin, 1979, p.145-

147.

27T x

Des pyramidale

.39. Aulcune corps sont de figure pyramidale a'
¢roab a l'ung des boutz et pointuw e l'aultre; et d'iceulx
aulcuns sont reonds, les aultres triangulaires, les aul-
tres quadrangulairee, et ainsi des aultres. Pour mesurer et
reduire toue telz corps a porcione cubiques, il en est une
telle rigle : multiplie la superficie du gros bout par le
tiers de la // longueur du pyramidal, et sera fait. La lon-
gueur du pyramidal, c'est la ligne dyametrale intrinseque

laquelle descend de la pointe jusques a la superficie du

gros bout, faisant angles droitz sus icelle.

.40, Et pourtant si la superficie du gros bout est

circulaire, ou triangulaire, ou quadrangulaire, ocu aultre,

at I: sont ce que l'on appelle pyramidalz - b: I a un texte assez

différent ¢ Aulcuns aultres corps sont comme les pyramidalz, ex-
cepté qui sont tous platz au gros bout, et non pas reondz ou spe-
ricz ainei comme le dessusdit, mais ilz sont bien pointuz a 1'aul-
tre bout, comme seroit une quille. Desquelz les aulcuna sont reondz,
les sultres trisngulars, les aultrea quadrangulara, et ainsi de tou-
tes aultres manieres. Tous telz corps se doivent mesurer par la su-

perficie du gros bout selon que enseignent les rigles du plan, et
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soit icelle reduicte et mesuree par porcions quarrees selon
les riglees devant mises en la mensuracion des superficies,
et puias celle ayre soit multipliee par le tiere de la lon-
gueur, et par ainel l'on saura quantes porcions cubiques

contient cellui corps.

et puis on doyt multiplier icelle ayre par le 1/3 de la longueur
du corps, car ce qui en viendra sera ce que 1'on demande. Suit en I

le chapitre : Des cubicz et de tous aultres.

at It Aulcuns corps sont ce que l'on appelle pyramidalz, lesquelz

sont tendans a la fasson d'une poyre, car ilz sont pointuz a 1'ung
des boutz, et a 1'aultre sont en maniere de 1/2 corps speric. Telz
corps se pevent ainsi mesurer, c'est assavoir primo le 1/2 corps

speric se doit mesurer ainsi comme 1l'on fait hng corps entier, et
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Cavalieri B. Geometria indivisibilibus continuorum , Bononiae, 1635, réed.
Bologne 1653, Livre II, proposition XXIV.

THEO REMA XXIV. PROPOS. XXIV.

= Xpofito parallelogrammo quocund; in eoque duéka dia-
E metro;omnia quadrata parallelogrammiad omnia quaw
drata cuiufuis triangulorum per di&tam diametrum conftitu~
¢orum erunt in ratione tripla , vno laterum parallclogrammi

communi regula cxiltente .

. Sit parallelogrammum, A G ,in co du&a.diameter, C E ,regula
vtcunquelatus , E G .> Dico omnia quadrata, A G, efle tripla om=
nium quﬁdratorum’-"trianguli cuiufuis, A EC, fiue, CEG. Diui=
dantur bifariam latera, AC, C G, inpunétis, B, H, & per, B,ips
fi,CG,perque, H,ipfi,CA, parallelg ducantur, B F, D H,.qug
fecum rc&ta , C E, communiter bifariam fecabuntin pun&@o , M.
“Quiaigitur infigura, fiue parallelogrammo, A G, ducitur linea, B
" B, qug omnes zquidiftantes ipti, EG, bifariam fecat, & , CE, quz
ealdem in partes insquales dioidit, preter-
quam, D H , omnia quadrata trianguli, A PerT.Cec-
rol.antece

| A B C
EC, cum omnibus quadratis trianguli, C ‘MS*“";“'7
EG, & cum omnibus quadratis duorum  pj AV vide D.
triangulorum, CBM, E M F, dupla erunt DI M 0 lib. 7. Al

omnium quadratorum , AF, licetenim, D not, Pro-
H, per lineam, C E, fit non bifariam diui-. pulit. &
fa, nihil tamen hoc obftat noftro propofi- :
to,nam & ipfi, D H , contingit, veluti ijs,, o

quz inequaliter fecantur , quadratum fe- ¥ F @&
&arum partiuin , (cilicet quadrata, D M,.

M H, dupla cffe quadratorum dinidiz , nempé quadreati, D M, &
eius , qu inter feétiones interijcitur s qui hicnulla eft, cum dug fe-
cautes, B F, C B, vaiantur in pun&o, M i Suntautem owmuvia qua-

drata trianguli, A E C ,=qualia omuibus quadratis trianguli, C B

G , quia funt triangula.in aqualibus bafibus, E G, A C, &eadem al- Ex . vel
titudine licet euersé pofita, & 1ded omn'a quadrata trianguli, C E [;lj(j“"f”-
G , funt zqualia omnibus.quadratis, A Fy cum. omnibus quadratis hui
tuau, ulorum ,CBM, MEF. Quoniam verd.omnia quadrata tri-
anguii, 8.1 C, {untequal:a om ntbus quadratis trianguli ,C M I,
omnia verd.quadrata trianguli, C EG,ad omnin quadrata triangu:
li,C MH, (untin tripla ratione eius , quam habet,G C,ad, CH,
quzclt dupla.i. in ratione octupla, & hoc , quia triangula, C E G,

CMH,tune fimilia ,1de6 unnia quadrata ,CEG ,crunt octupla
oim-
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Cavalieri Géométrie des indivisibles , Livre II

Théoréme XXIV, Proposition XXIV

Soit un parallélogramme quelconque dans lequel on a tiré un diamétre (une
diagonale), tous les carrés du parallélogramme seront en raison triple de tous les
carrés d'un quelconque des triangles définis par le diamétre, si un des cotés du
parallélogramme a été pris pour régle commune.

Soit le parallélogramme AG dans lequel on a tiré le diamétre CE. Que la régle soit

un cdtéquelconque EG. Je dis que tous les carrés de AG sont le triple de tous les
carrés d'un quelconque des triangles AEC ou CEG. Les cdtés AC et CG sont divisés
en deux parties €gales aux points B et H; menons par B la paralléle BF a CG, par H
la paralléle DH a CA, qui se couperont au milieu de la droite CE au point M. Et donc
dans cette figure, c'est a dire dans le parallélogramme AG, est tirée la ligne BF qui
divise en deux parties égales toutes les paralleles & EG, et la ligne CE qui divise les
mémes paralleles en deux parties inégales, exception faite pour (la ) DH. Tous les
carrés du triangle AEC avec tous les carrés du triangle CEG seront le double de tous
les carrés de AF, plus tous les carrés des triangles CBM et EMF.! 1l est permis que
DH ne soit pas divisée en deux parties inégales par la ligne CE, ce n'est pas un \
obstacle & notre propos; en effet cela se passe aussi pour cette ligne DH comme pour
toutes les lignes qui sont inégalement divisées: les carrés des parties divisées, 2 savoir
les carrés de DM (et de) MH sont le double des carrés de la demie ligne, je veux dire
(des carrés de) DM, et de la ligne tracée entre les sections, qui est nulle ici puisque les
deux sécantes, BF et CE, se coupent au point M.
Mais tous les carrés du triangle AEG sont égaux a tous les carrés du triangle CEG
parce que ce sont des triangles placés sur des bases égales EG et AC et sous la méme
hauteur, mé&me s'ils sont téte-béche, donc tous les carrés du triangle CEG sont égaux
a tous les carrés de AF plus tous les carrés des triangles CBM et MEF 2. Et puisque
tous les carrés du triangle BMC sont égaux 2 tous les carrés du triangle CMH, tous
les carrés du triangle CEG sont 2 tous les carrés du triangle CMH en raison triple3 de
la raison de GC a CH, qui est la raison double?, c'est & dire (tous les carrés du
triangle CEG sont a tous les carrés de CMH) en raison octuple’, parce que les
triangles CEG et CMH sont semblables. Et pour cette raison, tous les carrés de

1 en vertu du corollaire I précédent N. d T. ce corollaire I de la proposition XXIII est précisé au §.
4.6. de 'étude ci-dessus.

2 en vertu du corollaire B ou C de la proposition 22 de ce livre.

3 N.d.T.il faut comprendre que la raison de tous les carrés du triangle CEG 2 tous les carrés de
CMH est la raison du cube de GC au cube de CH.

4 N.d. T.: il faut comprendre que la raison est cellede 2 4 1.
5 Nd.T.: il faut comprendre que la raison est celle de 84 1.
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560 CEOMETRI! ¥

onmium quadratorum, CM H, & quadrupla omnium quadratos-
ram, C M H, vel,C B M,& , M EI, funt autein omnia quadrata
trianguli, CE G ,zqualia omnibus quadratis, AF, cum ombibus
quadratis triangulorum , C B M, MEF, ergohxc.erunt quadrupla
omnium quadratorum tniangulovum, CHM,MEF, & diuideudo
omnia quadrata, A B, cruntillorum eripla,.

funtautem omnia quadrata, AG,ad om- A B c
nia quadrata, A B, vt quadratum ,G E, ad [t
quadratum, BB, idettquadruplasovtrz,. g S A

ad 3.& omnia quadrata,AF, funt omnium M
quadratorum triangulorum , BM C,ME  Df H
F,tripla,ergo omnia quadraia, AG, e-

runt duodecupla omnium quad.atorum

triangulorum ,BMC, MEF, & iuntad

omnia quadrata, AF, vt 12.ad zoocgoom-  F F G
nia quadrata, A G, ad omnia quadiata, A

F, cuin omnibus quadratis wianguloruim, CBM, MEF, erunt vt
12,24 4 funt autem omnia quadrata, A By cum emaibus quadra-
tis triangulorum , C BM, M E F, ®qualia oinnibus quadrais trian-
guli, CE G, vel, A EC,vroftentumeft, ergo cmnia quadrata, A
G ,ad omnia quadrata trianguli, CEG, vel,AEC, funtve 12,
ad 4. . tunteorum tripla, quod oltendenduan crac,
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CEG seront égaux a huit fois tous les carrés de CMH et quatre fois tous les carrés de
CMH (ou CBM) et MEF. Mais tous les carrés du triangle CEG sont égaux a tous les
carrés de AF plus tous les carrés des triangles CBM et MEF, et puisque ceux-ci (tous
les carrés de CEG) seront quatre fois tous les carrés des triangles CBM et MEF,
dividendo (en réduisant les termes semblables), tous les carrés de AF seront le triple
de tous les carrés de CBM et MEF. Mais tous les carrés de AG sont a tous les carrés
de AF comme le carré de GE est au carré de EF! c'est & dire comme un rapport
quadruple ou comme 12 est a 3, et tous les carrés de AF sont trois fois tous les carrés
des triangles BMC et MEF, donc tous les carrés de AG seront douze fois tous les
carrés des triangles BMC et MEF et sont a tous les carrés de AF comme 12 est a 3.
Donc tous les carrés de AG seront a tous les carrés de AF plus tous les carrés des
triangles CBM et MEF comme 12 est & 4. Mais tous les carrés de AF plus tous les
carrés des triangles CBM et MEF sont égaux a tous les carrés du triangle CEG (ou
AEC) comme il a été démontré. Donc tous les carrés de AG sont a tous les carrés du
triangle CEG (ou AEC) comme 12 est a 4, c'est a dire leur triple, ce qu'il fallait

démontrer.

1 en vertu de la proposition 9 de ce livre,
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Cavalieri B. Geometria indivisibilibus continuorum , Bononiae, 1635, réed.
Bologne 1653, Livre VII, proposition VII.

LIBER VIL 507

THEOREMA VII. PROPOS..VIL

C Onici in eadem, vel zqualibus altitudinibus exiftca
tes inter fe funt vt bafes.

Sintquicung; conici in cadem , vel zqualibus altitudinibus , A
E, BF, exiftentes, AKLM, BSQTR * Dico hos effeinter {e, vtipe
forum bafes, KLM,SQTR. Abjcifisenim ab altitudinibus,AE,
BE, vtcung; partibus qualibus verlus, A, B, ipfis, ACs BD, per,
C, ducatur planum bafi,K
LM, zquidiftans, & per »
D, firiliter planum bafi,
SQTR, @quidiftans , quie
19.libs1. bus in conicis producan-
21 lib, 1. tur figurz , GIO ; XNVP,
erit ergo, G1O,tunilis ipfi,
kLM, quarum lacera ho. L
mol%;\:;‘,,i)o, LM, fimili.
ter, ANVP; eric fimilis bafi, SQTR, ducoautem pl
te per alntudmc‘m » BB, {ecetur baﬁs,in re&a, QRp’;:’r:gu;rgﬁ_(;cug
figura, XNVP, in recta, NP, fuperficies verd conicularis in reatis
7. Vade BQ3 BR, crunt ergo he fimiliter fe@a'in puné&is, N, P,ac, BF, { !
- V046 1, ficut etiam, Ak, AL At fimili 2 i pundis.G. T
Blem. - Dsficut e 1am, Ak, AL, AM, erunt fimiliter fe@a in pun&is,G, I
2. lib, i. O, ac, AE,in, C, &, QR, NP, latera homologa fimiliym ﬁ‘gu;a:
rum, SQTR, XN YP, funt autem eriam, A E,BF,altitudines Xquae
les fimiliter fe& in pundtis, C, D" Cum ergo figura, KLM,fimi«
i3. bz, Lis fitiphi, GIO, habebiz, KLM ,ad, GIO,, duplam proportionem
eus, quam, LM, ad, IO, vel, M A, ad, AQ, vel, EA,ad, AC, feu
FB,ad, BD, vgl,RB, ad, BP, veltandem eius »quam habet ’QR’
ad, NP, {cd ctiam figura, SQTR. ad, XNV P,fabet duplam yasto
nem eius , quam habet, QR, ad, NP, ergo figura, KLM,2d.,GIO
cltve, SQTR,ad, XNVP, & permutando figura, kLM, ’ad ’SQ'f
R,eritve figura, GIO, ad figuram, XNVP, & puné&a, C, D’, {ume
ta ﬁff!‘ vicunque; ac conici, AKLM,BSQTR, (unt in zquali-
us alticudinibus , AE, BF, refpecty bafium, KLM, SQTR;aflum-

ptis,
ptis, » ergo funt figurz proportionaliter analoge , ergo dick cy-

lindrici erunt inter e, vebates , KEM, SQTR , quod crat demon. 3+
ftrandum.
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Cavalieri Géométrie des indivisibles , Livre VII

Théoreme VII, proposition VII
Des cénes élevés sur la méme hauteur ou sur des hauteurs égales
sont entre eux comme leurs bases.

Soient deux cones AKLM, BSQTR élevés sur la méme hauteur ou sur des
hauteurs égales AE et BF. Je dis qu'ils sont entre eux comme leurs bases KLM et
SQTR. En effet, des parties égales AC et BD ayant été découpées de fagon
quelconque sur les hauteurs AE (et) BF, a partir de A et B, que soit par C tiré le plan
-paralléle 2 1a base KLM et par D de fagon similaire le plan paralléle a la base SQTR
grice auxquels sont engendrées dans les cones les figures GIO et XNVP. Par
conséquent GIO sera semblable 3 KLLM, avec pour c6tés homologues 10 et LM;
XNVP de fagon analogue sera semblable & la base SQTR. Or si on méne un plan
passant par la hauteur BF, la base sera coupée selon une droite QR et la figure XNVP
sera coupée selon la droite NP; mais la surface conique sera coupée selon les droites
BQ et BR. Ces droites seront donc divisées aux points N et P de maniére semblable a
la maniére dont D divise BF; et aussi comme AK, AL (et) AM sont divisées aux
points G, I (et) O de fagon semblable a la fagon dont AE est divisée au point C, QR et
NP seront des c6tés homologues des figures semblables SQTR et XNVP. Et AE et
BF, les hauteurs égales, sont divisées de fagon semblable aux points C et D. Donc la
figure KLM étant semblable & GIO, KLLM sera & GIO en raison double de celle de LM
2 10, ou de MA a AO, ou de EA 4 AC, ou encore de CB 2 BD, ou RB 2 BP, ou
enfin de la raison de QR a NP. Mais encore la figure SQTR est a la figure XNVP en
raison double de la raison de QR & NP; donc la figure KLLM sera 2 la figure GIO
comme SQTR est & XNVP, et permutando, la figure KLM sera a la figure SQTR
comme la figure GIO est a la figure XNVP, et les points C et D sont pris de fagon
quelconque. Mais les cones AKLM, BSQTR sont de hauteurs égales relativement aux
bases KLM, SQTR: ce sont donc des figures proportionnellement analogues; donc
les solides coniques sont entre eux comme leurs bases KLM et SQTR. Ce qu'il fallait
démontrer.
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Par ls Lemme
preced. ces fc-
&ions font s¢-
blablesa leurs
bafes, ainfi il
fuffic de dé-
montrer que
MN, QR::
AB » DE > car

Lamy B. Elémens de Géométrie
Paris 1685, Livre IV, section IV.

Premiere demande,

M

On peut fuppofer que tout folide eft
fait d'un nombre infiny de plans, qui
ayant quelque épaifleur , maisinfenfible,
font potés paralellement les uns fur les
autres,

Scholie,

Ceue fuppofitian ne peat &re conteltée par ce nombee ine
finy, je n'encans qu'un grand nombee.

Secende demande,

Sideux folides ont méme hauteur, &
que les plans quilescompofent foient
¢galement épais, 'un & lautre auront
un égal nombre de plans.

Lemme quasriéme.
Toute fe&tion d'une pyramide qui fe
fait paralellement 4 (a1 bafe, eft fembla-
ble a (a bafe,

Le plan FDE eft paralelle & la bafe
ABG, ainfi DE eft paralelle 3 AR & DF
AAC, ParleTh, 16, § 1. fup.

Iangle CAB eft égala G

'angle EDF , ainfi les an-
gles"de la (e@ion EDF
font les mémes que ceux
de labafe ABC, & outre

E
cela tous les cotez font P\ ),
proportionaux , car dans \
les triangles GAC GAB A
par le Tho 45§ 1. L. 3. '

FD, CA
GD. GA ::

D le Th IDE b

ong parleTh, 5.0 2,6 3, FDE .

blable & CAB, ’ oft fem
‘ Lemme cinguiéme.

Si on coupe deux pyramides de mé-
me hauteur, ou qui foient entre des
Plans paralelles , par des plans paralel-
les aleursbafes, les fecions de Iune fe-
Tont 2 celle de I'autre qui eft en méme

hagreur, comme la bafe de I'une eftila
bafe de I'autre,

Soient deux pyramides BACG &
NMOP entre des plans paralelles, & par
conlequent de méme haurenr , les plans
FDE & S% font paralelles aux bafes de
ces pyramides , & a la méme hauteur, il

faut prouver que fi les bafes font égales,
Ies fe&ions font ¢zales,

F

deux figures
femblables font entr’ellesen raiton dou-

“blée de leurs cotez omologues.

Soit nommé T la hauteur de ces py-
ramides qui eft la méme, & V lahau:
teur des plans qui les coupe, qui eft en-
COE\CI: Ia gﬁuc. PM,PQ
MN, H ’ ..

AB, DE=GA,GDn § TV

Donc, puis que deux raifons égales
une 3¢ font égales entr'elles, M N,
QR :AB, DE, ce quil falloit prou-

ver,
Theoréme fecond.

Les pyramides de méme hauteut
font entr’elles comme leurs bafes,

¥ Par la premiere demande deux py-
ramides peuvent érre confiderées com-
me compofées de plans polez paralelles
ment les uns fur les autres. 2° Par la
2¢ demande deux pyramides de méme
hauteur ont égal nombre de ces plans
paralelles.’

Ilnerefte doncqu’a prouver que tous
les plans dont ces pyramides font com-
pofees, & qui e répondent ou font i la
méme hautcur, font entr’eux comme
leurs bafes 5 ce qui aété prouvé dans le
dernier Lemme : Ainfi {iles bafes font
égales, ces deux pyramides font égales,
puis que tous les plans pris & la méme
hauteur dans I'une & dans l'autre font
¢gaux; fi la bafe de l'un'eftle tiersde la
bafe de’l’autre , comme chaque plan de
I'unprisd la méme hauteur,fera le tiers
de l'autre, l'une de ces pyramides fera
leciers de I'autre.Donc les pyramides de
méme hauteur font comme leurs bafes.

Theoréme buitiéme.

Vn prifme triangulaire fe divife en
trois pyramides triangulaires égales,

T Theoréms  dixitpie,
oute pyramide poligone eft I¢ tiers

de rout Pfifmes de méme hautenr, &
qui eft fur mg@ipe

gale,

bafe, o fur bafe é-



Deidier La science des Géométres, , Paris , Jombert , 1739, La théorie et la
pratique du Géomeétre , Partie IV,

ProsLEmE VI,

4v. Mefirer ime pyramide ABCDO (Vig. 246. ). .
Cherchez lavalear de fa bafe , & multiplicz-la par le tiers de
Ja hauteur OR, ce qui vous donnera fa valeur de ta pyramide,

DeMoNsSTRATION,

Concevez que par tous les points de luhauteur OR, il paffe des
plns paralleles i la bafe, les fections que ces plans formerenc
avee Ja pyramide, ferone des furlices femblables & la bafe. Cae
comparant, par exemple , T feélion EFGIH avee la bafe , on
aura, acaufe des wiangles femblables OEH, OAD, EIL AD
2 OH 0D, & caufe des wiangles OMHG, ODC, HG. BC
2 OH 0D done EHCAD : HG. DG, & on prouvera de
méme que les aures coten, GFL IS fon proportionnels aux
ceux CB, BA; & quantaux angles, les droites HL TG, dane
paralleles aux deux AB, BC, il eft vifible que i Fangle KNG fe
meut parallclement & lui-méme le long de HD, il ombera fur
Fangle ADC, & lui feradgal , & aintidesautres. Or toutes les
fections faites par les plans qui paffent par les points de la per-
pendiculaire OR éeant femblables , elles ferone ence'elles com-
nelesquarrez de leurs cotez homologues EH , AD, ou cem-
e les quarrez desabfeiffes OX OR;car EH.AD :: O11.OD,
& OH. 0D :: OX.OR X caufe des uiangles femblables ORD,
OHX. & par conféquent ELL AD 1 OX. OR. mais les abfcifles-
funzcotr'elles comme les nombres naturels o, 1. 2. 3.4.&c. dlioli
ni; done lesfe@ions font entr'elles comme les quarrez de cesnens-

res, & par conféquent la fomme des feions eft i I plus grande
oua la Lafe ABCD multiplice par e nombre des termes OR
comme 13, ainfiqulila édé enfeigné ciedeffus en parlane de

Arithmetique  des infinis (Partie 2. n, 240.); mais Ea fomme
des fe@ions cft la méme chofe que la pyramide ; donc la pyra-
mide cftila bafe muliiplipliée par OR , comme 1. 3 3. & pac
conféquent clle ¢t Ie tiers du produit.

CoRroOLLAIRE T.

42. On mefurera de laméme fagon les pyramides inclindes en

obfervane de prendre pour la hauteur la perpendiculaire tirée dy
fommet fur Ja bafe,




Deidier La science des Géométres, Paris , Jombert , 1739, Partie II , De
l'arithmétique des infinis , définition XXII.

De ' Avithmetique des infrais.,
DeriNntTion XXIL

239. La progreflion infinic des nombres naterels o. 1. 2. 3. 4.
5. &c. qui commence par zero Crant donnde , UArvithmerique dis
i;y’inis,;?)prcnd i trouver quel eft le rapport de la fommede fa
progrefMonau plus grand ceeme multiplié par le nombre des ter-
mes, de méme quel eft le rapport de la fomme des quareez, ou
des cubes , ou des quatriémes puiffances des termes de la pro-
greflion au plus grand quarré, ou au plus grand cube , ou d1a plus
grande quatriéme puiffance, 8c. multiplié par le nombre des
termes , de méme quel eft le rapport des racines quarces, cu-
biques , &c. des termes de la progreflion & la plus grande racing
quarrée, cubique, &c. multiplide par le nombre destermes, e

J'ai expliqué les principes de cette feience dans mon Avith-
metique des Géometres, onl'on en trouvera toutes les propofi-
tions démontrées par lalgebre; el pourquoi je n'en (L)m'-.n:r:\i
ici qu'un précis, quine laiffera pas que d'€ure fullifant pour ceux
qui ne voudront pas avoir recours a cet Quvrage.

En premicr licu, fi Pon a une fuite infiric de prandeurs, qui
foicn eni’elles comme la fuite des nombres naturels 0. 1. 2. 1. 4.
&c. la fomme de cesgrandeurseft 3 Ia plus grande multiplice ar
Je nombre des termes,comme t eft 3 2; car puifque ces gran:leues
font en progreflion Arithmetique, 8¢ que le premicr terme eft ¢gal
3 zero,la fomme delaprogreflion eft dgale audernicr terme eul-
tiphi¢ par la moitié du nombre des termes ; ainfi cette fumme cf?
auméme dernier terme altiplié par le nombre des rermies wu
entice , comme 1. cft & 2. Dans le wiangle ABC, par cxemple

(Fig. 147.), dent les élemens font en nombrc infini , 8¢ cn pro-
Tt
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greflion Arithmetique , dont le premicr terme commence par
zero, la fomme de la progreffion,, ou l'aire du triangle cft égale
au pius grand ¢lement BC, multiplié par la moitié de la haureur
AD, & cctte fomme cft au méme lement BC, multiplié par la
hautcur cntiere A3, ou au re€tangle de BC, par AB, comme 1.
cftd 2.

En fecond licu , la fomme des quarrds d'unc fuite infinic de
grandeurs, qui font en progreflion Arithmetique, comme o, 1,
2. 3. 4. &c. cft au pius grand quareé multiplié par le nombre des
termes, comme . ¢ft i 3. Car fi 'on

prend les quarrds o, 1. 4. des trois °© °
rrcmicrs termes, la fomme feray , & ' 1
¢ plus grand quarrd 4 multiplié par le 2 4

nombre terme 3, fera 12, dont le tiers , ,
¢l quatre & non pas cing; ainfiil fen  Jomme 5 défaut ;

faut 'un cinquidme que ce tiers ne 3 %
foir ¢gal a Ia fomme 55 fi Pon prend ¢ 1
donc les fix premiers quareés, la fom- 53

me fera 55,8 le plus grand quareé , ,
25, multiplié par llcaz nofmbrc dgs ter- Jomme s 5 ddfaus <
mes 6, fera 150, dontle ticrs cft o, 6 36

& nonpas 55 ; ainfi il s'en four d'un ;’; 49

onzi¢me que 5o ne foit ¢gal & la fom- 64

me 55, & ce défaut commence a de-
venie moindre que le préeddent. Si
Fon prend donc les neuf premicrs quarrez , lafomme fera 204,
& le plusgrand 64 nmlripiié par le nombre des termes, fera 576,
dm\ttc ticrs clt 152, & non pas 2043 8 ainfi il s'en faue d’un %
que ce tiers ne foitégalila fomme de ces quarrez, & ce défaut
cft encore moindre ; donc puifgqu’d mefure qu'on prend un plus
grard nombre de quareds , le défaur devient moindre, il s'enfuit
que lorfque les quarrds feront en nombre infini, la fomme des
quareds (era cxallement égale au tiers du plus grand quareé multi-
pli¢ par o nombre des termes.

Somme 204 défant
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Tacquet A. Elementa Geometriae planae ac solidae Anvers, 1654, réédition 1754,
Livre XTI, propositions V, VIet VIIL
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186 Elementorum Geometrie
Lemmata ad P. V.
I.

Tig. 9. SI dug pyramides triangulaves [ecentur planis (OSE,

RXZY ad bafes (ABC , IVQ ) parallelis , que di-

vidant latera (CF, QL) proportionaliter ( in E, €'

:;ZV:Q’) erunt (OSE, RXZ ) inter fe ur bafes ( ABC,

Quoniam parallela plana OSE, ABC fecantur a

planis BFC. AYB, AFC erunt feftiones communes

aPerielil GF EC,& OS. AB, & OE,AC a parallelx. Ergo

anguli OSE,ABC, & SOE,BAC,& OES, ACB bi~

tPeriodar nj, & bint axquales & funt . Quare fectiones OSE,

¢Peral 6 ABC ¢ Yunt fimiles. Eodem modo fimiles effe often-

dam fe&iones RXZ,IVQ. Ergo ratio feftionis ABC

arerssd.s ad OSE eft duplicata d rationis Jaterum BC ad SE,

& ratio fectionis IV Q ad R X Z duplicata elt ratio-

nis VQ ad XZ . Atqui rationes KC ad SE, & VQ

¢ Percar. . ad X7 funt caedem ( elt enim BC ad SE, ut ¢ CF

Yverndem ad EF 3 hoc cft per hyp ut QL ad ZL ; hoc feft

col e VQ ad XZ ). Frgo ratio ABC, ad OSE cadem

tpersts. it £ cum ratione IVQ ad RXZ. Quod erat propofi-
tuni.

II.
Eis. io, Yramidi (ZCAF') triangulum habenti bafim prif-
mata in infinitum infcripta definunt in  ipfam

pyramidem . _

Dividatur latus pyramidis ia aliquot aquales par-
tes AB, BG, GF; & per B, G ta&is fetliontbus
GDN, & BEP bafi ZAC parallelis inferipta in-elli-
gantur pyvramidi prifmata triangularia BEPMAO, &
GDNKLEQ. His deinde extra pyramidem continua-
tis intelhizantur pyramidi clle circumicripta prifma-
ta CIBA, PXGB., NHFG. Excelfus circumfcripto-
rum fupra infcripta funt folida IM, XK, HG, qlua:

fimu
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Tacquet A.Eléments de Géométrie plane et solide, Livre XII
(traduction de J. Boyé)

Lemmes préliminaires a la proposition V

1. Si deux pyramides triangulaires sont coupées par des plans (OSE, RXZ)
paralleles aux bases (ABC, IVQ), plans qui partagent les cétés CF, QL
proportionnellement (en E et Z), les sections OSE et RXZ seront entre elles comme
les bases ABC et IVQ.

Puisque les plans paralleles OSE, ABC sont coupés par les plans BFC, AFB,
AFC, les sections (avec le méme plan) SE et EC, puis OS et AB, puis OE et AC,
seront parallélesl. Donc les angles OSE et ABC, puis SOE et BAC, puis OES et
ACB forment des paires d'angles égaux?. C'est pourquoi les sections OSE et ABC
sont semblables3. De la méme fagon, je montrerai que les sections RXZ et IVQ sont
semblables. Donc la raison de la section ABC a la section OSE est double de la
raison des cOtés BC et SE 4, et la raison des sections IVQ RXZ est double des
raisons de VQ a XZ. Dés lors les raisons de BC 4 SE et de VQ 4 XZ sont les mémes
(car BC est 2 SE comme CF a EF 5; c'est A dire, par hypothése comme QL 2 ZL, soit
comme VQ & XZ 6). Donc la raison de ABC 4 OSE est la méme que celle de IVQ a
RXZ7. Ce qui était proposé.

IL. Les prismes inscrits  U'infini dans une pyramide a base triangulaire s'identifient o
la pyramide elle-méme.

Partageons le c6té d'une pyramide en un certain nombre de parties égales AB,
BG, GF; et remarquons que les prismes triangulaires BEPMAO et GDNKBQ sont
inscrits sur les sections passant par B et G, soit BEP et GDN parallgles 2 la base
ZAC. Et si l'on prolonge ceux-ci en dehors de la pyramide, remarquons que les
prismes CIBA, PXGB, et NFHG sont circonscrits 2 la pyramide. L'exces de ces
prismes circonscrits sur les prismes inscrits ci-dessus sont les solides IM, XK, HG,

! en vertu de la proposition 16 du livre 11.

2 en vertu de la proposition 10 du livre 11.
3 envertudela proposition 4 du livre 6.

4 envertude la proposition 19 du livre 6. N.d T. La raison de ABC 2 OSE double de celle de BC 4
- ABC BC\2

SE signifie que OSE = ( EE)

5 en vertu du corollairel de la proposition 4 du livre 6.

6 en vertu du méme corollaire.

7 en vertu de la proposition 35 du livre 5.
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Liber Duodecimus. 187
fimul fumpta xquantur prifmati CIBA ; nam HG
eft o mquaFe DB, ac proinde HG cum XK wquatar !
PXGB ; hoc eft p MEBA. Ergo tria HG, XK, IM p;pereand.
aauantur toti CIBA. Atqui {i AF in plures fine fi-
ne partes ®quales dividatur, ac proinde prifimatum
pumerus in infinitum multiplicetur , AB fiet @ quavis acollig. ex
data minor . Ergo etiam 4 prifma CIBA fiet quovis fem;.fclio.
dato minus. Ergo prifmatum circumfcriptorum(mu.l-f Patet e
toque magis pyramidis ZCAF | quae pars clt prifma- """
tum fibi circumfcriptorum ) excellus fupra isfcripta
prifmata fiet quovis dato minor. Ergo infcripta pril-
mata in pyramidem ¢ tandem definunt . Quod erat {f5 4

demonitrandum.
PROPOSITIO V.

Yramides triangulares wquc alte cam inter [e pro- Fig.aa.
rortionem habent 5 quam bafes (AQR, ESX.)
Pyramidum altitudines xquales referant latera A P,
EZ, quibus in quot placucrit ®suales partes, fed a-
que multas utrimque divifis , fa&i(que per divifio-
num punta fetionibus ad bafes parallelis , intellis
gantur utrique pyramidi infcripta cffe prifmata tri-
gona xque multa , & aque alta . Jam vero, quia
prifmata LA, I E {unt axque alta, erit prifma L A
ad prifma IE, ut a bafis LOB ad bafim INK ; hoc aPercoral.
cit, & ut bafis QRA ad bafim SX E. Eodem modo ;periem.s:
oftendam, fingula prifmata pyramidi QP AR infcri-
pra effe ad fingula infcripra pyramidi SZEX, ut ba-
fis QAR ad balim SEX. Ergo ctiam ¢ {imul omnia ¢cpermts.
funt ad omnia , ut bafis ad bafim . Quarc cum ea
tandem definant 4 in iofas pyramides, etiam ipl@e- ;.
runt ¢ ut bafes. Quod crat demonf(trandum. e Per porif,

univerf(,
PROPOSITIO VI

pofl, p.a.l,
12,
PTmmide.r quacunque xque alte eam inter fe ratio- Figar &y

nem habenty quam bafes (AB,CFO. )

Re-
:"
A
/
A/ "
rr- T
4, 71
/
I A
o - -|,—75
Ny
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qui pris ensemble sont égaux au prisme CIBA; car HG est égal 4 DB 1, et par
conséquent HG avec XK est égal 3 PXGB; ce dernier est égal 8 MEBA.2 Donc les
trois volumes HG, XK et IM sont égaux a CIBA tout entier. Et si I'on divise sans fin
AF en d, enombreuses parties égales, et que par conséquent le nombre de prismes est
mutiplié a I'infini, AB sera plus petit que toute longueur donnée 3. Donc le prisme
CIBA sera plus petit que tout prisme donné 4. Donc I'excés, sur les prismes inscrits,
des prismes circonscrits (beaucoup plus encore l'excés de la pyramide ZCAF, qui est
une partie des prismes qui lui sont circonscrits) sera plus petit que tout prisme
donné. Donc les prismes inscrits finissent par s'identifier a la pyramide.5 Ce qu'il
fallait démontrer.

Proposition V
Des pyramides triangulaires également hautes ont entre elles la méme proportion que
leurs bases (AQR, ESX).

Si les cOtés AP et EZ, représentant les hauteurs égales des (deux) pyramides, ont été
divisés en autant de parties égales qu'il aura plu, également nombreuses des deux
cOtés, et si l'on construit par les points de de division des sections paralléles aux
bases, remarquons que les prismes treiangulaires inscrits dans les deux pyramides
sont également nombreu‘x et également hauts. Dés lors, parce que les prismes LA, IE
sont également hauts, le prisme LA sera au prisme IE comme la base LOB est 2 la
base INK 6; c'est & dire comme la base QAR est 2 la base SEX.7 Je montrerai de la
méme maniére que chaque prisme inscrit dans la pyramide QPAR est A chaque prisme
inscrit dans la pyramide SZEX comme la base QAR est i la base SEX. Donc tous les
prismes sont ensemble a tous les prismes comme la base est & la base.8 Clest
pourquoi, puisque ceux-ci pour finir s'identifient aux pyramides elles-mémes?,
celles-ci seront entre elles comme leurs bases!0, Ce qu'il fallait démontrer.

—

en vertu de la proposition 25 du livre 11.

en vertu de la mé&me proposition.

se déduit lemme 2 et du scholie suivant la proposition 11 du livre 6.
4 gvident, en vertu de la proposition 25 du livre 11,

5 en vertu de la définition 6 du livre 12

6 en vertu du corollaire 1 de la proposition 34 du livre 11.

7 en vertu du lemme 1

8 envertudela proposition 12 du livre 5.

9 lemme 2

10 en vertu du porisme suivant la proposition 2 du livre 12
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a fer prac.
o Per canl,

¢Peras. s,
d'er pricc.

e Perag.l.c,
JPer cand.

Fige 14.

aPeriql.g.
bpers.l.aa,

¢ por sz,

Fig. is.

cflolvantur bafes in triangula A, B,C,F, O, py-
ramides vero totae  pyramides triangulares. Pyramis
AX eit ad pyramidem OZ, ut 2 A'dd O, & pyra-
mis & BX elt ad pyramidem OZ, ut B at O. Ergo
pyramides fimul AX; BX (hoc eft tota ABX ) fune
ad pyramidem OZ, ut A, K¢ imal ad O . Eodem
difcurfu pyramis ABX cft ad pyramidem FZ .utd AB
tad Fiy & AnX ¢t ad CZ'. ute AB ¢t ad C.
Leoo ABX [ eft ad tres fimu] OZ s, FZ, CZ, hoc
¢'t ad totam pyramidem OFCZ, ut AB ad OFC.
Quoa erar demonftrandum .

PROPOSITIO VIIL
O Mnis pyramis tertia pars cft prifmatis habentis

eandem bafim y & altitudinem .

Sit primo pyramis trigona BGAC in cadem bali,
& altitudine cum prifmate BACFEO, ducantur BF,
AO, AF. Triansula BFC, BFO funt «a paria. Er-
8o pyramis BIFCA pyramidi BOFA 4 mqualisclt. Ob
candem caufam pyramis OEA F par el pyramidi
OBAF, hoc eft pyramidi BOFA > funt cnim eredem
pyramides . Igitur ctiam BFCA , & OEAF wquales
iune . Omnes igitur tres BFCA | OEAF, OBAF five
BOFA funt parcs. Ergo tres imul unius BFCA tri-
ple funt. Atquitres ill2 conftituunt prifma BACFEO.
Illud ergo pyramidis BFCA |, hoc it ¢ BGAC, tri-
plum ett. Quod crat demonftrandum .

Sit deinde pyramis quarvis candem habens balim,
& alatudinem cum prifmate A E FH, duttis lincis
BC, BO, BE, & NI, NG, NH relolve prifma in
triangularia prifmata, & pyramidem in trigonas py-
ramides. Quo fatto patet demonitratio ex prima par-
te. Nam fingulx partes prifmatis triple erunt {ingu-
larum partium pyramidis. Ac proinde totum prifma

Elotius pyramidis triplum eft, Quod erat demonftran-
um.

112



Proposition VI
Des pyramides quelconques également hautes ont entre elles la méme raison que leurs
bases (AB, CFO).

Proposition VII
Toute pyramide est la troisiéme partie du prisme ayant méme base et méme hauteur.
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Mac Laurin C. A rreatise of Fluxions , Edimbourg, 1742, traduction de
Pezenas, Paris 1749, Livre premier, chapitre IV, proposition VII.

CHAPITRE 1V
Des Fluxions des Solides , & des troifiémes Fluxions.

PROPOSITION VIL

La Fluxion dun folide que lon peut concevoir formé par une fur-
face plane qui [¢ meut parallelement & elle-méme , ¢ perpendiculaire-
rement & un axe donné , eff mefurée par un prifime qui a pour bafe
la ﬁttfare genératrice, & pour hawteur , la ligne droite qui mefire la
Fluxion de fon axe.

Nous appellons ici Prifie tout folide droit qui peut fe for-
mer par un plan invariable, lequel fe meut parailelement 3 lui-
méme , & perpendiculairement i une droite donnde. Lorfque
la figure génératrice eft d'unc grandeur invariable, la propofi-
tion fe démontre comme dans l'article So. Laxe AD érant Fig. 34:
fuppofé fluer uniformément, i le plan générateur LM croic
continuellement, il eft évident que le folide doit croitre d’un
mouvement accéléré. Suppofons que ce mouvement foit con-
tinué uniformément depuis le texme ot Ie plan LM coupe l'axe
en I, & quil prodiife un folide égal & R dans le méme tems

ue Paxe, en Huant uniformément, acquiert l'incrément D G.
Le folide R fera égal a un prifime qui a pour bafe LM, &
pour hauteur DG : car fi le folide R éroit plus grand que ce
prifme, foit AD prolongée jufques a P, enforte que / m (fec-
tion du folide par P, parallele 3 LML) foic & LM, comme le
folide R 4 ce prifine; le folide R fera égal a un prifme qui a
pour bafe /m, & pour hauteur DG, D’otr il fuit (par le Théo-
réme L) que le mouvement, par lequel le folide EBML flue,
drant continué uniformdément, produiroit un folide égal 4 un
prifme, dont la bafe feroit /1, & la hauteur DR, dans le rems
que laxe.acquiert linceément DY par fon mouvement unifor-
me. Mais le mouvement, par lequel le folide Aue lorfyu’il eft
continuellement accéléré depuis ce méme terme » produit dans
le méme tems le prifine tronqué compris entre les fections LM
& Im, lequel eft inoindre que le prifme, dont la bafe eft /m,
& la hauteur DP; & i le mouvement par lequel le folide Hue,
étoir continué uniformément depuis ce terme ," il produiroit
dans le méme tems un folide moindre que ce prifme tronqué;
(par PAxiome L) & par conféquent moindre que le prifme,
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dont la bate elt /m, & la hauteur DP : ce qui érant contradic-
toire, le folide R n’eft pas plus grand quun prifme, dont la
bafc eft LM, & la hautcur DG. On prouvera de méme qu'il
n'eft pas plus petit que ce prifine. Et la démonftration §'étend
aux autres cas de la propofition, comme on I'a fait dans l'ar-
ticle go. Donc, la Fluxion de I'axe AD étant repréfentée par
DG, celle du folide eft mefurée exatement par un prifime ,
dont la bafe eft LM, & la hauteur DG. Et, au contraire , lorf~
que la. Fluxion du folide” eft repréfentée par ce prifme, ceile
. de I'axe eft mefurée exa&ement par DG.

Fig-35« 126, Corollaire I. Si le folide ALM eft une pyramide dont
Ie fonmmet eft A; foit la fe@ion LM triple du quarré de AD:
le folide- AL M fera toujours égal au cube de A D. Donc Ix
Fluxion du cube de A D fe mefure exaétement par un. parale
lelepipede, dont la bafe eft triple du quarré de AD', & la haw-
teur €gale & DG qui mefure la Fluxion du cété AD, ou par
un parallelepipede fur le quarré de AD, & d'une hauteur triple
de'DG. Diouil itie, que-quatre quantités érant en propottion con-
tinug, & le terme ¢tant invariable, la Fluxion:du fecond rerme eff
auntiers de fa Flixion du quatriéme , tomme: I premier termié
eft an troifiéme. ' :

s27. Corollzire II. Loxfque le folide ALM cft unc pyramyde
comme. dans Ie dernier Corollaire , & que le mouvement par
lequel AD flue eft uniforme, la Fluxion de la pyramide eft
comme la fedtion LM , ou comme le quarré de AD. En ce
cas, les droites AL, AM, &c. qui forment I'angle folide en
A, fluent d'un mouvement uniforme. La fedtion LM & les
c6tés triangulaires de la pyramide croiflent par des mouvemens
uniformément accélérés, par la Propofition II. Corollaire IV.

Mais le folide ALM croit d’'un mouvement dont 'accélération
augmente uniformément ; c’eft-a-dire , que la feconde Fluxion
de la pyramide croit uniformément, & que fa troifiéme Fluxion
eft invariable. De méme lorfque le c6té d’un cube ou I'axe
d'un cone croit uniformément, le mouvement flue d’un mou-
vement dont P'accélération croit uniformément.
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128 Dans tarucie 93. nous avons divifé le trapeze DGHE

Fig, 21,

(qui et lincrément du wiangle A D E produit pendant que -

A D, croilfant uniformément, acquicrt Pincrément D G ) en
deux parties, qui font le parallelogramme EG , produit en con-
{équence du mouvemient, par lequel le trianglc fluc au terme
ou P arrive en D, & le triangle EIH produit en conféquence
de l'accélération de ce mouvement. De méme , nous divife-
rons, dans le cas préfent , Pincrément du folide formé pen-
dant que laxe acquiert lincrément D G, en trois parties. La
premiere eft produite , en conféquence du mouvement par le-
quel le folide flue, au terme ou fon cété ou axe devient égal
a2 AD, en le fuppofant continué uniformément pendant ce
tems-1a. La_feconde eft produite, en conféquence de l'accé-
lération de ce mouvement , en fuppofant continué uniformé-
ment depuis le méme terme, & pendant le méme tems; & la
troifiéme eft produite, en conféquence de l'augmentation con-
tinuelle & uniforme de cetre accélération.

129. Ces trois parties peuvent étre diftinguées I'une de l'au-
tre de la manicre fuivante, Que le triangle M P m fe mouvant
perpendiculairement 3 la droite AP, produife la pyramide.
AP m M. Pendant que P décrit DG, fuppofons que la pyra-
mide acquiere I'incrément terminé pac les plans EDe, HGA
paralleles & M Pwm. Soient EI & é; paralleles & DG, qui ren-
contrent GH & ghenI & 7, & ¢N parallele & EH qui ren-
contre Hi en N. La pyramide tronquée terminée par les plans
EDe, HG 4 fo divife en tois parties, qui font, le prifme

o0 I
:\ \
A d D G
A\ N
I

« 1
h
N
i, R
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EDcIGi, le prifme EIHe¢iN, & la pyramide eNik La
premierc des trois ot le prifme EDeI G mefure la premiere
Fluxion de la pyramide AD Ee, lorf[que DG repréfente la
Fluxion de AD, par la feptiéme Propofition. La feconde ol
le prifme EI H e/ N mefure la moitié de la Fluxion de la pre-
mierc, en fuppofant la hauteur DG invariable. Car la Fluxion
du triangle E De, ou 1 Gi eft mefurée par le parailelogramme
IN (la Fluxion d¢e DE ou GI érant mefurée par TH) par
la Propofition Il. Donc la Fluxion du prifme EDeIG i eft
mefurée par lc parallelepipede NHE e, dont la bafe eft IN,
& la hautenr. DG, lequel eft double du prifine triangulaire
EIHei Ndeméme bale IN, & de méme hauteur DG. Donc, ce
dernier prifme mefure la moitié de la Fluxion du prifme EDe1Gi,
ou la moitié de la feconde Fluxion de la pyramide AD Ee.
La derniere partic de la pyramide tronquée EDeHG 4, qui
eft la pyramide eNik, mefure la fixidme partie de la Fluxion
du parallepipede N H Ee. Car, en achevant le parallelogram-
me Ni R 4, & le parallelepipede N4 Le, la Fluxion du paral-
lelogramme IN eft mefurée par le parallelogramme NR (par
la Propofitien I. TH érant invariable) & la Fluxion du paral-
lelepipede NHEe eft melurée par le parallelepipede N4 L ¢,
dont la pyramide eIN7 /4 eft la fixiéme partie. Donc cette py-
ramide mefure la fixiéme partie de la Fluxion de ce paralle-
lepipede ou de la troifiéme Fluxion de la pyramide AD E e.
130, Ainfi les folides EDelIG:i, NHEe, N /L e refpec-
tivement mefurent la premiere, feconde & troifiéme Fluxions
de la pyramide ADEe, lorfque AD flue uniformément, &
que fa Fluxion eft repréfentée par DG. Les trois parties, qui
compofent la pyramide tronquée EDeHG/ (oulincrément de la
pyramide formé pendant que AD acquiert l'incrément DG) font le
prifme EDeIGi, le prifine EHIeN/, & la pyramide ¢ N7 4, dont
la premiere mefure la premiere Fluxion ; la feconde la moirié
de la feconde Fluxion, & la derniere un f{ixiéme de la troi-
fiéme de la pyramide A D Ee; & cette partie ¢eNi/% érant in-
variable , la pyramide n'a point de quatriéme Fluxion. Le pre-
micr de ces trois folides, eft celui qui auroit été produit par
le mouvement avec lequel la pyramide ADEe flue, si} avoit
été continué uniformément pendant le tems ot P décrit DG
La fecopnde partic , eft ce qui auroit été produit de plus
que la premiere, fi laccélération du mouvemene génératenz
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ET DEsS TROISIEMES Fruxrions.

avoit été continude uniformément depuis le terme ou P arrive
‘en D, de la méme manicre que le triangle EIH (fig. 21.) cft
I'efpace produit en conféquence de Faccélération du mouve-
ment par lequel le triangle APM flue, pendant que P décrit
DG, felon ce qui a été démontré dans le 93° article. La troi-
‘fiéme partie ¢Nih, eft ce qui eft produit en conféquence de
P'augmentation continuelle -& unitorme de I'accélération du
mouvement générateur, ou de l'augmentation uniforme dc la
“puiffance, par laquelle nous pouvons concevoir que cette ac-
célération eft produite. La premicre Fluxion de la pyramide
AD Ec¢ eft exattement exprimée par la premiere de ces par-
ties de fon incrément, & Von doit négliger, avec raifon, les
aurres deux en la mefurant. La feconde, fert 4 comparer la fe-
conde Fluxion de la pyramide au terme ot P arrive en D,
avec fa feconde Fluxion en quelque autre terme, ou avec la
feconde Fluxion dun autre folide. La troiliéme partiec e Ni#k,
fert & comparer la troifiéme Fluxion de la pyramide avec celle
d’'un autre {olide, ou avec la troifiéme Fluxion de la méme py-
ramide , lorfque I'axe AD flue par un mouvement différent.

Trate des Fluaons Planche TT™ Poaoe a6
4
/
1 1
X R
: 1) L, O
B M
~ Mt
T
v B
—
D7 Q
‘.\/B 1 G
N
Q o
{
7 h
I3
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Carré L. Méthode pour la mesure des surfaces, la dimension des solides, leurs
centres de pesanteur, percussion et d’oscillation par l'application du calcul intégral,
Paris, J. Boudet 1700, rééd., Paris, Durand 1750, Section seconde, De la dimension

des solides Proposition II.

PROPOSITION IL
ProBLEME.
59- TROUVER la valeur d’une pyramide,

Soit une pyramide polygone dont la hautcur 4 B=q, r;
fa partic A/ P=x, & Pp==d x, foitmené du point B
le rayon BD ==r, & du point P lc rayon P M=y ;
il cft évident que fi on coupe cette pyramide par un plan
paralicle a la bafe paffanc parle point P, la fetion fera
un poulygonce {emblable A cclui dela bafe : Et nommant ¢,
la fomme des cdtez de la bale, & b la hauteur d’un des

. b

triangles, on aura —z‘= au polygonc delabafe; & pour
. . . . L - T

avoir celuide la fe@ion on raifonncra ainfi. Lespolygonces

femblables fontentr'zux en raifon doublée de leurs rayons,
ainfila bafle efta lafection commerreft 3 y y : mais rryys

] be bexx .
aa. xx;doncaa, xx:: — = au polygone qui a

1* 22

pout rayon P M, & multipliant par d x, on aura = === ==

1 a4

au petit fragment qui a pour hauteur Pp, & quicftla

différenticlle dela pyramide , dont l'ic:grale == %%.’ elt

lavaleur de la pyramide qui a pour hautcur 4 P, ce qui
be . . )
donne = pour celic de la pyramide entiere, parce qu'en

B, xdevient== a.
Il feroit facile de trouverpar 2 la valeur d’un fragment
uelconque coupé par un plan ou par deus plans parals
leles 3 la bale. ’ K

Sila pyramidc n'avoit pas pour baft un polygone ré-
gulier, on feroitd peu pres les mémes raifonnemens 5 car
les polygones femblubles font entr’cux en raifon doublée
de leurs cotez homologues, ou bien les différenticlles ou
les ¢lemens de la pyramide décroiflent en raifon doublée
des hauteurs,

COROLLAIRE.

_ Go. Il cft évident que la pyramide eft au prifine de
méme bafe & de méme hautcur comme 1 cft & 3.
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D'Alembert , Encyclopédie méthodique, Mathématiques,

TrtoRrRENM

E..

QR74e.221

DruzpyramiZgs SABC, TNMP
PEN ,TZ,

& 221, yui eur des Rauzsars
fout encr'ellss comme lews ales,
gilaient d'ailleurs ces bafes.

4

DiMONSTRATION,

Qu’on mére paralltlement aux ba'es, & dil-
tances ¢xales des fommets & deos halus, les donx
plans ake, mnpgr; & foiznt o, 7, les poine
ot ces plans rencontrent les hautenrs SO, T'Z.
Les deux polygones abc, ABC, éant fembla-
bles , ona

abclABC: ab! :
Pe mémce , les deux polygons mrpgr,
Q Réuant femblablss, on a

mnpqr; MNPQR: mn: N T(: TZ.
Or,dcaufe de SO=TZ, & de So=Tq,ona
— 2 — e el - d
S0:80::T1:TZ.Doncabe; ABC; mapgr:
gre MNPQR , on bien alterrando, abeimap
gri: ABC:MNPQR. Ainli, chaque feitiona
Bede b premidie pyronide, ol X chague foction
correfpondants mapgr dela (econde, dans leras-
port conflant de la bafe 4B C4 [abafe MNPQR.
Donc . en rezardant ces deux pyramides comme

tome second Article Pyramide , (extrait.), Panckoucke, Paris
1785, réed. ACL, Paris 1987

PYR

compofiées d'un méme nombre infini de tranches
abc, mnpgr, on conclura, que la fomme
des tranches qui compofent la premiérs pyra-
mide , ou Ja folidit¢ de cette pyramide , eft
3 la fomme des tranches qui compofent la {econde
ryramide , ou la folidité de cette pyramide, comme
‘.I:‘l bafe ABC et a la bale MNPQR. C. Q-
. D,

COROLLAIRE.

Donc , fi les deux bales des deux pyramides de
méme hauteur font égales en furfaces , les deux
pyramides feront ézales en foliditds.

Ure pyramide triagulaire et le tiers d'un prif-
me triangulaire de méme bafe & de méme kauteurs

DExoysrTrrATION

Car foit le prifme triangulaire ABCFED (figs
223 ). Quon méne d'un angie A les dizgonalds
AD, AF dans les faces parallélogrammiques 4 B
DE, ACFE; & guon fafle patler un plan fui-
vant ces diagonaizs : il partagera le prifme en deux

yramides, 'unc triangulaire .4 DEF (fie. 224),
"autre quadranzuleire A B CFD (fg 2:5). La
premidre améme bafe que lz prifme, & f2 hautzur
¢it la méme que celle du prifme, puifque fon
fommet A cft placs dans la bafz {upéricure cu
prifme, Coupon: la {econde par un nouveau plan,
conduir fuivant les arrdtes 4 C, A D nous for—
nicon: Jerx nomellss pr 22 ARCD, A0
FD, gui ont leurs 1 s an méme point 4,
& pour bafes «x BCD,FDC.

Donc ¢2: duex p3 2ni iz32s en foli-
ditds, O, fi pou: comparons ia pyramide A8
CD avec la pyramide ADFF, & fi nous les
confid<rons commz avant feurs fommets aux points
D & A, & pour hafes les triangies BAC, DEF;
nous verrons Gue ces deux pyramides font égales,
puifqu'eiles ont haureurs égales & bafes égaies.
Dore les trois pyramides ADEF, DBAC, AC
FD , dans lefquelies le prifmz a éé décompol?;
: font ¢zales en folititd, Donc, Vune ADEF d'clles,

quiameme bale & méme hanteur que le pritme,,
cneftlediers. C. Q. F. D, .

I23

CorROLLAIRE L

Dotc, une pyramide triangnlaire cfl le tiers diz
produit de fa bafe par fa hauteur , puifgue le prifme
eft ézala ce produit entiers’ '

“CorornalrREe IL

Toute pyramide THMNPQR (fiz. 222 ) eftégale-
au tiers da produit de fa bafe par {a hauteur.
Car, fi {'on imu.gine une pyranude whicgubire &
ABC (fig. 221) , dont la hautene SO (oic égaled.
la hauteur T'Z de la pyramide propolée, on aura
TMNPQR:SADC :: MNPQR:ABC
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Laplace Cours de I'Ecole normale de I'An IIl , septi¢tme scéance , p.93-94 in
Oeuvres complétes.

LECONS DE MATHEMATIQUES DONNEES A L'ECOLE NORMALE EN 1795.

Deux pyramides triangulaires de méme base et de méme hauteur
sont égales en solidité. Pour le faire voir, concevons les deux pyra-
mides sur un méme plan, et partagées en tranches de méme hauteur
par des plans paralléles i Ja base; il est facile de prouver que les sec-
tions seront respectivement égales en surface. SiI'on abaisse de chaque
angle de la base supérieure d'une tranche de 'une des pyramides trois
perpendiculaires sur la base inférieure, on formera un prisme droit
triangulaire et trois solides, dont la somme sera plus grande que la
différence entre la tranche et le prisme. La somme de ces trois solides
est moindre que le produit du contour de la base inférieure de la tranche
par sa hauteur et par la plus grande de ses arétes; la différence entre
le prisme et la tranche est donc moindre que le produit du contour de
la base de la pyramide par la plus grande aréte de la tranche et par sa
hauateur. En considérant pareillement la tranche correspondante dans
la seconde pyramide, on voit que la différence entre le prisme droit
qui lui correspond et cette tranche est moindre que le produit du
contour de la base de cette seconde pyramide par la hauteur de la
tranche et par la plus grande de ses arétes; or, les deux prismes droits
sont égaux dans les deux pyramides, puisqu'ils ont méme base et
méme hauteur; donc la différence des tranches correspondantes dans
les deux pyramides est moindre que le produit de la somme des con-
tours des bases des pyramides par la hauteur des tranches et par la
plus grande aréte des mémes tranches; la différence entiére des deux
pyramides est, par conséquent, moindre que le produit de leur hau-
teur par la somme des contours de leurs bases et par la plus grande
aréte de leurs tranches; or, le nombre des tranches pouvant augmenter
a I'infini, cette difference peut étre supposée moindre qu’aucune gran-

deur donnée; elle est donc nulle, et les deux pyramides sont égales en
solidité.

Il est facile d’en conclure, par la décomposition du prisme triangu-
laire en trois pyramides triangulaires, qu'une pyramide triangulaire
est le tiers du produit de sa base par sa hauteur, et que cela est géné-
ralement vrai pour une pyramide quelconque et pour un cone.
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Legendre A.M.Eléments de Géométrie , Livre V1, prop. XVII Paris, Didot,

1794

TRAEORENE.

La solidité d'une pyramide triangulaire est égale
au ders du produit de sa base par sa hauteur,

Soit SABC une pyramide triangulaire quelcon-
que, ABC sa base, SO sa hauteur; je dis que la so-
lidicé de le pyramide SABC sera égale au tiers du
produit de la surface ABC par la hauteur SO, de
sorte qu'on aura SABC=;ABCXS80 ou =SOX

_3ABC.

Car, si on nie cette proposition, il faudra quela
solidité SABC soit égale au produit de SO par une
quantité plus grande ou plus petite que { ABC.

Soit 1.* cette quantité plus grande, en sortequ’on
ait SABC==SO X(;ABC~+M). Si ou fait la méme
construction que dans la proposition précédente,
la pyramide SABC sera partagée en deux prismes
équivaleats entre eux AGHFDE, EGICFH, et en

Gg. 213,

deux pyramides égules SDEL, EGBL. Or la solidité

206 GEOMETRIE

du prisme AGHFDE est DFE X PO, et celle des
deux prismes est par conséquent DFEX 2P0 ou
DFE x SO. Retranchant les deux prismes de la py-
ramide entitre, le reste sera égal au double de la
pyramide SDEF, de sorte qu'on aura

' 2SDEF=S0x($ ABC+M—DFE).

- Mais, parce que SA est double de SD, la surface
ABC est quadruple de DFE*, et ainsi ; ABC—DFE
=i DFE—DFE=;DFE; donc )

2SDEF==S0 X ($DEF+M).
Et ainsi en prenant les moitiés de part et d’auntre
SDEF=SP x (; DEF+M).

D'olt l'on voit que, pour avoir la solidité dela
pyramide SDEF, il faudra ajouter au tiers de sa
base la méme surface M qui avoit été ajoutée i la
base de la grande pyramide, et multiplier le tout
par la hauteur SP de la petite pyramides

Sil'on divise SD en deux également au point K,
et que par le point K on fasse passer le plan KLM
paralléle & DEF, lequel rencontre en Q la perpen-
diculaire SP, la méme démonstration prouve que
la solidité de la pyramide SKLM sera égale & SQ X,
(;KLM-+M).

Continuant ainsi & former une suite de pyrami-
das dont les cOtés décroissent en raison double, et
les bases en raison quadruple, on parviendra bien-
10t & une pyramide Sabc, dont la base abe sera
plus petite que 6M : soit Sp la hauteur de cetre
derniére pyramide, et sa solidité, déduite de celles
des pyramides précédentes, sera encore Sp X (;abe
+M); donc, & cause de M>{abc, et par con-
séquent jabe+M>ialbe, il s’ensuivroit que la
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salidité de la pyramide Sabc seroit >SpXsabe.
Résultatabsurde, puisqu'on a prouvé dans le co-
rollaire II de la proposition précédente, que la
solidité.d'une pyramide triangulaire esc toujours
moindre que la moitié du produit de sa base par
sa hauteur; donc 1.° il est impossible que la so-
lidité de la pyramide SABC soit-plus grande que
SO x ; ABC.

Soit 2.* SABC=SO % (} ABC~M), on prouvera,
comme dans le premier cas, que la solidité de la
pyramide SDEF, dont les dimensions sont deux
fois moindres, est égale & SP X(;DEF—>); et, en
continuant la suite des pyramides dont les cotés
décroissent en raison double, jusqu'd un terme
quelconque Sabc, on wura de méme la solidité de
la dernidre pyramide Sabe=Sp X (}a b c—M). Mais
les bases ABC, DEF, LKM... ab¢, formant une
suite décroissante dont chaque terme est le quars
du précédent, on parviendra bientét & un terme
abe, égal 1 12M, ou qui sera compris entre 12M
et 3M, de sorte qualors }abc~M sera ou égal 4%
abe, ou compris entre t abc et zéro, etla solidité de
la pyramide Sabc sera ou =Spxiabc ou <SpX:
tabe. Résultat encore absurde, puisque, suivant le
corollaire I de la proposition précédente, la soli-
dité d'une pyramide triangulaire est toujours plus
grande que le quart du produit de sa buse par sa
hauteur. Donc 2.° la solidité de la pyramide SABC
ne peut étre plus petite que SO X ABC.

Donc enhin la solidité de la pyramide SABC=
SOX$ABC ou =$+ABC XSO, conformémant 1 1'é-
poncé du théoréme.



PROPOSITION XVIL
Legendre A.M.Eléments de Géométrie

Livre VI, prop. XVII, 12° édition 1823. muion b,

Deuz pyramides triangulaires qui ont des ba-
ses dquivalentes et des hauteurs égales, sont
équivalentes.

figiatd. - Soient SABC, sabe les deux pyramides dont les

bases ABC, abe, que nous supposons placées sur un
méme plan, sont quivalentes et qui ont méme hau-
teur 'TA ;5 si ces pyramides ne sout pas équivalentes,
soitzabe la plus petite et soit Az la hauteur d'ua prisme
qui étant construit_sur la hase ABC, serait dgal a
leur différence.
l.)ivist:zlu hauteur commune AT en partieségales plus
petites que Az, ct soit £ une de ces parties; par les
points de division de la hauteur, faites passer des
plans paralléles an plau des bases; les sections faites
par chacun de ées plans dans les deux pyramides, seront
quivalentes *, telles que DEI et def, Gl et ghi, ete.
Gela posé, sur les wiangles ABC, DEF, GIlI, etc., pris
pour bases, counstrnises des prismes extérieurs - gqui
aient pour ardtes les parties AD, DG, GK, ete..du
coté SA; de méme sur les iangles def, &hi, Il ete,s
pris pour bases , construisez dans la seconde pyramide
des prismes intéricurs qui aient pour avdtes les parties
correspondantes. du cdtésa ; ous cos prismes partiels
nwront ponr hanteur commune, A
¢ Lasomwme des prismes extérienrs de la pyramide
SABC est plus grande que cette pyramide, la somme

des prismes intérieurs de la pyvamide sabe est plus
petite que cette pyramide; done par ces deux raisons
la différence entre les deux sommes de prismes devra
éire plus grande que la différence entre les deux
pyramides. :

Or & partir des bases ADC, abe, le second prisme
extérieur DEFG est équivalent au premier prisme
intérieur defar, puisque leurs bases DEI, def, sont
équivalentes et qu'ils ont une méme hauteur 4 ; sont
dquivalents par la méme raison le troisiéme prisme
extérieur GHIK et le second intériewr ghid, le (qua-
tricme extéricur et le troisiéme intéricur, ainsi de
suite jusqu'an dernier des uns et des sutres. Done
tous les prismes extérieurs de la pyramide SABG, &
Iexception du premier ABCD, ont leurs dquivalents
dans les prismes intérieurs de la pyramide sabe. Done
le prisme ABCD est la différence entre la somme des
prismes extérieurs de la pyramide SABG et Ia somme
des prismes intéricurs de la pyramide sade; mais la
différence de ces deux sommes est plus grande que
la différence des denx pyramides; done il fandvait
que le prisme ABCD fiu plus grand que le prisme
ABCX; or-an contraire il est plus petit, puisquils
unt une nicme base ABG, et que la haweur £ du
premier est moindre que I hauteur Az du second.
Done Phypothése ol I'on est parti ne saurait avoir
lieu; done les deux pyramides SABC, sabe, de bases
123 équivalentes et de hauteurs égales, sout dquivalentes,




Hadamard J. Lecons de Géométrie , Paris, 1898, réédition 1949.

Théoréme. — Deux pyramides (riangulaires de bases équivalenies

et de méme hauleur sonl équivalentes.
Soicnt les pyramides triangulaires SABC, SA'D'C’ (fig. 311) dans

Fta, 4.

lesquelles les -bases ABGC, A’B'C’ sonl équivale_nles, tandis que les
hauteurs correspondantes ontla méme longueur I ; soient V, V' leurs
volumes. _ A

Divisons I'aréle SA en un cerfain nombre de parties égales, trois,
par exemplo, Sa, = a;a, = a,A. Par les points de division a,, a,,
“menons des seclions a,b,c,, ab,c, paralitles & la hase : les plans do-
ces seclions divisenl la hauleur en trols partics égales. Si nous
répélons la méme conslruction sur la seconde pyramide — autre-
ment dit, si 'nous.dii'isons S'A’ ¢n’ lrois parlies égales el que nous.
menions par les points de division 'les seclions a',b',c’,, a',0'sc’,
paralidles & la base A"B'C’ —,les sections oblenues sont équivalentes
‘chacuno b chacune, d'aprds le lemme précédent,

Conslruisons deux prismes, I'un ayant pour base le riangle a,byc,
ol pour l'une de ses’ arédles latérales a,a, (de sorle que sa seconde
base sera dans lo plan a,c, et deux de ses faces latérales dans

" los plans SAB, SAC); I'aulre ayant pour base le triangle a,b,c, el pour
F'unc de scs aréles lalérales a,A (de sorle que sa seconde base sera
dans le plan ABC, deux faces Intérales élant toujours dans les plans
SAB, SAC). Nous désignerons par lcs chiflres 1 cl 2 les prismes ainsi
construils, qui sont intérieurs & la pyramide SABC, el formenl, par
leur ensemblo, un solido qu'on peut appeler inscrit b cello
pyramide. ‘ : '

Si nous opérons de méme dans la seconde pyramide, en conslrui-
sant des prismes 1,2’ qui aient respectivement pour bases a', ¥, ¢',,
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a'b'sc'y el pour aréles latérales a'\ @y, a'\A’, ces prismes secront
respeclivement équivalents aux preoriers, comme ayant dos bases

" équivalentes (ainsi que nous I'avons remarquéd) et méme hauteur
(lo Liers de la. hauleur commune 1), : :

La somme s, des volumes des prismes inlérieurs o done Ja mémen
valeur deo part et d'autre el elle est plus pelite que fe volume de
chacune des deux pyramides.

Conslruisons, en second licu, (rois prismes extérieurs désignés
sur la figure par les chiffres I, 11, 111, ayant respeclivement pour
hases a,b,¢,, a,b,¢,, ABC et pour aréles lalérales a,S, a,a,, Aa,. Ces trois
prismes formenl, par leur ensemble, un solide circonserit & la pyra-
mide SABC, c'est-a-dire la comprenant loul eantidre & son inlérieur
el ayanl, par coriséqucnl, un volume plus grand. Si nous-opérons
de méme pour la pyramide SA'B'C nous _obtiendrons un solide
circonscril équivalenl au premier, pour les mémes raisons que.

précédemment, ct Je volomo conunun S, de ces deix solides sera
supérieur au volume de chacune des deux pyramides.

Les volumes V, V' élant ainsi tous deux compris ciplre S, L sy,
“leur différence est moindre que S, —s,.

*Or lesprismes|, I sonl respectivement équi‘vafcnls(') aux prizmes.

: . - _ i
1,2 comme ayanl mémes bases adyc,; a,byc, et méme hauleur —'; :la
4

diférence S, — s, est donc’ égale au volume du prisme 111, c'est-A-
dire (405) & suf. ABC x-%‘. '

Si, au lieu de diviser SA en lrois p_arlies.ég‘:ilcs, nbus avions pris.
le nombre des divisions égales & n, nous construirions, dans chaque
pyramide, n-1 prismes inléricurs, n prismes exlérieurs, el le raison-
nement précédenl nous montrerail fue Ia différence entrg V <t V'

o I '
eslinférienre & surl, ADG ¢ o c'est-d-dire & la n® partic du prisme:

de base ABG'et do haulgur 1. ,

Mais celle quantité peut éire rendne aussi pelile quel'on veut, en
prevant n assez grand. La conclusion & laquelle nous arrivons ne--
peut done avoir licu si ¥V el V' ne sont pas égaux.

€. Q.F. b,

Gorollaire. — Le raisonnement qui précéde montre que le volume
-de la pyramide SABG est la limite commune des valumes S, 8, lorsque

" augmenle indidfiniment, puisque co volume ¥ differe de chacuno
des quanlités §, — s, moins qu'elles ne different enlre clles, et que

la dilférence 8, — s_lend vers zéro.
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Bricard R. Sur une question de géométrie relative aux polyédres in Nouvelles

Annales de Mathématiques 15, 1896 : p. 331-334.

SUR CNE QUESTION DE GEOMETRIE RELATIVE
AGX POLYEDRES
Pir M. . BRICARD,

Ingénicur des Manufactures de I'Etat.

fLa mesure de la surface du triangle s'établit. en Géo-
€tric plane, a 'aide de considérations trés simple. 1

Shest pas de méme pour la question analogue de la

cométrie de I'espace, relative au volume du tétraédre.
n

(2]

S
.27 b

« vas ot g v

sait en ellet que Fon démontee 'équivalence de deux
o aédres ayant méme hautcur ct des bases de méme
,_.,.l‘facc, en les décomposant ¢n tranches paralléles infi-
-};’flent minces, équivalentes deux a deux. Cette démon-
._s.;“ilm ressortit en réalité au Caleul infinitésimal.

2V peut se demander si cette décomposition est né-
iSaire et s'il serait possible de mountrer I'équivalence
8 deux térracdres en question par une voie plus élé-
wolire, ce qui serait intéressant au point de vue de la

doctrine. L'étude de cette derniére question. que "QA'“
avons entreprise sur le couseil de notre ami )\[, Hofp.
bauer, licutenant d'Artillerie. méne A cette COIchu,i”
quil faut se prononcer pour la négative,

Posons-nous le probléme géncral suivant ;

Lrunt donnés deur pol).,‘u{res équivalents, ,m,u_&i;;._;
toujours décomposer U'un d’eux en un nombre finj '
polvedres. qui, assemblés d'une maniere d[ﬂé,-em:'j’;-'

I

reconstituent le second polyvédre?

Soit I un polyédre quelconque, et py, p.. Par vey

les polvédres en lesquels on le décompose par un cerlajy
nombre de plans arbitrairement tracés. Coay
Les polyedres p, assemblés diftér
un nouveau polyédre 1. :
Dauns le premier mode d’assemblage, ceux des diéd&.
des polyédres p qui ont ane aréte commune ont powt
somme un diedre de P, ou = ou 2. Daus le deuxidme
maode, f: méme somme a pour valeur un diédre de P

i

enumnent, constimcgm

:
),
~ou ~

Eu partant de cette remardue, on arrivera facilemeyt
i établir la congruence

)
K}

3

(mods),

¥
s des p.olyédriu‘l
ers qui ne sont
pas tous nuls, Cette conclusion subsiste si, parmi les
polyedres p, quelques-uns sont extéricurs aux polysdres!
P et P'. de maniére que ces derniers soient égaux a leurj'a
somme algébrique. :

MA =l ' —n' B+, =0

ALBo ALY, L désignaut les diedre
Peo Py etmyn, ...;m'y 0. ... des enti

R+
i
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Ainsi, pour que deux polyédres soient susceptibles
d’étre transformés 1'un en I'autre par une décomposition
de chacun en un nombre fini de polyédres. superpos
sables deux & deus. il faut gqu’une certaine fonction lis

péaive de lears diédres, a coeflicients entiers. soit un
multiple de deux angles droits,
~ Or I'équivalence de deux polyédres n'entraine en au-
cune facon une relation de ce genre. Le fait est a peu
prés évident; on peut s’en convainere, si l'on veut, par
f'examen d'un cube et d’un tétraédre régulier équiva-
femts ().
~ Latransformation en question sera donc impossible
dans le cas général. Il en résulte que P'on ne peut établiv
Péquivalence de deux tétraddres ayant meéme base et
méme hauteur, et ne satisfaisant pas a d'autre condition
urticuliére, sans avoir recours a la décomposition cn
éments infiniment petits.
* Le probléme analogue relatif & deux polygones équi-
nlents est au contraire toujours possible. C'est un fait
onnu et dont la démonstration est aisée. Dans ce cas,
€succés tient & ce que les sommes des angles de deus po-
fgones ditlerent toujours d’un multiple de deux angles
droits,
Pour Jes polyédres, la relation que nous avons trouvée
8 nécessaire, mais elle n'est sans doute pas suffisante.
Ceserait un probléme intéressant, mais difticile. que de
es conditions précises permettant la trans-
Sfmation qui nous occupe, et le moyen de réaliser cette
!kﬂllsforxnaliOll dans les cas ou elle est possible.

Nous termincrons en montrant qu'elle peut se [aive
9‘"5 le cas de deux tétracdres symétriques et par consé-
quent dans celui de deux polyédres symétriques, quel'ou?
reut décomposer en tétracdres symétriques deuy 3 deuc‘

Soient ABCH, VIYCD deux téwraddres s_\'métriquu_f
Décomposons le premicr en 12 téiwaédres, au moyen s
droites joignant le centre de la sphére circonserite gy
somumets e anx centres des cercles circonscrits gy
faces. Etfectuons la méme décomposition sur fo g4,
tracdre A'WVCDY. Deux éléments correspondants d;',
ABCD et A'B°C'D’ sont superposables en méme iempg?f
Lque symétriques, car ils possédent un plan de syméuie‘%
: -}

e —————
e —————

\
'R

.y t
: ") Le diddre du téwr 3
uraljlc avec =. S'il en était aulremént, il exis-
e

3
2 polynomie

uédre régulier, dont le cosinus est égal &

I\
:" ¢ eflet incommens
= - y et
2

i
_-k.m' une équatinn binome ayant une racine égale a

1] . .
““ le premier membre admettrait comme facteur !
i+ 3T =3, ce qui est impossible.

iy



Sur les problémes futurs des mathématiques , par David Hilbert (traduction L.
Laugel)
. in Duporcq E., Compte Rendu du Deuxiéme congrés international des
Mathématiciens tenu @ Paris du 6 au 12 Aout 1900 , Paris, Gauthier-Villars, 1902,

Seconde Partie, Conférences,

. . . ol ’ . M . ey 1,
Dans le domaine des principes de la Géométrie, je citerai d'abord

le probléme suivant :

I1I. — De I'égalité en volume de deux tétraédres de bases
et de hauteurs égales.

Dans deux letires adressées i Gerling, Gauss (') exprime le
regrel (ue cerlains théorémes de Stéréométric dépendent de la
mdéthode d’exhaustion ou, comme on dirait aujourd’hui, de aziome
de continuité (ou de axiome d’Archiméde). Gauss cite en parti-
culicr ce théoréme d’Euclide, que deux pyramides triangulaires de

(V) Gauss, Werke, t. VII, p. 241 el 244.

méme hauteur sont entre elles comme leurs bases. Le probléme
analoguc relalif au plan est aujourd’hui compléterent résolu (1).
Gerling (*) réussit & démontrer I'égalité des volumes de polytdres
symétriques en les décomposant en parlies congruenles; mais la
démonstration, par ce moyen, du théoréme précité d'Euclide dans
le cas général, ne me semble guére possible. 11 s’agirait donc alors
d’une démonstration rigoureuse de l'impossibilité du probléme.
On scrait immédiatement cn possession d’une telle démonstra-
tion du moment que l'on pourrait assigner deuz tétraédres de
bases ct de hauteurs égales qu’il serait umpossible de dé-
composer en lélraédres congruents, el qui ne pourraicnt non
plus, par Uaddition de téiracdres congruents, étre transfor-
més en polyédres, eux-mémes décomposables cn tétraédres con-
gruents.

(1) Outre les auteurs antéricurs, consulter & ce sujet Hhnnenr, Grundlagen der
Geometrie, Chap. IV, Leipzig; Teubner, 1899. Comparer aussi une Note ajoutée au
Chap. IV de la traduction de cet Quvrage (Annales de U’Ecole Normale, 3* série,
t. XVII; 1goo) oi M. IHilbert parle des travaux fondamentaux sur ce sujet dc
M. Gérard, professeur au lycée Charlemagne.

(?) Gauss, Werke, t, Y1, p. 242.
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PRELEFACLE.

=73l AMA1s onn'a tant cultivé les Scien-
{1 1251 ces que dans leficcle ou nous fom-
&y mes, & l'on peut dire que jamais
onn'y a fait tant de progrcs, furtout

dans les Mathématiques, qui ont fait de tout
tems |'Ceude des Efprits les plus fublimes. Auflt
font-clles portées a un el dégré de perfection,
qu'il faudra dans la fuite ¢tre un homme d'un
genie rare & extraordinaire pour y faire de
nouvelles découvertes. La plus belle qu'on

ait faitc jufqu’a préfent eft fans doute le Calcid
diﬁfe’rmtiel s
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