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Mnémosyne
personnification de 1a mémoire.
Elle s'unit 3 Zeus pendant 9 nuits de suite;
de cette union naquirent les neuf Muses.

(Dictionnaire Robert des noms propres)

Itustration de la couverture : "ELa mémoire"

gravure allégorique d'aprés Gravelot (XVIII ¢éme)
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EDITORIAL

Ce numero double est ['occasion:

D'accueillir une ¢tude de problemes
variationnels, problemes de mecanique ou
fe calcul infinitésimal naissant deéemontre
sa puissance et son e ficacite; le statut
exact de ces problemes ( mathématiques ou
mecaniques?) est longtemps reste ambigu.
Cette ambiguitée est d'ailleurs redevenue
d'actualite, en un moment ou [a distinc-
tion entre mathématiques pures et appli-
quees est de nouvensu remise en question.

D'accueillir aussi un article d'intro-
duction a des questions d'algebre recentes
et qui trouvent une application en cristal-
Lographie: [es pavages semi—periodiques.

De rendre hommage, apres sa dispari-
tion,avec un montage de citations, a Jean
Diceudonne, un homme qui, pendant un de-
mi—siecle a, de fagon parfois controversee,
incarné [es mathématiques, et o marqueé
feur enseignement et leur histoire,......



HOMMAGE A JEAN, DIEUDONNE

Jean Dieudonné (1906 - 1992)

Jean Dicudonné, un géant des mathématiques, a incarné, pendant plus de 50 ans 1"Esprit
Bourbaki"”. Membr.. cofondateur du groupe en 1934, travailleur acharné, il a été le principal rédacteur
des fameux "Eléments", monumental ouvrage dont le titre - référence a Euclide - marque 'ambition :

émablir les fondements des mathématiques contemporaines. (Une cinquantaine de fascicules sont parus.)

Donc l'oeuvre mathématique de Jean Dieudonné est trés variée: A une thé&se d'analyse
classique succédérent des travaux de topologie ( On lui doit les notions de partitions de l'unité et
d'espaces para-compacts et il a dégagé l'importance de Ia Topologie faible.); en algébre il a généralisé
ia Théorie de Galois et celle des groupes classiques et a collaboré avec A, Grothendieck a I'élaboration

de la théorie des schémas, comme fondement de la Géométrie algébrique.

Bien qu'il se dise peu doué pour l'enseignement, il a joué un réle important dans la
réforme de 1969 de l'enseignement des mathématiques dans les colléges et les lycées et on lui doit de
remarquables ouvrages d'initiation aux mathématiques contemporaines, précicux pour les étudiants :
Algebre linéaire, Calcul infinitésimal et, bien sfir, les 9 volumes des Eléments d'Analyse (toujours la

référence A Enclide!)

L'érudition et l'immense culture (pas seulement limitée aux mathématiques) de
Dieudonné le conduisaient naturellement & I'histoire des mathématiques et leur diffusion. Tl a rédigé la
quasi-totalité des notices historiques de Bourbaki et publié de nombreux ouvrages d'histoire qui sont
une mine de renseignements tant pour le mathématicien que pour I'historien des sciences. Dans le
domaine de la diffusion des mathématiques, il a participé activement 2 la conception et a I'élaboration
de la partie mathématique de I'Encyclopédie Universalis, dont la qualité est universellement reconnue,
Pendant des années, il a co-dirigé avec M. Loi et R. Thom le séminaire d'Histoire et Epistémologie

des mathématiques de 1'Ecole Normale Supérieure.

Jean Diendonné avec une oeuvre écrite considérable, est sans doute, aprés H. Poincarré,
le dernier homme & avoir pu embrasser la totalité des mathématiques dites pures, ce qui a pu le
conduire 2 sous estimer l'importance de certaines disciplines fondamentales comme les mathématiques

appliquées ou la logique mathématique.

Jean Luc Verley



Formation

En fait, j'aimais I’école et japprenais aisément, récoltant les prix sans
me donner beaucoup de mal. Mon pére me mettail en garde contre ma faci-
lité « il avait bien raison, comme je m'cn apergus i mon entrée 4 I'Ecole
Normale Supérieure, On a beaucoup médit des grandes Ecoles, ct je ne
m’en suis pas privé moi-méme. Mais en quel autre lieu, dans notre systéme
éducatif frangais, un jeune homme peut-il avoir la chance de vivre €n
contact journalier pendant 3 ou 4 ans avec des esprits qui seront parmi les
plus distingués de sa généralion, el nauer des amitiés qui enrichissent loute
une vie? Et puis, esprit de I'Eeole Normale fournit®a qui s'en imprégne le
meilleur antidote contre le poison qui guctte tout intellectuel, la tendance 2
s'enorgucillir de son savoir au lieu de penser i tout ce quil ignore; la téroce
ironie des Noraudicns. qui, pour reprendre la phrase de Taleyrand, onl
coutume de «parler séricusement des choses jégeres et légérement des cho-
ses sérieuses» est li pour e remeltre aussitor @ su place et le rappeler &
I'honnéteté intellectuetle.

Je compris done vite que si je voulais rester dans le sillage des camara-
des brillants qui m'entouraient et des ainés qui déji se faisaient un nom dans
lu recherche, il me faudrait travailler ferme. Cela ne m'éait pas pénible, car
ma passion pour les mathématiques, qui g'était éveillée vers ma 14¢ année,
avee lu découverte de Palgébre, navait [uit depuis fors que croitre. A Paris,
Javais tous ies jours ia possibilité de I'assouvir, en &coutant les legons des
maitres éminents qui se nommaient Picard, Hadamard, Cartan, Lebesgue,
Montel, Denjoy, Juiin. A vrai dire, beaucoup de ce que nous apprenions
ainsi, mes cumarades cf moi-méme, pussail bien au-dessus de nos tltes;
nous n’en mesurions que micux la distance qui nous séparait de nos profes-
seurs, et s'il nous arrivait de chansonner ies petits travers de lef ou tel d'en-
tre eux, nous aurions eu l'impression de nous couvrir de ridicule si notre
ignorance avail «contesté» leur savoir. Je dirais méme que, personnelle-
ment, cette distance me paraissail presque intrunchissable; et il me faltut pas
mal d'années pour que j'acquitre un peu de confiance en moi et me per-
suade que je pouvais, moi aussi, avancer un peu dans la recherche mathé-

matigue.

Allocution prononcée a4 Nice le 20 novembre 1969



Le Groupe Bourbaki

L autre événement majeur fut la eréatlion du groupe Bourbaki. Depuis la
mort de H. Poincaré, {"école [rauncaise de mathématiques (3 'exception de
E. Cuartan et de M. Fréchet) avait tendance & se spécialiser dans I’Analyse
classique des fonctions de variables réefles ou complexes. Les mathémati-
ciens ce ma génération, au cours de nos premiers contacts avec Pétranger,
avions eu l'occasion de constater combien nous étions ignorants des déve-
loppements féconds qui, i cette epogue, renouvekaient I Algébre, la Topoto-
gic et I'Analyse fonclionnelic en Allemagne, en Pologne ou en Russie, el
nous souhaitions redonner aux mathématiques frangaises leur traditionnelle
universalité. Nous fiimes heurcusemcnt aidés dans cet effort par plusieurs
de nos maitres, notamment par le Séminaire organisé par M. Julia.

Ma participation aux travaux de I'équipe Bourbaki m'a apporté beau-
coup plus que je n’en attendais. Dés mon enfance, j'avais toujours éprouvé
un irrésistible attrait pour la compilation : les dictionnaires, encyclopédies,
hisfoires universelics étaient ma palure favorile ct je passais des heures & en
extraire pour ma délectation des listes arrangées suivant d'autres systémes
de classification. Bizarre passion, mats qui seule peut expliquer Pardeur
avee laguelle je me mis a rédiger les mulliples états par tesquels doit passer
tout chapitre du Traité¢ avant d'étre délinilivement approuvé par la coniré-
rie. Mais j'étais loin d’escompter 'effel qui en résulta sur mon développe-
ment intellectuel. L'entreprise cxigeait que chaque membre de Péquipe se
chargedl de metire en forme des théorics sur lesquelles il ne savail souvent a
peu prés rien. Pour moi, c¢e [ut une gymaastique intellectuelie d’une ex-
traordinaire efficacité. Livré i moi-méme, je serais sans doute resté toute
ma vie cantonné¢ dans un étroit secteur de ’Analyse; obligé d'apprendre
sans cesse du nouveau et d’essayer de le repenser avee un esprit vierge, je
fus amené, presque sans le vouloir, et tout en assouvissant i plaisir ma
manie classificatrice, & travailler moi-méme dans des parties de plus en plus
étendues des mathématiques. En outre, je ne cessais de bénéficier, au cours
des multiples réunions de notre groupe, des idées souvent extrémement ori-
ginales et pénétrantes de mes codquipiers, ef ce n'est pas unce exagération de
dire qu'ils sont certainement de moitic dans loul ce que j'ai pu faire.

Allocution prononcée a Nice le 20 novembre 1969



Conception des mathématiques

Par « mathématiques bourbachiques » jeniends, & trés peu de choses
prés, I'ensemble des guestions qui onl &t¢ exposces dans les séances du
Séminaire Bourbaki. Les colluborateurs de N. Bourbaki ont eu, dés e
début de leur travail collectil, une certaine conception des mathématiques,
se rattachant & la tradition de H. Poincaré ¢t E. Carlan en France, de
Dedekind et Hilberl en Allemagne. Les « Eldments de Mathématique »
ont &1¢ écrits pour donner & ce type de recherches des fondements solides
et d’accés commode, sous une forme asscz générale pour &tre utilisubles
dans le plus grand nombire possible de contextes.

A partir de 1948, le groupe Bourbaki a organisé un Séminairc, compor-
tant en principe 18 séances annuctles, desting i exposer les résultats récents
dans les questions qui leur semblaient ies plus intéressanies; ces exposés,
qui ont presque tous &té publiés, sont actuellement au nombre de 500 envi-
ron, et constituent dong une véritable Encyclopédie de ces théories.

F
H

Aucun lex(e publié sous lc nom de N. Bourbaki n’a jamais précisé la
fagon dont les questions exposées dans le Séminaire ont été choisies. On
peut donc seulement, en examinant de l'extérieur ces choix et la fagon dont
ils s'insérent dans Pensemble de loules fes publications mathématiques de
notre époque, essayer d'en dégager des traits communs. Je tiens & préciser
que les conclusions que je tire de cet examen me soil uniguennient person-
nelles, et ne prétendent représenter en aqucune manicre des opinions par-
tagées par les collaborateurs de N. Bourbaki,

Larsqu’on éludic histoire des mathémaliques, on voil presque invaria-
blement qu'une théoric commence par des ellorts pour résoudre un
probléme trés particulier {exemple : fu duplication du cube dans les mutho-
mutiques grecgues). H se peut que ces efforts restent vains, autrement dit
Qi i une premicre clusse ‘

} Les problémes mort-nés (exemples @ lu déterminuation des nombres
premiers de Fermal, ou Pirrationalité de la constante d’Euler).

En second liew, i1 se pewt que le probléme considéré soit résolu, mais
quib n'en résulte aucun progrés pour aucun autre probléme: d'ot une
seconde classe

1) Les probiémes sans postérité {c'est le cas de beaucoup de problémes
ressortissunt & ce quion appelie la « Combinatoire »).

Line situation plus fuvorable est celle ou, en approfondissant les techni-
ques ulilisées pour résoudre le probléme de départ, on arrive (au besvin
et les compliquant considérablement) & les utiliser dans d’autres problémes
simikiires ou plus difficiles, sans toutcfois gu’on ait le sentimen! de com-
prendre véritablement la raison de ces succés ; on peut dire que ce sont :

) Les probtémes qui engendrent une méthode (la théoric analytique
des nombies ¢t fa théorie des groupes finis sont fertiles en exemples).



Dans quelgues eas assez rares, Pélude du probléme finit, parfois au bout
d'un temps assez long, par révéler Pexistence de slructures sous-jacenics
insoupyonndes, qui, non sceulement illuminent la question posée, ns
fournissent des outils géndéraux ¢t puissants permettant d’en &lucider une
{foule d'autres dans des domuaines variés; on obtient ainsi:

IV) Les probiémes qui s’ordonnent autour d'une théorie générale,
feconde et vivante (la théorie des groupes de Lic et fu Topologie algébrigue
sont des exemples typigues 4 Pheure acluelle).

Mais, comme I'n souligné Hilbert, une théorie ne prospére que pur
Fapport ininterrompu de problémes nouveaux. Fréquemment, une luis
résolus les problémes les plus importants par leurs conséquences et leurs
liens avee les autres branches des mathématiques, lu théorie a tendance o
se concentrer sur des questions de plus en plus spéciales et isolées (pouvant
d'ailleurs étre trés difficilesy; on a alors :

V) Les théories en voie d'étiolement (au moins momentané : la théorie
des invariants, par exemple, est déji plusieurs fois passée par ce stade).

Enlin, si duns une théorie un choix heureux des axtomes, motivé par des
problémes précis, a permis de dévetopper des techniques ayant une grande
efficucité duns beaucoup de parties des mathématiques, il arrive aussi
qu'on cherche, suns motil apparent, & modifier 4ssez arbitrairement ces
asiomes. L'espoir de renocuveler ainsi les suceds de ba théorie initiale s'avére
fc plus souvenl trompeur, et l'on &, suivant I'expression de Polya et Szegd

(Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis, Berlin (Springer), 1925, Ein-
leitung) :

VI} Les théories en voic de délayage (« Yerdlinnung ») {conformément 4
Pexemple de ces auteurs, nous n'en cilerons pas).

Ceci dit, il m’apparait qu'on peul caractériser la plupart des sujets
exposés dans Ie Séminaire Bourbaki comme appartenant a la catégorie 1V)
et (dans une moindre mesure) i la catégoric I1) dans le classement préceé-
dent. C’est 14, je crois, une constatation aussi objective que possible, que je

m’abstiendral de commenter plus longuement,

Préface de J. Dieudonné
Panorama des mathématigues pures, le choix bourbachique.
Gauthier-Villars Paris 1977



L'Enseignement

J'ai parlé jusqu’ici de mon activité de mathématicien, et je n’ai rien dit de
ma carrigre de professcur. Je dois vous (aire un aveu ! je n'ai jamais eu la
moindre vocation pour enseignement. Si je suis entré dans I’Enseignement
supérieur, c'est parce que ¢'étail le seul moyen de gagner ma vie (out en
conservant assez de temps disponible pour poursuivre mes recherches
mathématiques. Bien entendu, j'ai toujours cssayé de faire mon métier de
professeur aussi consciencieusement quc possible, et j'y ai consacré de

longues heures de préparation, mais je n'y ai jamais apporté d’enthou-
siasme; et méme aprés 40 ans de métier, je me sens toujours plus a Paise
devant une leuille de papier que devant un auditoire. Je m'embrouitle trés
facilement uu tableau el j'ai suns cessce besvin de notes pour éviter les ca-
tastrophes. C'est la nécessité de prévoir ainsi dans le détail tous mes expo-
sés qui m'a finalement poussé A écrire dans mon dge mir quelques ouvrages
d’enseignement, dans ['espoir qu’ils éviteront peut-&ire & mes jeunes colle-
gues les erreurs ofl je suis maintes fois tombé.

C'est sans doute aussi en raison de mon manque d'aptitudes & |'ensei-
gnement que je n’ai guidé dans la recherche que trés peu d’éléves: J'ai tou-
jours beaucoup de mal i m'intéresser i un tudiant jusqu'au jour ol il arrive
2 un niveau ol je me sens de plain pied avec lui ¢t oh nos refations sont plus
celles de collabarateurs que celles de maitre A éléve,

I ressort bien de toul ceci que je suis un exemple typigue du savant
cenlermé diuns su tour d’ivoire». Je ne m’en défends pas, et méme, malgréd
la réprobation dont s’accompagne zujourd’hui ce terme, je crois qu’il vaut la
peine de prendre le contrepied des idées regues et de faire I'éloge de la
«tour divoire». Lorsqu’on demandait i H. Poincaré comment il était arrivé
% ses éblouissantes découvertes, il répondait «en y pensant souvent». Nous
savons que Kummer a mis 8 ans pour inventer la théorie des nombres
idéaux, et Gauss lui-méme, le prince des mathématiciens, a reconnu avoir
cherché en vain le signe <’une expression algébrique pendant plusieurs an-
nées. Si de tels géants de la pensée esliment nécessaire une concentration
aussi soutenue de leur esprit, comment imaginer que les chercheurs moins
douds puissent jamais uccomplir un travail fructueux sans y consacrer tout
le temnps dont ils peuvent disposer? Et de fait, je ne connais guére d'exem-
ple de mathémalticien qui ait mené¢ de (ront des recherches difficiles et une
activité extérieure exigeant du temps et de Ia réflexion. Du reste, pour pou-
voir sortir de sa spécialité et réussir dans d'autres domaines, il faut avoir des
dons naturels que je ne me targue pas de posséder; a nature m'a gratifié de
I'aptitude aux mathématiques, qu’elle ae prodigue guére; j'aurais mauvaise
grice 4 en vouleir davantage.

Allocution prononcée a Nice le 20 novembre 1969



Spécificité des mathématiques
Préface de I' Algébre Linéaire

et plus encore les philosophes ou

Les muthématiciens du sicele passe,
douné au public

essayisles qui ont voulu parter de mathématigques, ont
cultivé Pimage d’une science immuable et figée qui ignore les titonnements
el les incertitudes des pauvres sciences dites expérimentales, 1y a plus de
cent ans que les mathémaliciens professionnels sont revenus d’une si naive
assurance. La source du malentendu céside dans le fait que s'il est bien
exact que les théoremes démontrés il y a 2 000 ans sont luus Aussi vrais
maintenant qu’alors, les « vérités expérimentales » par contre n’upparaissent
‘jamais que comme des approximations que {’on perfectionne suns cesse. En
mathématique comme duns toutes les sutres seiences, ce qui change, cest e
point de vue dtoll P'on considere tes resultals déji acquis. Kt comme dans
toules les autres scicoces aussi ves chungements se font & 'heure actuelle
avec une vitesse qui vi crotssant.

Sauf sur un point toul it fail acessuire, e schéma du progrés en mathé-
matique n'est pas différent de ce qu'il est dans s auures Jdiscipliaes. ln
effet les acquisitions nouvelles ot les reflexions gue ees disciplines suscitent
aménent & repenser bes théorémes unciens, & examiner & [ lumiére des théo-
ries plus récentes leurs rapports mutuels et i les insérer de fagon plus ra-
tionnelle dans un contexte renouvelé, Contrairement i, ve qui se passe pour
les «[aits» les mieux établis de lu Physique ou de fu Biologie, les théorémes
des malhématiques, malgré les bouleversements périodigues que connait
cette science, demeurent intacts. Seulement il leur arrive souvent de pas-
ser du statut de « théorémes fondamentaux » & celui de simples «corollaires »
qui finiront par servir d’exercices aux apprentis mathématiciens. Pour peu
que les mathémuticiens professionnels en aient conscienye, un tel processus
ne peut gue rendre plus modeste Ia conception qu'ils se font de jeur role.

L enscignement des Universités n'a pus ignord longlemps ces remises en
ordre. Mais jusqu'a une époque récente il 'y d pis cu de refonte qui tou
chit vraimenl aux notions de base laissées traditivnaeliement i Penseigne-
ment secandaire. L'étude des mathématiques dans Buclide n'était d'ailleurs
pus Une mauvaise préparation aux mathematiyues dites « supéricures » pour
un contemporain de Viéle ou méme de Cauchy. Pendant bes deux siccles gui
séparent ces mathémaliciens, les méthodes nouvelles qui avaient é1é déve-
loppées n'exigeaient cependant pas drautres idées fondamentales que celles
d'espace et de nombre, teiles que les avaient copguies les géométres grecs.
La tendance des mathématigues modernes est woul aulre aujourd hui. On a
es - ikldes fondamentlales », un peu

cherché & décempruser en quelgue sorte ¢
des anciens. On a

comme les physiciens ont anulysé Vutome «insécuble »
ainsi pu découvrir dans les produits de cette « dissocintion » des outils nou-
venux d’une puissance jusqu’alors insoupéconndée.

Pendant ce temps |'Enseignement secondaire en éluit resté, i peu de
chose prés, 4 ce qu'il était avant Grassmann et Cantor. On y éludiait la
géométrie d'Euclide, Pulgebre de Viete e de Descurtes et un peu de Caleu!
infinitesimal duns tes clusses terminales. b fossd existant entre cel ensei-
¢ lon dispense dés Pentrée i ["ugiversité ne pouvait que
comple gue de considérer les
s I'enseignement des

gnement el celui qu
s*élurgir. 1t n'est d'ailleurs pour s'eén rendre
sujets suivants dont ki place est encore trés grande dan
mathémaliques au lycde

1) les constructions « par la régle et le compas -3

2} les propriétés des «figures» traditionnelles, teltes que le triangle, les
«quadrilatéres » variés, les cercles el «systémes de cercles -, les conigues,
avec tous les raffinements accumulés par des générations de « géométres»
spécialisés et des professeurs en quéte de problemes d'examen;
. 3) Ia kyrielle des «formules trigonométriques» et de leurs transforma-
tions kaléidoscopiques permettant de superbes «résolutions» de «problé-
mes » relatifs aux triangles par le moyen de «calculs logarithmiques» !
) D.e tout ceci il n'est jumais méme Fait allusion & 1'Université, 8'il faut
et‘ud’ler une conique, on P'étudie comme toute autre courbe par les procédés
g?neraux du calcu! infinitésimal. Quand aux autres «figures» chéres aux
géométres de jadis, elles ont totalement disparu.
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On pourra objecter que ce qui s'enseigne au lycée est moins abstrait et
plus utile aux futurs ingénieurs que ce que I'on apprend & I'université.
Yaul-il mieux pourtant pour fabriquer les poutrelies d'une construction mé-
tallique, savoir que les hauteurs d'un triangle sont concourantes pu avoir
acquis quelques principes fondamentanx de résistance des matérinux ? 11 est
bien vrai que les formules trigonométriques sonl tout A fait indispensables &
trois professions :

1) les astronomes

2} les urpenteurs

3} les auteurs de manuels de trigonométrie.

Quelques notions de trigonométrie suffisent cependant i des ceatxines
d’autres prolessions, de sorle qu'il est inutile d'en faire une étude approfon-
die dans le secondaire.

Un des effets du progrés muthématique est de nous rendre capable de
démontrer souvent en quelques lgnes ce A quoi on est parvenu par des che-
minements rds tortueux, un si¢cle ou un demi sidcle auparavanl, L'inven-
tion du Calcul infinitésimal en est un exemphe universellement connu. Des
problémes qui avaient exercé la sagucité d’un Eudoxe ou d’un Archimeéde
ont ét¢ d'un seul coup rumends & des calculs presques sutomatiques. Ce qui
est moins conau (¢t ce pourquoi est éerit ce livre), c'est que depuis les
travaux de Grassmann et Cayley entre autres, il y a plus de cent ans, on
dispose en «Géométrie élémentaire », comme M'a si bien dit Choquet, d'une
«route royale» par laquelle, 4 partir d'axiomes extrémement simples 2
énoncer {au contraire de ceux d' Euclide-Hilbert) tout s'obtient de la fagon ia
plus directe en quelques lignes de calculs triviaux., Auparavant il faltait
d*abord ériger tout un échalaudage complexe et artificiel de constructioas de
triangles auxilinires, afin de revenir vaille que vallle aux sacrosaints «cas
d*égalité» ou «cas de similitude » des triangles, points d’appui de toute la
technique traditionnelle.

Si surprenant que cela puisse puraitre au non-initié, les mathématiciens
professionnels sont depuis longtemps familiers avec de tels phénoménes, ol
le remplacement d'un systéme d’axiomes par un systéme dguivalent, mais
micux choisi, amiéne parfois des simphifications considérubles. Ainsi. au leu
d'enseigner aux éléves des technigues inadéquates qu'il leur faudra oublier
plus tard, il convient plutdt de leur présenter une théorie vfl tout s'erdonne
natureliement wutour de quelques idées clefs rés simples.

e

Préface du Calcul Infinitésimal

On reproche souvent sux dludiants de ne plus savoir caleuler. Pour les
physiciens et les ingénicurs, la responsabilité en incombe 4 I'enseignement
actuel des mathématiques. Certes, il e¢st regrettable de voir en Faculté des
Sciences un étudiant de seconde ou Lroisigme année peiner pour faire un
changement de variables ou une intégration par parties.

Pourtant, on ne doit pas opposer les « muthématiques moderness aux
«mathématiques classiques »; en effet la mathématique actuelle, sans rup-
ture profonde avec la tradition, a simplement développé en assez grand
nombre des notions abstrailes nouvelles, qui oal souvent permis de concen-
trer Ja recherche sur 'esseatiel, Alnsi a-1-0n put progresser irés sensiolement
dans des domaines considérés encore comme inaccessibles H n'y a pas si
longtemps (quant A fuire de Tubstraction pour 'abstiaction, ¢'est 1a un exer-
cice tout A fait vaint), : '

Grice & cela 'enseignement des bases des mathématigques {en particulier
en algébre et en gomdétric) a é1¢ débarrusse do notions devenues inutiles,
voire nuisibles, ¢f nolamment simplifié. Cependant, le fondement de I'Ana-
lyse moderne reste le Caleul inlinitésimal, merveilleux outil turgé au cours
des trois demiers siécles, sans lequel i serait illusoire d'aborder I"Analyse
fonctionnelle la plus récente.

Mais jusqu'a cette anpée, entre un enseipnement seconduire par irop
sclérosé, et celui de [ Analyse moderne que dispensent les Facultés (en liai-
son étroite avec la recherche, pour ussurer & celle-cj une préparation effi-
cace), I'éudiant disposait d'une seu‘le année d'inttiation au Calcul infinité-
simal classique et & ses technigues. - - « oo

= ===+ Etaldés sur deux ans, les nouveattX prograunmncs
devraient fournir désormais une solide base lechnique, ¢t permellie ensuite
d'assimiler vraiment les notions plus abstraites. Y sont inclus, notamment
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¢n seconde annde, des ¢léments essenticls el assez nccessibles de P Analyse
classique, comme fa théorie des fonclions analytiques ot des équations dillé-
rentielles. Crest d'abord A ces techniques fondumentales que ouvrage est
consacré (les bases du Cateul diftérentiel et intégral, enseignées en premiére
année du premier cycle, étant supposées connues).

S'il est donc nécessaire de «savoir calculer» avant d’accéder 4 I'Analyse
moderne, it Faul distinguer en fait entre deux types de calcub: il y a en
premier lieu e «calcul algébriques, qui permet, en un mot, d’établir des
dgalités: le protolype en est fourni par les formules de résolution d'équa-
tions (les «closed formulas» des Anglo-Suxons), qui ne sont pas, comme
d'aucuns le croient, la seule raison d'étre des mathématiques.

E’Analyse connail également ce genre de refations, souvent de grande
imporiance, comme par exemple la formule de Cauchy ou le développement
en série de Fourier. Ce n'est pourtant pas 11 I'essence du second type de
caleul, le Caleul infinitésimal; pour les physiciens, et ils ont raison d'y in-
sister, un théoréme est sans intérét §'il ne permet pas le caleul numérique
des nombres ou des fonctions que Fon étudie; & leurs yeux les «théorémes
d’existence» des purs mathématiciens sont absolument sans valeur, Mais
par le calcul numérique on n’obtient que des approximations; c’est par un
procédé de caleut approché (le mathémulicten recherchanl une approxima-
tion arbilrairement petite, I'utilisateur se contentant de beaucoup moins),
que I'on peut déterminer un nombre réel. Comme I'enseignement des
mathématigues, dans le premier cycle, est destiné aussi bien aux futurs phy-
siciens et chimistes qu‘aux mathématiciens, cet aspect de 'Analyse est par-
ticulitrement développé dans Pouvrage : le calcul numérique proprement dit
n'est pas abordé dans ce volume, mais on s *est efforeé d'éviter toute notion
qui ne soit susceptible d'évaluation numérique, et d° indiquer systématique-
ment les moyens théoriques d'exéeuter ces calculs.

On aurajt d'ailleurs tort de mépriser le caraciére concret du Calcul infi-
nitésimal; pour acquérir le «sens de I’Analysen, indispensable jusque dans
les spéculations les plus abstraites, il faut avair appris & distinguer ce qui est
«grand» de ce qui est «petit», ce gui st «prépondérant» et ce qui est
«négligeable», Le Caleul infinitésimal, tel qu'il est présenté duns ce livre,
doil permettre de manier les inégalirés bien plus que les égalités, et il pour-
Fait étre résumeé en trois mots :

MAJORER, MINORER, APPROCHER

Il ne faudrait pourtant pas le réduire, pur commodité, & ‘une séric de
procédés méeaniques, ne réclamant aucune compréhension de leurs utilisa-
teurs. Si par I'usage, par la multiplicité des exemples concrets, on acquiert
une connaissance intuitive du mécanisme des opérations, le sens de I'Ana-
lyse n'est obtenu que lorsqu’on sait donner des délinilions précises des no-
tions que i'on emploie ct s'en servir pour bitir des démonstrations correc-
tes.

1l peut paraitre cxcessil, aux yeux des physiciens, de vouloir loujours
démuntrer des résubtats en apparence évidents; de fait, on peut aveir intérét,
lorsqu'on débute, A admettre des résultats plausibles sans perdre de temps a
une démonstration délicate, Cet ouvrage admet donc sans preuve un certain

nombre de théorémes de base de I'Analyse; le cas échéant, des démonstra-
tions longues et difficiles sont imprimées en petits caractéres, permettant
ainsi de s’en dispenser en premigre lecture.

On ne peut cependant pas suivre ces physiciens lorsqu'ils tiennent pour
«évident» ce qui ne I'est pas du tout, trop confiants dans une inlujtion qui
peut induire lourdement en erreur. [l n'est pas nécessaire, pour mettre en
défal:ll des résultats qu'ils admettent sans discussion, d'utiliser des fonctions
aussi « monstrueuses» que les fonctions continues sans dérivée; le « phéno-
m?.nc de Runge» {chap. IX, Appendice) montre que le procédé classique
d'interpolation polynomiale peut fort bien diverger pour des fonctions tout 2
fait «régulit¢res»: et il y a des fonctions analytiques pour lz|<|, continies
dans tout le disque [zf<1, et qui pourtant transforment le cercle |2{= | en
une cotrbe de Peano remplissant un carré.

Admetire (rop facilement, ¢'est donc prendre des risques; le chercheur
scrupaleux apporte en fail un soin extréme i s'assurer de la correction de
ses mesures, écartant d’emblée les interprétations hasardeuses. Les malhé-
matiques exigent [a méme rigueur, el leur enseignement ne peut s'accomo-
der du vague et de 1A peu prés.
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Mathématiques et imagination

Jean Dieudonné : choix d'ceuvres mathématiques

Tome 1 Hermann 1981

L’abstraction et Pintuition mathématique

Résumé

La qualité essentielle d’un mathématicien est I'imagination: la logique ne sert qu's met-
tre les démonstrations sous une forme irréiutable, elle est incupable de los suggérer, £imagi-
nation se fonde sur une sorte d'«{ntuition» des objets mathématiques étudiés, mais cela n'a
que ues peu de rapport gvee ce quion appelle d'opdinaire I'«intuilion sensibles, les objels
mathémaliques considérds &tant e plus souvent "aboutissement d'un long processus d’abs-
traction qui leur Gte toule possibilité de représentution concréte. Cetle «intuition» mathéma-
tique est avant fout le résultat d'une longue familiarité avec le sujet étudié; mais en outre i
peut s’opérer des «iranslerts» d'intuition d'une théore A une autre: on en donne quelques
exempies qui font ressortir la fécondeté de tels transferts.

Tous les mathématiciens sont d'accord sur le role fondamental que joue
I'imagination dans la création mathématique. La logique est un outil indis-
pensable et ennuyeux (on sait, d’ailleurs, quc les mathématiciens ne I'appré-
cient pas beaucoup en général); il faut savoir la manier proprement ‘parce
qu'elle permet de suivre et de vérifier une démonstration . .. mais non de
Pinventer. -

Or, comment s'invente une démonstration? C'est un processus qui a été
bien décrit par Poincaré dans une page célébre: 'imagination présente au
mathématicien, qui se trouve en face d'un probléme, une quantité de combi-
naisons possibles de faits connus, de théorémes connus, et la plupart ne
conduisent & rien, Lorsque, par hasard, le mathématicien tombe juste, on dit
qu'il a eu une bonne intuition ou qu'il a été bien guidé par son intuition,
Mais dés qu’'on parle d'intuition, il y a un malentendu qui surgit aussitdt,
dtant donné que le mot a déja une signification — assez vague dailleurs —
dans le langage courant, touchant les objets ou les phénomeénes qui tombent
sous nos sens; et ceci nous améne dircclement au cceur du probléme qui est
abordé dans ce colloque.

Personne évidemment ne sange & nier que U'origine des notions mathéma-
tiques de base, telles que le nombre ou 'espace, doive étre cherchée dans
notre expérience sensible. A partir de I'ige de douze ans environ, si jen
crois les psychologues professionnels, les petils nombres entiers ou les rela-
tions spaliales simples (position, grandeur, etc) peuvenl &lre considérés
comme des notions cxpérimenlajes stables cf communes i tous les individus
normaux et ¢’est cela qui forme lc substratum des notions mathématiques
correspondantes. Sculement il faut toul de suite observer une chose, sur la-
quelle on n'insiste pas assez & mon avis, c'est que les objels mathématiques,

13



qui prétendent rendre compte de ces concepts expérimentaux, sont doués par

les mathématiciens de propriétés qui sortent trés vistblement du champ de
Pexpérience. Je citerai comme exemple lc nombre entier arbitraire: je doute
que quelqu’un ait une intuition sérieusc d'un nombre entier supérieur & dix
(jentends par 1a Pintuition immédiate; il vy a, je crois, des expériences psy-
chologiques dans lesquelles on projette un cerfain nombre de points sur un
tableau et il s'agit de dire de suite, sans compter, combien il y a de points;
je crois qu'on ne dépasse jamais 7 sans se tromper). L’élaboration de cette
idée du nombre entier arbitraire, du nombre quon peut continuer indéfini-
ment; axiome d’Archiméde qui dit que si on a une riégle d’un métre et qu'on
la juxtapose indéfiniment, on arrivera un jour & dépasser Sirius; voila visible-
ment des conceptions qui n'ont rien d’expérimental. L’existence de Ia borne
supérieure, I'axiome des intervalles cmboftés, qui dit que quand on rapetisse
un point commun A tous ces inter-

indéfiniment un iatervalle, it y a toujours
périence. La méme remargue vaul

valles, sont striclement on dehors de ex
pour le postulat d’Buclide.

Apris deux gideles de réflexions sur ces questions-1a, nous savons main-
mes sont des choix qui ont été opérés assez arbitrairement
par les mathématiciens pour des raisons de commodité 2 la Poincaré ou
d'esthétique; ils ne sont nullement imposés de l'extérieur par des phéno-
ménes ou par intuition sensible que nous pouvons en avoir, D'ailleurs,
Phistoire monire que plusicurs aspecls de cetle intuition sensible peuvent
entrer cn conflit lorsqu'il est question de choisir. Monsieur Hirsch a rappelé
que les Pythagoriciens étaient conduits A considérer que la droite n’était pas
1a droite réelle A notre sens habituel, mais la droite rationnelle. Pourquoi y
étajent-ils conduiis? A cause de la mesure: on a deux longueurs et il est toul
3 fait naturel de penser qu'il y a une commune mesure. Cela était parfaite-
ment logique; sculement on cst cntré en conllit avec unc autre partie de
Pintuition: quand on a voulu faire de la mesure des lonpueurs et de la géo-
métrie plane, on s’est apergu quw’il y avait des longueurs — comme la diago-
nale du carré — qui ne répondaient pas a cette exigence. 11 a donc faltu choi-
sir & ce moment-1a si on allait faire de la géométrie plane oll la diagonale
du carré a une longucur, ou bien dire que la diagonale du carré n’a pas de
Jongueur. (On pourrait trés bien admettre cela d’ailleurs. La géométrie sur
ic corps des rutionnels cst une géoméirie parlaitement raisonnable; seule-
ment il y a vn certain nombre de choses qui ne sont pas vraies dans cette
géométrie.) '

Autrement dit donc il y a un certain nombre de raisons qui sont dues au
développement historique des mathématiques et qui ont conduit les mathé-
maticiens A ajouter A des notions, qui sont grosso modo expérimentales, des
exigences qui ne le sont pas du tout et qui s’ajoutent comme axiomes supplé-
mentaires aux notions que nous avons choisi de mettre A la base. Aprés quoi
il n'est natureliement pas du tout extraordinaire — bien que cela ait beau-
coup choqué les gens & P'époque — que Pintuition sensible des objets en
question, les nombres récls pour commencef, soit en fait totalement inexis-
tante dans certains cas, ou alors insuffisante ou fallacicuse. Ele est inexis-
\ante dans le cas des nombres arbitrairement grands cité plus haut: si on
avait une intuition immédiate des enticrs arbitrairement grands, on saurait
faire 1a théorie des nombres alors que précisement on ne le sait pas et qu'on
'y arrive qu'avec beaucoup de peine et en faisant appel & toutes sortes de res-
sources extéricures. Personne ne peut dire qu'il ait Pintuition que le théo-
réme de Fermat est vrai ou faux. Quelquefois Iintuition qu’on peut avoir
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de cerlaines notions & partir des axiomes, donne une idde de démonstration.
L'exemple classique est le théordme de Bolzano disant qu'une fonction con-
tinue ne peut changer de signe sans s'annuler. On cn a une intuition géomé-

" trique assez nette et elle donne méme unc idée de démonsiration. Mais si
on essaye unc démonstration du théoréme de Jordan qui est tout aussi intui-
lif, on se rend compte que l'intuition en est trompeuse. Et puis il y a, bien
entendu, des objcts mathématiques (otalement non intuitifs, les monstres
classiques: la courbe de Pcano; fe continu de Brouwer qui est frontitre de
trois domaines i la fois dans le plan; lc collier d’Antoine qui cst un ensemble
parfait discontinu, mais tel qu'en peut trouver une courbe que F'on ne peut
déformer sans le traverser. D’ailleurs, sans aller aussi loin on peut citer des
exemples de fausse intuition, comme la fameuse figure par laquelle on veut
démontrer que tout triangle est isoctle. Si 'on s’arrange pour que le point
d'intersection de la médiatrice et de la bissectrice soit & Pintérieur du triangle
(il ne P'est évidemment pas), on peut montrer facilement que le {riangle est
isocéle. Cela montre bien que lintuition spaliale que nous pouvons avoir de
la géométrie élémentaire peut étre fallacieuse.

It ne faut donc pas se laisser abuser; méme pour des notions qui semblent
proches de Pintuition sensible, les objets mathématiques sont au fond tout
3 fait différents de ce que nous croyons qu’ils sont. 1l y cut 1a une source
d’étonnement considérable pour la plupart des mathématiciens du 19° siecle
qui étaient persuadés que les notions qu'ils associaient aux nombres réels
allaient de soi et ne pouvaicnt conduire & des rdsullatls extravaganls comme
la courbe de Peano.

Nous ne nous étonnons plus de telles situations. C'est que, depuis Ia fin
du 18e sidcle, les nmthématicicn<; ont brisé lc cadre classique du nombre et
de P’espace et ont commencé & traiter d’objcts qui n’ont aucunc contreparlic
sensible. On n'a jamais vu un groupe, un anneau, i corps, un module. La
géométrie non euclidienne et toutes les autres géomcétries, les espaces a n di-
mensions, les nombres p-adiques, les variétés différentiables abstraites sont
des créations de mathématiciens. Comment peut-on encore parler d'intuition
pour ces objets? La réponse & celte question est certainement difficile a for- '
muler parce qu'il s'agit d’un phénoméne entidrement subjectif, Chaque ma-
thématicien se fait une image mentale personnelic qui est & peu prés in-
comparable A celle des autres. Aussi I'analyse que je vais essayer de donner
est fortement liée & mes propres images mentales; il ne peut en étre autre-
ment et je n’ai pas la prétention d'énoncer des vérités générales, mais simple-
ment de tenter de comprendre certains processus mentaux que je crois tout
de méme grosso modo communs & beavcoup de mathématiciens.

Tout d’abord il y 2 une constatation générale et totalement banale, C'est
que Pintuition d'un sujet mathématique s’acquiert progressivement ct est
avant tout fonction de la familiarité que I'on a avec le sujet. Que fait le ma-
thématicien quand il est placé devant une situation toute nouvelle qu'il n’a
jamais étudiée, qu’il comumence A lravailler? Le plus souvent il ne sait méme
pas quelles questions se poser ou il se pose des questions absurdes. Ici en-
core I"exemple typique est celui de Poincaré. (On a la chance que Poincaré,
qui a été le pius grand mathématicien de son temps, ait, de plus, bien voulu
noler de fagon trés précise ses impressions de recherche.) Quand Poincaré
a commencé ses travaux sur les fonctions automorphes, il cherchait & démon-
trer qu'il n’y en avait pas en dehors de celles qui étaient trés connues (les

" fonctions modulaires entre autres); c’est ce qu'il dit lui-mé&me dans son livre.
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Cela prouve jusqu’d quel point méme les plus grands mathématiciens peu-
vent s’engager dans des directions complétement absurdes. Poincaré s'en est
apergu et c’est justement en cela qu'il avait une grande intuition comme on
dit, car, quand on étudie une question, petit 3 petit on se sent en pays de con-
naissance; par accoutumance, on finit par deviner ce qui doit se passer
quand on a un objet mathémalique devant soi et par imaginer quel genre
d’outil il faut utiliser pour attaquer telle ou telle question; graduellement
on cesse de commeltre les crreurs ridicules qu'on a faites au début. On finit
par avoir une cerlaine habitude du sujet ct, si on a de la chance, on réussit

a attaquer le probléme et 4 le résoudre,

Clest évident et c'est méme une banalité de dire que I'intuition résulte
tout simplement de la familiarité avec le sujet. Je crois qu'il y a des cas
extrémes o il n'y a rien d’autre que la familiarité parce qu'il y a des cas
ol il s'agit d’objets entidrement abstraits n’ayant aucune parenté avec
d'autres notions mathématiques, Pour moi, I'exemple typique (et od la ques-
tion personnelle joue) est tiré d’une théoric ol je n’al jamais travaillé moi-
méme: la théorie des groupes finis. Un groupe fini est un objet qu’on ne voit
nulle part; on n’en a aucune espéce d’intuition. Les personnes travaillant
sur ces questions finissent par ¢n avoir une telle familiarité que pour cux ap-
paremment les notions abstraites de la théorie des groupes ont un sens.

—a— wm wm e e e me ae— A e W= =

La premiére conclusion que j'en tircral, c'est qu’il n'y a certaincment
pas une intuition en mathématiques; il y cn a toute une séric de fort diverses
avec des liens inatlendus. La deuxidme, c’est que les intuitions mathéma-
tiques ne sont pas du lout stables; clles se modificnt sans cesse par de nou-
veaux apports, de nouveaux résultats, de nouvelles idées. Presque tous les
ans, il y a un jeune mathématicien de génie qui sort une nouvelle maniére
de transférer une intuition d'un domaine dans un domaine complétement
différent. Enfin, troisidmement, et ceci rejoint le titre de mon exposé, cest
que les progrés de Pintuition — contrairement & ce qu’on pourrait croire —
vont de pair avec les progres de I'abstraction. Plus les choses sont abstraites,
plus elles fournissent intuition. Pourquoi? Parce que Pabstraction élimine
tout ce qui est contingent dans une théorie, Si vous [aites 'abstraction
proprement, si vous &tes guidés par un flair (une intuition si vous voulez),
vous avez éliminé les rapports contingents. Qu'est-ce qui reste? Il nous reste
le squelctte et, dans ce squelette, vous arrivez quelquefois & déceler des
structures que vous n'auriez pas songé & meltre en évidence autrement. Si
vous n'aviez pas fait Pclfort d'abstraction préalable, les arbres vous auraient
caché la [orét, les détails vous auraient empéché de voir ce qu'il y avait der-
ti¢re ce que vous voyez la. Dong, je crois, et tout ce que j'ai dit devrait en
servir d’exemple, que les progrés de lintuition mathématique telle que j'ai
essayé de la définir, sont toujours allés de pair avee fes progres de Pabstrac-
tion mathématique. C'est peut-&tre pénible pour les personnes qui veulent
s’y initier, mais je ne crois pas qu'on puisse y échapper: ¢’est cela vraiment,
je crais, e fond de Vintuition mathématique.
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BONNES VIEILLES PAGES

Nicolas Chuquet (14457 - 1500) est 'auteur du manuscrit, daté de 1484, intitulé
Le Triparty en la science des nombres qui ne sera publié€ qu'en 1880.

Nous vous proposons un extrait dans lequel Chuquet expose une méthode d'extraction des ra-
cines carrées incommensurables. Cette méthode repose sur la propriété suivante:

deux fractions % et ﬁ formant un encadrement de la racine cherchée,

le nombre ﬁ permettra de définir un meilleur encadrement.

Le procédé est assez fastidieux, mais la qualité des approximations fournies par Nicolas
Chuquet n'en est que plus remarquable.

A ce propos, Tannery écrit un commentaire concernant cet extrait du texte de Chuquet. Nous
vous proposons donc l'intégralité de cet article paru dans la "Bibliotheca Mathematica, n° 1
de 1887", dans lequel il montre que la méthode fournit les réduites successives de la fraction
continue qui représente la racine cherchée, ainsi que les "fractions convergentes intermédiai-
res”. Tout en signalant que Chuquet ne pouvait démontrer la convergence de sa méthode, il
souligne que celui-ci n'interrompt son calcul qu'en possession d'une réduite (1).

La suite de son article concerne l'influence qu'aurait pu exercer le procédé de Ni-
colas Chuquet dans l'invention des fractions continues ainsi que I'existence de méthodes
équivalentes, antérieure au Triparty.

Philippe Brin

(1) La théorisation des fractions continues est due A Euler et Lagrange.
voir — I'Encyclopédie Universalis : approximations diophantiennes, nombres réels.
— larticle de Frangois Jaboeuf dans les n° 1- 2- 3 de Quadratuzre.
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LE TRIPARTY

EN LA SCIENCE DES NOMBRES

PAR MAISTRE NICOLAS CHUQUET PARISIEN

PUBLIE D' APRES LE MANUSCRIT FONDS FRANGAIS N7 1146

DE LA BIBBIOTHt§U! XATIONALE DE PARLS
ET PRECEDE D'UNE NOTICE

PAR M. ARISTIDE MARRE 4931

€ La rigle des aombres moyens.

Este rigle sert a troumer tant de nombres moyens eatre: deux nowmbres
c prochains que lam veult. Pav le moyen dicelle se peugt trowuer plu-
sieurs nombres et faire mains caleules que parla rigle de troys ne par

vne posicion -ne’ par deux posicions ne se peucat trouuer. Et pour ceste ri~
gle entendre ‘et':scaucir pratiquer lon doit sauoir que §. est le premier et le
cotfianceriit: eptre: les -nombres routs et dicellui sourdent et saillent deux pro-

gressions ;natureiles doat lune- progredist en augmeatant comme §. §. {. §. tc
. a;.a_inultx"e,prqgredist‘_-en- diminuant comme b bt Lesquelles _choses
entendues,.sens:la Regle. - - : o o

- Numerateur auec aumerateur sc adioustent et demofate” auec denolateur.

€ Cest a.entendre que quant entre deux nombres entiers prochains loa veult

trouner le. premier.moyen. . Au moindre entier lon doit adiouster i. et ainsi
bre;imoyen plus grant que le motdre | extreme et.mimeur. dutiis
mnajeur extreme. Came eatre 3. et 4. Le.nambre moyen et le Fmier si est.s. 3+
Rt.qui plusieurs moyens vouldroit troumer entre .d.et 3 L. lon deit a .2 ad-
jouster & om i, oou }.oec. cBme 2 4 3L O i ec. Bt tant plus lom pro-
grc&isl,par:cest‘c _progression. tant plus lon saproche du mineur exireme qui
est .3,  C Et qui plusieurs moyens eatre .3. i et 4. vouldroit auoir Il con-
uieadroit adioster .3 |.§- ou {- ou i ee. et aiosi tant plus lon progre-
direit tant plus lon sapprocheroit' du maieur extreme qui est 4 Et par ainsi
eatre deuz nombres entiers prochains Innurfiables moyens se peuent trouuer
les vngs declinans .au" mineur extreme et les anlt’s tendens au maieur. Et en-
cores entTe deux moyens prachains lnaurhables moyens se peudt (rouuer ten-
dens’ parsillesit a tel extreme que lon venlt En adiousiant numernicur auec
nuchateur st denofateur auec denofateur cime dit la rigle Sicdme qui entre
4-'%, et 2. & vouldroit tromuer vog moyen II coguient adiouster .i. agec i
qui soat les deux aumeratenrs et montdl 2. pour numeratedr gt puis .3. auec
3. qni sont les deux denofateurs monteat .5. pour denoiatenr, Ainsi Jay 2. 3.

pour moyen entre 2.4 et 8. § Car . est pius de .%. et moins de 3 Eaco-

lon.durs vng.oo
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res qui entre .3. 4. et 33 vouldroit trouuer vag moyea coauieat faire come
. . 3 o

dit la rigle et lon aura 3.} £t qui entre 3. 3. et s vouldroit trouuer vy
ra .35 Et par. ceste

moyen Il conuicnt negocier come dit Ia rigle et lon .au
maniere lon peult contisuer a liaquisicion des moyens Jusques-a.ce: que len.

ayt trouune cellui que lon serche.

¢ Lextraction des racines [mparfaictes.

¢ Comme deuant a este dit tous nombres ne somnt pas vraiz quarrez en tant
que deulz lon ge peult avoir racine secdde precise. Car leurs racines mul.
tipliecs en elles montent tousiours plus ou moins que leurs nombres dont clles

sont racines Et pourtant sunt ciles dictes Racines [mparfaictes dont lextra-
ction dicelles aest que labeur suss viilite, Nezatmoins pour la perfestsa de
ce liure est mise vne maniere de les fcher tant prochaines de perfect@a quil
est possible. Et pour catrer em la pratique Il coguize premier:scauoir, que pour
fuir a co cay llz sont deux mapieres de progressions cestash pgression 2n
. 33 augmdla® come . L 3} e et pgression en. diminucion cde. R R
@ Ores pour extraire toutes racines [nparfaictes lon peult [laire en ceste
manig. Comme par exiple qui vouldroit extraire la racige.seconde Imparfaicie
de .0. Conuient besungner p'miercriit en lu forme et mani@ deuwant dicte es
nombres quarrez en disisant les figures du ndbre ppose de deux ey deux se
iant en ya et negocier ne plus ne moins que. deuaal est dit. ¢ Doncques la’
racioe de .8, est .2, car.s. foiz .2 font .4, et restent eacores .2 Puis que ainsi est
que .2, pour racine ne soaflisent pus pour appcher soullisunment. deir.g. Et
aussi qui praudreil 3. po° racine [l praadroit -trop: Et poar tant - la’ md,
de .. est vng c'iain mombre moyen eatre .2. et .. Et.pour . [ceilai trouuer
lon doit vser de la rigle des gombres moyess mise 1 la fig . d.e :.la_p’miere
partie de o liure ot prandre pour le premicr moyen..a {. qui:multipliez ea
soy moatent, ¢$. qui soat {. plus de .¢. Et pourtaat prandroos meins en
peedunt par la pgression de diminucica et essayerons si .24 mltipliez en
soy montent plus ou woins de .8 Or est II ainsi quilz montent; 0. moins
3, Maintenagt que 03 auons trouue deux racices doat lue fait plos et taultre
moins {l nous conuient trouuer vng nombre moyen entre .2.{. et 2 .3, en adiou-
stant. sufalear aoec guSatenr et denofale, gvec denofateur et gn. ient
. }, Ores cssaye ta racine eo multipliant .2.7. ea soy ot trouueras .4,
moins .. Couuicat done trouuer vog aulf sombrs moyen entre 2 .b.ef2 .
en. adioustant céme dessus et lon aura 2 .} qui mui:iplie:jeu soy; . woalent
6. moins & EL par ceste maniere peulr. peeder e adioustant le moins auec le
plus. ou le plus auec le moins Jusques a ce que lon salppzlhe bien pres de .4 vng-
petit- plus ou vog petit moins et tant quil souffise. ¢ Et doit ea scauoir que
taat plus lon continueroit par ceste mani® tant plus pres de .o Jua sappcheroit.
r.33+.Mais Jamais on ne lattaindroit peisemét | C EL de tout ce sensuyt la, pratique
_en. laqueile est trouue gue la-racine de .o, bonne ot svufisaat es: .2, i3 Jaguelle

racinas multipliee ez sov produyt .6, plas i, ‘
P + N . 13334
L

Par, 1. & plos L
Par. 2 1. moing, 4.
Par. 2. 4 m.. £
Par, 2. 4 . &
Par. 2. 1L 1. =
Par, o & . =
Par. 3. . pl’ Th
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Par. 2. 11, o

‘Par. 2. H. . € Et qui vouldroit sercher
“Par. 2. H. o T plus auant [l trowueroit
Par, % ik . T par .2 355 P i

Par, 1. 3% . e

Par. 2 &% - D8

.. T.incores cy apres sont mises les racines Imparfaictes de plusieurs nom=
hres Lesquelles. par la rigle. dcs moyens ont este trouuess cotfie la dessusd
dst la Pmiere est la racine de 2. qui est .1.i55. qui mllipliee en soy monte

-2 plus. rriTe .

y‘!de st e plos o
r‘t%s:' de s est . 82 plasy ppee
@ de 1. et 8 . plos omTe
a0 de 8. est .. . plus ooy

[ ._E P LT A T ¥ i L
: ‘BE.‘, de o100 est 3 e [}1113 TV IITITS

) Yel:-"_‘siq",ﬂ." 1 est .3, -z-é-;’%-- moing -’.0—117%';.
A i e e !
gt datan st 5 3 plus e

BT 2 131 —_—
m', ‘de“!,:;g, est .3, 1;";,—,,,- Plu-s_ T33t90°
I TR ' ’ L] | ev——

wtde 130 dst 3 Hh plus ==A:°f

PURR VA r887 X — |
3‘.,‘!_" Jde est W3 e Plus T2958140"

-t ({ ;D& nombres routs auleuns sont quarrez de la partie d¢t numeratdur tiidr 53 ..
seulem@t cothe i, Aulcuns de la partie du denomfateur core i, Eb daulérés
sont qui ‘ne sont quarrez ne dune part me daultre cafe 1, Et daultres sont
qui. soat quarrez- de lune partie ot de lanlt® cOme § douf ¢ g’ est {i corie
" cy+dessus areste dit. . : '
“ui, (- La- mani& dextraire les racines Inparfaictes de cenls qui ne sont quaries
'me+ dong: coste:ne daultre si cst que lon doit extraire la racige -Idpdrfaicle
du’ nuymerate” st celle du denofateur par o forme: et manie que dedsud est dit
enloxtraction  de-la racime de .6 Duis réduire lume confte lauliry si elled
- sontdissemblans’ et dd lw racine: da ndmeratenr faive aurRatewr ef: dé calle
dist*denoistenr faire demomfater of séra fait.
il @ Pouv ecuiter la’ peine et lemnuy que lon péull auoir peher fes racimes
dé teld nombres qui ne sont quarrez metdung ne diultre. lonf peult faird qudrre
ling on"laglire lequel que Jou veull et ceste mani# comme de 3o qui véul-
-droit le faire quarre de [a partie du nurhateur fault multiplt 5. exr svy monte
.38, pour le nudhateur qui cst aombre quarre puis .5. fois .7, font .2s. pour
le degofateur Et qui le vouldroit faire quarre de la partie du denofateur.
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L'extraotion des racines carrdes d’aprés Nicolas Chuquet.

Par Paur TANNERY A Paris.

Dans son Triparly,' daté de 1484, et copié par ESTIENNE
DE LA ROCHE dans son Arithmétigue imprimée en 1520, NICOLAS
CruQuer a donné, pour le calcul des valeurs approchées en
général, pour celui des racines carrées incommensurables en
particnlier, un procédé que l'on peut expliquer comme suit:

Soient {’, &, deux valeurs approchées, l'une par excds,
7o 9
I'autre par défaut, on forme

pF=ps+2, ¢ =g, +9,,

et par I'élévation au carré, s'il s'sgit de l'extraction d'une ra-
cine, ou par une substitution, dans le cas général, on vérifie si

la nouvelle approximation ‘i, qui est intermédiaire entre les
¢

deux précédentes, se trouve par excés ou par défaut. En la
combinant ensuite par le méme procédé avec celle des deux
valeurs précédentes qui se trouve approchée en sens contraire,

oa forme de méme une nouvelle valeur ‘f;;, et ains: de suite.
q

Py 02

Supposons maintenant que = et ©' soient deux réduites
. 90 gl
successives de la fraction continue qui représente le nombre in-

: . £
commensurable A calculer. Soit d'ailleurs 2y = &—n-t—&, la
- . - . - ?‘ qc + z?l
réduite suivante; il est aisé de voir que le procédé donnera
successivement les fracfions convergentes . infermédiaires entre

4] et —P—’, fractions qui seront toutes approchées en sems con-

4 s

traire de 2 et dans le m&me sens que P—°, jusqu'ia ce que l'on
1 L]

arrive & ‘5 Toutes ces fractions, y compris la réduite 2
S 74
Bidistheca Mathrmatica. 1887, 2
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PavrL TaANNERy,

2y

seront donc successivement combinées avec “* et |'on arrivera
7

ainsi, & la fin de ces combinaisons, A la valeur
Lo+ (24 4 2 +p,
7% +(+1)9, ¢, +g,’

cest 4 dire i la premiére des fractions convergentes inter-

médiaires entre 7 et p, Cette premiére devra é&tre combinée
7y {4
avec p’, et dés lors on aura de méme toutes les convergentes

7s
suivantes, et ainsi de suite indéfinimert,

Or I'hypothése qne nous avons introduite, que 1'on parte
de deux réduites successives, s'applique au procédé de NicorLas
CHUQUET, celui-ci partant systématiquement des deux nombres
entiers qui comprennent le nombre incommensurable calculer,
Ce procédé donne donc régulidrement /a suite compldle des frac-
lions convergentes intermédiaires ef les réduttes du développement
de ce nombre en Sraction continue. '

Si, en paruculier, il s'agit de poursuivre Pspproximation de
la racine carrée d'un nombre entier A, jusqu’a l'obtention d'une
solution de l'équation de Pell:

‘f)! -_— Ay! =71,

le procédé de Nicoras CHUQUET conduira nécessairement i cette
solution, _

Il est clair que l'arithméticien qui nous a enseigné ce pro-
cédé, devait étre incapable de démontrer )a propriété que nous
venons d'énoncer; mais il n'en est Pas moins certain que le
probléme était posé pour lui, car, dans les exemples assez nom-
breux qu'il donne d'extractions de racines carrées, il s'arréte
toujours A un reste ayant pour numérateur U'unité; d'un autre
cté, comme il calculait eflectivement tous les restes, il jw
¢tait facile de reconnaitre empiriquement la périodicité des nu-
merateurs.

Le procédé de Nicoras Cruouer a donc théoriquement
une importance considérable, comme |'ont déj2 reconnu M.
SIEGMUND GUNTHER® et M. LEON RODET." Toutefois en pra-
tique, il est tellement fastidieux que, malgré sA publication par
ESTIENNE DE LA Rocug, il était permis de croire qu'il 'n’a ja-
mais exercé une influcnce réelle. *

* 1l convient de signaler que la méthode de CRUQUET & été men-
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L'extraction des racines carrées d'aprés Nicolas Chuquet.

J'ai cependant trouvé un indice qui semble prouver le con-
traire et qui me conduit dés lors & modifier assez profondément :
certaines conclusions de mon essai: Questions Aéroniennes, in-
¢éré dans le ‘Bulletin des sciences mathématiques et
astronomiques, 8, 1884, p. 320—344, 359—376.

Jy ai montré (pages 364-—365), sur -douze solutions
d'équations de\ PeLL signalées par M. Perorr® dans 1'édition
de 1534 du Tratado subtilissimo de Arismetica y de Geometria du
dominicain JuaN DE ORTEGA, qu'elles pouvaient avoir été ob-
tenues par l'application du procédé proposé par M. RaApicke.*
J'en ai conclu que !'existence de pareilles approximations ne
pouvait suffire pour faire admettre I'emploi, par leurs auteurs,
d'un autre procédé que celui-ld, qui se déduit si simplement
de la méthode que l'on est conduit & supposer comme connue
des anciens, d'aprés les approximations héroniennes.

En dehors des douze approximations en question, j'ai fait

quelques remarques sur une valeur fautive de /2000, indiquée
par M. PrErorT Ctomme se trouvant dans le méme Traité

d ORTEGA.
Comme je le disais, la correction de cette valeur fautive,

2079
42582'
valeur que je supposais pouvoir &tre la véritable, il en était

20 : . o
8; -, Qui m’apparaissait comme étant a priori
2882

certainement pius probable:

Au moment ol je communiquais cette seconde hypothése
A M. PeroTtT, il cohstatait que c'était bien effectivement la
valeur imprimée dans l'édition de 1534, tandis qu'il avait em-
prunté la fautive & lédition de 1542.

20 . . ———
Or cette valeur, 44 ——8——;2, comme approximation de \/2000,
2832

ne pouvait étre qu'aventureuse. En dehors de la

une autre, 44

est en faif trés satisfaisante, sans qu'elle puisse &tre obtenue par le
procédé RADICKE, pas plus que par aucun autre que je connaisse.

tiormée awssi par le géomitre fraongais BuTEoN, dans |'ouvrage: Logistica
gua o AritAmsetica vuigo dicitur, in libros guingue digesta. Lugduni, apud
Gelielmom Rovillium M.D.L.IX., p. 76—77. BuTEoN applique la mé-

thode & I'invention de \13; il trouve successivement
3 <V13 <3
33 < V13 <34
38 < V13 <3k
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Pav. TANNERY.

Sous sa forme ci-dessus, elle ne parait susceptible d'étre
obtenue directement que par des combinaisons assez improbables,
qui supposent en tous cas la connaissance du procédé de Ni-
coLas CHUQUET;™ mais ce méme procédé permet de l'obtenir
réguliérement sous la forme équivalente 44 :—iz

Il y a donc 14 un indice plus ou moins grave de I'emplot
par ORTEGA du procédé de Nicoras CHUQUET, et cet indice
se trouve d’autre part, corroboré par ce fait que, d'aprés son
essence, le méme procédé a pu servir au calcul des douze ra-
cines formant solution d'équations de PEeLL; gu'il donne enfin
également les deux autres racines qui se rencontrent dans le
méme chapitre d'ORTEGA, et semblent, 4 premiére vue, calculées
par la formule:

~ r
valFr~a4+ -,
2d

Ces deux racines sont:
R 191 S 1
vy 9600 ~~ 97 , et \V 4100 ~ 64 --.
194 32

La recherche de documents analogues, postérieurs i 1563,
(date de la derniére édition d'OrTeca), me parait donc offrir
un certain intérét pour déterminer dans quelle mcesure le pro-
cédé de Nicoras CHUQUET aura pu continuer i étre gppliqué
et dés lors servir a l'invention des fractions continues, invention
a laquelle conduit immédiatement sa simplification.

Quant A l'origine de ce procédé, on peut aussi se deman-
der s1 Nicoras CHUQUET en est bien l'inventeur, commie il le
dit. L'anthméticien du XV*® sidcle a certainement eu assez
d’osiginalité pour réduire au moins en régles systématiques une
pratique d'essence en réalité trés simple. Mais nous ne possédons,
pour ainsi dire, aucune trace antérieure de l'emploi de telles
pratiques. St le procédé de Nicoras CHUQUET permet d'ob-
tenir, sauf trois,*® toutes les racines héroniennes a faire entrer

En appliquant ce pracédé a l'extraction de y 242000, on arrive i
2079
262

[ 30

484 . et en divisant par 11, on retrouve la valeur d'ORTEGA.

' 11t T (r
/ 6 . \/ 6 - 8- -,
\'4324F\- 21326 355 g ™! 249

\/886— 1'16 \ngll I
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L'extraction des racines carrées d'aprds Nicolas Chuquet.

en ligne de compte, si I'on pourrait I'appliquer aussi aux ap-
proximations d'ARCHIMEDE, il ne m'en semble pas moins trop
primitif d'une part, et de l'autre, trop opposé au principe de
'expression des fractions par des suites de quantiémes, pour
que l'on doive croire qu'il ait été couramment pratiqué par les
Grecs.

Comme fractions convergentes intermédiaires qui ne peu-
vent &tre fournies par des méthodes plus probables, on ne
connait guére que les approximations suivantes indiquées par
M. SieGMUND GONTHER.®

\/;w-?, suppos€e par M. CANTOR chez les Hindous,

d’aprés une relation donnée dans les Culvasitras, (la déduction
de cette valeur reste passablement douteuse).

\/S ~2 , chez GERBERT.
7

Enfin la réduite \,’sz, chez les Rabbins, d'ailleurs trés
4

rare, peut &tre assimilée aux approximations précédentes.

Ces indices sont insuffisants pour établir 1'existence effec-
tive, avant NicoLas CHUQuUET, de pratiques ayant pu donner
naissance X son procédé.

Y Le triparty en la science des mombres par maisire Nicolas

Chuquet  parisien [publié par A. Marre]. Bullett. di
bibliogr. d. sc. matem. 13, 1880, p. 6g6—69q.
GONTHER, Analyse de I'ouvrage de TREUTLEWN, Die
deutsche Rechenkunst im XVIL Jahrhundert, Zeitschr,
f. d. Realschulwesen 2, 1877, p. 430.

ROD&T, Sur les méthodes dapproximalion ches les Arabes.
Bullet. de la soc. mathém. de France 7, 1879,
p. 162,

PEROTT, Sur wune arithmétique espagmole du 164 sidcle.
Bullett, di bibliogr. d. sc. matem. 15, 1882, p.
163—170.

Voir GONTHER, Die guadratischen Irrationaliiilen der
Alten und deren Enticickelungsmethoden. Abhandl, zur
Geschichte der Mathematik 4 (Leipzig 1882, 8°).
GONTHER, Dir quadralischen Irrationaliidten der Allen,

p. so.
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DANS NOS CLASSES

Une methode de quadrature
et sa [egitimation par lsaac Newton.

Maryvonne Hallez

Cette activité menée en classe de Terminale A , comprend deux parties:
-un devoir & faire 2 la maison intitulé "Une quadrature de parabole”
-une lecture d'un texte de Newton avec des questions.

L'ensemble fut congu comme travail préparatoire  la legon sur I'intégration. 1

Le but du devoir était de démontrer que, pour xg fixé, laire A& (x() limitée par la parabole d'équation
—p 3
y = x2 dans un repére (O, i, Jj ), T'axe (x'x) et la droite passant par le point  (xq. 0) , xg positif, vérifie

I'encadrement
n{n-1}2n-1 n{n+1}(2n+1)
6n3 x03 < A(xqQ) < P xQ3

La correction du devoir faite en classe se termina par le passage a la limite de I'encadrement ci-dessus pour

obtenir 'égalité

3
A(x0) = lim ngn+16;glf.;1+1! xg3 =K%_

n-—>ce
Que Taire curviligne limitée par la parabole d'équation y = x“ soit donnée exactement par 3 pour xp

3
fixé et que la dérivée de la fonction (x -—->“Y;) donnant 1'aire A(x ) soit (x —> x2) releve presque de

1a magie pour les éléves bien qu'ils aient suivi apparemment sans difficultés la démonstration.

La deuxidme partie du travail consista en la lecture des lemmes I et I du premier livre des "Principia”
(Principes mathématiques de la philosophic naturelle) d'Isaac Newton en vue de généraliser un aspect de la
démarche suivie dans la quadrature précédente et de lui donner une plus grande force de conviction dans
l'esprit des éléves; Isaac Newton (1642 - 1727 ) est un des inventeurs du calcul infinitésimal, calcul de

Yles élaves avaient eu auparavant 3 démontrer de trois manidres différentes I'égalité
n

Y 2= n(n+1)(2n+1)
. - 6 '
i=1
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dérivation et d'intégration; il &crit trois articles sur ce "nouveau calcul” qu'il élabore 2 partir de 1665. Son
chef-d'oceuvre, les "Principia”, parait en latin en 1686 ; il est précédé d'une Ode & Newton écrite par le
grand astronome Edmund Halley 2 qui Newton rend hommage dans sa préface pour I'aide précieuse qu'il
lui a apportée; Halley conclut son ode par ces mots:" Aucun mortel, ne peut approcher les dieux de plus
pres.”

Les "Principia” se divisent en deux livres dont les titres explicitent bien le but poursuivi par Newton
Livie I Le mouvement des corps.

Livre IT Le systtme du monde et son traitement mathématique.

Il commence, 4 1a manidre d'Euclide, par donner les définitions, les lois et les axiomes sur le mouvement
qui seront utilisés dans les deux livres des "Principia”.

Le livre I débute par la donnée des lemmes I et IT que nous allons lire qui sont I'exposé de Ia méthode
qu'il a inventée. Comme dans tous les écrits fondateurs du calcul infinitésimal, le modéle des
démonstrations pour calculer une aire est celui d'Archimede (3 &me siécle av. J.C.).

Dans une scholie du lemme XI, il écrit: “J'ai commencé par ces Lemmes, pour éviter de déduire de
longues démonstrations ad absurdum, selon la méthode des anciens Géométres."

Il se propose donc de simplifier les démonstrations par l'absurde tout en continuant 3 formuler
géométriquement les preuves pour les rendre aussi "rigourcuses” que celle des anciens ;

Dans le scholie déja cité it développe les principes de sa méthode:

“j'ai mieux aimé employer celle des premiéres et derniéres raisons des quantités qui naissent et
s'évanouissent; et j'ai commencé & faire voir, le plus briévement que j'ai pu, ce que deviennent les
quantités, lorsqu'elles atteignent leurs limites.”

S'il nous faut attendre Aungustin-Louis Cauchy (1798-1857) pour une définition du concept de limite
faisant autorité dans la communauté mathématique, l'idée de limite est sous-jacente aux deux lemmes lus
avec les éléves et explicitée par Newton lui-m&me comme nous venons de le lire.

il ajoute:" On peut dire, contre ce principe des premiéres et derniéres raisons , que les quantités qui
s"évanouissent n'ont point de proportion entre elles; parcequ’avant de s'évanouir, la proportion qu'elles ont
n'est pas la derniére, et que lorsqu'elles sont évanouies, elles n'en ont plus aucune; Mais on pourrait
Soutenir par le méme raisonnement qu'un corps qui parvient d'un mouvement uniformément retardé ¢ un
certain liew ou son mouvement s'éteint, n'a point de derniére vitesse.,." 1l justific ainsi sa méthode par
cetie analogie: Ia "dernitre raison™ des quantités étudiées est celle qu'elles ont au moment méme ot elles
s'évanouissent ; avant 1''évanouissement”, aussi prés que l'on soit du terme du processus,
aucune"proportion comme aucune vitesse ne peut &tre dite la dernidre. Le mot "raison” est ici assez proche
de l'idée de relation.

Apres avoir établi ce principe, Newton encadre, suivant en cela le raisonnement  d' Archiméde, la surface
s dont il cherche I'aire entre deux surfaces qu'il sait mesurer, l'une plus petite inscrite que l'on peut noter
A', l'autre plus grande circonscrite que l'on peut noter A", Les quantités A’ et A" sont telles que,
comme le dit Newton, "elles tendent continuellement a devenir égales” ou ce qui a le méme sens "tendent
d étre en raison d'égalité”.

Fe |

De Ia "raison” d'inégalité A' < A" , I'augmentation du nombre de "cotés" des figures inscrite et
circonscrite fait une raison d'égalité avec 1'aire 2 calculer.
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— Probléme; E ADRATURE DE_"LA" RAB

A) Soient A et C les points de 1a parabole P d'équation y = x2  d'abscisses respectives 1 et 1/2, aetc
leurs projections orthogonales sur (x'x); Soit »A l'aire comprise entre la parabole , I'axe (x'x) et la droite
(Aa).

1.Comparer A et I'aire du triangle QAa. Déduisez-en une valeur approchée par excés de -A.
2.Comparer A et I'aire limitée par la ligne brisée OCA, l'axe (x'x} et 1a droite (Aa). Déduisez-en
une autre valeur approchée par excés de »A.

B) Soient Aj; les points d'abscisses respectives % i entier compris entre 1 et 5 de Ia méme parabole.

—»—» 1. Tracez en noir la courbe représentative de f avec les points Aj dans un repére orthonormal
O,Ljavec [ifj=50mm et [j] =50 mm.

2. Appelons ligne 1 Ia ligne brisée "circonscrite” au "segment de parabole " correspondant 4 la
surface hachurée sur la figure et ligne 2 la ligne brisée "inscrite”. Tracez en vert la ligne 1 et en rouge la

ligne 2.
/

ligne 1 ———3 7 .

Calculez l'aire limitée par la ligne 1,
l'axe {x'x) et 1a droite d'équation x =1.
méme question pour Ia ligne 2,

N.B. ces aires sont la somme de 'aire des rectangles,

2.0 n+1){(2n+1

—ligne 2
- n
vous pourrez donc utiliser Ei—l 6

3. Déduisez-en un encadrement de l'aire »A. limitée par la parabole, I'axe (x'x) et la droite
d'équation x =1,
4. Reprencz les questions 1, 2 et 3 avec les points Aj d'abscisses respectives ﬁ , 1 entier

compris entre 1 et 10,

5. Donnez les encadrements successifs que I'on peut ainsi obtenir de l'aire A avec les points
Aj ,iallant de 1 & n pour n =10, n = 25, n =100, n =1000.

C) Soient Aj les points d'abscisses respectives i Xp pour 1 entier allant de 1 & n.
1. Soient h; 1a projection orthogonale de A; sur (x'x), quelle est l'aire du rectangle R'j dont trois

sommets sont Aj ,hj ethj41?
Quelle est celle du rectangle R; dont trois sommets sont Aj ,hj ethj.1?

2. Quelle est la somme des rectangles R'j, puis celle des rectangles Rj ?

2w n(n+1}(2n+1) )
= 6 .

n

{vous pourrez utiliser X
i=1
3.Quel encadrement de l'aire »A pouvez vous en déduire?

D) Calculez lim n(n+1)n+1) et lim n{n-D)(2n-1}
6n3 603
1 ——> o0 N —=> oo
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o LE RE DES LEMMES DE NEWT

AlLemmeII

(voir le texte ci-dessous)

Apres une lecture individuelle du texte les éleves eurent A répondre par écrit aux questions suivantes :
1. Qu'est-ce qu'un lemme?
2. Comment comprenez vous le mot "raison” de la ligne 77
3. Le mot raison ligne 18 a-t-il le méme sens?

4. Pouvez-vous donner une formulation d'un lemme justifiant Ies trois derniéres lignes?

Ce travail fut fait en classe, nc fut pas évalué mais conduisit 4 une mise en commun des réponses.

38 PRINCIPES MATHEMATIQUES

""f‘;’:"“ LEMME 1L

owvEmENT 8i dans une figure quelconque A acE, comprife entre les droites A,

v A B, &lacourbe aCE, on infirit un nombre quelcongue de Paralld-
logrammes Ab , B¢, Cd, &c. compris fous les bafés égales A B, BC,
CD, &c., & fous les cérds Bb, Cc, Dd, &, paralléles an cdté A a

de la figure ; & qu'on acheve les parallélogrammes akbl,bLcm,

cMdun, &e. gu'ondiminue enfiiite la largenr de ces parallélogrammes,

& gu'on augmente leur nombre & liafini : les dernieres raifons qu’au-

rone enir'elles la figure inferite AKbLcMdAD , la circonfirite

AalbmcndoE, & la curviligne AabcdE., firone des raifons

d’égalicd,

Car la difftrence de la figure infcrice & de la figure circonfs
crite , eft la fomme des parallélogrammes X 7, Lm, Mn s Do,
c'eft-d-dire (4 caufe de I'égalité de routes les bafes) que certe dif-
ference cft ¢gale au redtangle A B Za fait fur Pune des bafes K &
& fur Ia formme A «, de toutes les hautcurs 3 mais ce rectangle, 2
caufe que [ Jargeur diminue 4 I'infini, deviendra plus petit qirau-
cun rectangle donné. Deonc ( par le Lemme preniier ) Ia figure

®  lnfcriee, la figure circonferite, & 4 plus forte raifon la figure cur-
viligne intermédiaire ferone 2 la fin égales. C.Q.F.D.

(Principes mathématiques de la Philosophie naturelle. Par Madame la Marquise du Chastellet Paris 1759)
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Commentaires

uestion 1 :

Les éleéves n'avaient jamais rencontré le mot "lemme"”. La régle du jeu, donnée oralement, était
d'essgyer d'inventer une définition cohérente avec le contenu du texte.

Tous répondirent a la question, par exemple :

"D’aprés ce texte, un lemme est une sorte de théoréme, une démonstration sur un principe de
mathématique précis”.

"D'aprés les trois demidres lignes, on sait qu'un lemme cherche 2 aboutir 4 un théoréme, & un cas
général de solution.”

Question 2

(LI

Tous répondirent en utilisant des équivalents au mot "raison” : "rapport”, "relation entre les
figures” ...

Question 3

I.a réponse 1a encore fut unanime : le sens est différent ; "3 plus forte raison” signifie "d'autant
plus” ; "le mot raison a, ligne I8, un sens plus courant qui est de I'ordre de la logique et de
F'argumentation permettant de dire gue quelque chose est vrai”,
Question 4

Une moitié de la classe seulement donna des réponses que nous ldmes a haute voix en classe:

"Si la différence entre les aires devient de plus en plus petite, elles tendent vers un rapport
d'égalits”.

"Si on augmente 2 l'infini, le nombre de rectangles, la limite de I'aire de ces rectangles est égale 2
T'aire sous la courbe”... .

Cette question avait pour but de permeitre aux €RRves de suivre la pensée de Newton en donnant
eux-mémes une formulation du lemme I avant de le lire. I1 est A noter que le langage de Newton ne leur a

pas paru obscur et que certains se I'appropritrent méme remarquablement vite,

Blemmel
(voir le texte page suivante)

Apres la lecture individuelle du texte, les questions suivantes furent données aux élgves:
1. Quelle sorte de raisonnement utilise Newton dans ce lemme !
2. Quelle notion est utilisée par Newton et n'est pas apparue explicitement dans vos réponses 7

3. Eies-vous convaincu{e) par le raisonnement de Newton?
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SECTION PREMIERE.

De la méthode des premicres & dernieves raifons employde dans
tout cer Quurage.

LEMME DPREMIER,

Les quantités & les raifons des quantitds qui cendent continuellement i
devenir dgales pendant un temps fini, & qui avant id fin de ce temps
approchent tellemene de Pégalité , que lenr différence off plus petice

. q’ancune difference donnée , deviennent a la fin dgales.

I on'le nie, qu'en fuppofe qu'elles foicnt 4 la fin inéga~ Fmracm

. s . L D
les, & que leur dernicere diff¢rence foit D, puifquelles ouvemens
rs Conps,

[ 3 .t b
=l nc peuvent pas approcher plus prés de I'égalite que
de cette différence donnée D, leur différence ne fera donc pas
plus petite que toute différence donnée, ce qui éft contre Ihy-
pothéle.

(Principes mathématiques de la Philosophie naturelle. Par Madame la Marquise du Chastellet Paris 1759)

Commentaires

Les réponses données oralement furent 'occasion d'un débat. La lecture de ce lemme leur parut fort
facile. Les ¢léves étaient déjh familiarisés avec le raisonnement par I'absurde et eurent pour la plupart la
satisfaction de le reconnaitre. Pour certains le lemme était 'expression d'une évidence, la démonstration
leur semblait superflue. D'autres, peut-étre impressionnés par la notoriété de Newton, justifidrent au
contraire I'établissement du lemme; la discussion se poursuivit en répondant a la question 2 qui donna
l'occasion de signaler l'importance du temps et du mouvement dans la pensée mathématique de Newton, A

la question 3, la réponse affirmative fut unanime et ne donna licu & aucun commentaire.

CONCLUSION

Une relecture des deux lemmes se fit & partir de la question suivante:

Par rapport a la quadrature de la parabole réalisée dans le travail précédent quel est I'élément nouveau
quapporte 1a lectare de ces deux lemmes?

Le but était de montrer la différence entre une démonstration utilisant le calcul numérique avec un passage
& la limite réalisé pour 1a quadrature de parabole et ta démonstration géométrique de Newton utilisant une
grandeur géométrique l'aire d'un rectangle dont "1a largeur diminue 2 I'infini" et de convaincre les élaves
qu'ainsi Newton avait permis la généralisation du calcul de l'aire sous une courbe représentative d'une

fonction monotone positive quelconque,
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L ELABORATION. DU CALCUL DES VARIATIONS

ETSES APPLICATIONS A LA DYNAMIQUE

Florence Viot

1. Introduction

Le calcul des variations a pour principal but de résoudre le probléme suivant : déterminer
la courbe (ou la surface) qui rend minimale une intégrale donnée. Nous étudierons ici plus
particulierement le cas simple de la détermination de I’arc K défini par ’équation y = ¢(z), tel que
I={ i F(z,y,9")dz soit minimale. Se rattache également 3 cette question important probléme
dit des "isopérimétres”, pour lequel on recherche I'arc K qui minimise Vintégrale précédente et
qui vérifie de plus une contrainte du type [ G(z,y,y')dz= constante.

Dans cet exposé, je me propose de mettre en évidence les étapes essentielles de la gendse du
concept de variation, jusqu’a I’élaboration formelle de la méthode analytique que Euler baptisa
lui-méme “calcul des variations” et & I’établissement de I'une des conditions nécessaires de ce
probleme, donnée par ’équation d’Euler-Lagrange :

4 (3_F) _or_,

dz \ dy’ oy
Nous montrerons enfin combien ce probléme procéde pour une large part de questions d’origine
physique {optique et mécanique), et de quelle fagon le calcul des variations a permis la mise en
oeuvre d’une nouvelle formulation des principes fondamentaux de la mécanique, ouvrant ajnsi le
champ & ce qu’il est coutume de nommer maintenant les principes variationnels de la physique.

Notons enfin que le développement mathématique du calcul des variations n’est évidemment
pas achevé avec ’établissement de la condition d’Euler-Lagrange, malgré le caractére fondateur
de cette équation pour les travaux ultérieurs réalisés en physique. On se souviendra i cet effet
des travaux de Legendre (1786) établissant un critere de discrimination entre maxima et minima
& l'aide de 1’étude de la seconde variation de l'intégrale, critére complété par Jacobi en 1837.
On mentionnera également les travaux de Weierstrass (1815-1897) qui reformula ’ensemble des
conditions nécessaires et établit pour la premiére fois une condition suffisante, travaux développés
par la suite par Bolza et Hilbert.

2. Les premiéres mentions de concepts variationnels

Les premicres questions de type variationnel étudiées sont sans conteste les problémes

d’isopérimetres. Chez les Grecs déja, on trouve mention de la recherche de la ligne fermée la
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plus courte limitant une surface donnée et de celle des lignes de plus court chemin tracées
sur des surfaces données (spheére, cylindre). Ces études perdurent au long des siecles, et sont
essentiellement ’occasion de traitements géométriques. Cependant, les problemes variationnels
vont connaitre un regain d’intérét & partir du XVIle S., lors du développement du calcul
infinitésimal.

Citons par exemple, sans les développer, les travaux de Newton (1686) sur la détermination
de la forme des surfaces de révolution des solides offrant une moindre résistance & ’avancement
dans un fluide : probléme dont Newton donnera la solution sans indiquer clairement la méthode

utilisée.

a. Le principe de Fermat

Il est frappant de constater que le premier probléme variationnel "moderne” posé I’a été en
physique, de plus en Optique. Nous montrerons que, loin de constituer un avatar sans lendemain,
cette question sera la pierre d’achoppement du développement des principes variationnels de
la physique et que des mathématiciens comme Jean Bernoulli feront explicitement usage de sa
résolution pour construire leur propre démarche.

Pierre de Fermat (1601-1665) se pose le probleme suivant : démontrer & l'aide d’un principe
physique clairement énoncé les lois de la réfraction d’un rayon lumineux (4 la traversée d’une
surface de discontinuité de P’indice). Descartes avait publié ces lois en 1637 dans sa Diopirique, en
les justifiant essentiellement a partir de 'analogie entre le trajet suivi par la lumiére et la trajec-
toire d'une balle de jen de paume et en postulant de plus que la vitesse de la lumiere est d’autant
plus grande que le milieu est plus dense. Ainsi en déduisait-il la relation n; sin? = nasinv, ol le

rapport n; /ng apparait comme étant égal au rapport des vitesses dans les milieux considérés vy /vs.

A |
@\'[EB
D v

C

Fermat, dans une lettre datée du ler Janvier 1662, propose une autre résolution qui se dégage
tant de la méthode des analogies que de 'hypothése sur les vitesses a laquelle il est farouchement
opposé. Il pose alors comme principe que la lumigre suit toujours le chemin qui minimise le temps
mis pour aller d’un point & un autre, se référant en cela i une grande tradition philosophique des
principes dit d’économie qu’il énonce explicitement : ”je reconnais...la vérité de ce principe, que
la nature agit toujours suivant les voies les plus courtes” (1657). Fermat est dés lors ramené &
un simple probleme de géométrie : étant donné deux points A, C et les vitesses dans les milieux
considérés, trouver le point B tel que le trajet A BC soit minimal ; probléme qu’il résond facilement

a l'alde de la méthode de maximis et minimis qu’il a développée quelques années auparavant. I
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en déduit, & son grand étonnement, une loi similaire & celle de Descartes sans se rendre clairement
compte que dans sa démarche le rapport que j'ai noté (adoptant les conventions modernes) ny /n,
doit cette fois-ci étre interprété comme identique au rapport vq/v;.

Ainsi apparait pour la premiére fois un principe physique spécifiquement variationnel, qui
n’est pas d’ailleurs sans entrainer des difficultés philosophiques et épistémologiques certaines.
Les cartésiens seront les premiers & dénoncer les aspects téléologiques de ce principe; de plus
le concept de variation en physique est assez délicat, puisqu’il suppose de comparer entre elles
différentes trajectoires a priori envisageables (qualifiées généralement de virtuelles) alors qu'’il
n’existe qu'une seule trajectoire effectivement réalisable. Malgré toutes ces réticences, le principe
de Fermat restera cependant un élément moteur dans le développement tant mathématique que
physique du calcul des variations.

b. La brachystochrone
Le probleme de Jean Bernoulli

En Juin 1696 parait dans les Acta eruditorum un défi lancé par le mathématicien J.Bernoulli
(essentiellement 3 I’adresse de son frére Jacques) et énoncé de la facon suivante :

” Etant donnés deuz points A et B dans un plan vertical, déterminer la courbe AM B le long
de laquelle un mobile M abandonné en A descend sous ’action de sa propre pesanteur et parvient
d lautre point B dans le moins de temps possible.”

Plus loin, Bernoulli ajoute :

"bien que lo droile AB soit le plus court chemin entre A et B, elle n'est cependant pas
parcourue dans le temps le plus court; et pourtant, la courbe cherchée est bien connue des
géométres ; je la nommerai si, avant la fin de année, personne d’autre ne 'a nommée.”

Ce probléme avait été énoncé pour la premiére fois par Galilée en 1638 dans les Discorsi
ot il affirmait de fagon inexacte que la solution est un arc de cercle joignant les deux points
considérés. En fait, au moment ou parait ce probléme, Jean Bernoulli I’a déja proposé i Leibniz
par lettre séparée datée du 9 Juin 1696, lequel lui retourne aussitét sa solution le 16 Juin sans
qu’il soit d’ailleurs possible de savoir si Leibniz possédait ou non déja la solution de cette question
dans ses propres papiers avant de recevoir la missive de Bernoulli. Leibniz propose également de
repousser la date d’expiration de ce défi en raison des délais de livraison des Acta eruditorum
hors d’Allemagne. En mai 1697, sont finalement publiés dans cette méme revue les solutions de
Jean Bernoulli et celle de son frére Jacques, accompagnée d’une note de Leibniz indiquant que sa
propre solution ne differe pas notablement de celles-ci. Figurent également une solution anonyme
de Newton, déja publiée en Janvier 1697 dans les Philosophical Transactions ainsi qu’un mémoire
du marquis de L’Hopital basé sur une analogie avec le probléme de la courbe funiculaire et un
autre de Tschirnhaus.
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Analyse

Décrivons rapidement, avec les notations actuelles du calcul des variations, la solution de ce

A g 7 4

probléme.

“«——
C.LS}

6
x

La vitesse du point matériel, abandonné en A sans vitesse initiale, est v = ds/dt = /2gx, olt
s est I'abscisse curviligne, 2 'ordonnée du point et g I'intensité de la pesanteur. On peut donc

gt = ds /14 y?da
Vg V29z

ot ' = dy/dz. Dés lors, la durée de trajet T de 4 & B s’écrit
2] /1 12 B
T == / ——-——_jida: = / F(z,y')dz
o Vg 0

La courbe y = f(2) telle que T soit minimale obéit & ’équation d’Euler-Lagrange. On en

déduit donc
d [OF agF
— e | = — =0
dz \ Oy’ Ay

oF y'2 ot
oy ~ \2ge(i 4y T

relation que on peut encore écrire dy = kds+/z, ol & est une constante quelconque. La solution

écrire :

d’ott

de cette équation est un arc de cycloide, courbe déja bien connue depuis les travaux d’Huygens
en 1659 sur I'isochronisme des oscillations des pendules.
La solution de Leibniz

Leibniz procede en deux temps : il considére d’abord un segment de droite AB, et se donne

un point fixe E situé sur le c¢61é vertical AC.

A A
1 A\t
€ D R ETNG
SEEraNg
D
¢ F "B -
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1 recherche alors la position du point D situé sur la paralléle & C'B passant par E qui rend
minimale le temps de chute t4p = t4p +1{pB, et montre qu’elle satisfait & une relation géométrique
précise. Dés lors il peut s’intéresser au probleme que Bernoulli nomme ”brachystochrone” (
signifiant "temps le plus court”) et que lui nomme encore & cette époque ”tachystoptote”
(signifiant "descente la plus rapide”). Soit AF la courbe cherchée, et 1 B,2 B3 B... des points
régulidrements espacés sur 1'axe vertical. Les points !C,2C,2C... de la courbe AB qui s’en
déduisent sont suffisamment proches pour que Pon puisse confondre les arcs correspondants avec
des portions rectilignes, équivalents aux segments AD, D B utilisés auparavant. L’étude précédente
permet alors 3 Leibniz de montrer que la courbe est solution d’une équation différentielle du
type dy = ky/Zds ol s est Pabscisse curviligne, équation dont nous avons rappelé qu’elle est

caractéristique d’une cycloide.

La solution "indirecte” de Jean Bernoulli

L’originalité de la solution de Jean B. tient & sa volonté de rattacher le probléme de la
brachystochrone au premier grand principe variationnel énoncé, c’est-a-dire celui de Fermat
dont nous avons parlé plus haut. Elle fut de plus riche d’enseignement pour les physiciens
mathématiciens qui le suivirent, et constitue sans aucun doute une étape importante dans
I’élaboration des principes variationnels de la mécanique, comme nous le verrons. Jean B. lui-
méme est conscient des implications étonnantes de sa découverte. Ainsi écrit-il : ”;j’ai résolu en
une seule fois deuz problémes importants, un optique, Uautre mécanique, et ai réalisé plus que
ce que je demandais aur autres : jai montré gque les deuz problémes, pris dans deux parties
entiérement séparées des Mathématiques, sont de méme nature”.

Dans la legon 46 des Legons de Calcul intégral (1691-92), Bernoulli a déja publié ses travaux
concernant la courbure des rayons lumineux dans un milieu d’indice continfiment variable, étudiée
a partir de la loi de Descartes. Il procéde dés lors par analogie, en faisant remarquer que la brachys-
tochrone n’est autre que la courbe que suivrait un rayon lumineux dans un milieu de densité (donc

d’indice) inversement proportionnel & la vitesse de chute libre d’une particule.
A 7Y
¢ L\M™

< m

~ V¥

Soit M la position du point a un instant donné, repérée par son ordonnée z = AC, et soit
¢ une position infiniment voisine. Bernoulli pose Ce = dx = Mmn, et note dz Varc Mm. La loi

de Descartes lui permet d’écrire que le sinus de I'angle d’incidence, soit mn/Mm = dy/dz, est
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proportionnel i la vitesse en M (notée t); d’ol la relation dy/dz = t/a, ol @ est une constante
quelconque. D’aprés ’hypothése de Galilée sur la chute des corps ¢ = +/az ; Bernoulli obtient
donc I’équation dy = /z/adz, caractéristique d’un arc de cycloide. (voir le texte présenté en
annexe)

La solution de Jacgques Bernoulli

Assez proche conceptuellement de celle de Leibniz, cette présentation a I’avantage de mettre
clairement en évidence quelques points fondamentaux de la méthode des variations, points que
Pon retrouvera trés nettement dans la technique élaborée par Euler.

A H

Jacques montre d’abord que si AP est la courbe minimale recherchée, alors tout sous-arc
CD de AB minimise également le temps de parcours correspondant ¢cp, ce qui Iui permet de
ne s’occuper gue de variations locales. Considérant désormais ’'arc €D ol ”C est proche de D7,
il introduit un autre arc CLD infiniment proche du premier qu’il caractérise par la position du
point L situé sur I’horizontale passant par le point caractéristique G (qui apparait comme le
point de cote verticale médiane entre celles de C' et D). Dés lors, le temps de trajet top sur Varc
C'G D sera minimal si tog + tgp = tcr + tp (condition de stationnarité de la quantité étudiée).
De 14, aprés des manipulations géométriques que nous ne détaillerons pas ici, Jacques Bernoulli

EG/VEC _CG

GI/VHE GD
remarquant que CG ~ ds, HC ~ z, EG ~ dy) sous la forme désormais classique dy = kds/z.

aboutit 4 la relation : ; équation qui en notation différentielle peut s’écrire (en

Nous venons donc ici de décrire succintement les principales résolutions du probleme de la
brachystochrone ; elles nous ont permis de voir comment certains concepts fondamentaux du
calcul des variations se mettent en place : la notion de courbe variée, ’étude locale des problémes
de minimisation et 'utilisation de P'outil différentiel. A travers I’exemple de Jean Bernoulli, nous
pouvons de plus pressentir les liens étroits qui vont s’établir, au sein du calcul des variations, entre
les concepts mathématiques et les principes fondamentaux de la physique. Notons que le probleme
spécifique de la brachystochrone va par la suite connaitre de nombreuses extensions fécondes :
ainsi les Bernoulli étudieront-ils la courbe de descente de durée minimale d’un point fixe & une
droite verticale donnée, puis & une droite quelconque ; probléme qui débouche sur 'importante
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condition de transversalité qui sera formalisée par la suite par Lagrange.

c. Les isopérimétres

Nous ne ferons ici que mentionner Pexistence de ce probléme et des solutions qui lui furent
apportées a cette époque essentiellement par les Bernoulli, & travers par exemple la recherche de
la courbe de centre de gravité le plus bas.

L’une des avancées essentielles que leurs travaux permirent de réaliser est, sans couteste, le
fait d’avoir compris la nécessité de disposer dans ce type de probléme d’un degré de liberté
supplémentaire. Ceci se traduit par I’cbligation de faire varier la position de (au moins) deux
points de la courbe. Cette constatation, que Jean Bernoulli n’a pas percu dans un premier temps,
est clairement utilisée par Jacques puis adoptée par son frére; elle les conduira i la résolution de

nombreux problémes intéressants d’isopérimatres.

3. L’élaboration du calcul des variations

a. Les travaux d’Euler

L. Euler (1707-1783) est un éléve de Jean Bernoulli, et ses premiers travaux sont écrits dans
la lignée des problémes (en particulier disopérimétres) posés par les fréres Bernoulli. En 1744, 11
publie un ouvrage trés important intitulé ” Méthode pour trouver les lignes courbes qui possédent
une propriété de maximum ou de minimum”, le Methodus inveniendi... Dans ce traité, Euler
résoud un trés grand nombre de problémes représentant un vaste éventail d’exemples de ce qui va
devenir, selon les termes de Lagrange repris plus tard par Euler lui-méme, le calcul des variations.
Nous allons décrire sa méthode de résolution & travers un exemple simple.

La technique variationnelle d’Euler

Euler cherche & déterminer les propriétés de la courbe anz sur laquelle l'intégrale définie [ Zdz,
prise entre les abscisses 4 et Z des points limites supposés fixes, est extrémale. Z est ici fonction
de P'abscisse z, de I'ordonnée y du point considéré, et des dérivées successives p = %,q = %...
L’intervalle AZ est ensuite divisé en sous-intervalles infiniment petits, repérés par les points
équidistants K, L, M, N,O,... d’ordonnées Kk = y,, Ll = y,, Mm =y, Nn = ¢/, Oo = y’,... et

d’abscisses correspondantes z.,, z,, ¢ = AM, 2/, 2"...

v

k im
"

<

A K LMNG P

41



Dés lors, Euler exprime les valeurs des dérivées successives aux points considérés par des relations

du type :
B ¥ -y "oy
P="n dz

Par décomposition, Euler écrit l'intégrale étudiée, prise sur l'intervalle AZ, sous la forme

o=

Ty
/Zdw:/ Zdy + Zde + Z'de + Z"dz + ...
0

expression dans laquelle j’ai rétabli les bornes d’intégration par souci de clarté, et ot Z représente
Ia valeur de la fonction au point (z,y,p...}, Z' sa valeur au point (z’, 7', p’...)

Afin d’examiner le comportement de l'intégrale, Euler fait ensuite varier 'ordonnée 3 de
N d’une quantité trés petite ny, variation dont il calcule les conséquences sur 'ensemble des
grandeurs (y,p,q...) Ainsi, ¥’ est-il modifié en y' + nv; pen p+ Z%; p’ en —Zk... L'intégrale
étudiée, extrémale sur I’arc anz original, n’est quant a elle pas modifiée par cette opération. Or,
la seule partie de cette intégrale susceptible de variation est I'expression Zdz + Z’dz. Dans le cas
particulier ou dZ s’exprime sous la forme dZ = Mdz+ Ndy+ Pdp, Euler écrit alors que la variation
de Zdx est Pdpdz soit Pny, et qﬁe celle de Z'dz est (N'dy’ + P/dp’)dz soit N'nvdz — P'ny.

La variation totale de P'intégrale a donc pour expression (P 4 N'dx — P')nv. Remplacant alors

N’ par N, et P’ — P par dP, Euler obtient finalement I’équation

dP
N-—" =
dz 0

gui n’est autre que I’équation connue maintenant sous le nom d’Euler-Lagrange.

Les apports de la méthode d’Euler

Pour la premiére fois, on dispose d’une méthode générale géométrico-analytique pour
appréhender les problémes variationnels. Malgré le caractére souvent complexe des calculs
développés, Fuler est en mesure d’appliquer sa méthode & un ensemble trés varié de cas,
démontrant ainsi son efficacité. Ainsi s’intéresse-t-il au cas d’intégrales définies [ Zdz, ot Z
dépend de (z,y,p...) et d'une quantité elleméme définie de fagon intégrale I = [J[Z]dz;
probléme par exemple lié aux intégrales de fonction dépendant de l'abscisse curviligne : II =
s = foz mdm. Cette catégorie de probleme constitue une étape importante vers le célébre
probléeme de Lagrange de minimisation avec contrainte : il s’agit en effet ici de minimiser
[ Z(z,y,vy',II)dz sous la condition II' ~ [Z] = 0.

Ceci conduira Euler & I'utilisation de fait d’une méthode similaire 4 la régle des multiplicateurs

de Lagrange, sans qu’elle soit pour autant formellement énoncée comme telle.

L’ambiguité du symbole différentiel chez Euler

Dans un premier temps, Euler utilise la notation différentielle ”d” suivant P'usage en vigueur

consacré par Leibniz. Ainsi, la différentielle dz est maintenne constante, et la différentielle de
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toute grandeur dépendante de z (telle que y, p...) est définie comme la différence entre sa valeur
au point z et sa valeur au point suivant, distant de dz du précédent; Euler écrit par exemple
dy = pdz =y’ —y.

Cependant, Euler est amené & donner un autre sens au symbole de différentiation ”d”. Ainsi,
lorsqu’il calcule le changement apporté A ’expression Zdz + Z'dx du fait de la modification de
lordonnée y' = Nn devenue Nv, la grandeur dZ = Pny représente cette fois la variation de Z
au sens lagrangien du terme. Notons encore qu’Euler écrit en substance dans ce -alcul que la
modification des diverses variables est donnée par : dz = 0, dy = 0, dp = 3£...

La notation "d” est alors clairement utilisée ici dans deux contextes totalement différents,
qui se cotoient et se confondent méme chez Euler : ainsi passe-t-il insensiblement de la notion
leibnitzienne de la différentielle & celle de variation, pour revenir ensuite & la notion premidre
dans son équation finale N — %% = 0; dP représentant ici explicitement la différentielle usuelle
P~ P.

b. Les travaux de Lagrange

C’est a Lagrange que revient le mérite d’avoir clairement mis en évidence cette difficulté et
de ’avoir résolu élégamment, en introduisant le concept général de variation dont la traduction

la plus manifeste est la naissance d’un nouveau symbole : 7§”,

Les premiers pas

C’est en 1754 que le tout jeune Lagrange, alors 4gé de dix-huit ans, entreprend de faire part
de ses recherches personnelles au savant universellement reconnu qu’est Euler A cette époque, et
mentionne en particulier ’existence de ses propres travaux concernant les problémes de maxima
et minima. Mais la premiére indication claire de ses réflexions se trouve dans la deuxizdme lettre
qu’il écrit & Fuler le 12 Aoiit 1755.

S’appuyant sur les considérations développées par celui-ci, Lagrange dit avoir recherché une
démonstration plus rapide des résultats fondamentaux mis en évidence par Euler, "sans aucune
construction géométrique”. A cette occasion, il est intéressant de noter qu’Buler avait mis
en évidence une régle mnémotechnique permettant de retrouver rapidement cette équation. Il
suffisait, pour une fonction Z{x,y,p) dont la différentielle s’écrit dZ = Mdx + Ndy + Pdp,
d’annuler le terme Mdz puis de remplacer le terme Pdp par —pdP, et finalement d’annuler
Pexpression obtenue; ceci conduisait donc a "équation Ndy — pdP = 0, qui n’est autre que
Péquation d’Euler (car dy = pdaz).

Dans la deuxiéme lettre qu’il adresse & Euler, Lagrange justifie la nécessité d’élaborer une
méthode entiérement nouvelle pour traiter ces problémes par les propos qu'Euler lui-méme tenait
dans son mémoire original. Celui-ci y avait en effet noté combien il paraissait souhaitable de
développer un autre type de méthode, libérée de toute considération géométrique et qui conduirait
naturellement a la transformation du terme Pdp en —pd P que nous avons évoqué plus haut. Sans
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pour autant en déduire que la démarche de Lagrange a été entiérement induite par cette remarque,
il est cependant certain qu’elle a di frapper son esprit inventif, suffisamment du moins pour qu'il
la considére a posteriori comme une étape importante de sa réflexion.

Néanmoins, 1’élément fondamental de la nouvelle approche développée par Lagrange est sans
conteste sa découverte des deux roles conceptuellement trés différents que Euler fait jouer, dans
sa méthode, au symbole de différentiation classique d. Pour la premiére fois, Lagrange est done
amené a introduire u.. nouveau symbole § qui permet de caractériser la variation d’une grandeur,
sans passer obligatoirement par une représentation géométrique. Ainsi écrit-il :

"je dénoterai par § la différentielle de y, dans la mesure ou c’est y qui doit étre différentié, z
demeurant constant, pour obtenir la valeur mazimum ou minimum de la formule donnée, cela afin
de distinguer cette différentielle des autres différences de y qui entrent déja dans cette formule.”

Ce faisant, il développe assez clairement 1’algorithme du calcul des variations, en prenant bien
soin de distinguer dans Pesprit et dans la notation les deux différentiations qu’Euler confondait
sous le symbole d. De plus, il imagine une variation arbitraire et simultanée des ordonnées de
tous les points de la courbe, ce qui le libére des calculs lourds et fastidienx qu’Euler avait été
obligé d’employer. Il Iui suffit de poser de fait les quelques principes analytiques qui vont régir
ce nouveau procédé de différentiation : régle de permutation des symboles d et &, qui entraine
§d™F(y) = d™8F(y) pour toute fonction de la variable y, ainsi que § [ Z = [§Z ol Z est une
fonction quelconque de z,y, dz, dy...

Dés lors, Lagrange utilise les procédés usuels de dérivation des fonctions, tout en les appliquant
au cas du symbole é nouvellement introduit. Remarquons de plus que Lagrange impose ici 4 la
variable indépendante 2 de rester constante dans le processus de variation. Ainsi donc, pour
la fonction Z précédemment décrite telle que dZ = Mdz + Ndy + Pd%y + Qd%y + ..., il écrit
6Z = Ny + Pédy + Qbéd?y + ...; ce qui, aprés intégration et commutation des différentielles,

a/zzfaz:/N5y+/Pd5y+/Qd25y+...

Lagrange introduit alors une des étapes fondamentales du nouveau calcul qu’il est en train

conduit & :

d’élaborer, en effectuant une intégration par parties qui le conduit & ’expression :

5]2 = /N&y+P6y——/dPéy+Qd51 —dQ5y+/d2Q5y+...

Lagrange est désormais en mesure de résoudre le probléme de la recherche des extrema d’une
formule intégrale f Z calculée entre deux extrémités fixes, telles que §y = 0,déy = 0...En effet,
posant § { Z = 0, il aboutit &

/(N —dP +d%*Q — ..)6y=10
d’ou il déduit, sans aucune esquisse de justification, ’équation

Ne-dP+dQ—..=0
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qui n’est autre que 1’équation dite d’Euler. Afin de démontrer la grande fécondité de sa nouvelle
méthode, Lagrange s’attache ensuite & retrouver la solution d’un probleme posé par Euler dans
son mémoire original, consistant 4 déterminer l'extremum de la formule intégrale [ Z, ot Z
dépend non seulement de z,y,dy,d?y, ... mais aussi d’une quantité Il = [(Z) oit (Z) est fonction
de y,dy, ...

La réponse d'Euler fut immédiate et enthousiaste, reconnaissant d’emblée I'immense portée
des idées développées par Lagrange. Ainsi lui éerit-il :

" Vous me semblez avoir porté la théorie des mazima et des minima presque d son plus haut
point de perfection, et je ne puis assez edmirer Ueztraordinaire sagacité de votre esprit. Car non
seulement jlavais réclamé dans mon traité sur ce sujet une méthode purement analytique qui
permetie de déduire les régles qui y sont €noncées, mais j'avais encore consacré par la suite bien

des efforts a la recherche d’une telle méthode.”

L’exemple de la brachystochrone

Le probléme étudié par Lagrange a pour but de déterminer la forme de la courbe qui minimise
la durée de chute d'un point matériel soumis & la pesanteur (considérée comme wuniforme)
abandonné en un point origine fixe A, 'autre extrémité de la courbe étant supposée quelconque,

mais située sur une ligne donnée BNn. A o

NS

ame
["_\.ﬁ/hl
B

) . . R ds . .
Il s’agit donc de minimiser pour cette famille d’arcs particuliere I'intégrale / T, ol s représente
u

41"

I'abscisse curviligne sur la courbe brachistochrone, et % la "hauteur” du point (analogue 3 la
grandeur z = AP qui caractérise le point courant ). L’application des régles du nouveau calcul

¢ conduit & écrire que
5 /’ ds dsdu dds

— _I_ R

2u% \/E
Lagrange pose éu = véy, et utilise de plus implicitement la relation édsds = édydy, issue de
Iidentité ds® = dy? + dz? (avec éz = 0). I en déduit

6/£— 3 dsvdy +/dy6dy
VT e S I

Aprés permutation des différentiations d et &, puis intégration par parties, il obtient

YR

45



Cependant, fait remarquer Lagrange, ce calcul ne tient pas compte entidrement du fait que
le point d’arrivée est lui aussi variable. La formule précédemment obtenue permet en effet de
calculer la variation de temps de parcours lorsque on passe de la courbe AQN 3 toute autre
courbe respectant la hauteur de chute AM. Or la courbe variée an correspond elle 3 une hauteur
de chute Am; il est donc nécessaire de retrancher 4 ’expression précédente le temps de chute

ds
correspondant & mM, soit —=. D’oll I'expression finale

&
i -

La condition de temps minimal conduit donc aux deux expressions cherchées ; la premieére, soit

dsv d
2u? * dds‘\g%_‘
déterminant ’équation de la courbe (il s’agit, rappelons-le d'une cycloide); la seconde, soit
dy ds
vl =

écrite au point d’arrivée, déterminant les coordonnées de ce point. Lagrange montre d’ailleurs que

=0

cette équation traduit la trés fondamentale relation d'orthogonalité, qui indique que la courbe
solution coupe a angle droit la ligne sur laquelle est astreint 3 se déplacer le point extrémal.
Mais moins d’un an aprés cette premidre démonstration, le 2 septembre 1756 exactement,
Lagrange entreprend de réécrire ce calcul en assignant cette fois une variation 4 la grandeur z.
Les régles usuelles du calcul des variations entrainent alors (l& encore, j'ai développé quelques
étapes que Lagrange a omis de mentionner) :
[l [ faat
vz Ve e

soit, en utilisant cette fois dséds = dyddy + dzbz

6‘/‘—%’—3——/ dy&dy_l_da:Mw dséz
Ve ) LdsvE T dsyT 9,3

Aprés permutation des symboles d et § et intégration par parties, on obtient

5 / = f df/ié“" - / [(dd—s‘%)éﬁ (d&-:% + %)63:]

Ici, pour la premiére fois, Lagrange utilise explicitement Pargument de PVindépendance des

variations introduites 6z et éy. En conséquence, il annule toutes les expressions qui sont en
facteur de ces termes dans ’expression intégrale, ef en déduit
d dz d.s
d—2. =g, -2 _
ds\/z ds\/— 245

équations qui conduisent toutes deux, comme il ’avait signalé dans une lettre précédente, 3 la

=0

méme équation intégrale. De plus, Lagrange obtient 1'équation relative au point extrémal, en
annulant les termes de l'expression générale situés hors du signe somme, soit : dydy + dzéz = 0;
cette équation traduisant 13 aussi la condition d’orthogonalité.
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Une autre présentation

1y

En 1771, Euler entreprend de définir de fagon différente la notion analytique de variation, a
Paide de l'introduction d’un paramétre variable, en 1’écrivant en substance comme transition 3

Pintérieur d’une famille de courbes & un parameétre ; soit :

_ (%
63/ B (at)tztg dt

Cette présentation est alors partiellement reprise dans 'ouvrage de Lagrange intitulé Théorie des
fonctions analytiques (1797), mais c’est essentiellement dans la seconde édition (1806) du traité
Legons sur le calcul des fonctions qu’elle sera utilisée.

Lagrange y entreprend de construire une nouvelle présentation du mécanisme variationnel,
basé cette fois non plus sur les infiniment petits, mais sur une véritable conception différentielle.
11 considére pour celale érobléme de la détermination des extrema de la formule intégrale I/ d’une
fonction y = @(z). Cette détermination nécessite, de fagon évidente, le calcul de la variation
de U lors des petites variations correspondantes de la fonction y. Lagrange imagine alors une
modification de la fonction ¢ en une fonction ¢(x,4), obéissant & la condition plz,t = 0) =
¢(z) = y. 1 joue donc ici le role d’un paramétre générant & partir de la courbe originelle ¢(z)
une famille de courbes variées p(z,i). Le paramétre ¢ pouvant &tre choisi aussi petit que I’on
veut, Lagrange écrit la nouvelle fonction @{z,7) sous la forme d’un développement en puissances

croissantes :
i2

2
olt y = ¢(z,0), et § représente la dérivée de la fonction ¢(z,4) par rapport & ¢ au point ¢ = 0,

Ao, i) = y+ig+ S+ o
Lagrange assimile alors 'accroissement de la fonction y au terme dordre 1 de ce déve-
loppement, soit i, terme totalement arbitraire puisque la dépendance de ¢(z,%) par rapport

a ¢ est quelconque. Cependant, Lagrange définit ici la variation de y non pas par ce terme

d’accroissement, mais par le taux d’accroissement correspondant, c’est-3-dire la grandeur . Ainst,
p(z,1) — (z,0)

la variation de y = (x,0) est définie par le rapport §y = , calculé en 7 = 0.
i
De méme procéde-t-il pour calculer la variation de l'intégrale U d'une fonction V(z,y,v,...)
donnée. La transformation de y en (2, ¢} induit une nouvelle expression de ¥V, donc une nouvelle

expression de U, toutes deux développables suivant les puissances croissantes de 7. Ainsi, V

devient : .2
V+W+%V+m
et U s’écrit :
.42
U+:iU+ -é-U o

La notation f indiquant de méme la dérivée de la nouvelle fonction considérée par rapport a

i, au point i = 0. V, U représentent donc désormais les variations des fonctions V et /. De
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14 Lagrange dérive, par des moyens que nous ne développerons pas ici, les équations usuelles
traduisant 'existence des extrema de la fonction U = [ Vdz.
L’approche de Lagrange concernant la présentation du calcul des variations subit ici une

modification tout 3 fait spectaculaire.

4. Le principe de moindre action

a. Le principe de Maupertuis

En 1744 (80 ans aprés les travaux de Fermat), Maupertuis énonce son principe de moindre
action. I est mi d’une part par la conviction que la nature obéit & un principe d’économie, et
d’autre part par le désir de se conformer 3 la loi newtonienne de proportionnalité des indices de
réfraction aux vitesses de la lumidre, persuadé que ceci remet en cause les travaux de Fermat.
Comnsidérant que quelquefois on a compris le principe d’économie comme un principe de plus court
chemin (comme dans la réflexion) et d’autres fois comme un principe de plus court temps (comme
dans la réfraction), et qu'il n’y a pas de raison de privilégier le temps par rapport & lespace (ou
vice-versa), Maupertuis emprunte donc une troisiéme voie : "le chemin que la nature tient est
celut par lequel la quantité d’action est la moindre”. Dans ce cas, Maupertuis prend pour mesure
de l'action la somme des espaces multipliés chacun par la vitesse de propagation, sans aucune
Justification préalable et en déduit une loi de proportionnalité des sinus pour la réfraction. 1l
parait assez clair que Maupertuis a plutét chercher & dériver des diverses lois connues et admises
a I’époque un principe "réconciliateur” en accord avec sa philosophie ; ainsi écrit-il : ”les principes
physiques dotvent finalement prouver Uezistence de Dieu méme, et donc éire empreints de finalité
7, donc "notre principe, plus conforme auz idées que nous devons avoir des choses, laisse le monde
dans le besoin naturel de la puissance du Créateur et est une suite nécessaire de Pemplot le plus
sage de cette puissance”.

Ce principe vague, qui ne laissera aucun souvenir dans le domaine de I’Optique ot seul prévaut
le principe de Fermat, va pourtant connaitre un développement riche et prometteur dans le
domaine de la dynamique. Maupertuis lui-méme en réalise les premiers pas, en montrant que
ce principe permet de retrouver les lois des chocs mous (ceux pour lesquels la vitesse relative
finale est nulle) et des chocs élastiques (qui conservent ’énergie cinétique). Mais c’est & Euler que
revient le mérite d’avoir montré la portée de ce principe et & Lagrange celui de 1'avoir formalisé

clairement et d’avoir énoncé ses conditions d’application.

b. L’énoncé d'Euler

En 1744, Euler publie dans son grand ouvrage Methodus inveniendi... un article traitant du
mouvement des projectiles dans un milien non résistant. Il y vérifie que les trajectoires d’un point

matériel (dans un certain nombre de cas particuliers connus) correspondent bien A un extremum
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de la quantité d’action définie en substance par [ vds, ot v est la vitesse du corps et s I'abscisse
curviligne décrite.

Ainsi, si aucune force n’agit sur le point, la vitesse est constante et minimiser 1’action revient
4 minimiser la distance parcourue : la trajectoire est donc rectiligne, conformément au principe de
inertie. De méme, Euler applique les résultats de sa méthode variationnelle, démontrés au début
de son traité, au cas de la trajectoire parabolique de chute libre des corps. D’aprés I’hypothése de
Galilée, on a v? = 2gz + cste ot z représente 'ordonnée du point ; I'intégrale & minimiser est donc
du type [ds\/a+ gz=[dz\/(a+ gz)(1 + p?), avec p = % ol y représente l'abscisse du point.
Elle obéit bien & la description du probléme variationnel le plus simple résolu auparavant par
Euler [ Z(z,y,p)dr minimal, avec N = %5: =0et P = %f— = py/(a+ gz)/(1 + p?). L’équation
d’Euler démontrée plus haut entraine donc que I'expression P est constante, Euler montre alors

facilement que ’équation différentielle qui s’en déduit est caractéristique d’une parabole. Enfin,
et ceci achévera de convaincre ses lecteurs de la puissance de ce nouveau principe, Euler s’attaque
au cas d’un corps soumis & une force centrale et retrouve les principales caractéristiques de la

trajectoire.

¢. La mise en forme de Lagrange

En 1761, Lagrange publie ses premiers travaux ayant trait 4 la présentation variationnelle de
la mécanique, & l'occasion de son mémoire Application de la méthode exposée dans le mémoire
précédent d la solution de différents problémes de dynamique dans les Miscellanea Taurinensa.
Cette présentation est en effet directement liée aux travaux publiés dans les pages précédentes,
exposant les principes généraux du calcul des variations. Elle n’est pas pour autant une simple
répétition de ces principes dans le cadre particulier de la dynamique : 1’écriture variationnelle de
la mécanique a été I’objet de recherches constantes de la part de Lagrange, ainsi que le montre
la lecture de sa correspondance avec Euler ; plus qu’une nouvelle exposition, elle constitue pour
lui un véritable bouleversement dans la compréhension de cette science.

Ce mémoire Application de la méthode exposée... s’appuie explicitement sur les travaux d’Euler
publiés dans les appendices du Methodus inveniendi, en se proposant d'en élargir le champ
d’application & ’ensemble de la dynamique. Lagrange y pose donc :

"PRINCIPE GENERAL. Soient tant de corps qu’on voudra M, M', b 7...qui agissent les uns
sur les autres d’une maniére quelcongue, et qui soient de plus, si l'on veut, animés par des forces
centrales proportionnelles ¢ des fonctions quelconques des distances ; que s,8',8",..., dénotent les
espaces parcourus par ces corps dans le lemps t, et que u,u’,u”,..., soient leurs vitesses ¢ lu fin

de ce temps; la formule
M/uds+M']u’ds'+ M”/u"ds"-;—

sera toujours un marimum ou un minimum.”
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Lagrange s’intéresse d’abord an mouvement d’un "corps M attiré vers tant de centres fizes
gu’on voudra par des forces P,Q, R... exprimées par des fonctions quelconques des distances”.
Le traitement de ce premier probléme est assez symptomatique du type de raisonnement de

Lagrange, il parait donc utile de 'examiner en détail. Le principe général s’écrit donc ici

5(]uds) =0

la masse, supposée constante, n’étant plus prise en compte, et donc virtuellement posée égale
a P'unité. Apres permutation des signes d’intégration et de variation, et développement de
Pintégrand, Lagrange obtient

f (ubds + bu ds) = 0.

Posant alors la conservation de la force vive, Lagrange écrit

2
% = const — / (Pdp+ Qdg + Rdr+ ...)

P, ¢, T représentant les distances du point matériel aux centres de force. Aprés différentiation de

cette équation & l'aide de 4, on obtient donc,
ubu = — / (6Pdp + Pédp + §Qdq + Qédg + §Rdr + Rédr + )

Lagrange applique alors le procédé caractéristique de sa méthode de variations, consistant 2
permuter les symboles d et §, puis & intégrer par parties, et aboutit aprés quelques manipulations
3 _

f_(uéds — Pdtép — Qdtég — Rdtér — ) =0
utilisant pour cela le fait que ds = u df, et supposant dans un premier temps que P (resp. @, R)

n’est fonction que de p (resp. g,7). Lagrange cherche ensuite 3 exprimer séparément les deux

intégrales introduites, en utilisant un systéme de coordonnées de référence constitué en premier

lieu par les "coordonnées rectangles z,y,z”. Il écrit dés lors ds sous la forme /d2? + dy? + d22,
et en déduit

udz ucy udz

udz udy udz
/uéds = —/(dd—&v—i-d 7 dy +d §z) + bz + I by + bz.

8 ds ds

De méme, considérant p, g,r comme fonctions de z,y, z, Lagrange introduit
Pép+ Qg+ Rér + ... = Iz + wéy -+ ¥iz.

Reportant ces diverses expressions dans ’équation premiére, Lagrange aboutit 3

udx udy udz ud udy udz .
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En supposant que les deux extrémités de la frajectoire sont fixes, et arguant du fait que les
variations éx,dy,6z sont indépendantes, Lagrange en déduit tout naturellement que chaque
intégrand doit étre nul et aboutit finalement & un systéme d’équations " qui serviront ¢ déterminer

la courbe décrite par le corps M et sa vitesse d chaque instani” |

P A
ds

W g =0
ds

Y a0
ds

ce qui correspond trés exactement aux équations, que 'on pourrait qualifier de "newtoniennes”,
du mouvement & condition de remarquer que u/ds = 1/dt et que (Il,w, ¥) apparaissent comme

les opposées des composantes des forces suivant les directions repérées par les coordonnées (z, y, 2).

Avec cet exposé, Lagrange est arrivé au terme de son exploitation du principe de moindre
action. Et c’est & partir d’un autre principe, que nous ne développerons pas ici, qu’il dérivera les

équations fondamentales de la dynamique qui portent désormais son nom ; équations qui s’écrivent

()
dt \ d¢ g

olt L (le lagrangien) est la différence entre I’énergie cinétique et I’énergie potentielle de la particule,

en notation moderne :

fonction a priori de ses coordonnées ¢ ainsi que de leurs dérivées temporelles ¢ et du temps ¢.

5. Conclusion

De Fermat en passant par les fréres Bernoulli jusqu'a Lagrange, nous avons vu s’esquisser
Pévolution d’un des grands concepts novateurs de la pensée mathématique, évolution qui parait
indissociable de la notion correspondante qui s’est développée en physique. A travers I’exemple
du calcul des variations, je souhaite avoir montré de quelle fagon ’historien et le philosophe des
sciences se trouvent encore une fois confrontés & la profonde interaction qui lie la formation des

objets mathématiques et la mise en oeuvre des principes physiques fondateurs.
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ANNEXE 1

JOHANNIS BERNOULLI

Curvatura Radii in Diaphanis nen uniformilus Solutiogne Pro-
bematis a [¢ in Alis 1696, p. 269, propofiti, de invenien-
da Linca Brachyftochrona, id ¢f , in guagrave a dato punc-
10 ad datum prnclum brevifimo tempore decwrrit; o de Curva
Synchrona, fe4 radiorum unda, confirsenda,

[

{ traduction de ce lexte p. 56)

Merito quidem miramur, quod HUGENIUS primus in-
venit, in Cycloide wvalgari grave facere defcenfus tantochro-
nos, a quocunque Cyeloidis punéto incipiat moveri: fed nef-
cio, an non obftupeflcas plane, cum dixcro, hanc ipfiffimam
Cycloidem , feu Tautochronam Hugenianam , efle noftram Bra-
chyffochronam quafitam; ad cujus cognitionem duabus viis per-
veni, indire@a altera, altera dire@a. Infiftendo priori, mi-
rum confenfum detexi inter curvitatem radii [uminis in medio
continue variante, & Crrvwm noftram brachyflochronam ;5 alia-
que obfervavi, in quibus nefcio quid arcani fubeft, quod
proderit in Dioptricis. Quamobrem verum erit, quod in pro-
pofitione . Problematis afferueram , noz in nuda fpeculatione, féd
in aliis ftientiis , in Dioptricis puta, ufam habere quam maxi-
mum. Sed ut que diximus re ipfa confirmentur, en priorem
folvendi modum !

FErRMATIUS in Epiftola ad De 1A CHAMBRE (Vid,
Epif. CARTESII Lar. Tom. III, p. 147,& FERMATAI
Opera Mathem, p. 156 feqq.) flabilivit, radium luminis ex
medio rariori in denfius tranfeuntem ita refringi ad perpendi-
cularem, ut, habita ratione temporis, radius (quia puncto lu-
minante ad puné&um illuminatum fucceffive procedere fupponitur )
viam faciam breviffimam : ex quo principio oftendit, {inum anguli
incidentiz eflc ad {inum anguli refradtionis in mediorum ratione
data direéta raritatum, vel reciproca denfitatum; id eft in ipfaratio-
ne velocitatum,quibus radius media penetrat, Quod poftea acutif-
fimus LEIBNITIUS in AF Erad. 1682, p. 185 feqq. &
mox Celeb. HUGENIUSs in fuo TraQatu de Lamine, p. 40,
fuccin@ius demonftrarunt, ipflumque principium phyficum, vel
metaphyficum potius, quod FERMATIUs {va demonftra-
tione geometrica contentus, & facile nimis de jure fuo dece-
dens, CLERSELERIO urgente, deferuifle videtur, validif-
fimis argumentis adftruxerunt.

$i nunc concipiamus medium non uniformites denfum, fed
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velut per infinitas lamellas horizontaliter interjeétas diftintum,
quarum interftitia fint repleta materia diaphana raritatis certa ra-
tione accrefcentis vel decrefcentis; manifeftum eft, radium,
quem ut globulum confideramus , non emanaturum in linea rec-
ta, fed in curva quadam (notante id jam & ipfo HuGEeNIO
in eodem Traflatu de Luweire , {ed iplam curve naturam mini-
me determinante ) qua ejus fir nature, ur globulus per illam
decurrens celeritate continue aucta vel diminuta, pro ratione
graduum raritatis, breviflimo tempore perveniat a punto ad
punétum. Conftat quoque, cum finus refradtionum in fingulis
punétis fint refpedtive ut raritates medii vel celeritates globuli,
curvam habere cam proprictatem, ut finus inclinationum fua-
rum ad lineam verticalem fint ubique in eadem ratione celeris
tatum.  Quibus pramiffis, nullo negotio perfpicitur, Carvam
DBrachyflochronen illam iplam effe, quam formaret radius tranfiens
per medivm, cujus raritates effent in racione velocitatum, quas
grave verticaliter. cadendo acquireret. Sive enim velocitatum
incrementa dependeant a narura medii magis minufve refiften-
tis, ut in radio; five abftrahatur a medio, & ab alia caufa
acceleratio eadem ramen lege generari intelligatur, ut in gravi;
cum utroque in cafu curva breviffimo tempore percurri {uppo-
natur, quid vetar, quo minus altera in alterius locum {ub-
ftitui poffic »

Sic generaliter {olvere licet Problema noftrum, quamcunque
fratsamus accelerasionis legem. Eo enim reductum eft, ue qua-
ratur curvatura radii in medio fecundum raritates, prouc libue-
rit, variante. Effo ergo medium FGD (Fig. 1) terminatum
ab horizontali FG, in qua punétum radians A, verticalis
AD axis curve date AHE, cujus applicate HC. deter
minant raritates medii in altitudinibus A C, vel velocitates ra
dii, feu globuli, in punétis M; radius incurvarus ipfe qui que-
ritir, AMB. Vocentur AC. x; CH,¢; CM, y; differen-
tialis Ce, de; diff. wm, dy; diff. Mm, 4z; conftans qurdam
ad arbitrium affimta, #; Erit accepta M pro finu toto, mn
{inus anguii refractionis feu incligationis curve ad verticalem,
& proinde per ca, qua modo diximus, mz eft ad HC in
natione conftante, id eft, dy:t==dzs:a; quod hanc fuggerit
xquationem, ady == tdz, {en aady” = trda* —: 11dx* + tedy® 5
quz redu®a generalew dabit xquationem dificrentialens dy ==
tei o/ (aa — 1) pro curva AMDB quafita. Atque adeo” una
opera duo infignia problemata, opticum unum, mechanicum
drerum , ultra quam ab aliis petebam, refolvi; oftendique,
uamvis ex diverfilimis Mathefeos partibus fint defumra, ejus-
jcm tamen eflc nature,

54
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. Sumamus jam fpecialem cafum, & quidem hypothefin com-

munem 2 GALIL A0 primitus introdudtam & demonftratam,
quod velocitates gravium cadentium fint in ratione fubduplica-
t2 alticudinum emenfarum 5 in hoc enim proprie quaftionis te«
nor confifti. Quo fuppofito, curva data AHE erit parabola

id ety 71 ==ax & ¢==y ax, quz {i lubftituantur in zquatio-

ne generali, habebitur hec dy ==dy ¥=——— ex qua concludo

Curvam Brachyffoctronar efle C}c[az'a'cm valgarem.,

Jean Bernouli

Opera Omnia, 1, p189-191
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Jean BERNOULLI, Actes des Savants, Leipzig, mai 1697.

La courbure d’un rayon dans un milieu diaphane uniforme, et la solution du probléme proposé
par lui-méme dans les Actes de 1696, p.269, afin de trouver la Ligne Brachystochrone, ¢’est-d-dire
celle sur laquelle une corps pesant tombe d’un point donné & un autre point donné dans le temps
le plus bref; et de construire la Courbe Synchrone, de {’onde des rayons.

[..] Nous admirons & juste titre, le fait que Huygens fut le premier & découvrir qu’un point
pesant chute dans le méme temps [de fagon tautochrone] le long d’une cycloide quelconque,
quelque soit le point de la cycloide ot le mouvement commence : mais je ne sais si on ne sera
pas plus admiratif quand j'aurais dit que la Cycloide, ou la Tautochrone de Huygens, est bel
et bien notre Brachystochrone recherchée; et j’ai acquis cette connaissance de deux maniéres,
I'une indirecte et I'autre directe. Quand j’ai suivi la premiére, j’ai découvert un admirable accord
entre la trajectoire courbe d'un rayon lumineux dans un milieu continiiment variable et notre
Courbe Brachystochrone; ’ai aussi trouvé d’autres points, dans lesquels il Y a je ne sais quoi de
mystérieux qui sera utile pour la Dioptrique. Voild pourquei il sera vrai, comme je I'avais affirmé
dans 'exposé du probléme, que ce n’est pas du tout dans la pure spéculation, mais dans d’autres
sclences, par exemple la Dioptrique, qu’on tirera le plus grand profit. Mais afin de confirmer mes
dires par des faits, voici une premiére fagon de donner une preuve !

Fermat, dans une lettre & de La Chambre {..], a montré qu’un rayon lumineux passant d’un
milieu rare & un milieu dense, est dévié vers la perpendiculaire d’une fagon telle que (en supposant
que le rayon se meuve continiiment depuis le point lumineux jusqu’au point illuminé) il suive le
chemin qui nécessite le temps le plus court : avec aide de ce principe, il montre que le sinus
de P’angle d’incidence et le sinus de 'angle de réfraction sont en raison directe de la rareté des
milieux, c’est-a-dire dans le rapport méme des vitesses avec lesquelles le rayon pénétre ces milieux.
C’est ce que par la suite Leibniz, en esprit trés fin, dans les Actes des Savants 1682, p.185 et peu
aprés le célebre Huygens dans son Traité de la Lumiére, p.40, ont démontré de fagon plus concise
et par de trés solides arguments, et ont établi le principe physique, ou mieux métaphysique,
lui-méme, que Fermat semble avoir abandonné sur Vinsistence de Clerselier, se contentant de sa
preuve géométrique et renongant & ses droits trop légérement.

Maintenant, nous allons considérer un milien qui n’est pas uniformément dense, mais qui
est séparé par des lamelles infinies superposées horizontalement, dont les interstices sont remplis
d’une matiére diaphane d’une certaine rareté augmentant ou décroissant suivant une loi définie.
Il est alors manifeste qu’un rayon, que nous considérerons comme une particule, ne se propagera
pas en ligne droite, mais le long d’une trajectoire courbe (ceci a déja été noté par Huygens dans le
Traité de la Lumiére mentjonné ci-dessus, mais il n’a pas déterminé du tout la nature elle-méme

de la courbe), nature qui est telle que la particule, dont les accroissements ou diminutions de
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vitesse dépendent des degrés de rareté du milieu, passera de point en point dans le temps le
plus court. II est établi que, puisque les sinus des angles de réfraction aux points de séparation
sont les uns aux autres comme les raretés des milieux, ou comme les vitesses des particules, la
courbe a la propriété suivante : les sinus de ses angles d’inclinaison par rapport 4 la verticale sont
partout dans la proportion des vitesses. Mais maintenant, ceci ayant été dit, il apparait sans peine
que la Courbe Brachystochrone est la courbe que suivrait un rayon lumineux lors de la traversée
d’un milieu dont les raretés seraient dans le rapport des vitesses qu’un corps pesant acquidrerait
durant sa chute verticale. En fait, que Paugmentation des vitesses dépende de la nature d’un
milieu plus ou moins résistant, comme dans le cas du rayon, ou que nous fassions abstraction
du milieu et considérions que, & partir d’une autre cause, la méme accélération peut étre concue
comme produite par une loi donnée, comme dans le cas du corps pesant ; dans les deux cas, la
courbe est parcourue dans le temps le plus court, qui nous interdit de remplacer I'un par I'autre ?

De cette fagon, nous pouvons résoudre le probléme pour une loi arbitraire de ’accélération. Il
est alors réduit 3 la détermination du. chemin suivi par:un rayon lumineux & travers un milieu de
densité continiment variable. Donc soit FGD (fig.1) le milien limité par la ligne horizontale FG
sur laquelle le point lumineux A est situé; soit la courbe donnée AH E, avec les axes verticaux
AD, ses ordonnées HC déterminant les raretds du milien & Daltitude AC ou les vitesses des
rayons lumineux ou des particules au point M ; soit AMB la courbe du rayon lumineux que
nous recherchons. Notons AC, z; CH, t; CM, y; et les différentielles Ce, dz ; les différentielles
nm, dy ; les différentielles Mm, dz; enfin, soit a une constante arbitraire. Alors Mm est le sinus
total, mn le sinus de 'angle de réfraction ou de Pangle d’inclinaison de la courbe par rapport a la
verticale, et comme nous 1'avons vu auparavant, le rapport de mn & HC est constant, ¢’est-3-dire
dy :t=dz:a; dot 'équation ady = tdz, ou aady? = ttds? = ttdz? + ttdy®. Ce qui donne une
équation différenticlle générale pour la courbe cherchée AMB - dy = tdz : v/aa — t1. De cette
maniere, j’al résolu en une seule fois deux problémes importants, I'un optique, Pautre mécanique,
et j’ai réalisé plus que ce que je demandais aux autres ; J’al montré que les deux problémes, pris
dans deux parties entiérement séparées des Mathématiques, sont de méme nature.

Maintenant prenons un cas spécial, 4 savoir I’hypothése commune introduite et démontrée en
premier par Galilée, selon laquelle les vitesses des corps en chute libre sont les unes aux autres
comme les racines carrées [en raison sous-doublée] des altitudes parcourtues; c'est en cela que
consiste réellement la question. Sous cette hypothese, la courbe donnée AH E sera une parabole,
c’est-i-dire que t¢ = az et t = +/ax, si cette valeur est substituée daps I'équation générale,

[z
nous obtiendrons : dy = ,/ ——, d’ol je conclus que la courbe Brachystochrone est la Cycloide
a—2x

ordinaire,

Jean Bernoulli, Opera omnia, I, p187-193.
trad. F.Viot, avec "amical soutien de C.Beaujean et J.C.Bos.
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ANNEXE?2

J.L. Lagrange
Qeuvres, 1, p334-364

ESSAI D'UNE NOUVELLE METHODE

DETERMINER LES MAXTMA ET LES MINIMA

FORMULES INTEGRALES INDEFINIES.

{Miseelinge Taurinensia, 1, 11, t760-1761 .

Pour peu qu'on soit au fait des principes do Caleul différentiel . on
coumait In méthode de determiner Jos plus grandes et los moindres
ordonnées des courbes; mais il est des questions de maximis ¢t minimis
d'un genve plas éleve of (qui, quoique dépendantes de la meme méthode,
te sy appliquent pas si aisément. Ce son celfex ou 1l 'agit de trouver
fes courbes miemes, dans lesquelles une expression-intégrale donnée soit
UIE IAXENUM ou un mininnm par rapport & toutes les autres courbes.

Le premier Probleme do ee genve, que les Geomitres aient visolu, o)
cetui de la Brachisiochrone. on Hane de ta plas vite descente, que M. Jean
Rernoulli proposa vers I tin du siecle passe. On 0’y parvint alors ffue
pur des voies particulibres, of ce ne fut que quelue temps aprs, of 3
Foceasion des recherches sur les fsopérimeétres, que le grand Géometre
dont nous venons de parfer et son illusive frive M. Jaeques Bernoulli,
donnirent quelques regles générales pour vésowdre plusicurs autres
(uestions de méme nature. Mais ves regles nayant pas assez stendue,
le célibre M. Euler a entrepris de véduire toutes les recherches de e
genre & une méthode générale, dans Pouvrage intitulé : Methodus ince-
niendt lineas curvas maximi, minimive proprictate gaudentes : sive solutio
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Problematis isoperimetrici latissimo sensu accepll; ouvrage original et qui
brille partout d’une profonde seience du caleul. Cependant, quelque ingé-
nieuse et féconde que soit sa méthode, il faut avouer qu'elle n'a pas toute
ta simplicité qu'on peut désirer dans un sujet de pure analyse. L’ Auteur
le fait sentiv lui-méme dans I Article 39 du Chapitre II de son livre, par
ces paroles : « Desideratur itaque methodus a resolutione geometrica et
lineari libera, qua pateat in tali investigatione maximi minimigue, loco
Pdp seribi debere — pdP. »

Maintenant voici une méthode qui ne demande qu'un usage fort simple
des prineipes du Calcul différentiel et intégral; muis avant tout je dois
avertir que, comme cette méthode exige que les mémes quantités varient
de deux manikres différentes, pour ne pas confondre ces variations, j'ai
introduit dans mes caleuls une nouvelle caractéristique 8. Ainsi §Z expri-
mera une différence de Z qui ne sera pas la méme que d7, mais qui sera
cependant formée par les mémes regles; de sorte qu’ayant une équation
quelconque dZ = mdx, on pourra avoir également 8Z = mdx, et ainsi
des autres. Cela posé, je viens d"abord au Probleme suivant.

I.

ProwrLEwE I. — Etant proposee une formule intégrale indefinie repre-
sentée par f Z, oix Z désigne une fonction quelconque déterminée des va-

rables x, y, z. et de leurs différences doe, dy, dz. d*x, d*y, d*s, ..., trou-
ver la relation que ces variables doivent asoir entre elles, pour que la

Sormule f Z devienne un maximum ou un minimum.

SoruTioN. — Suivant la méthode connue de maximis et minimis, il-
faudra différentier la proposée [.Z, en regardant les quantités 2, y, s,
dz, dy, dz, d*x, d*y, d°s,.... comme variables, et faire la différentielle,
qui en résulte, égale i zéro. Marquant donc ces variations par @, on aura
d'abord, pour I'équation du maximum ou minimum,

4l
5/2:0,
_,,

ou, ce qui en est Péquivalent,

[6‘2:0.

dl=ndx + pédx +gddiz +rodir 4. ..

Or, soit Z tel que

+Noy+Pody+ Qodiy + Rédsy +...

+ vz +wdds -y ddiz w-08ds +. . .,
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il en viendra l'équation
fna;r—e—['padx—s—fq&d’x+ fr&d’x—k...
+ [.E\'a_'r +fP6cb‘+ [‘Qad{r‘—% [Héd’yﬂ-...
+fv6z +fm8dz+['x6d=z + fp&d’z + ... =0

niais on comprend aisément que

ddr =ddéx, sd'x=d'dx,

et dinsi des autres; de plus, on trouve, par la méthode des intégrations

par parties,
i [Ipdax:pax—fdpax,

-fqd=ax_:qdax ~ dgizx +fd=q6x,

Irdﬂax:rd‘ax—drdé:x—i-d’ra.r—fd’rax.

¢t ainsi du reste; done 'équation précédente se changera en celle-ci:

/n(n—dp+d*q'—d5:'+...)6x

&

+ [(N—dp+ Q- d R+ )0y

e
-

{ +f{vﬂ-dza+d’;{——d’p+...,‘:ﬁz

Ca(m—dy +dio—. )6z +{y—do+.0déz (e —.)dP e+

LI L] . a . - .
d’oit 'on tirera premigrement I'équation indéfinie

(r—dp+dig—dir+.. }5x
) ¢ H{N—dP+d"Q—d*R+... )5
3

f

et ensuite I'équation déterminée
5 P-dg edir—. )

(C) +(P—dQ+d'R—..)
+(w—dy + d?p—...)

0L 4 (g — dr +..}d3x + (r—..)d* 8z +...
58+ Q- dR-+..}ddy +~{R—...)d*5y +...

+ip—dg +dPr—. oz +(q— dr+..)doxr+{r—.)d* dx—+...

P dQ+dR— . )y +(Q—dR+..)ddy +(R—...}d 5 +...

95+ ly —do+..ddz+(p—..)d 5z ~...

=a0.

Lelfe équation se 1 te I i i .
fuation se rapporte au dernier point de Pintégrale fZ: mais il

faut vhserver :
ut ubserver que, comme chacun de ses termes comme pox dépend

d’une intégration partielle de la formule | pd3z, on peut ldi ajouter on

o1 retr ' i . 16 1f1
1 retrancher une quantité constante. Or, la condition par laquelle cette
const it se déterminer es : i ‘
ante doit se déterminer est qu’elle fasse évanouir le terme pox au

Oi s R ' T i A 3
point ou commence I'intégrale /pdr?w: il faudra done retrancher de pdz

E
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sa valeur e¢n ce point; d'ol résulte la vegle suivante. Soit le premier

membre de Péquation /C), exprimé généralement par M, et soit la valeur
. - i - - 1
de M, au point ou counnence U'intégrale /Z, désignée par'M, et au

point ol cette intégrale finit, désignée par M', on aura M — "M = o pour
Pexpression complete de 'équation (€},

Maintenant, pour se défaire dans les équations trouvées des dilférences
indéterminées 8z, 3y, 83, dia, ddy,.... on examinera d'abord si, par
{a natur: du Probleme, il v a entre elles :lucl_lgfle rapport donné, et les
avant réduites au plus petit nombre possible, on fera ensutte le coellicient
de chacune de celles qui resteront ¢gales i zévo. Si elles sont absotument
imlépen(lunics fes unes des autres, Uéquation 'B; nous donnera sur-fe-

champ les trois suivantes :

n—dp+dig—dr-+.. . =o,

N—dP+idtQ—~d"R+. .. =20,

v—dp 4+ diy—dis . =0
1.

ExemprLe. — Soit cherchée la courbe brachistochrone dans le vide.
Nommant x 'abscisse verticale, et y et z les deux ordonnées horizontales
et perpendiculaires I'une i I'autre, la formule qui exprime le temps sera

f\/dx? -+ dy’ + dz’

laquelle étant comparée hfZ, on a

\/d.r’ + d_y" -+ dz?
e ’

et différentiant par 8, suivant les régles ordinaires des différentiations,

37 8% vzt + dy* + da? N dzddx
- 2z V’E Vx Jdz + dy? + dz°
dy ddy - dzdds

Jrydr +~dr +de | Jzyjdat + drt + dz
donc, posant, pour abréger,

ds = Jdx* + dy* + dzt,

on 4

o ==

2T \/;’ P——J__Z';E’ _“—/-;Es, \/;ds,

ds _ dx p— dr dz

n_=—
et Loutes les autres quantités ¢, r, N, Q,..., égales & zéro.
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II.

Premuer cas. — Or, si le Probleme est de trouver en général, entre
toutes les courbes possibles, celle de la plus vite descente, on aura en ce
cas les équations

n—dp=o0, —dP=o, — dwm =0,

SAVOIr
— ds ——d—d_x—:o, —d dr =0, —d iz =o0;
2xdzr vz ds \/Eds Vads

ces trois équations devant représenter une courbe unique, il faut qu’elles
M 4 - + H * 17 r ) i
se réduisent 4 deux seulement: cest de quoi il est facile de s’assurer par

. ., dr 7 e g |- Y]
le calcul, car la seconde étant multipliée par 2 \/E.ds et ajoutée a la troi-

.y o ye oo s L . 2 2 -2
steme multipliée par 2 Z_, il vient, i cause de ds® = dx* + dy* + ds*,
£

1 dx?

d (E - xds'-‘) =

. .. dx
savoir, en différentiant et divisant le tout par ==,
\/.21‘ ds
. dsm_ _ dz =o,
22 & vz ds

qui est la premikre équation.
Présentement, si I'on intégre les deux équations

d g‘y‘ =0, d i" =o,
vads Vads

on a
dy 1 dz 1

Fon I'on tire d"abord

¢e qui fait voir que la eourbe cherchée est toute dans un méme plan ver-
tical, et que par conséquent elle est & simple courbure. Pour la mieux
connaitre, rapportons-la a deux coordonnées prises dans son méme plan.
Que x soit 'une et ¢ l'autre, on aura

yr =y,
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. d b . .
et puisque d—:‘::‘/—:, on aura en intégrant, sans ajouter de constante,
@

parce que je suppose que |'axe des x passe par la courbe méme,

d’oit I'on tire
va Vb N _—
Z=f—=— i A d —dt X—— d = Jdx* dlu,
s T lawy et AT
et enfin '
dr b dt 1

vzds Ja+byz ydei+deft  ya

.ab

ce qui se réduit, en posant =0 a

dt— \/":'Eda:'
' ye—x

équation d’une cycloide déerite sur une base horizontale par un cercle,

dout le diametre est égal 4 c.

Portrait de Lagrange 63 gravure de Rados d'aprés Bosio



Penrose : deux exemples de pavages du plan
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CONTES DU LUNDI

1) Pavages presque—periodiques

Marianne Guillemot

i—cri Uux et pay

L' histoire des pavages presque-périodiques est trés récente. L'idée, plus ou moins ludique, d'un pavage
non périodique du plan au moyen d'un nombre fini de formes fixes, date d'une vingtaine d'années; la découverte
expérimentale des quasi-cﬁstaux puis Ia théorie générale expliquant ces pavages et donnant moyen de les cons-
truire, datent de moins de dix ans.

Nous ne pouvons exposer ici les éiéments de la cristallographie. Disons seulement qu'un sysi2me cristallin
décrit, & I'échelle macroscopique, certaines symétries des minéraux qui reflétent des symétries existant dans la
structure des molécules. Ces symétries doivent &tre compatibles avec les translations qui permettent de paver 1'es-
pace, sans empidtement ni lacune, avec des cristaux identiques. Cela implique que les axes de symétrie (appelés
aussi axes de rotation) de ces cristaux ne peuvent étre que d'ordre 2, 3, 4 ou 6. Les autres symétries autour d'un
axe sont interdites, en particulier celle d'ordre 5.

C'est pourquoi grande fit la surprise provoquée, en 1984, par quatre spécialistes de la chimie métallurgi-
que: D. Sheartman et I Blech (Haifa , Isragl) J. W. Cahn ( Gaitherburg, Etats Unis), D. Gratias (Centre d'Etudes
de chimie métallurgique du CNRS 2 Vitry-sur-Seine). Ces chercheurs firent couler un mélange en fusion d' alumi-
nium et de mangangse sur un tambour tournant A grande vitesse: 1'alliage qui s'étalait sur le tambour, trés brusque-
ment refroidi, se détacha sous forme d'un ruban de quelques dizaines de microns d'épaisseur. En observant au mi-
croscope €lectronique ce ruban on obtint, avec une certaine orientation, une figure présentant une évidente symé-
trie d'ordre 5. En faisant tourner le ruban on trouva, 3 leur place exacte, les autres axes de symétrie de ' icosagdre
régulier.

Rappelons que les symétries d'un systéme cristallin sont le micux mises en évidence lorsqu'on fait diffrac-
ter un faisceau de rayons X ou d'électrons 2 travers les cristaux. L'image obtenue est formée de taches plus ou
moins brillantes, disposées sur les noeuds du réseau conjugué du réscau de I'espace définissant le systéme cristal-
lin présentant les mémes symétries {chaque axe du réseau conjugué est orthogonal A un plan du réseau cristallin).
La figure obtenue correspond 2 la transformée de Fourier de 1a densité élecronique du systéme cristallin.

L'alliage créé par les quatre chimistes présentait donc une structure cristalline avec symétrie icosaédrique,
ce qui est impossible. Comment expliquer cette situation paradoxale?

La réponse fut donnée par les mathématiques.
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Des pavages n_periodigues.

Les premiers travaux mathématiques dans ce domaine sont ceux du physicien et mathématicien anglais
Roger Penrose qui, vers 1972, construisit des pavages non périodiques du plan de plusieurs fagons différentes ,
dont l'une par deux types de losanges, I'un dangles /5, 4m/5 , I' autre d'angles ~ 25, 3n/5 .. Ces pavages
amenérent Penrose 3 faire breveter un jeu, et ne donngrent lieu 4 une publication scientifique que qu-lques années
plus tard { 1] . D'autres auteurs s'intéressérent 4 ces structures, et c'est en 1986 que Michel Duneau et André Katz
{ Laboratoire de Physique Théorique de I' Ecole Polytechnique) réussirent 3 généraliser ces travaux en inventant
une méthode permettent d'obtenir des pavages non périodiques d'espaces de dimension quelconque par projection
de structures périodiques d'espaces de dimension supérieure.

Penrose [
y\ /

Par exemple, un pavage du type de celui de Penrose peut &tre obtenu par projection d'une partie d'un ré-
seau cubigue de R’ dans le .

Une projection d'une partie d'un réseau cubique de RO dans R3 a permis 4 Duneau et Katz de répondre 3
la question des chimistes, en construisant un pavage de R3 par des rhomboédres. Ce pavage, ainsi que celui de
Penrose, a une structare presque périodique(l) - comme nous le verrons plus loin - qui permet d'expliquer I'appa-
rition de cette symétrie dordre 5 [2, 3,4 1.

(1) Voir le dernier paragraphe.
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z ta ba . pa ¢ de o droite

Pour présenter la "méthode de Ia bande™ dont ils sont les auteurs, Duneau et Katz ont d'abord envisagé le
cas de la dimension 1; idée ingénieuse, qui permet de micux comprendre, par la suite, les constructions plus com-
plexes faites dans des dimensions plus élevées.

On considire le plan ]R2 ( figure 1), rapporté 4 un systéme d'axes rectangulaires, et le réseau 22 des
points & coordonnées entif-res. Soit K un carré de c6té 1, ayant ses sommets dans le réseau 22 , €t D une droite
quelconque non paralléle aux axes du réseau. On constroit la bande B du plan balayée par le carré K translaté pa-
rallélement 2 la direction D; on suppose cette bande semi-ouverte, c'est-a-dire ne contenant qu'une de ses droites
frontiéres,

I existe alors une ligne brisée unique L passant par tous les points de Z2 contenus dans la bande B et for-
mée d'arttes du réseau, La projection orthogonale sur D de cette ligne brisée détermine le pavage de D au moyen

de deux sortes de "pavés”, de longueurs respectives | cos o et | sin of ( tan o étant Ia pente de 1a droite D).

Figure 1: Le pavage de la droite par la méthode de la bande.

Le choix de 1a pente de la droite D par rapport au réseau détermine les propriétés de périodicité du pava-
ge. 11 est facile de voir que si tan o est rationnel, le pavage est périodigue. Si tan o est irrationnel - ce que nous
supposerons par la suite - le pavage de D n'est pas périodique, mais posséde de remarquables propriétés lides 2 sa

presque péricdicité. En particulier, toute partie finie du pavage se répate une infinité de fois dans le pavage.

En effet, toute partie finie du pavage est la projection dans D d'un morceau L de la ligne brisée L. Si D’
est la perpendiculaire & D dans le plan ]Rz, la projection orthogonale de 22“ B dans l'intervalle semi ouvert
I1=D' B est injective et dense; il en résulte I'existence d'une infinité de translations de 1122 qui conservent 22 et
qui chacune transforme le morceau L en une copie de lui-m&me contenue dans B; par unicité, cette copie de L
est contenue dans L, et sa projection dans D appartient donc au pavage; d'oit le résultat annoncé.
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Envisageons le plus simple des pavages presque-périodiques présentant des éléments de symétrie interdits
par la cristallographie classique: Ia quasi-symétrie octogonale. Ce pavage est construit en généralisant la métho-
de de Ia bande vue plus haut, en remplagant le plan ]R2 par I'espace ]R et la droite D par un sous espace P de
dimension 2 de IR , appelé€ plan par commodité et que nous 1dent1ﬁerons au plan que nous voulons paver. De
plus, si ce plan est conservé par certaines symétries du réseau Z , ces symétries se retrouvent "presque” dans le
pavage, comme nous allons le voir. On vérifie facilement que la matrice

000-1
o010
A=l400 0
0100

rapportée aux axes de IR4 ,définit une transformation qui conserve 24 et qui est une symétrie d'ordre 8.

On peut construlre deux plans P et P *,.conservés par A, orthogonaux entre eux, et une nouvelle base or-
thogonale de ]R dont les deux premiers vecteurs sont dans P, les deux autres dans P ', et & laquelle est associée
le changement de coordonnées suivant ( x,y,z,t et X,Y,Z,T, désignant respectivement les anciennes et les nou-
velles coordonnées.):

X:f%ngg
N Y = %_z;—t
Z= %+ZT“’*'
T= %4—?;

Rappelons que ct . cube unité de ]R4, posseéde 16 sommets, 32 arétes, 24 "facettes” de dimension 2, 8
"faces” de dimension 3. On remarque que la transformation A, restreinte 2 P, est une rotation d'angle - 3n/4 ; ce-
Ia explique que la projection sur P du cube ct posstde la symétrie d'ordre 8; les 16 sommets de C*se projettent
sur les sommets de deux octogones réguliers concentriques (figure 2) . Les projections des arétes de c* ont les
directions des axes des (X,Y} de P et de leurs bissectrices, et ont toutes méme longueur. Les facettes se projet-
tent suivant des carrés et des losanges d'angles w4 et 3n/4 ; il y a deux orientations différentes pour les carrés et
quatre pour les losanges, se déduisant Ies unes des autres par symétrie d'ordre 8.

La transformation A, restreinte 2 P', est une rotation d' angle n/4. Les projections sur le plan P' des som-
mets du cube C* forment ¢également deux octogones concentriques, de mémes dimensions que ceux de P; mais
les sommets de C* qui se projetient dans P sur 'octogone “extérieur” se projettent dans le plan P* sur I' octogone

"intérieur" et v;ce-versa. Rapportées respectivement aux axes des (X,Y) et des (Z,T), les projections des axes
des x et des y de IR ont mémes directions ( les bissectrices des axes) et mémes sens; tandis que les projections
des axes des z et des t ont mémes directions (les bissectrices des axes) et sens contraires.
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Figure 2
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Projection dans P' du cube unité C4 '
(les points notés 0101 et 1010 et la partie de la

frontidre située au dessus de ces points ne font pas
partie de P},

Appelons K' Ia projection dans P’ de I'ensemble des points du cube ct , privée d'une partie de sa frontidre
( voir la figure 2). La bande B est l'ensemble des points de JR4 dont ia projection dans P’ est contenue dans K'.

C'est I'ensemble des points (3,Y,Z,T) qui vérifient :

2 " Z Y2 2 2 47
II 0 < T= L4zt 41
0 $T+Z=Xﬁ_y+z <l+42
-LocToz= Y Xy <1+L
¥z V2 V2
Le pavage est constitué par les Djpjsg{igﬂs_m_l’m_faggug_s_@m;_24 qui sont entiérement conte-

nues dans B, c'est & dire dont les projections dans P' sont entidrement contenues dans X', ¢dtés et sommets com-

yivk

Projection dans P du cube unité C

(o}

pris, 11 est donc formé de carrés et de losanges, répliques des projections des facettes de ct .
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mime c nc ie X.Y) donn les deux premiéres relations (I X.Y.Z
sont des entiers véri fiant !gs inépalités (H), Ii est facile de construire ce pavage de proche en proche par le cal-
cul, 2 la main on 3 la machine. Si on dispose d'un ordinateur, on pourra sans difficulté fabriquer un programme
approprié. Mais si on veut construire 4 la main un début de pavage, la méthode géomérri-que met mieux en &vi
dence ses propriétés.

Utilisant la correspondance bijective entre m et m', projections dans P et P' d'un méme point M de

Z M B, on voit ainsi comment le nombre et la position des facettes entourant un sommet m du pavage dépen-
dent de la situation de m" dans X', L'octogone K' peut étre divisé en 6 zones (figure 3) limitées par les projec-
tions des arétes de C4 ; Chacune de ces zones, sauf Ia zone centrale F, est formée de 8 morceaux se correspondant
dans la symétrie d'ordre 8. On vérifie que si m' appartient 2 la zone A (resp. B, C, D, E, F), m est entouré de 3
facettes (resp. 4, 5, 6, 7, 8). Chaque répartition de facettes autour d'un sommet du pavage est donc nécessaire-
ment une des six représentées sur la figure 3- aux symétries d'ordre 8 prés. les points de X' situés 2 la frontizre
de deux ou trois zones appartiennent 3 I'une de ces zones; le fait que K soit privé d'une partie de sa frontidre in-
troduit dans ce probléme une dissymétrie.

Figure 3
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Propri¢tés du pavage [ices o [a presque périodicité,

Certaines régularités peuvent &tre observées dans ce pavage non périodique. Par exemple, les fréquences
respectives des conligurations A, B, C, D, E, F sont proportionnelles aux aires des zones de méme nom dans K,
une fréquence dans le pavage étant la limite, quand n tend vers l'infini, de la fréquence de cette méme configura-
tion dans la restriction du pavage i un carré de c6té n.

Cette propriété est due au fait que la projection de z'ne dans K' est denge et homogéne. On peut de ma-
me ¢étudier les fréquences d'éléments particuliers du pavage, carrés ou losanges ayant une certaine orientation par
exemple; ces fréquences sont proportionnelles aux aires de certains sous-ensembles de K’ qu'on peut retrouver par
la géométrie ou le calcul.

Le fait, examiné dans le cas de'la droite, que toute partie finie du pavage se retrouve une infinité de fois
dans le pavage, est vrai aussi pour notre pavage du plan et d'autres pavages du méme type. De méme, si la bande
B est déplacée dans ]R4 par une translation, autrement dit si K' est déplacé dans P’ par une translation , la méme
méthode donne un autre pavage de P tel que toute partie finie du premier pavage se retrouve une infinité de fois
dans le second, et réciproquement; mais aucune translation, n'appligue le premier pavage sur le second.

Une autre propriété remarquable du pavage est son autosimilitude. Si on "rétrécit” la bandeB, celle ci
contient un moins grand nombre de points de 24, qui, par projection, donnent un pavage plus "grand”. On peut
décrire cette opération — contraction dans P ', dilatation dans P — au moyen d'une matrice, rapportée aux axes
X,Y,Z,T) de laforme:

A000
0AOO
o0oAO
000N

Nous voulons que cet opérateur conserve 24 ; rapporté aux axes (x, y, z, t) par transposition, il doit donner
une matrice  coefficients entiers. On vérific que cela a bien lieu avec A =-( 1+V2) et A'=v2 — 1. Cet opérateur
S peut étre itéré; 52 donne une bande By, dont la section K’y est homothétique de K dans le rapport 3 — 2v2. La
bande B, peut-Etre translatée de fagon que K'y s'applique sur I'octogone central de K, c'est 2 dire sur la zone F. II
en résulte que l'ensemble des centres d'étoiles 4 huit branches du pavage forme un réseau semblable (en fait, "lo-
calement semblable”) & celui du pavage dans le rapport 3 + 2v 2. (figure 4 voir page suivante))
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Figure 4:

Pavage du plan 4 quasi-symétrie octogonale et pavage semblable des centres d'étoiles a huit
branches.

n .
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Quelques mots sur la presque- périodicité.

Pourquoi ces pavages sont-ils qualifiés de presque- périodiques? Cette notion vient des fongtions presque
périodiques, étudiées depuis les années 1930 [ 6,7]. Le modele Ie plus simple en est la somme de deux fonctions
périodiques dont le rapport des périodes est irrationnel, par exemple sinx + sinV2x. Les fonctions presque pério-
digues sont caractérisées par leurs géries de Fourier qui (s'il s'agit de fonctions d'une variable) sont de la forme

S = Z cnei?unx
ned,
ol les ¢y sont des constantes et les )'n des nombres réels guelconques. Les conditions de convergence,

pour ces séries, sont analogues 2 celles qui concemnent les fonctions périodiques.

La théorie des distributions associe aux distributions périodiques des séries de Fourier de la méme forme
que celles des fonctions périodiques, mais convergeant au sens des distributions. Par généralisation, une série de
la forme ci-dessus, ot les ln sont des réels quelconques et qui converge au sens des distributions, définit une dis-

tribytion presque-périodique.
Nous avons construit le pavage de la droite D par restriction de 22 a la bande B, suivie
d'une projection de Z2nB dans D, 22 ¢tant considéré comme une somme de mesures de Dirac situées aux som-

mets du réseau, nous pouvons appliquer la ransformation de Fourier & chaque étape de cette construction: nous
obtenons une expression de la forme

2 Crl1,r153,"‘m + b*n
(m,n)e 72
qui est la transformée de Fourier de H = Z Crm, pel(am + bn)x
(m,n)eZ2

H est la série de Fourier de l1a distribution presque périodique définie par le pavage de la droite.

On peut étudier de cette fagon tous les pavages construits 4 Faide de la méthode de la bande. Notons que si
une symétrie conserve le réseau de dimension supérieure et le plan (I'espace) du pavage, cette symétrie se retrou-
ve dans la transformée de Fourier. Cela explique les symétries, interdites par la cristallographie, que les chimistes
avaient observées au microscope électronique (car, comme il a été dit au début de l'article, ce qu'on observe cor-
respond & une transformée de Fourier).
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( Alliage Chrome, Nickel, Silicium)

Figure 5:

Diagramme de diffraction Diagramme de diffraction

a symétrie d'ordre 8

a symétrie d'ordre 5

( Alliage Alluminium, Manganése)
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Robinson généralise le procédé de Penrose en utilisant ici des triangles. (se reporter aux arti-

cles de la revue de Palais de la Découverte [9] et [10])

Pavage équivalent au pavage de Penrose .
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Problémes ouverts:
Il existe des pavages ni périodiques ni quasi-périodiques.

C est le cas de la figure ci-dessous . Il est actuellement fait I'étude du spectre de Fourier pour
ce pavage qui pose beaucoup de questions; en particulier la description précise de son spectre
est encore inconnue. [ 9]

40‘
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2) Equations du quatrieme degre chez Descartes .

Michel Serfati.

Le début du Livre III de la Géomérrie, de Descartes ( Leyde, 1637 ) ', est  tout entier
consacré a I'étude des équations algébriques et de leurs racines. Un certain nombre de propriétés neuves pour
I’époque sont ici annoncées; comme la factorisation de P par X- a, si a est une racine de P, ou bien ia
célebre régle de variations de signes de Descartes *. Descartes cependant n’était guére intéressé par les
problémes algébriques en soi. Mais I'étude des racines des équations algébriques lui était devenue impérative
depuis les deux premiers livres de la Géoméirie, oll il avait exposé, & partir de I’exemplaire probléme de
Pappus, 1a méthode de mise en équation de certains problémes de géométrie. En fait, selon Descartes, tout
doit se réduire & la construction géométrique des racines des équations algébriques : pour les racines des
équations du second degré { équations” communes™ ), 1a régle et le compas suffisent évidemment, Descartes
est alors naturellement amené & s’intéresser aux équations de degré supérieur (il vient tout juste de définir ce
qu’est le degré ) .

Or, pour le troisidéme et le quatrieme degré, les méthodes de résolution explicites  étaient
disponibles depuis 1545 ( Ars Magna : Cardan pour le 3° degré; Ferrari pour le 4° degré® ) et 1571 ( Algebra
, de Bombelli ). Cependant, si les démonstrations avaient été données sous forme géométrique par I’école
Italienne, les solutions effectives demeuraient nécessairement sous la forme algorithmique d’une régle-
comptine, Pour donner Ies solutions sous forme algébrique, ¢’est & dire explicitées en fonction des constantes,
il fallait évidemment que ces mémes constantes fussent dénommées dans le calcul, ce qui n’avait pas été le

cas avant Viéte .

Nous nous référerons dans la suite , sous la forme (A.T, VI), au Tome VI de I'Edition Adam -
Tannery des Oeuvres de Descartes, qui contientla Géoméirie
2( AT, VI ,446) Cf. sur ce point :
J.BOROWCZYCK, Sur ['histoire des démonstrations de la régle des variations de signe chez Descartes . in :
La démonstration Mathématique dans 1’ Histoire ,pp 275-312. Actes du Colloque d’Epistémologie et Histoire
des Mathématiques .Besangon 12 et A3 Mai 1989 . Publication de IREM de Lyon . (43, Bounlevard du 11
Novembre 1918, 69622 Villeurbanne Cedex) .

™ Sur ces questions de constructibilité chez Descartes, on pourra consulter : M.SERFATI , Les Compas
Cartésiens , Archives de Philosophie, 56 , (1993) .

*CARDAN J Ars Magna sive de regulis algebraicis liber unus . L'édition la plus utilisée est
celle du Tome IV de la réédition posthume des Qeuvres de Cardan ( Lyon . 1663) .L’ Ars Magna contient un
inventaire des équations du quatrigme degré .
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Pour le troisi®me degré, Descartes rappelle d’abord sans démonstration les formules de
Cardan, et ce, sous une forme impeccable °, donnant ainsi, pour la premitre fois dans I’histoire des
Mathématiques, les formules de Cardan écrites sous forme moderne,  * lisible” .

Pour le quatriéme degré, Descartes fournit ici une méthode de résolution tout  fait neuve,
différente de celle de Ferrari ®, mais utilisant également une résolvante une troisidme degré. L'ensemble
occupe une dizaine de pages du livre III ’, Fidéle cependant & une stratégie du sceret , constante chez i,
Descartes fournit d’abord, sans aucune espéce d’explication®, les résultats, c’est a dire 2 la fois 1a résolvante
etla factorisation du polynéme du quatrizme degré, "

L D r
D’abord écrit Descartes ® , “ aun lieude :
x4« pxx . gx .r » Q" (1)
11 faut écrire CoC
6 4 2 2 2
y +2py +(p -4r)y -q =0« (2)

(13

En guise d” explication, il reprend cependant plus loin 1a méme équation * : “ au lieu de :

x4 .. pxx.gx.r >0

11 faut écrire ces deux au!res

+ XX - yx+ vy . p 9 _0 (3)

2y

+x><+y><+'I YY - —p I (4)
2 2y "

Descartes donne ensnite denx exemples numériques :

xt-4x2.8x+35=0 (5)"

et

x*-17x%-20x-6=0 (6)"

S(AT,VI,472)
® Sur toutes les questions d’Histoire des équations du premier au quatridme degré  inclus, on pourra
consulter Ia suite de quatre excellentes brochures de ' 1 REM de Toulouse .

T pages 454- 463 de I"édition A.T

® .Sur laquelle néanmoins il s'explique 21 'occasion : “ Aureste ,j’ai omis icy les démonstrations de la
plupart de ce que j’ai dit, 4 cause qu’elles m’ont semblé si faciles que, pourvu que vous preniez la peine d’examiner
méthodiquement si j’ai failly, elles se présenteront a vous d’elfes-méme : & il sera plus utile de Jes apprendre en
cette fagon qu'en les lisant . *“ Géométrie , livie I (AT, VI ,464)

*(page 457)

(AT, VI ,457).L éwile* marque la place d’un terme manquant ( en x> ) . Les points indiquent que le
signe peut &re + plus ou moins, devant des coefficients p , q , r ,qui sont, pour Descartes, nécessairement
positifs. Le signe d’égalité est une des notations spécifiques que Descartes introduit dans sa Géométrie . Dans la
suite du texte, nous reviendrons & des notations modemes .

" (Géométrie, livre II 459, 9)

"2 page 458

*? idem 79



et un exemple littéral *:
5 1

z4+(;—aa—cc)zz-(a3+acc)z+a-é——a4-zaacc=0 (7)

eux-mémes suivis d’une application géométrique encore empruntée 4 Pappus * .

B :

' Mais affin qu'on puiffe mieux connoiltre I'veilite de i"f.ma];c
v

cere reigle il faut queie lappliquea quelg; Problefime. de cesre-
Sile quarré A D, &Ia ligne B N eftant donads, il faut dudtions.

prolongerlecoft€A Ciufquesa E,enforte qu' E F,tiree

d’E versB, foit efgale a NB. On apprent de Pappus,

qu'ayahtpremierement prolong¢BD infques2G , en

forte que D G foitefgale 2 D N, & ayant defcrit vn cer-

cledont le diametre foit BG, fi on prolonge [a ligne

droite A C, elle rencontreralacirconference de ce cer-

cle aupoint E, qu'ondemandoit. Mais pour ceux qui ne

fcauroiet point cete céltruction elle feroit affés difficile

A rencGtrer, & enla cherchit par Ia methode icy propo-

fée, ilsne s'aniferoiét jamais de prédre D G pour la qui-

. tité inconnué, maisplutoft CF, ou ¥ D, a caufe que ce
Fig 1. : Ccc 2 font

Le probléme est le suivant :
ABCD est un cané donné, dont la longueur ducoté est HAB li=a
¢ est une autre constante donnée, figurée par BN li=c .
Une droite variable pivote autour de B, rencontrant AC au point E, et CD au point F.
Déterminer 1a position de cette droite telle que IEF = | BNl =c.

B) _Etude de la méthode de Descartes .

Observons d’abord que toutes les équations du quatridme degré proposées le sont ici sans terme du

troisidme. Descartes montrera plus loin comment faire disparaitre ce terme par changement de variable

( translation) .

La méihode de résolution de Descartes consiste A rechercher une factorisation  du polyndme du
quatritme degré comme produit de deux polyndmes du second degré 2 coefficients réels, ce qui est toujours

" idem

'* page 462
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possible. I1 cherche donc 2 écrire le premier membre de (1), soit:

A 4 px2+qx +r=0

sous la forme :{ x2 - x y +a)( X%+ x y + B) = 0. Développant et identifiant, ceci est équivalent 2 la recherche
de (y,a,B)e IF%3, tels que:

a+B-y2=p (8)
(o-Bly =4 (9)
o B =r (10)

(8)et(9) fournissent o et B par somme et différence , soit :

1 2.4 1 2.9
a=g(p+y2+3) (11) et P=o(p+y?-y) (12)
Injectant dans ( 10 ) ces deux valeurs, il vient :

q2

r=1{[p + y2)2- F} , SOit :

4
6 4 2 -, - 2 2

y +2py +(p -4r)y -q =0« (2)

Dans cette équation du sixiéme degré , Descartes fait le changement y2 =T,

T342pT2+(p2-41)T-¢2=0 (13)

pour aboutir donc A une équation du troisiéme degré ( résolvante de Descartes ), qui admet toujours au moins
une racine réelle, qu'il peut par exemple calculer par les formules de Cardan - del Ferro. Il y a done deux racines
opposées en y : faisant choix de 'une d’elles, Descartes I’introduit dans ( 11 ) et { 12 ) pour obtenir d’abord o
et B, puis la factorisation (x2 -xy+a ) x2 +x y+8) =0, quin’est autre que celle qu’il avait proposée sans
explication sous la forme des relations (3 ) et (4 ), équations du second degré qu’il lui faut donc terminalement

résoudre.

Préoccupé par les seules racines terminales réelles positives ( des longueurs, qu’il s'agit pour Ini de
construire géométriquement ), Descartes, ne s’interessant qu’a ses exemples numériques, ne s’est nollement
soucié de connaitre en général le nombre de racines réelles positives de 1’équation ( 13 ), non plus que e
nombre de racines réelles distinctes de ’équation (1), potentiellement engendrées par le procédé .

C) Applications numérigues .

2) Exemple (8): x#-17x2-20x-6=0

Avec p=-17:q=-20;r=-6, Descartes obtient
y0-34y% 4313 yy-400 =0 " eton “ trouve que y yest 16,
Faisant choix de y =4, Descartes obtient ot =-3 et f=2

d’oil les deux équations :

"* page 458
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x2-4x-3=0 et x2 +4x+2=0"

Descartes trouve alors les quatre racines :

Y7+2 :2-V7 ; -2-Y2 ;-2 +72

Il déclare cependant ne retenir que la premidre {( V7 +2 ), la seule™ vraie “ ( positive ), déclarant que les trois
autres sont “ fausses “ (négatives) , pour lesquelles il donne I’opposé pour valeur . Son texte sur ce point est

curieusement ambigu * .

b).Exemple (7) :

4 . (1a2 -c2) 22.(g3 2 D g4.13202-9
z +(2a c?) z2-{(a*+ac )z+‘!6 1

L’équation transformée est :
y8+(a2-2c2)y4+(-a4+c4y2-a2(c2+a2)2 =0

Descartes constate - sans explications - que y2 =a? + ¢? convient, et trouve donc les deux équations da
second degré suivantes” :

z2-Ya2+ ¢c2 2z +% a? -;—aVa2+c =0 (14) et
224122+ 2 2 +213" a2 +-;-ava2+c =0 (15)

Ignorant I'équation { 15 ), Descartes nous livre les deux solutions de la seule équation (14 ) :

“D’olt I'on connait *, dit Descartes que la valeur de z est :

Ya2 + ¢? +,\/--;-a2+;1-02 +%a1‘a2+02 (16) ,oubien

1
2

;—Va2+c2 -\/~%-a2+1—c2+%a a2 + c2 (17)

¢)Exemple (5) : x%-4x2-8x+35=0 (5)

Avecp=-4;q=-8;r=35, Descartes obticnt :

y6 -8 y4 -124yy-64=0%, quiadmet également pour racine yy= 16,
Faisant A nouveau choix de y =4, Descartes obtient a=5et B=7, d’oi les deux équations :

x2 -4x+ 5=0 et x2 +4 x+7=0, dontaucune n’admet de racines réelles :

“Et pour ce qu’on ne trouve aucune racine, ni vraye ni fausse en ces deux dernigres Equations, on connait de 13

que les quaire de I'Equation dont elles procédent sont imaginaires; & que le probléme, pour lequel on I'a trouvée,

" page 460

'® % & savoir on en trouve une vraye ,qui, est V7 + 2 ,& trois fausses qui sont :

¥7-2,2 +¥2 & 2-V2.“(AT VI,460)

' page 461
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est plan de sa nature®, mais qu’il ne saurait en aucune fagon &tre construit , & canse que les quantités données ne

peuvent se joindre .

licati dométri .

Prenant x=IDFil,il vient iICFll=a-x .
La similitude des triangles FCE et FDB implique :

IFCI_NFDIl o a-x._x
IFE| I FBY T Va2

Elevant au carré et ordonnant , on trouve :

x“'-2ax3+(2a\2-<:2)7(2-~2a3x-i-a4=023

Cette équation du guatritme degré étant compléte, it faut donc en éliminer le terme en x3

, et

pour ccla poserz=1x-(a/2).L¢quation transformée en z n’cstalors autre que {7 ):

z4 -1-(-;-a2 -c?) z2-(af+ac?)z+ % a4—1—a2c2=0

Les solutions zj et zp ¢antdonc fournies par (16)et(17), onaura donc

xj=(a /2)+ z i - La solution (16), cependant, vérific z > (a/2),donc x >a , et Descartes, ne
retenant - sans explications - que la solution correspondant 2 F situéentre Cet D (soit 0 <x <a), fournit
comme unique solution celle donnée par (17) :

x=|| DF || = 2 + I¥azi¢?2 -,/-lazilo2ilavazic?

Cette formule qui ne contient que des superpositions de radicaux carrés , est donc consiructible
la régle et au compas .

Pour Descartes cependant, ces exemples ne sont pas concluants de fagon générale, car les méthodes
de résolution explicites contiennent en général des radicaux cubiques, et ne sont donc pas constructibles i la
regle et au compas. Utilisant alors des intersections de coniques ( par exemple cercle et parabole) Descartes
s’emploiera alors, dans toute la fin du texte de la Géométrie , A fournir des constructions géométriques des
solutions ( réelles positives) des équations du troisiéme et du quatriéme degré, conformément au titre du Livre TI

de la Géométrie : De La Construction des Problémes qui sont Solides ou plus que Solides .

“! justiciable d’une équation du second degré .
*2 page 461

* page 462
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NOTE D' ECOUTE

Les nombres premiers

par Frangois Jaboeuf (Séminaire de 'U.P.S.)

La conférence de Frangois Jaboeuf fut si dense et riche d'informations que je ne peux n'en
donner qu'un compte-rendu partiel. En particulier je ne reprendrai pas les exemples numériques qui
éclairaient agréablement les questions ou les résultats énoncés. L'importance de I'étude des nombres
premiers tient 3 leur utilité dans divers domaines des mathématiques, et en particulier dans un usage
récent en cryptographie ou théorie du codage qui développe depuis une vingtaine d'années la
recherche de trés grands nombres premiers ou de décomposition en facteurs premiers de trés grands
nombres. Les nombies premiers sont importants pour la théorie des nombres elle-méme, car ils
servent & construire tous les autres nombres, sans étre cux-mémes constructibles & partir d'auntres,
Le résultat a été énoncé par Gauss en 1801: "Tout nombre entier (différent de O et de 1) se
décompose de facon unique en un produit de nombres premiers”. Il est quasiment déja acquis par
Euclide au ITléme sitcle avant J.C., comme en témoignent les propositions 30, 31 et 32 du 7&éme

livre des Eléments.

La premiére question posée dans la conférence fut celle de Ia reconnaissance des
nombres premiers. Eratosthéne, contemporain d'Euclide, a proposé son célebre crible qui
permet de séparer les nombres premiers de ceux qui ne le sont pas. Son procédé nous a été transmis
par un néo-pythagoricien du Il¢me sitcle aprés J.C., Nicomaque de Gérase. L'usage du crible
dErathostgne n'est pas commode pour les tester de grands nombres. Tester tous les diviseurs
potentiels inférieurs au nombre n étudié scrait inutilement long, it suffit de chercher si # admet un
diviseur premier inférieur ou égal & Jn » procédé encore simplifié si on remarque que les nombres

premiers supérieurs & 4 sont tous de la forme 6k *1.

Un autre procédé, qui a 'avantage de ne pas nécessiter de division, utile pour reconnaitre un
nombre ayant deux diviseurs proches (donc proches de Vn ), est l'algorithme de Fermat.
Ii est fondé sur la propriété que tout nombre impair n est différence de deux carrés (n = x2- y2),
et il y a unicité du couple {(x,y} si et seulement si n est premier. L'algorithme consiste 2 tester si
x2 _n estun carré, pour tous les entiers x consécutifs supérieurs 4 n ; si l'algorithme ne s'arréte

+1 .
que pour x = 5""5- . B st premier.
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Ces méthodes sont malheureusement inopérantes pour les trés grands nombres. Pour &tablir
par exemple que 2 216091 _ | (le plus grand nombre premier actuellement connu et qui s'écrit avec
65050 chiffres) est premier, il faudrait 10 000 millions d'années de calcul d'un ordinateur parmi
les plus puissants a I'heure actuelle. A la fin de sa conférence, F. Jaboeuf a signalé d'autres tests,
L'un d'eux est basé sur le petit théoréme de Fermat (tout nombre premier p ne divisant pas a
divise aP-! _ I}, dont la réciproque n'est malheurcusement pas vraie. On a pu améliorer le résultat
de Fermat sous la forme: » est premier si et seulement si il existe un entier 2 , compris entre 2 et
n-1, telquea™? =1 mod(n) et si, pour tout diviseur premier p de n-I, a (1P =]
mod(n ), ce qui a permis 4 Robien de proposer en 1980 un test probabiliste pour reconnatre si un
nombre n est premier. En testant aléatoirement £ nombres a compris entre 2 et n-1 , on peut , si
tous les nombres vérifient la condition, affirmer avec un risque d'erreur inféricur 2 4-X, que a est

premier. Pour de grands nombres la fiabilité du résultat est meilleure que celle des ordinateurs.

La denxi®me question abordée fut celle-ci: La suite des nombres premiers est-elle
illimitée? Cette question a déja été résolue par Euclide, 4 la proposition 20 du 92me livre des
Eléments . 1l montre, dans une démonstration exemplaire, qu'on peut toujours toujours construire
un nombre premier plus grand que tous les nombres premiers d'une famille {finie) de nombres
premiers: le produit des nombres de la famille augmenté de F'unité est premier ou bien admet un
diviseur premier qui n'est pas dans la famille initiale. Une autre démonstration de ce résultat est
donnée par Euler en 1768, qui fait intervenir de fagon téméraire l'infini en acte, et qui méle analyse

et théorie des nombres, puisqu'elle utilise le développement en séric de In II—x pour x =l

La troisi®me question fut celle de la répartition des nombres premiers dans
I'ensemble des entiers. Sont-ils régulierement répartis, dispersés, concentrés sur de petits
intervalles? A propos des nombres premiers jumeaux {dont la différence est 2, comme 5 et 7),
F. Jaboeuf a signalé que Ia conjecture de Goldbach, qui fit I'objet du 8&me probléme de Hilbert
reste ouverte: 'y a-t-il ou non une infinité de nombres premiers jumeaux? Legendre affirma en 1785
qu'une progression arithmétique dont le premier terme et la raison sont premiers entre eux contient
une infinité de nombres premiers. On peut aussi trouver un intervalle d'entiers arbitrairement grand
ne contenant aucun nombre premier, par exemple l'intervalle fn/+2 ; n/+n] ne contient aucun

nombre premier.

Legendre, puis Gauss, au 192me siécle, ont proposé des formules empiriques donnant une
approximation du nombre T(x ) des nombres premiers inférieurs 2 x .
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X

Pour Legendre , Tt(x) = Ty 1x08366 . Pour Gauss, T(x}= %]E

En 1896, Hadamard et La Vallée-Poussin démontrent que Tt(n ) est équivalent 4 ﬁ

et on peut en déduire la loi de raréfaction des nombres premiers lorsque n tend vers l'infini.

Une quatrizme question est celle d'une formule qui donnerait tous les nombres
premiers, quéte longtemps dégue. Aucun polyndme P(x) ne donne que des nombres premiers pour
x décrivant 'ensemble des entiers. Des formules génératrices des nombres premiers ont cependant

été récemment découvertes, dont Fintérét est plus théorique que pratique.

F. Jaboeuf nousa également parlé des nombres de Fermat ( de la forme 22 "+ 1), que
Fermat pensait premiers. On conjecture actuellement que ne sont premiers que les nombres de
Fermat obtenus pour n inférieur ou égal a 4. Il nous a parlé des nombres de Mersenne (de ia forme
27" - 1), qui ne sont pas tous premiers mais qui permettent de construire de grands nombres
premiers. Le test de Lucas-Lehmer, spécifique aux nombres de Mersenne, a été mis au point par

Lehmer en 1930. C'est Iui qui a permis de découvrir le plus grand nombre premier actuellement

CONIy,

Signalons que Frangois Jaboeuf a écrit un chapitre consacré aux nombres premiers dans un
ouvrage collectif de la commission inter-IREM d'épistémologie et d'histoire des mathématiques a

paraitre aux &ditions Ellipses, intitulé "Histoires de Problémes, Histoire des Mathématiques”.

Michéle Grégoire
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NOTE DE LECTURE

Breve analyse du livre de Morris Kiine :
"Mathematical Thought
from Ancient to Modern Times"

Environ 1200 pages, dans un anglais facile 2 lire.
La premigre édition date de 1972. Le livre est vendu sous deux présentations différentes:
broché, en trois volumes, d'un prix total de 230 francs environ,

ou relié, en un seul volume vendu 570 francs.

Description succincte du contenu dy livre,

Il débute par une préface assez longue, plutdt polémique, ot Kline énonce ses intentions, ses buts, ses
désaccords, et od il désigne le public auquel il veut s'adresser. Nous utiliserons les idées émises par Kline dans

cette préface pour illustrer les différentes étapes de notre analyse.

Les cinquante et un chapitres respectent un ordre chronologique (de la Mésopotamie jusqu'aux
coniroverses de début du 20&me siécle sur les fondements des mathématiques), avec un regroupement par
grandes périodes: Antiquité, Moyen Age, Renaissance, 162me et 17&me sidcles, 182me sidcle, 192me sidcle,
début du 202me siécle. A Fintérieur de chacune de ces sept périodes, 1'étude est faite par themes: par exemple,
pour le 18&me sitcle, Kiine aborde successivement le calcul infinitésimal, les séries infinies, les équations
différentielles ordinaires, les équations aux dérivées partielles, la géométrie analytique et différentielle, le

calcul des variations et enfin I'algébre,

A la chamilre des périodes choisies, quelques chapitres de synthése permettent de faire le point et de

prendre un peu de recul (" les mathématiques vers 1800 ", par exemple).
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Kline tient souvent & replacer I'évolution des mathématiques dans le contexte historique, et son livre
contient de longs paragraphes d'histoire pure, essenticllement dans le premier quart du livre, de I'Antiquité 2 la
Renaissance. Citons par exemple le chapitre 8, qui traite de “"lIa disparition des mathématiques grecques”, oi
figurent des passages trés intéressants sur I'histoire de Rome, qui permettent d'expliquer le peu d'intérét des
Romains pour les mathématiques déductives. Certains des thémes abordés ne figurent que rarement dans

d'autre livres d'histoire des mathématiques.
La méthode choisie:

Kline ne suppose pas connue des lecteurs la substance de tous les développements mathématigues dont
le livre rend compte. Aussi, sauf pour quelques domaines trés lémentaires, il expose les grandes lignes des
sujets dont I'histoire est traitée. Kline souhaite que son ouvrage soit une introduction historique aux
mathématiques ; son souci est clairement pédagogique: il pense que c'est la meilleure voie pour acquérir
compréhension et jugement. En revanche, il ne prétén& pas &tre exhaustif et a surtout cherché 2 exposer les
exemples les plus représentatifs. Il s'efforce constamment de ne pas perdre de vue les idées principales et omet

souvent les conditions mineures ou les cas particuliers lorsqu'il cite les théordmes et les résultats essentiels.

Kline rappelle le conseil de Pascal; "quand nous citons les auteurs, nous citons leurs démonstrations, pas
leurs noms". Le livre contient pen de renseignements biographiques, car son organisation insiste plus sur les
idées mathématiques dominantes que sur les hommes. Kline essaie d'illustrer les changements qui affectent
chaque concept mathématique & différentes périodes, et la propre compréhension des mathématiques sur ce

qu'ils sont en train d'élaborer.

De nombreux exemples monurent que I'histoire fait ses propres évaluations et que de nombreux sujets
qui soulevérent I'enthousiasme et attirdrent 1'attention des meilleurs mathématiciens sont ensuite devenus plus
marginaux. Kline cite par exemple les opinions de Cayley sur la géométrie projective et de Syivester sur la

théorie des invariants algébriques.

Pour étre cohérent et respecter ses objectifs, particuli¢rement dans la période aprés 1700, Kline ne traite
chaque notion qu'au moment ol elle a muri et ol elle influe sur le cours des mathématiques. Ainsi , la
géométrie non-euclidienne est présentée au 198me siécle, alors que I'histoire des efforts pour démontrer

Faxiome des paralléles remonte 3 I'époque méme d'Euclide.

Dans un souci de concision, plusieurs civilisations ont été volontairement ignorées (1a Chine, le Japon,
les Mayas} , car elles ont eu un impact faible ou nul sur I'évolution générale des mathématiques. La théorie des
probabilités n'est pas du tout abordée car, selon Kline , elle n'est devenue importante qu'au 202me siécle.(Ce
point est tout 2 fait contestable). De 1a méme fagon , les derniers prolongements de certains sujets traités,

comme les équations différentielles ou le calcul des variations, ne figurent pas dans le livre, car Kline n'a pas
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souhaité¢ inclure de paragraphes trop spécialisés, qui n'auraient intéressé que les chercheurs dans ces domaines.
Les seules créations du 20éme qu'il détaille sont celles qui sont devenues significatives A cette période.(algdbre

abstraite, topologie, logique mathématique).

La relative faiblesse des développements mathématiques aprés 1900 est donc un parti pris délibéré de
l'anteur. En revanche, on peut regretter les insuffisances du chapitre 9, sur les mathématiques indiennes et
arabes, car des recherches récentes ont mis en lumiére qu'ont peut y trouver beaucoup plus qu.: Famélioration

de résultats secondaires, comme le prétend Kline.
Lesl Klin

Puisqu'il a souhaité faire une introduction historique aux mathématiques, il aimerait d'abord étre lu par
les mathématiciens professionnels, qui ont peu l'occasion de se familiariser avec I'histoire de leur sujet de
recherche. L'histoire montre que, parmi les centaines de branches qui constituent les mathématiques, certaines
sont devenues stériles, et Kline est persuadé que le seul moyen de discerner  les directions fructueuses est de

se familiariser avec les réalisations passées et d'étudier les raisons qui ont fait disparaitre certaines spécialités.

Enfin, et surtout, Kline destine son livre aux étudiants en mathématiques car, et c'est 12 ot il devient
polémique, il conteste la tendance des cours traditionnels 2 présenter des fragments de mathématiques qui
semblent avoir peu de rapports entre eux. Il refuse une présentation organisée et logique, qui donne
limpression que les mathématiciens vont de théordme en théoréme presque naturellement , qu'ils peuvent
maitriser toutes les difficultés, et que les sujets exposés sont complétement résolus et achevés. Kline pense que
I'étudiant débutant a tout 3 gagner A constater les combats de 1a création mathématique, les frustrations , les
€checs et 1a longue route semée d'embiiches que les mathématiciens doivent parcourir pour parvenir 3 un
premier résultat significatif. L'histoire enseigne que le développement d'un sujet s'est fait morceau par morceau,
avec des résultats venant de directions variées, et qu'il a demandé souvent des dizaines et méme des centaines
d'années. En prenant conscience de cela, I'étudiant peut y gagner, non seulement une vision plus globale des
mathématiques, mais aussi du courage pour aborder ses propres problémes et ne pas étre découragé par le

caractere incomplet de son travail.
La thése de Kline.

De ce livre, deux parties sont développées plus longuement: les mathématiques grecques et P'analyse au
182me sigcle. 11 est intéressant de constater que Kline multiplie les exemples pour opposer ces deux phases et

pour mesurer leurs influences respectives sur le développement des mathématiques.

Son idée directrice consiste en effet 2 affirmer que les mathématiques déductives qui figurent dans Ia

synthése d'Euclide ont figé les mathématiques, empéché l'imagination de se développer et agi comme un
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dogme stérilisant . A l'inverse, le peu de préoccupation des mathématiciens du 182me si2cle pour les probl2mes

de fondements ont permis 3 l'analyse de progresser,

Ici aussi le but de Kline est pédagogique: il reproche aux mathématiques grecques d'avoir privilégié
I'idée de démonstration, au détriment de la création et de l'invention, et il estime que cette vision des choses est

nuisible aux débutants.

On peut seviement regretter, sur ce point mais aussi dans I'ensemble du livre, I'absence de toute
référence philosophique.En dépit de cette lacune, le livre de Kline est indispensable comme ouvrage de
référence historique, mais aussi & qui veut aborder de fagon complite et originale une notion classique de
mathématiques. En conclusion le "Kline" demeure un ouvrage indispensable pour qui veut prendre contact

avec un sujet historique inconnu, bref "débroussailler” une question.

M. Pensivy

Professeur de Mathématiques Spéciales
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