ANNEXE 1

JOHANNIS BERNOULLI

Curvatura Radii in Diaphanis nen uniformilus Solutiogne Pro-
bematis a [¢ in Alis 1696, p. 269, propofiti, de invenien-
da Linca Brachyftochrona, id ¢f , in guagrave a dato punc-
10 ad datum prnclum brevifimo tempore decwrrit; o de Curva
Synchrona, fe4 radiorum unda, confirsenda,

[

{ traduction de ce lexte p. 56)

Merito quidem miramur, quod HUGENIUS primus in-
venit, in Cycloide wvalgari grave facere defcenfus tantochro-
nos, a quocunque Cyeloidis punéto incipiat moveri: fed nef-
cio, an non obftupeflcas plane, cum dixcro, hanc ipfiffimam
Cycloidem , feu Tautochronam Hugenianam , efle noftram Bra-
chyffochronam quafitam; ad cujus cognitionem duabus viis per-
veni, indire@a altera, altera dire@a. Infiftendo priori, mi-
rum confenfum detexi inter curvitatem radii [uminis in medio
continue variante, & Crrvwm noftram brachyflochronam ;5 alia-
que obfervavi, in quibus nefcio quid arcani fubeft, quod
proderit in Dioptricis. Quamobrem verum erit, quod in pro-
pofitione . Problematis afferueram , noz in nuda fpeculatione, féd
in aliis ftientiis , in Dioptricis puta, ufam habere quam maxi-
mum. Sed ut que diximus re ipfa confirmentur, en priorem
folvendi modum !

FErRMATIUS in Epiftola ad De 1A CHAMBRE (Vid,
Epif. CARTESII Lar. Tom. III, p. 147,& FERMATAI
Opera Mathem, p. 156 feqq.) flabilivit, radium luminis ex
medio rariori in denfius tranfeuntem ita refringi ad perpendi-
cularem, ut, habita ratione temporis, radius (quia puncto lu-
minante ad puné&um illuminatum fucceffive procedere fupponitur )
viam faciam breviffimam : ex quo principio oftendit, {inum anguli
incidentiz eflc ad {inum anguli refradtionis in mediorum ratione
data direéta raritatum, vel reciproca denfitatum; id eft in ipfaratio-
ne velocitatum,quibus radius media penetrat, Quod poftea acutif-
fimus LEIBNITIUS in AF Erad. 1682, p. 185 feqq. &
mox Celeb. HUGENIUSs in fuo TraQatu de Lamine, p. 40,
fuccin@ius demonftrarunt, ipflumque principium phyficum, vel
metaphyficum potius, quod FERMATIUs {va demonftra-
tione geometrica contentus, & facile nimis de jure fuo dece-
dens, CLERSELERIO urgente, deferuifle videtur, validif-
fimis argumentis adftruxerunt.

$i nunc concipiamus medium non uniformites denfum, fed
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velut per infinitas lamellas horizontaliter interjeétas diftintum,
quarum interftitia fint repleta materia diaphana raritatis certa ra-
tione accrefcentis vel decrefcentis; manifeftum eft, radium,
quem ut globulum confideramus , non emanaturum in linea rec-
ta, fed in curva quadam (notante id jam & ipfo HuGEeNIO
in eodem Traflatu de Luweire , {ed iplam curve naturam mini-
me determinante ) qua ejus fir nature, ur globulus per illam
decurrens celeritate continue aucta vel diminuta, pro ratione
graduum raritatis, breviflimo tempore perveniat a punto ad
punétum. Conftat quoque, cum finus refradtionum in fingulis
punétis fint refpedtive ut raritates medii vel celeritates globuli,
curvam habere cam proprictatem, ut finus inclinationum fua-
rum ad lineam verticalem fint ubique in eadem ratione celeris
tatum.  Quibus pramiffis, nullo negotio perfpicitur, Carvam
DBrachyflochronen illam iplam effe, quam formaret radius tranfiens
per medivm, cujus raritates effent in racione velocitatum, quas
grave verticaliter. cadendo acquireret. Sive enim velocitatum
incrementa dependeant a narura medii magis minufve refiften-
tis, ut in radio; five abftrahatur a medio, & ab alia caufa
acceleratio eadem ramen lege generari intelligatur, ut in gravi;
cum utroque in cafu curva breviffimo tempore percurri {uppo-
natur, quid vetar, quo minus altera in alterius locum {ub-
ftitui poffic »

Sic generaliter {olvere licet Problema noftrum, quamcunque
fratsamus accelerasionis legem. Eo enim reductum eft, ue qua-
ratur curvatura radii in medio fecundum raritates, prouc libue-
rit, variante. Effo ergo medium FGD (Fig. 1) terminatum
ab horizontali FG, in qua punétum radians A, verticalis
AD axis curve date AHE, cujus applicate HC. deter
minant raritates medii in altitudinibus A C, vel velocitates ra
dii, feu globuli, in punétis M; radius incurvarus ipfe qui que-
ritir, AMB. Vocentur AC. x; CH,¢; CM, y; differen-
tialis Ce, de; diff. wm, dy; diff. Mm, 4z; conftans qurdam
ad arbitrium affimta, #; Erit accepta M pro finu toto, mn
{inus anguii refractionis feu incligationis curve ad verticalem,
& proinde per ca, qua modo diximus, mz eft ad HC in
natione conftante, id eft, dy:t==dzs:a; quod hanc fuggerit
xquationem, ady == tdz, {en aady” = trda* —: 11dx* + tedy® 5
quz redu®a generalew dabit xquationem dificrentialens dy ==
tei o/ (aa — 1) pro curva AMDB quafita. Atque adeo” una
opera duo infignia problemata, opticum unum, mechanicum
drerum , ultra quam ab aliis petebam, refolvi; oftendique,
uamvis ex diverfilimis Mathefeos partibus fint defumra, ejus-
jcm tamen eflc nature,
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. Sumamus jam fpecialem cafum, & quidem hypothefin com-

munem 2 GALIL A0 primitus introdudtam & demonftratam,
quod velocitates gravium cadentium fint in ratione fubduplica-
t2 alticudinum emenfarum 5 in hoc enim proprie quaftionis te«
nor confifti. Quo fuppofito, curva data AHE erit parabola

id ety 71 ==ax & ¢==y ax, quz {i lubftituantur in zquatio-

ne generali, habebitur hec dy ==dy ¥=——— ex qua concludo

Curvam Brachyffoctronar efle C}c[az'a'cm valgarem.,

Jean Bernouli

Opera Omnia, 1, p189-191
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Jean BERNOULLI, Actes des Savants, Leipzig, mai 1697.

La courbure d’un rayon dans un milieu diaphane uniforme, et la solution du probléme proposé
par lui-méme dans les Actes de 1696, p.269, afin de trouver la Ligne Brachystochrone, ¢’est-d-dire
celle sur laquelle une corps pesant tombe d’un point donné & un autre point donné dans le temps
le plus bref; et de construire la Courbe Synchrone, de {’onde des rayons.

[..] Nous admirons & juste titre, le fait que Huygens fut le premier & découvrir qu’un point
pesant chute dans le méme temps [de fagon tautochrone] le long d’une cycloide quelconque,
quelque soit le point de la cycloide ot le mouvement commence : mais je ne sais si on ne sera
pas plus admiratif quand j'aurais dit que la Cycloide, ou la Tautochrone de Huygens, est bel
et bien notre Brachystochrone recherchée; et j’ai acquis cette connaissance de deux maniéres,
I'une indirecte et I'autre directe. Quand j’ai suivi la premiére, j’ai découvert un admirable accord
entre la trajectoire courbe d'un rayon lumineux dans un milieu continiiment variable et notre
Courbe Brachystochrone; ’ai aussi trouvé d’autres points, dans lesquels il Y a je ne sais quoi de
mystérieux qui sera utile pour la Dioptrique. Voild pourquei il sera vrai, comme je I'avais affirmé
dans 'exposé du probléme, que ce n’est pas du tout dans la pure spéculation, mais dans d’autres
sclences, par exemple la Dioptrique, qu’on tirera le plus grand profit. Mais afin de confirmer mes
dires par des faits, voici une premiére fagon de donner une preuve !

Fermat, dans une lettre & de La Chambre {..], a montré qu’un rayon lumineux passant d’un
milieu rare & un milieu dense, est dévié vers la perpendiculaire d’une fagon telle que (en supposant
que le rayon se meuve continiiment depuis le point lumineux jusqu’au point illuminé) il suive le
chemin qui nécessite le temps le plus court : avec aide de ce principe, il montre que le sinus
de P’angle d’incidence et le sinus de 'angle de réfraction sont en raison directe de la rareté des
milieux, c’est-a-dire dans le rapport méme des vitesses avec lesquelles le rayon pénétre ces milieux.
C’est ce que par la suite Leibniz, en esprit trés fin, dans les Actes des Savants 1682, p.185 et peu
aprés le célebre Huygens dans son Traité de la Lumiére, p.40, ont démontré de fagon plus concise
et par de trés solides arguments, et ont établi le principe physique, ou mieux métaphysique,
lui-méme, que Fermat semble avoir abandonné sur Vinsistence de Clerselier, se contentant de sa
preuve géométrique et renongant & ses droits trop légérement.

Maintenant, nous allons considérer un milien qui n’est pas uniformément dense, mais qui
est séparé par des lamelles infinies superposées horizontalement, dont les interstices sont remplis
d’une matiére diaphane d’une certaine rareté augmentant ou décroissant suivant une loi définie.
Il est alors manifeste qu’un rayon, que nous considérerons comme une particule, ne se propagera
pas en ligne droite, mais le long d’une trajectoire courbe (ceci a déja été noté par Huygens dans le
Traité de la Lumiére mentjonné ci-dessus, mais il n’a pas déterminé du tout la nature elle-méme

de la courbe), nature qui est telle que la particule, dont les accroissements ou diminutions de
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vitesse dépendent des degrés de rareté du milieu, passera de point en point dans le temps le
plus court. II est établi que, puisque les sinus des angles de réfraction aux points de séparation
sont les uns aux autres comme les raretés des milieux, ou comme les vitesses des particules, la
courbe a la propriété suivante : les sinus de ses angles d’inclinaison par rapport 4 la verticale sont
partout dans la proportion des vitesses. Mais maintenant, ceci ayant été dit, il apparait sans peine
que la Courbe Brachystochrone est la courbe que suivrait un rayon lumineux lors de la traversée
d’un milieu dont les raretés seraient dans le rapport des vitesses qu’un corps pesant acquidrerait
durant sa chute verticale. En fait, que Paugmentation des vitesses dépende de la nature d’un
milieu plus ou moins résistant, comme dans le cas du rayon, ou que nous fassions abstraction
du milieu et considérions que, & partir d’une autre cause, la méme accélération peut étre concue
comme produite par une loi donnée, comme dans le cas du corps pesant ; dans les deux cas, la
courbe est parcourue dans le temps le plus court, qui nous interdit de remplacer I'un par I'autre ?

De cette fagon, nous pouvons résoudre le probléme pour une loi arbitraire de ’accélération. Il
est alors réduit 3 la détermination du. chemin suivi par:un rayon lumineux & travers un milieu de
densité continiment variable. Donc soit FGD (fig.1) le milien limité par la ligne horizontale FG
sur laquelle le point lumineux A est situé; soit la courbe donnée AH E, avec les axes verticaux
AD, ses ordonnées HC déterminant les raretds du milien & Daltitude AC ou les vitesses des
rayons lumineux ou des particules au point M ; soit AMB la courbe du rayon lumineux que
nous recherchons. Notons AC, z; CH, t; CM, y; et les différentielles Ce, dz ; les différentielles
nm, dy ; les différentielles Mm, dz; enfin, soit a une constante arbitraire. Alors Mm est le sinus
total, mn le sinus de 'angle de réfraction ou de Pangle d’inclinaison de la courbe par rapport a la
verticale, et comme nous 1'avons vu auparavant, le rapport de mn & HC est constant, ¢’est-3-dire
dy :t=dz:a; dot 'équation ady = tdz, ou aady? = ttds? = ttdz? + ttdy®. Ce qui donne une
équation différenticlle générale pour la courbe cherchée AMB - dy = tdz : v/aa — t1. De cette
maniere, j’al résolu en une seule fois deux problémes importants, I'un optique, Pautre mécanique,
et j’ai réalisé plus que ce que je demandais aux autres ; J’al montré que les deux problémes, pris
dans deux parties entiérement séparées des Mathématiques, sont de méme nature.

Maintenant prenons un cas spécial, 4 savoir I’hypothése commune introduite et démontrée en
premier par Galilée, selon laquelle les vitesses des corps en chute libre sont les unes aux autres
comme les racines carrées [en raison sous-doublée] des altitudes parcourtues; c'est en cela que
consiste réellement la question. Sous cette hypothese, la courbe donnée AH E sera une parabole,
c’est-i-dire que t¢ = az et t = +/ax, si cette valeur est substituée daps I'équation générale,

[z
nous obtiendrons : dy = ,/ ——, d’ol je conclus que la courbe Brachystochrone est la Cycloide
a—2x

ordinaire,

Jean Bernoulli, Opera omnia, I, p187-193.
trad. F.Viot, avec "amical soutien de C.Beaujean et J.C.Bos.
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ANNEXE?2

J.L. Lagrange
Qeuvres, 1, p334-364

ESSAI D'UNE NOUVELLE METHODE

DETERMINER LES MAXTMA ET LES MINIMA

FORMULES INTEGRALES INDEFINIES.

{Miseelinge Taurinensia, 1, 11, t760-1761 .

Pour peu qu'on soit au fait des principes do Caleul différentiel . on
coumait In méthode de determiner Jos plus grandes et los moindres
ordonnées des courbes; mais il est des questions de maximis ¢t minimis
d'un genve plas éleve of (qui, quoique dépendantes de la meme méthode,
te sy appliquent pas si aisément. Ce son celfex ou 1l 'agit de trouver
fes courbes miemes, dans lesquelles une expression-intégrale donnée soit
UIE IAXENUM ou un mininnm par rapport & toutes les autres courbes.

Le premier Probleme do ee genve, que les Geomitres aient visolu, o)
cetui de la Brachisiochrone. on Hane de ta plas vite descente, que M. Jean
Rernoulli proposa vers I tin du siecle passe. On 0’y parvint alors ffue
pur des voies particulibres, of ce ne fut que quelue temps aprs, of 3
Foceasion des recherches sur les fsopérimeétres, que le grand Géometre
dont nous venons de parfer et son illusive frive M. Jaeques Bernoulli,
donnirent quelques regles générales pour vésowdre plusicurs autres
(uestions de méme nature. Mais ves regles nayant pas assez stendue,
le célibre M. Euler a entrepris de véduire toutes les recherches de e
genre & une méthode générale, dans Pouvrage intitulé : Methodus ince-
niendt lineas curvas maximi, minimive proprictate gaudentes : sive solutio
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Problematis isoperimetrici latissimo sensu accepll; ouvrage original et qui
brille partout d’une profonde seience du caleul. Cependant, quelque ingé-
nieuse et féconde que soit sa méthode, il faut avouer qu'elle n'a pas toute
ta simplicité qu'on peut désirer dans un sujet de pure analyse. L’ Auteur
le fait sentiv lui-méme dans I Article 39 du Chapitre II de son livre, par
ces paroles : « Desideratur itaque methodus a resolutione geometrica et
lineari libera, qua pateat in tali investigatione maximi minimigue, loco
Pdp seribi debere — pdP. »

Maintenant voici une méthode qui ne demande qu'un usage fort simple
des prineipes du Calcul différentiel et intégral; muis avant tout je dois
avertir que, comme cette méthode exige que les mémes quantités varient
de deux manikres différentes, pour ne pas confondre ces variations, j'ai
introduit dans mes caleuls une nouvelle caractéristique 8. Ainsi §Z expri-
mera une différence de Z qui ne sera pas la méme que d7, mais qui sera
cependant formée par les mémes regles; de sorte qu’ayant une équation
quelconque dZ = mdx, on pourra avoir également 8Z = mdx, et ainsi
des autres. Cela posé, je viens d"abord au Probleme suivant.

I.

ProwrLEwE I. — Etant proposee une formule intégrale indefinie repre-
sentée par f Z, oix Z désigne une fonction quelconque déterminée des va-

rables x, y, z. et de leurs différences doe, dy, dz. d*x, d*y, d*s, ..., trou-
ver la relation que ces variables doivent asoir entre elles, pour que la

Sormule f Z devienne un maximum ou un minimum.

SoruTioN. — Suivant la méthode connue de maximis et minimis, il-
faudra différentier la proposée [.Z, en regardant les quantités 2, y, s,
dz, dy, dz, d*x, d*y, d°s,.... comme variables, et faire la différentielle,
qui en résulte, égale i zéro. Marquant donc ces variations par @, on aura
d'abord, pour I'équation du maximum ou minimum,

4l
5/2:0,
_,,

ou, ce qui en est Péquivalent,

[6‘2:0.

dl=ndx + pédx +gddiz +rodir 4. ..

Or, soit Z tel que

+Noy+Pody+ Qodiy + Rédsy +...

+ vz +wdds -y ddiz w-08ds +. . .,
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il en viendra l'équation
fna;r—e—['padx—s—fq&d’x+ fr&d’x—k...
+ [.E\'a_'r +fP6cb‘+ [‘Qad{r‘—% [Héd’yﬂ-...
+fv6z +fm8dz+['x6d=z + fp&d’z + ... =0

niais on comprend aisément que

ddr =ddéx, sd'x=d'dx,

et dinsi des autres; de plus, on trouve, par la méthode des intégrations

par parties,
i [Ipdax:pax—fdpax,

-fqd=ax_:qdax ~ dgizx +fd=q6x,

Irdﬂax:rd‘ax—drdé:x—i-d’ra.r—fd’rax.

¢t ainsi du reste; done 'équation précédente se changera en celle-ci:

/n(n—dp+d*q'—d5:'+...)6x

&

+ [(N—dp+ Q- d R+ )0y

e
-

{ +f{vﬂ-dza+d’;{——d’p+...,‘:ﬁz

Ca(m—dy +dio—. )6z +{y—do+.0déz (e —.)dP e+

LI L] . a . - .
d’oit 'on tirera premigrement I'équation indéfinie

(r—dp+dig—dir+.. }5x
) ¢ H{N—dP+d"Q—d*R+... )5
3

f

et ensuite I'équation déterminée
5 P-dg edir—. )

(C) +(P—dQ+d'R—..)
+(w—dy + d?p—...)

0L 4 (g — dr +..}d3x + (r—..)d* 8z +...
58+ Q- dR-+..}ddy +~{R—...)d*5y +...

+ip—dg +dPr—. oz +(q— dr+..)doxr+{r—.)d* dx—+...

P dQ+dR— . )y +(Q—dR+..)ddy +(R—...}d 5 +...

95+ ly —do+..ddz+(p—..)d 5z ~...

=a0.

Lelfe équation se 1 te I i i .
fuation se rapporte au dernier point de Pintégrale fZ: mais il

faut vhserver :
ut ubserver que, comme chacun de ses termes comme pox dépend

d’une intégration partielle de la formule | pd3z, on peut ldi ajouter on

o1 retr ' i . 16 1f1
1 retrancher une quantité constante. Or, la condition par laquelle cette
const it se déterminer es : i ‘
ante doit se déterminer est qu’elle fasse évanouir le terme pox au

Oi s R ' T i A 3
point ou commence I'intégrale /pdr?w: il faudra done retrancher de pdz

E
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sa valeur e¢n ce point; d'ol résulte la vegle suivante. Soit le premier

membre de Péquation /C), exprimé généralement par M, et soit la valeur
. - i - - 1
de M, au point ou counnence U'intégrale /Z, désignée par'M, et au

point ol cette intégrale finit, désignée par M', on aura M — "M = o pour
Pexpression complete de 'équation (€},

Maintenant, pour se défaire dans les équations trouvées des dilférences
indéterminées 8z, 3y, 83, dia, ddy,.... on examinera d'abord si, par
{a natur: du Probleme, il v a entre elles :lucl_lgfle rapport donné, et les
avant réduites au plus petit nombre possible, on fera ensutte le coellicient
de chacune de celles qui resteront ¢gales i zévo. Si elles sont absotument
imlépen(lunics fes unes des autres, Uéquation 'B; nous donnera sur-fe-

champ les trois suivantes :

n—dp+dig—dr-+.. . =o,

N—dP+idtQ—~d"R+. .. =20,

v—dp 4+ diy—dis . =0
1.

ExemprLe. — Soit cherchée la courbe brachistochrone dans le vide.
Nommant x 'abscisse verticale, et y et z les deux ordonnées horizontales
et perpendiculaires I'une i I'autre, la formule qui exprime le temps sera

f\/dx? -+ dy’ + dz’

laquelle étant comparée hfZ, on a

\/d.r’ + d_y" -+ dz?
e ’

et différentiant par 8, suivant les régles ordinaires des différentiations,

37 8% vzt + dy* + da? N dzddx
- 2z V’E Vx Jdz + dy? + dz°
dy ddy - dzdds

Jrydr +~dr +de | Jzyjdat + drt + dz
donc, posant, pour abréger,

ds = Jdx* + dy* + dzt,

on 4

o ==

2T \/;’ P——J__Z';E’ _“—/-;Es, \/;ds,

ds _ dx p— dr dz

n_=—
et Loutes les autres quantités ¢, r, N, Q,..., égales & zéro.
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II.

Premuer cas. — Or, si le Probleme est de trouver en général, entre
toutes les courbes possibles, celle de la plus vite descente, on aura en ce
cas les équations

n—dp=o0, —dP=o, — dwm =0,

SAVOIr
— ds ——d—d_x—:o, —d dr =0, —d iz =o0;
2xdzr vz ds \/Eds Vads

ces trois équations devant représenter une courbe unique, il faut qu’elles
M 4 - + H * 17 r ) i
se réduisent 4 deux seulement: cest de quoi il est facile de s’assurer par

. ., dr 7 e g |- Y]
le calcul, car la seconde étant multipliée par 2 \/E.ds et ajoutée a la troi-

.y o ye oo s L . 2 2 -2
steme multipliée par 2 Z_, il vient, i cause de ds® = dx* + dy* + ds*,
£

1 dx?

d (E - xds'-‘) =

. .. dx
savoir, en différentiant et divisant le tout par ==,
\/.21‘ ds
. dsm_ _ dz =o,
22 & vz ds

qui est la premikre équation.
Présentement, si I'on intégre les deux équations

d g‘y‘ =0, d i" =o,
vads Vads

on a
dy 1 dz 1

Fon I'on tire d"abord

¢e qui fait voir que la eourbe cherchée est toute dans un méme plan ver-
tical, et que par conséquent elle est & simple courbure. Pour la mieux
connaitre, rapportons-la a deux coordonnées prises dans son méme plan.
Que x soit 'une et ¢ l'autre, on aura

yr =y,

62



. d b . .
et puisque d—:‘::‘/—:, on aura en intégrant, sans ajouter de constante,
@

parce que je suppose que |'axe des x passe par la courbe méme,

d’oit I'on tire
va Vb N _—
Z=f—=— i A d —dt X—— d = Jdx* dlu,
s T lawy et AT
et enfin '
dr b dt 1

vzds Ja+byz ydei+deft  ya

.ab

ce qui se réduit, en posant =0 a

dt— \/":'Eda:'
' ye—x

équation d’une cycloide déerite sur une base horizontale par un cercle,

dout le diametre est égal 4 c.

Portrait de Lagrange 63 gravure de Rados d'aprés Bosio



Penrose : deux exemples de pavages du plan
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CONTES DU LUNDI

1) Pavages presque—periodiques

Marianne Guillemot

i—cri Uux et pay

L' histoire des pavages presque-périodiques est trés récente. L'idée, plus ou moins ludique, d'un pavage
non périodique du plan au moyen d'un nombre fini de formes fixes, date d'une vingtaine d'années; la découverte
expérimentale des quasi-cﬁstaux puis Ia théorie générale expliquant ces pavages et donnant moyen de les cons-
truire, datent de moins de dix ans.

Nous ne pouvons exposer ici les éiéments de la cristallographie. Disons seulement qu'un sysi2me cristallin
décrit, & I'échelle macroscopique, certaines symétries des minéraux qui reflétent des symétries existant dans la
structure des molécules. Ces symétries doivent &tre compatibles avec les translations qui permettent de paver 1'es-
pace, sans empidtement ni lacune, avec des cristaux identiques. Cela implique que les axes de symétrie (appelés
aussi axes de rotation) de ces cristaux ne peuvent étre que d'ordre 2, 3, 4 ou 6. Les autres symétries autour d'un
axe sont interdites, en particulier celle d'ordre 5.

C'est pourquoi grande fit la surprise provoquée, en 1984, par quatre spécialistes de la chimie métallurgi-
que: D. Sheartman et I Blech (Haifa , Isragl) J. W. Cahn ( Gaitherburg, Etats Unis), D. Gratias (Centre d'Etudes
de chimie métallurgique du CNRS 2 Vitry-sur-Seine). Ces chercheurs firent couler un mélange en fusion d' alumi-
nium et de mangangse sur un tambour tournant A grande vitesse: 1'alliage qui s'étalait sur le tambour, trés brusque-
ment refroidi, se détacha sous forme d'un ruban de quelques dizaines de microns d'épaisseur. En observant au mi-
croscope €lectronique ce ruban on obtint, avec une certaine orientation, une figure présentant une évidente symé-
trie d'ordre 5. En faisant tourner le ruban on trouva, 3 leur place exacte, les autres axes de symétrie de ' icosagdre
régulier.

Rappelons que les symétries d'un systéme cristallin sont le micux mises en évidence lorsqu'on fait diffrac-
ter un faisceau de rayons X ou d'électrons 2 travers les cristaux. L'image obtenue est formée de taches plus ou
moins brillantes, disposées sur les noeuds du réseau conjugué du réscau de I'espace définissant le systéme cristal-
lin présentant les mémes symétries {chaque axe du réseau conjugué est orthogonal A un plan du réseau cristallin).
La figure obtenue correspond 2 la transformée de Fourier de 1a densité élecronique du systéme cristallin.

L'alliage créé par les quatre chimistes présentait donc une structure cristalline avec symétrie icosaédrique,
ce qui est impossible. Comment expliquer cette situation paradoxale?

La réponse fut donnée par les mathématiques.
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Des pavages n_periodigues.

Les premiers travaux mathématiques dans ce domaine sont ceux du physicien et mathématicien anglais
Roger Penrose qui, vers 1972, construisit des pavages non périodiques du plan de plusieurs fagons différentes ,
dont l'une par deux types de losanges, I'un dangles /5, 4m/5 , I' autre d'angles ~ 25, 3n/5 .. Ces pavages
amenérent Penrose 3 faire breveter un jeu, et ne donngrent lieu 4 une publication scientifique que qu-lques années
plus tard { 1] . D'autres auteurs s'intéressérent 4 ces structures, et c'est en 1986 que Michel Duneau et André Katz
{ Laboratoire de Physique Théorique de I' Ecole Polytechnique) réussirent 3 généraliser ces travaux en inventant
une méthode permettent d'obtenir des pavages non périodiques d'espaces de dimension quelconque par projection
de structures périodiques d'espaces de dimension supérieure.

Penrose [
y\ /

Par exemple, un pavage du type de celui de Penrose peut &tre obtenu par projection d'une partie d'un ré-
seau cubigue de R’ dans le .

Une projection d'une partie d'un réseau cubique de RO dans R3 a permis 4 Duneau et Katz de répondre 3
la question des chimistes, en construisant un pavage de R3 par des rhomboédres. Ce pavage, ainsi que celui de
Penrose, a une structare presque périodique(l) - comme nous le verrons plus loin - qui permet d'expliquer I'appa-
rition de cette symétrie dordre 5 [2, 3,4 1.

(1) Voir le dernier paragraphe.
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z ta ba . pa ¢ de o droite

Pour présenter la "méthode de Ia bande™ dont ils sont les auteurs, Duneau et Katz ont d'abord envisagé le
cas de la dimension 1; idée ingénieuse, qui permet de micux comprendre, par la suite, les constructions plus com-
plexes faites dans des dimensions plus élevées.

On considire le plan ]R2 ( figure 1), rapporté 4 un systéme d'axes rectangulaires, et le réseau 22 des
points & coordonnées entif-res. Soit K un carré de c6té 1, ayant ses sommets dans le réseau 22 , €t D une droite
quelconque non paralléle aux axes du réseau. On constroit la bande B du plan balayée par le carré K translaté pa-
rallélement 2 la direction D; on suppose cette bande semi-ouverte, c'est-a-dire ne contenant qu'une de ses droites
frontiéres,

I existe alors une ligne brisée unique L passant par tous les points de Z2 contenus dans la bande B et for-
mée d'arttes du réseau, La projection orthogonale sur D de cette ligne brisée détermine le pavage de D au moyen

de deux sortes de "pavés”, de longueurs respectives | cos o et | sin of ( tan o étant Ia pente de 1a droite D).

Figure 1: Le pavage de la droite par la méthode de la bande.

Le choix de 1a pente de la droite D par rapport au réseau détermine les propriétés de périodicité du pava-
ge. 11 est facile de voir que si tan o est rationnel, le pavage est périodigue. Si tan o est irrationnel - ce que nous
supposerons par la suite - le pavage de D n'est pas périodique, mais posséde de remarquables propriétés lides 2 sa

presque péricdicité. En particulier, toute partie finie du pavage se répate une infinité de fois dans le pavage.

En effet, toute partie finie du pavage est la projection dans D d'un morceau L de la ligne brisée L. Si D’
est la perpendiculaire & D dans le plan ]Rz, la projection orthogonale de 22“ B dans l'intervalle semi ouvert
I1=D' B est injective et dense; il en résulte I'existence d'une infinité de translations de 1122 qui conservent 22 et
qui chacune transforme le morceau L en une copie de lui-m&me contenue dans B; par unicité, cette copie de L
est contenue dans L, et sa projection dans D appartient donc au pavage; d'oit le résultat annoncé.
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Envisageons le plus simple des pavages presque-périodiques présentant des éléments de symétrie interdits
par la cristallographie classique: Ia quasi-symétrie octogonale. Ce pavage est construit en généralisant la métho-
de de Ia bande vue plus haut, en remplagant le plan ]R2 par I'espace ]R et la droite D par un sous espace P de
dimension 2 de IR , appelé€ plan par commodité et que nous 1dent1ﬁerons au plan que nous voulons paver. De
plus, si ce plan est conservé par certaines symétries du réseau Z , ces symétries se retrouvent "presque” dans le
pavage, comme nous allons le voir. On vérifie facilement que la matrice

000-1
o010
A=l400 0
0100

rapportée aux axes de IR4 ,définit une transformation qui conserve 24 et qui est une symétrie d'ordre 8.

On peut construlre deux plans P et P *,.conservés par A, orthogonaux entre eux, et une nouvelle base or-
thogonale de ]R dont les deux premiers vecteurs sont dans P, les deux autres dans P ', et & laquelle est associée
le changement de coordonnées suivant ( x,y,z,t et X,Y,Z,T, désignant respectivement les anciennes et les nou-
velles coordonnées.):

X:f%ngg
N Y = %_z;—t
Z= %+ZT“’*'
T= %4—?;

Rappelons que ct . cube unité de ]R4, posseéde 16 sommets, 32 arétes, 24 "facettes” de dimension 2, 8
"faces” de dimension 3. On remarque que la transformation A, restreinte 2 P, est une rotation d'angle - 3n/4 ; ce-
Ia explique que la projection sur P du cube ct posstde la symétrie d'ordre 8; les 16 sommets de C*se projettent
sur les sommets de deux octogones réguliers concentriques (figure 2) . Les projections des arétes de c* ont les
directions des axes des (X,Y} de P et de leurs bissectrices, et ont toutes méme longueur. Les facettes se projet-
tent suivant des carrés et des losanges d'angles w4 et 3n/4 ; il y a deux orientations différentes pour les carrés et
quatre pour les losanges, se déduisant Ies unes des autres par symétrie d'ordre 8.

La transformation A, restreinte 2 P', est une rotation d' angle n/4. Les projections sur le plan P' des som-
mets du cube C* forment ¢également deux octogones concentriques, de mémes dimensions que ceux de P; mais
les sommets de C* qui se projetient dans P sur 'octogone “extérieur” se projettent dans le plan P* sur I' octogone

"intérieur" et v;ce-versa. Rapportées respectivement aux axes des (X,Y) et des (Z,T), les projections des axes
des x et des y de IR ont mémes directions ( les bissectrices des axes) et mémes sens; tandis que les projections
des axes des z et des t ont mémes directions (les bissectrices des axes) et sens contraires.
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Figure 2
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Projection dans P' du cube unité C4 '
(les points notés 0101 et 1010 et la partie de la

frontidre située au dessus de ces points ne font pas
partie de P},

Appelons K' Ia projection dans P’ de I'ensemble des points du cube ct , privée d'une partie de sa frontidre
( voir la figure 2). La bande B est l'ensemble des points de JR4 dont ia projection dans P’ est contenue dans K'.

C'est I'ensemble des points (3,Y,Z,T) qui vérifient :

2 " Z Y2 2 2 47
II 0 < T= L4zt 41
0 $T+Z=Xﬁ_y+z <l+42
-LocToz= Y Xy <1+L
¥z V2 V2
Le pavage est constitué par les Djpjsg{igﬂs_m_l’m_faggug_s_@m;_24 qui sont entiérement conte-

nues dans B, c'est & dire dont les projections dans P' sont entidrement contenues dans X', ¢dtés et sommets com-

yivk

Projection dans P du cube unité C

(o}

pris, 11 est donc formé de carrés et de losanges, répliques des projections des facettes de ct .
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mime c nc ie X.Y) donn les deux premiéres relations (I X.Y.Z
sont des entiers véri fiant !gs inépalités (H), Ii est facile de construire ce pavage de proche en proche par le cal-
cul, 2 la main on 3 la machine. Si on dispose d'un ordinateur, on pourra sans difficulté fabriquer un programme
approprié. Mais si on veut construire 4 la main un début de pavage, la méthode géomérri-que met mieux en &vi
dence ses propriétés.

Utilisant la correspondance bijective entre m et m', projections dans P et P' d'un méme point M de

Z M B, on voit ainsi comment le nombre et la position des facettes entourant un sommet m du pavage dépen-
dent de la situation de m" dans X', L'octogone K' peut étre divisé en 6 zones (figure 3) limitées par les projec-
tions des arétes de C4 ; Chacune de ces zones, sauf Ia zone centrale F, est formée de 8 morceaux se correspondant
dans la symétrie d'ordre 8. On vérifie que si m' appartient 2 la zone A (resp. B, C, D, E, F), m est entouré de 3
facettes (resp. 4, 5, 6, 7, 8). Chaque répartition de facettes autour d'un sommet du pavage est donc nécessaire-
ment une des six représentées sur la figure 3- aux symétries d'ordre 8 prés. les points de X' situés 2 la frontizre
de deux ou trois zones appartiennent 3 I'une de ces zones; le fait que K soit privé d'une partie de sa frontidre in-
troduit dans ce probléme une dissymétrie.

Figure 3
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Propri¢tés du pavage [ices o [a presque périodicité,

Certaines régularités peuvent &tre observées dans ce pavage non périodique. Par exemple, les fréquences
respectives des conligurations A, B, C, D, E, F sont proportionnelles aux aires des zones de méme nom dans K,
une fréquence dans le pavage étant la limite, quand n tend vers l'infini, de la fréquence de cette méme configura-
tion dans la restriction du pavage i un carré de c6té n.

Cette propriété est due au fait que la projection de z'ne dans K' est denge et homogéne. On peut de ma-
me ¢étudier les fréquences d'éléments particuliers du pavage, carrés ou losanges ayant une certaine orientation par
exemple; ces fréquences sont proportionnelles aux aires de certains sous-ensembles de K’ qu'on peut retrouver par
la géométrie ou le calcul.

Le fait, examiné dans le cas de'la droite, que toute partie finie du pavage se retrouve une infinité de fois
dans le pavage, est vrai aussi pour notre pavage du plan et d'autres pavages du méme type. De méme, si la bande
B est déplacée dans ]R4 par une translation, autrement dit si K' est déplacé dans P’ par une translation , la méme
méthode donne un autre pavage de P tel que toute partie finie du premier pavage se retrouve une infinité de fois
dans le second, et réciproquement; mais aucune translation, n'appligue le premier pavage sur le second.

Une autre propriété remarquable du pavage est son autosimilitude. Si on "rétrécit” la bandeB, celle ci
contient un moins grand nombre de points de 24, qui, par projection, donnent un pavage plus "grand”. On peut
décrire cette opération — contraction dans P ', dilatation dans P — au moyen d'une matrice, rapportée aux axes
X,Y,Z,T) de laforme:

A000
0AOO
o0oAO
000N

Nous voulons que cet opérateur conserve 24 ; rapporté aux axes (x, y, z, t) par transposition, il doit donner
une matrice  coefficients entiers. On vérific que cela a bien lieu avec A =-( 1+V2) et A'=v2 — 1. Cet opérateur
S peut étre itéré; 52 donne une bande By, dont la section K’y est homothétique de K dans le rapport 3 — 2v2. La
bande B, peut-Etre translatée de fagon que K'y s'applique sur I'octogone central de K, c'est 2 dire sur la zone F. II
en résulte que l'ensemble des centres d'étoiles 4 huit branches du pavage forme un réseau semblable (en fait, "lo-
calement semblable”) & celui du pavage dans le rapport 3 + 2v 2. (figure 4 voir page suivante))

72



Figure 4:

Pavage du plan 4 quasi-symétrie octogonale et pavage semblable des centres d'étoiles a huit
branches.

n .
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Quelques mots sur la presque- périodicité.

Pourquoi ces pavages sont-ils qualifiés de presque- périodiques? Cette notion vient des fongtions presque
périodiques, étudiées depuis les années 1930 [ 6,7]. Le modele Ie plus simple en est la somme de deux fonctions
périodiques dont le rapport des périodes est irrationnel, par exemple sinx + sinV2x. Les fonctions presque pério-
digues sont caractérisées par leurs géries de Fourier qui (s'il s'agit de fonctions d'une variable) sont de la forme

S = Z cnei?unx
ned,
ol les ¢y sont des constantes et les )'n des nombres réels guelconques. Les conditions de convergence,

pour ces séries, sont analogues 2 celles qui concemnent les fonctions périodiques.

La théorie des distributions associe aux distributions périodiques des séries de Fourier de la méme forme
que celles des fonctions périodiques, mais convergeant au sens des distributions. Par généralisation, une série de
la forme ci-dessus, ot les ln sont des réels quelconques et qui converge au sens des distributions, définit une dis-

tribytion presque-périodique.
Nous avons construit le pavage de la droite D par restriction de 22 a la bande B, suivie
d'une projection de Z2nB dans D, 22 ¢tant considéré comme une somme de mesures de Dirac situées aux som-

mets du réseau, nous pouvons appliquer la ransformation de Fourier & chaque étape de cette construction: nous
obtenons une expression de la forme

2 Crl1,r153,"‘m + b*n
(m,n)e 72
qui est la transformée de Fourier de H = Z Crm, pel(am + bn)x
(m,n)eZ2

H est la série de Fourier de l1a distribution presque périodique définie par le pavage de la droite.

On peut étudier de cette fagon tous les pavages construits 4 Faide de la méthode de la bande. Notons que si
une symétrie conserve le réseau de dimension supérieure et le plan (I'espace) du pavage, cette symétrie se retrou-
ve dans la transformée de Fourier. Cela explique les symétries, interdites par la cristallographie, que les chimistes
avaient observées au microscope électronique (car, comme il a été dit au début de l'article, ce qu'on observe cor-
respond & une transformée de Fourier).
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( Alliage Chrome, Nickel, Silicium)

Figure 5:

Diagramme de diffraction Diagramme de diffraction

a symétrie d'ordre 8

a symétrie d'ordre 5

( Alliage Alluminium, Manganése)

R. Penrose,

A. Katz, M. Dunean
A, Katz, M. Dunecau
A. Katz, M. Duneau,
D. Gratias

A.S. Besicovitch

H. Bohr

D. Gratias

Math. Intelligencer, 2, 32-37 (1979)

Jour. de Phys. 47 (1986) 181-196

Phys. Review letters, 54 n°® 25 (1985) 2688-2691
Images de laPhysique (1986) Courrier du CNRS,7-11

Cours a I'école d'été de Physique, édition interne, centre d'étu
des de chimie métallurgique du CNRS de Vitry sur Seine.

Almost Periodic Functions, Cambridge Univ. Press,
Dover publ. 1954

Almost Periodic Functions, Chelsea Publi. Company , 1947.

Les quasi-cristaux  in La Recherche n®178 (juin 1986)

Revue du Palais de 1a Découverte n° spécial 40 (mai 1991)
Revue du Palais de 1a Découverte.if 181 (octobre 1950)

75




Robinson généralise le procédé de Penrose en utilisant ici des triangles. (se reporter aux arti-

cles de la revue de Palais de la Découverte [9] et [10])

Pavage équivalent au pavage de Penrose .
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Problémes ouverts:
Il existe des pavages ni périodiques ni quasi-périodiques.

C est le cas de la figure ci-dessous . Il est actuellement fait I'étude du spectre de Fourier pour
ce pavage qui pose beaucoup de questions; en particulier la description précise de son spectre
est encore inconnue. [ 9]

40‘
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2) Equations du quatrieme degre chez Descartes .

Michel Serfati.

Le début du Livre III de la Géomérrie, de Descartes ( Leyde, 1637 ) ', est  tout entier
consacré a I'étude des équations algébriques et de leurs racines. Un certain nombre de propriétés neuves pour
I’époque sont ici annoncées; comme la factorisation de P par X- a, si a est une racine de P, ou bien ia
célebre régle de variations de signes de Descartes *. Descartes cependant n’était guére intéressé par les
problémes algébriques en soi. Mais I'étude des racines des équations algébriques lui était devenue impérative
depuis les deux premiers livres de la Géoméirie, oll il avait exposé, & partir de I’exemplaire probléme de
Pappus, 1a méthode de mise en équation de certains problémes de géométrie. En fait, selon Descartes, tout
doit se réduire & la construction géométrique des racines des équations algébriques : pour les racines des
équations du second degré { équations” communes™ ), 1a régle et le compas suffisent évidemment, Descartes
est alors naturellement amené & s’intéresser aux équations de degré supérieur (il vient tout juste de définir ce
qu’est le degré ) .

Or, pour le troisidéme et le quatrieme degré, les méthodes de résolution explicites  étaient
disponibles depuis 1545 ( Ars Magna : Cardan pour le 3° degré; Ferrari pour le 4° degré® ) et 1571 ( Algebra
, de Bombelli ). Cependant, si les démonstrations avaient été données sous forme géométrique par I’école
Italienne, les solutions effectives demeuraient nécessairement sous la forme algorithmique d’une régle-
comptine, Pour donner Ies solutions sous forme algébrique, ¢’est & dire explicitées en fonction des constantes,
il fallait évidemment que ces mémes constantes fussent dénommées dans le calcul, ce qui n’avait pas été le

cas avant Viéte .

Nous nous référerons dans la suite , sous la forme (A.T, VI), au Tome VI de I'Edition Adam -
Tannery des Oeuvres de Descartes, qui contientla Géoméirie
2( AT, VI ,446) Cf. sur ce point :
J.BOROWCZYCK, Sur ['histoire des démonstrations de la régle des variations de signe chez Descartes . in :
La démonstration Mathématique dans 1’ Histoire ,pp 275-312. Actes du Colloque d’Epistémologie et Histoire
des Mathématiques .Besangon 12 et A3 Mai 1989 . Publication de IREM de Lyon . (43, Bounlevard du 11
Novembre 1918, 69622 Villeurbanne Cedex) .

™ Sur ces questions de constructibilité chez Descartes, on pourra consulter : M.SERFATI , Les Compas
Cartésiens , Archives de Philosophie, 56 , (1993) .

*CARDAN J Ars Magna sive de regulis algebraicis liber unus . L'édition la plus utilisée est
celle du Tome IV de la réédition posthume des Qeuvres de Cardan ( Lyon . 1663) .L’ Ars Magna contient un
inventaire des équations du quatrigme degré .
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Pour le troisi®me degré, Descartes rappelle d’abord sans démonstration les formules de
Cardan, et ce, sous une forme impeccable °, donnant ainsi, pour la premitre fois dans I’histoire des
Mathématiques, les formules de Cardan écrites sous forme moderne,  * lisible” .

Pour le quatriéme degré, Descartes fournit ici une méthode de résolution tout  fait neuve,
différente de celle de Ferrari ®, mais utilisant également une résolvante une troisidme degré. L'ensemble
occupe une dizaine de pages du livre III ’, Fidéle cependant & une stratégie du sceret , constante chez i,
Descartes fournit d’abord, sans aucune espéce d’explication®, les résultats, c’est a dire 2 la fois 1a résolvante
etla factorisation du polynéme du quatrizme degré, "

L D r
D’abord écrit Descartes ® , “ aun lieude :
x4« pxx . gx .r » Q" (1)
11 faut écrire CoC
6 4 2 2 2
y +2py +(p -4r)y -q =0« (2)

(13

En guise d” explication, il reprend cependant plus loin 1a méme équation * : “ au lieu de :

x4 .. pxx.gx.r >0

11 faut écrire ces deux au!res

+ XX - yx+ vy . p 9 _0 (3)

2y

+x><+y><+'I YY - —p I (4)
2 2y "

Descartes donne ensnite denx exemples numériques :

xt-4x2.8x+35=0 (5)"

et

x*-17x%-20x-6=0 (6)"

S(AT,VI,472)
® Sur toutes les questions d’Histoire des équations du premier au quatridme degré  inclus, on pourra
consulter Ia suite de quatre excellentes brochures de ' 1 REM de Toulouse .

T pages 454- 463 de I"édition A.T

® .Sur laquelle néanmoins il s'explique 21 'occasion : “ Aureste ,j’ai omis icy les démonstrations de la
plupart de ce que j’ai dit, 4 cause qu’elles m’ont semblé si faciles que, pourvu que vous preniez la peine d’examiner
méthodiquement si j’ai failly, elles se présenteront a vous d’elfes-méme : & il sera plus utile de Jes apprendre en
cette fagon qu'en les lisant . *“ Géométrie , livie I (AT, VI ,464)

*(page 457)

(AT, VI ,457).L éwile* marque la place d’un terme manquant ( en x> ) . Les points indiquent que le
signe peut &re + plus ou moins, devant des coefficients p , q , r ,qui sont, pour Descartes, nécessairement
positifs. Le signe d’égalité est une des notations spécifiques que Descartes introduit dans sa Géométrie . Dans la
suite du texte, nous reviendrons & des notations modemes .

" (Géométrie, livre II 459, 9)

"2 page 458

*? idem 79



et un exemple littéral *:
5 1

z4+(;—aa—cc)zz-(a3+acc)z+a-é——a4-zaacc=0 (7)

eux-mémes suivis d’une application géométrique encore empruntée 4 Pappus * .

B :

' Mais affin qu'on puiffe mieux connoiltre I'veilite de i"f.ma];c
v

cere reigle il faut queie lappliquea quelg; Problefime. de cesre-
Sile quarré A D, &Ia ligne B N eftant donads, il faut dudtions.

prolongerlecoft€A Ciufquesa E,enforte qu' E F,tiree

d’E versB, foit efgale a NB. On apprent de Pappus,

qu'ayahtpremierement prolong¢BD infques2G , en

forte que D G foitefgale 2 D N, & ayant defcrit vn cer-

cledont le diametre foit BG, fi on prolonge [a ligne

droite A C, elle rencontreralacirconference de ce cer-

cle aupoint E, qu'ondemandoit. Mais pour ceux qui ne

fcauroiet point cete céltruction elle feroit affés difficile

A rencGtrer, & enla cherchit par Ia methode icy propo-

fée, ilsne s'aniferoiét jamais de prédre D G pour la qui-

. tité inconnué, maisplutoft CF, ou ¥ D, a caufe que ce
Fig 1. : Ccc 2 font

Le probléme est le suivant :
ABCD est un cané donné, dont la longueur ducoté est HAB li=a
¢ est une autre constante donnée, figurée par BN li=c .
Une droite variable pivote autour de B, rencontrant AC au point E, et CD au point F.
Déterminer 1a position de cette droite telle que IEF = | BNl =c.

B) _Etude de la méthode de Descartes .

Observons d’abord que toutes les équations du quatridme degré proposées le sont ici sans terme du

troisidme. Descartes montrera plus loin comment faire disparaitre ce terme par changement de variable

( translation) .

La méihode de résolution de Descartes consiste A rechercher une factorisation  du polyndme du
quatritme degré comme produit de deux polyndmes du second degré 2 coefficients réels, ce qui est toujours

" idem

'* page 462
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possible. I1 cherche donc 2 écrire le premier membre de (1), soit:

A 4 px2+qx +r=0

sous la forme :{ x2 - x y +a)( X%+ x y + B) = 0. Développant et identifiant, ceci est équivalent 2 la recherche
de (y,a,B)e IF%3, tels que:

a+B-y2=p (8)
(o-Bly =4 (9)
o B =r (10)

(8)et(9) fournissent o et B par somme et différence , soit :

1 2.4 1 2.9
a=g(p+y2+3) (11) et P=o(p+y?-y) (12)
Injectant dans ( 10 ) ces deux valeurs, il vient :

q2

r=1{[p + y2)2- F} , SOit :

4
6 4 2 -, - 2 2

y +2py +(p -4r)y -q =0« (2)

Dans cette équation du sixiéme degré , Descartes fait le changement y2 =T,

T342pT2+(p2-41)T-¢2=0 (13)

pour aboutir donc A une équation du troisiéme degré ( résolvante de Descartes ), qui admet toujours au moins
une racine réelle, qu'il peut par exemple calculer par les formules de Cardan - del Ferro. Il y a done deux racines
opposées en y : faisant choix de 'une d’elles, Descartes I’introduit dans ( 11 ) et { 12 ) pour obtenir d’abord o
et B, puis la factorisation (x2 -xy+a ) x2 +x y+8) =0, quin’est autre que celle qu’il avait proposée sans
explication sous la forme des relations (3 ) et (4 ), équations du second degré qu’il lui faut donc terminalement

résoudre.

Préoccupé par les seules racines terminales réelles positives ( des longueurs, qu’il s'agit pour Ini de
construire géométriquement ), Descartes, ne s’interessant qu’a ses exemples numériques, ne s’est nollement
soucié de connaitre en général le nombre de racines réelles positives de 1’équation ( 13 ), non plus que e
nombre de racines réelles distinctes de ’équation (1), potentiellement engendrées par le procédé .

C) Applications numérigues .

2) Exemple (8): x#-17x2-20x-6=0

Avec p=-17:q=-20;r=-6, Descartes obtient
y0-34y% 4313 yy-400 =0 " eton “ trouve que y yest 16,
Faisant choix de y =4, Descartes obtient ot =-3 et f=2

d’oil les deux équations :

"* page 458
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x2-4x-3=0 et x2 +4x+2=0"

Descartes trouve alors les quatre racines :

Y7+2 :2-V7 ; -2-Y2 ;-2 +72

Il déclare cependant ne retenir que la premidre {( V7 +2 ), la seule™ vraie “ ( positive ), déclarant que les trois
autres sont “ fausses “ (négatives) , pour lesquelles il donne I’opposé pour valeur . Son texte sur ce point est

curieusement ambigu * .

b).Exemple (7) :

4 . (1a2 -c2) 22.(g3 2 D g4.13202-9
z +(2a c?) z2-{(a*+ac )z+‘!6 1

L’équation transformée est :
y8+(a2-2c2)y4+(-a4+c4y2-a2(c2+a2)2 =0

Descartes constate - sans explications - que y2 =a? + ¢? convient, et trouve donc les deux équations da
second degré suivantes” :

z2-Ya2+ ¢c2 2z +% a? -;—aVa2+c =0 (14) et
224122+ 2 2 +213" a2 +-;-ava2+c =0 (15)

Ignorant I'équation { 15 ), Descartes nous livre les deux solutions de la seule équation (14 ) :

“D’olt I'on connait *, dit Descartes que la valeur de z est :

Ya2 + ¢? +,\/--;-a2+;1-02 +%a1‘a2+02 (16) ,oubien

1
2

;—Va2+c2 -\/~%-a2+1—c2+%a a2 + c2 (17)

¢)Exemple (5) : x%-4x2-8x+35=0 (5)

Avecp=-4;q=-8;r=35, Descartes obticnt :

y6 -8 y4 -124yy-64=0%, quiadmet également pour racine yy= 16,
Faisant A nouveau choix de y =4, Descartes obtient a=5et B=7, d’oi les deux équations :

x2 -4x+ 5=0 et x2 +4 x+7=0, dontaucune n’admet de racines réelles :

“Et pour ce qu’on ne trouve aucune racine, ni vraye ni fausse en ces deux dernigres Equations, on connait de 13

que les quaire de I'Equation dont elles procédent sont imaginaires; & que le probléme, pour lequel on I'a trouvée,

" page 460

'® % & savoir on en trouve une vraye ,qui, est V7 + 2 ,& trois fausses qui sont :

¥7-2,2 +¥2 & 2-V2.“(AT VI,460)

' page 461
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est plan de sa nature®, mais qu’il ne saurait en aucune fagon &tre construit , & canse que les quantités données ne

peuvent se joindre .

licati dométri .

Prenant x=IDFil,il vient iICFll=a-x .
La similitude des triangles FCE et FDB implique :

IFCI_NFDIl o a-x._x
IFE| I FBY T Va2

Elevant au carré et ordonnant , on trouve :

x“'-2ax3+(2a\2-<:2)7(2-~2a3x-i-a4=023

Cette équation du guatritme degré étant compléte, it faut donc en éliminer le terme en x3

, et

pour ccla poserz=1x-(a/2).L¢quation transformée en z n’cstalors autre que {7 ):

z4 -1-(-;-a2 -c?) z2-(af+ac?)z+ % a4—1—a2c2=0

Les solutions zj et zp ¢antdonc fournies par (16)et(17), onaura donc

xj=(a /2)+ z i - La solution (16), cependant, vérific z > (a/2),donc x >a , et Descartes, ne
retenant - sans explications - que la solution correspondant 2 F situéentre Cet D (soit 0 <x <a), fournit
comme unique solution celle donnée par (17) :

x=|| DF || = 2 + I¥azi¢?2 -,/-lazilo2ilavazic?

Cette formule qui ne contient que des superpositions de radicaux carrés , est donc consiructible
la régle et au compas .

Pour Descartes cependant, ces exemples ne sont pas concluants de fagon générale, car les méthodes
de résolution explicites contiennent en général des radicaux cubiques, et ne sont donc pas constructibles i la
regle et au compas. Utilisant alors des intersections de coniques ( par exemple cercle et parabole) Descartes
s’emploiera alors, dans toute la fin du texte de la Géométrie , A fournir des constructions géométriques des
solutions ( réelles positives) des équations du troisiéme et du quatriéme degré, conformément au titre du Livre TI

de la Géométrie : De La Construction des Problémes qui sont Solides ou plus que Solides .

“! justiciable d’une équation du second degré .
*2 page 461
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NOTE D' ECOUTE

Les nombres premiers

par Frangois Jaboeuf (Séminaire de 'U.P.S.)

La conférence de Frangois Jaboeuf fut si dense et riche d'informations que je ne peux n'en
donner qu'un compte-rendu partiel. En particulier je ne reprendrai pas les exemples numériques qui
éclairaient agréablement les questions ou les résultats énoncés. L'importance de I'étude des nombres
premiers tient 3 leur utilité dans divers domaines des mathématiques, et en particulier dans un usage
récent en cryptographie ou théorie du codage qui développe depuis une vingtaine d'années la
recherche de trés grands nombres premiers ou de décomposition en facteurs premiers de trés grands
nombres. Les nombies premiers sont importants pour la théorie des nombres elle-méme, car ils
servent & construire tous les autres nombres, sans étre cux-mémes constructibles & partir d'auntres,
Le résultat a été énoncé par Gauss en 1801: "Tout nombre entier (différent de O et de 1) se
décompose de facon unique en un produit de nombres premiers”. Il est quasiment déja acquis par
Euclide au ITléme sitcle avant J.C., comme en témoignent les propositions 30, 31 et 32 du 7&éme

livre des Eléments.

La premiére question posée dans la conférence fut celle de Ia reconnaissance des
nombres premiers. Eratosthéne, contemporain d'Euclide, a proposé son célebre crible qui
permet de séparer les nombres premiers de ceux qui ne le sont pas. Son procédé nous a été transmis
par un néo-pythagoricien du Il¢me sitcle aprés J.C., Nicomaque de Gérase. L'usage du crible
dErathostgne n'est pas commode pour les tester de grands nombres. Tester tous les diviseurs
potentiels inférieurs au nombre n étudié scrait inutilement long, it suffit de chercher si # admet un
diviseur premier inférieur ou égal & Jn » procédé encore simplifié si on remarque que les nombres

premiers supérieurs & 4 sont tous de la forme 6k *1.

Un autre procédé, qui a 'avantage de ne pas nécessiter de division, utile pour reconnaitre un
nombre ayant deux diviseurs proches (donc proches de Vn ), est l'algorithme de Fermat.
Ii est fondé sur la propriété que tout nombre impair n est différence de deux carrés (n = x2- y2),
et il y a unicité du couple {(x,y} si et seulement si n est premier. L'algorithme consiste 2 tester si
x2 _n estun carré, pour tous les entiers x consécutifs supérieurs 4 n ; si l'algorithme ne s'arréte

+1 .
que pour x = 5""5- . B st premier.
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Ces méthodes sont malheureusement inopérantes pour les trés grands nombres. Pour &tablir
par exemple que 2 216091 _ | (le plus grand nombre premier actuellement connu et qui s'écrit avec
65050 chiffres) est premier, il faudrait 10 000 millions d'années de calcul d'un ordinateur parmi
les plus puissants a I'heure actuelle. A la fin de sa conférence, F. Jaboeuf a signalé d'autres tests,
L'un d'eux est basé sur le petit théoréme de Fermat (tout nombre premier p ne divisant pas a
divise aP-! _ I}, dont la réciproque n'est malheurcusement pas vraie. On a pu améliorer le résultat
de Fermat sous la forme: » est premier si et seulement si il existe un entier 2 , compris entre 2 et
n-1, telquea™? =1 mod(n) et si, pour tout diviseur premier p de n-I, a (1P =]
mod(n ), ce qui a permis 4 Robien de proposer en 1980 un test probabiliste pour reconnatre si un
nombre n est premier. En testant aléatoirement £ nombres a compris entre 2 et n-1 , on peut , si
tous les nombres vérifient la condition, affirmer avec un risque d'erreur inféricur 2 4-X, que a est

premier. Pour de grands nombres la fiabilité du résultat est meilleure que celle des ordinateurs.

La denxi®me question abordée fut celle-ci: La suite des nombres premiers est-elle
illimitée? Cette question a déja été résolue par Euclide, 4 la proposition 20 du 92me livre des
Eléments . 1l montre, dans une démonstration exemplaire, qu'on peut toujours toujours construire
un nombre premier plus grand que tous les nombres premiers d'une famille {finie) de nombres
premiers: le produit des nombres de la famille augmenté de F'unité est premier ou bien admet un
diviseur premier qui n'est pas dans la famille initiale. Une autre démonstration de ce résultat est
donnée par Euler en 1768, qui fait intervenir de fagon téméraire l'infini en acte, et qui méle analyse

et théorie des nombres, puisqu'elle utilise le développement en séric de In II—x pour x =l

La troisi®me question fut celle de la répartition des nombres premiers dans
I'ensemble des entiers. Sont-ils régulierement répartis, dispersés, concentrés sur de petits
intervalles? A propos des nombres premiers jumeaux {dont la différence est 2, comme 5 et 7),
F. Jaboeuf a signalé que Ia conjecture de Goldbach, qui fit I'objet du 8&me probléme de Hilbert
reste ouverte: 'y a-t-il ou non une infinité de nombres premiers jumeaux? Legendre affirma en 1785
qu'une progression arithmétique dont le premier terme et la raison sont premiers entre eux contient
une infinité de nombres premiers. On peut aussi trouver un intervalle d'entiers arbitrairement grand
ne contenant aucun nombre premier, par exemple l'intervalle fn/+2 ; n/+n] ne contient aucun

nombre premier.

Legendre, puis Gauss, au 192me siécle, ont proposé des formules empiriques donnant une
approximation du nombre T(x ) des nombres premiers inférieurs 2 x .
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X

Pour Legendre , Tt(x) = Ty 1x08366 . Pour Gauss, T(x}= %]E

En 1896, Hadamard et La Vallée-Poussin démontrent que Tt(n ) est équivalent 4 ﬁ

et on peut en déduire la loi de raréfaction des nombres premiers lorsque n tend vers l'infini.

Une quatrizme question est celle d'une formule qui donnerait tous les nombres
premiers, quéte longtemps dégue. Aucun polyndme P(x) ne donne que des nombres premiers pour
x décrivant 'ensemble des entiers. Des formules génératrices des nombres premiers ont cependant

été récemment découvertes, dont Fintérét est plus théorique que pratique.

F. Jaboeuf nousa également parlé des nombres de Fermat ( de la forme 22 "+ 1), que
Fermat pensait premiers. On conjecture actuellement que ne sont premiers que les nombres de
Fermat obtenus pour n inférieur ou égal a 4. Il nous a parlé des nombres de Mersenne (de ia forme
27" - 1), qui ne sont pas tous premiers mais qui permettent de construire de grands nombres
premiers. Le test de Lucas-Lehmer, spécifique aux nombres de Mersenne, a été mis au point par

Lehmer en 1930. C'est Iui qui a permis de découvrir le plus grand nombre premier actuellement

CONIy,

Signalons que Frangois Jaboeuf a écrit un chapitre consacré aux nombres premiers dans un
ouvrage collectif de la commission inter-IREM d'épistémologie et d'histoire des mathématiques a

paraitre aux &ditions Ellipses, intitulé "Histoires de Problémes, Histoire des Mathématiques”.

Michéle Grégoire
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NOTE DE LECTURE

Breve analyse du livre de Morris Kiine :
"Mathematical Thought
from Ancient to Modern Times"

Environ 1200 pages, dans un anglais facile 2 lire.
La premigre édition date de 1972. Le livre est vendu sous deux présentations différentes:
broché, en trois volumes, d'un prix total de 230 francs environ,

ou relié, en un seul volume vendu 570 francs.

Description succincte du contenu dy livre,

Il débute par une préface assez longue, plutdt polémique, ot Kline énonce ses intentions, ses buts, ses
désaccords, et od il désigne le public auquel il veut s'adresser. Nous utiliserons les idées émises par Kline dans

cette préface pour illustrer les différentes étapes de notre analyse.

Les cinquante et un chapitres respectent un ordre chronologique (de la Mésopotamie jusqu'aux
coniroverses de début du 20&me siécle sur les fondements des mathématiques), avec un regroupement par
grandes périodes: Antiquité, Moyen Age, Renaissance, 162me et 17&me sidcles, 182me sidcle, 192me sidcle,
début du 202me siécle. A Fintérieur de chacune de ces sept périodes, 1'étude est faite par themes: par exemple,
pour le 18&me sitcle, Kiine aborde successivement le calcul infinitésimal, les séries infinies, les équations
différentielles ordinaires, les équations aux dérivées partielles, la géométrie analytique et différentielle, le

calcul des variations et enfin I'algébre,

A la chamilre des périodes choisies, quelques chapitres de synthése permettent de faire le point et de

prendre un peu de recul (" les mathématiques vers 1800 ", par exemple).
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Kline tient souvent & replacer I'évolution des mathématiques dans le contexte historique, et son livre
contient de longs paragraphes d'histoire pure, essenticllement dans le premier quart du livre, de I'Antiquité 2 la
Renaissance. Citons par exemple le chapitre 8, qui traite de “"lIa disparition des mathématiques grecques”, oi
figurent des passages trés intéressants sur I'histoire de Rome, qui permettent d'expliquer le peu d'intérét des
Romains pour les mathématiques déductives. Certains des thémes abordés ne figurent que rarement dans

d'autre livres d'histoire des mathématiques.
La méthode choisie:

Kline ne suppose pas connue des lecteurs la substance de tous les développements mathématigues dont
le livre rend compte. Aussi, sauf pour quelques domaines trés lémentaires, il expose les grandes lignes des
sujets dont I'histoire est traitée. Kline souhaite que son ouvrage soit une introduction historique aux
mathématiques ; son souci est clairement pédagogique: il pense que c'est la meilleure voie pour acquérir
compréhension et jugement. En revanche, il ne prétén& pas &tre exhaustif et a surtout cherché 2 exposer les
exemples les plus représentatifs. Il s'efforce constamment de ne pas perdre de vue les idées principales et omet

souvent les conditions mineures ou les cas particuliers lorsqu'il cite les théordmes et les résultats essentiels.

Kline rappelle le conseil de Pascal; "quand nous citons les auteurs, nous citons leurs démonstrations, pas
leurs noms". Le livre contient pen de renseignements biographiques, car son organisation insiste plus sur les
idées mathématiques dominantes que sur les hommes. Kline essaie d'illustrer les changements qui affectent
chaque concept mathématique & différentes périodes, et la propre compréhension des mathématiques sur ce

qu'ils sont en train d'élaborer.

De nombreux exemples monurent que I'histoire fait ses propres évaluations et que de nombreux sujets
qui soulevérent I'enthousiasme et attirdrent 1'attention des meilleurs mathématiciens sont ensuite devenus plus
marginaux. Kline cite par exemple les opinions de Cayley sur la géométrie projective et de Syivester sur la

théorie des invariants algébriques.

Pour étre cohérent et respecter ses objectifs, particuli¢rement dans la période aprés 1700, Kline ne traite
chaque notion qu'au moment ol elle a muri et ol elle influe sur le cours des mathématiques. Ainsi , la
géométrie non-euclidienne est présentée au 198me siécle, alors que I'histoire des efforts pour démontrer

Faxiome des paralléles remonte 3 I'époque méme d'Euclide.

Dans un souci de concision, plusieurs civilisations ont été volontairement ignorées (1a Chine, le Japon,
les Mayas} , car elles ont eu un impact faible ou nul sur I'évolution générale des mathématiques. La théorie des
probabilités n'est pas du tout abordée car, selon Kline , elle n'est devenue importante qu'au 202me siécle.(Ce
point est tout 2 fait contestable). De 1a méme fagon , les derniers prolongements de certains sujets traités,

comme les équations différentielles ou le calcul des variations, ne figurent pas dans le livre, car Kline n'a pas
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souhaité¢ inclure de paragraphes trop spécialisés, qui n'auraient intéressé que les chercheurs dans ces domaines.
Les seules créations du 20éme qu'il détaille sont celles qui sont devenues significatives A cette période.(algdbre

abstraite, topologie, logique mathématique).

La relative faiblesse des développements mathématiques aprés 1900 est donc un parti pris délibéré de
l'anteur. En revanche, on peut regretter les insuffisances du chapitre 9, sur les mathématiques indiennes et
arabes, car des recherches récentes ont mis en lumiére qu'ont peut y trouver beaucoup plus qu.: Famélioration

de résultats secondaires, comme le prétend Kline.
Lesl Klin

Puisqu'il a souhaité faire une introduction historique aux mathématiques, il aimerait d'abord étre lu par
les mathématiciens professionnels, qui ont peu l'occasion de se familiariser avec I'histoire de leur sujet de
recherche. L'histoire montre que, parmi les centaines de branches qui constituent les mathématiques, certaines
sont devenues stériles, et Kline est persuadé que le seul moyen de discerner  les directions fructueuses est de

se familiariser avec les réalisations passées et d'étudier les raisons qui ont fait disparaitre certaines spécialités.

Enfin, et surtout, Kline destine son livre aux étudiants en mathématiques car, et c'est 12 ot il devient
polémique, il conteste la tendance des cours traditionnels 2 présenter des fragments de mathématiques qui
semblent avoir peu de rapports entre eux. Il refuse une présentation organisée et logique, qui donne
limpression que les mathématiciens vont de théordme en théoréme presque naturellement , qu'ils peuvent
maitriser toutes les difficultés, et que les sujets exposés sont complétement résolus et achevés. Kline pense que
I'étudiant débutant a tout 3 gagner A constater les combats de 1a création mathématique, les frustrations , les
€checs et 1a longue route semée d'embiiches que les mathématiciens doivent parcourir pour parvenir 3 un
premier résultat significatif. L'histoire enseigne que le développement d'un sujet s'est fait morceau par morceau,
avec des résultats venant de directions variées, et qu'il a demandé souvent des dizaines et méme des centaines
d'années. En prenant conscience de cela, I'étudiant peut y gagner, non seulement une vision plus globale des
mathématiques, mais aussi du courage pour aborder ses propres problémes et ne pas étre découragé par le

caractere incomplet de son travail.
La thése de Kline.

De ce livre, deux parties sont développées plus longuement: les mathématiques grecques et P'analyse au
182me sigcle. 11 est intéressant de constater que Kline multiplie les exemples pour opposer ces deux phases et

pour mesurer leurs influences respectives sur le développement des mathématiques.

Son idée directrice consiste en effet 2 affirmer que les mathématiques déductives qui figurent dans Ia

synthése d'Euclide ont figé les mathématiques, empéché l'imagination de se développer et agi comme un
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