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Métaconnaissances en [A, en EIAO et en didactique des mathématiques
Groupe de travail Math & Méta (1990-1992)

INTRODUCTION ET PRESENTATION DU RECUEIL

Monique Baron et Aline Robert

Pourquoi réunir dans un méme recueil des textes de didacticiens et d'informaticiens sur ce
théme de "métaconnaissances”, général, et encore un peu vague pour certains ?
Plusieurs raisons peuvent &tre évoquées.

* D'abord il faut rappeler que dans les deux disciplines, didactique des mathématiques et
intelligence artificielle, le mot est utilisé, plus officiellement d'ailleurs dans la secondel :
est-ce dans le méme sens ?

La lisibilité respective des travaux des uns par les autres dépend fortement de cette
réponse. Mais pourquoi donc vouloir échanger entre les deux branches ?

* 11 se trouve d'autre part que les recherches en intelligence artificielle et en EIAO ont
amené certains chercheurs 2 se poser des questions de résolution de problémes :
résolutions de problémes par ordinateurs, 2 partir d'une base de données et d'un certain
nombre de régles, mais aussi apprentissage des éléves sournis 2 un enseignement assisté
par ordinateur, interactif si possible, si ce n'est "intelligent”.

Comment concevoir les régles du syst2me informatique pour la résolution de
problémes 7 Comment concevoir les EIAO? pour que les éléves apprennent ?

Clest 12 que les deux disciplines peuvent se rejoindre, ou au moins se répondre.

Certes, la premiére question reléve peut-étre autant de connaissances de psychologie que
de connaissances spécifiquement didactiques, dans la mesure ol elle concerne a premiére
vue plus les experts que les éléves, car ce sont les experts qui vont servir de "modgles"
aux chercheurs en IA. Cependant le mécanisme de résolution de probiemes est peut-étre
plus compliqué qu'il peut y paraitre d'abord, et les catégories d'analyse introduites par les
didacticiens peuvent étre utiles... Réciproquement, les questions posées par la conception
de systtmes peuvent permettre aux didacticiens d'envisager sous un autre angle le
probléme d'acquisition des connaissances, ce qui est souvent utile...

1 Cf. le livre de Pitrat, paru en 1990 sous le titre "Métaconnaissance, Futur de lintelligence artificielle”
{Hermés, Paris)
2 EIAO = Environnements Interactifs d'Apprentissage avec Ordinateur
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Quant 2 la deuxieéme question, elle intéresse 4 I'évidence les deux communautés : 'aspect
conception des contenus A proposer et des scénarios favorables ainsi que
I'expérimentation relévent plutdt de la didactique, les didacticiens devant essayer de
s'adapter A la spécificité des situations d'enseignement avec ordinateur ; l'aspect
conception informatique et implémentation sur les machines releve plutdt de
l'informatique, les informaticiens ayant a discuter avec les didacticiens de la “faisabilité"
informatique des propositions de ces derniers.

Ainsi les échanges entre familles de chercheurs semblent incontournables, ce qui explique
I'idée de travailler en commun sur l'explicitation d'un terme clef en 1A, qui est aussi
utilisé en didactique mais peut-€tre pas dans le méme sens...

Les métaconnaissances en effet devront étre envisagées des deux points de vue : pour ne
prendre qu'un exemple, les métarégles & mettre dans les systemes, familiéres aux
informaticiens quant a leur forme, devront étre précisées quant 2 leur contenu par les
didacticiens, plus familiers des mécanismes d'apprentissage cong¢us dans des
environnements spécifiés (situations)...

* Enfin, une conjoncture géographique favorable (e méme lieu de travail !) permettait de
réunir tres facilement des représentants des deux familles, ce qui a déclenché, de maniére
un peu volontariste au départ, il faut I'avouer, I'opération qui est 4 I'origine de ce recueil.

Un groupe de travail s'est donc constitué en juin 1990, comprenant essentiellement des
didacticiens des mathématiques et des chercheurs en IA et EIAQO, 2 l'initiative de M.
Baron et A. Robert. Situé initialement hors structure institutionnelle, ce groupe s'est
ensuite rattaché i l'atelier "Systémes 4 base de connaissances et enseignement” du GDR
Sciences Cognitives de Paris-Centre (GDR 957, CNRS). Une dizaine de réunions ont €té
organisées, sur deux années {de 1990 2 1992) et ce sont les textes issus de ces réunions
que nous avons rassemblés ici.

Nous devons préciser que ces textes ne sont pas des textes "définitifs”, ils correspondent
a une étape de la réflexion?, et c'est dans cette optique qu'il faut lire le recueil : il s'est agi
d'établir une communication entre les groupes de chercheurs, chaque groupe exposant sa
problématique propre, autour de métaconnaissances, pour que les autres groupes puissent
en profiter. Nous espérons méme que, rapidement, une partie de ces textes deviendront
partiellement caduques, si ce n'est pour I'historien bien siir, car cela voudra dire que les
chercheurs ont progressé, ce qui €tait notre objectif premier... -

3 De ce fait, nous n'avons pas unifié les présentations et nous n‘avons pas voulu trop modifier les textes
écrits par rapport aux exposés présentés.



Nous avons tout de méme tenu 2 les rendre publics, notamment comme témoins de la
difficulté du dialogue entre les chercheurs, car nous pensons que ces difficultés révélent
un obstacle tout 2 fait réel, dont il faut tenir compte, & notre avis. Les informaticiens
doivent tenir compte du fait que I'apprentissage (des €léves en tout cas) est loin d'étre
aussi transparent qu'ils ont pu I'imaginer d'abord, les didacticiens doivent tenir compte
des possibilités éventuelles offertes par les ordinateurs et se mettre 3 étudier les situations
correspondantes...

Ce recueil a en quelque sorte trois enwrées : I'entrée didactique "pure”, celle d'TA "pure”,
et l'entrée EIAO, puisqu'il fallait bien commencer par présenter la notion de
métaconnaissances dans les trois points de vue. Il peut donc se lire dans plusieurs sens,
mais pour I'édition il fallait bien choisir une page 1!

Nous avons donc adopté l'ordre snivant : les trois premiers textes (A. Robert, M.
Artigue) tentent de dégager, en donnant quelques exemples a I'appui, tout ce que peut
recouvrir la notion en didactique des mathématiques. '

Les deux derniers textes (J.M. Bazin, D. Pastre) concernent les métaconnmssances en
IA, le second étant dirigé vers la démonstration de théorémes.

Les textes centraux (M. Baron, E. Delozanne, M. Rogalski, J.F. Nicaud), pivot essentiel
justifiant a posteriori notre démarche, présentent

- quelques aspects relatifs 2 la notion de métaconnaissances en EIAO,

- un exemple de conception d'un logiciel interactif résultant précisément d'une
collaboration entre didacticien et informaticien,

- une réflexion plus générale sur les difficultés a priori de ce type d'entreprise, pour tenter
de délimiter A I'avance le champ des contenus les plus appropriés...

- un modale de connaissances en alg&bre congu pour un EIAQ.

Des bibliographies sont jointes & chaque article.

Remerciements
Le GDR Sciences Cognitives de Paris-Centre (GDR 957, CNRS) a accordé un soutien
financier pour 'édition de ce recueil.






Métaconnaissances en IA, en EIAO et en didactique des mathématiques
Groupe de travail Math & Méta (1990-1992)

PRESENTATION DU POINT DE VUE DE LA DIDACTIQUE DES
MATHEMATIQUES SUR LES METACONNAISSANCES

A. Robert
Equipe DIDIREM, Université Paris 6

1) A l'origine

Les premitres tentatives d'introduire des "métaconnaissances” dans I'enseignement des
mathématiques relévent de deux types de travaux (éléves de collége en tes grande
difficulté, éleves des filidres scientifiques des lycées et des premitres années
d'université).

Pour ces éleves, les situations didactiques "ordinaires” ne suffisent pas a déclencher les
apprentissages souhaités : ce peut étre  mettre en rapport avec le recrutement (plus large
qu'avant) de ces él2ves, au collége notamment, ou aux connaissances visées, qui ne se
prétent pas i une introduction classique avec un bon probleme permettant de leur donner
du sens (c'est le probléme qui n'existe pas !).

Dans ces deux cas, aussi bien les analyses que les chercheurs font pour expliquer les
difficultés que les moyens qu'ils proposent pour y remédier relévent d'un niveau qui
n'est pas celui des connaissances mathématiques strictes, mais celui d'une réflexion sur
ces connaissances ou sur 'accés A ces connaissances. Ainsi, les éléments nouveaux que
les didacticiens proposent de prendre en compte dans leurs analyses ne sont pas des
connaissances mathématiques au sens habituel, comme les définitions, les théorémes, les
propriétés, les solutions de probleémes..., mais ils y sont trés liés: en fait ces
connaissances mathématiques sont l'objet sur lequel portent, & un titre ou & un autre, ces
nouveaux éléments. Les analyses des blocages, les propositions de “remédiation” ne
portent donc pas seulement sur les contenus mathématiques stricts, mais par exernple sur
la nature mathématique des concepts en jeu, ou encore sur la fagon dont les éleves les
abordent, et par 12 méme concernent leurs représentations sur les mathématiques ¢t la
maniére de les apprendre, "en amont" de la classe pourrait-on dire.

Tout ceci justifie 'emploi des mots "métaconnaissances”, ou connaissances
"métacognitives” : on désigne ainsi des connaissances SUR les mathématiques &
enseigner, l'activité mathématique, I'apprentissage des mathématiques...



2) Des exemples

Nous allons décrire assez briévement des exemples des deux niveaux évoqués ci-dessus,
un exemple plus détaillé sera développé dans l'article suivant.

a) Au college

Pour des €leves de collége en grande difficult€, souvent en mathématiques comme dans
les autres disciplines, les chercheurs ont éi€ amenés 4 compléter les discours habituels
tenus en classe par les enseignants par d'autres informations. Il s'agit d'éléments sur les
mathématiques, sur ce que c'est que faire des mathématiques, pour les éléves et peut-étre
ausst pour les professionnels, sur ce qu'on a le droit de faire en mathématiques, sur ce
qu'il peut étre utile de faire pour apprendre ce que le professeur doit enseigner... (cf.
Boero, Butlen, Perrin). _

Il s'agit le plus souvent d'éleves d'origine sociale "modeste”, et ce sont ces informations
sur les mathématiques, qui complétent dans une certaine mesure le bagage culturel
disponible, que nous appelons "métaconnaissances”.

Ces informations sont associées & des situations ol les éléves ne savent pas quoi faire,
plus qu'a un concept particulier, et il est proposé de remettre les éléves dans des
situations analogues toute I'année.

Ces interventions contribuent & expliciter le jeu auquel on entend que les él2ves jouent
pour apprendre, et pour faire savoir qu'ils ont appris (ceci fait partie de ce qu'on appelle
le contrat). Elles dévoilent aussi ce qui est "normal” dans ce jeu, les difficultés, ce qui
peut érre long par exemple. L'enseignant espére ainsi aider les él&ves 4 anticiper, 3 mieux
calibrer les efforts consentis, & agir plus efficacement.

b) Dans I'enseignement des mathématiques dans les filitres scientifiques

La encore la démocratisation de l'enseignement (apres la seconde en France) a amené les
enseignants A se poser la question d'un accés plus large 2 des cornaissances
mathématiques gardant leur sens.

Le manque d'initiative de beaucoup d'éléves devant le moindre probléme nouveau, alors
méme que ces €leves ont "appris” les connaissances nécessaires i la résolution du
probléme, est i la fois un indice d'échec et un blocage pour un apprentissage authentique.
Cela a amené certains chercheurs, Schoenfeld aux USA, Legrand, Robert, Tenaud,
Dorier, Rogalski... 2 travailler sur autre chose que sur les seules connaissances
mathématiques : ils proposent de rajouter dans l'enseignement des éléments de
connaissances ou de réflexion SUR les mathématiques des domaines visés. Cette idée est
d'autant plus plausible que les éléves sont gés (plus de 15 ans) et sont tout A fait
capables (et peut-étre méme le demandent-ils pour certains) d'avoir acceés A des



métaconnaissances, en les distinguant des connaissances elles-mémes (ce qui est plus
problématique pour des €leves du collége, encore "syncréuques”).

Ce peuvent &tre des méthodes, des moyens systématiques de contrble ou de choix de
stratégies, ou des activités portant sur la nature méme des concepts A apprendre : on
reconnait des connaissances métacognitives. '

Dans l'enseignement, il s'agit plus précisément d'associer des éléments d'information de
ce type et des activités mathématiques ol les éléves en ont besoin. Ainsi espére-t-on
faciliter, accélérer, peut-étre améliorer les apprentissages, ne serait-ce que parce qu'un tel
enseignement doit permettre & beaucoup plus d'éleves de résoudre dans des conditions
raisonnables beaucoup plus de problémes...

Nous donnons ici trois exemples permettant d'éclairer nos propos, un dernier exemple
plus détaillé fait I'objet de 'exposé suivant.

Premier exemple : L. Tenaud a expérimenté l'association d'un enseignement de méthodes
concernant les problémes de géométrie de terminale C et les recherches (pour les éleves)
d'exercices sans indications de méthodes. Les éléves ont souvent besoin de réfléchir 3
une méthode pour aborder l'exercice proposé, sinon ils n'arrivent pas a démarrer ; de
plus ils travaillent en petits groupes, ce qui facilite la discussion sur les méthodes,
d'autant plus que I'enseignant est intervenu explicitement sur le sujet (2 la fois sur les
méthodes elles-mémes et sur leurs conditions d'utilisation).

Dans ce cas nous appelons métaconnaissance c¢e qui a €té enseigné sous le titre
"méthodes"”.

Pour ces éléves ce sont des connaissances qui portent 2 la fois sur ce qu'ils connaissent
déja et sur ce qu'ils doivent apprendre de nouveau en géométrie ; la mise en oeuvre de
ces méthodes les aide a résoudre les exercices non triviaux que l'enseignant leur propose,
elles contribuent aussi a (ré)organiser leurs connaissances. D'olt notre hypothése que
I'enseignant a peut-€tre 13 un moyen pour faciliter l'apprentissage des notions de
géométrie visées.

Explicitons ce QUe nous entendons par méthodes : d'abord ces méthodes sont élaborées
en partie par les €léves tout au long de l'année ; elles consistent essentiellement en :

- des points de repere sur les problémes proposés & ce niveau : le type des problémes, les
cadres utilisés, les configurations de base, les outils adaptés,

- des conseils de type stratégique plus généraux, qui permettent de prendre des initiatives,
comme changer de cadre, introduire des intermédiaires, changer de point de vue... |
Cependant pour des mathématiciens plus avertis, ces méthodes n'apparaitraient peut-€tre
pas comme telles, soit parce qu'ils n'éprouvent pas le besoin de distinguer dans leur
démarche de résolution ce qui correspond a la mise en oeuvre de méthodes, soit parce que
leurs méthodes sont plus sophistiquées (le recours systématique aux invariants est exclu
en terminale par exemple).



Pour des éleves de premicre en revanche, il s'agit de connaissances hors de portée de ce
qu'ils savent déja, et sans doute en partie inefficaces.

Les recherches effectives ont consisté 2 expérimenter plusieurs années de suite le scénario
mis au point la premiére année et & analyser les comportements des éléves, notamment
pendant les recherches en petits groupes sur des exercices proposés sans indication de
méthode. Les résultats vont dans le sens d'une confirmation des hypothéses, mais
nécessitent d'étre encore affinés.

Un autre exemple est donné dans les travaux de J.L. Dorier (2 la suite de travaux de A.
Robert et J. Robinet sur Ia convergence).

J.L. Dorier s'attache a analyser l'enseignement en algébre des concepts particuliers que
nous avons nommés "unificateurs, formalisateurs et généralisateurs” : ce sont ces
concepts, comme celui de limite ou d'espace vectoriel, qui ont été formalisés aprés que de
nombreux mathématiciens aient su résoudre un certain nombre des problémes oit les dits
concepts peuvent servir comme outil. Mais chaque résolution en était alors particuliére,
tandis que le recours aux concepts permet d'unifier (et souvent de simplifier) les
solutions, sans parler des nouveaux problémes qu'il permet d'aborder, mais qui sont
beaucoup plus difficiles.

Dans ces conditions, il est clairement problématique d'aborder ce type de concepts avec
les étudiants : il n'est pas facile (voire impossible) de trouver de "bons" problémes pour
motiver leur introduction, puisque les problémes du niveau des étudiants qui relévent du
champ peuvent étre résolus "autrement” ; et les étudiants sont déroutés par un formalisme
qui ne leur apparait pas toujours nécessaire, méme si les solutions plus familidres sont
plus longues, ce qui ne les rebute pas ! _

J.L. Dorier fait le raisonnement suivant : les mathématiciens eux-mémes ont recours 2
une analyse réflexive pour construire les concepts du type qui nous intéresse (cf. Piaget
Garcia), il n'y a pas de gengse amificielle évidente & mettre en ceuvre pour faciliter
l'apprentissage des €rudiants, donc il reste 4 I'enseignant 2 provoquer chez les étudiants
une forme condensée de cette analyse réflexive sur les objets et les méthodes du champ
considéré avant d'introduire les nouveaux concepts,

Cette analyse réflexive releéve évidemment de notre "méta”, en tant qu'élément de
réflexion sur un domaine particulier des mathématiques, qui doit étre ensuite reconsidéré
autrement par ['étudiant. L'auteur donne deux types d'exemples.

D'une part il organise pour les étudiants des activités qui les aménent 3 s'interroger sur la
structure d'opération interne et de groupe, d'un point de vue axiomatique. Quelles sont
les propri€tés minimales & introduire pour garantir la résolution habituelle et automatique
des équatons linéaires ? Le probléme est donc de nature inhabituelle, c'est un probléme
de réflexion sur des objets familiers... Chercher ce probléme, de nivean "méta”, permet



" de changer de point de vue et de mieux aborder la suite du cours : I'enseignant va ensuite
faire jouer une certaine analogie pour introduire d'autres axiomes algébriques, espérant
que cette premicre activité aura un effet sur leur appréhension de ce chapitre assez
abstrait.

Dans une autre expérience, J.L. Dorier propose aux étudiants de résoudre un probleéme
(d'interpolation, dit de Gregory) en leur faisant découvrir I'économie qu'ils font s'ils
utilisent le formalisme algébrique au lieu d'un calcul direct.

Ici encore il s'agit & travers des activités non classiques, et en particulier des questions de
réflexion adéquates, d'amener les étudiants 2 mener une analyse SUR ce qu'ils
manipulent, sur 1a nature des étres mathématiques rencontrés, leurs raisons d'étre...

Les résultats des expériences, qui sont en cours, sont tout & fait encourageants mais
encore insuffisants.

Demier exemple : le circuit logique de M. Legrand

Il s'agit 12 de ransmettre explicitement aux étudiants les régles du jeu du fonctionnement
logique élémentaire des mathématiques (régle du tiers exclu, implication), notamment
lorsque les mots utilisés "vrai”, "faux", "tmplique”, n'ont pas le sens courant de l'usage
en frangais. L'anteur utilise une séquence qui force les étudiants & répondre & des
questions de ce type et & réfléchir par 1A méme explicitement, compte tenu des différences

qui apparaissent dans la classe, & leur validation.

3) Comment sont choisies les métaconnaissances faisant I'objet d'un enseignement ?
Précisons d'abord que les métaconnaissances enseignées aux éléves ne visent pas, on l'a
bien vu, & restituer un comportement expert : elles visent a faire apprendre des
mathématiques & un plus grand nombre d'éléves, & rendre opérationnelles les
connaissances enseignées, mais cette fonctionnalité n'est que celle de I'éléve en situation
scolaire... La comparaison des conceptions et des pratiques des experts et des éléves n'a
méme pas de sens dans ces conditions !

C'est pour cela que le modéle de P'expert, qu'il soit congu comme utilisant des méthodes
ou comme tout 2 fait étranger 2 ce mode de travail ne nous convient pas en tant que tel :
nous ne cherchons pas a ce que les éleéves imitent les experts, les éléves ne sont pas
vraiment des "experts en herbe”, méme si certains d'entre eux le deviendront.

En revanche, et malgré une certaine diversité sans doute, nous pensons qu'on peut
s'inspirer de certains €léments des comportements des experts, tout le probléme étant de
faire le tri et d'adapter...

Ainsi lorsque l'expert cherche un nouveau probléme, qu'il séche, nous avons analysé son
comportement pour voir s'il n'y avait pas d'éléments exportables ; son activité est alors
en effet de la méme nature que celle de I'éleve, c'est pendant ce temps 12 que se construit
une partie du sens des connaissances... A cela prés que l'expert a beaucoup plus de
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connaissances, de références, d'expériences que I'éléve, et qu'il a confiance en lui... Ceci
fait qu'il va vite, avec des raccourcis, des contrdles, des prises de décision "stratégiques”
presqu'automatiques, méme si cela cache par exemple la mise en ceuvre de méthodes
bien réelles pour certains, au niveau de connaissances correspondantes bien sir.

Nous en avons déduit qu'il était intéressant de remplacer pour les éléves, de manigre
artificielle et partielle, ce bagage quelquefois complétement intériorisé qu'a l'expert et
qu'il utilise devant un probléme. Nous voulons garder la richesse de la situation de
résolution de probléme, mais la rendre effectivement accessible i plus d'éléves. D'od ce
choix, d'indiquer aux €léves, pour les leur faire mettre en pratique, des mécanismes de
recherche en mathématiques, de plus en plus précis et diversifiés an fur et 3 mesure que
les éleves sont gés et ont affaire 4 des connaissances complexes. Ces mécanismes sont
inspirés de ceux des experts, mais sont plus lourds, plus systématiques, ils doivent
correspondre aux ressources des éléves, donc étre adaptés 2 leurs connaissances du
moment et €tre explicités complétement. -

Une partie du travail du chercheur en didactique est d'ailleurs de trouver, pour des éléves
précis, les méthodes A transmettre, les contrdles 4 encourager, les automatismes 3 mettre
en place rapidement.

Un autre aspect a été rencontré : c'est celui de I'expert en train de réorganiser ses
connaissances, notamme.it pour €élaborer certains concepts. La encore, sans “copier”
I'expert, les chercheurs s'inspirent de I'existence d'une réflexion sur les mathématiques,
qui est a I'origine du travail du mathématicien. L'hypothése que des analyses distancides
de ce type peuvent dans certains cas produire des effets facilitateurs, notamment pour
produire du sens pour les concepts correspondants, est exportée du domaine du savoir
savant a celui du savoir enseigné.

Le travail du didacticien consiste 3 provoquer, griice 4 une activité mathématique bien
choisie et un contrat approprié, une réflexion adéquate sur la nature de certains COncepts.

On peut dire presque les mémes choses un peu autrement : dans la premiére partie, il est
apparu que ce que nous acceptions sous le préfixe méta pouvait effectivement relever de
deux types de savoir : le savoir privé, surtout ¢6té métacognition au sens classique,
lorsque ce qui est en jeu concerne les connaissances d'un individu, d'un sujet, sur ses
propres connaissances mathématiques, ses stratégies..., et le savoir public, prét A étre
transmis, externe avons-nous dit, qui concerne par exemple ce que l'enseignant veut
transmettre a sa classe comme €léments de méthodes, ou comme références
épistémologiques.

On peut alors interpréter une partie des travaux précédents de la fagon suivante : le
scientifique construit un savoir privé qui comprend des éléments d'ordre "méta" qui
I'aident notamment en situation de recherche ; I'enseignement tente d'offrir aux él2ves
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des occasions de construire et de faire fonctionner une partie de ce savoir, rendu donc
public en l'occurrence...

Un autre travail pour le didacticien est de mettre en place les scénarios correspondants,
qui jouent sur un temps long...

4) Définitions

Nous utiliserons le préfixe méta devant les mots connaissances ou cognitif pour désigner
des éléments d'information ou de connaissances SUR les mathématiques, et leur
fonctionnement ou leur utilisation, qu'ils soient généraux ou tout 2 fait liés & un domaine
particulier. Ce peut étre donc des éléments de métaconnaissance, voire de métacognition
ou des connaissances métacognitives.

Cependant, il est impossible de ne pas tenir compte dés maintenant de la relativité de la
définition : la distinction entre mathématique et "méta"(mathématique), dans le cadre de
I'enseignement des mathématiques, n'est pas du tout absolue i nos yeux.

* De la relativité de la notion

Drabord nous ne l'utilisons que dans le cadre de I'enseignement ; ensuite, elle dépend
pour nous essentiellement des "protagonistes” du discours concerné, des éleves en
l'occurrence.

Ainsi certaines méthodes relévent du méta pour des éléves NE CONNAISSANT PAS
ENCORE COMPLETEMENT LE CHAMP AUXQUELLES ELLES S'APPLIQUENT,
pour l'enseignant ce sont quasiment des mathématiques, pour lui la distinction n'a pas
lieu d'étre en tout état de cause (cf. premier exemple ci-dessus).

Autrement dit nous utiliserons le mot "méta” plutdt que mathématique s'il y a pour le
récepteur du discours apport d'un élément sur des mathématiques & apprendre, en partie
encore donc non acquises, ce qui justifie qu'on ne peut pas assimiler ces éléments a des
mathématiques ou du moins qu'il soit intéressant de les distinguer des connaissances
mathématiques "ordinaires”.

Peut-étre pourra-t-on déja déceler ici qu'une partie de intérét de ce type d'information
tient A l'anticipation qu'elle permet dans l'action, malgré la part d'inconnu,
d'zipprcntissagc en cours.

On pourrait encore dire que certaines connaissances vont avoir un statut de connaissances
ou de métaconnaissances selon le traitement qu'il est possible de leur appliquer avec les
éleves : encore une fois des méthodes sur un domaine entidrement connu par les éléves,

-ne reléveront pas spécialement du méta mais des mathématiques. L'enseignant n'y
accordera pas une attention spéciale, méme s'il les utilise naturellement, automatiquement
peut-&tre, ainsi que les €leéves d'ailleurs.
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Reste que pour d'autres éléments méta, plus généraux, on ne changera pas de
vocabulaire que ce soit pour les éléves ou pour les experts...
Précisons donc maintenant le champ du "méta”.

* Le particulier et le général, les mathématiques et I'épistémologie

Reprenons notre premiére définition : en fait, relevant de la relativité décrite ci-dessus, il
y a plusieurs niveaux d'information et de connaissances sur les mathématiques et leur
fonctionnement ou leur utilisation, que nous devons préciser. On peut citer :

- des informations constitutives de la connaissance mathématique (méthodes, structures,
organisation),

- des informations constitutives de I'accés 2 la connaissance mathématique, accés d'un
individu donn€ ou plus général (je1x de cadres, role des questionnements, des exemples
et des contrdles, et aussi role de la réflexion épistémologique pour apprendre)

- des informations sur les {modes de) productions ou les mises en fonctionnement
mathématiques de soi et des autres (contrdle, guidage).

Ainsi non seulement certains de ces éléments peuvent étre trés liés A un fonctionnement
personnel, d'autres concernant plus un "sujet” épistémique, mais encore certaines
informations que nous qualifierons de "méta" peuvent concerner plus I'épistémologie des
apprenants vis a vis de la discipline que directement la discipline.

11 apparait ainsi que, pour l'utilisation que nous proposons, le mot recouvre des
informations qui, si elles sont relatives aux apprenants, sont néanmoins assez larges.

En fait, dorénavant nous réunissons sous le méme mot des catégories qui ont pu étre
disjointes dans la littérature (réflexion et métacognition notamment), ce qui justifie le
choix du seul préfixe "méta" auquel nous nous sommes ralliés.

En résumé, pour nous ce qui va unifier le champ dont nous parlons n'est pas le caractére
eXterne au sujet ou propre au sujet, mais bien le niveau de ce dont on parle par rapport &
la connaissance en jeu.

Nos définitions vont toujours &tre relatives & une classe de sujets (les éléves en
I'occurrence). Nous considérons pour ces sujets, compte tenu de leurs connaissances
mathématiques, tout ce qui concerne la réflexion sur ces connaissances, qu'elle soit ou
non explicite ou consciente, qu'elle soit ie fait d'un sujet particulier ou qu'elle reste
potentielle : réflexion individuelle (du type qu'est-ce que je peux faire avec mes
connaissances), ou générale (comment puis-je faire pour les mettre en fonctionnement ou
les accroitre), ou bien encore sur la signification des connaissances mathématiques...
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5) Le "méta" simple instrument pour mener des analyses o futur objet d'enseignement ?

Se pose maintenant une question, qui méme si elle n'est pas toujours explicitée dans les
travaux, est fondamentale : ou bien on en reste i ces catégories pour analyser les €léves
notamment, ou bien on se lance dans une action relevant explicitement de ce niveau
(méme si c'est mélangé & d'autres niveaux) en direction des €leves, avec expérimentation,
évaluation ...

Il y a 12 une option : pourquoi donc faire accéder I'éléve ou chercher a le faire accéder &
ce niveau, doit-on réserver ce niveau a l'analyste, ou peut-ére a I'enseignant, 4 la limite
pourquoi chercher 2 donner & I'éléve des clefs ?

En particulier, beaucoup d'auteurs, comme nous l'avons vu, ont montré que des
métaconnaissances apparaissaient chez les éleves plus 4gés, dans des domaines comme la
mémoire ou la lecture, accompagnant souvent les performances des éleves jugées
satisfaisantes, et ceci "quoiqu'on fasse”.

Cependant, ces mémes auteurs ont souvent aussi montré qu'une intervention de type
remédiation auprds d'éléves "moins bons”, voire jeunes, €tait positive, mais les
recherches sont trés difficiles, il v a tellement de problémes méthodologiques qu'il est
facile de rester sceptique surtout si on est hostile & 'accés des €leves A ce niveau... Citons
comme problémes souvent évoqués : comment mesurer la "métacognition” chez les
éleves, peut-on se contenter d'indices verbalisés, comment &tre siir que les interventions
supposées agir a ce niveau le font...

Voila donc des questions clef de notre travail : avant tout, y a-t-il lieu de s'intéresser a
ces niveaux, dans I'enseignement des mathématiques, méme pour comprendre ce qui est
en jeu ? Doit-on laisser faire "la nature" et se contenter d'analyser 7 Puis faut-il
intervenir, et s'il faut intervenir, comment ?

6) Le "méta", un moyen ou une fin pour l'apprentissage mathématique ?

En fait, deux objectif’s liés & ces éléments d'information "méta" peuvent apparaitre, vu ce
qui précéde, avec dans chaque cas un versant individuel et un versant général :

- Ie méta comme un moyen pour accélérer les apprentissages, 2 titre général (par exemple
pour 'enseignant, pour décider de certaines de ses interventions) et & titre individuel (par
exemple pour I'apprenant, pour piloter ses apprentissages et ses activités mathématiques)
- le méta comme une fin, dans la mesure oli on estime qu'un apprentissage scientifique
met en jeu (i.e. & la fois exige et développe) un nivean réflexif quant 2 la constitution et au
contrdle des connaissances. Ce niveau, plus ou moins implicite au college, dont nous
nous demandons s'il ne doit pas devenir explicite au Iycée, est & metire en rapport avec
les représentations des étudiants sur l'apprentissage et la mathématique : il y a une
dialectique entre les représentations qu'un étudiant a des mathématiques, 1a maniére dont
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il les apprend et les fait fonctionner et ... & nouveau les représentations qu'il a des
mathématiques.

Dans le premier aspect, est défendue 1'idée que des informations "méta"”, sur les
mathématiques, coniribuent & aider les mises en fonctionnement mathématiques. Mais
comme en méme temps toute activité mathématique contribue 2 alimenter la réflexion qu'a
celui qui la méne sur les mathématiques, et & renforcer l'image qu'il en a, les deux
niveaux ci-dessus sont en interaction étroite.

La grande question reste alors, encore une fois, de savoir 5'il faut laisser ce processus se
faire tout seul (et s'il se fait), s'il est intéressant qu'il se fasse, et donc s'il y a une place
pour l'enseignement, et alors pour la réflexion didactique.

7) Retour 1 I'enseignement : premiéres conséquences de ces définitions, une prise de
position

Pour dire les choses exarémement bri¢vement ; Piaget nous a appris que I'enfant construit
son savoir (qu'on le veuille ou non d'ailleurs !). A 'enseignement de proposer des
situations favorisant cette construction dans les domaines relevant du scolaire.

Nous pensons que l'enfant construit aussi son mode d'accés au savoir, notamment au
savoir construit par les autres : nous allons défendre la thése que pour des connaissances
assez complexes, ou pour des enfants ayant eu peu d'occasions de construire un savoir se
rapprochant du savoir mathématique, 'enseignement doit et peut aussi proposer des
situations propices & une construction efficace de I'accés au savoir, le "méta” intervenant
comme un des ingrédients de choix de ces situations... Cela ne veut pas dire qu'il y ait
lieu de séparer les situations de construction de savoir des autres : au contraire nous
pensons qu'il y a lieu de les imbriquer, tout comme l'accés au savoir est imbriqué chez
tout un chacun i son propre savoir...

Reste que le probléme de la construction effective de ces sitmations est entier : ce que
nous avons exposé ne préjuge que trés peu des moyens que l'enseignement doit se
donner pour remplir un tel objectif ! Et dans notre conception, ¢'est précisément A Ia
didactique des mathématiques de concevoir et d'expérimenter des scénarios adéquats...
En particulier comment évaluer des dispositifs qui prétendent introduire ce type
d'éléments, comment distinguer leurs effets des autres éléments de l'apprentissage ?

) Pistes de réflexion et de recherches

Nous avons précisé ce que nous mettons sous le mot. Nous avons dégagé une
hypothése, 2 savoir que nous pensons que, pour certains éléves au moins, la
transmission par l'enseignement d'éléments relevant du niveaun "méta" devait faciliter,
rendre possible, ou accélérer des apprentissages mathématiques.
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Autrement dit, nous considérons que ce niveau contribue non seulement 2 analyser les
comportements des €l&ves, mais peut aussi intervenir dans la définition des connaissances
transmises. Reste alors de trés nombreuses questions, que nous allons esquisser
maintenant, sans les résoudre nécessairement, et notarmment les rapports avec le point de
vue classique en didactique des mathématiques.

Mais avant nous devons nous arréter sur une question préalable :

a) Les métaconnaissances en mathématiques sont-elles des connaissances ou pour qui
sont-elles des connaissances ?

Jusqu'a présent nous avons utilisé indifféremment dans notre exposé les mots
connaissances ou €léments pour désigner tout ce que nous avons convenu de reconnaitre
sous le préfixe choisi comme étiquette. Nous avons surtout défini le niveau ol nous nous
placions pour regarder, sans trop aborder la nature de ce que nous regardions.

Si on n'utilise ces €léments que pour analyser les fonctionnements des éleves, pour
expliquer des blocages ou pour constater des ressources de cet ordre chez certains, onn'a
peut-étre pas besoin d'en préciser plus la nature. On peut méme évoquer des
connaissances pour le chercheur, qu'il cherche a ennchir.

Le probléme se complique si on a des visées pour l'enseignement : parlera-t-on de
connaissances a transmettre aux €leves (voire de savoir), cherchera-t-on i les évaluer ?7

b) Enseignement d'éléments "méta", situations didactiques.
Comment intégrer 2 la théorie des situations ce type d'enseignement ?

c) Eléments de réflexion sur l'efficacité de la prise en compte d'éléments "méta” dans
I'enseignement

" Nous pensons en effet que ces éléments peuvent contribuer 4 I'apprentissage a condition
de les transmettre correctement, au bon moment, et 2 la condition sine qua non que des
activités adéquates soient proposées aux éleves, leur permettant de les utiliser...

Ceci suppose que parmi les éléments transmis aux éleves il y en ait susceptibles de
réinvestissement en termes d'activités pour les éléves (condition que nous avons déja
évoquée).

Plusieurs hypothéses partielles, complémentaires, et relevant de dimensions différentes,
nous semblent pouvoir &tre évoquées pour justifier cette hypothése, tous ces plans
interférant vraisemblablement chez les éléves de manitre diverse.

Dans tous les cas, nous essayons d'émettre des hypothéses sur le fait que ces éléments
"méta” aident les €léves & résoudre des problémes, & mettre du sens et & organiser leurs
connaissances mathématiques, sans que nous puissions mettre de hiérarchie entre tous
ces "ingrédients" de l'apprentissage mathématique. Nous ne distinguons pas non plus
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entre les différents modes d'intervention "méta” possibles, estimant 4 premiére vue que,
dans I'ensemble, les objectifs et les raisons de leur efficacité sont assez communs.

* Dans une perspective interactioniste, voire Vygotskienne, de tels éléments peuvent faire
plus facilement I'objet de communications entre les €igves que les math elles-mémes,
qu'elles précédent en quelque sorte, d'otl leur intérét, notamment pour "se lancer dans
I'action”. Ce sont des éléments sur les connaissances mathématiques, or résoudre un
probléme c'est justement agir avec et sur les connaissances mathématiques... et il s'agit
de réussir 2 agir assez vite, sans une trop grande dépense d'énergie & chaque fois, d'olt
l'intérét d'avoir des "aides a l'action”, suffisamment générales pour resservir, et méme
pour s'autorégeénérer (2 la différence de recettes).

* Dans une perspective constructiviste {(au sens large) nous nous demandons si nous ne
contribuons pas avec ce type d'interventions a créer un certain déséquilibre, déséquilibre
dynamique entre métaconnaissances ¢t connaissances, comrme un appel d'air entre ce qui
est attendu, prévy, anticipé formellement, et ce qu'il faut mettre dedans. Si le déséquilibre
est trop grand il ne se passe rien que du vent ; mais si la marge est suffisamment petite,
les éleves sont aidés & franchir le pas dans l'inconnu... Cela est peut-&tre A rapprocher des
théories de Briiner concernant l'anticipation.

* Par essence, puisque c'est leur objet direct, ces éléments peuvent faciliter les mises en
relation, les anticipations, ils préparent les €leves, ils canalisent les écoutes, ils indiquent
la longueur d'onde, ils évitent de trop grandes dispersions, c'est comme un pont, un
intermédiaire, une rampe, une canne...

* Enfin, on peut aussi évoquer des éléments liés 4 des modéles de construction des
connaissances scientifiques liés a 12 formation méme de ces connaissances. Travailler sur
Pacces aux connaissances est une entrée au travail d'acquisition...

On retrouve que les recherches les plus envisageables sont celles qui peuvent avoir un
rapport direct avec les productions des éleves (au sens large) (cf. paragraphe
précédent)...

D'une part il est nécessaire de dégager, pour des él2ves déterminés et des connaissances 2
enseigner, les éléments métacognitifs qu'on suppose pouvoir aider ces éléves dans leur
apprentissage (ravail de conception et d'ingénierie).

Ce type de travail a ét€ commencé, mais reste en général s partiel, limité qui plus est
aux €léves de collége en difficulté ou aux éleves des filieres scientifiques. Y a-t-il lieu de
généraliser ces tentatives ? Aux éleves dits "littéraires”, ou non scientifiques en tout cas,
par exemple ? Y a-t-il des effets différendels selon les éléves ?



* D'autre part, et c'est évidemment 1i€ 2 ce qui précéde, ces ingénieries, existantes ou &
concevoir, doivent ére expérimentées et évaluées, ce qui suppose la mise en place de
dispositifs expérimentaux lourds, et ce d'autant plus qu'il ne s'agit pas d'intervenir une
fois sur un sujet précis, mais au contraire que le long terme (année scolaire) intervient

nécessairement...
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Métaconnaissances en IA, en EIAO et en didactique des mathématiques
Groupe de travail Math & Méta (1990-1992)

UN EXEMPLE DE SCENARIO INTEGRANT DES ELEMENTS "META"
EN LICENCE

A. Robert
Equipe DIDIREM, Université Paris 6

1l s'agit d'un enseignement d'algebre et géométrie, effectué pour un public en formation
continuée, niveau licence. Le programme imposé comprend des éléments de géométries
affine et euclidienne, essentiellement en dimension deux et tois, et le début de la théorie
des groupes.

Nous allons présenter divers éléments qui entrent en jeu explicitement dans notre
enseignement, et que nous avons envie, a priori, de distinguer du reste et de baptiser
"méta”.

Nous les avons reclassés pour les besoins de la présentation selon leur "nature” par
rapport aux connaissances, cependant les motivations qui nous ameénent 2 les enseigner,
qui sont indiquées ailleurs! , peuvent se recouper, ainsi que les modes du transmission
utilisés.

Nous n'avons pas tenu compte ici des caractéristiques professionnelles du public. En
revanche nous exploitons A fond leur 4ge (ce sont des adultes), et toutes leurs
capacités de réflexion sur ce qu'ils font, ou sur les connaissances elles-mémes.

1) Du coté de !'épistémologie : réflexions sur la nafure des concepts visés
et informations des étudiants.

1l s'agit 12 en effet de transmetire sous forme d'informations, et sans évaluation directe,
des éléments de réflexion épistémologique (rassemblés par I'enseignant) sur la nature des
concepts visés par 'enseignement.

Le statut unificateur, généralisateur, formalisateur d'un bon nombre des concepts visés
leur confére en effet, A notre avis, des particularités vis 2 vis de leur enseignement.

C'est qu'en effet, les problémes ot I'utilisation de ce type de concepts est indispensable
sont, du moins jusqu'd ce qu'on nous prouve le contraire, trop difficiles pour les

1 A. Robert (1991) Un projet long denseignement (algébre et géométrie - licence en formation continue}
cahier de Didirem n° 9 IREM P7
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€tudiants qui débutent sur le sujet ; de plus, dans les problémes du niveau des éléves,
ceux-ci peuvent souvent travailler avec d'aurres outils, adaptés au contexte particulier du
probleéme, et ce aussi bien qu'avec les outils plus "formels" qu'on veut mettre en
fonctionnement.

C'est le cas avec les espaces affines de dimension 2 et 3 : en remplagant ces espaces par
RZ ou R3, on peut fort bien se passer de tout une partie du Sformalisme introduit dans le
cours. De méme les caractéristiques générales des isométries ne sont pas nécessaires pour
résoudre de maniére "ad hoc” de nombreux problémes de transformation du plan ou de
espace. Enfin les problémes abordés qui relévent de la théorie des groupes peuvent
souvent étre résolus dans leur cadre d'origine sans qu'il y ait besoin de tout I'arsenal
théorique.

Cela donne naissance & notre avis & deux difficultés importantes pour I'apprentissage :

- le fait de forcer les étudiants 2 utiliser le cadre algébrique plutdt qu'un autre va souvent
devoir relever du contrat,

- I'enseignant ne va pas pouvoir introduire (méme partiellement) les concepts concernés
en proposant aux €tudiants la recherche d'un "bon probléme” (suivie du cours).

Cela nous amene 3 intervenir sur ces questions avec les étudiants.

Nous leur exposons au fur et & mesure du développement du cours nos réflexions sur ia
nature des concepts visés par I'enseignzment, et nous les prévenons des deux difficultés
citées ci-dessus. Nous y revenons & chaque fois que cela nous semble justifié.

11 s'agit d'informations plutdt épistémologiques sur les mathématiques du programme,
complétées par une réflexion plutdt pédagogique, donnée i l'avance, sur des contraintes
et des régles du jeu qu'entraine la spécificité des contenus.

Tout se passe comme si I'enseignant espérait que ces informations, bien que non
¢valuées, sans activités directement associées, agissent sur l'appréhension globale des
¢tudiants de ce qui va se jouer. Elles préparent ou rappellent la place qu'ils peuvent
réserver aux connaissances & acquérir, elles indiquent une "longueur d'onde" adéquate 2
I'apprentissage.

L'enseignant attire ainsi I'attention sur quelque chose qui est en amont des connaissances
proprement dites, il prépare le terrain d'une certaine fagon, il anticipe sur ce qui va &tre
fait non en termes de contenus mais en termes de place dans la connaissance, et de
contrat.

C'est comme un engrais : seul il ne sert absolument i rien, mais il peut favoriser la
pousse de certzines graines s'il leur est adapté, s'il pleut assez, si le sol est bien
préparé... ! |

20



Ce discours de I'enseignant, puisque dans ce cas c'est vraiment de cela qu'il s'agit, est-il
entendu par les étudiants, alors méme qu'il concerne des connaissances  venir 7 A-t-il un
effet quelconque (compte tenu du reste bien entendu) ? Est-ce le méme effet sur tous les
étudiants ?

Nous pensons que les reprises du discours, au cours de 'année, sont pergues de mieux
en mieux, au fur et 2 mesure que les étudiants rencontrent des problémes qu'elles
contribuent 2 éclaircir, mais le premier discours est indispensable a notre avis, pour que
les interventions suivantes en soient justement des reprises.

Ceci dit, nous n'avons pas les moyens d'en évaluer les impacts, d'autant plus qu'il serait
difficile de séparer ce type d'intervention du reste ... .

Signalons que dans d'autres scénarios la prise en compte des deux difficultés signalées
ci-dessus, qui sont intimement liées & la spécificité des connaissances, donne lieu 2
d'autres types d'interventions qu'on a également envie de qualifier de "méta”, et qui
s'appuient plus sur des activités des érudiants?. -

2) Du cd6té de I'organisation et de la mise en fonctionnement des
connaissances : "trames" et enseignement de méthodes. Evaluation des
étudiants.

Au début de chaque grande partie du cours I'enseiznant donne aux étudiants une trame de
ce qui va étre fait, en distinguant concepts et exemples, types de probiémes,
méthodes assez générales et questions (cf. annexe).

D'autre part un enseignement de méthodes (non systématique) accompagne certains
chapitres du cours (notamment /a classification des isométries planes, et les sous-groupes
distingués) (cf. annexe).

Ce sont ces éléments dont nous pensons qu'ils relévent du méta, qu'ils constituent ou
vont constituer des métaconnaissances pour les étudiants et dont I'enseignement peut &
notre avis contribuer 2 l'acquisition des connaissances. Mais sous certaines conditions !
Comment, pourquot ?

Dans notre idée, ces "ingrédients", trames, méthodes,..., ne suffisent pas 3 initialiser
quelque chose (pour suffisamment d'étudiants en tout cas). Ils servent indirectement, ils
contribuent 3 permettre des résolutions de problémes intéressants, et ce sont elles qui sont
constitutives des apprentissages. C'est que les problémes trop "faciles”, trés découpés
par exemple, pour lesquels les émdiants n'ont pas besoin de questionnement sur les
méthodes (ou autre), nous semblent souvent insuffisants pour contribuer 2 la construction
des connaissances, avec leur sens. D'ou le "détour" : le contenu des trames, les

2 1L Dorier (1992) Eléments de réflexion sur 'enseignement des concepts unificateurs et généralisateurs
en mathématiques - 2 paraitre
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méthodes doivent en fait étre associés 4 des mises en situations oll les étudiants en ont
besoin pour résoudre des exercices ou des problémes satisfaisants (pour notre projet
d'enseignement).

Nous proposons ainsi réguliérement aux étudiants des recherches de problémes ol la
réflexion sur les méthodes ou sur le questionnement adéquat pour aborder les résolutions
est nécessaire au démarrage, pour un bon nombre d'étudiants au moins. Par exemple
dans un probleéme sur les applications (dans notre contexte), le passage au linéaire est
souvent trés efficace, d'olt une question presque systématique : fawr-il passer au
linéaire ?

Nous organisons souvent pour ces situations un travail en petits groupes {de trois ou
quatre €tudiants), pour faciliter la communication, les diversités, les échanges de points
de vue et renforcer les effets escomptés.

De plus, dans les corrections, orales et écrites, nous faisons référence aux mémes
€1€ments, habituant les étudiants & la mise en évidence et & l'utilisation des points de
repére usuels en mathématiques. Nous insistons notamment sur le repérage des cadres
mis en jeu dans le probléme, sur la pertinence d'envisager un changement de cadre ou de
point de vue, sur le type du probleéme, et sur les méthodes éventuelles qui semblent a
priori adaptées. En somme, nous passons en revue les catégories de la trame adaptée au
cas envisagé. Méme stratégie dans les cours.

Tres brievement, les questions les plus fréquemment utilisées sont dans Ia liste suivante :
de quel type de probléme s'agit-il, qu'est-ce qu'on a & sa disposition pour ..., dans quel
cadre est-on, y a-t-il lieu d'en changer, & quoi cela ressemble, qu'est-ce qui est spécifique
de la notion concernée ?

I1'y a piusieurs fagons de caractériser le type du probléme, et il est quelquefois utile d'en
regarder plusieurs, nature du probléme (dont théoréme d'existence), type de
raisonnement a mettre en oeuvre (égalité d'applications ou d'ensemble), etc.

C'est dans ces différentes situations, que, petit A petit, les étudiants apprennent 3 utiliser
et utilisent ces divers éléments, trames, méthodes ..., et par 13 méme résolvent des
problemes pas trop faciles. On voit bien que l'ensemble du scénario est en canse, méme
si dans le titre nous en avons privilégié une partie, celle ol nous pensons trouver des
ingrédients de niveau méta.

Enfin, et cela nous semble constitutif du scénario, nous faisons intervenir dans les
évaluations des érudiants (devoirs, partiels) des questions nécessitant un certain
questionnement comme ceux pratiqués dans l'année, voire des questions (faciles) portant
sur des méthodes précises (qu'est-ce que vous avez a votre disposition pour démontrer
qu’une application qffine est une projection ? Distinguer selon la maniére dont est donnée
U'application ).
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Les révisions sont aussi organisées autour des trames, qui s'avérent trés appréciées des
étudiants A ce moment-Ia. On pergoit bien a cette occasion le rdle du temps dans ce type
de scénario.

Nous avons méme proposé des évaluations en temps non limité, pour faire mettre en
fonctionnement des réflexions permises par le temps long.

3) Bilan et évaluation de la recherche

11 est encore difficile 4 ce point de notre description de définir plus précisément ce que
nous avons mis sous le terme de métaconnaissances. Y participent cependant certaines
classifications des connaissances, ou plutdt une certaine présentation classée des
connaissances et de leurs mises en fonctionnement potentielles, avec plusieurs entrées
d'ailleurs, et en particulier avec l'explicitation des catégories utilisées. Y est liée de fagon
essentielle la possibilité de mise en fonctionnement par les étudiants de ces classifications,
la possibilité d'une certaine opérationnalisation donc de ce qu'on a mis sous le terme.

Car nous pensons que ce n'est pas la simple "fréquentation” de ce type de
métaconnaissances qui modifiera les apprentissages : il s'agit de les intégrer véritablement
i des activités de résolution de problémes.

Une séquence de nos scénarios pcut' étre une modification, un enrichissement des
conceptions des étudiants sur l'activité mathématique. Ce sont ces conceptions, sur les
mathématiques, la maniére de les apprendre, de les enseigner, que nous avons appelées
ailleurs les représentations métacognitives.

Dans notre démarche, la modification des représentations est sans doute bienvenue, mais
nous la considérons comme seconde, comme une conséquence du reste, qui va sans
doute ensuite agir positivement .

Il y a d'autres occurrences ot nous nous demandons s'il y a lieu d'utiliser la notion de
métaconnaissances.

D'abord en ce qui concerne les explicitations que nous sommes amenées & donner sur les
réegles du jeu mathématique général et particulier & notre enseignement, puis en ce qui
concerne les remarques qualitatives que nous pouvons faire, et enfin en ce qui concerne
les structurations que nous sommes amenées & montrer dans nos discours.

Dans tous les cas, il s'agit d'éléments déclaratifs, méme s'ils peuvent avoir des
conséquences indirectes en termes d'activités pour les étudiants.

Nous signalons par exemple telle difficulté, dont nous soulignons qu'elle est résistante,
voulant insister sur le caractére "normal” de la longueur de I'apprentissage.

Nous nous livrons 2 des analyses d'erreur, que nous essayons d'accepter comme témoins
d'un apprentssage, et non comme mise en cause de nos étudiants et de nous-mémes.
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Nous explicitons au maximum ce que nous attendons des étudiants, ce que nous
valorisons.

Signalons & ce propos que les étudiants entendent parfaitement bien ce type de message,
comme ['a montré dans son DEA3 A .Benezra .

Reste tout ce qui accompagne un cours, ce qui permet de structurer le cours, tous les
commentaires sur les gains, sur ce qui manque, sur les comparaisons, les retours en
arriére, les généralisations, les synth&ses, toutes les images ou les métaphores, les
traductions qualitatives, méme les mises en garde.

Ces informations, qualitatives pourrait-on dire, sont-elles des métaconnaissances ? Font-
elles partie d'un discours métamathématique ? participent-elles de la métacognition ?...
Autant de questions encore ouvertes. |

#

Quant a I'évaluation de ce type d'enseignement, voire de la recherche sous-jacente, elle
n'est encore que trds partielle et largement insuffisante. Dans son DEA3, A. Benezra
travaille sur un exercice proposé an second partiel aux étudiants qui suivent cet
enseignement.

La seule chose slire me semble étre que certains éléments de niveau "méta" ont été
entendus par beaucoup d'étudiants, et ont méme peut &tre aidé un certain nombre d'entre
eux & produire une démonstration un peu longue (notamment exhiber toutes les isométries
conservant un rectangle).

Tout le travail, y compris méthodologique, reste & faire,

3 A. Benezra (1992) DEA Université Paris 7, Comparaison des apprentissages réalisés par les émdiants
ayant suivi le méme enseignement 2 distance ou non.
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Exercice 4. Apres le cours sur les isoméwies affines de R3

Lorsqu'on 2 une isométrie affine f: R2» R?
on étudie 'applicarion linéaire associée T : directe ou indirecte.

Si ? est directe, ¢'est soit une rotaden, soit l'identté.
soit I'idendt€ si elle a au moins un point fixe.

Si _t:> est une rotation, £ st aussi une rotation, reste & €n déterminer le cenoe
(point fixe).

Si ? est l'idendté, f est
soit une tansiation (si elle n'a pas de points fixes).
soit l'idendtsé si elle a au moins un point fixe.

Si ? est indirecte, c'est une symétrie (axiale).

f est

soit une symétrie (par rapport 4 une droite) si elle a au moins un point fixe.
soit une syméie glissée si elle n'a pas de point fixe (les milieux des segments
[, f{M)] déterminent l'axe, le vecteur de la translatdon est de direction celle de cet
axe, '

—_
lu = MECM) si M appartent 2 l'axe, ou bien 2= ty ).

1) Montrer que st u est un vecteur €t A une droite telle que
—
ue A
lyoSa ©St une syméwie.

Est-ce que by 0 S, =540t 7

2°) Identifier s51 0 Saz lorsque Al et A2 sont paralléles (cf F6) puis concourantes.
Pouvez-vous énoncer une réciproque ?

3) Erudier la composée de wois syméties daxes concourants puis parailéles.
Réciproque 7.
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Métaconnaissances en IA, en EIAO et en didactique des mathématiques
Groupe de travail Math & Méta (1990-1992)

CONNAISSANCES ET METACONNAISSANCES -
UNE PERSPECTIVE DIDACTIQUE

Micheéle Artigue
TUFM de Reims & Equipe DIDIREM, Université Paris 7

Ce texte fait suite 4 une présentation au séminaire "Math et Méta". Il a pour objectif,
d'une part de contribuer & préciser certaines distinctions entre connaissance et
métaconnaissance que peut étre amené  faire le didacticien dans son travail d'analyse a
priori de situations didactiques ou son travail d'analyse de comportements observés,
d'autre part, d'aider 2 situer ces notions par rapport aux notions de connaissance et

métaconnaissance utilisées en intelligence artificielle.

Je partirai d'un exemple assez élémentaire concernant les nombres complexes. C'est en
effet un domaine sur lequel j'ai eu l'occasion, dans le cadre de l'unité de
valeur :"Approche historique et didactique des mathématiques” de maitrise de l'université
Paris 7, d'observer, plusieurs années successives, le fonctionnement d'étudiants sur des
problémes proposés sans indications, Et ce fonctionnement m'a semblé suffisamment
riche et diversifié pour servir efficacement de base au propos didactique que je souhaitais
développer ici.

I - CONNAISSANCES ENGAGEES DANS LA RESOLUTION D'UN
PROBLEME : UN EXEMPLE '

1l s'agit du probléme suivant :
Identifier géométriquement 1a transformation @ du plan complexe définie par :

w.z+0.9z)=k @,  étant un nombre complexe non nul et k un nombre réel.

Ce probléme ne nécessite pour prendre sens que des connaissances élémentaires sur les
nombres complexes et leur représentation géométrique : calcul algébrique €lémentaire,
notion de complexe conjugué, association nombre complexe/point du plan étendue a
I'association entre fonction de C dans C et transformation du plan.

L'énoncé sous-entend d'autre part que la transformation donnée, soit correspond 2 une
transformation géométrique classique, soit peut s'exprimer simplement a partir de telles
tansformations,
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Les émdiants confrontés a ce probleme commencent presque toujours par mettre ® sous
forme explicite et arrivent alors & l'expression :

oz)=2z+K @
0] 0

On peut penser que, pour des étudiants de ce niveau, cette transformation opérée sur les

écritures est intentionnelle et ne constitue pas une manipulation algébrique choisie un peu

au hasard parmi un ensemble de transformations possibles. C'est en ce sens que nous

associons 2 la décision prise la connaissance suivante que nous qualifierons de

connaissance stratégique’!, qui fonctionne ici de fagon le plus souvent implicite :
"Pour identifier ou travailler avec un objer mathématique donné sous forme
implicite, il peut étre intéressant , si ce n'est pas trop coliteux, d'en obtenir une
forme explicite.”

- Notons que cette connaissance prend ici la priorité sur une autre connaissance stratégique
applicable 2 la situation et qui pourrait s'exprimer ainsi :
“Quand un probléme présente une certaine symétrie?, il est souvent intéressant
d'essayer de conserver cette symétrie le plus longtemps possible dans la
résolution.”

On peut d'ailleurs penser que si la premiére connaissance fonctionne chez ces étudiants de
fagon implicite et quasi-automatisée, ce n'est sans doute pas le cas pour la seconde qui
nécessite en général une réflexion consciente sur les siratégies de résolution possibles et
un choix explicite®-

TNous qualifions ici une connaissance de sgatégique quand elle apparait éroitement liée dans son
fonctionnement en situation et sa formulation A une prise de décision organisée, sans toutefois que l'issue
de la décision prise soit connue avec une compléte certitnde, C'est pourquei une connaissance siratégique
s'exprimera le plus souvent comme ici par un énoncé qui indique l'intérét de faire tel choix ou de faire tel
choix plutdt que tel autre, sans garantir pour autant que les choix privilégiés permetwont nécessairement
d'aboutir.

2 Ceute connaissance stratégique fait appel 3 une notion de symétrie tout 2 fait générale. Dans le cas
présent, I'expression donnée .z + ®.%(z) est une somme de deux termes faisant intervenir de fagon
"symétrique” @, z et ia relation de conjugaison.

3 Nous avons e I'occasion d'observer ce phénoméne dans ce méme champ des complexes & propos de la
résolution de I'exercice suivant : on considére un quadrilatire convexe ABCD et on construit A {'extérieur
du quadrilat®re quatre triangles rectangles isoctéles ABA’, BCB', CDC' et DAD'. Que pouvez-vous dire du
quadrilatére A'B'C'D' 7 Peut-il 2tre un carré ? Les étudiants, le plus souvent, aprés avoir échoué dans la
recherche d'une solution géométrique, vu leur manque de familiarité avec ce domaine, essayaient une
résolutdon complexe. Le choix de préserver la syméuie par rapport & celui consistant & simplifier les
affixes de deux des sommets du quadrilatére initial a toujours résulté dans les groupes de décisions
explicitées et débattues.
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LI - L'identification "immeédiate”

Une fois l'expression (2) obtenue, pour certains étudiants, le probleme est résolu,
le mot "résolu” étant pris ici au sens suivant : 2 transformation est identifiée comme une
similitude indirecte car de la forme : z— a.z+b avec a non nul et 'étudiant sait comment
trouver les caractéristiques de cette similitude.

En effet, le rapport de la similitude est donné par le module de a. Si le module de a est

différent de 1, la transformation admet un point fixe My d'affixe zo = ?B".b En posant

Z = z-Zo, clle s'exprime sous la forme: Z — a Z: c'est donc 1a composée d'une symétrie
axiale autour de 'horizontale passant par le point Mg et d'une similitude directe de centre
Mo, de rapport [a| et d'angle 6 de mesure arg(a). Si le module de a est égala 1, c'est une
isométrie indirecte. C'est donc soit une symétrie axiale autour de la droite des points fixes
si a.b+b = 0 (ce qui est le cas ici), soit une symétrie glissée dont la décomposition
canonique en symétrie axiale et translation peut-étre déterminée de la fagon suivante: l'axe
de symétrie est le lieu des milieux des segments formés de points homologues et le

vecteur translation, colinéaire i l'axe, est obtenu en décomposant le vecteur associé a
d(z)-z en somme de deux vecteurs, I'un orthogonal 4 l'axe et 'autre colinéaire a l'axe.

Mais, en général, I'étudiant qui déclare le probléme résolu, ne fonctionne pas directernent
sur la base de l'ensemble des connaissances déclaratives que nous venons de citer. Il
fonctionne plutdt comme s'il se savait capable d'actionner par rapport au probléme posé
un plan de résolution qui le menera de fagon sire a la solution cherchée, un plan qui
peut étre par exemple basé sur les connaissances suivantes, si I'on cherche 2 se
rapprocher au maximum des faits énoncés ci-dessus:

“_ Pour identifier une similitude donnée par son expression complexe: z— a.z+b , il

faut regarder d'abord le module de a.

- §i ce module est égal @ 1, c’est une isométrie indirecte.

. Si ce module est différent de 1, il y a un point fixe et on rameéne l'origine a ce

point fixe.”

Un tel plan n'est pas complet et n'a pas intérét 2 I'étre. Il suffit qu'il donne le moyen de
brancher sur du connu. En particulier, il n'inclut pas les valeurs discriminantes en dehors
de celle du module de a. Mais il peut inclure des sortes d'annexes, comme le moyen de
retrouver aisément les points fixes:

"Pour trouver les points fixes, conjuguer la relation donnée”.
Cette annexe fonctionne alors comme une compilation du calcul suivant:

z=az+b
z=3z+b
z= a(a.z+b)+b
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z = la|2z + (ab+b)
a.b+b
1- |af?

zZ=

Ce plan fonctionne comme une mémorisation, dans ses grandes lignes, du début d'un
parcours que l'on n'a pas besoin d'anticiper plus avant puisque I'on sait que lorsqu'on
aura réalisé cette partie, on se trouvera de toutes fagons en un point oll 'on saura quel
nouveau plan développer.

Chaque année, il y a eu chez les éwdiants observés quelgues fonctionnements de ce type.
Pour la majorité cependant, les classifications des similitudes planes et des isométries, les
relations entre transformations géométriques et nombres complexes ne sont plus que des
souvenirs trés lointains. On peut voir alors se développer ¢inq types de démarches:

1 - Expliciter davantage la transformation en sortant du registre intrinséque’

d'expression initial,

2 - Essayer des valeurs particuliéres de @ et de k,

3 - Explorer la transformation en cherchant I'image de points particuliers,

4 - Chercher les points fixes,

5 - Décomposer la transformation en transformations plus simples.

On peut 12 encore relier ces différentes démarches 2 des connaissances stratégiques
implicitement ou explicitement mises en oeuvre. Les érudiants qui choisissent la premiére
démarche utilisent systématiquement la représentation cartésienne des nombres
complexes. On pourrait voir 12 Ie choix d'un registre adapté aux opérations algébriques en
jeu dans l'expression (présence simultanée de produits et d'additions tendant a
disqualifier les registres exponentiel et wigonométrique) donc l'effet encore une fois
d'une connaissance. Mais ceci est une interprétation peu probable: dans toutes les
activités proposées, les émdiants en effet font preuve spontanément d'une adhérence forte
au registre cartésien : ce registre n'est pas vraiment choisi, il est le seul envisagé !
1l semble plus raisonnable de lier cette démarche au choix de se raccrocher a 1a géométie
analytique, que nous relierons 2 la connaissance stratégique suivante, fonctionnant de
fagon implicite:

"On arrive souvent a résoudre par l'analytique des problémes géométriques que

I'on ne sait pas résoudre de facon intrinséque. C'est souvent laborieux mais en

général efficace.”

1L es nombres complexes fonctionnent ici dans deux cadres : le cadre algébrique et le cadre géométrique.
Dans ces cadres, on les manipule via des représentations symboliques qui appartiennent 3 divers registres.
Dans le cadre algébrique, nous distinguons ainsi les registres cartésien, trigonométrique et exponentiel,
ainsi que le registre que nous gualifions d'intrinsdque ol le nombre complexe est représenté via des

expressions de 1a forme z, Z....
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Et, pour les démarches suivantes :

"Lorsqu'un probiéme dépend de paramérres, il peut y avoir intérét pour se faire une
idée des solutions, @ choisir des valeurs particuliéres des paraméires.”

“Pour identifier un objet fonctionnel, il peut y avoir intérét @ chercher les images de
valeurs particuliéres.”

"Pour identifier une transformation, il est intéressant de déterminer ses points
fixes ; ceci peut suggérer un changement de repére intéressant ou permetire des
conjectures sur la nature de la transformation.”

"Pour identifier une transformation, il pews étre intéressant de la mettre sous forme
de composée de transformations plus simples.”

Pratiquement, les étudiants qui choisissent le passage A l'analytique, ne pensent pas a
réinvestir leurs connaissances d'algébre linéaire et ne savent pas plus interpréter les

expressions trouvées que les expressions initiales.

Ceux qui choisissent des valeurs particuliéres de © et k commencent souvent par & = 1

ou - 1 et k = 0. Mais ils estiment en général que le choix pour @ d'une valeur réelle et

pour k de la valeur 0 sont trop particuliers pour autoriser des conjectures fondées dans le

cas général. IIs choisissent alors un  complexe, un k non nul et n’y voient plus rien. _
L'exploration portant sur des points particuliers pour un @ quelconque est en général trés

vite abandonnée car trop coiiteuse par rapport aux informations fournies.

Finalement seules résistent la recherche des points fixes et la décomposition en

ransformations élémentaires qui sont en fait les connaissances stratégiques les plus liées

au champ considéré.

1.2 - La recherche des points fixes

La recherche des points fixes est généralement effectuée en passant au registre
cartésien: on obtient alors 'équation d'une droite. Soulignons qu'il est économique ici de
rester en expression intrinséque et de conserver la symétrie de la formule. En effet :

02 +@2=k o k=2Re(0.2) =k & Re(@2) =3

Et Re(w.Z) n'est autre que le produit scalaire des deux vecteurs OM et OW, M étant le
point d'affixe z et W le point d'affixe ®. La droite des points fixes est donc I'ensemble
des points M du plan tels que:

oM .OW=k
Bien siir, cette utilisation du registre intrinséque n'est efficace et économique que si I'on
est capable d'associer "partie réelle d'un produit” et “produit scalaire de deux vecteurs”,
donc si l'on dispose de connaissances sur les systtémes de traduction entre cadre
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algébrique complexe et cadre géométrique relativerent €laborées et si, de plus, on sait
interpréter la relation vectorielle obtenue. Ce n'est pas le cas généralement pour les
étudiants concernés ici

Quelle que soit la méthode utilisée pour déterminer les points fixes de la transformation,
lorsque les étudiants ont mouvé une droite de points fixes, ils n'hésitent pas: la
transformation doit étre une symétrie axiale par rapport a cette droite. On peut voir dans
cette quasi-certitude la manifestation,
- soit d'une connaissance erronée :
“Si une transformation a une droite de points fixes, c'est une symétrie
orthogonale”,
- soit d'une connaissance que je qualifierai de didactique, car clle met en jeu les
connaissances de I'éwdiant sur l'institution didactique elle-méme:
"Puisque l'on m'a posé cette question, c'est qu'il s'agit d'une transformation
connue donc sirement une symétrie orthogonale, puisque ¢a n'a pas l'air d'une
projection.”

Quelques-uns cependant cherchent & renforcer cette conjecture avant de se lancer dans une
vérification analytique qui leur semble a priori laborieuse, la droite des points fixes
n'ayant aucune position particuliere. On peut voir 12 encore une fois la manifestation
d'une connaissance stratégique tres générale:
"Avant de se lancer dans des calculs relativement compliqués, si l'on peut le faire
économiquement, il est intéressant d'essayer de s'assurer que l'on aura vraiment a
les effectuer.”

Les renforcements peuvent ici prendre des formes variées:
1 - L'étudiant cherche a posteriori dans 'expression donnée de @, une raison confirmant
I'hypothése faite. En général, il s'agit ici de la raison suivante:
"@ est définie @ partir du conjugué de z, or la conjugaison correspond
géométriquement @ une symétrie par rapport 4 l'axe réel.”
2 - L'étudiant cherche 2 tester économiquement la conjecture. 11 peut le faire en cherchant
l'image de quelques points ou en mettant en jeu des connaissances plus élaborées sur la
symétrie orthogonale, par exemple:
"Si la transformation est une symétrie orthogonale, c’est une involution.”
"Si la transformation est une symétrie orthogonale, le milieu de deux points
homologues est un point fixe.”
Soulignons que ces deux derniers tests (qui ne permetient pas d'écarter une symétrie
oblique) sont particuliérement économiques dans le registre intrinséque. Ce n'est pas
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nécessairement celui qu'utilisent les étudiants, vu leur difficulté & se détacher du registre
cartésien. La connaissance stratégique:
“Si I'on doit effectuer des calculs avec des complexes, on a souvent intérét a
conserver le plus longtemps possible une forme intrinséque”,
ne fait pas en général partie des ressources disponibles.

La conjecture, renforcée ou non par les tests, doit ensuite étre prouvée. En général, pour
les émdiants, cette preuve passe par un retour 2 la définition de la symétrie orthogonale et
il s'agit alors de prouver que, pour tout point M, la droite des points fixes est
perpendiculaire au segment [M ®(M)] en son milieu. LA encore, suivant les systémes de
traduction disponibles entre cadre algébrique complexe et cadre géométrique, les calculs
pourront &tre plus ou moins lourds.
Soulignons que I'on peut, A ce niveau, fonctionner plus économiquement en utilisant la
caractérisation des isométries du plan suivant leurs points fixes:
"Une isométrie qui a une droite de points fixes est, soit l'identité, soit la syméirie
orthogonale par rapport 4 cette droite.”
I s'ensuit qu'il suffit de vérifier que la ransformation est une isométrie, c'est-a-dire
qu'elle conserve les distances, ce qui est immédiat en registre intrinséque puisque:
Q.[(P(z) - P(z)] =[2- 27,
A condition bien siir de savoir que:
“I g distance de deux points M et M’ d'affixes z et 2’ s'exprime dans le regisire
intrinséque par / z-7’ /

I.3 - La décomposition en transformations élémentaires

Cette démarche consiste 3 décomposer la transformation donnée de la fagon

suivante:

0]
Z—>21=2 21—)22:-—6;21 zz—)€I>(z)=zg+'~lg
®

En général, les étudiants qui se lancent dans cette décomposition arrivent 2 identifier les
trois transformations introduites. L'identification est immédiate pour la symétrie et la
translation et souvent plus laborieuse pour la rotation intermédiaire. En revanche, une fois
les trois transformations identifiées, ils estiment en général que la tiche n'est pas terminée
et qu'il leur faut ramener cette décomposition a une seule transformation géométrique.
Peu sont capables de raisonner directement en termes d'isométrie, en faisant intervenir

des connaissances comme:
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"Translation, symétrie orthogonale et rotation sont des isométries.”

"La composée d'isomérries est une isométrie.”

"Translation et rotation sont des isométries directes, la symétrie orthogonale est une
isoméirie indirecte.”

"La composée d'isométries directes et d'un nombre impair d'isométries indirectes
est une isométrie indirecte.”

"Une isométrie indirecte est, soit une symétrie orthogonale, soit une
symétriel/translation.”

ou, plus directement ;
"La composée d'une rotation et d'une symétrie orthogonale est une symétrie
orthogonale par rapport @ un axe passant par le cenire de la rotation.”
"La composée d'une symétrie orthogonale et d'une translation est une symétrie
orthogonale si l'axe de la symétrie est orthogonal au vecteur translation, une
symétrie/iranslation sinon.”

En effet, ceux qui le sont, ont traité le probleme par identification immédiate.

Les étudiants reviennent donc a des stratégies plus globales, en particulier la recherche

des points fixes.

IT - COMMENTAIRES DIDACTIQUES

Dans l'analyse qui précéde, je n'ai pas introduit le terme de "métaconnaissance”.
Je me suis bornée A faire des hypothéses sur certaines des connaissances en jeu
implicitement ou explicitement dans le foncionnement des étudiants, ou a interpréter ce
méme fonctionnement comme témoignant de la non-activation de connaissances a priori
pertinentes pour la résolution.
Ces connaissances ont été exprimées le plus souvent sous forme déclarative, mais pour
un certain nombre d'entre elles, j'aurais pu proposer des versions procédurales, a priori
tout aussi adaptées 4 la modélisation du fonctionnement des étudiants.

Ces connaissances apparaissent cependant diverses. Elles sont diverses bien évidemment
de par leur contenu mathématique car divers domaines sont concernés : les nombres
complexes dans leurs aspects algébriques et géométriques, les isométries et similitudes du
pian, la géométrie analytique, les connaissances pouvant se situer 2 l'intérieur de I'un de
ces domaines, mais mettant en jeu aussi trés souvent des comrespondances entre domaines
ou des correspondances entre cadres et registres d'expression pour un méme domaine.

Mais ce qui nous intéresse ici davantage, c'est la diversité de leur statut et de leur
fonction. Certaines connaissances se présentent comme des faits mathématiques, faits
certains ou seulement fortement probables, d'autres se présentent sous forme de conseils
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ou de régles: dans telle circonstance, il faut faire ceci ou on a intérét a faire ceci ou cela,
ces conseils ou régles pouvant étre plus ou moins généraux. Certaines connaissances
servent A exécuter des calculs, d'autres 2 interpréter des résultats obtenus, d'autres encore
a prendre des décisions en situation de choix.
Considérons par exemple les énoncés suivants :
El : "Un nombre complexe peut s'exprimer algébriquement dans plusieurs
registres: le registre cartésien qui met en évidence la décomposition en partie réelle
et imaginaire: z=a+ib, les registres trigonoméirique et exponentiel qui mement tous
deux en évidence le module et 'argument mais avec des caractéristiques
sémiotiques différentes :
pcosa+ isina) et peic”.

E2 : "Si z = peiC, la partie réelle de z est pcosci et sa partie imaginaire est psind;
si z =a+ib, son module p est égal 3 N a?+b2 et son argument est donné par les

. . a. . b,
relations cosot=— , sin& = —
P P

E3: "Le registre cartésien est bien adapté au calcul de sommes, les registres
trigonométrique et exponentiel sont bien adaptés au calcul de produits, quotients,
puissances, racines.” '

E4: "Si le probléme a résoudre est un probléme de calcul de puissance niéme d'un
nombre complexe ou de recherche de ses racines niémes, meure le nombre
complexe sous forme exponentielle.”

ES5: "Quand on résout un probléme portant sur des complexes, on a intérér d se
poser la question du choix d'un registre adapié au traitement et @ changer
éventuellement de registre en fonction de I'avancée du rraitement.”

Ces cinq énoncés concement le méme contenu mathématique: la représentation algébrique
des nombres complexes. Le premier exprime une connaissance mathématique de base. Le
second fournit les systémes de traduction d'un registre i 'autre. Le troisieme énonce des
propriétés des registres d'expression sous forme déclarative, le quatrieme fournit une
regle procédurale d'action issue de E3. Quant 3 E5, elle exploite E3 sous forme de conseil
stratégique général.” :

1l s'agit dans tous les cas de connaissances mais le didacticien, bien qu'il ne soit pas
comme le chercheur en IA confronté aux problémes conceptuels et techniques liés a
I'implémentation d'une modélisation sur machine, a tout intérét, me semble-t-il, 2 les
distinguer.
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Ainsi il me semble important de distinguer entre des connaissances qui
correspondent directement & la définifion de notions et & leurs propriétés
mathématiques comme El et E2 et des connaissances qui expriment un
savoir sur la pertinence, l'efficacité d'une notion dans un contexte donné,
sur les moyens de gérer cette notion comme E3, E4 et ES, voire les
difficultés que l'on risque de rencontrer dans la manipulation de cette
notion, les erreurs habituellement commises et donc les moments ou il
faut faire preuve d'une vigilance particuliére. Je nommerai de telles
connaissances des métaconnaissances.

En fait, cette distinction est un moyen de marquer explicitement dans
I'analyse didactique une séparation entre des connaissances servant a la
prise de décision et au controle et des connaissances sur lesquelles
s'appuient a la fois cette activité réflexive et l'exécution proprement dite.
Les activités proposées aux étudiants considérés sur les nombres complexes mettent bien
en évidence le fait que E1 et E2 sont des connaissances partagées par tous les étudiants,
ce qui est normal vu le niveau considéré. Elles montrent aussi qu'ils sont capables,
questionnés, de formuler une connaissance de type E3, mais que pratiquement aucun ne
met en jeu dans son fonctionnement les métaconnaissances E4 et ES qui s'en déduisent
comme si, dans leur travail mathématique antérieur, ils n'avaient jamais €té réellement
confrontés a la gestion autonome des choix de registres.

Il me semble de plus important de distinguer des connaissances et métaconnaissances
ancrées dans un domaine précis de métaconnaissances plus générales concernant la
résolution de probléemes mathématiques. comme peuvent I'étre les métaconnaissances
heuristiques explicitées dans les travaux de G.Polya comme:
"On a souvent intérét @ décomposer le probléme posé en sous-problémes
élémentaires, @ chercher des analogies avec des situations déja rencontrées, @
explorer la situation en essayant des valeurs particuliéres par exemple, & supprimer
certaines contraintes de I'énoncé ...”
également identifiables dans les conduites des étudiants.

La distinction entre connaissances ¢t métaconnaissances ne va pas forcément de soi ni
dans l'absolu ni a fortiori lorsqu'il s'agit d'interpréter en ces termes tel ou tel
comportement ou production d'éléve. Il faut souligner que nous n'avons directement
acces que tres partiellement aux unes et aux autres et fonctionnons souvent sur la base
d'inférences. Connaissances et métaconnaissances sont de plus hiérarchisées: si l'on
revient aux cing énoncés cités, par exemple, E3 est une métaconnaissance qui ne prend
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son sens qu'd travers les connaissances El, E2 et E5 elle-méme ne prend son sens qu'a
travers E3.

Jusqu'ot faut-il pousser la précision dans les distinctions et le raffinement hiérarchique ?
Il ne me semble pas raisonnable de chercher 2 donner 2 cette question une réponse a
priori: les distinctions ne sont pertinentes qu'en tant qu'elles servent le travail didactique
visé et suivant le contexte et les objectifs de ce travail, ce crittre de pertinence doit
pouvoir amener & des choix substantiellement différents.

Dans les activités sur les nombres complexes, en fonction de I'analyse du domaine et des
observations effectuées, il m'a semblé par exemple intéressant de distinguer:
- iv nnais

* les connaissances portant sur un domaine précis, dans un cadre donné.

* les connaissances mettant en jeu des relations entre domaines, cadres et regisires.
- iv d i :

* les connaissances ancrées dans un domaine mathématique précis,

* Jes connaissances hewristiques générales.

Je voudrais apporter maintenant 2 l'appui des affirmations qui précédent un certain
nombre de raisons qui dépassent le cadre strict du contexte utilisé jusqu'ici.

1 - Si l'on cherche A analyser le fonctionnement des étudiants et & comprendre ce qui
sous-tend, dans une situation donnée, la réussite ou I'échec, introduire de telles
distinctions est nécessaire. En effet, souvent, ce n'est pas au niveau des connaissances de
base élémentaires comme celles citées ici en El et E2 que les étudiants vont se
différencier, mais au niveau des connaissances sur ces connaissances que sont les
métaconnaissances qui expriment les possibilités d'utiliser ces connaissances.

Soulignons que I'analyse faite ici confirme tout & fait les résultats obtenus par différents
chercheurs, notarnment (A.Schoenfeld, 1985), (A.Robert & L.Tenaud, 1988), concernant
le fait que des métaconnaissances générales pour étre efficaces, doivent pouvoir
s'appuyer sur des métaconnaissances plus locales portant sur les domaines
mathématiques concernés, lesquelles A leur tour doivent pouvoir s'appuyer sur des
connaissances mathématiques dans ces domaines. La partic géométrique de la recherche
en est ici un exemple flagrant. Ainsi, il ne sert 4 rien de disposer d'une métaconnaissance
heuristique générale affirmant l'intérét de l'exploration si l'on n'a pas les moyens de
guider dans le contexte précis concerné une exploration efficace, de savoir qu'il est
intéressant de rechercher les points fixes d'une transformation géométrique pour
I'identifier si 'on n'est pas capable d'exploiter les informations recueillies ou a fortiori de
mener 2 bien les calculs permettant de localiser ces points fixes. Il en est de méme pour le
passage A l'analytique et la décomposition en transformations €lémentaires.
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Dans d'autres activités, nous avons observé des étudiants, bloqués dans la résolution
d'un exercice de géométrie, essayer de changer de cadre et décider de faire intervenir les
nombres complexes pour se retrouver & nouveau bloqués, faute d'arriver & exprimer
simplement dans le cadre algébrique complexe le fait qu'un triangle est rectangle isoctle
ou que deux diagonales d'un quadrilatére sont perpendiculaires et de méme longueur.

2 - Si la distinction apportée est, pour le didacticien, un outil d'analyse efficace du
fonctionnement de ['étudiant ou de I'éléve, c'est aussi parce que connaissances et
métaconnaissances ne sont pas des connaissances traitées de la méme
maniére par {'enseignement. Ainsi, les connaissances El et E2 citées ci-dessus sont
directement raccrochables i des savoirs officiellement enseignés. On les trouvera dans les
manuels, dans les cahiers d'éléves. Des connaissances comme E3, E4. ES, méme si elles
vivent dans une classe donnée, y seront moins visibles. En effet, au niveau secondaire,
I'examen des énoncés proposés aux éléves de terminale montre qu'en général, ce n'est
pas eux qui ont en charge le choix du registre d'expression et les changements éventuels
de registres mais l'enseignant. Et au niveau du supérieur, méme si l'autonomie des
étudiants est plus grande, la question du choix n'est pas réellement pos€e, travaillée: les
étudiants qui réussissent sont ceux qui font des choix efficaces, le corrigé fourni par
I'enseignant en propose un généralement efficace et économique i la fois, mais la
question du choix n'entre que rarement en débat.

De telles considérations pourraient nous conduire a introduire une
distinction didactique et non plus cognitive entre cennaissance et
métaconnaissance: ces derniéres seraient des connaissances en
fonctionnement dans les situations didactiques, qu'elles soient gérées par
I'éleve ou par l'enseignant, mais hors du savoir officiel pour reprendre la
terminologie introduite par Y.Chevallard (Chevallard, 1992). Encore faudrait-il bien sfir
définir ce que l'on entend ici précisément par savoir officiel. En effet, les considérations
de méthodes, sous formes de conseils méthodologiques, de boites 2 méthodes, prennent
une place grandissante dans les manuels actuels du secondaire. Certaines
métaconnaissances semblent donc repérables comme des éléments du savoir officiel et la
tendance est 2 l'accroissement de leur visibilité. Mais, bien sfir, ceci n'implique pas pour
autant qu'elles fonctionnent identiquement, 2 la fois au niveau du discours de I'enseignant
mais aussi plus globalement au niveau du contrat didactique, c'est a dire des régles
explicites mais plus souvent implicites qui gérent les responsabilités et attentes respectives
de 1'éléve et de l'enseignant par rapport au savoir (Brousseau, 1986). Les travaux en
cours sur le métadiscours de l'enseignant comme ceux de C.Chiocca, E.Josse et A
Robert cités en référence, devraient nous permettre d'avancer sur ce plan.
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3 - Si I'on excepte le paragraphe précédent, I'analyse développée ici a €t€ une analyse
avant tout cognitive. Or qu'il s'agisse de modéliser le fonctionnement de I'éleve ou
d'analyser I'enseignement, on sait bien qu'une telle analyse est tout a fait insuffisante.
Les connaissances mises en jeu dans une situation d'enseignement par I'€léve ne sont pas
uniquement des connaissances mathématiques, ce sont aussi ses connaissances sur le
fonctionnement de linstitution scolaire dans laquelle cette situation prend place. En
référence 2 la théorie des situations didactiques (G. Brousseau, 1986), nous désignerons
par a-didactiques les connaissances et métaconnaissances que 1'éléve met en jeu dans
un rapport direct avec le probleme posé. comme s'il oubliait que ce probleme lui a été
posé par un enscignant avec un ou des objectifs de nature didactique (apprentissage,
évaluation ....) et par didactiques les connaissances et métaconnaissances mettant en
jeu l'institution scolaire et ses caractéristiques.

Ces deux types de connaissance et métaconnaissances interférent en permanence dans
I'enseignement et les mécanismes sous-jacents  l'apprentissage: I'éleve s'adapte aux
situations mathématiques scolaires donc apprend des mathématiques & I'école via son
adaptation 2 l'institution scolaire et non indépendamment d'elle, une ambition
fondamentale de la didactique étant justement de fournir les moyens théoriques et
méthodologiques d'analyser, contrdler et gérer, efficacement vis a vis des apprentissages
souhaités, ces adaptations multiples et leurs incohérences éventuelles.

Dans la premiére partie de ce texte, connaissances et métaconnaissances didactiques sont
peu présentes: je les ai évoquées & propos de la conjecture sur la symétrie orthogonale,
elles sont manifestes aussi dans l'interprétation initiale de I'énoncé et la non-satisfaction
-des étudiants aprés décomposition en transformations élémentaires. Je voudrais compléter
ici par d'autres exemples rencontrés avec les mémes étudiants ou avec des éleves de
terminale, toujours dans le domaine des nombres complexes.
Le premier exercice proposé aux étudiants est celui-Ci:
"La conjecture suivante est-elle vraie ou fausse : si deux nombres réels sont somme
de dewux carrés d'entiers, leur produit I'est aussi 7"
Le probléme est posé dans un cadre arithmétique. Les €tudiants restent dans ce cadre pour
tester la conjecture et/ou essayer de la prouver, en ayant recours dans ce cas au calcul
littéral. T1 est possible d'aboutir ainsi mais, en général, bien peu y arrivent. On trouve
toujours quelques étudiants pour, apres divers essais infructueux, raisonner de la fagon
suivante: ,
“Nous travaillons sur les complexes, ce probléme d'une maniére ou d'une autre
doity étre relié.”
Ce raisonnement témoigne d'une connaissance manifestement didactique :
"Les exercices et problémes posés au cours de I'enseignement d'un contenu donné
ont nécessairement 4 voir avec ce contenid.”
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Ceci active en géneral linterrogation:
“On y-a-t-il donc des sommes de carrés dans les complexes 7",
interrogation qui les conduit de fagon quasi immédiate & la solution.

De la méme fagon, un éléve de terminale bien adapté a qui I'on demande, sans autre
indication, de résoudre dans € une équation du troisieme degré cherche aussitdt une
racine évidente.
Ici encore, des connaissances didactiques:
“Seules les équations du second degré sont au programme”
"Les exercices proposés dans les manuels peuvent étre résolus avec les notions du
programme”,
il déduit la connaissance déclarative:
"Toute équation du troisiéme degré proposée dans un manuel de terminale a une
racine évidente”,
3 laquelle il associe ensuite la régle stratégique:
"Si équation du troisiéme degré a résoudre, essayer 1,-1,2.-2...",
le fonctionnement de ces connaissances restant ici encore plus ou moins implicite.

Et, toujours de la méme fagon, si on lui demande de mettre sous forme trigonométrique et
exponentielle un nombre complexe donné sous forme cartésienne, il sait qu'il doit essayer

. . . L L . .
de repérer des rapports trigonométriques d'angles multiples de Z ou g,comme il sait

que si on lui demande la puissance niéme d'un nombre complexe donné sous forme
cartésienne c'est que sa forme exponentielle est accessible ...
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Métaconnaissances en LA, en EIAO et en didactique des mathématiques
Groupe de travail Math & Méta (1990-1992)

CONNAISSANCES, METACONNAISSANCES ET EIAQ,
QUELQUES ASPECTS

Monique Baron
LAFORIA-IBP, Université P. &M. Curie (Paris 6)

Aprés une bréve présentation du domaine appelé EIAQ, quelques interventions du "méta”
dans ce domaine {métaconnaissances, métaraisonnement...} sont évoquées et illustrées.
Nous nous limiterons ici 2 certains des aspects qui concernent la représentation du
domaine enseigné, pour les capacités de résolution de probleémes et d'explications, et la
modélisation de 'apprenant.

Le terme "connaissances” dans cet article est généralement utilisé dans un sens large
incluant savoir, savoir faire, capacités. Le terme "métaconnaissances” y désigne des
connaissances dont on peut dire qu'elles portent sur des connaissances.

I. Bréve présentation de 'EIAQ.

L'Enseignement Intelligemment Assisté par Ordinateur (premiére signification du sigle
EIAO) est né dans la décennie 1970-1980 (aux Etats-Unis), avec ’objectif de dépasser,
en utilisant des techniques d’intelligence artificielle, certaines limites de ’enseignement
assisté par ordinateur (EAO) classique, généralement dans le cadre d'un enseignement
individualisé. 11 visait notamment une plus grande souplesse du déroulement d'une
session, davantage d’initiative pour I’é1eve ainsi qu'une meilleure capacité du systeme a
analyser les réponses de celui-ci, une meilleure adaptabilité du systéme a son utilisateur.
Ce domaine a d'abord été pour l'intelligence artificielle une source de problémes
intéressants et un domaine d'expérimentation de modgles et de techniques, en liaison avec
le développement des systémes & base de connaissances et des systemes interactifs,
l'objectif général étant de concevoir des systemes informatiques destinés a faciliter chez
leur utilisateur des apprentissages dans un domaine donné.

Les travaux de recherche en EIAO concernent plusieurs types de problémes, parmi
lesquels : '

1) la représentation! explicite de connaissances du domaine enseigné et la modélisation de
raisonnements utilisant ces connaissances, pour donner au systéme la capacité de

e mot représentation est utilisé dans cet article avec son sens usuel en [A,
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résoudre de maniére communicable des problémes posés & (ou par) I’apprenant? et de
fournir des explications 2 sa demande,

2) la représentation et la gestion, par le systéme, d’informations sur I’apprenant, afin
d’assurer une meilleure compréhension de son comportement et une bonne adaptation de
I'interaction,

3) la représentation explicite de connaissances pédagogiques, pour assurer la conduite de
la session de maniére souple, adaptable et efficace,

4) la recherche de modes d'interaction et de communication facilitant le "dialogue”
apprenant-systéme et favorisant les apprentissages.

Ces problémes sont diversement posés, selon les objectifs de recherche et les types
d'Environnement Interactif d'Apprentissage avec Ordinateur (signification plus récente du
sigle EIAOP) ; une bonne présentation en est faite dans [Wenger 87].

Pour les systémes tutoriels intelligents (STI)*, les interactions systdéme-apprenant sont
organisées autour d'activités de résolution de problémes plus ou moins menées, aidées ou
contrdlées par le syst®me, qui joue ainsi un réle de précepteur attentif et plus ou moins
dirigiste. L architecture informatique de ces systémes comporte généralement quatre
‘modules interdépendants, qui correspondent respectivement aux quatre types de
problémes mentionnés ci-dessus : modules "domaine”, “apprenant” (ou "éléve”),
“pédagogue” (ou "module tutoriel”) et "interface” ; ces modules doivent de plus étre
intégrés dans une architecture adaptée pour coopérer efficacement.

A ¢cOté des STI, d'auntres approches existent pour des EIAO basés sur d'autres activités
susceptibles de favoriser des apprentissages : 'exploitation de simulations, I'exploration

de micro-mondes, la découverte guidée, l'apprentissage par collaboration par exemple.

La conception d'EIAQO nécessite de prendre en compte, outre les "états de I'art” en
informatique et en intelligence artificielle, les "€tats de I'art” des diverses disciplines
concernées par I'apprentissage (humain) et 'enseignement, en particulier la psychologie
cognitive, la didactique, les sciences de l'éducation et de la communication ; la
coopération pluridisciplinaire s'avére ainsi de plus en plus nécessaire en EIAO. Mais une
des difficultés d'une telle coopération est de s'entendre sur la signification des mots
employés, en particulier lorsqu'il s'agit de mots riches de sens, renvoyant 3 des notions,
des expériences, des réalités différentes selon les disciplines. C'est le cas du "méra”, de la
{ou des) "métaconnaissance(s)" : ce theme a émergé en IA dans la décennie 80-90 dans le
cadre des syst¢mes a base de connaissances (cf. [Pitrat 90] par exemple et la 3éme partie
de ce recueil), en particulier & 'occasion de travaux en EIAO ; il concerne aussi, comme

2apprenant” est le terme générique désignant I'utilisateur final d'un tel systéme, désigné aussi par "éleve"
ou "étudiant”.

30n parlera donc soit de I'EIAO, comme domaine, ou bien d'un EIAO ou des EIAOs.

4 pour plus de détails sur les STI et des exemples, le lecteur peut consulter [Nicaud & Vivet 88]
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le montre la 18re partie de ce recueil, des travaux en didactique ; il a fait également I'objet
de travaux en psychologie cognitive.

1l convient donc en EIAQ d'examiner tous ces aspects pour y chercher des éléments de
réponses A certaines questions de conception et pour tenter de prendre en compte les
différents résultats, contraintes et exigences.

I1. Interventions du "méta" en EIAQ, quelques aspects et exemples.

Plusieurs aspects "méta" peuvent étre considérés en EIAO.

La modélisation du domaine 2 enseigner est une question fondamentale, particuliérement
pour un STT : quelles sont les connaissances du domaine (qu'il convient d'expliciter) ?
Peut-on (doit-on) distinguer des connaissances et des métaconnaissances ? Comment les
faire intervenir, les représenter, les organiser ?

Si on a pu d'abord (naivement...) considérer ces questions posées "dans 1'absolu”, a un
spécialiste du domaine donné (voir les débuts des "systémes experts"), on s'est apergu
depuis qu'il convenait, pour y répondre, de préciser les objectifs de modélisation.

Dans un EIAO de type STI, ces objectifs sont mulﬁples, et relatifs aux diverses
fonctionnalités souhaitées : résolution de problémes, présentation 2 l'apprenant de
connaissances et de raisonnements, explications, aides, analyse de productions de
Y'apprenant, conduite tutorielle, adaptabilité 2 différents niveaux.

La précision de ces fonctionnalités dépend elle-mEme des objectifs d'apprentissage
présidant 2 la conception de 'EIAC considéré. S'agit-il de renforcer les connaissances de
base de I'apprenant dans un domaine particulier (plus ou moins complexe), de I'entrainer
a la résolution de problemes, en le guidant de prés ou bien en le laissant tenter des
expériences et tatonner ? Vise-t-on aussi (ou surtout) a développer chez I'apprenant des
capacités plus générales relatives A la recherche ¢t la manipulation d'informations, 2 la
mise en ceuvre de méthodes, ou bien souhaite-t-on développer des capacités réflexives ?
Le lecteur pourra par exemple se reporter 2 [Paquette 91] pour Ia présentation de tels
objectifs, et pour une reflexion sur la conception et l'utilisation d'’EIAO dans de telles
perspectives.

Quoi qu'il en soit, la réalisation des diverses fonctionnalités attendues dans un STI fait
intervenir de manigre plus ou moins directe et explicite plusieurs sortes de connaissances,
dont certains aspects (méta en particulier) sont développés et illustrés dans les § qui
suivent.
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I1.1 Représentation de connaissances du domaine, modélisation de compétences de
résolution de problémes et d'explication.

La représentation des connaissances du domaine enseigné, pour donner au systeéme des
capacités de résolution de problémes et d'explication, est, rappelons-le, un probléme
central pour les STI, dont I'essor initial a été 1i€ A celut des "systémes experts” (SE). En
effet, ces derniers disposaient d'une part, dans leur "base de connaissances”, de
connaissances explicitement formulées dans un langage proche du langage usuel du
domaine, et d'autre part avec le "moteur d'inférence”, d'un moyen de simuler un
raisonnement de mise en oeuvre de ces connaissances. Les capacit€s des sysiemes
experts i résoudre ainsi des problémes et & fournir des explications sur le raisonnement
suivi ont incité 2 les utiliser comme base de systemes dédiés & 'enseignement (voir par
exemple [Vivet & Baron 87], [Quéré & al. 91]). Les travaux menés depuis le début des
années 80 ont permis une certaine évolution des idées sur ce sujet.

I1.1.1 Les enseignements de GUIDON

C'est ainsi que, dans les années 80, W.J. Clancey a congu GUIDON (un STI), a partir
de MYCIN, "syst¢me expert” en diagnostic de maladies infecticuses et en prescription
d'antibiotiques, destiné 2 aider des médecins généralistes a effectuer leurs consultations.
GUIDON proposait 3 un étudiant, placé en situation de médecin, un cas de patient a
traiter (issu d'une base de cas) ; l'utilisation préalable de MYCIN pour résoudre ce cas
servait de référence 3 GUIDON pour suivre et analyser le comportement de I'étudiant,
ainsi que pour répondre a ses demandes d'information, d'aide ou d'explications.

Or, dans les expérimentations de ce syst®me, les régles ont été jugées par les étudiants
difficiles & comprendre et 2 assimiler, et les capacités d'explication inadaptées et
insuffisantes ; de plus le raisonnement modélisé s'est avéré trop rigide et non
suffisamment conforme au raisonnement de diagnostic médical usuel. En effet, dans
MYCIN comme dans les premiers SE, les capacités d'explication portaient sur deux
aspects du raisonnement suivi par le systéme : "comment un fait a-t-il €té obtenu 7", et
"pourquoi le SE pose-t-il une question a ['utilisateur ?", les réponses a ces questions
reprenant les contenus des régles examinées par le systéme et les faits disponibles. Le
systéme ne pouvait pas fournir d'explications sur le contenu des régles, sur les processus
physiologiques ou sur la maniére de conduire le raisonnement de diagnostic, car certaines
connaissances, non directement nécessaires pour produire un diagnostic ou un conseil
thérapeutique, étaient absentes de la base de MYCIN, et d'autres, comme celles relatives
a la stratégie de raisonnement, y étaient implicites.

Les problémes mis en évidence par cette premigre version de GUIDON ont entrainé une
réflexion exemplaire sur les exigences de modélisation de domaines de connaissances en
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EIAO ([Clancey 83}, [Baron 84], [Wenger 87] chap. 12) ; ce travail a eu également des
répercussions importantes sur la conception des syst2mes a base de connaissances et sur
les travaux relatifs aux capacités d'explications en IA. A la suite de ce constat, une
réorganisation complate des connaissances de la base de MYCIN a conduit au nouveau
systtme, NEOMYCIN, avec explicitation de nouvelles connaissances :

-introduction de catégories abstraites permettant une classification des entités du domaine
apparaissant dans les régles et sur lesquelles porte le raisonnement (maladies, causes.. D
- représentation explicite du raisonnement de diagnostic, modélisé de maniére plus
conforme au raisonnement médical usuel, au moyen de tiches abstraites de raisonnement
organisées selon une structure arborescente et réalisées par des paquets de métarégles
gérant la mise en ceuvre des régles du domaine.

Le premier enseignement de GUIDON tient donc dans le constat suivant : un bon SE
n'est pas nécessairement un bon "module domaine” pour un EIAQ, les besoins de
modélisation sont différents. D'autres enseignements de ce travail concernent d'une part
la mise en évidence des liens étroits entre modélisation du domaine et capacités
d'explication et d'autre part le probleme désigné alors en IA sous le terme général de
"contréle” ou de "stratégie de raisonnement" ; ce probléme pour les systémes & base de
régles est relatif a I'explicitation du fonctionnement du moteur d'inférence, au choix des
réegles 4 déclencher et A leur enchainement, c'est-d-dire a l'explicitation de
métaconnaissances, au sens de connaissances pour utiliser des connaissances. Ces
travaux ont conduit aussi aux approches de modélisation de divers raisonnements et &
certaines approches en ingéniérie de la connaissance (voir par exemple les ravaux relatifs
aux “"tiches génériques" de Chandrasekaran et aux méthodes d'acquisition de
connaissances telles que KADS).

La représentation explicite des tiches et de la stratégie de raisonnement permet de faire
porter explicitement la communication systéme-apprenant sur ce niveau, par exemple
pour nommer des ensembles de pas de raisonnement, présenter de manicre structurée et
plus ou moins résumée le raisonnement effectué par le systéme, formuler des
explications, des aides ou des conseils stratégiques, situer les propositions de I'émdiant.
On peut attendre aussi de I'explicitation de ce niveau de connaissances de disposer d'un
niveau de flexibilité pour 'adaptabilité de la résolution et des explications proposées 2
I'apprenant. Enfin, ces notions de stratégie de raisonnement sont généralement
réutilisables pour d'autres domaines ; Clancey a d'ailleurs exploré cette possibilité avec le
systtme HERACLES, syst®me général de "classification heuristique”, et GUIDONZ, le
tuteur associé.
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I1.1.2 Des résolveurs de problémes en mathématiques pour EIAQ ?

Depuis le début des années 80, plusieurs travaux de chercheurs en IA (en France en
particulier) ont expérimenté différentes approches d'explicitation et d'organisation de
connaissances mathématiques pour la conception de résolveurs orientés EIAQ.

Ainsi pour des domaines liés 2 1'algebre, on peut rappeler bri¢vement quelques idées.

Le systdme SEME [Baron 82], en manipulation formelle d'expressions, proposait un
cadre de modélisation du raisonnement en termes de tiches de résolution de problémes,
avec un langage comportant des régles de réécriture d'une part et des régles de production
d'autre part ; les régles de producton permettaient de formuler des connaissances pour
controler l'application des régles de réécriture, ainsi que pour effectuer d'autres
transformations et opérations de résolution de probleémes. Le contrdle des regles de
production était implicite dans le fonctionnement de l'interpréteur (voir aussi [Baron 851).
L. systéme CAMELIA [Vivet 84], un systéme pour raisonner et calculer en calcul formel,
proposait un langage de "plans”, avec un niveau méta de contrdle assuré par des
métaregles attribuant aux plans en conflit des notes de coiit et d'espoir. Ce systéme a été
utilisé en particulier pour formuler des connaissances en calcul de primitives et en calcul
mental. Il a aussi servi de base 2 la proposition d'architecture générale du STI AMALIA,
cadre dans lequel ont été étudiés des problemes d'explication (voir l'article de E.
Delozanne dans cette 2¢me partie).

C'est avec le systéme APLUSIX [Nicaud 87], en factorisation de polyndmes, qu'est
apparue l'appelladon "résolveur pédagogique” consacrant la différence entre systéme
expert et résolveur pour EIAO. Ce systéme, plus complet, plus interactif que les
précédents et qui a pu étre expérimenté avec des €leves, met l'accent sur les savoir faire
de niveau stratégique : choix de la transformation 3 appliquer, possibilité de retour en
arriere. La modélisation de cette compétence stratégique est assurée dans les premiéres
versions par un ensemble d'heuristiques, explicitées sous forme de régles du langage
SYM développé A cette occasion ; un travail plus récent porte sur la formulation de tiches
et de plans structurant des successions de ransformations (voir 'article Nicaud & Saidi
dans cefte partie, ainsi que [Saidi 92]).

De nombreux travaux ont été également consacrés 2 des résolveurs en géométrie (voir par
exemple [Py 90], [Pintado 91}, [Inghilterra 92}, [Bazin 93]).

Ces divers travaux en IA ont permis de concevoir et d'expérimenter d'une part des
environnements informatiques, avec des langages de représentation de connaissances 3
base de régles et de structures "orientées objets”, et d'autre part des approches pour la
formulation et I'organisation de connaissances de plusieurs niveaux, ces connaissances
étant souvent non complétement explicitées par les mathématiciens et les enseignants. IIs
ont aussi permis de mieux cerner quelques problémes, parmi lesquels :
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- 1a difficulté réelle A constituer des bases de connaissances, 2 expliciter et réaliser des
modeles qui soient & la fois “cognitifs et computationnels"3 pour résoudre des ensembles
de problémes dans un domaine 2 un nivean d'enseignement donné,

- la difficulté 3 caractériser le domaine de validité d'un tel modéle,

- la dépendance entre contenus, formes, structuration des connaissances et systéme
utilisé,

- le probl2me du niveau de granularité, qui varie selon le niveau et les objectifs
d'apprentissage,

- le probléme du statut des éléments d'une base de connaissances : par exemple une
heuristique utlisée par un expert ou mise dans une base de connaissance par le
concepteur d'un SE est-elle une connaissance mathématique "légale” ? Le systéme peut-il
en faire état dans une résolution ou dans une explication ?
Certains de ces problémes sont liés 2 la distance qui existe généralement entre les
connaissances enseignées, théoriques, souvent qualifiées de déclaratives, et les
connaissances pour résoudre les problémes, qui utilisent ces dernitres. IIs renvoient aussi
a des questions délicates de méthodologie de conception d'un résolveur pour EIAQ.

On voit qu'il n'est plus question d'utiliser, comme on a pu le penser initialement, un
modele d'expert, mais de réfléchir aux connaissances de référence, aux connaissances
visées et & leur situaton dans les modgles de résolution voulus..

[1.1.3 Capacités d'explications, approches récentes en IA et en EIAC.

On a vu avec Guidon que les explications souhaitées pour un étudiant dans une session
d'apprentissage sont différentes de celles souhaitées par un utilisateur plus averti en
situation de résolution interactive de probléme, qu'il s'agisse de leurs buts (les questions
que l'utilisateur peut poser), de leurs contenus (le "quoi” des réponses) et de leurs formes
(le "comment" des réponses). I convient donc d'étudier les besoins d'explications
spécifiques en EIAQ (voir l'article de E. Delozanne dans cette partie). On peut remarguer
aussi qu'un apprenant face 2 un EIAO peut souhaiter des explications sur autre chose que
le domaine enseigné, par exemple sur les activités, sur le style d'apprentissage proposés.

Des travaux sur les explications en IA ont porté sur d'autres buts que les deux buts
classiques déj‘a mentionnés (explications négatives, explications sur la stratégie de
raisonnement, sur les connaissances du domaine). Par ailleurs, 1'approche récente des
"systémes experts explicatifs”, considérant I'explication elle-méme comme une tiche de
résolution de prbblémes, propose de modéliser explicitement le raisonnement expficatif
présenté comme un métaraisonnement, puisqu'il porte sur le raisonnement du résolveur,
avec des connaissances qui lui sont propres (voir par exemple [Jimenez 91]). Si la prise

3 pour reprendre une expression récente de J. F. Nicaud
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en compte du contexte et de l'interlocuteur est encore faible dans ces travaux, certains
s'orientent cependant vers des explications "négociées” (par exemple [Lemaire 92]) ;
cette direction est a priori intéressante pour 'EIAQ, mais suppose encore I'explicitation

de nouvelles connaissances.

I1.2 Aspects méta relatifs & la modélisation de 'apprenant.

Si le premier point se rapportait 2 des connaissances que l'on pouvait considérer comme
"objectives", les activités d'enseignement et/ou d'apprentissage concernent
fondamentalement des modifications de I'état des connaissances d'un individu.

Que peut-on dire des connaissances d'un individu 3 un instant donné de son
apprentissage, de leurs contenus, de leur organisation 7 Quels aspects en retenir dans un
EIAO ? Comment les représenter, comment les identifier, comment suivre leur évolution,
comment en tenir compte dans les diverses interventions du systéme ?

I1.2.1 Modélisation de I'apprenant dans un EIAQ, généralités.

Le modgle de I'apprenant (MA) désigne pour un EIAO un ensemble de données, sorte
d'image de l'utilisateur constituée et tenue A jour par le systéme; il est considéré
généralement comme un élément important pour l'adaptabilité du systeme a son
interlocuteur. Il comporte généralement une composante "épistémique” plus ou moins
développée, relative i I'état des connaissances de 1'éleve, et éventuellement d'autres
éléments caractérisant par exemple les styles cognitif, d'apprentissage et affectif de ce
dernier.

L'état des connaissances de l'éléve a souvent ét€ considéré en EIAO comme une sorte de
variante des connaissances modélisées dans le "module domaine", qu'il s'agisse de
.I'approche modele de connaissances partielles {ou "overlay model”), ou de I'approche
modéle de connaissances erronées (ou "buggy model").

Les modeles de connaissances partielles ne retiennent que les connaissances du domaine
plus ou moins maitrisées par |'apprenant. Certaines de ces approches sont basées sur
I'hypotheése forte que les connaissances de 1'éléve sont incluses strictement dans les
connaissances du domaine et que les erreurs peuvent étre expliquées par une absence de
connaissances ; d'autres, sans adhérer i cette hypothese, ne traitent que ce type
d'information, Des coefficients numériques ou symboliques peuvent représenter des
degrés de confiance : confiance ou maitrise de I'éléve, supposée par le systéme,
reladvement aux éléments de connaissance, ou bien degré de confiance que le systeéme a
dans I'hypothése qu'il fait sur la connaissance de 1'éléve. Le diagnostic consiste dans ce
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cas & déterminer quelles connaissances (de référence) I'€léve utilise correctement et celles
qu'il ne sait pas utiliser, avec éventuellement des coefficients de confiance ; il utilise
généralement un processus de comparaison du comportement de résolution de I'éléve 2
celui du module "domaine”.

Les approches "buggy model” considerent qu'il ne suffit pas de disposer des
connaissances correctes maitrisées par I'éléve pour comprendre son comportement, en
particulier lorsqu'il est erroné, mais qu'il faut avoir des idées sur les erreurs qu'il fait.
Une hypothése de ces approches est qu'une erreur, lorsquelle a un caractére
systématique chez un éleéve, peut avoir une explication rationnelle en terme de
"connaissance erronée” ou incorrecte ; une erreur est un symptdme. Cette approche, qui
donne tout son sens au terme "diagnostic”, propose donc de représenter dans le MA ala
fois des connaissances correctes et des "connaissances incorrectes” de I'éleve. Cette
derniere appellation semblant paradoxale, certains parlent plutdt de conceptions ou de
"croyances” de l'apprenant.

Quelle que soit I'approche et les objectifs d'wiilisation du MA, un processus de diagnostic
reldve d'un raisonnement sur le raisonnement de l'apprenant et met en jeu des
connaissances du domaine, il est donc de niveau méta. De nombreux travaux ont été
consacrés A la modélisation de I'apprenant ; le projet ELECTRE, qui a tenté de concilier
des connaissances, des hypothéses psychologiques et didactiques et un certain état de
T'art en IA, met en jeu plusieurs aspects "méta"” et fait probablement partie des approches
les plus élaborées.

I1.2.2 Le projet ELECTRE, architecture et diagnostic cognitifs

Le projet pluridisciplinaire ELECTRE en électricité [Paliés & al 86] avait pour premier
objectif de tester par simulation informatique un modele d'architecture cognitive
complexe, qui comportait, outre des éléments de catégorisation des problemes et des
connaissances attachées (prototypes, schémas et heuristiques), un niveau de
métaconnaissances portant sur le parcours des connaissances en situation de résolution ;
cette architecture cognitive étant supposée commune aux "experts” et aux "novices”, les
comportements erronés des "novices" étaient expliqués par des contenus différents, ceux-
ci par exemple privilégiant des traits de surface pour décrire prototypes ou schémas et
appliquant des heuristiques erronées de simplification du probleme.

Le second objectif était de réaliser un module de diagnostic automatique pour engendrer
un modgle d'apprenant  partir des réponses 2 un ensemble d'exercices-tests [Palies 88].
Ce module, correspondant 4 une modélisation du comportement du psychologue en
situation d'analyse de protocoles, analysait ces réponses avec des mécanismes inspirés de
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I'apprentissage symbolique automatique, en utilisant des connaissances sur le domaine et
sur les erreurs des novices ; il produisait ainsi des éléments du modele de {'apprenant en
modifiant ceux du module domaine (seules deux étapes sur les cing prévues ont été
implémentées). Du point de vue informatique, il a nécessité la réalisation spécifique d'un
systeme ou des régles pouvaient modifier d'autres regles.

I1.2.3 D'autres approches

Des travaux se sont intéressés a d'autres aspects méta dans le MA, en particulier en
termes de reconnaissance de plans ou d'intentions de résolution (par exempie [Py 90]).
Par ailleurs J. Self [Self 91] propose une approche de formalisation (proche des idées
exposées dans [Baron 88]) en termes de modélisation d'agents et de systémes de
croyances, ol le MA est une partic des "croyances” du systéme : il est constitué de
croyances que le systéme a sur les connaissances de l'apprenant, qui peuvent étre de
différents niveaux. Il analyse dans ce cadre théorique plusieurs aspects méta, dont les
traitements pour constituer, mettre 3 jour et utiliser un MA, ce demier aspect relevant pour
I'essentiel du module tutoriel.

III. Conclusion |

1l conviehdrait, pour avoir un apergu pius complet des interventions du méta en EIAQ, de
compléter les aspects évoqués ci-dessus par les aspects relatifs au module tutoriel (voir
par exemple [Labat 90]) et au module interface ; ceux-ci mettent en jeu d'autres points de
vue sur le domaine enseigné et d'autres connaissances, sur les processus d'apprentissage
humains, sur l'enseignement, sur les ordinateurs et leur utilisation par des individus en
situation d'apprentissage. En effet, la tiche d'un STI est d'aider un apprenant 4 apprendre
des connaissances par la résolution de problémes, et non simplement (si I'on peut dire 1)
de résoudre des problémes du domaine, comme on le demandait il y a quelques années
aux premiers "systémes experts”.

En résumé, la réalisation des diverses fonctionnalités souhaitées dans un STI fait ainsi
intervenir de manieére plus ou moins directe plusieurs sortes de connaissances, parmi
lesquelles on peut proposer de distinguer :

- un certain ensemble "objectif” de connaissances du domaine pour la résolution de
problémes, dont la précision & un niveau donné n'est pas toujours simple,

- les connaissances d'un individu, qui peuvent comporter des niveaux méta
(connaissances dans un domaine, connaissances plus générales, capacités cognitives et
métacognitives)

- des connaissances sur les connaissances du domaine (épistémologie, organisation,
transposition didactique ...),
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- des connaissances sur les connaissances des individus (connaissances sur le
développement cognitif humain en général, sur les processus d'apprentissage, sur les
conceptions fausses typiques dans un domaine, sur les cursus scolaires ...),

- des connaissances "didactiques” qui prennent en compte les diverses connaissances ci-
dessus pour concevoir des situations d'apprentissage et pour agir dans ces situations de
maniére 3 favoriser des modifications souhaitées de 1'état des connaissances de
l'apprenant,
- et bien siir, des connaissances en informatique et en IA, en particulier sur la

représentation des connaissances.

Ces diverses sortes de connaissances ne sont pas nécessairement toutes a expliciter dans
un EIAO, certaines peuvent guider ou justifier implicitement des choix de conception ou
de représentation ; il ne serait d'ailleurs pas réaliste de penser pouvoir formuler toutes les
connaissances qui permettraient de rationaliser explicitement a priori tous les actes
d'enseignement ou d'apprentissage.

La conception d'EIAO nécessite donc reflexion sur des connaissances tres diverses, dont
certaines ne sont en général pas explicitées chez les enseignants ; elles ne se limitent pas
aux connaissances du domaine pour la résolution de problémes, dont la modélisation
s'avére cependant fondamentale et délicate. Les articles qui suivent s'inscrivent dans une

telle réflexion.
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Résumé : :

A partir de I'expérience de collaboration IA/Didactique que nous avons menée au
sein du projet ELISE, nous tentons de dégager les points de convergences et les apports
réciproques de ces deux disciplines sur lesquels peut s'appuyer un travail commun en
EIAQ.

ELISE est un projet pluridisciplinaire dont I'objectif est ia conception d'un logiciel
i base de connaissances pour permettre 2 des étudiants de l'enseignement scientifique
d'acquérir des savoir-faire sur le calcul des primitives, par la résolution de problémes et
les explications

Dans ce texte ELISE est d'abord globalement située par rapport aux
problématiques de 'TA et de Ia Didactique, puis la méthodologie adoptée pour sa
conception est exposée. Ensuite l'interaction érudiant/logiciel mise au point et testée
auprés des utilisateurs est présentée. Elle est structurée par ce que nous appelons des
"situations d'interaction” qui sont liées 2 L= tiche et aux objectifs respectfs du sys@me et
des utlisateurs. Enfin nous présentons les résultats des tests concernant les explications

Si les situations d'interaction présentées ici sont spécifiques & un champ de
connaissance donné, la notion de situation d'interaction et le mode de collaboration
1A/Didactique que nous avons expérimenté nous semblent pouvoir concerner aussi la
conception de systémes d'EIAQ et de systémes & base de connaissances.

Mots-clés :
EIAOQ, explications, interaction homme machine, mathématiques, enseignement de
méthodes .

1. Introduction

La nécessité d'un travail pluridisciplinaire en Intelligence Artificielle, en EIAQ et
sur les explications n'est plus 3 démontrer (par exemple [BARON 1982], [EIAO 1989,
1991], [EXPLICATIONS 1991,1992]). Cette collaboration que la communauté de
chercheurs appelle de ses veeux n'est pas toujours aisée a metire en ceuvre du fait des
différences dans les problématiques, les méthodologies, les concepts. Dans ce texte, &
partir de I'expérience de collaboration IA/Didactique que nous avons mence au sein du
projet ELISE, nous souhaitons dégager les points de convergence et les apports
g&proqucs ces deux disciplines sur lesquels peut s'appuyer un travail commun en

0.
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ELISE est un projet pluridisciplinaire dont I'objectif est Ia conception d'un logiciel
4 base de connaissances pour permettre a des étudiants de ['enseignement scientifique
d'acquérir des savoir-faire sur le calcul des primitives, par la résolution de problémes et
les explications. Ce projet est né de la rencontre de deux équipes. Les informaticiens
chercheurs en EIAO a I'Université du Maine, travaillent sur un logiciel A base de
connaissances qui résout des problémes de calcul de primitives et donne des explications
sur sa résolution. Les chercheurs en Didactique des mathématiques s'intéressent i
l'enseignement explicite de méthodes, en particulier pour le calcul de primitives!.

Le paragraphe 2 situe ELISE par rapport aux problématiques IA et Didactique. Le
paragraphe 3 définit la méthodologie adoptée pour la conception d'ELISE. Le
paragraphe 4 présente l'interaction étudiant/logiciel mise au point et testée aupres des
utilisateurs. Le paragraphe 5 analyse les résultats de ces tests concernant les explications.

2. Problématiques

ELISE se situe a l'intersection de deux courants de recherche :

 les recherches en Intelligence Artificielle sur les systémes 2 base de
connaissances et particulierement les systémes experts explicatifs et leurs
applications & I'enseignement,

« les recherches en psychologie cognitive et en Didactique portant sur
l'apprentissage des mathématiques par la résolution de problémes, et
particulierement sur 'enseignement explicite de méthodes.

Dans ce paragraphe nous précisons les points de convergence entre ces courants
sur lesquels s'appuie la collaboration pluridisciplinaire pour 12 conception dELISE.

2.1. Systémes experts explicatifs

La problématique d'ELISE concernant les explications dans les systémes experts,
est issue d'un premier travail pour un DEA d'Intelligence Artificielle. II s'agissait de
doter le résolveur de problemes CAMELIA [VIVET 1984] d'outils d'explications afin
d'utiliser CAMELIA comme module expert du tuteur intelligent AMALIAZ. Nous
présentons d'abord ce travail, puis les différentes problématiques pour produire des
explications dans les syst¢mes experts, avant d'exposer la problématique du projet
ELISE dans ce cadre.

2.1.1 Produire des explications avec CAMELIA
CAMELIA est un résolveur de problémes de calcul algébrique congu pour établir

des preuves et conduire des calculs symboliques en faisant appel a des algorithmes et &
des heuristiques. Dans le cadre d'une utilisation pédagogique de CAMELIA, des outils

1 Les participants directs au projet ELISE sont:

- Martial Vivet qui a congu et réalisé CAMELIA, a dirigé ce travail de recherche du point de vue Intelligence
Artificielle ; il dirige au LIUM une équipe de recherche sur les nouvelles technologies de I'éducation ;

- Marc Rogalski (professeur 4 I'Université de Lille) qui a fourni l'analyse du domaine et a dirigé ce iravail du
point de vue de la didactique des mathématiques

- Elisabeth Carrigre (LIUM) qui travaille sur la base de connaissances et le résolveur de problémes ; ]

- Elisabeth Delozanne (LIUM) qui a congu et réalisé les maguettes et les outils correspondants, organisé les
séances de tests auprés des usagers et le dépouillemnent des résultats, proposé une analyse de ces résultats qui a
ensuite €1 discutée par I'équipe, et enfin précisé les spécifications du systéme i partir de cette analyse remaniée

_ i’lus ponctuellement, nous avons bénéficié des avis de d'Aline Robert (IREM de Paris 6-7) et de 1a réflexion des
membres du groupe de travail Math et Méta (DIDIREM, LAFORIA, LIUM, LRI).

2 cr [VIVET 1987], [VIVET et al 1988], [CARRIERE et al 1990]
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d'explications ont été développés pour permettre au systeme de répondre a certaines
questions de 1'éléve sur la résolution proposée par la machine. Ces outils travaillent sur
la trace de résolution du systéme et fonctionnent en deux temps.

Le premier temps consiste 2 filtrer I'arbre de résolution en utilisant trois criteres :

« le type de l'explication : exposer la solution (présenter la branche succeés),
commenter la résolution (présenter le brouillon, c'est-3-dire la démarche de
recherche, y compris les tentatives infructueuses), et justifier (expliciter les
raisons des choix effectués) ;

« le degré de détail souhaité : pas A pas, ou les grandes étapes ;

» les themes 2 détailler ou A ne pas détailler.

Le deuxi®me temps consiste 2 traduire 1'arbre compacté en langage "clair” pour
I'éleve.

CALCUL DE prim {x * cos x) dx
ESSAI DE : INTEGRATION DE U*U ECHEC

APPLICATION DE : Produit dun montme ct d'une fonction log, expo ocu
rigo
X est un monéme €n x
cos x est une fonction trigonométrique de x
CALCUL DE intégrer-par-parties (x* cos x) dx
APPLICATION DE : PRIM UV'=UV -PRIM UV
1- poser u = x et calculer sa dérivée u’
la dérivée dexest 1
2- poser v'= cos x ¢t calculer sa primitive
prim (cos x) dx = Sin X
3- chercher la primitive de u'v
prim (sin x) dx =~ ¢cOs X
4- uv -prim u'v = (cos x) + x*(sin x)
RESULTAT
inte zrer-par-parties (x* cos x) dx = (cos x) + x* (sin x)

RESULTAT
prim x*(cos x) dx = (cos x)+ x*(sin x)

figure I : Exemple de résolution commentée par CAMELIA (copie d'écran)

Dans CAMELIA, les explications sont congues comme des réponses apportées par
le systéme 2 des questions de type "Comment ?" et "Pourquoi 7" posées par un éleve
aprés une résolution proposée par le systéme. Le raisonnement explicatif repose donc
d'une part, sur les connaissances du systéme dans le domaine (trace de résolution et base
de connaissance), et, d'autre part, sur des informations concernant I'éi¢ve et la session
fournies au systéme explicateur par un (futur) module pédagogique.

Les limites de cette démarche sont de deux natures différentes [CARRIERE et al
1990] :
» la premiére concerne la représentation des connaissances du domaine pour

obtenir un systéme expert explicatf,
« la deuxiéme concerne la pertinence des explications dans l'interaction.

2.1.2 Deux problématiques

La premiére de ces limitations est un probléme bien repéré dans les recherches sur
les systémes experts explicatifs. De nombreux chercheurs en Intelligence Artificielle
estiment que 1'ajout d'un module d'explication & un systéme expert existant est un travail
quasi impossible si la tiche d'explication (a fortiori d'enseignement) n'a pas €t€ prise en
compte dés la phase de conception du résolveur de problemes.
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Une difficulté particulit¢re consiste A identifier les connaissances strarégiques de
résolution, celles qui permettent qu'un systéme expert “raisonne sur son raisonnement”
et en particulier les métaconnaissances qui permettent d'évoquer les connaissances,
de faire des choix raisonnés et donc de justifier ces choix. En effet on ne trouve ces
connaissances dans les manuels que de fagons éparses et ponctuelles, et les experts du
domaine les mentionnent incidemment en cours de résolution mais ne les énoncent pas
spontanément et systématiquement. Or la qualité, la variété et l'organisation de ces
connaissances sont tout 2 fait cruciales pour un systéme dont l'objectf est de s'expliquer
et/ou d'enseigner. Les écueils A éviter dans la représentation de ces connaissances dans
un systdéme expert explicatif sont de plusieurs ordres :

« éviter les critéres informatiques qui n'expliquent rien & un humain,

« éviter les régles ad hoc trop spécifiques qui peuvent conduire a des

généralisations abusives,

« éviter les heuristiques rop générales pour étre utilisables.

Ces préoccupations de concepteurs de base de connaissances & la recherche de
connaissances stratégiques nécessaires 3 l'explicationl!, sont trés voisines des
préoccupations des didacticiens s'intéressant 2 l'enseignement explicite de méthodes?.

La deuxiéme limitation se rapporte a la pertinence des explications dans
linteraction homme-machine en général et dans I'interaction avec un logiciel dEIAQO en
particulier.

Dans les recherches sur les systémes experts explicatifs, la préoccupation premiére
a été de s'intéresser aux connaissances nécessaires pour produire des explications, a leur
explicitation et & leur représentation, c'est-a-dire & développer les capacités d'explication
des systémes i base de connaissances. Depuis quelques années une préoccupation
nouvelle retient l'attention des chercheurs : les utlisateurs, en particulier industriels,
n'utilisent pas (ou utilisent trés peu) les fonctionnalités explicatives des systeémes 2 base
de connaissances. On peut envisager plusieurs raisons i ce comportement :

« les ordinateurs n'ont pas la réputation d'étre conviviaux, et les utilisateurs ne

demandent pas ce qu'ils ne pensent pas rouver,

« I'interaction avec une machine est dirigée vers des commandes plus que vers des

explications,

+ les explications présentées par les logiciels ne sont pas suffisamment pertinentes

par rapport aux attentes de l'utilisateur.

Dans les recherches récentes, on s'intéresse maintenant beaucoup a la pertinence
des explications, c'est-2-dire aux besoins des utilisateurs en matiére d'explication.
L'explication n'est plus congue comme une réponse ponctuelle i des questions
"Comment 7" et "Pourquoi ?" de I'utilisateur mais comme un discours du systeme, un
dialogue entre deux systémes de connaissances ou comme un processus €émergeant de
l'interaction homme-machine lors de I'exécudon d'une tiche commune [EXPLICATION
1991, 1992]. Des études en collaboration avec des linguistes, des ergonomes et des
psychologues sont menées pour modéliser les dialogues explicatifs, les stratégies de
discours, étudier la place des explications dans l'interface. Mais on est encore tres loin
d'une théorie de I'explication.

Dans cette problématique, l'explication est ainsi située dans le cadre plus général
de l'interaction homme-machine.

1 cf. [CLANCEY 1983], [KASSEL 1986}, [VIVET 1987], [CARRIERE et DELOZANNE 1989], [CAUZINILLE
1991], [BRUILLARD 1991], [AUSSENAC 1989], [JIMENEZ 19%(], {BOURI et al 1990]

2¢y, [SCHOENFELD 1985], [ROBERT et al 19871, [ROGALSKI 1589]
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2.1.3 ELISE, conception d'um systéme explicatif

Le premier travail que nous avons mené pour construire des outils d'explication
autour du résolveur de problémes CAMELIA, nous a fait retenir trois points essentiels
pour concevoir un systéme utilisable 2 des fins d'enseignement :

1/ prendre en compte la tiche d'explication dés la phase d'acquisition des

connaissances, '

2/ insérer les explications données par le systéme dans des scénarios d'interaction

qui leur assurent une pertinence par rapport aux objectifs du systéme et de
I'utilisateur.

Sur ces deux points un travail en commun didacticiens/informaticien nous est
apparu comme une¢ nécessité incontournable, et nous a amené 3 nous intéresser a
l'apprentissage par la résolution de problemes.

2.2. Apprentissage par la résolution de problemes

Ainsi, le deuxiéme courant de recherche auquel se rattache ELISE, s'intéresse &
I'apprentissage par la résolution de problemes, et plus particuliérement i l'enseignement
de méthodes.

2.2.1 Enseignement explicite de méthodes

Souvent en mathématiques, les étudiants sont censés apprendre en faisant de
nombreux exercices d'application. Dans ces exercices, I'enseignant indique au passage
les théor2mes 2 appliquer, la démarche 2 suivre, ponctuellement, il peut expliquer
pourquoi ¢a marche, mais généralement, c'est a I'étudiant de le deviner.

"Pourquoi ne pas enseigner explicitement les méthodes qui, dans chaque domaine
relativement limité, permettent d'amorcer la résolution de problémes de ce domaine 7 Ne
serait-ce pas un moyen de combler un mangue évident de Ienseignement, de le rendre plus
efficace, de mieux dominer les concepts mathématiques en montrant explicitement comment
ils servent 7 " [ROGALSKI 1990].

Mais qu'est-ce qu'une méthode?
“Une méthode ou un ensemble de méthodes sur un champ donné est la description d'un
ensemble d'activités du sujet, portant sur I'analyse et le classement de problémes 4 résoudre
dans un domaine assez précis, l'utilisation des outils et techniques disponibles, les
stratégies et tactiques possibles, la gestion dans le temps des choix des stratégies et de leur
dé&roulement, la conscience de ces choix, les moyens de contrdle et de retour en arriére pour

procéder i d'autres choix...
Un algorithme produit une réponse, une méthode fournit des questions : quoi, pourquoi,

comment, par quels moyens... et donne des outils pour générer et contrdler Ia recherche des
réponses” [ROGALSKI 1990).

2.2.2 ELISE, un logiciel pour donner des lecons de méthodes

Une méthode est ainsi un outl d'organisation du travail de résolution basée sur un
classement des problémes et des outils de résolution, ce classement étant justifié par les
propriétés des objets manipulés. A ce titre, une méthode nous intéresse, nous
concepteurs de logiciel dEIAO, pour [a construction d'une base de connaissances plus
explicative :

« le domaine est smucturé par la méthode,

« la méthode contient de nombreuses informations pour évoquer les outils et les
évaluer sans passer par des évaluations numériques difficilement explicables,

« 1a méthode exprime les connaissances stratégiques propres au domaine ; en
particulier elle explicite les classes de problémes et propose des justifications -
basées sur les propriétés des objets manipulées- pour les démarches de
résolution associées.
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Or I'explicitation de ces métaconnaissances est essentielle pour les explications
(Cf. § 2.1) et constitue ainsi une préoccupation commune aux deux disciplines 1A et
Didactique. Mais, l'enseignement explicite de méthodes nous intéresse également comme
stratégie d'enseignement adaptée au domaine et au public cible. Dans le domaine qui
nous concerne, l'enseignement explicite de méthodes nous fournit les analyses
didactiques préalables & 1a conception du logiciel :
» analyse cognitive et didactique des connaissances de référence (la méthode)
« analyse du public cible et des difficultés usuelles (difficultés liées au contrdle de
la résolution davantage que difficultés sur les techniques),
« analyses des connaissances prérequises (connaissances de base et connaissances
techniques),
» définition des objectifs d'enseignement qui sont ceux de l'enseignement explicite
de méthodes (Cf. [ROBERT et al 1987], [ROGALSKI 1990]) et plus précisément
- entrainer & la méthode (pas au calcul),
- rendre opérationnelles des connaissances étudiées en cours sur des exercices
pas trop simples (différence avec le rituel des exercices d'application),
- Inciter 4 anticiper,
- susciter un questionnement.

Cette stratégie définit un contexte d'utilisation intéressant pour un logiciel dEIAO
qui permet de dépasser les limites des logiciels "exerciseurs” qui entrainent les
apprenants 2 appliquer localement des techniques. Le role du logiciel est de donner des
lecons de méthodes c'est-3-dire d'inciter @ la réflexion sur les choix faits et 2 faire au
cours d'une résolution, de guider cette réflexion par des principes de classification des
problémes et des outils. Pour la définition des interactions étudiants/logiciel, on peut
résumer le point de vue des didacticiens de I'équipe en quatre slogans :

» donnez aux étudiants l'occasion d'agir,

« incitez-les & anticiper, i se poser des questions, & appliquer la méthode,

« ne donnez pas trop de détails,

« ne résolvez pas le probléme 2 la place des étudiants.

2.2.3 Pertinence des explications

Dans le cadre d'une interaction avec un logiciel d'EIAQ, il faut s'interroger sur le
role des explications dans I'apprentissage par la résolution de problémes. Or, il apparait
que peu de didacticiens se sont intéressés 2 'heure actuelle aux explications!. Pire, ils
sont wes méfiants quant aux explications : tout enseignant a pu constater que "montrer”
une explication aussi bonne soit-elle, & un éléve qui la "regoit”, ne suffit pas pour
"transmetire” une connaissance a cet éléve. Cette conception de I'apprentissage sur un
modele ransmission-réception est considérée comme assez souvent inefficace par les
chercheurs en Didactique et en sciences de I'éducation qui lui préférent une conception
ol les activités de I'apprenant sont déterminantes.

Dans cette optique, pour construire un logiciel qui enseigne a partir d'explications,
il faut répondre 2 des questions portant sur le role des explications dans l'apprentissage :

* Quelle est l'activité de l'éléve quand le systéme "expose”, "commente” ou
"justifie” ses propres résolutions ?

 Pour I'éléve, regarder une solution détaillée, regarder un systeme chercher,
regarder une justification, est-ce source d'apprentissage ?

 Un logiciel qui résout les exercices a la place des étudiants est-il beaucoup plus
utile qu'un livre d'exercices corrigés, et si oui a quelles conditions ?

! Suite 2 un questionnement de IEIAO, se penchent actuellement sur ce probiéme des didacticiens des
Mathématiques (Nicolas Balacheff [BALACHEFF 1990 a et b] et Marc ROGALSKI) et dela Physique (Marie-
Genevidve Séré et Annick Weil Barais [Explication 1990}
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Cette problématique place Uinteraction au cceeur de l'appreniissage et les
explications ne sont alors pertinentes que si elles interviennent dans le cadre de scénarios
d’interaction précis (de "situation didactiques?”) mis au point pour faciliter
Uapprentissage d'un champ de connaissance donné dans un contexte précis.

Sur ce point encore, on Terouve une certaine convergence entre les problématiques
de certains chercheurs en IA et en Didactique.

Nous avons ainsi structuré les interactions logiciel/étudiants autour de ce que nous
avons appelé des "situations d'interaction” qui sont caractérisées par des objectifs,
une tiche, des stratégies i mettre en ceuvre pour effectuer cette tiche, des actions a
l'interface pour mettre en ceuvre ces stratégies ou demander de l'aide, enfin, les
rétroactions du systéme (dont des interventions explicatives). Pour reprendre la
terminologie d'E. Cauzinille [CAUZINILLE 1991], les situations d'interaction mettent
en ceuvre une stratégie d’appropriation par I'apprenant des connaissances a expliquer et
pas seulement une stratégie de présentation de ces connaissances. Marc Rogalsk
[ROGALSKI 1992] parle de "situations explicatives” ou de "moments explicatifs d'une
situation didactique donnée”.

Les situations d'interactions mises au point dans ELISE sont présentées au §4.
Ces situations sont spécifiques 2 ELISE, mais la conception de T'explication comme
processus émergeant de I'interaction entre I'apprenant et des situations spécialement
congues pour favoriser un apprentissage donné, nous semble une conception assez
générale pour &tre transposables 2 d'autres systemes en EIAOQ.

3. Méthodologie de conception

De notre point de vue, d'une part la collaboration pluridisciplinaire et, d'autre part
I'absence de théorie de linteraction en EIAO imposent une démarche itérative de
conception. La figure 2 représente les différentes étapes de cette démarche. Nous
présentons les modalités de collaboration que nous avons adoptées pour le projet ELISE,
en précisant,  chaque étape de la démarche de conception, le role de chaque discipline et
en insistant sur les résultats concernant la base de connaissances et les explications.

La collaboration s'est organisée autour de quatre axes !

« un systéme 2 base de connaissances résolvant les problémes sur le domaine,
CAMELIA qui a servi de premier prototype au projetl,

o un cours polycopié qui expose aux étudiants une méthode de résolution de
problemes du domaine,

+ des maquettes simulant le comportement du logiciel & construire pour mettre au
point les interactions et expliciter les connaissances nécessaires,

+ des séances de tests auprés des utilisateurs.

Les paragraphes qui suivent présentent les rois derniers axes, sans Tevenir sur le
travail pour CAMELIA qui a servi & définir la problématique d'ELISE.(§ 2.2.1).

1 CAMELIA résout les problémes du domaine mais sans appliquer systématiquement la méthode.
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Analyses:

- du domaine

- du public cible
- des objectifs

!

&4 Identification des connaissances

: :

Formalisation des connaissances |4 oI | Analyse des modes d'interaction

4 8

Réalisation du résolveur :

Mise au point d'une maquette

:

Tests auprés des utilisateurs

, l

Implémentation

) 4
Evaluation

figure 2 : Démarche de conception d'ELISE

3.1. La méthode de recherche de primitives

La connaissance de référence figure dans un cours polycopié qui expose & un
public étudiant, une méthode pour rechercher des primitives. Cette méthode, mise au
point par Marc Rogalski [ROGALSKI 1988], est enseignée depuis quelques années a
des étudiants de premiére année de I'enseignement universitaire scientifique (DEUG A).
Elle s'inspire en partie d'une méthode utilisée par Schoenfeld [SCHOENFELD 1985].
Cette méthode structure les connaissances pour résoudre des problémes du domaine en
stratégies, tactiques, techniques et résultats connus.

La méthode propose trois stratégies :

» la simplification reposant sur un classement des outils,

» 1a classification reposant sur un classement des problémes,

« des stratégies complémentaires (récurrence ou identification polynomiale)
proposant des techniques spécifiques pour certaines classes de problémes.

Chaque stratégie donne lieu a plusieurs factiques suggérant des actions 2 tenter

dans certaines situations. Ces tactiques s'appuient sur irois techniques principales de
calcul qui sont l'intégration par parties, le changement de variable et la décomposition
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des fractions rationnelles. Enfin, il est essentiel de savoir par coeur les primitives
d'un certain nombre de fonctions usuelles.
Par exemple :
dans la stratégie de classification, 3 la classe de probiémes (tactique) "Fractions
rationnelles en sin, cos, tg", est associée une démarche de résolution (changement de
variable t = tg x/2) et un objectif (pour se ramener & une fraction rationnelle). La
tactique précise que, sur certains cas particuliers, on peut utiliser des changements de
variable ( t= g X, t = c0s X, t = sin x) qui donnent licu 2 des calculs plus simples.

A partir de ce polycopi€ et du travail sur CAMELIA, nous avons élaboré une base
de connaissances (papierl) organisée en quatre niveaux [CARRIERE et DELOZANNE
1990], [DELOZANNE 1992} :

o niveau 1, les connaissances de base (les résultats connus et les connaissances de

calcul algébrique),

« niveau 2, les connaissances opératoires, c'est-a-dire les connaissances techniques
de la méthode (intégration par parties, changement de variable, décomposition
d'une fraction rationnelle en éléments simples),

- niveau 3, les connaissances stratégiques propres au domaine, c'est-a-dire les
tactiques de la méthode (démarche type associées a des classes de fonctions,
conditions favorables pour l'utilisation des techniques),

o niveau 4, les connaissances générales de contréle de la résolution (par exemple,
privilégier une démarche siire, ne pas défaire ce que I'on vient de faire ).

Connaissances de niveau 3

STRATEGIE : simplification
TACTIQUE : simplifier un produit de fonctions dissemblables par Intégration par Parties

UTILISATIONI : (objectif : se ramener 2 une primitive pius simple ...)

UTILISATION? :
OBJECTIF: Retrouver la fonction de départ
PRINCIPE :

Avec des sin ou cos ou sh ou ch, on peut retrouver la fonction de départ aprés 2 IPP,
et trouver une relation vérifiée par la primitive cherchée
JUSTIFICATION :
On joue sur le fait que sin et cos, sh, ch sont stables par 2 dérivations
ou intégrations (3 une constante multiplicative prés)
CONTROLE
ENTREE :
CONDITIONS :  produit dont un facteur est sin, cos, ch, sh
DEMARCHE : 2 IPP successives
SORTIE : une relation permettant de calculer la primitive de départ
SURETE : démarche siire avec des sin et cos; dépend des coefficients avec des sh et ch
EXEMPLES :  [sinx.eXdx,[/ch2x.cosxdx,[sh3x.eXdx,[ch2x.shxdx

CONTRE-EXEMPLES: J[shx.eXdx,[Jchx.shxdx

figure 3 : extrait de la base de connaissances

Iy s'agit d'une premiére formalisation en amont de la représentation informatique.
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3.2. La réalisation de maquettes

La construction de maquertes successives, simulant le fonctionnement d'ELISE
A partir des spécifications obtenues a 1'étape précédente permet de définir des
situations d'interaction pour atteindre les objectifs d'enseignement déterminés avec
les didacticiens.

Le role de ces maquettes est tres important dans la collaboration interdisciplinaire.
Elles aident 3 une meillenre compréhension entre les informaticiens et les didacticiens en
concrétisant les différents points de vue, et en leur permettant d'évoluer. Les
informaticiens proposent des maquettes, les didacticiens les font fonctionner, les
éwdient, les discutent, proposent des idées.

En ce qui concerne la construction des scénarios d'interaction, les didacticiens
dans la démarche d'"ingénierie didactique” [ARTIGUE 1988] sont habitués a spécifier
des situations, mais pas de fagon aussi détaillée que ne I'exige un cahier des charges
informatique. De plus, l'utilisation pédagogique de l'informatique étant encore
embryonnaire, les didacticiens ne disposent ni de la théorie ni de I'expérience pour
définir a priori des scénarios d'interaction avec un logiciel. La construction de maquettes
est ainsi un moyen "d'éliciter” les connaissances des didacticiens en matiére d'interaction
explicative.

C'est donc au concepteur informaticien de proposer de tels scénarios, les
méthodologies d'ingénierie mises au point par les didacticiens servant de guide a leur
conception.

3.3. L'organisation de tests auprés des utilisateurs

L'interaction entre un systéme informatique et un utilisateur est encore un domaine
de recherche. En l'absence de théorie, les séances de tests auprés des utilisateurs sont
une nécessité dans la phase d'étude et de mise au point d'un logiciel [COUTAZ 1991],
[DIENG 1990], [PAQUETTE 1991], [ROG.ALSKI 1992].

En ce qui concerne le projet ELISE, la maquette qui a été testée, a €té réalisée
sur HyperCard. Elle a été appelée HYPER-ELISE et tourne sur Macintosh.

Pour la conception des séances de tests, le recueil des données et leur exploitation,
1a encore, les concepts, les méthodes et l'expérience des didacticiens ont servi de guide,
en particulier les conseils de "vigilance indispensable & garder pour ne pas oublier de
relativiser les résultats compte tenu des conditions de production (des données)
[ROBERT 19921". Sur ce terrain A nouveau, la Didactique apporte un questionnement et
un savoir-faire fructueux pour I'EIAQ.

Pour le projet ELISE, ces séances avaient pour objectifs :

« d'analyser le fonctionnement des étudiants dans les situations,

» de mettre au point les aides et explications,

» de corriger les défauts flagrants,

» de pointer les distorsions, les difficultés rencontrées par les utilisateurs,
s d'étudier et définir les paramétrages a prévoir.

Il s'agit donc d'une étude qualitative de I'interaction, pas d'études statistiques de
l'influence du logiciel sur les performances des utilisateurs. Ces tests sont considérés
comme une évaluarion formative du logiciel et non comme une évaluation finale d'un
produit. Les tests ont été organisés aupres des utilisateurs finaux d'ELISE que sont les
étudiants et auprés des responsables du contexte d'utilisation que sont les enseignants.
Nous présentons ici la conception des séances de tests, le recueil des données et leur
exploitation. Les résultats sont exposés lors de la présentation des situations au

paragraphe 4.



3.3.1 Les contextes de l'expérimentation

Etant donné 'objectif du projet qui consiste & spécifier un ouwtil s'insérant dans un
dispositif d'enseignemen, il nous semble important de tester le logiciel dans de réels
contextes d'enseignement. L'expérimentation a été organisce, pendant les horaires
usuels d'enseignement, sur 30 éwudiants de DEUG Al de deux universités différentes a
Lille et au Mans pour varier les contextes d'utilisation.

Les distinctions les plus significatives entre ces deux séances de tests portent sur
l'enseignement préalable et le contrat de classe lors de ces tests.

Dans les deux cas, la maquette HYPER-ELISE a été testée apres un cours :

« 2 Lille, le cours dispensé par Marc Rogalski se situe dans le cadre d'un
enseignement explicite de méthodes et le polycopié qui a servi de base 2 la
conception dELISE a été distribué aux étudiants une semaine auparavant ;

« au Mans, un polycopié sur le caicul de primitives a été distribué aux étudiants la
veille de I'expérimentation ; le cours, suivi de sept heures de TD, portait sur les
techniques et ne comprenait pas d'enseignement de méthodes.

Les différences de contrat ont masqué en grande partie les différences portant sur

le type d'enseignement précédent l'utilisation d'HYPER-ELISE :

« 3 Lille, les étudiants pensaient faire une séance ordinaire de TP de mathématiques
sur ordinateur : ils ont peu exploré, pen posé de questions, ont donné
l'impression de vouloir résoudre les exercices proposés et, pour certains,
apprendre 2 partir de leurs résolutions ;

« au Mans, les étudiants ont accepté de se rendre exceptionnellement en salle
d'informatique pendant un TD de mathématiques pour tester un logiciel : ils ont
exploré, débogué, critiqué, donné leur avis, mais se sont (dans I'ensemble) peu
engagés dans la résolution des exercices.

Pour cette raison quand nous nous intéressons au fonctionnement mathématique
des étudiants sur les situations, nous nous appuyons surtout sur 'analyse des résultats
des groupes de Lille.

3.3.2 Le recueil et l'analyse des données
Pour réaliser ces tests, nous avons retenus plusieurs capteurs d'informations.
a) mémorisation des actions des étudiants a l'interface

La maquette contient un “mouchard" qui garde la trace des actions des étudiants
sur Ie logiciel. Cette trace permet de rejouer les sessions et donne des indications sur le
temps passé entre deux actions. En analysant ces traces, on obtient donc les scénarios
d'wtilisation du logiciel par les différents groupes. L'analyse des traces est faite en partie
automatiquement (€lagage et reformulation en langage clairl, calcul des temps passés sur
chaque situaton).

Par contre, les intentions des étudiants sont parfois difficiles ou impossibles a
déterminer ou méme i deviner en étudiant la seule trace. En particulier, on peut constater
qu'ils ont rencontrés une difficulté, mais on ne comprend pas toujours laquelle. C'est un
probléme bien connu de toutes les personnes qui essayent de comprendre le
comportement de l'utilisateur & partir d'une trace de ses actions([PY 1991],
[BALACHEFF 1991]). D'autres sources d'informations sont donc nécessaires.

! Enfin presque !
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b) questionnaire

Un questionnaire rempli par les €tudiants en fin de séance contient des questions

ouvertes et fermées. Ce questionnaire comporte deux parties :

* la premiere concerne l'utilisaton du logiciel ; les questions portent sur
T'ergonomie, le contenu mathématique, la comparaison avec d'autres moyens
d'enseignement (livre d'exercices, séance de travaux dirigés, legon particuliere),
les points forts et points faibles du logiciel,

« la deuxi¢me partie demande 2 I'étudiant des renseignements plus personnels
concernant l'enseignement préalable sur le domaine, ou son degré de
familiarisation avec l'informatique.

Les questionnaires sont un moyen d'obtenir des informations sur l'avis général
des utilisateurs concernant le logiciel et son utilisation. C'est un moyen €conomique (ils
sont faciles et rapides & dépouiller) pour établir des comparaisons entre les groupes, en
particulier par l'intermédiaire des réponses aux questions fermées. Les questions
ouvertes apportent des informations plus précises, mais les réponses sont parfois
lapidaires ou difficiles A interpréter.

¢) enregistrement audio

Les émdiants ont été placés par groupe de deux afin de pouvoir enregistrer leurs
réactions verbales sur cassette audio . Au niveau du décryptage des cassettes, nous
avons rencontré une difficulté 2 : souvent, on ne peut pas distinguer les voix des
intervenants. Nous ne pouvons donc mettre en évidence les tours de parole, et, dans
I'analyse des corpus, nous considérons les deux étudiants comme un bindme. Cet
inconvénient pourrait étre évité en enregistrant un groupe mixte.

Ces enregistrements donnent une idée plus précise sur les réactions des étudiants
aux explications et aux différents types d'interaction (et méme au questionnaire). /ls
permettent de mieux comprendre les parcours des étudiants, les difficultés qu'ils ont
renconirées et mér.e leur facon d'utiliser le logiciel.

Nous avons enregistré deux groupes d'étudiants a Lille. Nous regrettons a
posteriori de ne pas en avoir enregistré davantage, spécialement pour 1'étude de I'impact
des explications. Ceci aurait cependant posé d'autres problémes : décrypter une cassette
et analyser les enregistrements sont des activités extrémement coiiteuses en temps. De
plus la grille d'analyse des enregistrements est extrémement difficile & mettre au point
([ROBERT 1992], [CAUZINILLE et MELOT 1992]). Aprés des essais infructueux de
codage, nous nous sommes intéressées, dans les corpus, aux difficultés rencontrées par
les étudiants, & leurs demandes d'explication, aux réactions aux explications imposées,
et & tout ce qui avant ou aprés permet de proposer une (ou plusieurs) interprétation(s) du
fonctionnement des étudiants qui colle avec les difficultés rencontrées ou avec les
réactions étudiées. C'est un exercice qui sort de la compétence des informaticiens pour
I'étude du fonctionnement mathématique, mais qui demande de la part des didacticiens
une excellente connaissance du logiciel et des problemes de communication
homme/machine. Ce travail nécessite de plus des discussions pour valider les
interprétations proposées. 1l est donc nécessairement pluridisciplinaire.

d) post-test

Un post-test sur des exercices comparables a permis d'évaluer le niveau des
étudiants et d'étudier leurs difficultés éventuelles. Ces post-tests ne sont pas congus pour

! Par silleurs, le travail par groupe de deux, ce fonctionnement, habituel dans les séances de travaux pratiques,
arail &tre un facteur de discussion, de confrontation des savoeirs et donc favorise l'apprentissage.

Cette difficulté est également mentionnée par Isabelle Tenaud [TENAUD 1991
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discerner l'influence du travail avec la maquette sur les performances des étudiants.
Rappelons que les tests ont pour objectif la conception du logiciel, pas son évaluation.

¢) observateurs

Des observateurs ont assisté aux séances. On sait que le rdle des observateurs peut
&tre déterminant sur le résultat des tests. Dans les expérimentations que nous avons
menées, leur role a varié selon le contrat passé avec lez émdiants. IIs ont été trés
sollicités au Mans pour recueillir I'avis des étudiants qui testaient le logiciel et trés peu a
Lille ol les étudiants travaillaient sur un TP de Math.

J) grilles d'analyse

Deux grilles d'analyse ont été adoptées pour étudier les résultats, une grilie
longitudinale qui consiste 2 suivre chacun des groupes d'étudiants, et une grille
transversale qui consiste 3 comparer les différents groupes. Pour chacune des deux
grilles, les informations provenant de I'analyse du mouchard (M) sont complétées par
des informations provenant de F'enregistrement audio (K7), du questionnaire (Q), de
I'observation (O) ou du post-test (T).

3.3.3. Tests auprés des enseignants

Les objectifs de ces tests étaient :

s d'observer éventuellement des phénomeénes de rejet d'une méthode élaborée par
un autre et de les étudier,

« de recueillir des avis, d'effectuer les corrections et mises au point en prenant
l'avis d'un autre groupe d'utilisateurs,

o d'étudier les possibilités d'utilisation réelle dans I'enseignement

La maquette a été diffusée auprés d'une vingtaine d'enseignants du premier cycle
universitaire, en joignant un document présentant le projet, un mode d'emploi et
d'installation de la maquettz ainsi qu'un questionnaire voisin de celui adressé aux
éudiants. Huit réponses nous sont parvenues. Une des réponses contient un "journal de
bord" qui a été rédigé spontanément et donne des indications précieuses sur les
difficultés rencontrées et les réactions de cette enseignante-didacticienne aux explications
affichées.

3.4. Répartition des roles

Le dépouillement des résultats des tests a été effectué par les informaticiens qui
en ont proposé une analyse. Cette analyse a été ensuite discutée et reprise avec les
didacticiens.

Pour résumer, dans cette collaboration interdisciplinaire, le role des didacticiens
consiste  fournir I'analyse cognitive du domaine, les objectifs d'enseignement, des
méthodes et une expérience pour l'organisation et I'analyse des tests et enfin un
questionnement sur la pertinence des situations proposées, congues, réalisées et
analysées par les informaticiens.

4. Les situations d'interaction

Les analyses préalables ont conduit 2 faire des choix concernant le type de logiciel
et le mode de communication (Cf. [DELOZANNE 1992]). En résumé, les options
suivantes ont été retenues : ‘

« ELISE est un environnement d'apprentissage ou les étudiants, par groupe de
deux ont une assez grande autonomie de travail et l'initiative de l'interaction ; ce
n'est pas un tuteur qui décide de ce que 1'étudiant doit faire ou ne pas faire, mais
un outi! aux mains des éwdiants ; le logiciel offre des fonctionnalités aux
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étudiants qui choisissent de les utiliser ou de ne pas les utiliser,

» son utilisation est associée 2 tout un contexte d'enseignement ; pour s'assurer
des prérequis nécessaires, il doit étre utilisé aprés un cours, aprés avoir travaillé
en TD pour acquérir les habiletés techniques, et aprés avoir étudié€ un minimum le
polycopié ; ce n'est donc pas un kit d'autoformation, mais un ouril
complémentaire qui apporte un plus par rapport & l'enseignement usuel, ;

« une part du travail avec ELISE se fait oralement avec le co-apprenant ou sur
papier et ceci sans aucun contrble du systeme ;

s sur les exercices, les étudiants ont la charge du contréle de la résolution et le
logiciel celui des calculs ;

« le mode de communication consiste pour les étudiants a faire des choix dans des
menus ; ELISE affiche du texte en langue naturelle, du texte mathématique, des
graphiques et des menus.

Nous avons distingué trois situations d'interaction : résolution en mode plan,
résolution en mode pas-a-pas, et une vue générale sur les solutions "raisonnables”
(c'est-a-dire qui correspondent 3 des tactiques de la méthode). Les deux premidres
situations proposent des modes de résolution de I'exercice ; la troisiéme propose un
bilan sur l'exercice. C'est l'interaction avec ces trois situations sur plusieurs exercices
qui fait entrer les érudiants dans un processus explicatif ol ils ont un rdle actif.

Les paragraphes qui suivent décrivent les trois situations en donnant une
présentation puis des observations suscitées chez les utilisateurs et les concepteurs, et
enfin les spécifications que nous retenons pour le systéme ELISE.

4.1. Le mode Plan

a) présentation

Les objectifs sont ici d'inciter les étudiants 2 anticiper, 2 mettre en ceuvre la
méthode. La tdche proposée aux étudiants est d'établir un plan de résolution. Dans le
langage proposé, un plan est une séquence de techniques.

Probléms : Calculer F(x) = | (x* - 3x + 7) 6 dx

Indiquez la premiére Dotre plams

technique de votire plan

{ Intégration par parties

{ Changement de Uariable

O Linéarité de l'intégrale

) Transformation

{) Equation

O ldentification

O Rasultat Connu

C Fin )

( Annuter le choin précédent )

figure 4 : Résolution en mode plan
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Pour effectuer 1a tiche les étudiants peuvent employer les stratégies suivantes :

e mettre en ceuvre une des tactiques de la méthode, anticiper et traduire la tactique
dans le langage ELISE,

« résoudre l'exercice sur papier et réswmer leur résolution dans le langage proposé.

Les actions des étudiants sur le logiciel consistent & choisir les techniques dans
I'ordre ol elles doivent étre appliquées pour résoudre I'exercice. Ils peuvent également
demander de l'aide.

Les réactions du systéme consistent :

« A proposer, en cas de demande, une aide mathématique,

» 3 afficher, 2 chaque choix des étudiants, le numéro de I'étape et le nom de la

technique choisie dans le tableau intitulé : votre plan,

» 3 évaluer le choix des étudiants (sommairement),

« 3 éditer un commentaire sur la tactique envisagée.

L'aide mathématique (ou “coups de pouce” ) est congue pour répondre a la
question "comment démarrer ?". L'objectif n'est pas de donner la solution mais
d'amener les étudiants 4 un questionnement.

En cas de "mauvais” plan le commentaire est laconique : les érudiants sont invités
A le cormriger eux-mémes en passant au mode pas-a-pas. En cas de succes, le
commentaire donne le "principe” du plan : 'objectif est de conforter la tactique mise en
jeu par les étudiants, d'en donner une formulation dans les termes du savoir de référence
(fig. 5).

Probléme: Calculer F(x) = f (x2 - 3x + 7) ¢ dx

En effet, c'est un bon plan Uotre plan:

1 ) Intégration par parties
2 ) Intégration par parties

suecessives pour . 3 ) Résultat Connu
- faire disparaitre le polynéme par

dérivation
- sp ramener au résultat connw
[er*™dx

On applique 2 Intdgrations par pariies

figure 5 : exemple de commentaires associés 4 un bon plan

b) observations

Cette situation offre un mode de résolution inhabituel en papier crayon et qui
oblige 4 prendre du recul par rapport a I'application des techniques. Pendant les séances
de tests, elle a été bien acceptée par les étudiants qui avaient une maitrise suffisante des
techniques, et rejetée ou inutilisée par les étudiants dont le niveau était insuffisant. Elle a
été utilisée par les étudiants de deux fagons : pour résoudre I'exercice dans les grandes
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lignes en anticipant, ou bien pour résumer €t avoir la correction apres une résolution
papier. Elle suscite un questionnement chez les étudiants qui l'ont utilisée. Elle semble
donc intéressante par rapport aux objectifs d'enseignement.

Les "coups de pouce” n'ont jamais €té utilisés, soit parce que les étudiants n'ont
pas repéré cette fonctionnalité, soit qu'ils n'ont pas ressenti la nécessité de I'utiliser. En
effet la situation permet de mettre en ceuvre facilement une stratégie essais-erreurs en
passant en mode pas-2-pas. Si, en fonction des objectifs d'enseignement, on estime
intéressant que les étudiants consultent les coups de pouce, il faut les inciter @ les
demander en modifiant la situation.

Les difficultés rencontrées concernent le vocabulaire et I'expression des plans (Cf.
[DELOZANNE 1992] pour une analyse détaillée). Les améliorations A apporter portent
sur trois points :

» accepter des plans partiels,

» favoriser les allers retours entre le mode de résolution pas-a-pas et le mode plan,

« proposer des coups de pouce méthodiques en cas d'erreur.

¢) spécifications pour ELISE

La situation de résolution en mode plan nécessite des connaissances complexes et
peu fréquemment représentées dans les systémes experts,
- capacités de résolution .
» anticiper la forme du résultat en utilisant des connaissances sur les outils et sur
les objets manipulés,
» choisir entre les tactiques applicables avec des critéres de choix explicites (et
proches des critéres humains),
- capacités d'explication :
» synthétiser un raisonnement pour n'en retenir que les étapes importantes
(synthétser),
« évaluer le choix d'une tactique (commenter),
» présenter les raisons qui guident cette évaluation (justifier par les traits
caractéristiques de la classe de problémes), _
» donner la raison ou le principe de 1a démarche associée 2 la tactique (justifier
par les propriétés des outils et des objets manipulés),
« donner des indices qui permettent aux humains de penser au(x) bon(s) choix et
au systeme de les évoquer (coup de pouce).

4.2. Le mode Pas-a-pas
a) présentation

Les objectifs sont ici d'inciter 4 des choix raisonnés et de donner une correction de
l'exercice. La tdche a accomplir est de choisir la technique applicable au probléme
courant (déterminer le prochain pas de résolution).

Pour effectuer la tiche les étudiants peuvent utiliser les stratégies suivantes :
» mettre en ceuvre une des tactiques de la méthode, anticiper (raisonnement
global) ;
« penser 3 une technique (vérification de ses conditions d'application) et
- vouloir l'appliquer (voir ce que ¢a donne, raisonnement local) ;
- vouloir un commentaire du systeme sur leur choix (évaluation de son intérét,
ou confirmation de I'évaluation de I'étudiant) ;
» poursuivre l'application d'une tactique qu'ils ont commencé 3 metire en c¢uvre 4
une étape précédente (raisonnement global) ;
« résoudre l'exercice sur papier et vérifier leur résolution dans le langage proposé
(correction) ;
» tester un plan refusé par le systéme pour obtenir des commentaires sur chacune
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des étapes (correction) ; .
* essayer au hasard (par jeu, par incompétence ou par indifférence).

Prohléme : Calculer F(x) = [ sin {Log x} dx
*Considérons le changement de variable
t=Logx done dt = iz dx,
soit X =¢f done dx = xdt = ¢f dt
, doncF(x)=]e'.sint dt, avect=Logx
** Sous-probléme Calculer G(t) = fe'sintdt Chaisissez une
technique
O Intagration par parties
{) Changement de Uariable
{ Linéarité de l'intégrala
" (O Transformation

O Equation
(O ldentification
O Résultat Connu

figure 6 : mode de résolution pas-a-pas (choix d'une technique)

- Les actions des étudiants consistent a choisir la technique retenue, ou,
éventuellement, 2 demander de l'aide (de méme type que pour le mode plan). Les
réactions du systéme sont :

» proposer un coup de pouce en cas de demande,

» évaluer la réponse des étudiants,

o éditer un commentaire {sur demande),

» appliquer le choix (s'il est applicable) pour passer & 1'étape suivante, ou
demander un choix complémentaire.

Les commentaires portant sur un bon choix de techniques présentent la tactique de
la méthode qui recommande ce choix (Cf. annexe 1). Les commentaires portant sur un
mauvais choix sont en général laconiques (par exemple : "Ne s'applique pas ici");
quelques fois, ils interprétent l'erreur et la mettent en évidence.

b) observations

Cest le mode de résolution qui a été le plus utilisé. Il est appréci€ des étudiants
pour son role de correcteur. Il est proche du papier crayon avec le gros avantage que le
logiciel fait les calculs permettant ainsi d'étudier de nombreuses tactiques en peu de
ternps. On constate que, dans l'utilisation qui en a été faite, le choix raisonné 'emporte
de loin sur les essais-erreurs.

Comme pour le mode plan, il n'y a eu aucune demande de coup de pouce et assez
peu de demandes de commentaires sur le choix. Plusieurs raisons expliquent ce peu
d'intérét pour les commentaires, la principale semble de I'ordre de l'interaction : I'enjeu
de la situation est de trouver la (ou une) solution. C’est, pour I'étudiant, le succés d'une
démarche qui la justifie. Demander une justification d'un autre niveau (lie a la méthode,
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¢'est-a-dire se rapportant a un classement des fonctions ou des outils) est une exigence
qui n'est pas du tout naturelle et constitue un changement dans le contrat habituel de
résolution.

Les améliorations a apporter sont :

» inciter & revenir au mode plan aprés un bon début de résolution ;

« proposer des coups de pouce méthodiques en cas de mauvais choix a la place de
commentaires négatifs parfois "hasardeux!" ;

» modifier le contrat de résolution

1/ en annongant explicitement les objectifs d'ELISE sur le premier écran et sur le
mode d'emploi : entrainer 3 Ia méthode ; travailler sur un exercice avec ELISE
n'est pas seulement trouver des solutions, mais aussi faire des choix raisonnés et
s'entrainer 2 une méthode,

2/ en faisant forruler certains commentaires par les étudiants, les commentaires du
systéme ayant alors un role de correcteur ou de base de discussion avec le co-
apprenant,

3/ en présentant le principe de la tactique suivie a la fin d'une résolution et non
seulement le corrigé-type.

¢) spécifications pour ELISE

La situation de résolution pas-a-pas repose sur les capacités de résolution et
d'explication "classiques " dans les systemes explicatifs,
- capacités de résoluton :
» appliquer un outil & un probléme pour le transformer en un (ou des) probléme
équivalent,
» choisir parmi les outils applicables avec des critéres de choix explicites (et
proches des critéres humains),
- capacités d'explication :
» présenter une étape de la solution (exposer),
e évaluer le choix de chacun des outils (commenter),
» présenter les raisons qui guident cette évaluation (justfier),
» donner des indices qui permettent aux humains de penser au(x) bon(s) choix et
au systéme de les évoquer (coup de pouce) (cette derniere capacité n'étant pas
vraiment classique).

4.3. Vue générale des solutions
a) présentation

Les objectifs ici sont :

= inciter 2 faire un bilan,
s prendre du recul par rapport & l'action,
« enrichir la panoplie de tactiques des étudiants,
« faire prendre conscience des choix effectués,
« permettre des comparaisons.

1 Dans ce cas, l'nterprétation par le concepteur de Vintention de I'utilisateur n'est pas toujours pertinente, En
IA, les explications négatives (réponses A des questions Pourquoi Pas?) constituent un probléeme
pardculidrement difficile ((SAFAR 1987], [JIMENEZ 1990})
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OProtlame : Calculer F{%) = | cos®z dx
Q transformation Qtraasformation Q transformation
COS'Z = COs X.COS X linfarisaion  cos’g = cos ™'z . cos ¥
T N 1 E l
© gg&fﬂﬁﬁ%‘ ~OEBP O tindarit s O PP
: ‘intégrale
Qchangement de variabls Oéqulatzon l & l
U=SIN% e
i 0 Icossx dx . O e?mon de
Q 1Y dt | résultat connu récurrencs
! - transformation | |
transforma
© dévai;gpperuon O II]P (Corrigé Plan 3) QJoos zdx
| - |
O j(1-2t+at Q [cos xdx résultat connu
O lingarits
résuliat connu résultat connu "
Corrige Plan 1 (Corrigé Plan 4}

figure 7 : vue générale des solutions

Les données consistent en un arbre présentant un résumé des différentes solutions
"raisonnables”. La tdche @ accomplir est intellectuelle et implicite : c'est une tiche de
réflexion. Les actions des étudiants sur le logiciel consistent en des demandes
d'explications : :

+ demander des commentaires pour chacune des tactiques condunisant & une

solution,

» demander un corrigé-type pour chacune de ces tactiques,

« demander des détails sur les résolutions en revenant au mode pas-a-pas sur une

étape quelconque.
b) observations

Cette situation a été appréciée par les étudiants et par les enseignants. Elle est
originale par rapport 2 I'enseignement usuel et intéressante par rapport aux objectifs
d'enseignement. Les explications demandées concernent 4 une écrasante majorité chez
les étudiants, les corrigés types et, chez les enseignants, les commentaires sur la tactique
mise en ceuvre.

Les améliorations 2 apporter visent d'une part la présentation de certains écrans
(trés chargés), et, d'autre part, dans l'optique de la modification du contrat de résolution
( § 4.2.b) donner dans un premier temps le principe du plan commie correction de ce
plan, le corrigé type n'étant accessible que dans un deuxiéme temps.

¢) spécifications pour ELISE
La situation vue générale nécessite les mémes connaissances que le mode plan,

mais une capacité de résolution supplémentaire : obtenir sur un méme exercice plusieurs
solutions raisonnables (i.e. obtenues par application de la méthode).
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4.4. Scénarios d'utilisation et réactions générales

Les étudiants ont utilisé des scénarios trés divers. Par exemple :

1) proposer un plan,

2) étudier le commentaire (en cas de réussite) ou le vérifier pas-a-pas (en cas

d'échec),

3) étudier la vue générale sur les solutions,

4) énudier les corrigés types sur toutes les tactiques envisageables.
ou bien

e essayer un plan sur le premier exercice

< sur tous les autres

1) une solution pas-a-pas,

2) étudier vue générale

3) étudier des solutions différentes en pas-a-pas

Comme souvent dans ce genre d'expérience, les réactions des étudiants sont trés
favorables (pour une analyse plus détaiilée, voir [DELOZANNE 1992]. Les points
faibles signalés sont le nombre trop faible d'exercices et des problemes de vocabulaxre et
d'expression. Les points forts du logiciel sont :

» le caractere "agréable” du travail sur le log1c1el

« 1a qualité des explications qu'il fournit,

la clarté et le fait de présenter plusieurs solutions,

« le fait de pouvoir aborder un exercice de plusieurs fagons et de donner des

méthodes (a Lille seulement).

Quant aux enseignants, aucun ne rejette la méthode de référence qui est assez
classique. Les enseignants souhaiteraient pouvoir utiliser HYPER-ELISE 2 condition
qu'il soit développé et A condition que les étudiants puissent disposer du matériel
informatique adéquat, ce qui semble rarement &tre le cas.

5. Bilan sur les explications

Les tests semblent valider 'hypothése de considérer l'explication en ETAO comme
un processus explicatif défini par les situations d'interaction. Les étudiants dans le
questionnaire, ont massivement €crit qu'ils ont apprécié les "explications” de la maquette
HYPER-ELISE. Pourtant ils ont semble-t-il peu regardé les messages explicatifs mis a
leur disposition. On peut ainsi considérer que c'est bien I'ensemble de I'interaction qui
est explicativc, et non pas le seul contenu des messages explicatifs ponctuels. Enfin, si
I'on veut qu'un message soit considéré par l'usager, il faut que son contenu soit un
enjeu de l'interaction. Dans le cas contraire, le message risque fort de ne pas étre pris en

considération par l'usager.

Les paragraphes précédents ont décrit les situations d'interaction dans lesquelles
interviennent les interventions explicatives, nous présentons dans les paragraphes
suivants les résultats obtenus concernant les messages explicatifs.

5.1. Types d'explications

Dans les maquettes, le concepteur a €crit au clavier toutes les résolutions et les
messages explicatifs en s'inspirant "au maximum" du polycopié de référence. Différents
modes explicatifs, liés aux objectifs d'enseignement ont été mis en évidence : exposer
une solution, commenter des choix, justifier des choix, évaluer des démarches,
commenter des démarches, justifier des démarches, synthétiser un raisonnement, donner
des indices pour démarrer. Puis I'analyse de chaque message explicatif affiché a permis
de déterminer et de typer la nature des informations qui le constituent. Ensuite, un retour
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sur la base de connaissances papier a été nécessaire pour typer ses €léments de la méme
facon, pour s'assurer que les informations affichées y sont présentes et éventuellement
compléter.

sur le sous-probleme [ et sin t dt, en mode pas-3-pas,
sur le choix de I'intégration par parties le commentaire peut étre

le message type de l'information
"sur cette classe de fonctions _ stratégie ou nature de la tactique
en appliquant 2 fois l'intégration par partie plan associé 2 la tactique
on peut espérer degré de certitude
retrouver la fonction de départ” objectif

"on joue sur le fait que sin et exponentielle principe de Ia tactique
sont stables par deux dérivations et

intégrations

en appliquant 2 fois I'intégration par parties | plan associé i la tactique
on peut espérer degré de certitude
retrouver la fonction de départ ™ objectif

figure 8 : contenus possibles des messages explicatifs

5.2. Formulation du message explicatif

On peut ainsi formuler les messages explicatifs (du type de ceux de la figure 8) de
la méme facon que ce qui a été implémenté pour CAMELIA, a partir :
« des informations sur la résolution {provenant de l'arbre de résolution),
« des caractéristiques du message souhaité correspondant aux attributs des objets
de la base de connaissances,
» des valeurs des attributs de la base de connaissances.

Les mémes informations peuvent étre formulées différemment et seront peut-étre
pergues différemment. Nous ne nous sommes pas préoccupés de ce probleéme en nous
contentant de définir des schémas de formulation pour chacun des types de messages
répertoriés.

5.3. Choix du message explicatif

Enfin, pour chacune des situations, nous avons défini des contextes d'explication
caractérisés par : _
« des informations sur I'étape de résolution (mode de résolution, profondeur de
l'étape, type du sous-probleme),
» le type du choix (bon, mauvais, bof 1) :
« des informations sur le comportement des étudiants (parcours du logiciel déja
effectué...).

1 Un "bof choix" correspond & une technique localement applicable mais un ou plusieurs autres choix sont
préconisés par la méthode.
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A partir des différentes formulations envisagées, nous avons essayé€ de définir des
strarégies d'explication permettant de choisir parmi ces messages. Mais nous n'avons
pas toujours su trouver des critéres de choix (annexe 2).

Nous avons également étudié trés attentivement les deux protocoles d'interaction
enregistrés sur cassette audio pour essayer d'analyser les demandes d'explication et les
effets des messages explicatifs sur les étudiants. Sur chacun des deux enregistrements
nous ne disposions que d'une secule demande d'explication de la part des étudiants (les
autres sont a l'initiative du sysi¢me). Dans ces deux cas, les demandes surviennent a la
suite d'une difficulté rencontrée par les étudiants et, les €tudiants trouvent dans le
commentaire standard les informations qui leur permettent de surmonter leur difficulté.
La compréhension automatique de ces difficultés nous semble hors de portée
actuellement et pour plusieurs raisons :

« une étude attentive de I'enregistrement audio sur les minutes qui précédent et qui
suivent la question permet de comprendre la difficulté rencontrée ce que ne permet
pas l'analyse de la seule trace des interactions obtenues 2 l'aide du mouchard ;

« si les didacticiens proposent des méthodes d'analyse de corpus, on ne dispose
cependant pas d'expertise de diagnostic. :

Ainsi, cette question du choix du message et des stratégies d'explication reste trés
ouverte.

5.4. Perspectives

11 serait souhaitable de faire une nouvelle expérimentation centrée sur les messages
explicatifs. Plusieurs variantes expérimentales peuvent étre envisagées (en particulier
demander aux étudiants de formuler eux-mémes les justifications), les objectifs de
recherche étant :

» de recueillir des corpus plus nombreux pour analyser l'effet (4 court terme) des

explications sur les étudiants,

» d'essayer de cerner les principales préoccupations au moment ot est donnée

l'explication {mettre en évidence des questions standard dans certains contextes),

e d'étudier les auto-explications des étudiants pour tenter de dégager des profils

d'utilisateurs

« définir des stratégies d'explication et des conditions d'application, en particulier

enrichir les schémas explicatifs pour choisir quand donner l'explication ou quand
proposer un changement de situatons (étude d'un autre exercice ou passer en
mode plan...)..

6. Conclusion

Ce texte présente le wravail pluridisciplinaire entamé pour la conception d'Elise.
Nous avons mis l'accent sur les apports de chaque discipline au sein de ce projet.

Les tests ont montré que les situations d'interaction mises au point étaient
pertinentes par rapport aux objectifs d'enseignement. Le premier apport de ce travail est
ainsi d'avoir entierement spécifi€é un logiciel utilisable dans un réel contexte
d'enseignement.

Au niveau de la base de connaissances du résolveur de problémes, nous devons
acquérir des connaissances complexes auprés d'experts. Nous avons mené un travail
primordial d'élicitation des connaissances, mais la mise en ceuvre informatique de la
méthode reste a réaliser et nous n'en minimisons pas la difficulté [CARRIERE et
DELQOZANNE 1990]. Au niveau des explications, nous avons mené une analyse des
besoins des utilisateurs en travaillant sur des corpus recueillis dans le cadre d'une
interaction homme-machine.
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Les situations d'interaction mises au point pour le projet ELISE sont spécifiques
au charnp de connaissances, mais la notion de situation d'interaction li€e 4 la tiche et aux
objectifs respectifs du systéme et de l'utilisateur nous semble un cadre assez général
pour mettre au point une interaction homme/machine pertinente en EIAQ.

Enfin la méthodologie de conception adoptée reposant sur 1'élaboration de
maquettes et sur I'analyse de tests auprés d'utilisateurs, nous semble intéressante, d'une
part comme outil de collaboration pluridisciplinaire, et d'autre part pour creer des
systtmes d'EIAO utilisables dans des contextes d'enseignement réels.
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ANNEXE 1 : un exemple de demande de commentaire
1. Contexte (lié a la session)

Les étudiants ont fait une premigre résolution pas-a-pas en employant la tactique
"changement de variable pour simplifier une fonction composée™(10 min). Puis ils
ont demandé 1'écran vue générale (1 min 40) ou ils ont remarqué l'existence d'une
solution par intégration par parties 2 laquelle ils n'avaient pas pensé. Ils décident de
l'essayer pas-a-pas (4 min).

2. Extraits du corpus

Probléme : Calculer F(x) = | sin (Log x) dx

1) L'intégration par parties s"applique

si I"on considére 1'intégrande sous la forme du
produit de 1 et ds sin{Log x).

(@ Intégration par parties

2) en 1'appliquant 2 fois de suite on peut O Changement de Variable

espérer retrouver la fonction de départ . o '
. {O Linéarite de l'intégrale

O Transftormation
O Equation

O tdentification
O Resultat Connu

écran 1 : choix d'une technique en résolution pas-g-pas

- on va essayer en faisant 'autrel
- tu n'es pas repassé par sommaire?
- alors intégration par parties
- {lecture) "En effet intégration par parties est envisageable ici voulez-vous l'appliquer?”
oui
- un commentaire non?
- non attends
- on n'a qu'a prendre un commentaire
- commentaire, ouais
- (lecture) "L'intégration par parties s'applique si I'on considere l'intégrande sous la
forme du produit de 1 et de sin(Log x)" de toutes fagons on aurait fait ¢a hein?
(ne lisent, @ haute voix tout au moins, que la premiére partie du commeniaire).
- non, mais avec 1 il n'y a pas de probleme
- ouais bon allez
- (lecture) "intégration par parties...”

1 rautre solution, celle & laquelle ils n'avaient pas pensé)
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Probleme : Calculer F(x) = { sin (Log x} dx
* Posons: sin{Logx} = [ . sin{Logx)

Pour appliquer
1'intégration par
parties,
choisissez entre

——,

_d-"‘”_l_""'""
U=
de = sin {Log x@

. — I

"=sin (Log %)
gt dv = dx .

e

écran 2 : choix des facteurs d'une intégration par parties (pas-a-pas)

- pourquoi tu refais la méme?

- alors intégration par parties on fait laquelle? on fait = 1 et dv = sin(log x)? ou...heu
- attends, alors dv = 1 .... (trés bas, écrit en méme temps?)

- ga c'est un bon truc n'empéche poser 1

- ouais, la premiere

-onprend I,onprendu =1,

- tu vas voir qu'on va se planter, vas-y

- non ils ont dit qu'il y avait des solutions

(lecture) "Réfléchissez, savez-vous calculer v 7"

-'t'as vu tu t'es fait gauler! T'as vu dv l'expression que ¢a fait ? Je m'en doutais
- ¢'est la deuxigme alors, clique!

- (marmonné) u en ce moment avec le commentaire e (rire)(7?27)

- c'est évident que l'autre choix il (marmonnements indistincts)

3. Interprétation

Demande d'explication suite & une difficulté rencontrée : il semble qu'ils n'ont pas
compris comment 'intégration par parties est applicable puisque 'expression n'est pas
écrite sous forme d'un produit.

Effet de I'explication : le message explicatif du systéme est en deux parties. La
premiére partie répond 2 la question que se posent les étudiants et explique (en partie)
comment appliquer l'intégration par parties. Les étudiants ne lisent pas la deuxiéme
partie du message, ou en tout cas n'y prétent pas attention. La suite (€cran 2) prouve
qu'ils n'ont pas compris pourquoi cette technique était intéressante. 1l semble que la
question ne se pose pas ("ils ont dit qu'il y avait des solutions”, ce n'est pas leur
solution, c'est celle du systéme). Par la suite, c'est seulement en choisissant le facteur de
la deuxi2me intégration par parties (deux écrans plus loin) qu'ils mentionnent "on se
retrouve avec sin (Log x)" et trouvent ainsi, a posteriori, la justification de cette tactique.
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ANNEXE 2 : Eléments pour le choix d'une explication
Contexte :

Rétroaction du systéme en cas de choix par les étudiants d'une "bonne" technique
en résolution pas-a-pas

Stratégies possibles : )

1- proposer 2 I'étudiant de résoudre en mode plan (quand la méthode propose un
plan)

2- mode silencieux : i.e. pas de commentaire & l'initiative du systéme uniquement
sur demande des étudiants

3- mode bavard : le systéme commente tous les choix importants des érudiants

4- mode question : le systéme demande aux étudiants de commenter tous leurs
choix importants (ils peuvent comparer leur commentaire 2 celui du systeme)

5- si les émdiants ne sont pas satisfaits du commentaire du systéme en proposer un
autre, ou leur donner 12 possibilité d'en composer un autre, ou renvoyer au cours
ou au prof.

Informations contenues dans le commentaire
Le commentaire peut porter sur
- la stratégie,
- la désignation des classes de problémes (tactiques),
- la démarche associée (plan plus ou moins détaillé)
- 1a justification ou le principe,
- le degré de fiabilité,
- I'objectif poursuivi.

Critéres de choix des informations

« Privilégier 'objectif de la démarche qui est utile pour planifier/anticiper

+ Ne pas donner le plan détaillé, si on le demande par la suite. le donner quand il y
a eu beaucoup d'échecs

» En phase d'entrainement & la méthode, donner les justifications/principes

» En phase de révision, donner les descriptions des tactiques

« Si une solution a déja été éwudiée ou passage par vue générale, donner la
justification de la nouvelle ¢ ‘marche et son objectif

» Quand la démarche ne comporte pas de justification explicite, donner la
description de Ia classe de probleme

Contextes possibles(session) :
1- les étudiants ont an préalable établi un plan :
i-1. juste, 1-2. incomplet, 1-3 faux ou incompris
2- 1a solution en cours est la premiere solution étudiée
3- une solution (ou plusieurs) déja étudiée (s) en pas-2-pas, en mode plan
4- passage préalable par vue générale , érude des commentaires des corrigés-types)

Contextes possibles (résolution):
1- profondeur de l'étape
2- (sous-)pb pére ou fils (i.e. on cherche un plan (pére) cu on en applique un
{fils); le contrdle est moindre sur un probléme fils)
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Schéma d'interaction : BON-choix d'une technique en pas-a-pas-Bavard

Contexte de l'interaction
- résolution pas-a-pas
- Pétudiant a choisi une technique prévue dans la méthode
Condition particuliére :
- mode bavard
Faire :
1) déterminer le contenu du commentaire en fonction de la réponse
2) éditer le commentaire
3) éditer un message de négociation
"Vous voulez :
- appliquer en pas-a-pas?
- établir un plan (ou modifier le voue)?
Réponses ;"pas-a-pas”, "plan”
5) action conditionnelle :
- si pas-2-pas, alors aller 3 choix suivant
- si plan, alors aller & plan

Schéma d'interaction : BON-choix d'une technique en pas-d-pas-
Silencieux
Contexte de l'interaction
- résolution pas-a-pas
- I'étudiant a choisi une technique prévue dans la méthode
Condition particuliére :
- mode silencieux
Faire :
1) éditer un message d'évaluation :
"En effet ce choix semble intéressant”.
2) éditer un message de négociation
"Vous voulez :
- I'appliquer en pas-a-pas?
- obtenir un commentaire sur 'intérét de votre choix?"
- établir un plan {ou modifier le votre)?
Réponses :"pas-3-pas”, "commentaire”, "plan”
3) action condidonnelle :
- si pas-2-pas, alors aller & choix suivant
- si plan, alors aller 4 plan
- si commentaire alors
faire
1)déterminer le contenu
- 2)éditer le commentaire mode affirmatif
3) suite du commentaire Cf.. 5) du mode bavard

Déterminer le contenu du commentaire : quels critéres de choix?????
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Contenus possibles du commentaire sur un probléme-pére
1- STRATEGIE + PLAN + SURETE + OBJECTIF

variante : CHANGEMENT DE POINT DE VUE + STRATEGIE + PLAN +
SURETE + OBJECTIF

-Deux modaliiés : démarche siire "Permet(tent) de", heuristique : "on peut espérer”

Formulation du contenu 1

Faire successivement -

1) si présence de changement de point de vue alors écrire "en posant ", <chgt de point
de vue>

2) si la stratégie est : alors écrire :

- classe de fonctions "sur cette classe de fonctions, "

- simplification "pour simplifier,"

- identification "l'identification en appliquant "

- récurrence "a stratégie de récurrence descendante, en appliquant "
3) si la streté est : alors écrire ;

- démarche siire "le plan : ", <plan>," permet de ", <objectif du plan>

- heuristique "en appliquant . ", <plan>, "on peut espérer”, <objectif>

avec pour <plan>, soit :

- le plan associ€ 4 la tactique ou 2 la classe de probléme ou son action principale

- le plan associé aux heuristiques d'applications de la technique 2 laquelle renvoie le plan
et pour <objectif>, I'objectif 1ié au plan ou 2 son action principale

Degré de généralité : on peut instance le plan et le point de vue, ou le donner de
facon générale

Niveau de détail : on peut plus ou moins détailler e plan (choix de IPP, CV,
transformation)

Exemples :

. pbl : f (x2-3x+7) e-2X dx, choix de IPP
sur cette classe de fonctions,
le plan : 2 IPP (en dérivant le polynome)
permet de se débarrasser du polynéme

.pb2: § sin (L x) dx, choix de CV
remarque ; 2 tactiques suggerent le méme CV
pour simplifier
en appliquant : CV , nouvelle variable : la fonction la plus
intérieure '
on peut espérer
obtenir un produit de fonctions plus simples ou simplifiable par
IPP.
ou
pour simplifier
en appliquant : CV , nouvelle variable : la fonction réciproque
compliquée
on peut espérer se débarrasser de cette fonction réciproque.
ou
méme chose avec Ln pour la fonction réciproque (compliquée)
. pb2 : | sin (Ln x) dx, choix de IPP
remarque : [PP nécessite un changement de point de vue sur la fonction a intégrer
En posant f= 1, f
sur cette classe de fonctions
en appliquant : 2 IPP
on peut espérer retrouver la fonction de départ.
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remarque ! Ie plan associé 2 la classe de fonctions dit essayer IPP, et IPP avec un sin
suggere 2IPP, ce n'est donc pas tout i fait le plan associ€ 2 la classe de probiémes, mais
le plan li€ A une heuristque d'utilisation d'IPP

Hiérarchie sur les tactiques (heuristiques plus faibles, prioritaires, plus ou moins
laborieuses.....

2. DESCRIPTION DE LA TACTIQUE (+ CONDITIONS
D'ENTREE)+SURETE + OBJECTIF

-Deux modalités : démarche sfire "Permet(tent de)”, heuristique : "on peut espérer”

- Remarque :
. le nom de la tactique décrit généralement les catégories de fonctions sur
lesquelles cette tactique est intéressante : simplification des fonctions
composées....; ,
. parfois il décrit l'objectif de la tactique : éliminer les fonctions réciproques
compliquées

Formulation du contenu 2
1) si présence de changement de point de vue alors écrire "poser ", <chgt de point de
vue>

2) si la stratégie est : alors écrire :

- classe de fonctions < nom de la classe>/<nom de la sous-classe>/
<conditions d'entrée>

- simplification, identification, < nom de la tactique>

récurrence

3) si la streté est : alors écrire :

- démarche stlire <nom de la technique>," permet de ", <objectif>

- heuristique par <nom de la technique>, " on peut espérer”, <objectif>

Degré de généralité : on peut instancier les conditions d'entrée et le point de vue, ou
le donner de fagon générale - '
Niveau de détail : on peut plus ou moins détailler la description de la tactique
(conditions d'entrée, cas favorables

Exemples :

. pb2 : I sin (Ln x) dx, choix de CV
remarque : 2 tactiques suggérent le méme CV
simplification d'une fonction composée ,
par CV on peut espérer obtenir un produit de fonctions plus simples
ou simplifiable par IPP,
ou
éliminer une fonction réciproque compliquée :
par CV (ou IPP d'ailleurs), on peut espérer se débarrasser de la
fonction réciproque
remarque 1 : la description de la tactique de simplification contient I'objectif

.pb2: | sin (Ln x) dx, choix de IPP
remarque : IPP nécessite un changement de point de vue sur la fonction a intégrer
poser f= 1. f, '
produit de 2 fonctions dissemblables
(dont 1'un des facteurs est sinus (ou cosinus ou sh ou ch))
par IPP, on peut espérer retrouver la fonction de départ
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- 3. JUSTIFICATION/PRINCIPE + OBJECTIF
pb : 1) le principe content (souvent) l'objectif; 2) le principe est souvent implicite
Formulation du contenu 3 :

1) écrire le principe (s'il est explicite dans le poly )
2} écrire la justification (s1 elle est explicite dans le poly )

3) si la streté est ; alors écrire :
- démarche siire <nom de la technique>," permet de ", <objectif>
- heuristique par <nom de la technique>, " on peut espérer”, <objectif>

Degré de généralité et de détail figé, les principes et justifications sont des textes qui ne
sont pas utilisés par le résolveur et ne sont donc pas manipulables; ils sont uniquement
destinés & &tre affichés pour les explications.

Exemples :

remarque : ces commentaires n'apportent pas grand chose, 'objectif étant ués général,
et pas de principe, ni justification

.pb2: : [ sin (L x) dx, choix de IPP
remarque ; [PP nécessite un changement de point de vue sur la fonction a intégrer
on Joue sur le fait que sin et cos sont stables par 2 dérivations ou
intégrations
par IPP, on peut espérer retrouver la fonction de départ
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Métaconnaissances en 1A, en EIAO et en didactique des mathématiques
Groupe de ravail Math & Mé1a (1990-1992)

LES CONCEPTS DE L'EIAO SONT-ILS INDEPENDANTS DU DOMAINE ?
L'EXEMPLE DE L'ENSEIGNEMENT DE METHODES EN ANALYSE

Marce Rogalski
Université des Sciences et Technologies de Lille

Résume

A partir de I'étude de ce qu'un tuteur intelligent enseignant des méthodes en analyse
(pour I'étude des suites numériques) devrait faire pour étre efficace, nous posons quelques
problémes 2 la frontiére de l'intelligence artificielle et de la didactique, et discutons des
difficultés d'élaborer des résolveurs dans le domaine de I'enseignement de méthodes en
analyse. Nous avangons quelques théses concernant certains concepts de I'EIAO (interaction
intelligente, modéle de l'apprenant, explications), quant a leur dépendance profonde des
contenus en cause (algébre, géométrie, analyse, raisonnement, ...) et de la nature de
l'apprentissage visé (savoir-faire, concepts, méthodes, ...).

Introduction

Le présent texte se propose d'abord d'avancer quelques réflexions sur les problemes
posés par l'utilisation de logiciels d'enseignement intelligemment assisté par ordinateur (EIAQ)
pour l'enseignement de méthodes en analyse. Ces réflexions s'appuient sur une collaboration
établie depuis quelques temps avec Elisabeth Carri¢re et Elisabeth Delozanne (cf. [1]). Je
partirai d'un point de vue didactique en ce qui concerne l'enseignement des mathématiques, et je
mettrai en évidence des objectifs et des contraintes nécessaires pour qu'un logiciel puisse, a
mon avis, e utile de facon spécifique pour l'enseignement de méthodes en analyse. Je
prendrai comme exemple significatif le texte d'une méthode portant sur I'étude des suites
numériques en premiére année de DEUG A. J'ai choisi cet exemple, car il me semble révélateur
des exigences importantes que la didactique a ou aura vis & vis de logiciels d'EIAO, tout en
permettant un essai de correspondance entre des termes utilisés dans l'enseignement de
méthodes (stratégie, technique, algorithme...) et des termes de I'TA (régle, mérarégle...). Le
point clé est qu'il s'agit dans cet exemple de problemes d'analyse et non d'algebre, et que le
domaine de I'analyse est beaucoup moins algorithmisable que celui de l'algébre, qu'il fait appel
A des procédures de nature plus globale, que la "perte d'information”, en particulier 1a recherche
de conditions seulement suffisantes, peut notamment y jouer un grand role, et enfin que la
"planification" y concerne plus une démarche de recherche que des actions 2 effectuer. Du
coup, cet exemple permettra de soulever la question de savoir si certains concepts de I'EIAO
gardent le méme sens lorsque le domaine mathématique étudié varie. La comparaison de
T'algdbre, de la géométrie et de I'analyse, ob il n'existe pas actuellement de tuteur intelligent
(sauf dans le domaine de la recherche de primitives, qui reléve surtout d'une démarche
algébrique), révéle effectivement des problémes délicats.

Le lecteur doit &tre conscient qu'on ne s'intéresse pas directement ici aux motivations
propres des chercheurs en IA. 11 va de soi que cette discipline a ses exigences spécifiques
internes. Mais I'EIAO est justement un lieu ou ces exigences et celles provenant de l'extérieur
devraient se rencontrer, et ce serait un mauvais service i rendre au développement de I'IA que
de "négocier 4 la baisse" les attentes que les didacticiens peuvent avoir d'une collaboration entre
les deux disciplines. Les compromis viendront plus tard ...

Dans la premiére partie, jaborderai la question de la place et de l'objectif possibles d'un
systéme d'EIAO dans l'enseignement de I'analyse.

Dans la seconde, je poserai quelques problémes et je mettrai en évidence des difficultés
que rencontrera sans doute I'TA, dans la mise au point de résolveurs en analyse, pour répondre
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aux exigences des didacticiens. C'est pour illustrer ces difficultés que je prendrai comme
exemple la méthode d'érude des suites numériques qu'on trouvera en annexe.

Une demniére partie sera consacrée a des problémes actuellement discutés en EIAO : faut-
il parler d'intelligence ou d'interactivité ? faut-il un "modéle” de I'apprenant ? quel peut étre le
role des "explications” ? peut-il y avoir explications sans résolution ? quelles peuvent etre les
places respectives de l'intelligence du tuteur et celle de I'apprenant ? Surtout, j'éssaierai de voir
s'il est possible de mettre le méme sens sous ces divers termes utilisés en ELAQ selon que I'on
s'intéresse 2 l'analyse, a l'algébre ocu 2 la géométrie, et qu'on se propose d'enseigner des
connaissances de type comportemental, de type conceptuel ou de type réflexif
(métaconnaissances). Ma conclusion étant, a l'issue de ces réflexions, qu'il n'en est sans doute
rien, et que la recherche de concepts trop formalisés propres a 'EIAQ est peut-étre prématurée.

I. Quel role pour un systéme d'EIAO ?

Nous posons évidemment la question du rdle spécifique qu'un logiciel d'EIAO peut
jouer. S'il s'agit de faire sans changement ce que l'enseignant ou I'€leve font d€ja, on ne voit
pas vraiment I'intérét de la chose, sauf pour ceux qui pensent que, faute de moyens, le moment
est venu de "remplacer les enseignants par des machines i enseigner” !

I.1. Un role qui n'est ni celui de I'EAQ ni celui du systéme expert

Il est clair que des logiciels d'EAO peuvent étre utiles pour faciliter l'apprentissage de
certains concepts ou de certains savoir-faire, en permettant des activités du sujet plus difficiles,
voire impossibles, sans ordinateur : visualisation de certaines formes ou de certains
comportements, possibilités d'expérimentations trop cofiteuses & la main, activités de
conjectures... Certains logiciels sont déj2 utilisés efficacement dans ce but {cf {2]). Mais on ne
peut pas parler  leur sujet "d'intelligence”.

Un autre role qui nous parait peu spécifique & I'EIAQ est celui d'expert plus ou moins
autonome dans certains domaines. II est clair qu'un résolveur d'équations numériques, ou un
systéme de calcul formel, peuvent aider & résoudre certains problémes, et donc permettre une
exploration. Mais les méthodes de ces systémes sont plus tournées vers I'efficacité du calcul
que vers la préoccupation de l'enseignement, et elles sont souvent éloignées de ce qu'on
désirerait que fasse un éléve : a la fois trop ambitieuses et trop combinatoires par souci
d'exhaustivité. Nous reviendrons sur ce point, que mettent d'ailleurs en évidence actuellement
les spécialistes d'EIAQ.

I.2. Un roile qui n'est pas celui d'un répétiteur de techniques

On ne voit pas l'intérét d'un tteur intelligent qui se contenterait de paraphraser un
manuel classique d'exercices, méme avec corrigés. L'investissement dans la réalisation d'un tel
tuteur serait évidemment disproportionné au but s'il ne s'agit que d'entrainement technique. De
plus, il ne parait pas souhaitable d'inciter, dans ce domaine, 2 abandonner le "papier-crayon”.
Seul celui-ci permet pour l'instant une "vision agissante instantanée” qui semble , en particulier,
spécifique du calcul : la vitesse de réaction, I'écriture immédiate pour rapprocher des termes,
corriger des morceaux, la vision globale des formules, I'anticipation visuelle des modifications
possibles... utilisent une interaction entre la main, I'eeil et le cerveau qui est, semble-t-il bien
plus rapide et efficace que l'utilisation d'un clavier, Ia manipulation d'une sourts, le choix dans
un menu..., actions qui sont lentes, réductrices et séquentielles.

1.3. Un rdle privilégié : 'enseignement de méthodes
_ A mon avis, le rdle le plus intéressant pour un tuteur intelligent pourrait étre d'aider 3

l'apprentissage des conduites stratégiques dans 1a résolution de problémes d'un certain champ

dans lequel des concepts vont a la fois servir d'outils et structurer le domaine en question. Cela
pour trois raisons.
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D'abord, les concepts mathématiques en jeu dans un domaine donné ne s'apprennent
bien, le plus souvent, qu'a travers leur réle pour la résolution des problemes du domaine, et
c'est donc A travers la résolution de problémes qu'il faut raisonnablement envisager l'utlité
principale d'un tuteur intelligent.

Ensuite, parce que la résolution elle-méme appelle naturellement des méthodes, et ce
n'est guére qu'd travers des méthodes que l'intelligence artificielle peut envisager la mise au
point de résolveurs de probleémes, dont la présence semble nécessaire au fonctionnement
intelligent de tuteurs (nous reviendrons sur cette question).

_ Enfin, parce que des raisons didactiques semblent montrer l'intérét d'enseigner aux
éleves ou aux étudiants des méthodes adaptées aux problemes de certains dornaines (cf {3], [4],

[5D.

Mais qui dit méthodes en mathématiques dit "méta", c'est & dire métaconnaissances
associées A certaines connaissances, certains domaines conceptuels, certaines classes de
problémes. J'énonce donc ici une premiére thése, de caractére suffisamment généraie pour
qu'elle admette, bien sir, de nombreuses exceptions ! Cette thése se trouve aussi, d'ailleurs,
dans les ravaux de G. Paquette (cf [6]).

Thése n°1 : L'enseignement de méthodes de résolution de problemes dans un domaine
mathématique bien défini est une utilisation privilégiée d'un tuteur intelligent (dans le
cadre de I'enseignement des mathématiques).

Autrement dit, il ne s'agit pas d'entrainer des étudiants par répétition ou par exhaustivité
des exercices proposés, ni de trop valoriser des algorithmes. Il s'agit de favoriser Ia réflexion
sur le pourauoi des choix faits ou 3 faire dans les stratégies de résolution, & travers des
principes de classification des problémes et des outils, et des modalités d'utilisation des
concepts pour guider les questions qu'il faut se poser. Nous ne parlerons donc dans la suite que
de ce role de "donneur de lecons de méthode” d'un tuteur intelligent.

II. Quelques problémes ou contraintes du coté d'un résolveur
11.1. Quelles capacités pour -le résolveur d'un tuteur intelligent ?

Les spécialistes de 'ELIAO ont avancé 'idée qu'on ne pouvait pas fonder les capacités
intelligentes d'un tuteur sur les mémes bases que celles souvent utilisées dans un sysitme
expert (voir [7]; les auteurs parlent aussi d'un "résolveur pédagogique”). Plus précisément, et
pour un tuteur "donneur de legons de méthodes”, on peut déduire de leurs analyses la thése
suivante

These n°2 : Le résolveur d'un tuteur "donneur de legons de méthodes” doit fonctionner
selon les méthodes qu'il veut enseigner, et non pas selon les méthodes expertes les plus
générales du domaine concemé.

Cela signifie qu'il est inutile, voire nocif, de viser 'exhaustivité dans la recherche des
solutions d'un probléme. Aucune méthode n'est exhaustive dans la réalité de son utilisation, et
quel intérét didactique, pour I'apprentissage de méthodes de résolution, de dire a I'utilisateur :
"j'ai tout essayé, et j'ai fini par trouver un truc qui marche” ? Qu'est-ce que cela apprend ? En
particulier, la partie "combinatoire de toutes les possibilités”, souvent nécessaire dans un
systéme expert, doit étre réduite voire supprimée pour un systtme EIAO.

De méme, il faut probablement limiter strictement le nombre de pas d'anticipation dans
la recherche d'une solution & un probléme. Par exemple, en prenant I'exemple d'un projet de
tuteur intelligent pour apprendre des méthodes de recherche de primitives comme ELISE, il est
inutile du point de vue de I'apprentissage, voire décourageant pour 1'€leve, de lui dire : “on peut
faire tel changement de variable dans l'intégrale proposée, parce que j'ai constaté qu'apres
encore trois changements de variable et deux intégrations par partie on trouve telle forme qu'on
sait intégrer”. L'anticipation humaine ne fonctionne pas comme cela. D'une part, elle est
beaucoup plus locale dans le temps, en s'appuyant sur les étapes qu'on vient de franchir;
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d'autre part, elle utilise des raccourcis qui renvoient & un fonctionnement plus global dans
I'espace, ou au fait qu'on suit plusieurs idées 2 la fois, méme inconsciemment.

Cette these n°2 peut servir de point de départ pour commencer a répondre 2 une question
de Martial Vivet : "quand on envisage un tuteur intelligent, faut-il partir de I'apprenant ou des
connaissances ?" La réponse est peut-étre qu'il faut partir des connaissances telles qu'on veut
qu'elles fonctionnent réellement aprés l'apprentissage. Cet état qu'on veut obtenir chez
I'apprenant n'est pas celui qui correspondrait aux connaissances expertes les plus générales sur
le domaine étudié. 11 faut évidemment connaitre celles-ci, pour déterminer ce qu'on veut en
retenir comme objectif d'apprentssage, mais il faut limiter le résolveur 2 cet objectf.

Bien siir, cela peut étre un peu frustrant du point de vue de I'l[A de limiter
volontairement les capacités d'un résolveur, au profit d'un compromis entre les performances
de résolution et les capacités 2 étre un guide efficace pour l'enseignement de méthodes. Les
enseignants connaissent bien, d'ailleurs, ce type de compromis, qui est pour eux aussi un peu
frustrant... Déterminer précisément ce compromis peut justement étre l'objet du travail commun
aux didacticiens, a des experts éventuels (mathématiciens) et aux spécialistes de I'IA, et étre
spécifique du travail en EIAQ.

11.2. Des difficultés importantes pour les résolveurs de problémes
d'analyse : I'exemple de 1'étude des suites numériques

1l s'agit ici des résolveurs qui pourraient fonctionner dans des tuteurs intelligents ayant
pour objectif de donner des legons de méthodes pour résoudre des probleémes dans un domaine
particulier de l'analyse. Des problémes séricux se posent déja pour le projet ELISE, qui
concerne pourtant un domaine de l'analyse trés algorithmisable, de nature quasiment
algébrique. Cest pourquoi on peut sans doute les résoudre dans ce cas. Je vais plutdt prendre
comme exemple celui d'une méthode enseignée pour étudier les suites numériques en DEUG A
premiére année. Cette méthode est trds riche, et c'est évidemment ce qui va soulever des
difficultés. Il y a des raisons épistémologiques 2 cette richesse, mais aussi des raisons
didactiques. En effet, pour faire apprendre le concept de convergence et son utilisation pour
résoudre des problémes, on ne peut se borner a travailler sur des exercices trop élémentaires,
sous peine de laisser s'installer chez I'étudiant des modeles trop simples ou erronés qui vont
faire obstacle 4 'apprentissage (cf [8]). Il faut impérativement utiliser aussi des exercices ayant
un certains niveau de difficulté, pour que les étudiants puissent en tirer des legons sur les
rapports problémes/concepts/résolution. Mais la difficulté peut entrainer I'échec, en particulier
celui consistant & ne pas pouvoir entrer dans le probléme; ainsi, 'enseignement de méthodes a
pour rdle, entre autres, de permettre aux étudiants de démarrer une recherche sur ces exercices
difficiles. Une telle méthode doit donc nécessairement étre assez efficace, donc assez riche. Elle
va donc avoir un certain nombre de ressorts qui vont justement étre trés difficiles 8 implémenter
dans un résolveur. Je vais en dégager 6, et j'annonce i I'avance comme theése le fait que ces six
aspects de la méthode sont des problemes (difficiles!) qu'il faudra que I'IA résolve pour que
des tuteurs intelligents puissent étre élaborés dans ce domaine.

Thése n°3 : Pour construire des résolveurs utilisables pour enseigner des méthodes en
analyse au moyen de tuteurs intelligents, I'TA devra prendre en compte les activités
mathématiques relevant des termes suivants ; qualitatif; géométrique; global;
infini; analogue; "il suffit de".

11.2.1 L' e la méthode. sa waduction éventuelle en term I'TA

Le texte de la méthode figure en annexe, J'en donne ici une bréve analyse, en essayant

de voir la correspondance entre ce que j'appelle tactique, technique ou stratégie et des termes
classiques de 1'TA.

Tactiques ou buts, techniques ou régles

Pour conclure sur le comportement d'une suite numeérique, en termes de convergence ou
non convergence, il y a en gros 7 tactiques possibles, que I'on doit parfois combiner :
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(1)  Sion adeviné la limite |, montrer par majoration que uy, - | tend vers 0 (comme

en terminale).
(2)  Montrer que la suite diverge.
(3)  Montrer que la suite converge par des techniques standard (théoremes
algébriques de convergence, souvent).
(4)  Identfier la limite.
(5)  Tactique e-N avec encadrement de morceaux de la suite dont on connait la limite.
(6) Partager une somme de n termes variables avec n en deux morceaux et majorer

T'un par &, l'autre étant convergent.
(7)  Traiter une suite classique en utilisant l'algorithme adapté (suites lin€aires,
homographiques, séries usuelles ...).

En termes de I'TA, ces tactiques sont sans doute ce que I'on appelle des buts. Chacune de ces
tactiques va utiliser des techniques, soit communes & plusieurs, soit spécifiques. De plus, une
tactique peut évidemment en appeler une autre. Par exemple, 'intcrét de la (5) est souvent de se
ramener 2 utiliser la (1), 1a (3) ou la (7). Il s'agit donc de la décomposition d'un but en sous-
buts. Par ailleurs, plusieurs techniques sont utilisables pour une tactique donnée. Par exemple,
pour utiliser 1a (3), on peut utiliser la technique : "suite croissante majorée"”, ou bien la
technique "uy, €t Uy, 4 sont adjacentes”, ou encore "le critere de Cauchy”... Les techniques

apparaissent ainsi comme assez proches de ce que 1'IA appelle des regles.

Bien entendu, on peut toujours trouver des suites pour 'étude desquelles I'ensemble des
tactiques ci-dessus ne suffira pas : une méthode couvre un doraine relaivement déterminé de
problémes se rapportant 4 un "champ conceptuel” (cf [9]), ici les suites usuelles ou un peu
difficiles qu'on peut trouver en DEUG A.

L'organisation et l'emboitement des buts, sous-buts, régles, constituent la
planification de la stratégie de preuve, et les choix de planification vont dépendre des
phases précédant la phase de preuve. En effet, avoir détermin€ les buts et sous-buts et les regles
3 appliquer est évidemment la phase la plus simple, qui intervient 2 1a fin (sauf si cela ne marche
pas et qu'il faille retourner en arriére). Le vrai probleme pour lequel une méthode est utile, et
C'est aussi le vrai problzme dans la construction d'un résolveur, c'est évidemment la démarche
de recherche préalable qui va mener A ces choix de tactiques et de techniques. Clest I'enjeu des
phases stratégiques qui précédent celle de preuve : phase de classement du probléme; phase
de recherche d'idées, d'hypoth2ses, d'élaboration de conjectures.

Stratégies et métarégles

I s'agit dans ces stratégies de se poser des questions, mais de fagon méthodique, et
c'est de la réponse 2 ces questions que vont dépendre les choix de la phase de preuve.

La premidre stratégie est une stratégie de classification du_ probléme. Cette
classification précise le champ auquel on se limite, et I'étude d'une suite qui ne rentre pas dans
la classification sera évidemment plus difficile; I'un des préceptes utiles, c'est & dire sans
doute une des métarégles au sens de I'TA, sera dans ce cas d'essayer de "ramener” (en un
sens qu'il faudra préciser) la suite proposée & un type de suite figurant dans la classificaton.

11 apparait donc deux étapes dans cette phase : d'abord, voir si la suite proposée est
classable, et si oui la classer; ensuite, dans le cas ol la suite n'est pas classable, essayer de la
"rapprocher” de suites classables. :

En ce qui concemne le classement, il y a deux grandes catégories : probleme général (par
exemple : "si nu,, tend vers 0, que fait u, ?"; ou le théoréme de Césaro : "si uy, tend vers |, que
Uy + Uy + o+ Uy )

n
donnée. On trouvera dans le texte de la méthode, reproduit en annexe, la classification des
suites particuliéres.

Dans la stratégie de recherche, les questions a4 se poser sont guidées par
un certain nombre de "préceptes" ou "métarégles”, qui peuvent se regrouper sous des
rubriques dont les titres évoquent, et ce n'est sans doute pas un hasard, les préceptes de

fait la suite v, = ") ou probléme particulier, concernant une suite
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I'heuristique générale (cf [10]). Mais chacun de ces préceptes est "accroché” a des
connaissances du domaine des suites numériques. Les titres de certains de ces
regroupements annoncent déja les difficultés qui vont se présenter pour implémenter une telle
méthode, méme si on peut espérer que le contexte du domaine va aider a circonscrire les
possibilités : "dans un probleme général, érudier des cas particuliers”, ou "changer de point de
vue sur la suite", ou "localiser la difficulté principale” ...

IL22 Le lem: d_jfﬁci_le our I'TA et gu'il faudrait résoudre pour élaborer un

3 Quelles sont les difficultés de I'lA pour implémenter la phase de classification ?
D'abord, la distinction entre probleéme général et probléme particulier, qui est évidemment

fondamentale, pose un probléme de reconnaissance de forme qui ne me parait pas
¢vident. On peut certes envisager qu'il soit résoluble par un codage approprié, si c'est
l'utilisateur qui le rentre, mais si c'est le résolveur qui deit, pour éwudier une suite particuliere,
se ramener A un probléme général (et c'est un précepte souvent utile), comment faire ? On a bien
l'impression qu'il faut disposer des concepts "général” et "particulier”, et un résolveur a-t-il ces
concepts ? Ensuite, méme pour les suites particuli¢res, les problemes de reconnaissance de
forme sont parfois redoutables. Ainsi, comment reconnaitre ou méme entrer dans un ordinateur

la suite u,, définie comme "la plus grande racine de I'équation x3 - 3x -n=0" ? Si entrer la suite

u, = V% + ‘\/ IE + ..+ \/ lﬁ (avec n fois le signe ') parait plus faisable, ce ne sera

pas simple... De plus, ce sera une méthode récurrente (sur un nombre p variant de 1 a n) qui va
donner de la suite une vision "dévissée" et non globale, et éliminer des tactiques possibles...

Mais le plus difficile réside sans doute dans la deuxicme phase de la stratégie de
classification, celle qui consiste a "se ramener 2 la classification”, et qu'on a appelé de fagon
rassurante "autres moyens de classement”. Dans cette phase, il s'agit en effet essentiellement,
d'une part de reconnaitre un groupement de termes dans l'expression de la suite ou de son
mode de détermination qui ait un "comportement standard”, de traiter & part ce groupement et
d'en déduire une tactique de preuve; et d'autre part de comparer la suite proposée a des suites
plus simples figurant dans la classification, mais dont la forme est suffisamment voisine pour
qu'elles aient le méme comportement; "comparer” signifie ici en général "encadrer”.

Comment reconnaitre ces groupements ou ces suites comparables ? Le champ des
possibles est ici a priori infini, et c'est une des difficultés assez spécifiques de l'analyse. Dans
la pratique, c'est un probléme de reconnaissance de la forme et du rdle du
groupement. Le mathématicien, mais aussi I'étudiant qui a un peu d'expérience, est amené &
considérer de fagon globale une certaine expression, et 4 y reconnaitre les rdles de certains
constituants. Par exemple, si on émudie la suite définie par récurrence par

u _ . |ntsinn +u
n+1 =~ Y n+inn n,

, et s'apercevoir que [a seule chose importante est qu'il a

il faut isoler le grou n‘mntﬂs{ﬂ-rl
groupe n+lan

une limite, 2 savoir 1. On peut alors nommer ce groupement a,, et encadrer la suite par deux
suites récurrentes définies A partir d'un certain rang par I'expression obtenue en remplagant a

par 1 - € d'une part, et 1 + € de l'autre. Il s'agit d'un raisonnement de nature
qualitative, sans doute w2s difficile 2 coder en IA. On se trouve dans la méme situation, et
avec le méme type de difficulté quand on veut comparer la suite proposée a une suite plus
simple : comment définir "plus simple” ? Comment choisir la suite a laquelle on va comparer ?
Il faut qu'elle ressemble a la suite de départ, tout en étant plus simple ... Par exemple, on peut

encadrer la suite vue plus haut u, = ‘J% + ‘\/ lﬁ + ... ‘\/ % par les deux suites plus

. /28 e
simples v, = (:1_1) ! et w, définie par récurrence par w, = ‘\/ ;ll-+ W, > comment

implémenter une méthode de recherche permettant 4 un résolveur de reconnaitre ce fait ?
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& En ce qui concerne la stratégie de recherche, les problémes sont sans doute encore plus
délicats. Je pointe juste quelques difficultés pour illustrer la situation.

# On retrouve dans le "précepte” 1) (b) le probléme de 'encadrement d'une suite par
d'autres suites. De fagon générale, le probleme des majorations et minorations est un
probleme difficile, que l'on retrouve & d'autres endroits, par exemple dans la technique
"suite croissante majorée” de la tactique (3) de preuve. Non seulement il y a la difficulté de
deviner par quoi il faut majorer, mais il faut encore prouver une majoration. Certes, il est
vraisemblable qu'on puisse écrire une méthode générale de recherche et de preuve pour
"majorer et minorer"; mais elle serait au moins aussi €laborée que la présente méthode pour
érudier une suite, et on n'éviterait tout de méme pas le probiéme de recherche de conditions
suffisantes plus simples, c'est i dire d'abandon pertinent d'un certain nombre

d'informations. Par exemple, si on se propose de montrer que pourx 20ona 1+sinxs e*,
le plus naturel sera de faire un dessin et d'essayer de traduire le dessin par une
condition suffisante, en glissant une courbe entre les deux graphes : montrer que 1 + sin x

<1+ x, puis que 1+ x <e* Etil s'agit 1a d'un exemple trés élémentaire ! Comment faire

lorsque onai prouver l'inégalité : pour x dans [0,1], In (%- + ‘\/ -}i + 2x) < —12_3; ? 11 faudra
sortir le 1/4 de la racine carrée parce que on aura anticipé qu'il donne un 1/2 qui, avec celui
qu'on a déja, fournit 1, et que In (1 + u) est une fonction qu'on sait majorer par u; cette

condition suffisante nous améne i majorer I'expression figurant sous le In : Ji+8x, etc. Le
probl2me est que les valeurs des nombres explicites & mettre dans nos fonctions intermédiaires
peuvent étre a choisir dans un référentiel infini sans qu'on ait de guide bien net 2 part
I'habitude de certaines expressions et I'analogie avec des majorations déja faites. Ce sera
particuli¢rement le cas si la majoration f < g a faire est trés grossiere, c'est 2 dire si la marge
entre f et g est trés grande, car le choix d'une fonction h A glisser entre les deux n'est plus
coniraint ; le choix des possibles est réellement infini ... _

# Les préceptes (métaregles) 1) (c) et 3} (b) concemnent l'utilisation d'un dessin. I1
s'agit 12 de mobiliser la vision géométrique, en particulier pour reconnaitre des formes
globales : monotonie d'une fonction, place de son graphe par rapport 2 la diagonale y = X,
points d'intersection des deux courbes, positions respectives de certains points ... Bien siir,
certains de ces problémes sont codables, au moins dans certaines limites, au moyen d'un
nombre fini de tests numériques. Mais on ne peut 4 'évidence prévoir toutes les idées que peut
fournir 2 I'ceil et donc au cerveau I'examen approfondi d'un dessin ...

# La métardgle 3) (a) suggére de "changer la formule ou l'expression”; il
s'agit, avec la métaregle concernant le dessin, de la particularisation au cas des suites du
précepte heuristique : changer de point de vue (ce qui doit souvent correspondre au changement
de "représentation” du probléme au sens de I'T.A.). La encore, le champ des possibles est
a priori infini, et c'est la forme qualitative de 1'expression initiale, ou l'analogie
avec une forme déja vue, qui permet de choisir. Comment implémenter le "déja vu", par
définition infini, compte-tenu des parameétres dont il dépend ?

# La métarégle 1) (f) propose de calculer littéralement pour "deviner" une

formule. L'exemple u, = % TR +_nn_-'1 montre bien les problémes : si on calcule en

. . 15 23 119 719 5039 , :
fractions les premiers termes, on trouve 3, 74375 130 ° 720 * 5040 ° Le résolveur pourra-t-il

. g , n! -1
en induire! que I'on a probablement uy = —— ?

# La métarégle 4) "faire n = =" a déja été évoquée : elle consiste 2 isoler certains
groupements dont 1a limite est plus simple, et a les remplacer (par encadrement) par des termes

f

f.
Bl repona L

! Je suis sans doute un peu trop pessimiste : le logiciel Mapple, lorsqu'on entre ol

p=2
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fixes proches de leurs limites. Nous avons vu les problémes de reconnaissance de forme
et d'analogie ainsi soulevés.

& Enfin, pour achever le tour d'horizon des difficultés d'élaborer un résolveur qui tienne
compte des activités mathématiques citées dans la thése n°3, citons quelques points qu'on peut
relever dans les diverses techniques utilisées dans les tactiques de preuve : Quand
faut-il raisonner par l'absurde ? Quand faut-il raisonner par récurrence ? Quand penser a nier I¢
critére de Cauchy ? Comment mettre en ceuvre une "récurrence paramétrée” ? Comment poser et
: n
conclure un raisonnement en €-N ? Dans le découpage en deux d'une somme ZV np

p=0
comment choisir si l'entier intermédiaire sera fixe ou fonction de n, par exemple [vVn] ou [%] ?

Dans chacun de ces cas, se mélangent reconnaissance de forme, analogie, legon a tirer d'un
échec (comme dans la métaregle "analyser la difficulté principale”, d'ailleurs), vision globale et
qualitative ... '

Ma conclusion concernant la possibilité d'élaborer un résolveur ayant un minimum
d'efficacité dans le domaine de la convergence des suites est donc assez pessimiste. L'analyse
comparée du type de méthode qu'on se propose d'enseigner dans le cas de la convergence des
suites avec celle qu'on essaye d'impiémenter dans Elise devrait nous éclairer sur les différences
de difficulté, non seulement du point de vue des résolveurs, mais aussi du point de vue tutoriel.
11 devrait alors étre possible de se demander si les diverses notons de 'EIAQO en fonction dans
ces deux cas, et aussi dans d'autres cas (algébre, géométrie) recouvrent bien les mémes
choses.

II1. Algébre, géométrie, analyse; savoir-faire, concepts, méthodes :
quelles différences pour un tuteur ? quelle variabilité pour les
notions de I'EIAQ?

1l est maintenant assez fréquent d'entendre dire que méme si on n'arrive pas 2 mettre
assez d'intelligence dans un tuteur pour qu'il posséde un bon résolveur, cela n'est pas trés
grave, et qu'on peut remplacer tout ou partie de I'intelligence de résolution par une intelligence
plus développée dans l'interaction. Il ne me semble pas que cette opinion soit nécessairement
fondée, s'agissant de tuteurs ayant pour objet I'apprentissage de methodes de résolution. Cela
risque de fortement dépendre du type de méthodes, c'est A dire en définitve du domaine
mathématique concerné, et de I'apprentissage visé.

II1.1. Méthodes fortement algorithmisables et méthodes d‘exploration

Une différence importante apparait immédiatement entre la méthode de recherche de
primitives utilisée dans ELISE et celle figurant en annexe pour étudier la convergence des
suites. La premitre est fortement algorithmisable, I'importance de la classification du probleme
y est déterminante, les techniques y sont en nombre trés limité (intégration par partie,
changement de variable, décomposition d'une fracton rationnelle, identification polynomiale ou
récurrence); les consignes y sont données en terme d'actions techniques modifiant directement
la forme du probléme a résoudre, le faisant progresser vers sa forme finale ot I'on reconnait la
solution; le sens des concepts mathématiques en jeu n'y est pas tres utilisé.

La deuxiéme est essentiellement une méthode d'exploration : elle est beaucoup plus
tournée vers la production d'un questonnement, mais les questions ne se traduisent pas par des
actions immédiates bien précisées ou des réponses facilement codables; la liberté d'action
laissée A I'apprenant est bien plus grande, et en particulier parce que le champ des possibles est
bien plus vaste, et que le sens des notions mathématiques y intervient souvent, et pas seulement
leur fonctionnement algorithmique; et c'est justement ce qui entraine des difficultés pour un
résolveur qui serait associ€ a cette méthode.
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Ces différences fondamentales dans les méthodes élaborables par les "experts” de ces
deux domaines ont évidemment pour causes les différences de nature des domaines
mathématiques qui y sont en jeu. Si on regarde alors d'autres domaines mathématiques oil ont
été élaborés ou sont en projet, voire simplement imaginables par la pensée (comme pour les
suites convergentes) des tuteurs intelligents, on constate que cette dichotomie : caractere assez
algorithmisable ou caractére exploratoire, semble €tre générale :

These n°4 : Selon la nature du domaine mathématique, la méthode de résolution de
problémes qu'un tuteur intelligent se propose d'enseigner sera soit assez fortement
algorithmisable, soit de nature plutdt exploratoire. Les problémes posés par I'élaboration
du résolveur seront qualitadvement différents dans 1'un ou l'autre cas.

Par exemple, les tuteurs concernant l'apprentissage du calcul aigébrique semblent étre
plus prés du pdle "méthode algorithmisable™ que du pdie exploratoire; en particulier, on peut y
faire assez vite un diagnostic d'échec aprés un essai de sclution, ce qui est bien moins évident
pour une méthode de nature exploratoire. Par ailleurs, on y utlise peu les sens mathématiques
du calcul algébrique : modélisation par une relation sur une inconnue d'un probleme "concret”

et rapport aux équations; nature fonctionnellement différente des expressions 2x, X2, 24X ...
notion de polyndmes formels.

En ce qui conceme les tuteurs pour l'apprentissage de la démonstration géométrique en
quatriéme-troisidme, il faudrait faire toute une analyse des connaissances et méthodes
géométriques sur lesquelles ils s'appuient, et de la fagon dont elles sont utilisées au niveau de la
démarche de résolution, pour savoir si elles relévent plus de I'un de ces deux pbles.

Mais si I'on voulait implémenter dans un tuteur intelligent la méthode de recherche de
résolution de problémes de géométrie de terminale C due & Aline Robert et Isabelle Tenaud (cf
[11]), il me parait certain qu'il y aurait beaucoup de points communs avec la méthode proposée
pour la convergence des suites, et qu'on serait trés nettement du cdté du pdle exploratoire; les
difficultés d'un résolveur seraient sans doute aussi ardues, mais avec des spécificités propres
(les probleémes de reconnaissance de formes géométriques y seraient évidemment beaucoup plus
importants).

2. Peut-il y avoir interaction intelligente avec un résolveur limité ?

On a vu que cette question était I'un des points de réflexion actuels. Prenons l'exemple
d'un tuteur qui devrait enseigner la méthode pour étudier la convergence des suites (il s'agit
d'une expérience de pensée, puisque un tel tuteur n'existe pas!). Supposons par exemple que,
étudiant une suite du type u,,; = {(u,), 'apprenant ait demandé le tracé des courbes y = f (x)
pour n = 1, 2, ..., 10. Le logiciel étant vraisemblablement incapable d'en déduire une
conjecture, par exemple sur une relation d'ordre entre u,, et les points fixes x, des f, quel
conseil peut-il proposer a 1'apprenant ? On imagine mal une suggestion allant au-dela de
I'interrogation générale, qui figure dans le texte écrit de la méthode : "Voyez-vous une relation
entre les u_ et les x, ? Si oui, laquelle ?". Sil'on prend par exemple la suite définie par uy = 1,
u =1 +%.zf}'“n , la relation 2 rouver est x; £u, £X; 5, et ceci & partir de ny = 8
seulement; 1'inégalité de droite sera sans doute invisible sur le tracé des graphes. Ce n'est
qu'une étude volontaire, c'est A dire précisément guidée par I'apprenant, avec majoration
effective & effectuer, et ny et p & déterminer, d'une inégalité du type u, < x, ., qui pourra
permettre d'aboutir. On voit clairement sur ce cas qu'une méthode de type exploratoire dans
laquelle il y a beaucoup de difficultés pour le résolveur laisse peu de possibilité pour une
inidative intelligente au tuteur.

Si l'on prend maintenant le cas d'ELISE, on peut au contraire imaginer des
commentaires intelligents du tuteur, car ils devraient pouvoir provenir de la solution méme
donnée par le résolveur, y compris de la prise en cause de ses essais et échecs, facilement
identifiables (telle intégration par partie ne marche pas parce qu'elle fait apparaitre telle fonction
plus compliquée, etc.). On peut faire le méme cornmentaire en ce qui concerne des tuteurs en
algebre élémentaire,
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11 me semble que ces deux exemples rendent vraisemblable la thése suivante

Thése n°5 : Un tuteur opérant dans un domaine qui reléve d'une méthode exploratoire
avec un résolveur peu efficace ne pourra €tre "intelligent” au niveau de I'interaction
qu'en utilisant fortement l'intelligence de l'apprenant, c'est a dire en étant tutoré par
celui-ci, au moins pour certaines phases de activité.

11 faut donc en conclure, me semble-t-il, que le type de l'interaction tuteur-apprenant
sera trés différent selon le domaine mathématique concerné par le tuteur. Peut-on parler du
méme concept d'interaction, lorsgque dans un cas on utilisera fortement
I'intelligence de l'apprenant et peu dans un autre ?

Essayons de voir comment ces différentes phases pourraient, dans le cas du tuteur
imaginaire concernant la convergence des suites, utiliser tantdt le résolveur et tantdt I'apprenant.

1. Lors de I'étape de classement d'une suite proposée i 1'étude, on peut prévoir
qu'un résolveur permetirait assez facilement de reconnaiire le type de la suite, et par suite de
réagir intelligemment aux actions de I'apprenant.

2. C'est évidemment lors de 'étape de la recherche exploratoire que la faiblesse du
résolveur poserait plus de problémes. On peut imaginer que le tuteur soit capabie de se déplacer
dans les différentes activités d'exploration, dans un certain ordre, et d'interroger i leur propos
I'apprenant. Mais on voit mal comment I'énoncé des conjectures 2 tester, c'est & dire le choix de
l'organisation de la preuve en but, régles et sous-but pourrait ne pas étre i la charge de
'étudiant. Si, par exemple, le tuteur peut demander quels dessins faire, de quelles fonctions, a
quelle échelle, pour combien de valeurs de n, et méme demander a I'éleve il en déduit telle
conjecture (la suite est-elle monotone ? peut-on placer les u, par rapport aux x,, ? etc.), il est
vraisemblable qu'il ne pourra y apporter lui-méme de réponse; la situation est analogue quant
aux conclusions 2 tirer de certains calculs qu'aurait demandés I'éléve (cf par exemple le cas de
la suite uj, = %4— % + ... +—nnTl

1l en résulte que l'apprenant, pour prendre en charge cette partie de l'activité, devra
posséder un certain niveau d'expertise, car il devra penser cette phase de recherche en ayant en
téte les différentes tactiques possibles pour établir le comportement d'une suite, et méme
'agencement éventuel de tactiques différentes. Cela n'est pas génant si I'objectif du tuteur est
justement l'apprentissage de la méthode de recherche et non pas de ces tactiques, mais la
connaissance de celles-ci est un préalable nécessaire. On peut dégager explicitement ce constat :

These n°6 : Un tuteur ayant pour but un enseignement de méthode de nature surtout
exploratoire ne pourra &tre efficace en ce qui concerne I'apprentissage que si l'apprenant
posséde déja un certain niveau d'expertise relativement aux tactiques et techniques utiles
dans le domaine.

Ti est intéressant de remarquer que c'est le constat qui a été fait lors de I'expérimentation
avec des étudiants du logiciel HYPERELISE (cf [12]), qui n'est pas trés proche, pourtant, du
pole exploratoire.

3. La derniére étape est celle du plan de preuve : agencement entre but, régles,
sous-buts. Il se peut qu'a ce niveau on puisse élaborer un résolveur relativement efficace, et
permettre par conséquent une gestion plus intelligente de I'interaction i la charge du tuteur.
Mais cela risque encore de dépendre du plan de preuve lui-méme : s'il y a des majorations a
faire (et c'est fréquent!), on a vu en effet que la situation redeviendra sans doute difficile, méme
si on dispose d'un sous-tuteur spécialisé dans la recherche de majorations (on grimpe d'un
niveau de plus dans l'imaginaire!), car celui-ci sera inévitablement & base de méthodes relevant
plus du pdle exploratoire que du pdle algorithmisable.

Mais en définitive, cette nécessité probable de faire tutorer le tuteur par

I'apprenant dans certaines phases du travail, 4 condition que le rdle de certaines
tactiques et techniques de base soit maitrisé par 1'étudiant, ne peut qu'étre favorable 3
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l'apprentissage, dans la mesure o il rend 'apprenant actif dans la phase de recherche, avec une
activité non aléatoire, mais orientée vers un but dont il a conscience.

Une conclusion qu'on peut sans doute tirer des théses n°® 5 et 6, c'est que parler
d'interaction comme concept bien défini en EIAQ risque de voiler des
différences importantes, et de cacher le fait que les types d'interaction vont
dépendre étroitement des capacités du résolveur, du domaine sur lequel porte le
tuteur, et du caractére de la méthode qu'il s'agit d'enseigner : plutot
algorithmisable ou plutdt exploratoire.

II1.3. Y a-t-il un concept de "modéle de 1'apprenant™ ?

Un projet de tuteur intelligent est d'abord un projet d'enseignement. Il faut donc décrire
ce que I'on se propose d'enseigner avant d'essayer de repérer I'état de 'apprenant vis-a-vis des
connaissances a transmettre. Or elles sont de nature trés différente selon le domaine, et selon le
niveau auquel on se place dans le domaine.

1l peut s'agir de "savoir faire". Ceest le cas par exemple avec les tuteurs portant
sur l'algebre élémentaire : ceux-ci s'occupent des régles de calcul, des stratégies de
factorisation, de développement, etc. Iis ne prennent pas en compte les représentations des
¢leves sur les concepts mémes de l'algebre : que signifient les lettres x, y, a, b..., en quoi leur
statut est-il différent de celui des nombres figurant dans les relations ? (la notion de variable,

celle d'inconnue, de parametre, les rapports avec la mise en équation...). Pourquoi 2x et x2

doivent-ils se traiter différemment dans les calculs ? (les réponses relévent de la notion de
fonction, ou de celle de polyndme formel, toutes deux absentes de l'algebre €lémentaire; et la

confusion entre 2x et x2 est fréquemment constatée chez les €leves débutants). Des phénomeénes
d'ostention repérés par des didacticiens (prise en compte du coefficient 0 non écrit, disparition
de termes avec le coefficient 1 dans les mises en facteur... cf {13]), ne sont pas pris en charge
par le tuteur, ni par exemple le fait que les €léves veulent donner un sens au résultat en y
retrouvant sous une forme ou une autre les prémisses...

Dans ces conditions, il semble inévitable que le seul type de modéle de I'éléve qui puisse
rendre compte du niveau sur lequel le tuteur se propose d'agir soit um modéle
comportemental, qui ne pourra que trés peu intégrer I'acquisition de certains concepts
(I'inconnue, par exemple) ou les représentations de I'apprenant en terme d'objectifs du calcul
algébrique (métaconnaissances).

Il peut s'agir de connaissances mathématiques de type conceptuel. Clest le
cas pour des tuteurs de géométrie, ol des concepts du raisonnement (rdles de 'hypothése et de
la conclusion, conditions nécessaires, suffisantes) sont mobilisés, ainsi que des concepts
géométriques (parallélisme, théoréme de Thalts, addition vectorielle).

Dans ce cas, un modéle de I'éléve permettant d'interpréter I'effet du tuteur et les actions
de l'apprenant sera plutdt un modéle conceptuel ou épistémique, dont il ne sera
d'ailleurs pas évident qu'on puisse y avoir facilement accés avec les seules actions du sujet face
au tuteur.

Il peut aussi s'agir de métaconnaissances sur les concepts mathématiques
en jeu dans le domaine et leur utilisation pour en résoudre les problemes. Clest le cas par
exemple pour un tuteur qui se proposerait d'enseigner des méthodes pour résoudre les
problémes de géométrie de terminale C (cf [11]), ou pour le tuteur imaginaire destiné a
enseigner la méthode sur I'étude des suites que nous avons décrite plus haut.

Dans ces conditions, il semble clair qu'il faudrait avoir recours 2 un modéele réflexif
de l'apprenant, qui puisse rendre compte de ses capacités & réfiéchir sur ses connaissances
mathématiques, c'est a dire rendre compte de ses métaconnaissances portant sur ses
connaissances. Par exemple, on pourrait trouver dans cette description de I'éleve des
métaconnaissances du type : il sait, dans I'étude des suites, quand il faut effectuer un
changement de point de vue, passer du numérique au graphique; ou bien, pour I'étude de
problémes de géométrie, il sait choisir le cadre de I'analytique ou du vectoriel 3 bon escient,
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On voit apparaitre dans ce dernier exemple une dépendance du modele cherché, non
seulement du niveau auquel se situent les connaissances visées (comportement, CORcepts
mathématiques, métaconnaissances), mais aussi de la nature de ces connaissances. Ce sont les
termes mémes utilisés pour décrire le modele de I'éléve, I'architecture interne de sa description,
les hiérarchies qui y figurent... qui vont dépendre du domaine mathématique sur lequel on
travaille, et de I'objectif d'enseignement du tuteur.

Peut-étre peut-on résumer ceci dans la thése :

Thése n®7 : La nawre du concept de "modele de I'éléve” que I'EIAQ se propose de
définir dépend étroitement de la nature des connaissances & enseigner (algebre, analyse,
géométrie, et sans doute de sous-domaines encore pius fins...), et du niveau auquel on
se place : comportements, concepts mathématiques, métaconnaissances.

On congoit que la combinatoire du type de modeles de 'éléve puisse ainsi étre assez
grande, d'autant plus que certains tuteurs pourraient vouloir avoir acces 4 plusieurs aspects
différents. Du coup, les moyens d'accés 3 de tels modeles de 1'éleve par le tuteur lui-méme
paraissent assez problématiques.

D'abord, il faut convenir que les didacticiens eux-mémes sont trés loin de savoir définir
clairement de tels modeies et de disposer des moyens d'y accéder. Par exemple, si des €tudes
didactiques (cf [8]) ont effectivement permis de dégager l'existence statistique de modeles des
conceptions des éléves concernant la convergence des suites (modeles monotone, dynamique,
statique...et les modéles mixtes!), on a peu de moyens de repérer rapidement de quel modéle
releve tel éléve, et on sait méme que plusieurs modeles peuvent coexister chez le méme €ieve,
qui fera appel 2 I'un ou 2 l'autre selon le probléme, les circonstances... Quant aux moyens
didactiques 2 mettre en ceuvre pour faire évoluer le modele insatisfaisant d'un €lve, on sait peu
de choses i ce sujet... Il faut ajouter que les moyens d'un tuteur pour détecter le modele d'un
gleve devraient étre particulizrement performants, puisqu'il est peu vraisemblable, en tout cas
pour certains types de tuteurs, que le méme €léve y ait acces plus de trois ou quatre fois.
L'accés statistique ou en terme de reconnaissance de structure ne sera éventuellement possible
que pour des logiciels travaillant sur le long terme (travail sur plusieurs semaines...).

En bref, je ne suis pas sfir que cette question du modele de 1'éleve telle que se la pose
actuellement I'EIAQ soit vraiment pertinente dans sa généralité. Je crois qu'il faut étre plus
modeste, et se contenter du travail didactique "normal” qu'il faut évidemment faire pour
élaborer un tuteur destiné 2 enseigner dans un domaine donné a un niveau donné des
connaissances données : celui que fait le didacticien qui se propose de mettre au point une
ingéniérie.

II1.4. Explications : quelie variabilité ? quelle généralité ?

L'EIAO se pose des problémes généraux concernant I'explication (cf par ex. [14]). Mais
13 aussi il faut sans doute se garder de vouloir &tre trop général trop tdt.

D'abord, les didacticiens n'ont pas, a I'heure actuelle (cf [15]), fait de
travaux sur les explications. Pourtant, les enseignants expliquent. Mais, en fait, ils
expliquent "en situation”, c'est & dire de fagon extrémement diverse selon le contenu
mathématique en jeu, et selon, 12 aussi, le niveau des connaissances. Les types d'explications
que peut donner un enseignant vont étre différents suivant qu'il s'agit d'algebre, d'analyse ou
de géométrie, par exemple. La variabilité sera aussi importante selon que I'objectif est de faire
acquérir des comportements assez algorithmiques (des savoir faire), des concepts
mathématiques ou des réflexions "méta” portant sur ces concepts et leur opérationalité pour
résoudre les problemes du domaine.

De plus, les explications renvoient A un rapport avec I'éiéve qui va dépendre beaucoup
de 1a situation d'enseignement. Les explications qu'on trouve dans un cours magistral ont peu &
voir avec celles que donne un enseignant a des éléves en train de chercher un probleme, et qui
lui posent des questions, ou avec celles qui tirent le bilan général d'un probleme fait en classe.
L'explication réponse 2 une question peut elle aussi étre différente selon ce que révele la
question chez I'€léve : incompréhension de langage, existence d'un concept erroné renvoyant 4
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un obstacle épistémologique, ou 2 un effer didactique de l'enseignement antérieur,
représentation erronée du role et de l'iniérét de certaines connaissances (niveau "meta”). ..

Par exemple (mais il s'agit 1A d'un constat empirique et non du résultat d'une recherche
didactique), il y a des cas ol répondre 2 I'éleve en lui renvoyant d'autres questions (bien
choisies) semblie plus efficace que d'expliquer "classiquement”. N'est-ce pas aussi un type
d'explication ? De méme, l'évocation de problémes analogues (sans dire nécessairement qu'ils
le sont) peut faire prendre conscience 3 I'€léve d'une structure profonde, ou d'un mode
d'utlisation des connaissances A mettre en jeu. Proposer un changement de cadre dans 'étude
d'un probléme peut étre aussi un mode d'explication implicite favorisant sans le dire des
‘transferts.

En définitive, il y a sans doute 4 élaborer en didactique, plus qu'une théorie générale de
l'explication, des moyens d'analyser des "situations explicatives” ou des moments explicatifs
d'une situation didactique donnée.

I y a peu de chances que I'EIAQ, qui a elle aussi 2 construire et gérer des "situations
explicatives” (cf {1]), soit plus avancée dans une théorie générale. J'avance donc la these
vraisemblable suivante

Theése n°8 : En matiere d'explications, l'objectif premier de IEIAO devrait étre de
construire pour chaque tuteur ou projet de tuteur des situations ressenties par leurs
auteurs comme étant de nature explicative, puis d'analyser expérimentalement leur
fonctionnement réel avec des éléves, et d'amasser ainsi des connaissances sur les
variables qui permettent d'agir sur ces situations et de leur donner leur efficacité pour
l'explication.

Ce n'est que dans une étape ultéricure, sans doute, et sur la base de connaissances
expérimentales plus nombreuses et plus slires qu'actuellement, qu'on pourra peut étre se poser
la question d'une théorie générale de I'explication. -

Conclusion

Quelle peut étre la validité des "theses" dont ces réflexions sont parsemées, pour la
commodité du lecteur ? A vrai dire, elles sont évidemment sujettes & discussion. Certaines de
leurs justifications me paraissent s'appuyer raisonnablement sur des consid¢rations didactiques
assez bien établies. Mais il est clair que je me suis servi d'exemples qui sont souvent virtuels : il
n'existe A 'heure actuelle aucun tteur se proposant d'enseigner des méthodes de résolution de
problémes dans le domaine de la convergence des suites ni dans celui de la géométrie de
terminale C. De telles méthodes existent et ont été enseignées, mais elles n'ont méme pas été
implémentées en tant que systémes experts (Ce qui serait plus facile que comme tuteur EIAQ).
Tout ce que 'on peut déduire de telles "expériences de pensée” est donc sujet & caution. Mais au
moins les conclusions sont réfutables : il suffit (1) de construire les tuteurs correspondants pour
trancher de la validité de telle ou telle these.

Ce qu'a mon avis le lecteur devrait surtout retenir de ces réflexions, c'est (de ma part!)
une méfiance certaine relativernent i des essais de définitions par trop formelles de certains
concepts de 'EIAQ, définitions qui se prétendraient trop indépendantes des contenus précis des
connaissances et des niveaux de ces connaissances, c'est A dire du projet précis d'enseignement
que se propose tel ou tel tuteur. Travailler sur les différences et les spécificités me parait
actuellement bien plus urgent et important que de travailler & des unifications qui risquent d'étre
surtout des simplifications abusives de la réalité, et donc des obstacles a I'efficacité didactique
des tuteurs 2 élaborer.

Mais peut-&tre cet antagonisme spécificités/unification recoupe-t-il simplement les deux
poles didactique/IA, et les différences entre les préoccupations des deux communautés ?

99



Références

(1]

[2]

(3]
(4]

[5]
[6]

E. Delozanne, E. Carriere : Définir un processus explicatif, une étude de cas: la
conception d'ELISE; Deuxiémes Journées Explication du PRC-IA du CNRS, Sophia-
Antipolis, 1992,

P. Jarraud : Utilisation pédagogique de l'informatique; "Enseigner autrement les
mathémariques en DEUG A premire année”, brochure de la Commission Inter-IREM
Université (CI2U), 1990.

A. Robert, J. Rogalski, R. Samurcay : Enseigner des méthodes; Cahiers de Didactique
des Mathématiques n°38, Irem Paris Sud.

M. Rogalski : Enseigner des méthodes en mathématiques; "Enseigner autrement les
mathématiques en DEUG A premigre année”, brochure de la Commission Inter-IREM
Université (CI2U0), 1990.

A. Schoenfeld : Mathematical Problem Solving; Academic Press.

G. Paquette : Métaconnaissance dans les environnements d'apprentissage. These de

I'Université du Maine, 1991.

[7]

(8]
(91

[10]
[11]
[12]
[13]
[14)
[15]

J.F. Nicaud, M. Vivet : Les tuteurs intelligents, réalisations et tendances; TSI vol 7,
n°l, 1988.

A. Robert : These d'état; Université Paris VII, 1982,

J. Rogalski : Quelques éléments de théorie piagétienne et didactique des mathématiques;
Cahiers de Didactique des Mathématiques n°2, Irem Paris Sud.

G. Polya : Comment poser et résoudre un probléme; Dunod.

A. Robert, I. Tenaud : Une expérience d'enseignement de la géométrie en terminale C;
Recherche en Didactique des Mathématiques (La Pensée Sauvage, Grenoble), n°9.1,
1989.

E. Delozanne : Thése de 'Université du Maine, 1992.

Y. Chevallard : Arithmétique, Algebre, Modé€lisation, Etapes d'une recherche; Irem
d'Aix-Marseille.

E. Carriere, E. Delozanne, M. Vivet : Des connaissances pour produire des explications
dans un tuteur intelligent; Revue d'Intelligence Artificielle, vol 4, n°2/1990.

N. Balacheff : Nature et objet du raisonnement explicatif; Actes du colloque
L'explication dans l'enseignement et 'EIAO, éditions Paris Onze, 1951,

100



Annexe
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— Deug Al Suit.RC.001.XX
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Comment étudier la convergence d’une suite réelle? Un exemple de méthode.
Introduction

Le but de ces notes est de donner une méthode assez générale pour étudier la convergence
ou la divergence des suites réelles, au moins du type de celles qu’on rencontre fréquemment
en DEUG premiére année. L'ensemble de ces types sera précisé plus loin. au moyen d’un
classement.

La méthode que nous allons propeser permet de démarrer une recherche, au moyen d'une
stratégie de classement et d'une stratégie de recherche de conjectures, puis de la mener & son
terme au moyen d’une stratégie de preuve, Certaines de ces stratégies comportent diverses
tactiques, qui elles mémes utilisent des techniques. La nature de la suite étudiée permet
souvent de trier rapidement les tactiques qui paraissent adaptées. De plus, on donnera un
procédé de coniréle, correction et reprise en cas d'insuccés. '

A plusieurs reprises, nous insisterons sur {'idée du changement de point de vue qu'il faut
savoir effectuer pour choisir une stratégie ou une tactique, ou pour en changer si nécessaire :
passer d'un point de vue numérique {essais pour des valeurs de n, majorations...) & un
point de vue géométrique (représenter (u,) au moyen du graphe d'une fonction...), et
réciproquement (traduire en inégalités une propriété géométrique. .. ); ou bien, passer d’une
suite particuliere & un probléme général, s'exprimant au moyen d’une suite non précisée. ..
Nous verrons plusieurs exemples de ces changements de point de vue.

Plan

0. Connaissances disponibles nécessaires.
A. Les théorémes généraux sur les suites.
B. Les suites et les fonctions & connalire en toutes occasions.
C. Trois techniques indispensables.

. Stratégie de classement.
1) Classer le probléme en probléme" général ou en probléme particulier.
2) Classer une suite particuliere.
3) Autres moyens de classement.

II. Stratégie de recherche.
1) Faire des tests préliminaires.
2) Etudier des cas particuliers.
3) Changer de point de vue.
4) Faire “n = co”,
5) Localiser la difficulté principale.
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III. Ingrédients d’une stratégie de preuve,
1) Sion a deviné la limite.
2) Pour montrer une divergence.
3) Prouver la convergence sans s’occuper de la limite.
4) Identifier la limite.
5) Tactique “e — N avec encadrements”.
6) Partager une somme 3 °_; vy, en deux termes.
7) Traiter une suite de type classique par les techniques standard.
8) Un exemple d’écriture d'un plan de démonstration.

IV. Contréler, redémarrer.
1) Ot en est-on? Est-on sir de ce qu’on raconte ?
2) Contrdler par l'extérieur.
3) Redémarrage.

V. Pour s’entrainer i la méthode.

- 0. Connaissances disponibles nécessaires.

A. Les théorémes généraux sur les suites.

Avec exemples, contre-exemples, dessins associés... En particulier : suites monotones,
suites adjacentes, le théoréme d'encadrement & ¢ prés (si¥n, vp € Uy < Wn, Un — v et
wn — w, alors v —¢ < up < w4 £ pour n assez grand.), suites associées au théoréme du
point fixe... Bien sir, le concept de convergence (formulation en e—N) doit &tre dominé.

B. Les suites “a connaitre en toutes occasions, méme la téte en bas” : les suites et séries

géométriques ou arithmétiques, les séries de Riemann, le comportement comparé de n®,
. . . N . n P
a”, nl, les suites récurrentes linéaires & un terme, les suites (1 + )t ety ;—! -

Les fonctions de terminale, puis celles du DEUG.

C. Trois techniques indispensables.

1) Savoir majorer et minorer. Instruments essentiels : le théoréme de comparaison (sé
f(zo) = g(z0), et f' 2 ¢, alors f(z) > g(z) stz > 2o, et f(z) < g(z) st 7 < x0),
la comparaison des positions relatives d’une courbe graphe d’une fonction 4 dérivée
monotone et d'une de ses tangentes ou d’une de ses cordes (inégalités de convexité).

2) Raisonner par récurrence.

3) Utiliser les développements limités.

I. Stratégie de classement.

Remarque : Bien sdr, il y a des suites qui n'entrent pas dans la classification ci-dessous.

1) Classer le probléme en probléme général ou en probléme particulier.
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2) Classer une suite particuliere parmi :
— les suites définies par une formule u, = f{(n);
— les suites définies implicitement par une équation, par exemple : “u, est la plus grande
racine de 2% — 32 —n”;
— les sommes de séries;;
— les récurrences fixes a 1 terme : upy; = f(un);
~— les récurrences variables & 1 terme : upt+1 = fa(tn);
— les récurrences lincaires a 2 termes @ Upp = AU,y + b ;

P N N Unt+l = Aiin + bvn
— les doubles récurrences linéaires a 1 terme :
Unt1 = ClUn + dvn
LY

. 32 . T R
— les suites s'écrivant u, = Ep=0 Vnp

3) Autres moyens de classement.
— simplifier écriture en donnant un nom & certains groupements, par exemple : sl Uqp4q =

%ﬁ:‘f + u,, poser a, = 7:1+51i::’ et étudier le probleme général : si ¢, — [, que fait la

suite {u,) définie par u,4+) = /an +ua ? On est ainsi passé d'un probleme particulier & un
probléme général : c’est un changement de point de vue.
- modifier (u,) pour la comparer & des suites plus simples qui sont dans la classification

1 ' . .\
/< (n fois \/), alors w, < up < vy, OU

précédente, par exemple : si u, =

1
wh -_:(%)z‘r et vp = /% + v,y avec vy = 1.

I1. Stratégie de recherche :

faire des hypothéses, se donner des idées et faire des conjectures.

Les questions & se poser concernent : convergence, divergence, identification de limite
éventuelle, monotonie éventuelle, majorations ou minorations, comportement séparé de (uz,)
et (uan+1), comparaison a des suites connues. ..

1} Faire des tests préliminaires.

(a) La suite est-elle connue ?

(b) Peut-on l'encadrer par des suites connues? ou l’encadrer 4 € prés, pour n assez
grand, par des suites connues ?

(c) Que suggere un dessin? Attention : un dessin bien observé peut suggérer plusieurs
pistes différentes; si on décide d’en suivre une, ne pas oublier un retour possible aux
autres en cas d’insucces de la premiere.

(d) Calculer des valeurs de ug, ui, u2,... (attention aux fausses impressions comme avec
20,,) Faiblesse du calcul : une liste de nombres, croissante par exemple, ne donne
aucune indication sur les raisons de la monotonie.

(e) La suite est-elle évidemment monotone (ce qui donne une piste de recherche)?

Exemple : upyy = Ju? + 2.
(f) Caleuler littéralement uz, u3, Ug,. - ponr deviner une formule éventuelle. Exemples :
Unt] = 2./Un, OU Up = ,, + 2 R (qua,nd on a des factorielles, il y a souvent

intérét a rester en fractlons).
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(g) La forme de la suite dirige-t-elle tout de suite vers une tactique (si par exemple

Up = Un,p ON pense & la tactique 6)7

p=0

2} Dans un probléme général, étudier des cas particuliers. Exemples :
— Si uy — [, que fait v, = 2Evatotus ? Biydier le cas u, = 1

— St Up41 = \/&n + Uy, OU @, — {, que fait u, ? Etudier le cas a, = [.

3) Changer de point de vue sur la suite.

(a)

(®)

(<)
(d)

(¢)

4) Faire “n = co”.

'y = fa(z), Pescalier ou le colimacon. Interpréter le

Changer la formule ou 'expression. Exemples :

1nitogpn? P P b,
—ug =1, Upg] = %——i‘-ﬁ peut se définir par up =1, u; = 2, upyr = i‘...i:_{_l_'%-n)

— Uppl = -}; + u? peut se définir par u? = n—l—T + ﬁ +oo 14 ull

— Une suite homographique a une forme bien plus simple si on l'exprime au moyen
des points fixes de la fonction associée.

— On peut utiliser la fonction logarithme pour transformer une suite exprimée
multiplicativement en une suite de nature additive ou linéaire. Exemple : si upy; =
nud, (v,) définie par v, = Inu, est une suite récurrente linéaire.

Passer du cadre numérique au cadre graphique et inversement.

— Pour une suite u,4; = f(uyn), commencer par tracer le graphe de f et la bissectrice
y = .

— Pour une suite uy4; = fo(un), tracer les courbes

comportement de (u,) sur le dessin en termes de %
propriétés des f, vues sur le graphique, et qu'il
faudra prouver. Par exemple, comparer u, et le //
point fiza z, de f,. |

hY
7

— Siun = f(1) +--- + f(n), tracer le graphe de f, en déduire des encadrements,
par exemple & l'aide de [" f(z)dz. ..

Passer d’un probléme général & un probléme particulier, et inversement.

Passer de 'étude de (u,) & celle de (ung1 — uy), et inversement. Par exemple, si
Unty = h{i{_"—f'n—)- avec uy = 2, alors upp; —u, = “"(11“;_‘1_1) > =
n 2 1, donc u, 2%+;—3—T+---+%+2.

Passer de I'étude de (ua) & celle de (¥2£1), et inversement (la fonction logarithme
permettant éventuellement de passer du quotient & une différence).

a condition que

n

Dans l'expression définissant u,, on remplace certains termes (n) par leur limite quand
n tend vers +co (si on la connait sans ambiguité : attention aux (un)™ par exemple) pour
deviner le compertement de (u,). Il faut alors rendre précis le raisonnement, et dire “si n est
grand, o(n) vaut presque {”, qu'on préciseen :sin > N,,l - < w(n) £ 1+ ¢; on peut alors
faire des encadrements (dépendant de ¢) de u, pour n > N,.

5) Localiser la difficulté principale.

Il s’agit, soit d’exclure des pistes de recherche (la suite est trop agitée, par exemple, ni
(4n), ni (ugn) ni (U2n41) ne paraissent monotones), soit de repérer ce qui empéche la suite
d’gtre d'un type standard, et de concentrer alors les efforts sur ce point. II s'agit aussi de tirer
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la legon des essais infructueux : pourquoi telle tactique n’a pas marché? Voir IV .4).

ITI. Ingrédients d’une stratégie de preuve.

Ecrire d’abord un plan de démonstration, avec ’emboitement tactiques-techniques
suggéré par la stratégie de recherche. Un tel plan va comporter en général des tactiques
typiques, successives ou imbriquées, et comportant plusieurs techniques, dans la mesure ol
il va apparaitre dans la résclution des sous-buts (suites auxiliaires, majorations préalables,
etc.).

1) Sion a deviné la limite, montrer par des majorations que wu,, — [ tend vers 0.

Il s’agit de la méthode utilisée en terminale : majorer |u, — {| par une suite classique
tendant vers 0. Il s’agit souvent d'une suite du type C/n® avec o > 0. Une telle majoration
peut assez souvent se montrer par une récurrence paramétrée : on note H,(C, o) la propriété
|un = 1] £ C/n™, et on cherche C et a pour que I'implication H,(C,a) = H,4+1(C,a) soit
vraie & partir d’un certain rang Ny ; il faut ensuite trouver un rang ng > Ny tel que H,,(C, &)
soit vraie. Il est souvent utile de poser v, = u,, —[.

' n+2

Exemple : sl ug = 1 et upyy = 1+ Fne 1 Yny ON devine facilement que la limite est 2; en

posant v,, = u, — 2, on cherche & majorer |v,| par C/n.

2) Pour montrer une divergence.

(a) Montrer que la suite est non majorée ou non minorée. Cela peut se faire de plusieurs
facons :
— On minore (u,) par une suite non majorée. Exemple : 81 upq; = nud avec u; > 1,
alors on montre d'abord par récurrence que u, 2> 1, puis u, > n — 1.
— Par 'absurde, par exemple : Pour u, = nﬁ, si (un) était majorée par M (avec
M > 1), n = up""" serait majoré par M !

(b) Exclure la seule limite possible, ou montrer qu’ure limite ne peut pas exister.

Exemples :

— ug =1, Unyy = Un + ﬁ; (un) est croissante, et siuy — [, 1> let I =141
absurde.

— Uy = —%, Unt1 = Un(2 —ug); (up) est décroissante; u, < —-i-, orsiu, —=1{,[=0

ou ! = 1: absurde.
— up = 2, Upyy = 3un — 2; en posant f{z) = 3z — 2, la seule limite possible [ =1
vérifie f'(I) = 3, donc est répulsive; or u, = 1 & partir d’un certain rang implique
Ug = 1.

(c) Trouver une sous-suite qui diverge, ou deux sous-suites qui ne peuvent avoir la méme
limite. Exemples :
—ug =0, upy, =‘1'"'+"=3—u§;uzn§%et Uyl = 2.

n .
At2t(=1)"(ntsinn) * 42n

(d) Nier le critére de Cauchy. En général, il faut minorer |untp, — un] par un nombre
strictement positif fixe, pour p convenable éventuellement dépendant de n. Par

exemple, si un=1+%+-o-+%,un+p—un2;_%;2%pourp23n.

1
— Up = 5 et U2nt1 — Jo0.

3) Prouver la convergence sans s’occuper de la limite.
(a) Prouver la monotonie de (u,) (calculs et/ou récurrence). Pour les suites un4; =
f(ua), utiliser la monotonie de f ou le signe de f(z) — =.
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(b) Majorer ou minorer (u,) (calculs et/ou récurrence). Dans le cas des suites récur-
rentes, pour trouver un majorant C on se laisse guider par le dessin, ou on choisit
C pour que la démonstration de v, < € = wu,s; < C marche, au moins pour n
assez grand (récurrence paramétrée).

{c) Etudier séparément (uz,) et (22n41); c'est une
methode bien adaptée aux suites récurrentes _—

Unt1 = f(un) avec f décroissante. Exemple :
ug =0, unt1 = 7% ; icl (uzn) et {2an41) sont
adjacentes. >

(d) Utiliser le critéere de Cauchy. C'est souvent en désespoir de cause. Deux exemples
importants quand méme :
— somme de série up = vy + -+ + Uy, avec v, trés petit pour n grand.
— Ung1 = flun), avec || S K <15 [tntp = tn] < 5 u1 — uol.

{(e) Montrer que —:'— a une limite A :si [A] <1, up — 0. .

(f) Utiliser la série de terme général vy, = Un41 —u,, en monirant par des encadrements
qu'elle converge. Exemple : up =1+ 1 +---+ % —Inn,

(g) Encadrer (u,) entre deux suites convergentes (voir le deuxime exemple de 1.3)). En
particulier, dans le cas wnt1 = fn(u,), comparer aux points fixes des f,,.

4) Identifier la limite.

(a) Siun = f(n), f connue et ayant une limite en +co, alors limu, = limz— e f(2).
La recherche de cette limite peut utiliser les développements limités.

(b) Uny1 = u, + 13- 10"“2, to = 1,3; on obtient le développement décimal illimité de
la limite de(u,).

(¢) Si unq1 = f(un), avec f continue, si (u,) converge vers [, on a [ = f(I); et si on
peut éliminer tous les points fixes (par exemple les points répulsifs) de f sauf un,
on peut conclure.

(d) Plus généralement, si on peut éliminer tous les candidats a &tre la limite, sauf un.
Exemple : u, est la racine positive de 2" + 2?1 422 —2 -1 =0;0 < u, < 1, (u,)
est croissante et on montre que si ¢ < 1, ¢t ne peut étre limite; donc ! = 1.

5) Tactique “c — N avec encadrements”. Cette tactique est souvent utile pour les suites
Un+1 = fn{un) et pour les suites & la marge de la classification.
1l s’agit d’encadrer u,, pour n > N, par deux suites dépendant de ¢ et plus faciles &
étudier, en s’appuyant sur ce qu'on a deviné dans la tactique de recherche d’hypothése
“faire n = co”. Exemples :

- un, — [, que fait v, = -'-‘J-i'T’*'—"’-‘-'? Pour ¢ > 0 fixé, il existe N tel quesin > N,

l—¢ < uy <l+eg done s, < v, < ¢, avec s, = “foduwtn=NU=e) 4 , _

n
uy e +uN+(n —N)(l+e) |

; comme lim s, =1 —¢ et imt, = +4¢, il existe N; > N tel que si

1':.>N1,l—’h'5<.s,1 <vn <t <142, ce qui prouve que limv, = 1.

—uy =1, upqy = 1/;1‘-+un. Pour ¢ > 0 fixé, il existe NV tel quesin > N,0< £ <e.

On pose vy = wy = uy, et pour n 2 N, vaq) = Je+ v, et wayy = S, ; alors
: - : — 1+V/IFde

W, € u, < v,. On montre alors que limw, =1 et que limv, = >——. Donc pour un

N1ZN,sinzNl,onal—-agungL@—!—s,d’oﬁl—sgunSlﬁ—Za...
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6)

7)

Attention. Le difficile est de comprendre quand on a gagné : si on arrive & : pour n > N,
l—e—=2e* Suy €l+¢e+ 15, clest gagné! Pourquoi ?

Partager une somme Z;::o Un,p en deux termes, dont I'un (ou les deux) est & majorer
par ¢/2.

On sommera de 0 & ¢ d’une part et de g+1 a n d'autre part. Dans certains cas, on pourra
prendre ¢ fixe, assez grand pour que l'un des morceaux soit inférieur & £/2, puis faire
tendre n vers 'infini dans le deuxiéme morceau. C'est le cas dans le premier exemple
de 5), vn = Z:=1 Y2 ou pour la suite (1 + %)n - Z;::o ;—?. Dans d’autres cas, il faudra
prendre ¢ variable avec n, par exemple ¢ = [\/n] ou ¢ = [n/2] ou g =[n ~ /n}...

Traiter une suite de type classique par les techniques standard (récurrente linéaire,
homographique, de la forme f(n), etc.}.

On rappelle ce cas pour mémoire, car il servira souvent de moyen intermédiaire dans
l’étude d’une suite plus compliquée.

Un exemple d’écriture d'un plan de démonstration suggéré par les stratégies de recherche,
avec mise en évidence des choix décidés... sur lesquels on peut revenir. Suite uy = %,

Upstl = \/2 + Up.

Stratégies de classement et de reherche

Classement : récurrence fixe 3 1 terme

aveoune

Résoudre {(L)=L
Caleuler £ (L)

caleulatrics
graghique

A

Fazire un graphique )

Calculer fes
premizrs termes
ila calculens

Idée sur le sens
de variation

(
.




Stratégie de preuve, pour prouver ce qu’on a observé :
—

Plan de preave
La suite est-clie croissante 7 ) La suile est-clle majorde par 2 7
On wtilise § croissante ( Faire unc récurrence )
etlesignedeu-ug + ?
+ f Sil'hypothése de récurrence
. un<l
ou:oncompare f(x} i x ne marche pas, penser 4
sur un intervalle [ stable modifier [hypothése
par f.
N :
Alors |z suile converge
vers une limite L
. filL)=L et
Identifier L - 1n <L g 2

IV. Contréler, redémarrer.

1) Ou en est-on? Est-on siir de ce qu'on raconte? .
(2) On a écrit un plan de démonstration : ot en est-on ? Qu’est-ce qui est prouvé, reste

3)

(b)

(¢)

(d)

a prouver... ? L'écrire, le noter dans le plan.

Or utilise des théorémes du cours : vérifier ’énoncé, faire le dessin correspondant, se
rappeler un exemple d’application, comparer 3 la situation actueile. Va-t-on 'utiliser
pour prouver une convergence, ou pour prouver une divergence, par exemple par
I'absurde ? '

Attention au raisonnement sous hypothése : quand on a montré que “si on a P,
alors on a Q”, on a tendance a faire ensuite comme si @Q était vraie — on oublie de
vérifier si "hypothése P est vraie.

Dans le raisonnement par récurrence, il arrive que P, = P,.; se démontre
seulement si 7 > Np; ne pas oublier de trouver un ny > Ny tel que P,, soit
vrale.

Contrdler par |'extérieur.

A tout instant, il faut confronter ses résultats intermédiaires avec ce qui est déja prouvé,
avec ce qu'on sait par ailleurs, avec les prévisions faites, la figure dessinée, les valeurs
calculées. .. Toute incohérence doit immédiatement amener 4 chercher 1’erreur. Le bon
sens et le stock d’exemples et de contre-exemples sont 13 indispensables.

Redémarrer.

Si la preuve bloque, si on n’arrive pas & conclure, il faut repérer ot se situe le blocage,
et comparer aux choix faits, afin d’en faire d'autres : '

(2) Auniveau technique : telle majoration ne marche pas ? Penser & une autre technique

de majoration ; penser aussi qu’en utilisant une condition suffisante, on perd un peu
sur les hypotheéses. ..

(b) Au niveau tactique : par exemple, pour montrer que (u, ), croissante, tend vers +co,

on n’arrive pas & minorer u, par quelque chose tendant vers +00; se souvenir qu’on

108



1)

a fait le choix de cette tactique; penser a une autre : si on supposait u, — {, on
obtiendrait peut-étre une contradiction.
(c) Au niveau stratégique : globalement, rien ne marche, on trouve des incohérences
dans les résultats. Avait-on fait la bonne hypothese 7 Refaire le dessin, recalculer

quelques valeurs, retourner aux autres pistes suggérées par le dessin et provisoire-
ment inexploitées... Et surtout, changer de point de vue, aborder le probléme d’un
autre coté, et pour cela étre conscient des choix de départ en ayant eu la prudence

de les écrire explicitement.

V. Pour s’entrainer 4 la méthode.

Etudier les suites suivantes :

—un

up = 1, tny) = E—= puis v, = u; +
* 4 Un

Uy = o o oo L

n 2’2 IIn*3 ! nlnn’

_ _ 3
g =0, Uny1 = T+2ul"

1

Uy =2, Up =nln-i,

ug 2 0, Uns1 = 2In(L + up).

Uy = -3-, Unt1 = ff:{_ Uy

vy =1, vpq = 1+;—"‘ et un = v, — /N,

9) ug =
10) up =
11) a4
12} Upgq
13) u; =
14) upr

selon ug).

=

y Untr = 1 —thu,.

y Und1 = \/2 — Up.

1—(u,—1)* (discuter selon g ).

2

= u,(un — 1) (discuter selon ug).
—_ 2n 1
2, Uptl = Un — 1 + n_-;-l:—_f

= l+argsh((u,—1)sh1) (discuter

15) unz\/1+\/22+\/33+---+‘/n"n.
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1. Introduction

La problématique considérée dans cet article est celle de la modélisation cognitive et
computationnelle d'un domaine de problémes et de connaissances. Par modélisation
cognitive nous entendons la recherche d'une certaine proximité entre ie modéle et certains
tres humains au niveau des connaissances et de leur structuration se traduisant par une
proximité des comportements engendrés. Par modélisation computationnelle nous
entendons des connaissances et des structures pouvant assez facilement étre mises en ceuvre
sur ordinateur avec les techniques d'aujourd'hui.

La conception dEIAQ (Environnement Interactifs d'Apprentissage avec Ordinateur) est
T'un des objectifs de cette modélisation.

Nous nous plagons sur le champ du raisonnement algébrique, plus précisément, nous
considérons des résolutions de problémes effectuées par des transformations successives
d'expressions algébriques : étant donné un probléme portant sur une expression symboligue
e, il s'agit de trouver une expression résolue ej équivalente 4 e et une chaine de
transformations faisant passer de e & ;. Ceci entre dans le cadre général de la recherche
heuristique [Farreny & Ghallab 87, Pearl 90] : la résolution se fait en développant un espace
de recherche dont les nceuds sont des expressions et les arcs des transformations licites.
Lorque I'on ne compare pas les expressions engendrées, 'espace de recherche est un arbre,
on peut avoir plusieurs neeuds avec la méme expression ; lorsqu'on les compare pour ne
constituer qu'un nceud pour une méme expression, l'espace de recherche est un graphe.
Dans tous les cas, I'espace de recherche potentiel est trés grand (éventuellement infini) et
des connaissances sont nécessaires pour limiter la partie que I'on parcourt et arriver
rapidement A une solution pour les problemes les plus fréquents. Ces connaissances sont
des connaissances du domaine qu'un agent cognitif peut acquérir par compréhension du
domaine ou par des mécanismes généraux d'apprentissage (généralisation, analogie...).
Elles sont mises en ceuvre i l'aide de connaissances générales.

Le modele MCA (Modéle basé sur des connaissances Compilées pour I'Algébre) que
nous proposons a pour objet de représenter un agent cognitif ayant une assez bonne
compétence dans un domaine de problemes d'algébre : il sait mobiliser les connaissances
utiles pour les classes de problémes de ce domaine et sait résoudre de nombreux problémes
en appliquant des connaissances mémorisées. MCA comporte des transformations, des
concepts pour apparier les transformations aux expressions, des plans pour regrouper des
transformations, des heuristiques pour choisir les actions (transformations, plans, retours
en arriere), des décompositions de problémes en sous-problémes, des méta-stratégies pour
poursuivre ou abandonner les sous-probiémes.

Le modéle MCA peut &tre regardé A travers le paradigme de la compilation des
connaissances développé en psychologie cognitive [Anderson 83]. Si l'on sépare les
connaissances déclaratives et les connaissances compilées en considérant que les premiéres
ne sont pas intégrées 2 un mécanisme d'application et que les secondes le sont, MCA
concerne fondamentalement des connaissances compilées. S'il I'on essaie de faire une
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séparation plus graduée en considérant que des connaissances peuvent étre plus ou moins
fortement compilées, les principaux concepts du modéle ont des statuts différents : on peut
considérer qu'une heuristique est une connaissance faiblement compilée et qu'un plan est
une connaissance fortement compilée ; la structure du modéle permet différents degrés de
compilation.

Cet article commence par la description du modéle MCA en dégageant les niveaux
connaissance et méta-connaissance. Il se poursuit par la présentation d'un prototype du
projet APLUSIX qui met en ceuvre ce modéle pour résoudre des problemes de factorisation
de polyndmes et de résolution d'équations. Il se termine par une discussion sur les types de
modeles pouvant servir en EIAO. Dans les deux premiéres parties, l'accent est mis sur la
modélisation de la connaissance de résolution. Dans la derniére, trois autres types de
connaissances d'un agent pédagogique sont aussi considérées : les connaissances pour
analyser le comportement de I'éléve, les connaissances d'explication et d'aide.

2. Le modeéle MCA

Nous modélisons I'état de connaissance KS (Knowledge State) d'un agent cognitif @ par
un quadruplet KS = (D, O, S, M) dans lequel :
- D est un domaine algébrique de problémes,
- O un ensemble de connaissances opératoires sur D,
- S un ensemble de connaissances stratégiques portant sur O,
- M un ensemble de connaissances méta-stratégiques permettant de mettre en ceuvre S et O.

2.1. Domaine algébrique de problémes

Le modele MCA s'appuie sur un concept de domaine algébrique de problémes qui définit
de fagon précise les objets intervenant dans le raisonnement avec une partie sémantique, des
objets mathématiques abstraits définis par une axiomatique, et une partie syntaxique, des
expressions suivant une grammaire. Les premiers ne sont manipulables que par
I'intermédiaire des seconds, autrement dit, les objets mathématiques ne sont manipulables
que par l'intermédiaire de leur représentation syntaxique. Il n'y a pas de bijection entre
I'ensemble des objets mathématiques et I'ensemble des expressions : il existe des
expressions ne représentant aucun objet mathématique ; un objet mathématique a
généralement un nombre infini d'expressions le représentant. Les axiomes sur les objets
mathématiques se traduisent par des axiomes sur les expressions. Dans MCA, un domaine
algébrique de problémes comprend aussi la définition précise des types de probléeme que
l'on veut résoudre.

2.1.1. Termes

On considére des ensembles d'objets mathématiques et un ensemble de termes (ou
expressions) représentant ces objets. L'ensemble des termes suit la définition ci-dessous
empruntée i la théorie des réécritures [Dershowitz & Jouannaud 89].

Etant donné :
- un ensemble dénombrable C de symboles de constantes,
- un ensemble dénombrable X de symboles de variables,

- un ensemble fini F de symboles de fonctions d'arité fixe supérieure ou égale & un ou
d'arité variable (pour les fonctions associatives),

un terme est un arbre dont les feuilles sont éléments de C ou X, et dont les autres neeuds
sont des éiéments de F respectant l'aritél.

1 Habituellement dans 1a théorie des réécritures, C et F forment un seul ensemble, les symboles de
constantes étant des fonctions d'arité zéro ; nous les avons séparés car ces objets nous semblent étre
cognitivement de natre différente. Nous avons choisi une définition variadique des termes (arité variable
pour les fonctions associatives) pour sa proximité avec la représentation usueile.
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On suppose qu'il existe une bijection entre 'ensemble T des termes et I'ensemble des
formes de la représentation mathématique habituelle.

Exemple

L'ensemble T, des formes syntaxiques des polynomes de la variable x & coefficients
rationnels, numériques peut étre défini ainsi :

C = Q. : ensemble des formes canoniques des rationnels,

X={x]}

F={+;-;*%; 1) avec"-" unaire, "+" et "*" d'arité variable, T d'arité 2.

RN
AVANEN
,‘/\1 X 2 1

a la représentation habituelle x(x+1)+x2-1.
Dans la suite, nous utiliserons la représentation habituelle 2 la place de la représentation
arborescente.

2.1.2. Identités, régles de réécriture

On considére un ensemble d'axiomes et de théorémes exprimés sous la forme d'identités
(égalités universellement quantifiées entre deux termes) avec év-ntuellement des conditions.

exemnples d'identités :
A(B+C)=AB+AC
A=0, A%=1

Ces identités peuvent étre utilisées 2 I'aide du mode d'inférence remplacement d'égaux de
1a fagon suivante :

Si un sous-terme d'un terme ¢ s'unifie avec un membre d'une identité I pour une
substitution G des variables de I et si les conditions de I sont vérifiées, alors ce sous-terme

* peut éwre remplacé par 'autre membre de l'identité I aprés application de la substitution G.
Le terme obtenun aprés remplacement est équivalent 4 e : il représente le méme objet
mathématique. -

Par exemple, le membre droit de 'identité (A-B)(A+B)=A2-B2 peut s'unifier avec le

sous-terme x2-4 du terme 4(x-2)(x+2)—x(x2-4) pour la substitution (A - x,B - 2). Le
sous-terme peut &tre remplacé par (x-2)(x+2) et le terme par 4(x-2)(x+2)-x(x-2)(x+2).

A chaque identité on associe deux régles de réécriture en choisissant une orientation pour
le remplacement, ainsi, & I'identité A(B+C)=AB+AC on associe les régles A(B+C) -
AB+AC et AB+AC — A(B+C).

On peut considérer que les identités sont des formes déclaratives de connaissances et que

les regles de réécritures sont des formes compilées. En effet, d'une part, le mécanisme de
remplacement d'égaux est extérieur aux identités alors qu'il est codé d'une certaine fagon
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dans la flache des régles de réécriture, d'autre part, on peut considérer seulement les regles
de réécriture ayant un intérét pour les types de probléme considérés et attribuer une valeur 2
cet intérét pour chague type de probléme.

2.1.3, Domaine algébrigue de problémes

On définit un domaine algébrique de problémes comme un triplet (T , I, P) dans lequel :

T est un ensemble de termes représentant des objets mathématiques,
I est un ensemble d'identités, ‘
P est un ensemble de types de probleme.

On définit un type de probléme p par un prédicat de solution qui est une application de T
dans {V,F}. On définit un probiéme par un couple (p , e) composé d'un type de
probléme p et d'un terme e.

Résoudre un probléme (p , €) consiste A trouver une chaine finie € — €3 — ... ¢y de
dérivations dans laquelle e; — e;+1 est I'application d'une régle de réécriture associée a une

identité de I et telle que ¢(en)=V, ¢ étant le prédicat de solution de p.

eq est appelé une solution, une forme résolue ou un résultat de (p , €).

e = €] = ... &g st un chemin de solution et une preuve que ey est une solution. Un tel
chemin est souvent présenté en omettant des pas correspondant A des calculs effectués
mentalement.

Une résolution est un processus développant un arbre de recherche en appliquant des
regles de réécriture jusqu'a l'obtention d'une solution. Une résolution peut faire appel & des
sous-probiémes pour établir qu'un terme peut &tre remplacé par un autre, par exemple :

( résoudre-équation % =0)

peut faire appel aux sous-probleémes (factoriser A) et (factoriser B)

QKQleQ .

On considére le domaine de prebléme D défini par :

* lensemble T des formes de polyndmes d'une variable a coefficients rationnels,
* un ensemble I d'identités permettant d'engendrer :

« des régles de réduction : 0A = 0, 1A — A, 0+A = A, A0 5 1, Al 5 A,
des réductions additives réécrivant par exemple 2(x+1)+x+1 en 3(x+1) ...

« les régles de développement : A(B+C) — AB+AC, (A-B)(A+B) — A2-B2
-(AB) = -AB, U® = UU...U, pour n pair (-U)* — U",
pour n impair (-U)® ——U", -(-A) = A, -(B+C) - -B-C

« les régles de factorisation : AB+AC — A(B+C) et A2-B? — (A-B)(A+B)

* les types de probleémes réduire, développer-réduire, factoriser, résoudre-équation
définis par le tableau ci-dessous :

P 0
réduire ne pas pouvoir appliquer de régle de réducton
développer-réduire étre sous la forme d'une somme de monomes
réduits avec des coefficients sous forme canonique
factonser s'exprimer cormnme combinaison avec - * T

de termes du type ajx+bj, les aj et bj étant des
formes canoniques de nombres

résoudre-équation étre une disjonction dégalités du type x=aj , les aj
étant des formes canoniques de nombres distincts
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Le probléme : (factoriser x3-4x)
admet le chemin de solution? : x3-4x — x(x2-4) — x(x-2)(x+2)
et la solution : x(x-2){(x+2)

Le sens de réduire dépend de l'ensemble R des régles de réduction. Dans ce domaine de
probléme, réduire peut avoir comme fonction principale d'aider a la résolution des autres
types probleémes.

Les types de probleémes autres que réduire ont des définitions non liées a des regles.

On peut considérer des domaines de problémes avec d'autres sens pour factoriser, par
exemple avec le prédicat de solution ére un produit ou le prédicat de solution étre un rerme

construit en combinant avec - * Tdes formes développées réduites de polyndmes premiers .
2.1.4. Types de probléme simples et complexes

La propriété de terminaison de la théorie des réécritures permet de placer une séparation
entre types de problemes simples et complexes.

Un ensemble de régles de réécriture R1 sur un ensemble de termes T a la propriété de
terminaison s'il n'existe pas de chaine infinie de dérivation avec des regles de R1
[Dershowitz & Jouannaud 89].

Définitions

Etant donné un domaine de probiemes (T , I, P), un type de probléme p est simple s'il
existe un ensemble de régles R1 ayant la propriété de terminaison et tel que le prédicat de
solution de p soit équivalent & : ne pas pouvoir appliquer de régle de R1.

Un type de probléme est complexe dans les autres cas.

Les problémes simples peuvent se résoudre en appliquant des régles de I'ensemble de
regles de rééeriture associé, dans n'importe quel ordre, jusqu'a ce que cela ne soit plus
possible. Pour les problémes complexes, des connaissances stratégiques sont nécessaires
pour limiter la recherche.

Avec le domaine de problémes D; défini précédemment, le type de probléme réduire est
simple par définition. Le type de probléme développer-réduire est simple car pour résoudre,
il suffit d'appliquer les régles de développement et les régles de réduction : les premicres
font disparaitre les parentheses (il y a une régle pour chague situation), les secondes ne font
pas apparaitre de parenth@ses®. Le type de probleme factoriser est complexe : la résolution
des problémes de factorisation s'appuie sur des régles de factorisation mais nécessite parfois
des développements ; factorisations et développements étant inverses empéchent la
terminaison?. Le type de probléme résoudre-équation est complexe du fait qu'il contient le
type précédent.

Si l'on restreint I'ensemble des probigmes, un type de probléme complexe peut devenir
simple : c'est le cas de résoudre-équarion pour des équations de degré 1, c'est aussi le cas
de factoriser, en milieu scolaire, & certains niveaux.

La confluence est un autre concept de base de la théorie des réécritures. Pour un
ensemble de régles de réécriture qui a la propriété de terminaison, il y a confluence si la

2 On suppose que les connaissances en appariement permettent d'apparier A2.BZax%4,

3 Pour étre rigoureux, puisque les objets sont des arbres, il faudrait définir des priorités d'opérateurs et
parler d'opérateur portant sur un opérateur moins prioritaire a lieu de parenthéses.

4 Ceci n'étant pas une preuve formelle.
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forme réécrite finale de tout terme (appelée forme normale) ne dépend pas de l'ordre
d'application des régles de R. La confluence n'est pas liée a la complexité de la résolution
mais 2 I'unicité de 1a solution. Comme la tiche est de trouver une solution et non de prouver
I'unicité de la solution, nous pouvons considérer la confluence comme un probiéme
cognitivement non pertinent pour le type de domaines de problémes que nous considérons.
Si l'on veut regarder les choses de plus prés dans D, il y a solution unique pour
développer-réduire modulo la commutatvité et I'associativité car on peut mettre en bijection
'ensemble des formes développées réduites avec l'ensemble des polyndmes. Il n'y a pas
solution unique pour réduire car 1+x+1+x peut se réduire en 2(1+x) par la régle de
réduction additive appliquée 3 1=x et 1+x, mais aussi en 2+2x avec la méme reégle appliquée
une fois 2 1 et 1, et une fois 3 x et x. I n'y a pas soludon unique pour factoriser car
2(x+1)(x-2) et (2x+2)(x-2) sont deux sclutions du probléme <factoriser 2x(x-2)+2(x-2)>.

2.2. Les connaissances opératoires

Dans le modele MCA, les connaissances opératoires sont modélisées par un quadruplet
0O=(C,T,P,K)dans lequel :

C est un ensemble de concepts sur les termes,

T est un ensemble de transformations,

P est un ensemble de plans,

K est un ensemble de connaissances en calcul.

Ces connaissances sont mises en ceuvre par les connaissances de § et M.
2.2.1. Les concepts sur les termes

Un concept sur les termes représente une classe de termes et posseéde des traits permettant
de manipuler les éléments de cette classe sans s'occuper de leur forme syntaxique.

Exemples :

12 concept de mondme avec les traits coefficient, variable, degré ;
le concept de carré avec le trait racine-carrée ;
le concept de facteur-commun avec les traits facteur et cofacteur.

2.2.2. Les transformations

Une transformation est soit une regle de réécriture issue directement d'une identité de D
(en remplagant = par —), soit une régle déduite des identités en les composant ou en utilisant
des concepts sur les termes.

Exemples :

Regle de réécriture issue directement d'une identité
AB+AC - A(B+C)

Transformation utilisant le concept de mondme avec une syntaxe de régle de réécriture :

ax"+bx™ — (a+b)x"

l'appariement des formes ax? et bx™ est fait a I'aide du concept de mondme, cette regle
peut ainsi s'appliquer 2 3x2+x? bien que b soit absent ; + est la somme calculée’.

La méme transformation avec une syntaxe de régle de production :
SI A est un mondme de coefficient a, de variable x, de degré n
ET B est un mondme de coefficient b, de variable x, de degré n

5 avec a=2 et b=5, exprimer a+b et a+b donne respectivement 2+5 et 7
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ALORS remplacer A+B par le mondme de coefficient a+b, de variable x, de degré n

Ces transformations ont un statut par rapport aux types de problemes de D. Nous
considérons que ce statut est exprimé a 1'aide de concepts stratégiques de base, chacun de
ces concepts définissant un sous-ensemble de T. Par exemple, pour un KS sur Dy, on peut
partitionner les régles portant sur les expressions polynomiales en : régles de réduction,
régles de mise en forme, régles de développement, régles de factorisation.

2.2.3. Les plans

Nous considérons ici un plan comme une combinaison de sous-problémes qui a été
mémorisée du fait de son intérét pour un type de probléme de D. Cet intérét se traduit en
général par un gain sur l'arbre de résolution (moins de nceuds engendrés) et par un gain de
temps en réduisant énormément le raisonnement stratégique pendant I'application du plan.
Comme nous l'avons dit en introduction, les plans comportent des connaissances
stratégiques qui sont fortement compilées.

Les plans du modéle MCA ont les particularités suivantes :

- ils comportent des conditions servant 2 déterminer quand le plan est applicable, ces
conditions pouvant s'exprimer 2 I'aide d'un langage comportant différents connecteurs,

- ils peuvent s'appliquer A des sous-expressions de I'expression considérée,

- ils comportent un corps de plan qui est une succession de sous-problemes.

Nous avons choisi une structure simple pour le corps de plan afin d'avoir une bonne
- Hisibilité.

Exemple de plan :

SI el et e2 sont deux termes d'une somme
SOIT ml le mondme de plus haut degré de el
SOIT m?2 le mondme de plus haut degré de €2
SI ml+m2 est nul
ALORS développer-réduire el
développer-réduire e2
réduire

11 faut noter que lorsqu'une étape d'un plan a €té appliquée A un nceud de l'arbre,
I'expression a été réécrite et de nouveaux neeuds ont été engendrés. Les étapes autres que la
premiére font donc référence a des objets qui ont évolué.

Remarqug :

Dans le modile MCA, le concept de but est un peu caché du fait de la compilation des
connaissances : chercher 2 atteindre un but se fait en posant un sous-probléme entrant dans
I'un des types de probl2mes répertoriés. Cest pourquoi les briques de base des plans sont
des sous-problémes. :

2.2.4. Les connaissances en calcul
Nous appelons connaissances en calcul, les connaissances mises en @uvre pour
appliquer les transformations. Cela consiste 2 appliquer une substitution au terme résultat de
la transformation, A remplacer un sous-terme par ce terme et a appliquer, quand cela est
possible, quelques réductions €lémentaires.
2.3. Les connaissances stratégiques

Nous appelons connaissances stratégiques au sens large, les connaissances qui servent &
choisir les transformations 3 appliquer et nous appelons heuristiques des connaissances
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stratégiques atomiques exprimées sous forme de régles. Dans le modéle MCA, une premicre
partie des connaissances stratégiques au sens large est compilée dans les plans (puisque les
étapes d'un plan s'enchainent) ; une deuxiéme partie est formée d'heuristiques qui
s'appliquent aux transformations, aux plans et  I'arbre de résolution : nous les appelons
connaissances straiégiques ; une troisidme partie constitue les connaissances méta-
stratégiques servant A appliquer les connaissances stratégiques et i faire fonctionner le
raisonnement.

Le modeéle MCA s'appuie sur une échelle de valeurs symboliques totalement ordonnée
{t-faible, faible, moyen, a-bien, bien, t-bien} dite échelle de qualités. Les heuristiques
apportent des informations ou effectuent des actions sur les transformations et les plans
applicables en fonction du contexte.

Certaines heuristiques écartent des transformations ou des plans applicables, exemple :

81 le type de probleéme est factoriser

ET une transformation applicable TA effectue une factorisation sur les termes d'une
somme sauf une constante

ALORS écarter TA

Des heuristiques attribuent des qualités en fonction du type de probléme et des concepts
stratégiques de base, exemple :

SI le type de probleme est factoriser
ET une transformation applicable TA effectue une factorisation
ALORS qualifier TA bien

Des heuristiques modifient des qualités en fonction du contexte, exemple :

SI le type de probléme est factoriser

ET une transformation applicable TA effectue une factorisation engendrant un facteur F
ET F est un facteur d'un autre terme de la somme englobante

ALORS augmenter la qualité de TA

2.4. Les connaissances méta-stratégiques

Pour faire fonctionner les connaissances opératoires et stratégiques, il est nécessaire
d'avoir un mécanisme, un interpréteur au sens informatique du terme. Celui-ci peut étre plus
ou moins sophistiqué et plus ou moins explicite.

Exemple d'interpréteur rudimentaire :

Itérer sur :

1) si le prédicat de solution du type de probléme est vérifié, arréter l'it€ration (succes)
2) déterminer I'ensemble T des transformations/plans applicables de I'étape courante
3) appliquer les heuristiques du niveau stratégique a T

4) si T est vide, arréter I'itération (échec)

5) choisir la meilleure transformation/plan applicable de 1'étape courante

6) appliquer ta ; si ta échoue, arréter l'itération (échec)

Cet interpréteur suit une seule ligne de raisonnement, il n'est pas capable de revenir en
arriére, il peut effectuer un raisonnement sans fin. Il peut étre amélioré en traitant les échecs
par un retour en arriére sur I'étape précédente. On a alors un modele pouvant avoir un
raisonnement stratégique de haut niveau (€tape 3) mais n'ayant pas de réelles connaissances
méta-stratégiques : il est obstiné, ne revenant en arriére que lorsque la ligne de
raisonnement en cours échoue. II peut par exemple lancer un raisonnement dans une
direction a priori intéressante qui s'avére ne pas aboutir mais amener un développement
infini de l'arbre alors qu'une autre direction fournirait une solution.
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La problématique méta-stratégique du modele MCA comporte les points suivants :

- pouvoir abandonner 2 tout moment la ligne de raisonnement courante (la direction de
recherche, le sous-probléme, le plan) et pouvoir reprendre une ligne de raisonnement
abandonnée,

- pouvoir abandonner 2 tout moment 1a résolution,

- optimiser la recherche des transformations/plans applicabies,

- gérer l'aspect explicite/implicite des sous-problémes.

L'unité de temps considérée (donnant un sens aux mots 4 fout moment) est la production
d'un pas de raisonnement.

Pour traiter ces points, le modzle MCA comporte cing interpréteurs :
- un interpréteur de problémes simples,

- un interpréteur de problémes complexes,

- un interpréteur de plans,

- un lanceur de sous-problemes,

- un superviseur,

Pour chaque pas de raisonnement, le travail commence au niveau du superviseur qui
considére le probléme en cours p et I'étape en cours. I prend I'une des décisions suivantes :

- abandon général de la résolution,

- passage au problRme pére de p (quand p est achevé),

- poursuite de p,

- mise en sornmeil de p et lancement ou poursuite d'un autre probléme p;.

Pour prendre sa décision, le superviseur applique ses connaissances méta-stratégiques et
raisonne sur 'arbre de raisonnement prenant principalement en compte la longueur et la
complexité des problémes (en cours, en sommeil ou susceptibles d'étre lancés).

Le lancement et 1a poursuite d'un probléme se font par l'intermédiaire de son interpréteur
qui commence par effectuer son propre raisonnement méta-stratégique.

L'interpréteur de problémes simples s'occupe du suivi des arguments du probléme et
applique la premire transformation applicable a I'expression courante ou décréte que le
probléme est résolu si aucune transformation n'est applicable. Rappelons que pour un
probleme simple, 'ensemble des régles termine et fournit une solution.

Pour les problémes complexes, l'espace de recherche est un arbre et les connaissances
peuvent comporter de nombreuses transformations/plans qu'il faut choisir avec soin.
L'interpréteur des problémes complexes optimise la recherche des rransformations/plans
applicables en utilisant une information associée & chacun(e) indiquant sa qualité maximale
(il s'agit d'une connaissance compilée indiquant, sur l'échelle des qualités, la valeur
maximale de la transformation/plan). Il gére le développement de l'arbre en cherchant &
prendre les directions les meilleures mais en cherchant aussi 2 garder une certaine stabilité.

L'interpréteur de plans a pour charge de faire suivre les arguments d'un probiéme a
l'autre d'un plan (point évoqué en 2.2.3.) et de lancer le probléme suivant quand le
précédent n'a pas échoué.

Le lanceur de sous-problémes décide, lorsqu'un sous-probléme est lancé, s'il apparait
comme un sous-probléme explicite (on le pose explicitement et on le traite 3 part), comme
un sous-probléme semi-explicite (on indique le but et on effectue le traitement sur le méme
arbre de raisonnement), ou comme un sous-probléme implicite (on effectue le traitement sur
le méme arbre de raisonnement sans indiquer le but). ~
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3. Mise en euvre dans APLUSIX

Nous avons implanté ce modéle ci-dessus sur deux types de problemes : les
factorisations de polynomes et les résolutions d’équations polynomiales. Ces deux types de
problémes comportent des connaissances communes importantes sur les quatre
- composantes de 1’état de connaissances KS du modele MCA.

La mise en ceuvre est effectuée avec le systeme d’inférence SIM [Nicaud 87] dans
I’environnement Lisp (dialecte Le_lisp) sur macintosh. Chacun des interpréteurs de la méta-
stratégie est implanté sous forme de paquet de régles de production €crites en SIM.

La figure 1 présente une résolution d’un exercice assez difficile nécessitant des appels

explicites & des sous-problemes.
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Figure 1

Les commentaires entre les boites
décrivent les actions appliquées. Le
systéme a lancé le probléme complexe
consistant 4 résoudre une équation avec un
radical. Aprés avoir élevé au carré les
deux membres en appliquant l'équivalence

VA=B e (A=B2etB 20), il se
retrouve avec une équation et une
inégquation. A ce stade, il pose
explicitement le sous-probléme

<résoudre 4x2-20x+25=4x+10>.

Apres avoir résolu ce sous-probléme, il
retourne a l'étape 2 avec les nouvelles
données : les solutions de I' équation.
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Apres la définition et I'implantation du modéle MCA dans Aplusix, des travaux en
explication ont été entrepris aboutissant a la définition d’un modéle pour 1’explication en
algébre sur le modele MCA de résolution. Le processus d’explication que nous avons
implanté est une tiche de résolution 4 part entiére utilisant ses propres connaissances : un
modele du domaine d’explication représentant les connaissances d’explication et un modele
de résolution définissant les stratégies explicatives.
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Les caractéristiques principales du module d’explication sont les suivantes :

- il explique le raisonnement effectué : les faits, les choix, les retours en arriere,

- il prend en compte 1'état de connaissances de référence, ’€tat des connaissances de
1’éléve, I’historique en explication et des connaissances didactiques,

- il offre la possibilité i 1’éléve d’intervenir pendant la production d’explication,

- il dispose de plusieurs swatégies d’explication.

Le systéme d’explication est un ensemble de bases de régles écrites en langage SIM.
L'interface est écrite en Le_lisp.

Voici un exemple de résolution d’équation avec demande d'explication de 1'éleve. Le
probléme 2 résoudre est <Résoudre 4x2-20x+25+(4x-10)(x-5)=0>. Le systéme est dans un

sous-probléme consistant 2 factoriser le membre gauche. Il choisit le plan qui consiste &

factoriser la sous-expression 4x2-20x+25 puis & mettre en facteur 2x-5 sur I'expression
obtenue. Ce plan est un regard en avant supposé correspondre 2 un calcul mental : la
factorisation engendre une puissance de 2x-5 ; 2x-5 est aussi un facteur de la sous-
expression voisine (4x-10)(x-5), il pourra étre mis en facteur dans l'expression entiere
produite. APLUSIX la premiére partie de ce plan, I'€leve intervient pour demander des
explications. On obtent I'écran de la figure 2.

=== EHPLICATION ETAPE COURBNTE

ce EXPLICATION DU CHOIX DE L°RACTION : corrd remercquable :
4xZ - 20x + 25 o8

Ju vais tout d abord foctorizer le sasbre gaucha

J'ai lrowwé un plon pour facloriser |'exprassion
4x2 - 20x + 23 ¢ {4x - 103C(x ~3)

ectuellessent, jea factorise !'expreszion 4x2 - 20x+ 25

| T |

Figure 2 : Le texte explicatif est structuré en une entéte et quaire blocs. L' éléve
souhaitant des explications complémentaires sur le troisiéme bloc, clique sur celui-ci. Le
systéme fait appel @ une nouvelle stratégie d'explications pour Sfournir plus de détail sur cette
partie ; il affiche le texte produit dans une nouvelle fenétre “EXPLICATI ON SUITE”.
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e EHPLICATION SUITE

Mo
le foctorisetlon delex? - 20x ¢ 25 prodult Zx -5 ; cele
digaga un fectme comsen powr | esprecsicn englebenta
£2x =532 4+ (4x - 10Xz -5
Danz cattea sitwvetion, on @ ea plus : 2x -5 est wa factewr
coaawn dans | ‘oupression totele (2!-5)26 4~ 103{x -3

>
I R [0

Figure 3 : Explication suite du troisiéme bloc du texte explicatif de la figure 2. Des
explications complémentaires peuvent @ nouveau étre demandées.

4. Quel type de modéle pour I'EIAQO ?

Nous nous intéressons aux EIAQ capables de résoudre les problémes du domaine d'une
fagon cognitive et nous considérons dans cette partie quatre grandes fonctions du module du
domaine : la résolution pour traiter des exemples, I'analyse pour encadrer les résolutions des
1'éleve, l‘aide pour assister I'éléve dans ses résolutions, l'explication pour apporter des
informations sur des connaissances du domaine et des méta-connaissances utiles pour les
problémes.

Deux questions fondamentales peuvent guider la conception du modéle du domaine :

(Q1) A quel niveau veut-on enseigner ? et sa conséquence : Quel est l'étar de
connaissance pertinent @ un moment donné pour le module du domaine d'un EIAQ ?

(Q2) Quels types de connaissance veut-on enseigner : connaissances d'un domaine,
méta-connaissances, connaissances pour apprendre ? et sa conséquence : Quelles sont les
connaissances qui doivent étre accessibles dans le module du domaine d'un EIAQ ?

Nous présentons ci-dessous quelques paradigmes pouvant servir de base a la
modélisation du domaine pour I'EIAQ en essayant de montrer leur rapport avec le
questionnement précédent.

. 4.1. Systéme expert

L'un des premiers paradigmes a avoir été mis en ceuvre de fagon approfondie en EIAQ
est celui de systéme expert apportant un modele de résolveur a trés haut niveau de
compétence. Le projet GUIDON [Clancey 82, 84} sur I'enseignement d'un domaine
médical est un exemple 'EIAO autour d'un systéme expert. Différents problémes se posent
dans ce paradigme.

En premier lieu, un systéme expert est un résolveur performant qui n'est pas forcément
un résolveur cognitif. Dans le cas de GUIDON, le résolveur MYCIN utilisait des régles
apparemment compréhensibles. Il s'est avéré que ces régles, capables d'effectuer des
diagnostics de trés bonne qualités, étaient en fait une compilation de différents niveaux
conceptuels et, qu'en conséquence, elles étaient tres difficiles & apprendre. Le systeme

6 MYCIN a une compétence égale A celle des experts de I'université de Standford.
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expert a été recongu sur la base d'un modele plus cognidf (passage de MYCIN 2
NEOMYCIN [Clancey & Letsinger 84]). Un systéme expert est un €tat de connaissance
avancé qui n'est envisageable que pour des éléves ayant déja des connaissances suffisantes.
T ne résout pas le probiéme de l'acquisition de connaissances  des niveaux plus faibles.

Un systdme expert ne remplit que la fonction de résolution du module du domaine. Pour
les fonctions d'analyse, d'aide et d'explication, il est nécessaire de lui adjoindre des
mécanismes et des connaissances complémentaires.

4.2. Etat de connaissance de référence

Dans le paradigme de la connaissance de référence [Nicaud 92], un état de connaissance
de référence RKS (Reference Knowledge State) est l'ensemble des connaissances
mobilisées par un agent pédagogique pour encadrer les activités d'un €leve 2 un niveau
donné. Un RKS est une construction didactique que l'on peut rapprocher d'une
transposition didactique [Chevallard 85]. La composante résolution dun RKS peut étre
considérée comme un éléve idéal. Par rapport au paradigme systme expert : un RKS est fait
pour un niveau choisi et comporte les fonctions de résolution, d'analyse, d'aide et
d'explication.

Le paradigme de la connaissance de référence peut se définir de la facon suivante :

si I'éléve a un étar de connaissance qui n'est pas trés éloigné du modéle, il est possible de
Iui faire assimiler I'essentiel du modéle en lui fournissant des exemples de résolution, en
encadrant ses résolutions, en lui apportant de l'aide et des explications.

Le fait d'avoir un modgle de résolution ne suffit pas pour remplir les fonctions d'analyse,
d'aide et d'explication. Au niveau de l'analyse, il s'agit de déterminer si les actions de
I'éléve sont légales et, lorsque c'est le cas, d'évaluer leur intérét. Cela ne peut pas se faire en
général par une simple comparaison avec les connaissances de résolution. Par exemple, en
algebre, l'analyseur doit pouvoir accepter les expressions 4x-6, 2x-3, 3-2x, 6-4x comme
facteurs communs de (x+1)(6-4x)+(2x+1)(8x-12) alors que le résolveur n'a besoin que de
I'une d'entre elles ; l'analyseur doit pouvoir détecter des actions erronées alors que le
résolveur n'en produit pas. Au niveau de l'explication, les recherche effectuées en IA ces
derniéres années [Chandrasekaran et al. 89, Gilbert 88, Lemaire & Safar 91, Safar et al. 90]
ont montré que l'on a affaire 3 une problématique A part entiére. La problématique de l'aide
est peut-étre assez proche de celle de I'explication.

Un modele basé sur des connaissances compilées et comportant les quatre fonctions est
adapté pour ce paradigme car I'objectf est d'enseigner le modele. Il peut enseigner de fagon
explicite les connaissances du domaine et les méta-connaissances qui sont explicites ; il peut
enseigner de fagon implicite certaines autres connaissances.

4.3. Réseaux de référence

Pour pouvoir encadrer un apprentissage sur une durée assez longue dans le paradigme de
la connaissance de référence, il est nécessaire de faire évoluer I'état de connaissance de
référence. Les Réseaux de Référence [Nicaud 92] organisent un ensemble de RKS sous la
forme d'un réseau dont les arcs représentent les connaissances qui peuvent e acquises
dans le RKS dont ils partent. Outre les items de connaissance qui peuvent éwre appris, ces
arcs comportent des informations génétigues indiquant la fagon dont ces connaissances
peuvent étre apprises (analogie, généralisation, découverte, instruction par le systeme,
instruction par le professeur...). L'idée d'organisation génétique de la connaissance du
domaine provient du concept d’Epistémologie Génétique de Piaget. Elle a vu le jour en
EIAQ avec le graphe génétique [Goldstein 82]. On la retrouve dans d'autres travaux d'EIAO
comme Progressions de Modéles Causaux dans le domaine de la Physique [White
&Frederiksen 90] et MEMOLARB dans le domaine de la psychologie [Dillenbourg et al. 91].
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Dans le paradigme des réseaux de référence, il est possible d'apporter des informations
sur la facon dont certaines connaissances peuvent étre apprises et d'utiliser (quand ils
existent) des exercices caractéristiques de l'acquisition d'un item pour permettre & I'€leve de
découvrir I'item et au systéme de savoir si 'éléve I'a acquis. Un réseau de référence contient
une théorie d'apprentissage du domaine qui est explicitée dans les liens d'acquisition et qui a
été implantée par le concepteur.

4.4. Modéles du domaine avec apprentissage

Dans ce qui précéde, nous avons considéré d'abord une théorie d'apprentissage du
domaine implicite, puis une théorie explicitée par le concepteur. Pour aller plus loin, i reste
A considérer des modeles qui apprennent les connaissances du domaine de fagon
automatique.

L'apprentissage automatique pour I'EIAQ a une problématique complexe car il ne s'agit
pas seulement d'améliorer les compétences d'un résolveur, il faut le faire de fagon
cognitive. L'apprentissage par recherche d'explications (EBL), I'apprentissage conceptuel et
l'apprentissage rationne! [Kodratoff 86] ont I'objectif d'acquérir des connaissances
communicables A 'homme. L'apprentissage automatique est rés peu utilisé actuellement en
EIAO pour les connaissances du domaine’, la raison principale est sans doute que I'état de
I'art actuel permet difficilement d'atteindre les niveaux conceptuels nécessaires & I'EIAO.
ARCHIMEDE [Chouraqui & Inghilterra 92] est un exemple de module du domaine congu
pour un EIAQO de la géométrie qui apprend certaines connaissances en méme temps que
['éleve selon des techniques d'analogie. L'acquisition de connaissances pour la fonction de
résolution n'est pas suffisante, il faut aussi que les fonctions d'analyse, aide et explication
restent opérantes pendant 'acquisition, c'est-3-dire, qu'elles soient construites sur des
principes généraux permettant de prendre en compte l'apprentissage de fagon rationnelle ou
qu'elles apprennent elles-méme en méme temps que la fonction de résolution.

Quel intérét y a-t-il 2 avoir un module du domaine qui apprend ? Rechercher des
mécanismes généraux permettant d'apprendre automatiquement des connaissances du
domaine avec les exigences cognitives vi dans le sens d'une meilleure compréhension de
I'apprentissage. Ce type de recherche poursuit un objectif 2 long terme. Il est peu
compatible actuellement avec la réalisation de prototypes a expérimenter a court ou moyen
terme. Le passage de I'EIAO qui n'apprend pas le domaine & 'EIAO qui apprend une partie
du domaine est un changement d'échelle au méme titre que le passage de 'TEAO A I'EIAQ.

4.5. Vers des extensions du modele MCA

Le modele MCA ne comporte pas de mécanisme d'apprentissage. Il est basé sur des
connaissances compilées mais n'incorpore pas de mécanisme de compilation des
connaissances. En conséquence il ne dispose d'aucun moyen pour améliorer la résolution
des exercices problématiques (exercices non résolus ou avec une résolution laborieuse).
Voici quelques idées pouvant guider des extensions de ce modele.

4.5.1. Utilisation de connaissances déclaratives

On peut chercher 4 étendre le modéle MCA en ajoutant des connaissances déclaratives.
Considérons ici des identités comme connaissances déclaratives. Il faut un mécanisme
permettant d'engendrer des régles de réécriture  partir d'elles ; il faut aussi un mécanisme
général capable de voir quelles identités peuvent apporter une contribution & un but. Le
principe de fonctionnement peut étre le suivant : le systtme utilise en priorité les
connaissances compilées pour résoudre les exercices ; lorsqu'il rencontre un probieéme qu'il
ne peut pas résoudre de cette fagon, il va chercher des connaissances déclaratives pour
essayer de débloquer la situation.

7 L'apprentissage antomatique a plus &t utilisé en EIAO pour la modélisation de 1'é12ve [Gilmore & Self
88, Palis 88). Il a parfois €& utilisé pour le module pédagogique [Lewis et al. 87]
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On peut ainsi imaginer d'aller chercher :

- T'identité AZ = AA pour le probléme (développer (x-4)2) si I'on n'a pas de regle de
développement d'un carré : cela conduit & utiliser la régle AZ & AA qui est une anti-
réduction,

- I'identité AZB2 = (AB)? pour le probieme (factoriser 4x2-1) afin de faire apparaitre 4x2
comme un carré et appliquer la regle AZ-B2 — (A-B)(A+B) 2 4x*-1.

Il est aussi possible d'effectuer des appariements modulo une constante additive ou
multiplicative. Borning et Bundy [81] ont mis au point un mécanisme de ce type capable de

factoriser x2-8x+15 par appariement avec le membre gauche de l'identité A242AB+BZ =
(A+B)2. Le mécanisme de base est un appariement caricatural oubliant les constantes
additives et multiplicatives (3 x2-8x+15 est associé x>+x, 3 A2+2AB+B2 est associé AZ+A
lorsque 'on considére que B est une constante, x2+x et A2+A s'apparient simplement).

Quand cet appariement caricatural réussit, un appariement réel est réalisé, effectuant les
ajustements nécessaires, échonant éventuellement.

Le mécanisme consistant 3 aller chercher des connaissances déclaratives est 3 un niveau
méta-connaissance. Son utilisation n'est pas de I'apprentissage, il y a apprentissage si l'on
engendre des connaissances aprés cette utilisation. II faut bien voir qu'il ne suffit pas, pour
le type de probléme concerné, d'ajouter une régle qui a fonctionné une fois & 'ensemble des

régles pour avoir un état amélioré. Dans le cas de la régle A% 5 AA ou de la régle exprimant

des entiers sous la forme de carrés (comme 9 — 32), il y a de nombreuses situations ou ces
régles sont nuisibles, apportant un développement de nombreuses branches inutiles sur
I'arbre de recherche.

Pour des types de problémes bien répertoriés, I'utilisation de connaissances déclaratives
peut étre remplacée par une organisaton génétique des connaissances. En revanche, lorsque
l'on veut aborder des types de problémes non pris en compte de fagon spécifique lors de la
conception, l'utilisation de connaissances déclaratives peut devenir indispensable. Par
exemple, pour le type de probléme mertre 'expression e sous la forme f, il est difficile de
compiler des connaissances du fait de la variété des formes que peut prendre f (f peut &tre

A2+B2, A B3, sinA+cosB..).

4.5.2. Apprentissage d'heuristiques

Le but de I'apprentissage d'heuristiques n'est pas comme précédemment de débloquer
des situations mais d'améliorer l'efficacité du raisonnement en développant un arbre de
recherche de petite taille et, pour de nombreux problémes, en conduisant directement a une
solution.

Des travaux d'apprentissage automatique ont déja porté sur l'algebre. Le systeme ELM
de Brazdil {78] apprend 2 résoudre des équations. Pour cela il dispose d'opérateurs dont il
modifie les conditions d'application afin de séparer les situations ou ils doivent s'appliquer
de celles ol ils ne le doivent pas. Le syst2me LEX [Mitchell et al. 83] apprend 2 effectuer
des calculs de primitives. II utilise un ensemble d'opérateurs et une taxonomie de fonctions.
Ses essais et ses échecs, lorsqu'il tente d'appliquer une méthode, lui permettent de
déterminer les parties de la taxonomie pour laquelle la méthode est pertinente.

Sans inventer des heuristiques, une autre fagon d'améliorer l'efficacité du résolveur
consiste 2 intervenir sur l'effet des heuristiques. Par exemple, si 1'on attribue, au départ,
une qualité q aux transformations applicables et si l'on utilise des heuristiques du type :

SI <conditions sur une transformation applicable TA> ALORS ajouter xj a la qualité de
TA
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51 <conditions sur une iransformation applicable TA> ALORS ajouter xj @ la qualité de
TA

x;, pouvant étre positif ou négatif, l'apprentissage peut consister A chercher les valeurs x,
optimales pour un ensemble d'exercices donné.

5. Conclusion

La modélisation cognitive et computationnelle de processus de résolution de problemes
pour I'EIAQ peut étre considérée comme une acquisition de connaissances aupres d experts.
Les experts sont ici des personnes capables d'apporter des €léments permettant de concevoir
des états de connaissance pour servir de référence a différents moments de I'apprentissage.
Ce ne sont pas forcément les personnes ayarnt les connaissances les plus pointues pour le
domaine de problémes considéré, ce sont des personnes ayant des connaissances sur
l'enseignement du domaine. Comme pour la conception de systémes experts classiques (i.e.
non dédiés 2 'enseignement) les experts apportent des connaissances (concepts, opérateurs,
méthodes, heuristiques...), savent résoudre les problémes et fournir des explications mais
n'apportent pas un modéle computationnel. Pour obtenir un el modele, il reste beaucoup a
faire : analyser profondément le domaine, préciser les éléments fournis et les structurer
(séparer en particulier les niveaux connaissance et méta-connaissance), définir les éléments
manquants (qui peuvent étre trés nombreux), expliciter les mécanismes faisant fonctionner
toutes Ces Connaissances...

Le domaine présenté par Marc Rogalski dans ce méme ouvrage est un bon exemple :
comment concevoir un résolveur sur les problémes de convergence de suites ? Marc
présente un début d'analyse (s'appuyant sur une méthode), liste des problemes difficiles et
se demande si 'IA peut les traiter ? La meilleure fagon de répondre a la question est sans
doute d'essayer de concevoir un modtle. Pour aborder ce domaine il est évidemment
nécessaire de conjuguer les efforts de chercheurs en IA, en mathématiques et en didactique
des mathématiques. Que l'on réussisse ou que I'on échoue dans la conception du modgle,
on devrait s'apercevoir que la méthode fournie ne comporte qu'une petite partie des
connaissances nécessaires. Si 'on considére que I'on dispose d'opérateurs d'assez haut
niveau tels que ceux qui peuvent étre fournis par des logiciels de calcul formel, cette masse
de connaissances manquantes peut &tre réduite, mais elle reste importante.

Pour progresser, il est important de trouver un niveau de modélisation qui soit 2 la fois
compréhensible et computationnel. Par modéle compréhensible, nous entendons un objet
que tous les chercheurs proches du méme domaine puissent comprendre. Par modele
computationnel, nous entendons un objet dont le fonctionnement détaillé soit décrit et qui
puisse étre mis en ceuvre A I'aide d'outils contemporains (éventuellement trés sophistiqués)
sans que 1a mise en ceuvre soit elle-méme un probiéme de recherche. L'usage n'est pas
actuellement en EIAQ de publier des modgles de ce type, ce sont des modeles plus
généraux, plus abstraits qui sont généralement présentés. Il y a sans doute 2 cela différentes
raisons : intérét pour les objets abstraits et génériques, absence d'une demande, taille limitée
des articles... L'une de ces raisons est sans doute que souvent ces modeles n'existent pas
concretement, qu'd coté d'un modele général se trouve seulement un modele instancié qui
est codé dans des bases de connaissances sous une forme qui n'est lisible que par les
concepteurs®, Peut-on se convaincre des qualités d'un modele général si I'on n'a pas une
instanciation compléte pour les montrer ? _

Nous n'avons cependant pas échappé i l'usage dans cet article : le modele MCA que
nous avons présenté est un modele général. Nous avons cependant déja présenté un modele
instancié sur les factorisations de polyndmes [Nicaund et al. 89], dans un cadre général
différent (sans plan et sans méta-stratégie).

8 Lorsque les langages utilisés sont de haut niveau (au sens d'aujourd'hui), les concepteurs ont souvent
I'impression que les objets qu'ils créent sont lisibles. Ce n'est sans doute jamais le cas.
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Métaconnaissances en IA, en EIAO et en didactique des mathématiques
Groupe de travail Math & Méta (1990-1992)

ELEMENTS D’ANALYSE DU LIVRE DE J.PITRAT
“METACONNAISSANCE, FUTUR DE L’INTELLIGENCE
ARTIFICIELLE”,

Jean Michel Bazin

LAFORIA, Université de Paris 64, place Jussieu - 75252 Paris cedex 5
& UFR de Sciences exactes et naturelles, 51100 REIMS

INTRODUCTION

Le livre de J.Pitrat ‘Métaconnaissance, futur de 'intelligence artificielle’ est
structuré en trois parties. La partie I propose une description des notions de
connaissances, métaconnaissance et réflexivité dans le cadre de la résolution de
problémes en Intelligence Artificielle. La partie II décrit les différentes fagons d’opérer a
plusieurs niveaux, comment on observe un mécanisme en train de fonctionner, et
comment un systéme peut cornprendre les raisons de 1’obtention d’un résultat.

Ces deux parties sont trés marquées par 1’analyse de systémes d’Intelligence
Artificielle. J.Pitrat a analysé ces systémes, et y a “débusqué” la métaconnaissance qui y
était utilisée. Cela lui a permis d’illustrer différentes notions propres 2 ’ensemble des
problémes rencontrés lorsqu’on veut réaliser des syStémcs utilisant la métaconnaissance.

Les discussions du groupe Math et Méta ont beaucoup porté sur les questions

d’utilisation et de représentation des connaissances. Cela permet de préciser la stratégie a
adopter face 2 un probleme et I’analyse possible des stratégies mises en oeuvre par les
éleves.
_ La troisidme partie du livre de J.Pitrat propose de distinguer trois sortes de
métaconnaissances ; les connaissances qui sont des propriétés des connaissances, les
connaissances sur les connaissances des individus, les connaissances actives. Dans cette
approche des diverses sortes de métaconnaissances, on peut trouver des ¢léments de
réponses et des pistes de réflexions communes aux préoccupations du didacticien et du
chercheur en Intelligence Artificielle utilisant la métaconnaissance.

Je me suis efforcé, en analysant cette troisi#me partie, d’établir une relation entre les

idées évoquées par J.PITRAT et les sitations rencontrées dans mon travail de conception
d’un résolveur de probleéme en géométrie. Les connaissances sur les connaissances des
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individus jouent un role important dans les systémes travaillant sur des données
incompletes, ou dans les systemes qui utilisent des modgles des individus, avec gestion
de leurs croyances. Dans la conception d’un résolveur de géométrie construit 2 partir d’un
modele d’expert, cet aspect du travail me concerne assez peu : le modgle est présent dans
’ensemble des régles de mon systme, mais n’est pas géré explicitement.

T’étudierai en détail les connaissances propriétés des connaissances, les
connaissances actives, puis je proposerai de replacer une régle du systeme
EURISKOQ dans le cadre des différentes connaissances analysées.

Le travail présenté ici est une lecture personnelle du livre de J.Pitrat. Il ne prétend
pas étre un résumé, ni une synthése, mais plutdt une analyse et une réaction aux idées
développées par J.Pitrat.

Dans tout ce qui suit, on trouvera un résumé présentant bri¢vement les idées qui me
semblent relever des préoccupations communes aux chercheurs en IA et aux didacticiens
et une analyse personnelle (signalée par un changement de police) précisant les
remarques que je fais A propos des idées exprimées par J.Pitrat dans le cadre de mon
travail de conception.

Les citations explicites du livre de J.Pitrat sont reproduites en italique.

1. LES CONNAISSANCES QUI SONT DES PROPRIETES DES
CONNAISSANCES.

].Pitrat propose divers types de propriétés des connaissances, j €tudierai
successivement 1’ historique, la véracité, la précision, la classification, et I’intérét.

1.1 L’historique d’une connaissance.

J.Pitrat propose de s’intéresser & 1’origine d’une connaissance : qui est a la source

de cette connaissance ?

“L' opinion d’ un expert ayant plus de poids que celle d’un novice...”.

1l est aussi important de mémoriser tout ce que nous avons déduit A partir d’une
connaissance.

" Quand nous avons reconnu qu' un fait est faux nous n’ arrivons pas @ éliminer rout
ce que nous en avons déduit” .

Ces deux aspects sont fondamentaux dans I'utilisation des systemes non
monotones. Une des supériorités de I’ordinateur sur 1’humain résiderait dans sa faculté de
pouvoir garder la trace de la vie d’une connaissance, il serait alors possible de supprimer
toutes les idées fausses qui ont pu en étre déduites si cette connaissance s’avere étre &
réviser.
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L’historique d’une connaissance est un concept important pour tous les systemes
travaillant sur le raisonnement par défaut. Un fait que 1’on croyait vrai (par défaut), peut
se révéler inexact et méme parfois interdire 1’acces A une solution du probieme posé.

Et en géométrie °?

L' implicite joue un trés grand réle ; Jje citerai

~ L*implicite de la dimension (2 ou 3). C'est le cas
dans le probléme du jardinier (planter quatre arbres 3 égales
distances l’un de 1lfautre) ou pour le probléme du camembert
{couper un camembert en HUIT parties égales avec TROIS traits
rectilignes de couteaux).

- L'implicite lié & l’effet contrat dans une situation
didactique gque lfon tréuve dans le cas, par exemple, d’un
élave de 4idme devant résoudre un probléme de géométrie : il
est implicitement convenu que 1'éléve dispose des

connaissances nécessaires pour la résoclution du probléme.
1.2. Véracité d’une connaissance.

“Si le contraire n’est pas explicitement indiqué, un fait stocké en mémoire est vrai”.

“Il n’est pas possible & avoir uniquement des faits sdrement vrais, soit parce qu’il
n’y a pas assez d information pour en étre siir, soit parce que les informations & ce sujet
sont contradictoires, soit parce que ce fait ne sera vrai que dans un autre monde” .

La véracité d’une connaissance peut étre définie, évaluce, en fonction de sa
plausibilité, de sa cohérence vis 2 vis d’un ensemble global de connaissances. Ce n’est
pas une notion intrinsdque, mais au contraire, une notion relative a un corpus de

“connaissances. En outre, la valeur de vérité d’une connaissance peut évoluer dans le
temps. Il est possible de représenter cet aspect de la connaissance sur les faits “en gjowant
a de tels faits I'indication qu’ils sont possibles* ou comme dans les travaux de [Chatalic,
87], d’associer & un fait trois notions : la crédibilité, ia plausibilité, la probabilité.
Lorsqu’un systéme doit gérer des croyances, (notamment dans le cas oll un systéme
construit un modeéle de 'utilisateur professeur ou éleéve), la notion de véracité d’une

~ connaissance est & prendre en compte.

Et en géométries ?
AU niveau méta, le concepteur d’un systéme peut avoir
des croyances sur l1‘efficacité de telle ou telle méthode. Par
exemple, j'ai la conviction que dans un probléme de géométrie

il faut commencer par tracer la figure, puis continuer par
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1’analyse de la figure. Il serait souhaitable que le systéme
ait des croyances au niveau méta, sur la pertinence dfune
méthode dans tel ou tel type de probléme. La gestion des
croyances au niveau méta suppose alors l’existence dfun
niveau méta méta, le probléme de l’empilement des niveaux
méta pouvant étre résolu par l'utilisation de la réflexivité.
I1 sera enfin socuhaitable dfaveir un mécanisme de révision
des croyances permettant de gérer la pertinence des
différentes méthodes & utiliser.

Au niveau de la conpaissance mise en oceuvre pendant la
phase de résolution de probléme, la conjacture peut étre
considérée comme une croyance dont le degré de certitude
évolue pendant la recherche de solutlion. L’observation de la
figure, ou plus généralement des données de 17 énoncé, permet
d’engendrer des conjectures, puis la démeonstration permet
drétablir la certitude d’un résultat. Un logiciel de type
micro-monde [Cabri, 89] permet a tout éléve capable de
manipuler une souris, de déformer une figure (avec
conservation des contacts) ; l/éléve peut ainsi, par la mise
en évidence des invariants, engendrer des conjectures qui

seront exploitées aprés la phase de manipulation.
1.3. La précision d’une connaissance.

“La précision (...) a un sens pour des résultats numériques. A chaque valeur
numérique est associée une fourchette qui donne les valeurs extrémes entre lesquelles la
valeur exacte se trouve stirement” .

La précision d’une connaissance sous entend une mesure liée a la connaissance.
Une connaissance sera plus ou moins précise selon la fourchette dans laquelle se siwe la
mesure étudiée. En mécanique, la tolérance de cote est une valeur certaine de

1’imprécision de la cote d’une piece.

Et en géométrie ?

Dans le cadre d’un travail concernant la géométrie de
quatriéme, le probléme de la précision d’une connaissance
n’est pas pertinent. Méme les aspects “numérigques” du
programme de quatriéme (théoréme de Thalés, de Pythagore)

sont traités de fagon symbolique. En revariche, Gelertner
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utilise des calculs numériques afin d’évaluer la valeur de
vérité d’'une conjecture.

Pour tester la conjecture “A B C alignés”, son programme
réalise un calcul analytigue, et suivant le résultat de ce
calcul, il en déduit que la conjecture “A B C alignés” mérite
{ou ne mérite pas) dfétre étudiée.

Au niveau métaconnaissance, la notion de précision et
d’ imprécision apparait dans la phase de mobilisation des
connaissances pertinentes pour un probléme. Dans ce cas, nous
sortons de 1'aspect numérique évoqué ci-dessus. Les travéux
de [Chi, 81] ont montré que dés la lecture de 1l’/énoncé, un
expert mobilise un ensemble de connaissances pertinentes pour
le probléme. La détermination de cet ensemble est extrémement
difficile et imprécise dans le cadre de la réalisation d'un
résclveur. Comment réaliser un systéme capable de construire
précisément, a priori, 1’ ensemble des connaissances
nécessaires pour résoudre un probléme a partir d’un vaste

ensemble de connaissances disponibles ?
1.4. La classification des connaissances.

“Il est utile de classifier les connaissances” .

Le mot utile se rapporte ici A deux destinataires, la classification est utile en premier
lieu pour le concepteur de systéme, et en second lieu pour le systeme lui-méme.
Lorsqu’un systéme regoit une nouvelle régle destinée a étre intégrée i une classe de
connaissances, il peut évaluer la conformité de cette régle, relativement a la classe dans
laquelle on veut placer cette nouvelle connaissance. De plus,

“Une classification des régles est utile pour I explication ... Dans la création d’ une
explication, il est en général inudile & indiquer I application d une régle de défaut ou &’ une
régle de définition : il suffit d’ en mentionner le résultat mais pour en arriver Ia, le systéme
doit étre capable de classer régles et prémisses” .

La grande difficult€ est de trouver une classification pertinente. Cette classification
doit-elle étre dynamique, guidée par le probléme, ou doit-elle étre statique, a l'image
d’une bibliothéque ?

Et en géométrie 7
C’est la classification des reégles qui permet, dans mon
résolveur, de mobiliser la connaissance pertinente pour un

probléme. Afin de simuler le comportement de l’expert décrit
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par M.Chi, mon résolveur appelle des connaissances
préalablement classées, en fonction de critéres
expérimentaux.

La classification des connaissances que j'ai en
géométrie est extrémement dépendante de mon expérience
d’enseignant. Mes connaissances sont classées en fonction des
niveaux scolaires dans lesquels j’ai enseigné la géométrie.
Cette classification “par niveau scolaire” peut Jjustifier le
comportement suivant: si on propose un. probléme de géométrie
élémentaire 4 un enseignant de Mathématique sans préciser le
contexte pédagogique dans lequel ce probléeme est usuellement
posé, la question la plus courante posée par le professeur
porte sur la nature du contexte dans lequel ce probléme a été
posé, et sur la définition précise des connaissances

auxquelles “il a droit”.
1.5. L’intérét d’une connaissance.

“L’ intérét d’ une connaissance peut éwre défini @ partir de diverses informations :
- intérét des éléments qui lui ont donné naissance,

- intérét des éléments auxquels elle a donné naissance,

- qualité des résultats obtenus en I utilisant,

- aspect de la connaissance” .

L’intérét d’une connaissance est une notion récursive définie & partir des
connaissances qui ont donné naissance a cette connaissance. Le role et 'intérét des
connaissances initiales données au syst®éme ou manipulées par I’expert est donc
fondamental.

Dans le cas d’un intérét initial déterminé uniquement
par le systéme, on peut s’interrcger sur la validité d'un
intérét a priori, qui ne pourrait &tre donné gque sur des
critéres syntaxiques (nombre de connecteurs, nombre de

prémisses...).

L’intérét d’une connaissance peut &tre modifié, en tenant compte des connaissances
auxquelles elle a donné naissance. Cela suppose de la part du systéme (ou de I’expert),
une capacité A réanalyser 1’histoire d’une connaissance. C’est dans le cadre d’une analyse
épistémologique de cette histoire que I'intérét d’une connaissance pourrait ére réévaliug.

“L’intérét des connaissances joue un réle central dans I apprentissage” .
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Dans le cas de lfapprentissage, il me semble gque c’est
la facilité de mise en oeuvre dfune connaissance gui joue un

r&le tres important.

Et en géométrie ?

La connaissance de l’intérét des connaissances est issue
pour nous d'un apprentissage (parfois violent !). Jfai su que
le théoréme de Thalés était intéressant bien aprés Llfavoir
étudié et répété. C’est son utilisation fréquente qui m’'a
convaincu petit & petit de son intérét.

J.PITRAT n'aborde pas un autre aspect de l‘évaluation de
17intérét dfune connaissance: son efficacité esthétique.
L’efficacité esthétique est & relier & la notion de puissance
d’un théoréme ou d’une connaissance. De fagon intuitive, un
théoraéme est considéré comme puissant, si les hypethéses sont
faibles, facilement vérifiables, peu nombreuses, alors gque
ses conclusions sont riches et nombreuses : c’est le cas pour
le théoréme sulvant:

SI
“[A C] et [B D] ont méme milieu
ALORS

Le gquadrilatére A B C D est un parallélcogramme”.

Ici les hypothéses sont peu nombreuses {une seule
prémisse a4 vérifier) et la conséguence est trés riche. En
effet, du fait “A B C D parallélogramme”, on peut déduire de
nombreuses propriétés d’égalité de longueur, et de
parallélisme.

Les mathématiciens cherchent des solutions esthétiques
et les théorémes et méthodes permettant d’en bbtenir sont
intéressants.

Une des grandes difficultés de 1’apprentissage en
Intelligence Artificielle est Jjustement de déterminer
17intérét d’'une connaissance, san8 l’'intervention d7une
personne “extérieure” au systéme pour évaluer a priori cet
intérét. Cet aspect iliustre une différence fondamentale
entre un couple (enseignant, enseigné) et la situation
d’ auto-apprentissage d’un systéme qui doit déterminer tout

seul si telle ou telle connaissance est intéressante., A cet
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égard, le systéme [Pintado,91] dispose de métaconnaissances
permettant de déterminer 1l’intérét d’une connaissance en
recherchant dans un arbre de déduction des sous arbres

remarquablea.

2. LES CONNAISSANCES ACTIVES.

Le schéma suivant (figure 2) illustre la description des différents roles de la
métaconnaissance.

ﬂ et wEIED DT s ey e e
¥
) ( Découvrir )
Stocker
Découvrir
Acquérir Connaissan:as propriétés Connaissa -
Stocker o8 du
Connaissances
Recherchet domaine
Exprimer Connaissances sur les étudié
Utiliser Indlvidus

/
=S S

Figure 2

J.PITRAT définit la notion de connaissances actives : ce sont des connaissances qui
manipulent physiquement des connaissances. On notera que les métaconnaissances de
découvertes apparaissent d’une part dans des boites de formes rectangulaires,
caractérisant les connaissances et métaconnaissances en tant qu’objets statiques
(physiquement, ces connaissances sont des chaines de caractéres dans un fichier), et
d’autre part, dans les boites 4 coins arrondis. Dans ce cas, les métaconnaissances jouent
un role de module agissant et actf.
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Les flaches continues de ce schéma représentent un transfert dynamique de
connaissances d’un module de connaissances actives 3 un autre,

Le module Rechercher tire ses connaissances de l'ensemble statique des
connaissances. L’ensemble des connaissances statiques (rectangle central) joue alors

uniquement le role de fournisseur passif.
2.1 Acquérir, stocker, découvrir.

Les métaconnaissances d’acquisition, de découverte et de stockage de la
connaissance permettent 3 un systéme d’accroitre sa qixantité de connaissances. On se
propose ici de résumer bri¢vement le role de chacune de ces métaconnaissances.

L’acquisition des connaissances.

Une connaissance donnée au sysi&éme par un fournisseur sera traitée par les
métaconnaissances d’acquisition.

“La métaexpertise d’ acquisition a un réle d' aide ; il n’est pas facile de fournir des
connaissances, et le systéme qui les regoit doit rendre plus aisée la tdche de celui qui le
nowrrit de son expertise” .

Cet ensemble de métaconnaissances permet de diagnostiquer la connaissance
fournie (cohérence, redondance), et ainsi de déceler qu’un élément de connaissance est
inutile ou anormal. Il permet enfin de compléter éventuellement la connaissance donnée
au systéme si elle est incompléte. En sortie du module d’acquisition, la connaissance,
qui a été fournie en entrée, est réécrite de facon correcte aprés avoir été complétée, et
I’expertise de stockage peut alors déterminer comment cette connaissance doit étre stockee
en mémoire.

Le stockage des connaissances.

“Le probléme important est de savoir stocker intelligemment des connaissances pour
qu’elles soient disponibles rapidement quand on en a besoin, sans devoir balayer
systémariquement la mémoire” .

La métaexpertise de stockage pourra ainsi choisir olt et comment stocker une
connaissance préalablement traitée par la métaexpertise d’acquisition ou de découverte.

La découverte des connaissances.

On notera qu’une différence fondamentale existe entre le module de découverte et le
module d’acquisition. Le module d’acquisition regoit explicitement des connaissances
d’un fournisseur et il dispose des métaconnaissances nécessaires pour juger de la
pertinence et de I'exactitude de la connaissance qui lui est fournie (trouver des
redondances, des incohérences par exemple).

Le module de découverte inter-agit avec un superviseur. Celui-ci peut le guider pour
améliorer ses capacités de découverte, mais le superviseur ne fournit pas dans ce cas de
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connaissances explicites. I1 est un observateur qui s’assure de la qualité de la découverte.
On retrouve ici le schéma de la maleutique socratique dans le discours de Protagoras :
’esclave découvre lui-méme des propriétés de surface du carré, guidé et maintenu dans la
cohérence par le discours du maitre,

Les métaragles de découverte de la connaissance s’instancient & 1’aide de faits pris
dans I’ensemble statique des connaissances. La fleche pointillée issue du rectangle central
symbolise le fait que c’est en considérant les connaissances statiques comme
une base de fait que les métaregles de découverte créent de nouvelles connaissances.
La métarégle du systtme EURISKO, éwdiée en 3) illustre ce mécanisme.

2.2 Rechercher, utiliser, exprimer.

Les métaconnaissances que nous avons étudiées ci-dessus caractérisent des
situations d’apprentissage. Lorsqu’un systéme (ou un expert) doit résoudre un probleme,
il doit rechercher des connaissances en mémoire, il doit aussi disposer d’une expertise lui
permettant d’utiliser sa connaissance de fagon pertinente et efficace pour résoudre le
probléme posé, enfin, il doit savoir exprimer des connaissances pour communiquer avec
un utilisateur.

La recherche des connaissances.

“Le balayage complet d’ une vaste mémoire est de toutes les facons matériellement
impossible pour un étre humain” .

“Chercher quelgue chose en mémoire est un probléme et les métaconnaissances
pour rechercher des connaissances seront utiles pour résoudre ce type de probléme” .

La métaexpertise de recherche des connaissances est constituée essentiellement de
stratégies de reconstruction :

“Un homme, qui se souvient, le fait souvent en reconstruisant ce qui a di arriver,
plutdt que par une recherche directe de ce qui est arrivé”.

L’utilisation des connaissances.

Lorsque la connaissance a été extraite de ’ensemble des connaissances passives du
systéme deux types d’actions sont possibles : utiliser cette connaissance dans le cadre de
la résolution de probléme, ou expliquer comment a ét€ résolu un probléme.

“ Les connaissances pour utiliser les connaissances indiquent ce que I'on a le droit
de faire ou ce qu' il est intéressant de faire” .

Les connaissances indiquant ce qu’on a le droit de faire sont typiquement des regles
de grammaire, des reégles de composition musicales.

Les connaissances indiquant ce qu’il est bon de faire sont essentiellement des régles
de nature heuristique. Elles aident le systéme 2 choisir dans I’ensemble de toutes les
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connaissances statiques, celles qu’il sera bon d’activer. Cette métaexpertise d’utilisation
permet de réaliser le contrdle de la recherche de solution. Ce contrdle peut avoir lieu en
méme temps que la recherche de solutions.

C’est dans ce type de connaissances que les préoccupations des chercheurs en
Intelligence Artificielle et en Didactique se rencontrent. Elles concernent 1’élaboration, et
la gestion des plans, P'utilisation d’une représentation compilée de la connaissance
permettant d’augmenter les performances du systeme.

Une autre préoccupation fondamentale du didacticien concerne 1'expertise
d’explication. Un logiciel d’EIAO doit certes résoudre des problémes, mais il doit aussi
disposer d’une capacité lui permettant de justifier ses résultats. Il est alors indispensable
que ce type de logiciel dispose d’une métagxpertise d’expression des connaissances.

Exprimer des connaissances.

“ Dans le probléme de I expression des connaissances, dual de I’ acquisition, le
systéme dispose d’une certaine quantité de connaissances qu'il doit communiquer d un
autre systéme de traitement de I information qui est en général un étre humain” .

Il convient, dans ce cas, de choisir ce que ’on va dire, et en utilisant le modele de
I'interlocuteur, d’expliquer en décidant 3 quel moment et sous quelle forme il est
opportun d’exprimer des connaissances.

En distinguant nettement la métaexpertise d’utilisation des connaissances et la
métaexpertise d’expression des connaissances J.Pitrat met en évidence une difficulté
courante rencontrée par les formateurs de maftres : faire prendre conscience aux futurs
enseignants que leur maitrise de la mati¢re enseignée (ils savent utiliser la connaissance)
doit étre accompagnée d’une autre méta expertise, celle qui dit comment exprimer les
connaissances dans une action didactique.

Une analyse globale du schéma des régles actives (figure 2) montre que les regles
actives agissent sur I’ensemble de toutes les métaconnaissances. Cet ensembie ainsi
modifié permettra aux métaconnaissances actives de modifier I'ensemble des
connaissances et métaconnaissances du systéme, en retour, cette modification des
connaissances du systéme peut conduire 2 la création de nouvelles métaconnaissances
actives. De ce point de vue, on peut considérer qu’il y a dépendance causale entre les
connaissances actives d’une part, et I’ensemble de toutes les métaconnaissances d’autre
part. Cette interaction entre les métaconnaissances actives et passives nous semble ére un
exemple de boucle réflexive. [Nicolle, 92]
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3. ETUDE D’UNE METAREGLE DU SYSTEME EURISKO.

La régle suivante (du systtme EURISKOQ) est une régle de découverte de
connaissances 2 partir de la connaissance f.
Regle R
ST les résultats obrenus en utilisant la connaissance f ne sont que parfois utiles
. ALORS
essayer de créer de nouvelles spécialisations de f en spécialisant des auributs de f.

Cette régle illustre comment I’ensemble des connaissances du rectangle central du
schéma précédent (figure 2) peut étre considéré comme une base de faits, sur laguelle les
régles de découverte de la connaissance s’appliquent. La prémisse de cette régle observe
“les résultats obtenus en utilisant une connaissance f” et évalue leur “utilit€” (figure 3).
Pour cela, le systéme qui instancie cette régle doit avoir accés & I’historique de f, et plus
précisément, le systéme doit pouvoir retrouver toutes les connaissances R1,R2,..Rn qui
ont été engendrées  ’aide de f. Il est aussi nécessaire de pouvoir évaluer I'utilit€ d’une
connaissance. On a vu en 1.4 comment cette utilité pouvait &tre évaluée. En s’appuyant
sur ces deux métaconnaissances (historique de f et utilité des connaissances engendrées
par f) le systéme crée un indicateur : le pourcentage de bons objets produits p(f). La régle
peut alors se déclencher si p(f) est inférieur 4 un certain seuil. Une nouvelle connaissance
est créée par spécialisation de certains attributs de f. Ce mécanisme est résume dans le
schéma de la figure 3.

“La régle R, qui incidemment indique un moyen de spécialiser un objet, fait
intervenir dans sa partie action un artribut non identifié. Ceite imprécision conduit a de
nombreux essais inutiles et EURISKQ est donc conduir @ appliquer cette régle g elle-
méme puisque ses résultats sont rarement utiles; parmi les nombreux candidats créés, la
plupart sont sans intérét; cela est normal puisque cette régle n’est pas satisfaisante. Mais
certains se révéleront quand méme supérieurs a la régle initiale, comme :

Regle R1

SI les résultats obtenus en exécutant f ne sont que parfois utiles

ALORS envisager de créer de nouvelles spécialisations de f en spécialisant un de

i el

En effet certains antributs 4’ une régle ne sont pas liés & son comporiement, comme
I'auteur de la régle ou sa date de création ; agir sur ces attributs ne changera certainement
pas les performances du systéme et les essais correspondants ne seront qu’ une perte de
temps. La nouvelle régle précise de n’ agir que sur les auntributs actifs, comme ceux qui
contiennent des prémisses; elle ne fera pas les essais inutiles que faisait la régle initiale.
Mieux définir les actions d’ une régle améliore son efficacité” .
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Etude d’une méta-régle EURISKC

Métaconnaissance

Historique de la connaissance f

f a été utilisée pour
engendrer les connaissances

R1,R2...Rn
Utilité des connaissances
R1 est une conn Utile

R2 est une conn Inutile
R3 est une conn inutile
R4 est une conn Utile

Rn est une conn Utile.

On pose Val(Ri) = 0 si Ri est inutile

et Vai(Ri) = 1 si Ri est utile.

On définit une NOUVELLE propriéte

de la connaissance f par :

Pourcent de bons objet produit =

Connaissance

f est une connaissance

R1, R2, R3 ...Rn sont des connaissances

Somme(Val{Ri)) _

p(h

La ragle dit : si p(f) < seuil, alors créer une autre instance de f.

CONCLUSION

figure 3.

Les idées développées par J.Pitrat dans son livre me concernent & double titre : en tant

que concepteur de résolveur, et en tant qu’enseignant.

Ce livre donne au concepteur de résolveur des pistes de réflexions pour la

structuration d’une base de connaissances. Il donne des idées pour savoir ce qu’il faut

mettre dans un systéme 2 base de connaissance. Il invite & un exercice fructueux, (et

périlleux !) : analyser les différentes régles et métarégles de mon systéme en utilisant Ia

classification des métaconnaissances proposée.
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Ce livre met en évidence ’aspect général de la métaconnaissance : les problémes
qu’aborde I.Pitrat sont indépendants de tel ou tel domaine. Il est donc indispensable de
réaliser des systémes dans lesquels la métaconnaissance permet de résoudre de fagon
satisfaisante des problémes qui sont difficiles 2 résoudre par les méthodes classiques de
résolutions et méme parfois insolubles 2 cause de I’explosion combinatoire.

Pour 1’enseignant, le livre aide & cerner et A déterminer les mécanismes
indispensables qui doivent étre présents dans un logiciel & vocation didactique.

La réflexion sur la conception de logiciels d’EIAQ, utilisant de la métaconnaissance,
conduit 2 se poser la question de ce qu’est ’enseignement : est-ce une maniére d’étre
et de chercher, ou bien, est-ce un contenu de connaissances dont ’exhibition permettra au
spectateur / éléve de construire sa capacité A raisonner ? Sans doute les deux 2 la fois, la
difficulté étant de trouver le bon dosage. Cette double préoccupation est a la base de la
réflexion de tout concepteur d’un systéme d’EIAQO.
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Méwuconnaissances en IA, en EIAO et en didactique des mathématiques
Groupe de travail Math & Méta (1990-1992)

QUELQUES (META)CONNAISSANCES
DONNEES AU DEMONSTRATEUR DE THEOREMES
MUSCADET

Dominique Pastre
LAFORIA

1. Introduction

MUSCADET est un systdme a base de connaissances, destiné i faire de la
Démonstration Automatique de Théorémes dans des domaines mathématiques
particuliers, non triviaux.

11 est constitué d'un moteur d'inférence, général dans le sens ou il ne connait rien,
non seulement des domaines mathématiques, mais méme des mathématiques en général.
II ne sait pas ce que sont une hypothése, une conclusion, un connecteur, une valeur de
vérité. 1l peut étre considéré comme un résolveur de problémes essentel.

Des bases de connaissances générales sur les mathématiques, des techniques de
démonstration et des heuristiques en font un démonstrateur de théorémes général. Avec
des bases de connaissances et de savoir-faire spécifiques & un domaine particulier, il
devient un démonstrateur pour ce domaine particulier.

Toutes les (méta)connaissances sont exprimées sous forme de régles et
métaregles.

Le systéme est décrit en détails dans [1] et [2]. Une présentation plus succinte,
plus particuliérement destinée & des enseignants de mathématiques, se trouve dans [3].
Une présentation plutdt destinée 2 des théoriciens de la Démonstration Automatique se
ouve dans [4]. Quelques réflexions et expérimentations sur la difficulté relative de
différents problémes se trouvent dans [5]. Enfin [6] décrit un travail préliminaire destiné &
permettre au systéme de devenir un assistant pour le mathématicien.

Dans cet article, on donne quelques exemples de regles et métarégles. La
classification qui en est faite est destinée 3 permettre au lecteur de voir quels types de
connaissances le systéme regoit. Le systéme ignore tout de cette classification.
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2. Méthodes générales

Des choix de représentation ont ét€ faits. Un théoréme 2 démontrer est constitué
d'une conclusion (2 démontrer), d'hypothéses et d'un certain nombre d'autres
informations. Au départ la conclusion est constituée de I'énoncé donné du théoreme 2
démontrer. Des transformations sont effectuées par des régles, de nouvelles
connaissances peuvent étre ajoutées. La liste des régles actives (c'est-a-dire les régles
pertinentes pour la situation actuelle ), est établie et ordonnée par des métarégles.

3. Régles techniques

Pour montrer A= B (clest-a-dire si la conclusion est A=B), supposer A (c'est-a-dire ajouter
Thypothése A) et montrer B (c'est-a-dire la nouvelle conclusion est B).

Pour montrer Vx P(x), créer x1 et montrer P(x)).

Pour montrer Vxe A P(x), créer x; tel que xj€ A (c'est-a-dire ajouter Fhypoth2se x1€ A) et
montrer P(x1).

Si la conclusion fait partie des hypoth&ses, alors le théoréme est démontré.

Si l1a conclusion est une disjonction de propriétés et que 'une d'elles fait partie des
hypothéses, alors le théoréme est démontré.

Pour monirer non A (c'est-A-dire si la conclusion est non A), supposer A (ajouter 'hypothése A)
et trouver une contradiction (démontrer la nouvelle conclusion "faux")

Si on a I'hypothése "faux”, alors le théoréme est démontré.

Pour démontrer une conjonction de propriétés, démontrer successivement chacune
d'elles.

Si on veut démontrer une conjonction de propriétés et que l'une de ces propriétés est vraie
(trivialement vérifiée ou démontrée par un appel récursif au démonstrateur) alors 1a retirer
de la conjonction.

Si 1a conclusion était une conjonction de propriétés et qu'il n'en reste plus A démontrer,
alors le théoréme est démontré.

Si on a une hypothese AvB et qu'on veut montrer C, alors montrer (A=CO)A(B=C).

4. Super-actions

Ajouter une hypothése H ne consiste pas a I'ajouter simplement mais ceci est fait par un
paquet de rigles (super-action):

Si H est une conjonction, ajouter chaque élément de la conjonction.

Si H est déja une hypohese, ne rien faire.

Si H est de la forme x=x, ne rien faire,

Si H est de la forme Vxe A P, ne pas I'ajouter, mais construire de nouvelles regles
"locales" A partir de cette hypothése (par des métaregles ,voir plus loin).

Dans tous les autres cas, ajouter H comme nouvelle hypothése.
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5. Techniques plus compliquées

Pour démontrer Ix(C1(x)AC2(x) A... ACp(x)), chercher les x qui vérifient Cy(x) et
essayer de montrer les autres Ci(x) pour les valeurs trouvées. Le théoréme est démontré
s'il reste au moins une instantation pour x 2 1a fin.

6. Métarégles de construction de régles

Des rigles sont construites 3 partir des définitions (et des hypothéses existentielles) par
des métaregles.

Exemple: A partir de la définition AcBe=Vx(xe A=xeB)

Si on a une définition de la forme X&Y et si la connective principale de X est P, alors

construire le squelette de régle si X alors de nom P et travailler sur Y.

Ceci donne le squelette de régle si on a I'hypothése AcB alors de nom "C".

Si on doit travailler sur Vx P, travailler sur P.

Si on a le squelette de régle si <liste de conditions> alors et qu'on doit travailler sur
X =Y alors ajouter la condition on a I'hypothése X, ajouter 'action gjouter 'hypothése
Y.

Ceci donne la régle de nom "c" si on a les hypothéses ACB et xe A alors ajouter
I'hypothése xeB

Ajouter une condition ou une action ne se fait pas simplement, mais dépend de la forme
de ce qu'on doit ajouter, et est défini par des paquets de régles.

7. Métaregles d'activation de regles

On crée d'abord des liens: un théoréme @ démontrer est li€ aux concepts qui apparaissent
dans I'énoncé donné, ainsi qu'aux concepts qui apparaissent dans les définitions des
concepts précédents, etc ... .

Des métarégles examinent les r2gles et en activent certaines. Ceci dépend de leur type, de
leur forme, des concepts qui y apparaissent, de la place ot ils apparaissent et des liens
précédemment établis.

Exemple: les régles de type RO ("régle obligatoire”) sont activées si elles ne comportent
pas de concept (uniquement des symboles universels comme =3, ¢, A, 3, V, ...), ou si
elles comportent, dans leur premiére condition un concept li€ au théoréme a démontrer.

8. Métarégles d'ordre sur les regles

1) Les activations précédentes se font selon un certain ordre sur les types de régles (RO,
savoir-faire, gestion, ...) qui peuvent dépendre des domaines (heuristiques).
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2) Si on a une régle active R susceptible de créer un a tel que P, et une régle acive R
susceptible de créer un b tel que Q , et si P est plus général que Q, alors R’ doit étre avant
R (échanger sinon).

En fait on a une régle plus particuliére:

Si I'action de R dit d'ajouter 'hypothése Ixe A B, celle de R’ dit d'ajouter Thypothése
3x'e A B, B’ est une conjonction et B est un élément de cette conjonction (modulo x et

x') alors R’ doit étre avant R.

9, Connaissances et savoir-faire spécifiques aux EVT

Un voisinage d'un point (x,x) de la diagonale est {peut étre pris) de la forme UxU o U
est un voisinage de x.

Un voisinage d'un point (X,y) avec x=y sera pris de la forme UxV ol U et V sont des
voisinages de x et y respectivement.

Un voisinage d'un nombre réel est (peut &re pris comme) un intervalle ouvert
symétrique.

Si la conclusion parle d'un segment [x y] avec x et y # O, alors on a un super-lien! & +.
Si la conclusion parle d'un segment [O x] alors on a un super-lien & *.

Si la conclusion parle d'un ensemble étoilé par rapport a 0, alors on a un super-lien 4
Si on a un voisinage U de z et qu'on cherche un voisinage V de z inclus dans U,
appliquer la contnuité de + ou * en z.

Si on doit appliquer la continuité de + ou *, et si on a un superlien a +, I'appliquer a +.
Si on doit appliquer la continuité de + ou * , et si on a un superlien A *, et pas de
superlien 2 +, 'appliquer a *,

Pour appliquer la continuité de f 4 z=f(x,y), si U est un voisinage de z, alors créer V
voisinage de (x,y) et W=f(V) tels que WU (s'll n'en existe pas déja) et activer toutes les

régles relatives au concept image.
Si on a ze [x y] et qu'on a déji les segments [0 x] et [0 y], alors créer x'e {0 x] et
y'e[0y ] tel que z=x"+y' (s'il n'existe pas déja).

Si on a ye [0 x] alors créer be [0 1] tel que y=b*x.

Pour montrer que B est voisinage de x essayer d'obtenir B comme union de voisinages.

1 Un super-lien exprime un lien plus fort qu'un lien ordinaire. Par exempie, dés qu'on a un espace
vectoriel, on a un lien 4 +, mais si on a de plus un segment[x y] avec x et y # O, alors on ajoute un lien

plus fort appelé super-lien.
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Pour obtenir C, de la forme f(A,B) comme union d'ensembies, écrire £ sous la forme

U(£(x,B) | xe A}.

Si B est une union d'ensemble, pour montrer que c'est un voisinage, montrer que chaque
ensemble est un voisinage.

Pour montrer que B est un voisinage, s'il n'est pas une union d'ensembles, chercher une
application continue f telle que B soit I'image inverse d'un voisinage par f.

10. Vers des métarégles de controle

Dans beaucoup de ces cas, on peut considérer qu'on a mélangé la méthode et le contrble:
au lieu d'écrire:

- une méthode parune régle R: 5i Cy et ... et Cp alors ...

- et une métaregle: si C'; et ... et C'p alors appliquer R,
onaéeritlaregle:siC'rer...etCpetCyoet...et Cp alors ...

Dans l'exemple du paragraphe précédent "Pour appliquer la continuit¢ de f", on aurait
plutdt di écrire

- la régle simple: pour appliquer la continuité de faz=f{x,y), si U est un voisinage de z,
alors créer V voisinage de (x,y) et W=f(V) tels que WU

- et deux métaregles: |

si le déclenchement d'une régle introduit un nouveau concept, alors activer les régles
relatives a ce nouveau concept,;

si une régle crée un nouvel objet ayant certaines propriétés, ne l'appliquer que si l'onn'a
pas encore un tel objet.
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