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En 1740 1'abbé de LA CAILLE est en Auvergne ol il effectue avec CASSINI des
ravaux de géodésie nécessités par I'établissement de la carte de France . C'est alors que le
Collége Mazarin, & Paris, lui demande de venir enseigner les mathématiques. Avec tout le
sérieux que chacun lui reconnaft, La Caille s'attéle a cette tiche et rédigzs les " Legons
élémentaires de mathématiques” traduites en latin, espagnol, anglais et rééditées en frangais
de nombreuses fois au cours du XVIIIéme siccle.

Les "legons" traitent de l'arithmétique, de I'algtbre, de la géométrie, de la trigono-
métrie, des sections coniques, du calcul différentiel, du calcul intégral, c'est & dire A peu prés
de l'ensemble des mathématiques enseignées 2 1'époque. On y reléve explicitement le désir
de présenter simplement les questions 2 étudier et d'en montrer les applications.

Nous proposons ici a la lecture, l'introduction du chapitre sur le calcul différentiel.
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ELEMENTS DU CALCUL DIFFERENTIEL.

I L en eft du Calcul Différenticl comme de I'Algebre : on ne fau-
roit le définir d’'une maniere incelligible pour ceux qui n'en conuoiffent
pas les premiers éléments.

Newion fut le premier Inventeur de ce calcul , & perfonne n'en
et partagé la gloire avec lui, s'il efc éé plus empre{lé de mettre
ay jour {vs découvertes,

Muis Pefpece de myftere dont il les enveloppa dans 'origine , doana
le temps 3 Leibnitz de marcher 3 grands pas dans la méme carriere,
BicatSt aprés Jacques & Jean Bernoullt coururent fur fes traces;
de-li ceue vive conteftation que les Géomerres Allemands eurent
avec les Glometres Anglois , pour favoir 2 qui de Léibnitz ou
de Newton éeoit diie la principale gloire. Sans entrer dans cene
difcuflion, nous obferverons que d'autres Géometres avoient préludé
dcguis long-terops 4 la découverte du calcul Différenticl.

I ne feroit m&me pas difficile de faire voit une efpece de filia-
tion entre ce calcul & o Methode & Exhauffion , {i connue des
Anciens, la Methode des Indivifibles , dounée par Cavalieri, & les
procédés dont Fermar, Defcartes, Barrow & tant d'autres failoient
ulage avan: Newton. Les travaux de ces derniers Géometres femblent
avoir {ervi d'échelons d ce grand homme,

775 Quoi qwil en fair %‘u ppdans 5’#u.wm5k‘ velconque x
recoive (Sn ac%oiffcﬁ& :&Fﬁ“ﬂe?ﬁm n’ﬁ)résql’avoir ‘ll'cqu ,
fon érat foit exprimé par » 3 ¢, Oa demande quels doivent éire
les accroiffements correfpondants des autres fonétions de x @

D'abord il eft clair que fi x devient x —4-¢, fon quarréd x* deviendra
X' =~ 2 ¢x -+ ee ; ainfi le rapport de ces deux accroiffements fera

1 . : _
o« Mais fi ¢ diminue ; ¢e rapport augmentera , & il appro=

& X

chera de plus en plos de “celui de -E-. Cependant il ne lui de
3 X :
viendra égal , qu'au moment ol ¢ s’évanovira : le rapport de

1 C . ) \
—— eft donc la Zimite de ceux que les accroiffements finis de x &
1 X

de x x peuvent avoir entre eux. On trouvera de méme que le lis

. 1
mite de ceux de x & de x" eft

nxe—1°
776. Or le caleu!l difiérentiel a pour objet de déterminer ces li-
mites dans tous les cas. Voyez ce que’ M. d’Alembert a éeric fur
cette matiere; vous y trouverez les vraies notions de ce calcul,
S'it refte encore quelques difficuliés de Métaphyfique, c'eft qu'clles
four inféparables des idées toujours abftraites de limite & 3’iuﬁni.
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777. Voici une des applications les plus propres 3 faire enten- FIG,.
dre la manicre de déterminer ces limites, Soit propofé de mener
une tangente au point M de la coutbe AMm, ou, ce qui revient 1¥4e
au mémie, foic propofé de déterminer la {ourangente P T,

On fuppofera que lablciffe AP = x croit d'une quantité finie
Pp = ¢; on menera l'ordonnde PM =y, & on déterminera I'or-
donnée mp , en fubftituant x 4 ¢ au licu de x dans l'éyuation de
la courbe. Quelle que foit la valeur de cette ordonnée , on pourra
toujours la reprefenter par y 4= Pe 4+ Qe* 4 Red - &e. (F » Q,
R, &c. érant des fon&tioas de x ); on aura donc pour Pexpreflion
de rm, accroiffement correfpondant de I'ordonnée P M, la quanticé
" Pe+Qe* 4 Ret = &c.
Cela pofé, {oient menées la fécante SM m, & la ligne M r paral-

Y

P Qe+ Re* 4 &c°
prochons maintenant le point p du point P.; le point m s'appro-
chera du point M ; & le point § du point T : mais on aura toujours

lele & égale aPp; onaura PS = Rap-

PS = 24 Si' la quantité Pp diminue encore
P+ Qe+ Ret v &c° 9 s

& devient wés-perite, il ne s’en faudra que de trés-peu que m ne

fe confonde avec M, & que la fécante ne devienne tangence, Mais

fi ¢ s"évanouit, le rapport déja trouvé fe réduit d -%- » P8 devient

PT,Sm devient TM qui n'a plus que le point M de commun avec
la courbe, & la foutangente eft déterminée par certe limite.
Par Ex. Si AMm cft une parabole, on fubftituera x 4 ¢ i x !8:&.‘

dans I'équation y ==y px,& onauray =pl=(x+e)':'=p';'x%

PP &c , qui doone P—..‘:..-‘;I;-V -5-'; dod PT =

-t

== 1 >, comme pnous 'avons déja trouvé ( 669 ).

1 v P
3 x
On voit par li avec quelle promptitude cete méihode réfout
fe probléme des tangentes, qui eflt en quelque forte le berceau Jdu
calcul différentiel. Mais on verra biea plus amplement dans la fuite la
conformicé des réfultars de ce calcu! avec ceux de Pancienne Géoméruie,
En artendanc, nous remarquerons que css quanités Pp, ou Mr,
& rm que ncus avons fuppofées diminuer de plus en plus, 4 me-
fure que le point p e rapproche du point P, font les éléments
refpeétifs de ['F:lbfcii ¢ AP & de I'otdonnée M P,
v 778, Ces éléments , quelque petits qu'on les {uppole , confervent
‘entre eux le méme rapport que les quantités finies auxquelles ils
appartiennent ; cela eft vifible par la feule inlpeCtion des triangles
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femblables TP M & Mmr. Et comme la limite de ce rapport n'a §
licu ch’au moment ou ces élémenis s’evanouiffent , on peut dire
avec M. Euler , ?uc le calcul diférenciel a pour objet de fare §
conpoitre d quoi fe réduifent les rapports des éléments des quan- §
titds variables , lo:fque ces éléments deviennent nuls.

Mais ne pouvant devenir nuls, fans pafler pas tous les degrés pole
fibles de diminuticn , on fent bien qu'il doit rélulter de leur dé-
croiffement infini des idées un peuw confules : car motre efprle ne
comporte pas de perception claire de ce qui tent & [Pntni,
Aufli depuis fon origine , le calcul diftérentiel a-t-1l éprouvé beau-
coup de contraditions. Il en éprouvera fans doute encore ; mais s'il
falloit répondre 4 toutes les chicanes d'une Métaphyfique pountil-
leufe , on o’en finiroit pas. L'exiftience méme du miouvement feroit
encore un probléme, {i on s’éroir arrété aux difficuliés que Zénon
propofoit autretois pour la combartre. g

é’e n'eflt pas au refte que Macla.rin, dans fon Traité des Fluxions,
n’ait répondu 4 la plipart des fophifmes dont quelques Auteurs
ont voulu erubrouiller la matiere. C'eft un Ouvrage qu'il faut lire,
?uand on veut approfondir cette théorie : mais on ne peur fe dif-
imuler que pour fuivre la marche rigoureule de ce favant homme,
il faut 3Tuycr bien des longueurs,

779. Si les principes dont Leibnitz eft parti , ne femblent pas
aufli exaéts, ils ont du moins Favantage de conduire aux mémes
réfulrats que ceux de Newton, & de ne deniander, pour ainfi dire,
que deux fuppolitions : la premicre, qu'en-dimisuant de plus en
plus lea élémens des quantités variables , on pent les réduire d des
mﬁrlinicn!‘ﬂ:!ﬂ."u-awndf' >R, @ffte-sntrc Jes infiniment petits
de deux ordres différents, 1s ‘méme fobordination qui eft entre les
quantités finies & leurs éléments. Ces deux fuppofitions , une fois ad-
miles, les regles du calcul ne fouffrent plus de difficulié,

Oc telle eft la fubordination d'une guantizé infiniment petite
par rapport 4 la quantité finie dont on la confidere comme Félé-
ment, qu'elle peut éwre négligée fans erreur feofible, de méme qu'on
néglige une quantité finie par rapport 4 une quantité infinie. Ceft
ainft , par exemple, que 00 — 1, & plus générzlcment 0o $-¢
fe réduifent 3 co. On pewt donc regarder un infiiment petit du
fecond ordre, comine une quantré qui févanouit par rapport 4 ua
inflniment petit du premier,

Cela pofé, Leibnitz imagine qu'une variable x croifle ou dé-
croifle d'une quantité infiniment petite, qu'il défigne par d2 , & il
cherche quels doivent étre les accroiflements ou les décroiffements
refpe@ifs des autres fonétions de x. Son quarré x* , par exemple,
devenant (x - dx ) = x* 4~ r1xdv <+ dxdx, il eft clair que
dxdx doit éue rejeté comme un infiniment petit du {econd ordre,
& que par confquent la différence entre x* & x* + 3xdx <ft
+ 2xdx. Ainfi Paccroiflement coteelpondant du quarré d’une va-
riable quelconque eft le produit du double de cette variable multiplide
par fon accroiffements
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780. En général, la diférence qui ‘régne entre une quanqicé

¥ariable avant qu'elle ait requ aucune altération infiniment petite ,

& cette méme quantitd aprés qu'elle a reu quelque altdration de

¢ genre, s'appelle la différeniielle de ceue quanté; ce qui a faic

donner le nom de calcul “différenciel , 4 la méthode qui détermine
dans tous les cas ces différences.

Newton lui avoit donné auparavant le nom de Calew! dee
Fluxions , par une fuite de l'ideée qu'il S*¢toit faite de la formation
de toutes les quantités. Imaginant en effer que rout ce qui crofg
ou diminue dans la nature, regoit ces accroiflements ou ces dimi-
nutions par le mouvement d’un de fes éléments, il appelia calcul des

fluxions, la méihode dont il fe fervoit pour déterminer les rappoits
de ces variations.

781. 1l nomma Fluentesles quantités que Leibnirz appelle variables ,
& ce que nous défignerons par dx , il le défigna par un poins

mis fur x; enforte que dx & x fignifient la méme chofe, & que
fluxion de x, ou différenticlle de.x font abfolument fynon 'mcs.(te
feul avanage qu'il y ait d fe fervir de la lewre  , ay liew d'um
point, pour marquer les diffécentielles ou les fluxions des variables ,
celt qu’elle les fait micux reconnoitre parmi d'autres quanurés. Il
eiit meme éié 4 propos d'introduire dés le commencement queique
caralterc propre d marquer les différenticlles, comme on en a in-
troduit un pour: marquer les radicaux. Mais 4 préfent que {'ufage a
prévalu, toute innovation de ce genre feroit déplacée , outre qu'clle
auroit bien pen d'urilitd,

782. Ainfi que les quantitds finies & variables = & y ont des
différenticlles dx & dy, ces différentielles 4 leur tour en ont auffi.
On les appelle Differences fecondes , pour les diftinguer des pre-
miergs,, & on les défigne indiffiremment par ddxw & ddy, ou par

* & y. Les difitrentielies wroifemes font dddx & dddy , ow

e &_;:, & ainfli de fuite,

Pour abréger, on écrit * 2, d3 x au liew de ddx, dddx. En
général , Ia lettre d mife devant une quauité quelconque indique
qu'il faut différentier cette quantité ; & l'expofant de la méme letre
d annonce cowmbien de fois de fuite il faut procéder 4 la différentiacion,

Lor{que la quantité propofée eft polynome, on la met entre deux
patenthefes , que on fait précéder de la letre d. Ainfi d(x*++y*)
indique qu’il faut différentier le binome x* 4~ yt.

783. Quoique les différentielles de méme degré foient toutes inw=
finiment petites , il s’en faur bien qu'elles foient toujours égales.
Et G on-demande quel rapport peutr fe trouver entre dx & dy,
dans la fuppofition que ces différentielles s’évanouiffent , il eft
8ilé de faire voir quil y en a un, En attendant que nous enfeignions



FIG.

432 LEgoNs ELEMENTAIRES

. a BE == XX - -
]a maniere d'en trouver l'expreflion, f{ojt ———— ; il eft certain
a—x

que @ -~ x exprime la valeur de certe fration, quelle que foit
Ia valeur de x; mais i x ==, la frattion feréduit 4%, & le quo~
denc devient 2 a. Voild donc un exemple de ces lortes de frattions
dont le numérateur & le dénominateur s'évanovifleat en méme temps,
& qui cependant onc des valeurs trés-réelles.

784. Si on fuppofe infini le divifeur d’une quantité finic quelcon-
que a , il eft clair que le quorient doit alors fe réduire 4 zéro.

: a . _ oy (o
On a donc - == 03 cequi donne a = o x o6 ; dott il fuic que

2éro multiplié par une quantité infinie peut reprélenter indifféremment
toute forte de quantités finies ; & réciproquement, que route quan-
tité finie divifé: par 1éro a pour quotient linfini, ceft-d-dire, que
oo & o fervent :{ms le calcul dittérentiel , coinme autant de quan-
tités indérerminées. Ce font des expreflions vagues, dont il femble
que Fon ne s'eft avilé que pour éviter des circonlocutions.
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