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Mnémosyne
personnification de la mémoire.
Elle s'unit & Zeus pendant 9 nuits de suite;
de cette union naquirent les neuf Muses.

(Dictionnaire Robert des noms propres)

Tllustration de Ia couverture ; "La mémoire”

gravure allégorique d'aprés Gravelot (XVIII éme)
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EDITORIAL

Nous sommes heureux de présenter [edeuxieme nu—
mero de Mnémosyne: vous y retrouverezles diverses rubri—
ques du precedent.

Pour "les ponnes vicilles pages" , nous avons retenu un
texte peu techniquesur fes dif ficultés qu'ont pose, au coursde
son histoire, Les fondements du calcul infinitésimal. D au
mathematicien Giulio VIVANTL (1859 - 1949), il est paru
dans [a revue Bibliotheca Matematica en 1894. Ce journal
etait publié par le mathematicien suedois Gustaf ENESTROM
et c'est une minede renseignements surl'histoire des mathe-
matiques.

L' iconggraphieof freun frontispicegrave del'ouvrage
de Grégoire de Saint Vincent, mathématicien jésuiteduXVlleme
siecle. Un texte deceluicia etéetudieenclasse par [es éleves.
Cette expérience estdécritedans ['article quisuit. Elferentre
touta faitdansle type de travail experimente par e groupe
M:A.T.H. :atravers untexteoriginal, [es eleves decouvrent
commenta éte mis en evidencelelien entreles Logarithmeset
{'hyperbole.

Enfin L' ¢tude de [a violente polemique entre Des—
cartes et Fermataproposdeladeterminationdestangentesa
une courbe et des dif ficultés de comprehension de ces deux
grands mathématiciens illustre la différence de leur ap-
proche du probléeme et deleurs sensibilités. Cette poléemique
est caractéristique de ces controverses passionnees quiont eu
[ieu entre scientifiques aux XD 1lemeet XV1llemesiecles.

Nous attendons toutes vos remarques, suggestions,
critiques, notes autour d'experimentation que vous avez pu
ef fectuer autour del'histoire des mathematiques. Ce, envue
d'un courrier des lecteurs qui, dans cenumeéro seravide. ...
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Note sur Thistoire de linflniment petit.

Par G. Vivan® & Mantova.®

Introduction.

Si nous essayons de parvenir au concepl d'infiniment petit
au morven de la Jdivision indéfiniment répetée d'une grandeur
continue, par exemple d'un segment rectiligne, nous nous trou-
vous libres de premier abord de choisir entre deux formes-
limites difiérentes, celle de segment plus "petit qu'ancun as-
signable, et cefle de point indiendu. Mais, d'unc past, on ne
saurait regarder un segment, si petit qu'il soit, comme l¢ ré-
sultat final de la division, et par 1A comme indivisible; de Vautre,
la décomposition d'une ligne utn points inétendus est une chose

inconcevable. On peut échapper & cette double difficulté en”

envisageant le point, non pas comme le resultat dermier de la
décomposition de la ligne, mais comme Vélément premier capalie
de lui donner naissance, et en lui attribuant par 14 Ja purssance

denoendrer de continu. I nait ainsi,. en opposition a Siufiniment
o

petit ponciuel ow mul et & Vinfiniment petit doué d'exteusion
(infiniment  pelit  délerminé ouw aciuel), linfiniment ettt inlensif,
c'est 4 dire indlendu mais ayant Paptitode 4 engendrer les gran-
deurs continues. : '
Avant méme que les discussions sur la nature de 1'élément
de I'étendue eussent excité 1'inlérét des mathématiciens, il s'agita
entreg; ceém-:c_i ;L‘u']ethéstim}.__q'u_i' n'en différe ;/pas!essentiellement,
celle de Zangle de contingence.” Cet angle, d'aprés la’ prop. 16
du 3¢ livre des Eléments d'EucLiDg, est moindre que tout angle
rectiligne, c'est donc par rapport 2 cet angle ce que c'est qu'un
‘infiniment petit par rapport a une grandeur finie; et 'on a longue-
ment disculé s'it est absolument nul ou s'il a quelque grandeur.
Mais U'histoire de l'infiniment petit doit avoir égard, non-
seulement aux fagons diverses dont il a é¢ congu, mals aussi
aux formes sous lesquelles il a &t¢ introduit dans I'analyse.
" L'introduction de.l'infiniment petit dans les mathématiques

a eu lieu 2 une époque relativement récente, lorsque les procéuds -

des anciens (connus plus tard sous le nom de méthode & exhansiion)
ne parurent plus. offrir une ‘voie assez courte et directe pour la
résolution des nmombreux problémes gométriques et mécaniques
auxquels donsait naissance le progrés continuel des arts et des
sciences. Clest alors que naquit et se développa la mdthede des
ndivisiblesy “mals - celle-ci- fut biemtdt remplacée par d'autres plus
parfaites, qui peuvent se.grouper sous deux litres principaux:
méthode des infiutment petils et méthode des liniles.

* Abrégé dun travail plus étendu para sous le titrs: N coneette din-
Jfistitesime ¢ la sna applicasione alla matematica (Mantova, Mondovi 1894).
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~ Duns cette courle note j'essaieraj de tracer rapidement
I'histoire de Pinfiniment petit jusqu'd Caucny. Le plan que je
suiviai résulte ! naturellement des considérations exposdes plus
haut; il e 'reste 'seutement A avertir que, quoique la question
dont il s'agit ici se trouve aux bornes des mathématiques et
de la philosophie, je ne dépasserai pas en général ces bornes,
et je passerai ‘sous. silence, saul quelque exception, tous ceux
qui’ ont ‘considéré Vinfiniment petit en philosophes seulement et
sans égard X son application aux mathématiques.

1. Le coneept d'infiniment petit.

$ 1. L'infiniment petit nul. — II est bien naturel de se
demander avant-tout qu'est ce-que c'était linfiniment petit pour
Pinventeur du Calcul infinitésimal,  Mallieureusement Vexamen
des’ éerits'de LEIBNIZ ne nous améne A aucune conclusion posi-
tive & ce sujet;.car- i .cdté de quelque morceaux ou i nie
I'existence de -grandeurs' infiniment petites autres que le zéro,
nous en trouvons d'autres ofl il exprime une opinion diamétrale-
ment opposée, ‘et -d'sutres encore oft il se déclare incertain,
On rencontre méme’ dans ses ouvrages de jeunesse sur la dy-
namique Je concept-d'infiniment petit intensif {conafus), tel qu'il
a €t introduit dauvsla science par Hopoes.

On remarque la méme inconséquence chez quelques-uns de
ses dleves les plus illustres, tels que GRanDi et JACQUES BEr-

sauiLl  En effet, pendant que I'un et 'autre affirment qu'on
ne saurait point concevoir de quantité infinie ou infiniment
petite déterminge, le premier dit qu'on doit regarder toute chose
comme actucllement infinie, attendu qu’elle est indéfiniment di-
visible, le second observe que l'axiome que les différences de
grandeurs dgales sont égales n'a plus liew en général .si ces
Jdifférences sont infiniment petites par rapport- aux grandeurs
mémes.

WWoLr aussi, qui dans son Onlologia écrit: Infinile paruva
fmpossibilia suni, s'exprime bien moins clairement dans sa Ui
serlatie algebraiea, ol il semble méme admettre |'existence de
grandeurs infiniment petites déterminées, : .

1Y ALEMDERT déclara le premier ouvertement la guerre aux
concepts d’infini et d'infiniment petit, en soutenant que ce ne
sont vraiment que des manitres abrégées de s'exprimer, et que
le calcul infinitdsimal n'a % faire en réalitd qu'd des gran-
deurs finies. - : :

Son grand contemporain EULER, en partant du méme prin-
cipe, & savoir, qu'il n'y a pas d'autre infiniment petit que le
z€ro, mais ne pouvant se résoudre 2 nier absolumentd l'infini-
ment petit toute existence réelle, parvint A une conclusion in- -
altendue. Il remarqua que, pendant que la différence de deux
grandeurs nulles est toujours nulle, Jeur rapport peut atre quel-
conqute, car # . o= o; mais, au lieu d'en déduire que le rapport
de deux zéros est complétement indéterming, il en conclut au
contraire qu'on peut envisager ce rapport comme unc vraic
grandeur, Rien ne s'opposait donc, suivant lui, & ce-qu'on
regarddt comme tel le rapport de deux infiniment petits; bien
que ceux-ci fussent rigoureusement: nuls. - Il.faut toutefois re-
marquer qu'EULER ne réussit pas & ¢tablir le-caleul sur th. prin-
cipe si peu salisfaisant, mais dut recourir pour cela au concept
Jde limite, ainsi qu'on le verra plus loin (II, § 4).-

& 2. L'infinimeni petil aciuel. — 11y a bien peu d’auteurs
qui aient affirmé ouvertement I'cxistence de grandeurs différentes
de zéro mais moindres qu'aucune grandeur assignable; Le plus
illustre parmi eux c'est JEANW BernouLLi qui eut une longue
discussion avec LEiBNMiZ A ce sujet. 11 résulte aussi de la cor-
respondance de Lemsuiz, que L'HOSPITAL et VARIGNON auraient
admis I'infiniment petit actuel. A une époque plus récente, on
peut citer FonNTENELLE et Poisson, auxquels il. faut peut-étre
ajouter LESAGE, le premier inventeur d'un télégraphe dlectrique;
voir sa lettre publiée par LHUILIER & la fin de son Expesifion
fémentatre des primcipes des ealenls supéricurs,

5




§ 3. Langle de coitingence. — la proposition d’KucLipg
rappelde au -debut avait ament les mathématiciens A regarder
I'angle "de’ contingence comme uue vraie grandeur de la méme
wature que les angles rectilignes. Mais i} s'ensuivait .de 13 un
ctiricux’ paradoxe. Un rayon mobile peut partir d’unc position
donnée et aller A une autre sans former jamais avec la premiere
position -'un angle égal & I'angle de contingence; donc une
grandeur variant continuellement peut aller d’une valeur plus
petite & une plus grande sans passer nécessairement par loutes
les valeurs comprises eatre celles-ci. Et il y a aussi une autre
difficulté. L’existence de l'angle de contingence est en contra-
diction avec la premitre proposition du dixieme livre ’EUCLIDE,
.plus connud sous le nom de posinlaium ' Archiméde. CAMPANUS,
et plus tard STIFEL et CARDAN, regardérent comme admissible le
premier des deux paralogismes (ainsi que CARDAN les appellait);
quant au second, ils tentérent de le lever en disant que Vangle
de contingence et l'angle rectiligne ne sont pas des graudeurs
homogénes et ne tombent point par conséquent sous’la proposi-
tion citde. Cette idée a €t¢ accueillie par pe Forx CANDaLLa
ot FrLussate, et ensuite aussi par CLAVIUS et par ses défenseurs.

C'est seulement dans la seconde moitie du 16° siccle, que
PELETIER eut le courage de déclarer que I'angle de contingence
est absolument nul. CrLavius combattit dprement ses conclustons,
qu'il jugea méme contraires & EUCLIDE, et soutint gue les angles
de contingence sont de vraies grandeurs, et qu'il ne sonl pas
totts égaux; pendant que Guino UnaLpo DEL MonTE exprimait
le méme avis 2 U'occasion d’une question de mécanique soulevee
par TARTAGLIA. :

. Bientbt la discussion ‘devint générale entre les savants de
I'époque, et se prolongea pendant pres d'un siécle. CoMMaANDIN,
Vibre, GALILEE, VIVIANI, Waris se rangérent du cdté de
Pgrerier; Hosnrs, Lebwz, Newrow de celui de Cravius.:

- CoMMANDIN' démontre que 'angle de contingence est nul,
eu le regardantrcommeé: U'angle extérienr d'un polygone d'un
nombre infini de cotds. Vil apporte plusieurs raisons & Vappui
de ‘la thése "de” PeirTizr; il remarque entre autres gue les
angles de contingence sont tous ¢gaux entre eux, et qu'tls ne
peuvent pas &tre mesurés par des arcs de circonférence.

GALILER, buivi par son éléve VIviany, s'approprie les raison-
nements de VIETE, et insiste particuliérement sur le premier Jes
deux paralogismes rappelés plus baut.  WarLLis rectteille dans
deux longs opuscules tous les arguments de ses prédécesseurs;
il observe.cn_ outre d'aprés Procrus, qion peut dans yuelques
cns former un angle rectiligne dgal & un angle curviligne donnd,
et en deduit quion ne peut pas regarder les angles rectilignes
et les angles curvilignes comme hétérogénes, de fagon que la
justification du deunxidme paralogisme alléguee par les adversaires
tombe d'elle-méme. '

Hopsrs, ennemi déclaré de WaLLIs, n'épargna point ceux
Jde ses dcrits qui se rapportent A Vangle de contingence. Il re-
produisit en grande partie les raisons de CLavius, en y ajoutant
toutefois une remarque qui contient en germe la solution véritable
de la question: c'est a dire, qu'il y a une commune mesure
pour les angles de contingence, mais qu'il n'y en a pas une
pour ces angles et les angles rectilignes pris ensemble; ou dans
notre langage, que dans la classe de grandeurs formée par les
angles rectilignes et par les angles de contingence ceux-ci Sont
infiniment petits par rapport & ceux-la.  Cette circonstance ne
pouvait pas ¢chapper aux deux principaux fondateurs de la nou-
velle analyse, LEBNIZ et Niwrol; tous les deux en effet re-

gardérent P'angle de contingence comme un exemple intéressant -

de leurs concepts.

Enfin Tacouer et RExarpiyy, deux gdometres du 17 siécle,
se ddclurérent contraires en mdme temps i PELETIER et & CLa-
vius; ils niérent en effet qu'on puisse appliquer aux angles les

concepts d’égalité et d'inégalité, attendu que, suivant cux, V'angle

n'est pas quanfilas, mais modus guaniifalis.
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~ Aprés une si vive discussion, la question s'apaisa-vers la fin
du 17¢ sitcle; parmi les auteurs pen nombreux qui en traitérent
plus tard on peut citer FONTENELLE, KARSTEN, SCORzA. - .

§ 4. Llnfiniment pefit dulensif. —- Parmi les formes diffié:
rentes qu'afiecte ¢e concept chexz les divers savants, il'faut en
distinguer deux principales, qu'on peut nommer forume cinématigue
et Jforme dynamigue.  En considérant p. ‘ex. le point comme
V'dlément geénérateur du continu, la forme cinématique sé borne
A remarquer Je fait de la géuération de la ligne par le mouve-
ment, tandis que la forme Jdynamique fixe particuliérement son
attention sur la fendance ou aptitude du point générateur & donner
naissance au continu, T.es deux formes doivent leur existence 4
deux philosophes: Giorpano Bruno et ‘1'nosmas Hosnes.

Deja, avant Bruno, Nicoras pe Cusa avait appeld Ja ligne
Pévolution du point. Mais c'est & Bruno que revient 'honneur
d'avoir renversd Ia question fondamentale d'oit tire son origine
le concept d'infiniment petit, en affirmant qu'on doit regarder
Vélément {mrnimum) non pas comme le dernrer résultat de la
division du continu, mais comme le premier élément générateur
de.l'extension. Le minfmum devient ainsi pour lui le fondement,
non seulement de la mature, mais aussi de netre connaissance
de la nature, Pinstrument sans lequel rien ne peut &tre congu,
le point agquel toute éiude.doit commencer.

On ne sait pas quelle influence aient exercé ces iddes sur
Sovero et Cavapieri, les deux savants a4 l'oeuvre simultande
desquels est due Pintroduction du concept de mouvement comme
fondement de la’ géométric. '

Sovero dit que la gdoméduic ne peut pas subsister sans
le mouvement, puisque les définitions qu'on y donne ordinaire-
ment ne nous présentent point unc idée claire des [ormwes géo-
métiiques, et, ce qui est pis, ne nous assurent méme pas de leur
possibilité. On définit, dit-il, le cercle comme une figure, ren-
fermée dans une ligne plane dont tous les points sont €quidistants
d'un point intérieur nommé centre; mais n'est-il pas permis de
douter de lexistence d'une telle figure? Prenons maintenant
une ligne droite, et faisons-la tourner dans un plan autour de.
I'une de ses extrémités; on verra l'autre extrémité engendrer le
cercle, et I'on sera assuré de son existence et de sa proprictd
caractéristique.  Mais ce n'est pas tout, car le mouvement est
tout aussi bien nécessaire dans la géométrie constructive que
dans la géométrie spéculative, n'étant pas possible de concevoir
une construction :quelconque sans P'aide du mouvement.

CavaLIERD regardait lui aussi assurément les surfaces comme
engendrées par -le mouvement d'un ligne; il considérait p. ex.,
les - difitrentes ordonndes du contour d'une surface plane comme
les positions swuccessives (ves/igia) de la droite mobile génératrice.
Malheureusement 1'infiniment petit intensif, sous quelle forme
qu'on le prenne, n'est pas susceptible d'ére introduit dans I'ana-
lyse, ot l'on a i faire seulement & des grandeurs extensives.
(est ainsi que CavaLiesi se vit obligé de fonder sa méthode
. des indivisibles sur un principe tout différent, celui de la divi-
sion des surfaces en une infinit¢ de droites. Mais comme il
n’eut pas soin de distinguer clairement les deux points de vue,
plusieurs écrivains (p. ex. Gurpiv, Warls, Tavror, Grasbi,
V'rest, MonrucLa, Bossut, etc.) ont éé amends 4 lui autribuer
Popinion gqu'une surface soit effectivement décomposable en une
infinitd de lignes. Ce malentendu lui procura bien des adversaires,
et il est curieux & voir que Gurbiw, tout en combattant le con-
cept faussement auribué 4 Cavariens, s'appropriait sen concet
vrai de la génération des grandeurs géomdlriques par le mouve-
ment. A cette m@me idde sont inspirds les ouvrages de Barrow
et de Jean Civa.



Vers cette méme époquie, des recherches et des expériences
qui sont restées immortelles, avaient fait de GALILEE le créateur
de la dypamique scientifique. 11 avait-le premier fixé son at-
tention sur un élément essentict du mouvement, dont on n'avait
pas jusqu'alors assez tenu compte, je veux dire sur la tendance
dit corps mobile 2 poursuivre son mouvement d'nne fagon déter-
minde (momento). Hosprs donna au -concepl de GALILII une
hien plus grande ¢tendue, en fajsant du montento, qu'il. appela
conafus, 1'élédment générateur, non seulement du mouvement,
mais aussi de tout continu, puisque, swivant HoBDEs, on peut
regarder toute grandeur continue comme engendrée par le mouve-
ment. Le conafus est donc un mouvement le long d'un espace
et pendant un temps moindre qu'aucun -assignable, il est in-
compatrable A tout mouvement, mais deux e¢omalus sont com-
parables entre eux. FEt la vilesse est le mouvemeni envisagd
comme Ja pusssance en vertn de laguelle un point parcouirt une
longuenr donnée dans un temps donnd,

Peu aprds le comafns, sous son nom primitif de meomenium,
apparait dans les recherches mathématiques de Newron, qui,
en regardant les grandeurs comme nées du mouvement { Arentes),
se propose d'en calculer les variations 2 Paide des vitesses
{ fluxciones) avec lesquelles elles augmentent ou dimintient, vitesses
nui sont proportionnelles aux moments. Ce méme concept se
retrouve chez MAC-LAURIN, el aussi, sous une forme lrés peu
différente, chez TAYLOR,

II. L'applicatlon de l'infiniment petit aux mathématiques.

& 1, Mihede dexhaustion. — Le souvemr le plus ancien
de Vusage de Vinfini en mathdmatiques c'est la quadrature du
cerele d'AnTiron.  Ce gdométre inscrivit, comme on sait, dans
le cercle des polygones réguliers de 4, 3, 16, ... chiés, et
affirma qu'en continuant de la sorte’on parviendrait enfin & un
polygone, dont les chids, griice & leur petitesse, se confondraient
avec la circonférence. Les géométres grecs posiérieurs n'accep-
térent point, et & bon droit, celte conclusion comme rigoureuse,
au contraire ils s efforcérent e développer les mathématigues en
dehors de toute notion de Vinfinl.  De 14 naquit la - méthode
célebre dont EUCLIDE et ARCINMEDE firent un usage si étendu,
et qui consiste en ce quon réduit 'étude d’une. figure donnde
% celle d'une autre de nature diffiérente, mais dont la grandeur
et la forme peuvent différer de celles de la premiére aussi peu
que l'on veut. Au 17° sitcle VALERIO, 'TACQUET et. RENALDINL
Jonnérent une forme plus géndrale et systématique 4 cette mé-
thede, qui prit Je nom de médhode o' exchansiion.

§l est remarquable, que presjue tous les principaux fonda-
leurs e 'analyse moderne — comme I{EPLER, ROBERVAL,
FrraaT, WarLis, PAsCaL, Lemswiz, NEWTON, JEANW BERNOULLL
— ont regardé les méthedes mocdernes comme essenticliement
identiques o celle des ancicns, dont elles ne constitueraient (u'une
simplification; tandis quau conlrnire depuis fa moitid du 18¢
sibcle on s'est plutdt efforcé d'en chercher et d'en éclaircir les
difiérences. Je me m'arréte point ici sur cette question, qui n'a
peut-&tre pas un intérét immddiat pour notre argument.

§ 2. Aléthode des indrvisibics. — Suivant Linrt, LEONARD
pE VINGt aurait déterminé le centre de gravité de la pyramide
en-la décomposant en plans paralleles & la base. Mais le vrai
jirdcurseur de CavALIER! c'est KEPLER, qui, pour calculer le
rapport des velumes des solides, les regarde wvelufi plana corpo-
rata, comme des plans devenus’corps.



- La méthode de CavALIERD s'appuic sur le principe suivant:
Si deuxwisurfaces planes sont comprises entre deux mémes pa-
ralléles, -et si 'on imagine de mener toutes les droites parailéles &
celles-ci, les deux surfaces auront entre elles le méme rapport que
les sommes des segments de.ces paralleles contenus respective-
ment dans l'intérieur des deux surfaces. Les deux somumes étant
évidemment infinies, il s'agit en 1éalilé de déterminer la limite
du rapport des sommes des segments lorsque le nombre des
paralléles croit indéfiniment. La détermination de cette limite,
que CavaLiert effectuait. dans les différents cas & l'aide d'arti-
fices spéciaux, fut rendue plus aisée et plus réguliere par WaLLis,
grice & l'usage de concepts arithmétiques et 3 l'élude de quel-
ques series infinies. La méthode des indivisibles, dont ROBER-
vAL réclamait la priorité, et dont plusieurs mathématiciens
(Guipiy, TacQuer, BErmNi etc.) attaquaient les londements,
trouva tne expansion rapide en Italie et & V'étranger; parmi ses
adeptes on peut signaler TORRICELLI, DEGL1 ANGELT, CasaTr,
Jeanw Ctva, Grawpi, WHITE, ScHOOTEN, WaLLIS.

Gricomrre DE S. Vincent développa dans son Opus geo-
metricwm une méthode, qui, quoique semblable & celle de Ca-
varier: dans la forme, en differe dans le fond, parce que les
démonstrations .y procédent toujours & -la fagon des anciens.

& 3. AMithode des infiniment pelils. — L'idée que le cercle-
est un polygone d'un nombre infini de cbi€s, nde & une €poque
trés ancienne, repoussée ensuite par la rigueur de la science
grecque, teparait aprég bien des sitcles chez NicOLAs DE Cusa,
STirEL, CoMaaNDIN, ViETE; KEPLER en fait Vapplication & la
Jdétermination de la surface du cercle, quil regarde comme
composé d’une infinité de triangles isosctles égaux ayant leur
sommet commun au centre. A Cetie méme époque prenail
naissance la méthode des indivisibles; mais le principe de la
Jeécomposition des surfaces ¢n lignes grait accueillie avec défiance
par beaucoup d'espiits. Ce fut alors qu'on congut l'idée de
substituer aux lgnes rigoureusement indivisibles, des. bandes
superficielles trés-minces, formdes par un systéme d'ordonndes
squidistantes en noemhre arbitraivement grand (RoBERVAL, PASCAL).
On pouvait transformer ves handes 4 contour mixtiligne, par la
suppression d’une portion triangulaire, en des rectangles, dont
ta surface totale €tait €gale au produit de la somme des or-
données moins une par leur distance constante g, et il était
possible dans les cas ovdinaires d'établir, qu'on peut augmenter
suffisamment le nombre des ordonnées pour yue la somme des
triangles qu'on néglige devienne arbitrairement pelite. Il est
aisé de voir que le résultat ainsi abtenu ne différe de celui
qu'aurait fourni la meéthode des indivisibles que par le facteur
constant 4, destiné d'aillenrs & disparaitre lorsqu’on calculerait
le rapport de deux surfaces. Mais cette différence prenait une
importance particuliere de ce fait qu'elle introduisait dans le
caleul une quantité § de grandeur .arbitrairement petite, c'est
A dire un sufiniment pelit; car cet €lément allait bientdt devenir
un aide précieux pour V'étude des problemes fondamentaux qui
hantaient la pensée des savants de I'époque.  Je fais allusion
spécialement & la vecherche des maxima et des minima ¢t ala
détermination des tangentes aux lignes courbes. :

Tersar donna la régle suivante pour:la recherche des
inaxima et des minima d'une fonction f(2). On écrit I'équation
approchée (adacynalio) f(x + ) = f(x), ou flx+e)—f(x)=0o,
on divise par ¢ et l'on fait ensuite e=o; I'équation ainsi ob-
tenue donmera les valeurs cherchées de x. HuycEns commente
cette régie en disant que, si . cst une valeur pour laquelle f(x)
est maximnm ou minimum, il doit y avoir au voisinage de
deux valeurs x—a, & + ¢ telles que f{a + €)= f(x—4d), ou bien,
en posant x—d=2x, g zrel

flv, + = [flx),
et par conséquent, que les valews qu'on obtiendra de celte.

relation en y regardant ¢ comme fufinrment pefile — c'est & dire
en divisant par ¢ et en ndgligeant ensuite tous les termes conte-

nant ¢ — rendront la fonction f(w) maximum ou minimum.
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L'un et Vautre appliquérent leur régle au probléme des tan-
gentes. C'est justement ce dernier probléme qui amena Barrow
% la considération du Zriangle caractéristigue, formé par les in-
créments simultanés de l'abscisse, de Vordonnde et de larc.
Ce triaugle étant semblable 2 celui formé par la sous-tangente,
'ordonnée et la tangente, on peut déduire du rapport des in-
créments de lordonnée et de l'abscisse celni de Yordonnde et
de la sous-tangente, et par l. mener la tangente  la courbe
au point considéré. Ii va sans dire gu’on doit ici aussi négliger
les termes qut ne sont pas finis.

C'était donc un vrai relichement dans la rigueur justement
vantée des mathématiques qui se produisait a cette €poque, €t
cela ne pouvait pas manguer d'éveiller des doutes dans les
esprits timides. Ib était reservd A notre siécle de mettre 2 jamais
ia nouvelle analyse & I'abri de toute attaque; mais LERxIZ sut
au moins faire dépendre tout ce qu'il y avait de pen siir dans
son’ caleul d'un seul point, ¢ 4. d. du lemme fondamental
qu'un ufindment petit, ajoutd & une quaniité finie, w'en alfere pas
la valenr ¢ peul par suile flre negligé. Daillewrs ce west pas
1a le seul titre de gloire de Lmpniz. Clest grice A lui quele
calcul différentiel est devenu un algoritme géndral, applicable
dans tous les cas, directement et sans titonnements; c'est lui
aussi qui a cécouvert le lien tout & fait simple existant entre
le probieme des- quadratures et celui des tangeates, en rendant
ainsi possible la création d'un vrai calend intégral.  La me
thode leibnitienne ‘a 6té exposée d'une fagon systématique par
L'HosviraL dans son dwalyse dex infiniment pefils, en partant’
de ces deux postulats que l'auteur regarde comme dévidenis:
qu'on peut prendre l'une pour I'autre deux quantitds dont la
dilférence est infiniment -pelite,- et qu'on peut envisager une
ligne courbe comme un poiygone d'un nombre infini de cdids.
Varignoy, le plus iHustre parmi les commentateurs de UAnalyse,
fit de ses” Eclaircissemenis  un ‘ouvrage presque original, ol Voo
remarque: une tendance prononcée vers la mdthode des limites.

Ou trouve aussi--dans 'ouvrage de GRranpi: De infinitis
infinflorum el - infinile parvornm  ordinibus disguisilio geomelrica

“une exposition compléte des principes du caleul infinitésimal.
Eufin on doit signaler comme le premier traité de caleul intégral
\es Lectiones mathemaldicne de caleulo infegralivm aliisgue de JEAN:
ResznouLLL

§ 4. Méhode des Hmites. — Cette méthede différe de celles
des indivisibles et des infiniment petits en ce qu'elle ne se fonde
sur aucun lemme ou postulat pariiculier, et se sert sculement
des moyens que lui fournit Falgébre, et des thdorémes élémen-
taires sur la limite d'une somme, d’un produit et d'un quotient,

T.a VFera cirali ef hyperbolae quadraiura de Jacoues Gre-
GONY, ouvrage trés remarquable bien que manqud, est peut étre
Pessai le plus ancien sur la méthode des limites, mais c'est
Newron qui en fit le premier un usage étendu dans ses Prineipia
en la fondant sur le thdoréme suivant: Deux grandeurs, dont la
différence devient en un temps fini moindre qu'aucune assignable,
deviennent enfin égales.  Plus tard, en combinant la méthode
ddes limites avec le concept deé vitesse, il créa la mdthode des
Huxions, dont jai déji rappelé le principe plus haut (I, § 4),
et qui « été exposée dans tous ses détails et avec ses applica-
tions par Mac-Lauvrin,  On peut rapprocher de celle-ci la mé-
thode des ineriéments de TavLor.

Ainsi que je l'ni déjd remargud, le traité de caleul diflé-
rentie] d'Eurer est fondé effectivement sur le principe des -
mites, bien qu'il n’en soit pas ainsi en apparence; il Vavoue
lnimdme dans sa préface, ol il dit qu'on doit concevoir les
incréments des variables comme toujours décroissants, de fagon
yue le rapport de’ ses incréments tend i une certainé lmite,
qu'il atteint lorsque les incréments deviennent absolument nuls,

10



Pendant que 1YALEMBERT ocuvrait la campagnc contre les
concepts dinfini et d’infiniment petit, LANDEN, KRAMP, ARBOGAST,
¢t plus tard LAGrANGE, tentaient d'établir des méthodes ana-
Iytiques indépendantes de ces concepls, et en 1784, I'Académie
de Berlin invitait les savants de tous les pays & présenter une
lhdo‘rie claire et précise de ce qu'on appelle fufind en matheé-
matiques, et A expliquer comment on a déduit tant de théo-
rémes vrais d’un concept contradictoire, tel que celui de grandenr
infinie. Le prix fut adjugé & LHuier, qui dans son Expesi-
ffon mentarre s'était proposé de mosntrer que la méthtode des
anc_:'ms, convenablement dendue, suffii pour Hablir dune maniére
cerdaine lex principes des nonveanx calenls. Mais I'extension qu’il
présente transforme simplement la méthode des anciens dans la
méthode des limites; voici en effet son théoréme fondamental:
St une guaniilé vartable, susceptidle de limite, approche d'aulan!
plus de jouir dune propricté, quw'elle approche d'avaniage de sa
limile, de manitre gu'tl w'y ail ancune limile & la capacilé qu'elie
a de jouir dec celle propricté, sa. limife jouil de celie propriéte.
Je mentionne seulement en passant un mémoire de Karsver
occasionné par le méme concours, mais ne contenant rien -de
particulidrement remarquable,  Clest peut-8tre aussi A la suite
du concours de Berlin que CarnoT derivit ses Réffexions sur
Ja métaphysique du caleul infinitéstmal, publides seulement en
17g97. Dans cet opuscule, qui eut un grand retentisscment,
Carnor s'acharne contre ceux qui voudraient remplacer fa mé-
thode leibnitienne par d'autres moins simples et directes. Il
gablit exactitude de la méthode infinitésimale en s'appuyant
sur deux considérations: celle de I'indétermination des différen-
telles et celle de Vélision des errcurs, Le principe d'ob il part
est tout A fait juste, mais son procédé est susceptible d’une
remarquable simplification, car I'indétermination des différentielles
suffit & elle seule pour justifier pleinement la méthode de Lmpn1z,
et Délision des erreurs n'en est qu'une cons€équence. Clest ce
(qu'aperqut sans doute CAUCHY, qui trouva quil suffisait de de-
finir Vinfiniment petit d'une fagon précise et couvenable, pour
lever towut doute sur Vexactitude de la méthode infinitésimale.
il definit donc l'infiniment petit comme une grandeur variable
ayant pour limile zéro, et cela pernit de démontrer immédiale-
ment ce lemme fondamental, qui avait &té jusqu’alors la pierre
d'achoppement dans le grand édifice élévé par LEIDNIZ.

Ainsi les deux méthodes, déja opposées l'une a I'autre, se
fondaicnt enfin en une seule, qui, joignant Ja rigueur 4 la simpli-
cité, prenait son départ d’une définition précise empruntée A la
méthode des limites pour procéder ensuite suivant le langage
et le mécanisme de la méthode infinitésimale.
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DANS NOS CLASSES

Lo quadrature de ['hyperbole
d'apres Gregoire de Saint Vincent

Maryvonne Hallez

L'HOMME

Grégoire de Saint-Vincent est né & Bruges le 8 septembre 1584 et mort & Gand le
27 janvier 1667.

1l est éléve de la Compagnie de Jésus & Bruges puis, sur les instances du jésuite
Clavius! est envoyé au collége romain suivre des cours de philosophie, de théologie et
de mathématiques. Il rencontre Galilée dont il défend vigoureusement les théories lors
drune célebre séance au colldge romain en 1611. De retour en Belgique, il est ordonné
prétre 4 Louvain le 23 mars 1613. De 1613 & 1625 il enseigne les mathématiqués. La,
comme 2 Rome, il se fait remarquer par ses brillantes capacités ; sa générosité et sa
fougue lui font envisager un départ en Chine mais son supérieur préfere utiliser ses
compétences en Belgique. De 1617 & 1625 le jésuite flamand s'attaque & la quadrature
du cercle. Et, en 1625, il demande au général des jésuites Vitelleschi, 'autorisation de
publier le résultat de ses recherches. Vitelleschi s'adresse a son conseiller Grienberger,
successeur de Clavius.

A la lecture du manuscrit de Grégoire de Saint Vincent, Grienberger est
émerveillé : il écrit & Vitelleschi le 11 octobre 1627 : “"Saint-Vincent est un homme
prodigieux, 1'égal d'Apollonius, d'Archimede et de Pappus”. Dans ce remarquable
manuscrit (Table des matidres (200 propositions concernant ...) il fait oeuvre originale.
Comme on va le voir, il prétend avoir réussi "la quadrature du cercle ..." Z,

Rien d'étonnant & ce que Grienberger pointe des lacunes dans les raisonnements
concernant ce "grand probléme". Efit-il modestement intitulé son manuscrit "Opus
geometricum", I'imprimatur efit pu étre donné quand méme, mais I'auteur tenait au titre

complet "Opus geometricum quadraturae circuli et sectionem coni Decem libris

1Clavius (1537-1612) céleébre professeur de mathématiques, a l'origine de la réforme des ¢études
mathématiques dans les colléges jésuites.

21) est un des dernicrs quadrateurs;  cette époque on commence & se douter de son impossibitité; Stifel
en 1544 l'avait déja annoncé .
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comprehensum"3. Finalement l'autorisation de publication n'est pas donnée a ce
moment 13 par Vitelleschi et Grégoire de Saint-Vincent dut attendre 1647 pour voir son
oeuvre imprimée avec le titre complet donné ci-dessus auquel il ajouta un frontispice

"Problema Austriacum plus Ultra Quadratura Circuli™

Ce titre nous oblige & préciser un épisode de la vie de Grégoire de Saint-
Vincent: en 1628, il est envoyé i Prague pour participer & la glorification de 1'Eglise
catholique entreprise par la Contre-Réforme dans sa lutte contre le Protestantisme et
ceci sous deux formes la diffusion du savoir mathématique et la construction d' églises
baroques. En 1631, pendant le “sac de Prague“ par les suédois, notre auteur perd la
plupart de ses manuscrits. Il retourne dans les Flandres au college de Gand mais
découragé, affaibli par des attaques d'apoplexie il abandonne quasiment ses recherches
pendant quinze ans. Mais heureusement, un de ses collegues jésuites de Prague,
Rodrigue Arriaga avait pu sauver des manuscrits lors de l'attaque suédoise et les avait
envoyés & Vienne ol ils avaient dormi quinze ans. Nous devons avouer notre ignorance
sur la maniére dont Grégoire de Saint Vincent les récupere, mais en méme temps que
ses manuscrits notre jésuite retrouve son énergie et surveille de prés leur publication
sans cette fois, semble-t-il, rencontrer de difficultés. L'ocuvre est imprimée en 1647 a
Anvers. Les louanges et les critiques qui suivent la publication suffisent & redonner au
mathématicien l'enthousiasme nécessaire pour reprendre une activité scientifique : nous
pouvons en prendre connaissance dans une publication posthume de 1668 : "Opus

posthumum ad Mesolabium™.

30euvre géométrique relative 2 la quadrature du cercle et anx sections du cbne, comprenant dix livres
4Probleme Autrichien

5 mésolabe : instrument de mathématiques dfi & Eratosthéne formé de trois parallélogrammes mobiles sur
une coulisse et qui donnait des moyennes proportionnelles et résotvait mécaniquement le probleme
céiebre de la duplication du cube. Grand Larousse encyclopédique.
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LA QUADRATURE DE L'HYPERBOLE

A- La proposition 109 du Livre VI de I'Opus Geometricum.

1. La proposition de Grégoire de Saint-Vincent

Le livre comprend 1226 pages réparties en dix livres. Les résultats qui attirent
tout de suite I'intérét des grands scientifiques de 1'époque comme Huygens et Leibniz
concernent les merveilleuses propriéiés de 'hyperbole que I'on trouve dans le livre VI,
Leibniz n'hésite pas & écrire & ce propos que Grégoire de Saint-Vincent est 1""égal de
Fermat et de Descartes”.

La propriété la plus fameuse, la proposition 109, qui fait {'objet du travail avec
les €léves et dont nous détaillerons la démonstration est €énoncée ainsi :

PROPOSITIO CIX.

SInc AB,AC afymptotz hyperbolz DEF : diuisique AC, vt. AG
AH;, AI A K,AC continuz fint propomonalcs ponantur G D, EH
LI MK PC 1pﬁ AB xqmdx&amcs |
| ‘Do HDy1E ;. KL, GHl
{egmenta effe zqualia.
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"Soient AB et AC les asymprotes de I'hyperbole DEF.

On divise AC de telle fagon que AG, AH, Al, AK, AC soient proportionnels.
Onirace GD, EH, LI, MK, FC paralléles a AB.

Je dis que HD, IE, KL et CM sont des segments égaux”. ©

2. La postérité de la proposition

Deux ans aprés la publication de I'Opus, en 1649, un autre jésuite, Alphonse de
Sarasa, publie une "solution au probléme du Révérend Pere Marin Mersenne'7 texte
dans lequel il reprend le résultat de Grégoire de Saint-Vincent en explicitant le lien
entre suite géométrique des abscisses et suite arithmétique des aires sous I'hyperbole,
comme on peut le lire dans "Mathématiques au fil des dges” 8

"Si A(x) est 'aire hachurée sous I'hyperbole équilatére d'€équation xy = 1,
pour trois nombres x, y et z en progression géométrique (z =Vxy) A(z) - AX) = A(y)-
A(z) ... Cette relation est celle qui permet le calcul des logarithmes. A. de Sarasa €crit :
Ces aires peuvent servir de logarithmes

i i
Xy =1 xy = 1
1 1
A
v {x} _ | _
0 T bt 1 XoVxy =12 y

6 Ie segment HD est la surface mixtiligne GHED. La traduction est de J. Dhombres.

7 Marin Mersenne (1588-1648) "grand artisan de la vie scientifique en commun, religieux de l'ordre des
Minimes qui consacre sa vie 4 la science”. Taton Histoire générale des sciences t.2 p.138.

Dans une lettre & Christian Huygens datée du 2 mai 1648, Marin Mersenne critique Grégoire de Saint-
Vincent et déclare qu'il n'a pas résolu son "probléme a savoir : Etant données trois grandeurs
rationnelles, ou irrationnelles et deux de leur logarithmes étant aussi donnés, trouver géométriquement le
logarithme de la troisizme”.  Qeuvres complétes Huygens tome 1 p : 89.

8 Commission Inter-IREM Epistémologie et histoire, "Mathématiques au fil des ages" Gauthier-Villars,

Paris , p.188
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B- Les propositions 102 2 107

Regardons maintenant comment Grégoire de Saint-Vincent aboutit a la

proposition 109 citée plus haut.

1. Il démontre que si les abscisses sont en progression géométrique, alors les
aires des trapézes rectilignes sont égales ; autrement dit :

g AG_AH
1 AATAC
\ alors A (DEHG) = AMHEFC) 8
3
\
\\.
\"p\-
g,
B
A G H C

Sa démonstration utilise le langage des proportions et la propriét€ suivante de
'hyperbole DEF qui est la maniére habituelle & I'époque de définir 'hyperbole :

Pour toute hyperbole on a : ﬁ—g =-GH—E]3 ( dessin ci-dessus )

2. Pour montrer 1'égalité des aires mixtilignes DEHG et EHCEF, il utilise la
méthode grecque de quadrature qui consiste & approcher la surface curviligne ou
mixtiligne A quarrer, par des polygones dont le nombre de cdtés augmente
suffisamment. Il apporte a cette méthode une grande innovation : il place une fois pour

‘. . T M - . * .
toutes dans la proposition 116 du livre I intitulé De Progressionibus consacré aux

quantités proportionnelles le double raisonnement par I'absurde; il met ainsi en
préalable de méthode ce que les anciens refaisaient pour chaque cas, autrement dit il
"algébrise” ? le raisonnement. Comme dans les traductions d'Euclide que nous pouvons

consulter, Grégoire de Saint-Vincent représente les quantités étudi€es par des lignes.

PROPOSITIO CXVL e e
G,

'ﬂkDu‘;bus quantitacibus A B, CD,aufereipofiint AL CE, zqualia, &'non tiro:
& Xradimidip iplarum A B, CD; &4 tefiduis ER.FD rurfim :uf.crr:rpufsmrEG,
¥H; zqu alia gﬁg@ minora difiterefiduorum ¢ (i hoc femper Beripofsit, Tquales
crunt quantitates-A B, <D. Patetex demonftratjone propofitionis,

8 L'équivalence logique est démontrée dans l'oeuvre par Grégoire de Saint-Vincent.

9¢f 3 Dhombres "Une algebre des raisons au 17&me sigcle; La quadrature de Thyperbole par Grégoire de
Saint-Vincent", A paraitre,
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Soient deux quantités AB et CD. Soit AB divisée en E, G de sorte que AE ne soit
pas inférieure @ la moitié de AB, EG pas inférieure @ la moitié de EB ; qu'on divise de
méme maniére CD en F et H et soient AE et CF égales.

EG et FH égales ; que "cela puisse se faire toujours”.

Je dis que la toute AB 12 est égale a la route CD.

11

Voici la teneur du raisonnement 13, A l'aide de nos symboles d'égalité et

d'inégalité pour faciliter la lecture.
Soient AB et CD les deux quantités données

AE = CF AE>% CF>—C21—2

EG=FH EG>% FH>F2—D

GI=HO GI>% HO>%P~
A 3 &G I B
¢ ¢ H 7o D

Supposons AB < CD. Alors il existe K € ] CD [ tel que CK = AB. Saint-Vincent
utilise la proposition I du livre X des Eléments d'Euclide :

"Deux grandeurs inégales étant proposées, si l'on retranche de la plus grande
une partie plus grande que sa moitié, et si l'on fait toujours la méme chose, il restera
une certaine grandeur qui sera plus petite que la plus petite des grandeurs proposées”.
On peut donc de CD retrancher des parties jusqu' & obtenir un reste plus petit que KD
autrement dit il existe @ tel que OD < KD donc CO > CK auquel correspond I sur
[AB]. Les quantités enlevées aux deux quantités AB et CD sont par hypothése égales:
GI=HOet Al =CO.

Ona Al < AB et CO (=Al) > CK (= AB) ce qui est contradictoire.
La supposition AB > CD aboutit elle aussi a une contradiction.

Conclusion AB =CD.

H o mge semper fieri possit”
12l'expressic»n désigne le segment [AB]

13Dans Ia proposition 116 Grégoire de Saint-Vincent démontre que Ies quantités AB et CD sont dans le
méme rapport que les quantités enlevées; I'égalité est étudiée en corollaire comme cas particulier:
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ACTIVITES PRELIMINAIRES AVEC LES ELEVES

Découverte des puissantes propriétés de 'hyperbole équilatere

I
H d'équationy = . dans un repére orthonormal (0, 7.7

Remarqgue : on notera a, b, mj, m7, m3, ... les projections orthogonales
respectivement des points A, B, M1, Ma, M3, ........ sur (x'x).

1. La propriété la plus simple
Montrez que si A appartient & 3 , l'aire du triangle OAa est indépendante de

l'abscisse de A et vaut 5 unité d'aire.

2. Une propriété purement géométrique concernant les aires.

Montrez que si A et B appartiennent 3 H , l'aire du triangle OAB est égale 4
l'aire du trapéze AabB.

Montrez qu'il en est de méme pour les aires curvilignes OAB et AabB.

3. Enfin les plus étonnantes utilisant des points M ], Mp, M3 dont les abscisses x1, x7,
x3 , forment une suite géométrique.

a. Montrez que si les abscisses x1, x2, x3, des points M1, Mp, M3 de H forment

une suite géométrique, alors les ordonnées yi, y2, y3 forment aussi une suite

géométrique de raison inverse.
b. Montrez que la droite (OM>) coupe [M1M3] en son milieu.

c¢. Montrez que la tangente 3 H en M» est parallele & (M1 M3) avec x1=1 xp= 3

x3=3 ; puis généralisez & une suite géométrique quelconque x1, X3, X3.

19



d. Montrez que les trapézes M| mj my My et M mp m3 M3 ont des aires égales,
d'abord pour le cas x{=1 x2=v3 x3 = 3; puis généralisez.

4. Toutes ces propriétés ainsi que beaucoup d'autres sont énoncées par Grégoire de
Saint Vincent en termes de proportions dans les 101 propositions sur I'hyperbole qui

précedent celles que nous allons lire.

En voici un exemple:

Proposition LXXVIII

€5 ABhyperbolr EGE d

F)Olitis denuo afy_rﬁproﬂs A yiTyper e
1- AF,ACpro ortionales,ducantur§ D EFG,CH zqu:dlﬂ;m:cs AB
Dico ED, G g,.HC in continuacfle analogia & contra.

Denenfizatio !

XIT A'i 24 AF, G2 RG.1d DE;
YR AR AC Mg HC 44 GF:
fed .{LD,A.E;.AC,y?rqaq,r_riepafc:j@;r» -
lginf& HC,GF,ED eandem qrodis -

contlnumrr::!\ncm.ﬁrnfhccrbﬁ.:ndcrur'-
2D, GP;H%‘;@ﬁp&to '::qufdif}:m
tespropostionzlesGnnefc AD, AF,AC
, uqql.r'c.'in'cbdtfdddiﬁ:’iogl&fQ‘god erany A
demonltrandum. z 7 -

Soient AB, AC les asymptotes de I'hyperbole EGH. On trace DE, FG, GH paralléles a
AB. Je dis que ED, GF et HC sont en analogie continue et réciproquement.

Démonstration
Comme AD est d AF ainsi FG est a DE et comme AF est @ AC ainsi HC est 4 GF.

Mais AD, AF, AC sont dans la méme raison....

Ecrivez la démonstration compléte en langage plus moderne en utilisant comme
FG AF HC

propriété de I'hyperbole EGH les égalités de rapports 15 = 5§ ¢' AC-GE"
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DEVOIR A FAIRE A LA MAISON

HYPERBOL &
PARS QVARTA

De  [egmentis /ajperéa'[icz%,,conmxi: €5 r:onmp;;}. -

tiré du livre "Problema Austriacum plus Ultra Quadratura Circuli” de Grégoire de

Saint-Vincent

I Proposition 102

a. énoncé 14

PROPOSITIO CIL

DAE‘T‘ hyperbole tcrmmat‘c,tnangu}um maximum infcribere.

Un segment d'hyperbole 15 étant donné, y inscrire un triangle maximal 16,

Lisez la propositidn 102 et expliquez la construction du triangle maximal inscrit dans
l'arc d'hyperbole AC.

14 Cette traduction et les suivantes sont dues & Jean Dhombres.

15 Dans tout Ie probléme comme dans le texte de Grégoire de Saint-Vincent 'étude porte sur une seule
branche de 1'hyperbole équilatére.

16 triangle maximal a Ie sens de triangle d'aire maximum
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b. démonstration 17
Lisez ensuite la construction et Ia démonstration

WYYperbola AB Cieuius cen-r . L -

Traun D ;. terminetore red@dy o L7 -1

L A C s-qud ditisd: bifariam - o000

¥ ,‘p'opawr.giametc:i' DE,; oo - T g

,rur‘cns.lﬂ-&iuniin B, &fungantur! ol 5T —

}BﬁCB,dico.r’riang‘u[um ABGC « 7 ufe
maximum {lorumiquebypers 1> . )
0jxA B Coinferibi peflune, panat- . 54
pezBcontingens FB: 2 zequi... -
Fagit:illa reftad AAC stducamuns e e

iquiznis H. Gy iparallela BE; . AN AN

EREt RV A AT
i . L

. AR TR SR
urrens (ectioni in G, pater G punéum cfleinfta lineam BB 4 addoque -GH
plorem B E. vadertriangulum A G C minuseft triangulo ABC s triangulum igi-
Ww'ABC maximum cft. datz igitur hyperbolie cesminatz, &c, Quoderat f%ﬂﬁ&'—

a4

Construction et démonstration

Que I'hyperbole dont le centre est D soit limitée par une droite AC ; qu'on la
divise en deux parties égales en E, puis qu'on pose le diamétre DE qui rencontre la
section en B. Qu'on joigne AB et BC. Je dis que le triangle ABC est le plus grand de
ceux qui peuvent étre inscrits dans 'hyperbole ABC. Qu'on trace par B la tangente FB
; elle sera équidistante de la droite AC (proposition 16 de ce livre). Qu'on méne une
droite quelconque HG paralléle & BE, rencontrant la section en G. 1l est évident que le
point G est au-dessous de la ligne FB, et par conséquent que GH est inférieur a BE,
D’oi il suit que le triangle AGC est inférieur au triangle ABC. Donc le triangle ABC est
le triangle maximal. Donc, des hyperboles définies étant données, etc, ce qu'il fallait
réaliser.
Que signifie le mot "équidistante” de la ligne 5 7
Pourquoi a-t-on (FB) // (AC) ?
Quelle(s) remarque(s) pouvez-vous faire sur les lignes 7, 8 et 9 2.
Pourquoi a-t-on GH < BE?

II Proposition 103
Lisez I' énoncé de la proposition 103 et sa démonstration!8
PROPOSITIO CIIL
Flfdem pofitis:, S
Dico. ABC'triangulum mains efle dimidio fegmenti AB C.

17 Ce que G. de Saint Vincent appelle centre, nous le nommerons plutét point de rencontre des
asymptotes.

Le diamétre correspondant 2 1'arc d'hyperbole AC est le segment qui joint le centre de 'hyperbole au
milieu de la corde [Ac).
18 Chez Grégoire de Saint-Vincent comme chez les Greces un paraliélogramme est nommé par une de ses
diagonales.
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- Demopfiratio.

Riganturex A" & C zquidiftantes B E, occurrentes BB contingentiin F &
- ':‘;'ﬁuéniah'i_i'gi'r'ﬁf ram’ A'R G triangulum,quam FEpacaUc@ogrammum,du-
et teianguli A BE, zqualia funt paralleiogrammum FE, & grigngolum AB C:
ﬁ!@é’_'FC patallelogrammum ‘duplem eft wianguli ABC«#d FC parallclo-
'Fehomum maius cft {egmerzo A'B €, (cim F K contingens tota cadat cxeraledtios
ot ) triaaguelum igitur A B C;diinidium paraliclogrammi F C, maius quogue eft

gtiidio fegmenst' AB C. Quod'erai demonfirdndum. ;

Proposition 103
Méme figure. Je dis que le triangle ABC est supérieur & la moitié du segment ABC.

Démonstration

On éléve de A et C des équidistantes a BE rencontrant la tangente FB en F et K.
Puisqu’aussi bien le triangle ABC que le parallélogramme FE sont le double du
triangle ABE | le parallélogramme FE et le triangle ABC sont égaux. Il s'ensuit que le
parallélogramme FC est le double du triangle ABC | mais le parallélogramme FC est
supérieur au segment ABC puisque la tangente FK se trouve toute entiére en dehors de
ia section. Donc le triangle ABC, moitié du parallélogramme FC est aussi supérieur d
la moitié du segment ABC. Cqfd.

a. Que signifie le "segment” ABC ? (ligne 5)

b. Jutifiez la ligne 4.

¢. En nommant p l'aire du parallélogramme FC, t l'aire du triangle ABC et s l'aire du
segment ABC récrivez le raisonnement de G. de Saint Vincent.

I Proposition 104
Lisez I'énoncé de la proposition

PROPOSITIO CIV.

chr‘l:v'of:’iﬁ*_: A B €, cuids centrummi D, fubrendat recta A C; didifi
Ybifariam d diamtecro D E; iun&ifque AB,E€B, ac diuifs bifariam
in F & G;demitratturDF; D G, ocedrrentés fedtiontin H & 1; iungan.
turque AH,HB; BI; CL o
Dico triattgula A H By BI G, zquéliaelle.

Proposition 104

Qu'une droite AC divisée en deux parties égales par le diamétre DE, sous-tende
I'hyperbole ABC dont le centre est D. Qu'on joigne AB et CB en les divisant en deux en
F et G. Puis qu'on abaisse DF et DG qui rencontrent la section en H et I, et qu'on
joigne AH et HB ; Bl et CI. Je dis que les triangles AHB et BIC sont égaux.
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a. Réalisez la figure dans un repére orthonormé (D, T ,]')) et précisez les coordonnées
de B
b. Comparez les aires des triangles DBA et OBC a l'aide du précédent travail.
c. Que peut-on dire de la suite formée par les abscisses de H, BetI?
Que pouvez-vous en déduire pour les aires des triangles DHB et DBI?.
d. Achevez la démonstration de la proposition 104

IV Proposition 106
Lisez 'énoncé de la proposition et le début de la démonstration.

Olnt AB,AC a_fympﬁt'd"ri hyperbole DEG, pofltaduc ad didmetrum
()-AE ordinatim D'G @ ducantur DE;E G,
“Dicofegmentaconuexa’ D IE; GLE zquari.

Demonfivatis.

[)iuifis BT, G E bifsiam In & & O3 poniséur diamenri AIN, AL G, lun®

HMegmutfue DIE GLEB: cranrigicur D1E, GLE sriangula=maxima, &in-

wr le bzquall2, maiora§ue’ dimnidijs ¢ fegmehtotum Yuibutinfetibuntur, fmill-

i1 § reliduis verimque fegrientiy teiangula iriferihantur maxjma , oftendicuz trian-

fgm:ximifcgmm;m{m 1D, FE mquari tHngiils maximls fogmeataram B,
'

Proposition 106:
Soient AB et AC les asymptotes de I'hyperbole DEG et on pose DG en U'ordonnant au
diamétre AE : on méne DE et EG. Je dis que les segments convexes DIE et GLE sont

égaux.

On divise ED et GE en deux parties égales en N et O. On pose les diamétres AIN et
ALQO. On joint DIE et GLE. On aura donc les triangles DIE et GLE maximaux (Cf.
proposition 102) et égaux entre eux (Cf proposition 104), plus grands que les moitiés
(Cf proposition 103} des segments dans lesquels ils sont inscrits. De méme, si l'on
construit les triangles maximaux dans les segments restant de part et d'autre, on voit
clairement que les triangles maximaux des segments ID et IE sont égaux aux triangles
maximaux des segments EL et LG.

Comment pouvez-vous terminer le raisonnement de Grégoire de Saint-Vincent?
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V Proposition 109
Lisez la proposition

PROPOSITIO CIX.

O Int-AB, A C alymprotihyperbole D.EF : diuisdque AC, ve-Af
I A HyALAK,AC continuz (int proportionales, ponantur G D,E“}_%
LMK FC;ipli ABzquidiftantes. o

- | - Dito HD;IE ; KL;CH
EINR |  fegmentaellezqualia.

Demonfiratio,

. Veniam AG,/AK,ALE

proportionales fung, DGER

- H S S © L1 &¢, eamdem quoque ineern

A M T X C . continuanterationem; vode DR

LEI {fegmencafunt zqualia Similf

tercim RH, LL MK, F C incadémfine proporcione, gxqualia quoque funt 8
gmenta EI, LK, MC, Conftar igitur veriras propofitionis,

v R

Proposition 109:

Soient AB et AC les asymptotes de U'hyperbole DEF. On divise AC de telle fagon que
AG, AH, Al, AK, AC, soient en proportion continue et l'on pose GD, EH, LI, MK, FC,
équidistants de AB. Je dis que HD, IE, KL, CM sont des segments égaux.

Démonstration
Puisque AG, AH, Al, etc ... sont proportionnels, DG, EH, LI, etc, sont entre eux en

méme raison continue (proposition 78), les segments DH et EI sont égaux (proposition
106). De méme puisque EH, LI, MK, FC sont dans la méme proportion, les segments
El, LK et MC sont égaux aussi (proposition 106). La proposition est ainsi démontrée.

1. Quels commentaires pouvez-vous faire sur cette proposition?

2. Construisez avec soin sur l'axe [0x) d'un repére orthormal les points G, H, J, K, C
d'abscisses respectives 1, V3, 3, 33, 9

et D, E, L, M, F les points correspondants de 'hyperbole d'équation y = % dans ce

repére.
Utilisez la proposition 109 pour donner une approximation par exces de l'aire curviligne
délimitée par I'hyperbole, I'axe [Ox) et les droites (DG) et (FC).

3. Comment pouvez-vous améliorer cette approximation ?
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COMPTE-RENDU DE L'EXPERIMENTATION

1. en seconde

Les €éleves eurent a répondre en Travail dirigé aux questions 1, 2, 3a et 3¢ du
paragraphe "Découvertes des propriétés de I'hyperbole” .
D'autre part dans le cadre d'un travail pluridisciplinaire (arts plastiques, mathématiques,
histoire, économie, anglais, allemand) sur le Baroque et la Tchécoslovaquie, un groupe
fit un résumé de la vie de Grégoire de Saint-Vincent. Un autre groupe fit un court
historique de la quadrature du cercle. En classe un Travail dirigé eut pour objet
I'encadrement de I'aire d'un disque et le travail se poursuivit par une approche de la
"quadrature de ['hyperbole”: donner une valeur approchée par excés de 'aire comprise
entre une branche de I'hyperbole équilateére, I'axe (xx') et deux paralléles & (y'y)
d'abscisses toutes deux positives ou toutes deux négatives.

2. en premiére
Au premier trimestre les questions 1, 2, 3 des activités préliminaires furent données

en devoir a faire 4 la maison, aprés la legon sur la résolution des équations de degré 2.
La propriété de la tangente utilisée €tait, a ce moment 14, de "toucher” 'hyperbole en un
point ; déterminer la tangente revenait ainsi & préciser 4 quelle condition une équation
de degré 2 admettait une racine double.

Le méme devoir fut redonné au deuxi€me trimestre aprés la legon sur les dérivées en
préparation d'une interrogation écrite en classe. Les lectures des propositions 116 du
"De Progressionibus” de Grégoire de Saint-Vincent furent faites en classe.

Enfin le devoir sur I'hyperbole tir€ du texte fut donné & faire & la maison. (I'étude
portait sur la demi-hyperbole équilatére dont les points ont une abscisse positive). Nous
avons conclu par I'étude du tableau suivant:

A est le point d'abscisse 1, B le point d'abscisse 3, a, b leurs projections sur
(x'x), xestlabscisse du point M1 de projection mq sur (x'x).

aire du trapéze rectiligne AamlM1 valeur approchee par exces de

X x2 -1 l'aire curviligne AabB
2x
3 1,333333 1335333
7 05773500 T 13547004
N3 0278119 11124 3¢
VG 0,1377585 | 1,102068
Al oy 0,0687171 1,0994726
0,0343387 1,098 841
V5
\/ 0.0171666 10986624
N VY3
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3. en Terminale
Les questions 1, 2, 3 sur les propriétés de I'hyperbole ainsi que le devoir sur le texte
fut donné 2 faire A 1a maison. Aprés une correction détaillée, la comparaison des résultats du
tableau ci-dessus avec la valeur de In 3 donnée par la calculatrice et une relecture du texte, la
fonction logarithme fut définie par I'€galit¢ (1):

(1) Inx (pour x>1) = aire comprise entre I'hyperbole équilatere
(branche "positive"), l'axe (x'x) et les droites d'abscisses 1 et x.

Aprés cette définition de In x pour x > 1, les €léves demandeérent d'eux-mémes
l'extension de la définitiond x=1 et & x compris entre 0 et 1. IIs vérifierent I'égalite

In1=2-4 (AaaA) =0 et nous en conclimes que la définition (1) était valable pourx = 1.

Y% 7

Py

Puis ils eurent & répondre aux questions suivantes:

1. Démontrez que, pour tous Xj,Xx2, telsque 41 <x1 <x2 ona
AMimima M) = Inx2-1Inxy
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2. Soientxj,x2,x3 supérieurs & 1, en progression géométrique; montrez a l'aide de la

proposition 109 de Grégoire de Saint-Vincent que: Inxp = % (Inxq + Inx3) (a)

3. Soit x > 1; montrez que % ,1,x forment une suite géométrique; déduisez de la
proposition 109 et de la définition de Inx l'expression de l'aire limitée par I'hyperbole,

. . 1 . U 1
(x'x) et les droites d'abscisses 1 et < Comment doit-on définir In L pour conserver
Sy . 1
I'égalité (a) six;= 0 X2 =1, x3 =X

4. Montrez que (a) reste vraie si xj et xp sont inférieurs ou égaux a 1
ou si x1 <l<xp

P 1 .
déduisez-en que  Inxy = 5 (Inx7 + In x3) pour tous X1, X2, X3, strictement

positifs, en progression géométrique .

5.S0itx>0. Montrezque 1, ¥x ,x forment une suite géométrique
Déduisezen que  Invx = % (In 1+ lnx), soit Invx = % In X

6. Soient a et b deux réels strictement positifs,
Montrez que In vab = % (ln a+ Inb)

7. 1,x, x2, X3 x4, , xI1 forment une suite géométrique pour x>0

Montrez que Inx2=2Inx et InxM=nlnx

8. Montrer que pour tous a et b strictement positifs, on a
Inab=Ina+Ilnb
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LA QUERELLE ENIRE DESCARTES ET FERMAT
4 PROPOS DES TANGENTES

Séminaire
"Autour de I'histoire du calcul différentiel”
(J.L. Verley )

Michele Grégoire

Au début du XVIIeme siecle, la définition d'une tangente 3 une courbe est
encore celle des Grecs. Pour Euclide, "une droite qui, rencontrant le cercle et
prolongée ne le coupe pas, est dite étre tangente au cercle.” ( c'est la définition 2 du
troisi¢me livre des Eléments 1).

B tig. 1
T
A
A= z
- E

Ou bien,une tangente ou "touchante" est caraciérisée par 'énoncé de la
proposition 16 du livre Il des Eléments : "(...) dans le lieu compris entre la droite
(tangente) et la circonférence, une autre droite ne sera pas intercalée (...)"; aucune
autre droite ne peut "tomber" entre la courbe et la touchante, ou toute autre droite issue
du mé&me point traverse la courbe, dit-on au XVIIgme sigcle, pour que la notion soit
applicable a des courbes plus générales . A partir de ces caractérisations et de 1'idée que
la tangente a une courbe a un seul point commun avec la courbe, que tous les autres
points de la tangente sont "extérieurs” a cette courbe, Apollonius avait pu, au Livre I
de son traité des Coniques , déterminer les tangentes a l'ellipse, 4 la parabole et a
I'hyperbole. Au livre V, qui n'est pas connu en occident au début du XVIIeme sidcle,
Apollonius avait déterminé les normales aux coniques par des propriétés d'extremum,
et les tangentes comme orthogonales aux normales. Mais les derniers livres du traité
des Coniques ne commenceront & étre étudiés et traduits que vers le milieu du
XVIleme sigcle?2.

Archiméde a précisé la tangente 4 la spirale  partir d'une idée cinématique: la
spirale étant définie comme résultant de deux mouvements uniformes, celui d'une droite
autour d'un point fixe et celui d'un point sur la droite, la tangente est déterminée par une

I Euclide Les Eléments, traduction B. Vitrac, PUF, Paris 1990
2 Dictionary of scientific biographies, article Apollonius
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"résultante” des deux vitesses uniformes. Mais les mathématiciens du début du
XVIlgme sigcle pas plus que les mathématiciens grecs ne connaissent de procédé
général pour déterminer les tangentes aux courbes.

La Géométrie de Descartes est la premieére publication qui propose une
méthode générale. Clest le 5 octobre 1637 que parait a Leyde Le Discours de la
mérhode , suivi de trois essais scientifiques, les Méréores, la Dioptrique etla
Géométrie.3 La Géomérrie est un livre difficile, qui donnera lieu 4 de nombreuses
discussions et & une abondante correspondance entre les savants de I'époque. Peu de
temps aprés la parution de la Géométrie , on est encore en 1637, Fermat envoie un petit
essai intitulé Methodus ad disquirendam maximam et minimam au Pere Mersenne,
correspondant et confident de Descartes. Ce religieux de l'ordre des Minimes est en
relation avec presque tout le monde savant de son époque. Fermat expose en peu de
lignes ses propres méthodes de détermination de tangentes, en réaction aux méthodes
proposées par Descartes. Descartes lui répondra, de nombreuses lettres circuleront, des
désaccords €clateront, la communauté scientifique prendra parti pour I'une ou 'autre des
deux méthodes, ce sera une véritable "querelle des tangentes”, dont nous allons analyser
les principaux arguments développés entre 1637 et 1638.

La méthode de La Géométrie de Descartes

Rappelons que dans le premier livre de La Géométrie , Descartes repére les points
d'une courbe 2 l'aide de deux nombres positifs y et x. Une droite AG étant choisie et
désignée comme diamétre de la courbe (c'est effectivement un diamétre de la courbe, si
elle en admet un), M étant le projeté orthogonal du point C de la courbe sur (AG) ,
Descartes pose ¥y =AM et x = CM (sic). (ce n'est donc pas encore le repere du plan
que nous disons "cartésien"). L'équation de la courbe est une relation, algébrique en
général, entre x ety.

Dans le livre I de La Géométrie , Descartes cherche & déterminer les normales
aux courbes : "c’est pourquoy je croyray avoir mis icy tout ce qui est requis pour les
éléments des lignes courbes, lorsque j'auray généralement donné la facon de tirer des
lignes droites, qui, tombent & angles droits sur tels de leurs points qu'on voudra choisir.
J'ose dire c'est cecy le probléme le plus utile, & le plus général non seulement que je

3 La Géométrie a été publiée en édition séparée en 1649, édition reproduite en fac-similé par Dover
Press (1954). Les ceuvres complétes de Descartes ont été rassemblées et éditées par Adam et Tannery a
la fin du XTX&me sidcle et rééditées par Vrin Je ferai référence 2 cette édition sous la forme : Descartes,
AetT,livie.., p...
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scache, mais méme que j'aye jamais désiré de s¢avoir en Géométrie.” 4 La normale &
une courbe permet de déterminer la tangente et parait 4 Descartes plus ais€e a préciser
que la tangente. En effet, pour la courbe la plus simple, le cercle, la normale en un point
du cercle est la droite qui relie ce point au centre. D'oli I'idée de Descartes d'approcher
une courbe le plus étroitement possible par un cercle, centré sur la droite choisie comme
diametre>. Pour une courbe quelconque, Descartes considére qu'un cercle (C) centré en
un point P de l'axe (AG), passant par le point C de la courbe coupe la courbe en deux
points. Si le cercle est centré sur la normale en P a la courbe, les deux points
d'intersection de la courbe et du cercle (C) sont confondus et Descartes postule que
l'équation aux abscisses des points d'intersection de (C) et de la courbe admet une racine
double. Clest le principe de sa méthode. Voyons comment il I'applique (cf Annexe 1).
Il procéde conformément 4 la méthode qu'il a préconisée aun livre I de La Géométrie, ou
il explique que, pour résoudre un probléme de géométrie, "on doit d'abord le considérer
comme déja fait, et donner des noms a toutes les lignes 6 qui semblent nécessaires pour
le construire, aussi bien celles qui sont inconnues qu'aux autres. Puis sans considérer
aucune différence entre ces lignes connues et inconnues, on doit parcourir la difficulté,
selon l'ordre qui montre le plus naturellement de tous en quelle sorte elles dépendent
les unes des autres, jusqu'd ce qu'on ait trouvé moyen d'exprimer une méme quantité en
deux facons: ce qui se nomme une équation."’

Ainsi, pour déterminer la
normale (CP) alacourbeen P il
pose:  AM =y CM = x

CP=s PA= v
donc PM=v-y 2 PN/ |
CP2 =CM2+ MP2 d'ol T A M P G
2= x2 +(v-y)p
=x2+12-2vy+y?
11 obtient les deux relations qui suivent, vérifiées par les coordonnées de tout point P de
ladroite (AG): (1) x= Vs2 -2 + 2vy - 32 et y = v- N s2-x2,
En éliminant l'une des indéterminées x ou y entre ces deux €quations et une

fig. 2

équation de la courbe, il obtient, s'il élimine par exemple x, une relationentrey, s et
v qu'il considére comme une équation en ¥y dépendant de v etde s , qu'il appelle

1t

équation fondamentale”; ¢'est I'équation aux y des points d'intersection de la courbe

4 Descartes, A et T, livre VI, p. 413,

3 Cenlest pas encore la notion de cercle osculateur. Cette notion et celle de courbure apparaitra chez
Newton.

6 donner des noms aux lignes : désigner les longueurs des segments par des lettres
7 La Géomérrie, p. 299-300. ou A. et T., livre VI, p.372.
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avec le cercle de centre P et passant par C. Le point P est le pied de la normale 2 la
courbe en C si cette équation admet au moins une racine double.

Regardons l'exemple de l'ellipse, étudié par Descartes p. 343, puis repris
p.347 de La Géomérrie 8 (Annexe 1). L'équation de l'ellipse dérive de I'étude des
conigues par Apollonius?. Si M désigne le projeté orthogonal d'un point courant C de

l'ellipse sur le grand axe AG, le rapport mhfl—M—G est constant.; Descartes désigne
cette constante par le rapport é-; ol ¢ est la longueur du grand axe AG (ou le "coté

wraversant” de l'ellipse). Ceci équivaut pour nous & I'équation de l'ellipse rapportée & un
de ses sommets.

Avec les notations choisies par Descartes, 1'équation de I'ellipse est donc

X2 _r 2_ . L
Wa =g O ¥=wog¥

En €éliminant x entre cette équation et la

fig. 3

relation (1), il obtient ['équation
fondamentale de l'ellipse :

s2-v2+2vy-y2=ry~éy2 ou
qry-2qy + g -g8 _

2

ye + q-r ou
gr-2qv_ . q(v?-s?) _

encore (2) y° + P =0

Cette équation aura une racine double ¢ sielle peut s'écrire (y-e)2 =0 ou

8 Descartes, A.T., livre VI, p. 414 2419,
9 Pour Apollonius, une ellipse est la section d'un céne par
un plan non perpendiculaire 4 son axe, par exemple dans le
cas oit 'angle au sommet du cbne est inférieur & un angle
droit et ol le plan de section est perpendiculaire 2 une
génératrice du cdne. Soit C et C' deux points quelconques
de Pellipse, KCL K'C'L' sont deux sections circulaires du
chne perpendiculaires & I'axe. Dans les triangles rectangles
KCL et K'CL', MC2=MK. ML MC?=MK". ML
Les plans des deux cercles sont paralléles donc
KM GM ML _ MA
KM - oM ML T MA
KM. ML MA MG ot ) MA. MG
KM.ML - MA* MG (MC‘ T MAMG

donc

On obtient dong:

MCc?  MmC?
MA. MG~ MA.MG’
2
Le rapport MA MG est constant pour tout point C de

l'ellipse. )
Nous pouvons retrouver la caractérisation de l'ellipse G
de c;mre O par la relation
OM2  CM2 .
2 + b2 —=1 PosonsOM=a-y CM=x ;

N CES ) SO NP S SN L PV -
on obtient V) +b2_1,smtx_ay a2y Posons alors g = 2a etq 2,

nous obtenons 'équation de Descartes.
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(3) 3?2 -2ey + €2 = 0. Paridentification des coefficients entre les équations (2) et (3},
Descartes obtient :

Cop = T2 ety dipe 26D Z2€THGr _ L, ., I
2e = gr c'est a dire g =V ou v=¢-¢& q+2.La

comparaison des derniers coefficients peut se faire également, mais comme le remarque
Descartes, elle n'apporte pas de précision supplémentaire: ¢ €tant la valeur de y (ou
AM) correspondant au point C, on obtient par la derniére relation, la valeur de v qui
détermine la position de P et par suite la normale (CP) al'ellipse en C.

Ce cas est assez simple car 'équation "fondamentale” de l'ellipse est du second
degré. Exprimer qu'elle admet une racine double n'entraine que peu de calculs. La
méthode se complique pour des courbes dont les équations sont de degré supérieur. Le
polyndme fy), qui figure dans I'équation fondamentale f{y) = 0, doit €ire identifié
avec le produit de (v - )2 par un polyndme de degré convenable. On remarque de plus
que cette méthode ne convient que pour des courbes algébriques, dont nous ramenons
I'équation 2 une relation polynomiale, et non pas pour les courbes que Descartes
appelle mécaniques, qui sont d'un autre type. Descartes applique sa méthode a la
conchoide de droite!® (ou conchoide de Nicomeéde). Il en déduit une construction de la
normale & la conchoide (annexe 2). TI ne donne cependant aucun élément de son calcul,
ni de justification de sa construction. Le Pére Rabuel, dans ses Commentaires de la
Géométrie de M. Descartes , publiés en 1730, effectue les calculs, relativement longs,

nécessaires pour ces démonstrations; nous les joignons 4 I'annexe 2 .

La méthode du maximum et minimum de Fermat

Fermat lit la Géométrie et juge bon de faire connaitre ses propres
méthodes de détermination des tangentes & une courbe, qu'il dit avoir mises au point
depuis quelques années, sans rien avoir publié ni écrit sur le sujet. Ses méthodes

découlent d'une méthode permettant la recherche d'un maximum ou d'un minimum,

10 Une droite D et un point P étant donnés, on fait pivoter une droite (d) variable autour de P et & chaque
point Q d'intersection de D et (d), on associe le point M de (d) tel que la mesure algébrique de QM soit
constante. ( D

fig. 5.
M &

&

Q\b ; D
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présentée par Fermat comme une "régle”, qu'il donne sans la justifier, ni indiquer le
raisonnement qui a pu le guider. C'est le premier expos€ de cette régle, qu'il prétend
cependant avoir mise au point dés 1629. Cette méthode a €té souvent ¢tudice,
rappelons-la cependant: S'il faut déterminer pour quelle valeur de l'inconnue a , une
quantité est maximale ou minimale, on exprime cette quantité a 'aide de a ; on substitue
a+e 2 linconnue @ ; on obtient une deuxiéme expression ol figurent g ete ; on
"adégale” 11 les deux expressions, on retranche les termes communs de part et d'autre;
on divise tous les termes par ¢ (qui se trouvait en facteur dans tous), ou par une
puissance de e si c'est possible. On supprime tous les termes ot figure encore ¢ . On
obtient alors une égalité (et non plus une "adégalit€") qui donnera la valeur de a
cherchée. ( annexe 3)

Bien que Fermat ne donne, dans ce texte de 1637, aucune justification de sa
méthode, nous pouvons essayer de le comprendre dans nos termes. Etant donnée une
quantité exprimée en fonction de a par une expression (polynomiale) que nous notons
fla), écrivons f{a+e) sous la forme: fla+e) = fla) + e gla) + €2 h{a) + ...

L'adégalité fla+e) ~ fla) sécrit fla) + e gla) + €2 h(a) + ... ~ fla)

En appliguant la méthode, on est donc amené a résoudre I'équation gfa) = 0. On
reconnait la propriété que si f présente un extremum en & , le premier terme du
développement limité de fla+e) est nul. On voit aujourd’hui dans cette méthode une
ébauche du calcul infinitésimal, alors que la méthode proposée par Descartes reste
essentiellement finitiste.

11 1 'expression adaequare utilisée par Fermat, est reprise aux traductions latines des Arithmétiques de
Diophante par Xylander (1532-1576) et par Bachet de Méziriac(1581-1638); elle signifierait "faire
comme si c'était égal”. Dans la traduction francaise des textes latins de Fermat, par P. Tannery,
I'adégalité est désignée par le symbole ~~ , mais Fermat n'a jamais écrit que le verbe adaequare sous ses

différentes formes conjuguées, dans des relations "écrites en toutes lettres.” Voici l'original latin
correspondant A l'exemple traité a 1a premiére page de I'annexe 3. (Fermat, Ocuvres, . 1, p. 133-134)

Sit recta A C, ita dividenda in E, ut rectang. A E C, fit maximum ; Reéa A C, di-
catur B.

A E C

ponatur par altera B, efle A, ergo reliqua erit B, — A, & reftang. fub fegmentis eric
B,inA, - A* quod debet inueniri maximum. Ponatur rurfus pars altera ipfius B,
effc A, —+ E, ergd reliquaerit B, —, A— E, & reftang. Sub. fegmentis erit B, in A,
—,A* « B,inE,’EinA, —E, quod debet adzquati fuperiori reftang. B, in A,
— A’ dempris communibus B, in E ,adzquabitur A ,inE* —+ E* , & omnibus per
E, divifis B, adzquabitur *A —+ E, clidatur E, B, zquabitur *A, igitur B, bifariam
et dividenda, ad [olutionem propofiti, ncc potelt generalior dari methodus.



C'est faire un mauvais procés 2 Fermat cependant de dire qu'il ne justifie
aucunement sa méthode. Dans un texte ultérieur, probablement écrit dans les années
1640 3 1642, Fermat explique comment il en est venu & cette "regle" 2. (cf. Annexe 4)
L'idée qui a guidé Fermat est que, de part et d'autre d'une quantité extrémale f{a) ,ily a
deux valeurs égales f{aj ) et ffaz) obtenues pour deux valeurs différentes a; et a», dela
variable a , et que, plus on se rapproche de la valeur de @ qui réalise un extremum, plus
diminuera la différence entre aj et ap "jusqu'd ce elle s'évanouisse tout a fait pour la
division correspondant au produit maximum; dans ce cas, il n'y a qu'une solution
unique et singuliére les deux quantités (ay et ap) devenant égales." Fermat n'utilise pas
les indices et appelle d'abord a et e les "solutions corrélatives” que je nomme a; et az
. Puis, pour des commodités de calcul il les nomme a et a + ¢ . Remarquons que
Fermat ne dit jamais que e est infiniment petit, ni méme petit . L'idée est proche de
celle de Descartes concernant les tangentes : les deux solutions a eta+e sont

quasiment confondues.

Signalons aussi, contrairement aux idées souvent rencontrées, que Fermat s'est
préoccupé du probléme réciproque: la "régle” qu'il propose est vérifice st la quantité est
extrémale, mais la quantité est-elle toujours extrémale lorsque cette "regle” est
appliquée? 11 répond 2 cette question dans une lettre de 1643 adressée a Bralart de
Saint Martin !3. Dans cette lettre, il s'intéresse aux termes en e, e2 , e, des
développements de fla+e) et de fla-e) , remarque que les coefficients de e, de e? et
des autres puissances de e sont les méme (au signe prés pour les puissances impaires),
dans les deux développements. Sur un exemple, il vérifie que, si a prend la valeur
déterminée par I'équation g(a) = 0, fla +ej} ct fla - e) sont tous les deux soit plus
petits soit plus grands que fla) . Dans cette lettre, il explique également comment

distinguer un maximum d'un minimum, par I'étude du signe du coefficient de e?.

Comme on peut le lire dans l'annexe 3, Fermat "applique" sans explication la
méthode du maximum et du minimum 2 la détermination des tangentes a une parabole:
"Nous ramenons a la méthode précédente l'invention des tangentes.." est la seule

marque de transition.

12 Ce texte se trouve dans les Oeuvres complétes de Fermat, aprés la Méthode pour la recherche du
maximum et du minimum, t. 1, p.147 et 148 (en latin), et t. 3, p. 131-132, dans la traduction francaise de
Tannery.

13 Oeuvres de Fermat Supplément p. 121 et suivantes
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La parabole de sommet D et d'axe (DC) est caractériséc a la maniére

d'Apollonius par la propriété que le rapport % est constant,  si B est un point

courant de la parabole et si C désigne son projeté orthogonal sur 'axe.

Pour le point O' de la parabole qui se projetic en |, % = 6D’II—5 . Donc %I)— = %
La tangente en B 2 la parabole
coupe {'axe en E. La tangente est
entierement "extérieure” a la fig. 6

parabole, te point O de la tangente
est donc extérieur a la parabole et
vérifie Ol > O'l.

On obtient bien l'inégalité

@w ., BC? t pul i
B Orz St puisque les
triangles ECB et EIO sont

CD EC?
semblables, O > B

Cette inégalité s'écrit, avec les notations choisies par Fermat, quipose CE=a, Cl=e

- d & 2
CD=d ae > (e ou d(a-ef >a?(d-e)

Fermat remplace alors, sans explication, cette inégalité par une adégalité

d(a-e)? ~ a?(d-e), quiapres réduction, et division par e s'écrit @’ +de ~ 2da

Apres suppression du terme contenant encore e , il obtient a = 2d . 1l détermine donc la
position de la tangente par la valeur de la sous-tangente. La sous-tangente est double de
l'ordonnée CD, résultat qui était déja bien connu depuis Apollonius.

En quoi ce probleme est-i! un probléeme d'extremum? Fermat ne I'explique pas
et nous verrons que ses contemporains, Descartes en particulier, auront du mal a le

comprendre.

Nous pouvons tenter une explication, pour mieux comprendre le ressort de la
méthode . Tout point O (distinct de B) de la tangente en B & la parabole est "extérieur”
4 la parabole, donc avec nos notations, si I'équation de la parabole est y2-2px=0,en
tout point O, distinct de B, de la tangente en B, l'expression y2 - 2px est positive,
I'ordonnée du point O étant supérieure a celle du point O' correspondant situé sur la
parabole (cf fig.6). En B 'expression y2 - 2px passe donc par une valeur minimum,

zéro. Dans le langage de Fermat, nous pouvons comprendre que, pour tout point O de la

2 2
tangente en B a la parabole, %112 % , la différence %?— - EE(_I:? est donc
: .. . : CD EC?
strictement positive. Elle s'annulle lorsque O est en B. La différence B - FE Pesse
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donc par un minimum lorsque O est en B. Les notions de variable et de fonction dont
nous avons besoin pour cette explication ne sont pas encore dégagées a I'époque de
Fermat. Il ne faut donc pas nous étonner que le point B que Fermat avait considéré
comme fixé, en lequel il cherche une tangente, qui peut étre déterminée par la position
du point E , c'est 2 dire par la valeur d de la sous-tangente CE, que ce point B donc, soit
soumis 2 un "petit déplacement”, et que ce soit donc la distance EB qui varie, du point
B devenu variable au point E, supposé dés lors fixe. Mais bien sir, ces idées ne sont
pas dans les écrits de Fermat . Comment appliquer la méthode proposée & une autre
courbe que la parabole? On trouve juste la formule assez laconique suivante, qui donne
la démarche & suivre pour déterminer les tangentes & une courbe quelconque: il faut,
écrit-il, "exprimer une propriété d'extremum & l'aide de la propriété spécifique de la

courbe ",

La querelle des tangentes
Lettre de Descartes a Mersenne. Réponse de Fermat ( janvier-février 1638 )

Mersenne a transmis a Descartes le texte de Fermat, Méthode pour la Recherche
du maximum et du minimum. Descartes a dl en prendre connaissance trés rapidement
et I'a mal compris. Il répond & Mersenne sans doute en janvier 1638 14 11 pense que la
méthode de Fermat pour trouver la tangente (EB) a la parabole en B, consiste a
déterminer la "plus grande ligne" qu'on puisse mener du point E & un point de la
parabole, et que, selon la méthode du maximum décrite par Fermat, il suffit donc

d'adégaler EB et EO. 11 fait donc le calcul correspondant , en ayant pris pour inconnue

EC=a,El = a+e etpourdonnéesCD=d, BC=b, et lademiere adégalité % + 2a

adégalé a rien, ne lui donne donc aucun résultat ( cf annexe 5). Nous pouvons
remarquer l'erreur de Descartes : la longueur EB de la tangente ne réalise pas un
extremum de la distance de E aux points de la parabole. Autour de B, sur la parabole se
trouvent 2 la fois des points plus proches et des points plus ¢loignés de E. Descartes
détermine, en fait, pour le cas oll le point E est dans la concavité de la courbe (pour
nous, la mesure algébrique de EC , notée a , est alors opposée 2 la longueur EC étudiée)
le point E qui réalise la plus courte (et non pas la plus grande) distance a la courbe. 11

obtient effectivement la sous-normale a la parabole, constante et égale au parametre :

1
-a = EC = 5?

14 A Mersenne A et T, livre 1, p. 486
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Descartes reproche d'une part & Fermat de ne pas user de la régle sur le
maximum et le minimum qu'il avait établie pour la détermination des tangentes ("ouire
qu'il ne suit nullement sa régle, comme il paroit assez de ce que son calcul ne se
rapporte point & celui que je viens de faire,..") et il reproche d'autre part a sa régle
d'étre fausse puisque son calcul ne donne pas de résultat correct pour les tangentes a la
parabole . 1l conclut:: "j'ose dire qu'on n'en peut trouver aucune, si bonne et si générale

que la mienne, qui soit tirée d'un autre fondement."

La réponse de Fermat a Mersenne, de février 1638, & propos de la réaction de
Descartes est trés expéditive : "J'ai appris par votre lettre que ma réplique a M.
Descartes n'étoit pas goiitée, que méme il avoit trouvé a dire a mes méthodes de
maximis ef minimis et de tangentibus, en quoi il avoit trouvé Mrs de Pascal et de
Roberval de contraire sentiment. (...) et je souliens que mes méthodes sont aussi
certaines que la construction de la 1ére proposition des Elémenis. Peut-étre que les
ayant proposées nuement et sans démonstration, elles n'ont pas €1€ entendues ou
qu'elles ont paru trop aisées a M. Descartes, qui a fait tant de chemin et a pris une voie
si pénible pour ces tangentes dans sa Géomélrie. (....) Je ne vous enverrai donc plus

rien pour M. Descartes, puisqu'il met des lois si sévéres a un commerce innocent.... 15

Lettre de Descartes contre Roberval et E. Pascal . Réponse de Fermat
( mars et mai 1638)

Le traité de Fermat ayant trouvé des défenseurs (Pascal, Roberval et d'autres),
Descartes revient a la charge et pour convaincre de l'erreur de Fermat, il pense exhiber
un contrexemple: d'un ton trés péremptoire et, me semble-t-il, avec beaucoup de
mauvaise foi, il applique a l'ellipse la méthode que Fermat a suivie pour déterminer la
tangente a la parabole. I1 suit strictement la méthode exposée par Fermat, cette fois,

mais n'obtient pas la bonne détermination de la tangente puisqu'il utilise la méme

2
inégalité % > %?_2 , qui dépend de la propriété caractéristique de la parabole et non

de celle de l'ellipse. Il n'a donc pas compris le rdle joué par la "propri€té spécifique de
la courbe" 16,

Fermat répondra cependant aux arguments de Descartes, dans une lettre dont le
destinataire n'a pas été identifié, qui est probablement encore Mersenne 17, 11 explique

comment procéder de fagon correcte pour le cas de 'ellipse. Il faut utiliser la propriété

15 Qeuvres de Fermat, Cormrespondance, tome 2, p. 132-133

16 Lettre de Descartes contre Roberval et Etienne Pascal, Adam et Tannery, livre I, p.1
17 Qeuvres de Fermat, tome 2, p- 138- 145
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spécifique de l'ellipse qui est, toujours selon Apollonius, " OZ.ON est proportionnel &
OD2", si (ZN) est le grand axe de l'ellipse et O le projeté orthogonal d'un point D de
I'ellipse sur le grand axe. Ainsi, sile point I de la tangente & l'ellipse et le point E de
I'ellipse se projettent tous deux en V sur l'axe (ZN) :

2
(\)/ZZ c\)f; = ]3,?2 et comme I est extérieur A l'ellipse,
OZ. ON DO?

> TF - Cette inégalité permet d'appliquer la méthode du minimum et

0Z.ON . DO?
VZ. VN % Vg2

VZ.VN
d'adégaler

Ffj- ;

Fermat trouve alors que la position du point M qui précise la tangente en D est

déterminée par la relation

Oz(il\? N e 2 gg)/l équivalente i la relation —%Zﬁ: % , donnée par Apollonius.!8

L'annexe 6 expose la méthode de recherche de tangente a l'ellipse, comme elle se
trouve dans des textes ajoutés aprés 1638 au traité Méthode pour la recherche du

maximum et du minimum. .

Lettre de Descartes & Mersenne du 3 mai 1638

Descartes a compris le rle que joue la "propriété spécifique” de la courbe, mais il
critique encore la méthode de Fermat, qu'il ne juge toujours pas fondée. Il €crit que
Fermat "n'a trouvé sa régle qu'a tastons, ou du moins qu'il n’en a pas con¢u clairement
les principes ." 19 On rencontre ici la position de principe de l'auteur du Discours de la
Méthode, pour qui il est moins important de trouver que de savoir pourquoi on a trouve.

Fermat et Descartes s'opposent ici, a 'image de leurs conceptions différentes des

18 OZ-ON _, ZO )
En effet “ON =2 OM entraine
OZ-ON+Q_I_\T_ _2@+ oM Soit 0z  2Z20+0M  ZM+70
ON ON ~"O0OM OM ON ~ oM " NM+ON
, OZ ZM + Z0 .0z ZIM
La relation ON = NM+ ON entraine ON -~ NM

19 Adam et Tannery, livre II, p. 123.
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mathématiques. Fermat résout, souvent pour le plaisir, des problémes vari€s adaptant
ses méthodes au probléeme considéré. Descartes cherche avant tout & construire des
méthodes générales et les mathématiques qu'il développe servent a valider sa méthode
philosophique.

Puis il applique la méthode d'adégalisation au probleme "qu'il faille tirer d'un
point E vers le cercle, une ligne droite en sorte que la partie de cette ligne qui sera
hors de ce cercle entre sa circonférence et le point donné E soit la plus grande." Clest
encore le méme type de caractérisation de la tangente comme une "plus grande ligne
tirée d'un point extérieur au cercle”, mais sa mise en équation ne traduit pas la propriété
demandée 4 la ligne d'étre "extérieure au cercle” et la ligne BE qu'il considere ne réalise
pas un maximum (sur la figure 9, EO, par exemple est plus grande que EB) ; il obtient
une équation sans solution, alors que, dans son esprit, il devrait trouver la tangente
menée de E au cercle. I en conclut une fois de plus que la méthode de Fermat est
incorrecte.

Mais I'étude qu'il a faite de la méthode de Fermat lui inspire une nouvelle
méthode de détermination de tangentes, différente de celle de La Géomérrie . Cette
méthode revient A considérer la tangente comme une position "limite” de la sécante
EBO lorsque les deux points B et O se confondent. Descartes adopte alors la méthode
d'adégalisation, mais sans faire intervenir I'idée d'extremum, qui lui reste étrangere;
I'adégalisation devient une fagon commode et abrégée d'exprimer l'existence d'une
racine double: il adégale BC et OI , qui sont effectivement €gaux lorsque I et C se
confondent, (cf. fig.9 et 10) et procéde ensuite comme Fermat, divise par ¢, ne garde
que les termes ol ne figure plus e... Pour la tangente a la parabole Descartes mene un
calcul analogue 2 celui de Fermat , mais qui consiste & adégaler d'emblée BCZ et OI2,

puis & supprimer les termes en 2.

fig. 8 fig. 9 fig. 10 fig. 11



Les trois figures 8, 9 et 10, ci-dessus, reprises & 'appendice de la lettre du 3 mai
1638 de Descartes 2 Mersenne?( montrent bien ol se situe l'incompréhension de
Descartes quant & la méthode développée par Fermat. Descartes pense que la méthode
de Fermat, sur une figure telle que la figure 8, consiste & adégaler BC et OI, pour deux
sécantes & la courbe passant par E, alors que la méthode de Fermat consiste a adégaler
Ol et O'1, le point O de la tangente en B et le point O’ de la courbe se projetant tous
deux sur l'axe en [ (fig. 11).

La réponse de Fermat & Descartes (é1é 1638)

Cette lettre répond aux critiques et aux objections de la précédente lettre
de Descartes, mais elle est, comme les autres lettres adressée & Mersenne 21, Fermat,
explicite enfin plus précisément sa méthode, son aspect de généralit€ et ce qui l'a guidé.
{annexe 7)

Dans un premier temps, il insiste peu sur le lien avec la recherche de minimum
et de maximum, mais précise bien d'emblée que sa méthode est fondée sur I'adéquation
de 1a ligne 10 avec 'appliquée IO' (dans le cas d'une figure telle que la fig. 11) et sur la
propriété spécifique de la courbe vérifiée par les points O et B. Fermart peut alors
appliquer sa méthode 2 toutes sortes de courbes, et en particulier au folium {que nous
appelons folium de Descartes22), sur lequel celui-ci I'avait défié.

1l reprend le probléme traité par Descartes " tirer d'un point extérieur a un cercle

la plus grande ligne EB extérieure au cercle " & propos duquel Descartes avait de
nouveau conclu i la fausseté de la méthode de Fermat. Il explique que la mise en
équation du probléme avait été mal faite?3 ; il aurait fallu, dit-il, chercher le point B

tel que S5 fdt mini
elque g  fit minimum.

20 jbid,
21 Qeyvres de Fermat, tome 2, p. 154-162.

22 Cette courbe peut étre définie
par Y'équation x3+y3=3axy et
la partie de la courbe
correspondant aux x et aux y
1\

positifs a la forme d'une feuille.
23 Sjlon cherche un point M sur le cercle tel que la distance EM soit maximum, on ne peut obtenir le
point de contact B d'une tangente issue de E. Un point tel que F vérific bien siir EF > EB . Fermat
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Enfin, Fermat expose la démarche qui I'a men€ & sa méthode de détermination
de tangentes. La premiére méthode a laquelle il a eu recours, vers 1630, peu apres avoir
mis au point la méthode pour le maximum et le minimum, consistait, écrit-il 2
déterminer une normale & la courbe.

Une normale 2 une conique en un point O réalise un extremum

(local, préciserions-nous) de la distance du point O la courbe24. Fermat étend cette
propriété & une courbe quelconque. Descartes s'est trompé, dit-il," en ce quil a cru que,
pour appliquer la méthode de Maximis et Minimis a l'invention des tangenes, il falloit
chercher une ligne, comme AD, menée du point A donné sur le diamétre, en telle sorte
que AD soit la plus grande qui puisse étre rirée du point D d la courbe. Le point A étant
donné, il faut avoir recours non pas ad maximam, puisqu’on ne trouveroit que l'infini,
mais ad minimam. Cherchons donc le point O dans le diamétre, de telle facon que la
ligne OA soit la plus courte qui puisse étre tirée du point O & la courbe. Le point O
étant trouvé par la méthode, joignez les deux points O et A par la ligne OA, et tirez la
ligne AD perpendiculaire sur OA. Je dis que la ligne AD touchera la courbe.”

Fermat donne une démonstration de la propriété pour le cas ot la concavité de
la courbe est tournée vers le diamétre, qui n'est cependant pas valide pour tous les cas
de figures. '

Si (AD) n'était pas tangente, la

tangente serait (AD), située entre g

(AD) et la courbe et la
perpendiculaire (OK) & (AD") en O
couperait la courbe en H situ€ entre
O et K (K est sur AD"), puisque la
tangente AD' est entiérement
extérieure 4 la courbe.

Donc OH <« OK et OK < OA,
puisque le triangle OAK est N

rectangle en K.

L'inégalité OH < QA est en contradiction avec le fait que la distance OA est 1a plus
courte distance de O 3 la courbe. Fermat reprend aussi le cas olt O n'est pas du coté de
la concavité de la courbe.

n'explicite cependant pas que la méthode de Descartes ne permet pas de caractériser le fait que 1a ligne
EB est entidgrement extérieure an cercle (cf. fig. 11).

24 Ce résultat est déja &tabli & la proposition 29 du livie V des Coniques d'Apollonius. Cependant, seuls
Ies quatre premiers livres étaient connus au début du XVIIeme siécle,
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11 fait alors le calcul correspondant au minimum de la distance OA pour une
parabole. Les distances d'un point & une courbes introduisent des radicaux (des
"asymétries" dit-il, usant du langage de Viete), et partant, rendent le calcul difficile.
Aussi a-t-il cherché une méthode "qui levét toutes ces difficultés". II lul semble que
c'est la premiére qu'il a proposée, qui n'introduit aucune asymétrie, ‘en quoi consiste la
facilité et la perfection de cette méthode”. Il n'est pas plus explicite sur le lien entre
recherche de tangente et recherche d'extremum.

Dans les années suivantes, 4 partir de 1640, Fermat étend encore la validité de
sa méthode a des courbes qui ne sont pas algébriques, comme la cycloide. Pour ces
problemes plus compliqués, il applique deux principes: on peut substituer aux
ordonnées des points situés sur la courbe les ordonnées des points sur une tangente ala
courbe et substituer aux arcs de courbe les longueurs correspondantes des portions de
tangente. 11 applique alors la méthode d'adégalité. Ces principes ne seront validés que
vers 1660 dans un mémoire Sur la comparaison des lignes courbes avec les lignes
droites . La méthode de Fermat s'affirme plus puissante et plus générale que celle de

Descartes, mais ne se présente pas sous la forme d'un algorithme systématique.

Ies incompréhensions de Descartes, probablement dies a son désir irrépressible
d'établir des méthodes générales, dont les fondements soient clairement précisés, et
qu'il a tenté trop rapidement de projeter sur ia méthode proposée par Fermat, ont
pourtant été utiles: elles ont poussé Fermat & expliciter davantage la généralité de sa
méthode, et elles ont mené Descartes 2 une nouvelle méthode des tangentes, un peu
plus simple. On remarque que ces méthodes ne font pas appel 2 I'idée d'infiniment petit,

ni & des quantités qui tendent vers zéro. La polémique n'est pas tout a fait close....
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ANNEXE 1 Descartes La Géométrie Le discours de la Méthode

(Leyde 1637)  p.342 - 343

Seaens Soit C B
pomt laligoe courbe,
g:snl?gc:ﬁ & qu'il faille ti-
droiress Y rer voe ligue
32:?:? F A M ¥ G droite par e
3‘;‘:‘:’;‘& point C, quifa=

e ceatec clle desangles droits.  Iefuppofe lachofe defia
concia faite, & que la lignecherchdeet C P, laguelle ie pro-
E;::' longcinfques at point P, ou clle rencontre [a ligne droi~
&oim- oG A, queie foppofe eftrecelle aux poins de laquelle
onrapporte tous ceux delaligne C E: en forte que fai-
fantM A ouC By, &CM, on BA >, iay quelque
equation, qui explique le rappore, qui eft entre = & .
PoisichisPCos, & PADr,cu PM DB v -y, &2
canfe datriangle recangle P M C iay s, quieft iz quar.
r¢ de 1a baze efgal 2 xx ==wv—20y-+yy, quifont
les quarrés des deux coffds. ceft 2 dire iay x
¥ 14409+ 2077y, oubien y Do+ ¥V ii-xx&
paricmoyende cete cquation, {'ofte de 'autre equa-
vion qui m'explique le rapport quont rous lespoias de a
courbe C Eaceuxdeladroite G A, l'voe des deux quan-
tités indeserminées x ou y. ce qui eft ayfé a faire es
mettant partout ¥ s—~v o+ 20y yy au lien d'z, &
ke quarrd de cete fomme an lien d'x , & fon cube aulien

d’x: &ainfi desavrres, ficeftx queie vesilleofter; on.

~ bienfi c’efty, en mettanten fonliea st ¥ s0—x2, &
le quarré, oule cube, &c. decete fomme, auliead’yy,on

¥ ‘&, De fagon qu'il refte tonfiours aprés celavoe equa-
tion, enlaquelleil ny aplas qu'voe fenle quantit¢inde-
terminge, x,0uy.

Comme fi CE eft voe Ellipfe, &cque M A foir e
fegment de fou diametre, auguel C M {oirappliquce par
ordre, & qui ait rpourfon coftédroit , & 4 pour le tra-

verfant,ona parle rych.

e p <Curiin dApollonins
m :E FEDIY~Ty ¥, dan
i  oftant xx, il reRe sr—

G P OM A r
- ey yy VY-
onbien,

vy & f’?“;':_ff‘ T efgal 2 rien. caril eft mienzen

cetendroic de confiderer ainfi enfermble toute 1a fom-
me, que d'en fairevne partie efgale alapwre.
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Descartes  (suite) p.345-346

Oraprés qu'on Atronu¢ vaetellecquation , aulien
des’enferuir pour connoiftre les quantités x,0uy, ou 3,
quifont defia données, puifquele point Ceft donné, ou
Ia doit employeratrouuery, ou ¢, qui determinent le
point P, quieft demande Ecaceteffectil faut confide-
rer,que fi ce point Peft tel qu'on le defire, le cercle dout
il ferale centre, & qui paffera parle point C, ytouchera
laligne courbe C E, fans lacoupper: mais que fi ce point
P, eft tant foit pen plus proche, ou plus efloigné du point

A, qu'ilne doit, ce cercle couppera la courbe , non fen-
lement au point C, mais aufly neceflairement en quel-
queautre. Puisil faut aufly confiderer, que lorfque ce
cercle couppe laligne courbe CE, 'equation par laquel-
Ie on cherche la quantite »,ouy, ou quelque avtrefem-
blable, en fuppofant P A & P Ceftreconnués, contient
neceflairement deux racines, qui font inefgales. Car par
exemple fi ce cercle couppe la courbe aux poins C & E, |
ayant tird E Q paraliele a CM, les noms des quantités
indeterminées x & y, conuiendront auffy bien aux lignes
EQ, &QA4,quaCM, & MA; puis PE cft efgale 2
P C,acanfe dacercle, fi bien que cherchant les lignes
EQ & QA,par PE &
P A qu'on fuppofe com-
me donnees , on aura la
mefime equation, que fi
on .cherchoit C M &
M A par PC,PA. doit

. A\ il fuitevidernment,quela
Fm QA valeurd's, ou dly, oude
telleautre quantité qu'on aura fuppofee , fera dovbleen
ceteequation, c'eft adirequil y aura deux racinesinef-
galesentreelles; & dontI'vne fera CM, Yautre BQ, fi
c'eft xquon cherche; oubienl'vae fera M A, &l'autre
QA,ficefty. &ainfi des autres. 1l eft vray que fi le
point Ene fe trouue pas du mefme coftd de la courbe
que le point C; il n’y aura que I'voe de ces deux racines
qui {oit vraye, & 'autre fera renucrfce, ou moindre que
rien: mais plus ces denx poins, C, & E, font prochesI'vn
del'antre, moinsil ya de differenceentre ces denxraci-

nes;
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Descartes _(suite) p. 347 - 348

nes; & enfin elles font entierement efgales, s'ils font tous
denxioins envn; c’eftadire file cercle,qui paffe parC,
y touchela courbe C E {anslacoupper.

Deplusil fant confiderer, quelorfqn’ily a deux raci-
nes cfgalesen vne equation, elle 2 neceflairement la
mefme forme,que fi on multiplie par foy mefme la goan-
tit¢'qu'on y fuppofe eftre inconnué moins Ia quantité
conanue qui luy eft efgale, 8z qu'aprds cela fi cete derniere
fomme n'apas rant de dimenfions que la precedente,
onla moltiplie par vne autre fomme qui en ait autant
qu'il luy en manque; affin qu'il puiffe y auoir feparement
equation entre chafcun destermesde'vne , & chafcun
destermes de I'antre,

Comme par exemple ic disque lapremiere equation
trounce cy deffus, afgauoir
Py ;; 27227773 doicauoir lamefine forme que
celle qui fe prodvift enfaifant ¢ efgalay, & muleipliant
y—epar foy mefme,d’ouil vient yy--2 ey —-e¢,enforte
qu‘on peat comparer feparement chafcun de leurs ter-
1mes, & dire que puifque le premier quiefty 7 eft toutle
mefme énl'vnequ'enlautre, le fecond qui eft enl'voe
2—”—;:—?:"' eft efgalan fcch delantre quieft 22y ,d'ot
cherchant la quantit€ v quieft la ligne P A, on 2

e 3§ UDe --%e—l- 37, oubié
.| acanfeqre nous auons
}:} fuppof€ eefgalay ,ona

A

¢ Py vy -—%}—}-% r. Et

ainfi on pourroie trouuer s par le troifiefme trerme
g-v-v-- 15,

7 . ., .
ee 0~ mais pourceque la quantite’ v determine

affés le point P,qui eft le fenl que nons cherchions,onn'a
pas befoin de paffer ontre.
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ANNEXE 2 i Descartes Tangente a la conchoide La Géoméie

p.351-352

Ien'adionfte pointles conftrudions, pas lefquelles on
peut deferire les contingentes ou les perpendiculaires
cherchées, enfuite du caleul queie viensd'expliquer, a
caufe qu'ileft toufiours ayf¢de les tronuer: Bienque fou-
uent on ait befoin d'vn peu d'adrefle, pour les rendre
courtes & fimples.

Comine par exemple, i D Ceft lapremiere canchoi- gyemgie
de des anciens, delacon-
dont A foitle po- ﬁ:“f;‘::_
le, 8 BH la regle: ?:CE':::CB
en forte que rou- choide.
tes les lignes drois
tes qui regardent
vers A, & font
comprifesentrela
courthe CD, &la
droite BH , com-
me DB & CE, foientefgales: Erqu'on venille trouner
ke ligne C G quila couppe au point C a angles droits.
Onpourroit en cherchant, dans la ligne B H, le point
par ot cere ligne C G doirpaffer, felon la methode icy
expliquét, sengager dans va calcul aotant ou plas Jorig
qu'aucun des precedens: Et toutefois Ia conften@ion, qui
deuroitaprés en eftre deduite ,eft fort fimple. Car ilne
faurque prendre C F enlaligne droite CA, & la faire
efgale 2 CH qui eft perpendiculaire fur H B puis du
pointFtirer F G, parallele a BA, & efgaled EA: an
moyen de quoy ona le point G, par lequel doit paffer
C Glaligne cherchée.
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ANNEXE 2 (suite) |
B

1 e ———

Rabuel Commentaires sur la Géométrie 13 ¢C
de M. Descartes Paris 1730 ) Y 6

Fia.
I3,

4. Soit fa courbe €D, Fig. 155, la conchoide fupericure de Fig.43
Soit A4 lc polc, BD,a=CE;BA,b;CM,x=HE; CH, y =
MBs AM=bay; BP,v; PM=wva4y; PC,s Son equation
telle quelle a ¢eé trouvée, Live 2, Part. 1.5et. 2. Art. 3. 0.1, fera celle-
ci, y* + zl?') P — aayy —}-'ééjj-k XXy — 25@5}— ankb — o ..
xxgyo=—yt e 2byi e pavy —bbyy-2anby - anbl, Apréscela

dans le triangle retangle C AL P Pon comme auparavant cp°, [ = ca
P, kX UV Uy 4y Xx=[—vvi-2vy—yy. Met-

tons cette valeur de xx 4 {2 place , nous aurons y ¥ Z 22277 bbyy — Oyy
e

e eby sl — 5, équation du troifieme degré. Maintenant
pour donner 4 Péquation #y— 2 ¢y 4+ ¢ ¢ = o les dimenfions convena-

bles , je la multiplie par y + f= ¢, cc qui produity® — zeyy - fyy+
ey — zefj- -+ cr.’f: Ze

Je compare dabord les derniers termes eef = Lebl
—=ezbtb - Enfuire je viens anx troifiémes termes ¢ey — 2c¢fy

fE— zUFE

manby e fublticnd pour £ valeur déia trouvée , & je fais e e

;u—:b’-! J J y
zﬁa!;bey . :c.!by’ouc,(,__ aabb —_ xab:vzéi—_z:& ;;_q__{;_b

ve —be 2 o—b e P

-4 - -_J.."'—z -
e La conftrudtion fe fera, Art. 6.

: donc f

LA

_ On a déterminé par le calcul Art. 3: 1, 4. le point ?, Fig.155. d'olt

'on doit tirer P € {ur le point donné C de la conchoide . angies droits; de
forte que la perpendiculaire , que I'on meneroit fur 2T par le point C,
feroit tangente dé la Conchoide au point €. Et 'on a trouvé BP ==v =
btrt esbl GantBD,a==CE; B4, b; MB. »==CH
Iirefte ﬁ"éirc voiriei, que fi, comme M. DESCAL rES I'affure; on
coupe fur: € 4 le fegment CF égala CH, 7 ; & que du point F ‘on tire
FG parallele a B 4 & cgale 4 E A yla drojte CGP menée par les points €,

G, coupe 4 angles droits la conchoide DC, ceft-a-clire,, que la droite-

GG P coupe l'axe 4B au point P, de forte que B P foit'w = b4 252
aabb Parle.point E mencz E Iparallele 4 4B, & par:fe point I, I'K

———

H

paralicleda EA. : : _
© A caufe des paralleles 4B, CH, les triangles E84 , EHC font
¢quiangles ; & donnent cette analogie-CH, y: CE, a:: 4B, t; EA,

48 = IK = FG fupp. les lignes FG, ET, qui -font ?araﬂelcs a AR,

izont paralleles entrelles; les trian%Ics- CFG, CEI {ont E’&Iuian gles, & l'on
2 cette proportion CF, 9 : FG, £:: CE, a:EI, ‘% = AK.

Les triangles CFG , IKP équiangles & caufe des paraileles £4, IK,
fourniffent cette .proportion, CF, y: FG, “Tb 2 IK, "1’- : KP, “;f”.

Ainfilaligne BP == B4 + AK -+ KP eft b+ 255 -:-“—;-‘_Tb—”.—: .
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ANNEXE 3 Fermat (Toulouse 1679)  Varia Opera Mathematica

trad. Tannery 1896 Paris  (p.121-123 T.3)

METHODE

MG LA

RECHERCHE DU MAXIMUM ET DU MINIMUM.

Toute la théorie de la recherche du maximum et du minimum sup-
pose la position de deux inconnues et Iz seule régle que voici :

Soit a une inconnue quelconque de la question (qu'elle ait une,
deux ou trois dimensions, suivant qu'il convient d'apresl'énonct). On
exprimera la quantité maxima on minima en a, au moyen de termes
qui pourront étre de degrés guelconques. On substituera ensuite
a-¢ ¥ I'inconnue primitive a, et on exprimera ainsi-la quantité
maxinia ou minima en termes ol entreront a et ¢ & des degrés quel-
conques. On adégalera, pour parler comme Diophante, les deax
expressions de la quantité maxima ou minima, et on retranchera les
tarmes communs de part et d'antre. Céla fait, il se trouvera que de
part et d’antre tous les termes seront afectés decou d’une de ses puis~
sances. On divisera tous les termes par ¢, ou par une puissance de ¢
d'un degré plus élevé, de facon que dans I'un au moins des termes de
I'un quelconque des membres ¢ disparaisse entierement. On-suppri=
mera ensnite tous les termes oi: entrera encors e o I'une de ses puis-
sances et I'on galera les autres, on bien, si dans F'un des membees il
De reste rien, on égalera, ce-qui revient au méme, les termes en plus
aux termes en moins. La résolation de eette dernibre dquation don-
ner2 la valear de a, qui conduira av maximom ou 3u minimum, en
reprenant sa premiere expression.

Yoici na exemple :

Soit & partager la droite AC (fig- 91) en E, en sorte que AE X EC sout

mazunun.
Mg ot.

A b (4

Posons AC = &; soit a un des segments, I'autre sera b —a, et le
produit dont on doit trouver le maximum : ba — o’ Soit maintesant
a +.¢le pramier segment de b, le second sera b —a —e¢, et le produit
des segments : ba — a® + de - 2022 — £l;

Il doit &tre adegals qu précedent : ba — a*;

Supprimant les termes communs : bewn2ae + 3

Divisant toas les termes : bunza 63

Supprimez ¢ b=2za.

Pour résoudre le probléme il faut donc prendre la moitié de b.

71l est impossible de donner ume méthode plus générale. |
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DES TANGINTES DES LIGNES COURBES.

Nous ramenons A l2 méthode précédente l'invention des tangentes
en des points donnés a des courbes quelcongques.
Soit donnée, par exemple, la parabole BDN (g 92), de sommet D,

Fig. 92.

f |

de diamatre DC; soit donné sur elle le point B, par lequel il faut mener
la droite BE tangente  la parabole et rencontrant le diamétre en E.
Si 'on prend sur la droite BE ua point quelconque 0O, dont on mene

Pordonnée Of, en méme temps que 'ordonnée BC du point B, on aura:
1 - . . .
% > %%;- puisque le point O est extérieur 2 la parabole. Mais,

BO  CEr - . ) cp . CE
oL = [ dcausedela similitude des triangles. Done 57 > 1+

" Orlepoint B est doané, dene Tordonnée BC, donc le peint C, donc
CD. Soit donec CD =4, donnée. Posons CE=a et Cl =¢; on aura

d at
d—e > T+ E—aae

Faisons le produit des moyeas et des extrémes :

dat e det — adaz > dat— ate.

Adégalons donc, d"apres la méthode précédente; on aura, en retran-
chant les termes commuans:

del = adae v~ ale,

ou, ce qui revientau méme :

det 4 gl2 on 2dae.

Divisezdous les termes pare:

de = atenada.

Supprimez de : il reste g° = 2da, donc : @ = 24d.

Nous prouvons ainsi que CE est double de CD, ce qui est conforme
a la vérité. '

Cette méthode ne trompe jamais, et peut s'étendre a nombre de
questions trés belles; grice 2 elle, nous avons trouvé les centres de
gravité de figures terminées par des lignes droites et courbes, aussi
bien que ceux de solides et nombre d'autres choses dont nous pour-
rens traiter ailleurs, si nous en avons le loisir.

Quant 2 la quadrature des aires limitées par des lignes courbes et
droites, ainsi qu'au rappert que les solides qu’elles engendrent ont
aux cdnes de méme base et méme hauteur, nous en avons déja longue-
ment traité avec }. de Roberval.
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ANNEXE 4

132 tEUVRES DE FERMAT. {148, 149]

Soit, par exemple, proposé de partager la droite b en sorte que le
produit de ses segments soit maxtmum. Le point satisfaisant 3 cette
question est ¢videmment le milicu de la droite donunée, et le produit

Y

maximum est égal & o-; aucunc autre division de cette droite ne don-

L

. . b
nera un produit égal & —-
0

Mais si I'on propose de partager la méme droite & en sorte que le

produit des segments soit égal a " (cvttc aire étant dailleurs a sup-
. bt . s .
poser plus petite gue f—), on aura deux points satisfaisant & la ques-
4

lion, et ils se Leouveront situés de part et {'autre du point correspon-
dant au produit maximum.

Soit en effet 2 un des segments de la droite b, on aura ba —a* =z
¢quation ambigué, puisque pour la droite @ on peut prendre chacune
des deus racines. Soit done Uéquation corrélative be — e* = 5. Com-

parons res deax équations d'aprés fa méthode de Viete :
ba — be = a*— &,
Divisant dg part et dautre par @ — e, il viendra
b—=a—+e;

les longueurs a et e seront d'atlleurs inégales.
Si, au licu de l'aire =¥, on en prend une autre plus grande, quoique

e L0t . . )
toujours inférieure & — les droites g et e différeront moins entre elles
3

que les précédentes, les points de division se rapprochant davantage
du point constitutif du produit maximum. Plus le produit des seg-
ments augmentera, plus au contraire diminuera la différence entre a
et e, jusqu'a ce qu'elle s'évanouisse tout a fait pour la division cor-
- respondant au produit maximum; dans ce cas, il n'y a qu'une solu-
tion unique et singulibre, les deux quantités a et e devenant égales.
Or la méthode de Viite, appliquée aux deux équations corrélatives
ci-dessus, nous a conduit i 'égalité b = a + e; donc, si e=a (ce qui
arrivera constamment pour le point constitutil du maximum ou du
minimum), on aura, dans le cas proposé, b = 2a, c’est-d-dire que, si
I'on prend le miliew de la droite b, le produit des segments sera

maximum.
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ANNEXE 5 Descartes & Mersenne début 1638

o

20

25

3o

Premierement donc, ie trouue manifeftement de
Ferreur en fa regle, & encore plus en I'exemple qu'il
en donne, pour trouuer les
contingentes de fa parabole. E
Ce que ie trouue en cette
forte. Soit BDN la parabole
donnée, dont DC eft le dia- 2
metre, & que du point donné
B 1l faille tirer Ja ligne droite
B E, qui rencontré¢ D C au
point E, & qui foit la plus
grande qu'on puiffe tirer du
mefme point E iufques a la
parabole : |sic entm proponi~ [
tur querenda maxima. Saregle
dit : Statuatur quilibet quezflionis terminus effe A; 1e
prens donc EC pour 4, ainfi qu'il afait; & inueniatur
maxima (a {cavoir BE) in terminis fub A gradu, vt libet,

N

Inuolutis; ce qui ne fe peut faire mieux quen cette

facon : que BC foit B, le quarré de BE fera 4 g+ By,
a caufe de I'angle droit B CE. Ponatur rurfum idem ter-
minus qui prius, effe A + E : a fgauoir, 1e fais que EC
eft A + E {ou bien. fuiuant fon exemple, 4 — I, car
I'vn rewient a l'autre): fterumque inueniatur maxima
(a fcauoir BE) in termuinis fub 4 & E gradibus, vt libet,
coefficientibus*, ce quine fe peut mieux faire qu'en cette
{orte : pofons que CD ait efté cy-deuant D, lors que
BC eftoit B, & le cofté droit de la parabole {era %’, a
caufe quil eft a BC, la ligne appliquée par ordre,
comme BC eft a CD, le fegment du diametre auquel
elle eft appliquée. Cleft pourquoy maintenant que
CEeft A+ E, DCeft D+ E; & le quarré de BC eft
BymD 4 Bein E gyj eftant adioufté au quarré de C E,qui
eft Ag+ A E bis + Eg, 1l fait le quarré de BE.
Adequentur duo homogenea maxime @qualia : cest a
dire que Ag -+ Bg foit pof¢ efgal a Bg + BalnE L Aq
+ A in E bis+ Eq. Et demptis communibus, il refte
B—"-—B’—E + A in E bis + Eq ¢gal a rien. Applicentur
ad E, Gc., il vient%‘«" 4 A bis + E. Elidatur E; 1l refte
54+ A bis efgal arien. Ce qui ne donne point la valeur
de la ligne 4, comme affeure l'auteur, & par confe-

quent [a regle eft faufle.
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ANNEXE 6

l La méthode de Fermat appliquée a 1' e¢llipse.

Pour appliquer aussi cette méme méthode aux tangentes. je puis,
procéder comme suit. Soit, par exemple, Uellipse ZDN (fig. g6).

Fig. of.

D
. B

[ ~

Jd'axe ZN et de eentrr R. Prenons sur sa eirconférence un point
somme D, menons par ce point la tangente DM & leilipse et For-
dennée DO. Posons, en notations algébriques, la donnée 0Z =14 el
la snnnee ON = g soit I'inconnue OM =4, en comprenant par OM
1a portion de 'axe comprise entre le point O et le point de rencontre
avec la langente.

Puisque DM est tangente 4 Uellipse, si, par un point V pris ad
libitume entre O et N, je mene IEY parallele’a DO, il est évident que
la ligne IEV coupe la tangente DM et I'ellipse, soit aux points E et T,
Mais., puisque DM est tangente & Uellipse, tous ses poinls. sanf D, sont

. 0 o
en dehors de Pellipse, done IV > EV et gw > “, - Mais, d’aprés la
N .
propriéte de Iellipse, ]ét}, = ;0 ‘(«)\I et d’autre part “[13% = %’I—:
' Z0.0N ._ OM
IV VN <~ VM1’

Soit 'arbitraire OY = e, nous aurons

I0.ON=bg,  IV.VN=bg—be+ge—2c,

OMi=2n", VM= a'+ ¢'— 24qe.

bg at

—be+ge—¢ct
mier terme par le dernier et le second par le troisieme, on aura

e B e Si donc oa multiplte le pre-

bgat s bget.—abgae > byat-— beal+ gea' —a'c’,

e — o ————
produit Ju premiey lerme par is derpier

1l faut done. suivant ma méthade, comparer par adégalité ces deux
produits, retrancher ce qui leur est commun et diviser ce qui reste

“par e; on aura denc

ntus, i faut faire

byge — abgaws — bat+ ga'— a’e.

Supprimant les termes ol reste e,

1 1
—abgawvr — ba'+ ga’,

membres qu'il faut égaler, d’aprés la méthode. Transposant comme il
convient, on aura be — ga = 2bg.

-~ On voit que cette solution est la méme que celle d"Apollonius.
car, d'aprés ma construction. pour lrouver la tangente, il faut faire

20— ON __ 220

UN UM
w0 IM
O8N T MY

222, tandis que. d'aprés celle d’Apollo-

I! est clair que ces deux constructions

reviennent au méme.

Je pourrais ajouter nombre d'autres exemples, tant du premier que
du second cas de ma méthode, mais ceux-ci suflisent, et prouvent asser
qu'elle est générale et ne tombe jamais en defaut.

Je n'ajoute pas la démonstration de la regle, ni les nombreuses
autres applications qui pourraient en confirmer la haute valeur.
comme I'invention des centres de gravité et des asymptotes, dont

j'ai envoyé un exemple au savant M. de Roberval,
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NNEXE7 Lettre de Fermgat 3 Mersenne (juin - juiliet 1638)

METHODE DE MAXIMIS ET MINIMIS
expliquée et envoyée par M. Fermat & M. Descartes.

La méthede générale pour trouver les tangentes des lignes
courbes mérite d’étre expliquée plus clairement qu'elle ne
semble I'avoir été.

Soit la courbe donnée ZCA, de laquelle le diamétre soit CB.
Soit encore donné dans la courbe le point A, duquel soit menée
I'appliquée AB sur le diamétre. II D
faut chercher la tangente AD, de
laguelle le concours avec le diameétre
prolongé se fait au point D.

Les lignes AB et BC sont données.
Supposons que BA s'appelle B et
que BC s’appelle ). Supposons que
la ligne BD, que nous cherchons, B A
s'appelle A. Prenons 4 discrétion un
point, tel que E, sur la tangente,
duquel soit tirée EF parallele 4 AB, %

10

et supposons que ia ligne BF soit E. Donc CF sera D — E, FE
BinA—BinkE .
sera B E— Et de quelque nature que soit la courbe,
nous donnerons toujours les mémes noms aux lignes CF et FE
20 que nous venons de leur donner.

Cela étant fait, il est certain que le point E de la ligne EF,
€tant dans la tangente, sera hors de la courbe, et, par conséquent,
la ligne EF sera plus grande ou plus petite que I'appliquée qui

-s'appuye 4 la courbe du point F : — plus grande lorsque la courbe

25 est convexe en dehors, comme en cet exemple, et plus petite
lorsque la courbe est convexe en dedans; car la regle satisfait
a toutes sortes de lignes et détermine méme, par la propriété de
la courbe, de quel coté elle est convexe.

Quoigue la ligne FE soit inégale a Pappliquée tirée du point F

30 4 la courbe, je la considére néanmoins comme si en effet elle
étoit égale & 'appliquée, et en suite la compare par adéguation
avec la ligne FI, suivant la propriété spécifique de la courbe,

Comme en la parabole, par exemple, je fais

comme BC & CF, ainsi BA quarré & FE quarrs,
35 ou bien, pour éviter les fractions et la diversité des lignes,
comme BC 4 CF, ainsi BD quarré 4 DF quarré ;

car c'est toujours la méme chose, 4 cause des deux triangles
semblables DBA, DFE.
Ou bien encore je pourrcis comparer le quarré FE avee le
40 rectangle compris sous le cdté droit et la ligne CF, comme si ce
quarré étoit égal 4 ce rectangle, quoique en effet il ne le soit pas,
puisque ce sont seulement les appliquées & la courbe qui ont la
proprieté que nous donnons par adéguation a la ligne FE,
Cela étant fait, j'ote les choses communes et divise le reste
45 par E. J'efface tout ce qui reste mélé avec E et égalise le surplus,
de sorte que par cette derniére équation, je connois ia valeur de A
et par conséyuent la figne BD et la tangente.
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Et pour faire voir que la méthode est générale, el gu’elle
satisfait avec pareille facilité 4 toutes sortes de questions, nous
la pouvons appliquer, pour nous servir d'un second exemple, 50
4 la ligne courbe proposée par M. Descartes!.

Soil la courbe conrvexe CA, de laquelle la propriété est lelle gue,
quelque point qu’on prenne sur ladite courbe, comme A, tirani la per-
pendiculaire AB, les deuv cubes
CB ef BA soient égaux au paralle- A 5%
lépipéde compris sous une ligne
droife donnée, comme N, el sous !
les deux lignes CB ef BA.

Supposons que la chose soit
déja faite, et une construc- D C|F B 60
tion pareille 4 la précédente, \
avec les mémes noms des lignes
BD, BC, BA, CF, FE, Il faudra comparer, par adéguation, les
deux cubes CF, FE avec le solide compris sous N, FC, FE.

Les deux cubes de CF, FE, sont en notes 65

Deub. — Ecub. — Dq.in E. 3 +Din Eg. 3 +
. Beub. in Acub. — Beub. in Ecub. — Beub. in Aq.in E. 3 -+ Beub, in Ain Eq. 3
r
Acub.

le solide de N, CF, FE, en notes, est :
NinDinBinA—NipDinBinE—~NinBinAinE+ Nin Bin Egq.

A
Multipliant tout par Acub, il faut comparer :

70 De in Ac. — Ec. in Ac. — Dg.in Ein A¢. 3 + Din Eq. in Ac. 3
+ Be.in Ac. — Be.in Ec. — Bc.in Ag. in E.3+ Be.in Ag.in Eq. 3

avec :

NinDin Bin Ac. — N in Din Bin E in Aq.
— NinBin Ein Ac. + N in B in Eg. in Ag.

Otons les choses communes, savoir, du premier terme :

Dec. in Ae. + Be. in Ac,,
75 et du second :
Nin Din Bin Ac,

qui sont égaux, par la propri¢té de la ligne, puisque les deux
cubes Dc. et Be., répondant aux cubes des deux lignes BC et BA,
sont égaux au solide N in D in B, qui répend 4 celui de la ligne
80 donnée et des deux lignes BC et BA.
Divisons le reste par E et 0tons ensuite tout ce qui se trouvera
melé avec E ; restera enfin :

Dgq.in A ter + Beub. ter égal 4 NinDin B4+ NinBin 4,
et ainst nous aurons :

Nin Din B = Bceub. ter
85
Dqg.ter = Nin B égal a 4,

ce qu'il falloit chercher.

Mais pour lui marquer de quelle fagon la méthode de Marimis
et Minimis peut étre appliquée i l'invention des tangentes,
la voici :

Le point A étant donné, il faut avoir recours, non pas ad 120
mazrimam, puisqu’on ne trouveroit que I'infini, mais ad minimam.

Cherchons donc le point O dans le diamétre, de telle fagon que
la ligne QA soit la plus courte qui puisse étre tirée du point O
4 la courbe. Le point O étant trouvé par la méthode, joignez
les deux points O et A par la ligne OA, et tirez la ligne AD
perpendiculaire sur OA. Je dis que la ligne AD touchera la
courbe :
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notes

( Ce > dont la démonstration est aisée, Car si AD ne lou-
choit pas la courbe, une autre droite la toucheroit au point A,
laquelie fera son concours au dessus ou au dessous de D, et tous
ses points seront hors de la courbe, et elle fera des angles inégaux
avec OA au point A. Si donc, sur cette touchante supposée, du
peint O I'on tire une perpendiculaire, elle ne rencontrera pas
la touchante au point A, mais au dessus ou au dessous, et elle
coupera la courbe plus tdt que d’arriver 4 la touchante. Donc
la partie de cette perpendiculaire comprise entre le point O et
la courbe, sera plus courte que la perpendiculaire, et la perpen-
diculaire étant plus courte que OA, 4 cause de Pangle droit, it
g'ensuivra que la ligne comprise entre la courbe et le point O,
faisant partie de la perpendiculaire, sera plus courte
que OA, laquelle pourtant nous supposons la plus
courte de toutes celles qui du point O peuvent étre
menées a la courbe.

Que si la ligne CA est convexe en dehors, soit

A la tangente DA sur laquelle soit tirée la perpendi-
L7 culaire AQ, il paroit par la construction que AQ
est la plus courte de toutes celles qui du point O
< sont menées 4 la courbe, de sorte qu'en cherchant
le point O, le point A étant donné, on trouve aisé-

ment la tangente’.

Il reste donc de chercher le point O par la méthode.

Soil, par exemple, la parabole donnée CIA, sur laquelle le

o

point A soil donné. Je veux chercher le point O, en sorte que OA
soit la plus courle de foules celles qui du point O peuvent élre
menées a la parabole.

BC, comme ci-devant, s'appel-

lera D, et BA s’appeliera B; le D z
coté droit! de la figure, Z, donné,
puisque la parabole est donnée.
Supposons que OB soit A. Donc C

le quarré OA en notes sera - E
Agq. + Bq. |

Prenons maintenant, au lieu
de la ligne A ou OB, OF ou A + E.
Si du point F nous menons
Fappliquée FI, son quarré sera en

ZinD—ZinkE,
lequel, ajouté au quarré de OF, fera
Agq. +Eq. + AinEbis +ZinD—Zin E,

et cette somme fera le quarré de OI, lequel doit étre plus grand
que celui de OA, puisque son cdté est supposé plus grand que OA.
Comparons dong, en notes, par adéqualion, les quarrés O et OA.
Nous aurons d'un cdoté :

Aq. + Bgq.,
et de 'autre :

Aq. +Eq. +AinEbis +ZinD —Zin E.
Otons les choses communes : la comparaison restera entre :
Eq. +Ain Ebis duncoté, et Zin I de 'autre;
car Bg. est égal, par Ia propriété de la parabole, 2 Z in D.
Divisons le tout par k&, et du reste 6tons le méme E -
A bis sera égal a4 Z,

et partant A, ou OB, sera égal 4 la moitié du cété droit de Ia
parabole, et la tangente est trouvée,
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C'est ainsi que j'appliquois ma méthode pour trouver les
%angentes. mais je reconnus gqu'elle avoit son manquement,
a cause que la ligne OI, ou son quarré, sont d'ordinaire malaisés
& trouver par cette voie, La raison est prise des asymmétries!
qui 'y rencontrent aux questions tant soit peu difficiles, et qu'on
ne peut éviter, ~unisque, sur I — E en notes, il faut donner un
nom A FI aussi en notes, ce qui est souvent trés malaisé.

La méthode de M. Descartes n’oste pas non plus tous les

inconvénients, car obligeant a mettre Vss — v + 2 vy — gy
au lieu de z, et le quarré de cette somme au lien de zx, et son
cube au lieu de z? et ainsi des autres, — c’est ainsi qu’il parle
page 342!, — si on lui propose de trouver la tangente a une
courbe, en sorte que, faisant en’sa figure*MA égalayet CM a z,

on ait I'équation suivante qui explique le rapport qui est entre
rety,

by -+ byt + Byt + b + By oo B0 — dat - dPT7 —dirt — &'t — d'r,

il me semble qu'il lui sera trés malaisé de se desembarrasser des
asymmélries qui se rencontrent en cette question et autres sem-
b]ab‘les., ct plus difliciles encore, si on veut, 4 'infini ; ce gue je
serat bien aise qu'll prenne la peine d’essayert®.

Puisque donc ces deux méthodes paroissent insuflisantes, il
en falloit trouver une qui levat toutes ces difficultés. 11 me semble
avec raison que c'est la premitre que jai proposée, car CF
restant toujours D - E, et FE, EH%M
rien qui empéche qu'on ne puisse les comparer, en prenant, si
Bin A—Bin E

A
rencontrer jamais une seule asymmétrie, en quoi consiste la
facilité et la perfection de cette méthode.

, je ne vois

vous voulez, I — E pour y et pour x, sans

On pourroit ensuite chercher la converse de cette propusition
et, la propriété de la tangente étant donnée, chercher la courbe
a qui cette propriété doit convenir; A laquelle question abou-
tissent celles des verres brilants proposées par M. Descartes.
Mais cela meérite un discours 4 part et, s'il I'agrée, nous en
conférerons quand il lui plaira®.

Je désire seulement qu’il sache que nos questions de Mazimis
et Minimis et de Tangentibus linearum curvarum sont parfaites
depuis huit ou dix ans et que plusieurs personnes qui fes ont
vues depuis cing ou six ans le peuvent témoigner. §'il désire
voir I'application que je fais de cette méme méthode pour
trouver les centres de gravité des espaces compris des lignes
courbes et de leurs solides, je la lui ferai voir, et lui proposerai
cependant, s'il I'agrée, de trouver le cenire de graviié |du conoide
qui se fait lorsque la demie parabole CBA est tournée sur son appli-
quée BA, et celui aussi de toufes ses portions, comme aussi la
proportion qu'elles onl atix cones de méme buse el de méme hauteur!.

209 le dénominateur A dans la fraction est omis. — 222 depuis 8 ou
70. — 223 5 ou 6. — 223 S'il 4 la ligne. — 227 du concide dans le
brouillon seul. -— 220 non a la ligne.

qu’il ne s'applique pas aux équations 1. Cf. T'éciaircissement & la lettre

tmplicites, tandls que sa méthode per-
met de les tralter directement, lors-
gu'elles sont entidres, comme dans
I'exemple qu'll donne. Cf. p. 250, en
éclaircissement.

du 4 novembre 1636 (I. VI, p. 149) et
les lettres de Framat 4 HowervaL
des 23 aofit, 22 septembre et 4 no-
vembre (. VI, n® 573} 1634, dans
P'éd.  Tan.-Henry wes (Euvres de
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CONTES DU LUNDI

Les "contes dulundi” donnent un apercu des exposes et
des échanges quiontliculors des réunions dugroupeM:A.T.3H. ,
ouvertes a tous, rassemblant de fagon réguliere, unlundipar
mois al'1REM des enseignants partageant notre passion.

Pour cette annee scolaire les rencontres sont préevues

a l'IREM Paris V11, salle 8, a 143H.15

les tundisuivants:
23 septembre Activités en classeautour du volume de [a
pyramide (M. Grégoire)
12 octobre Descartes: travaux enclasse (M.Hallez)
23 novembre Descartes mathematicien (M.Serfati)
14 decembre Systemes articules (J.L. Verley)
18 janvier  Pavages presque périodiques (M Guillemot)
8 février La perspectiveen Seme, 2de, 1ére (P.Brin,M. Grégoire)
15 mars Des coniques d'Apolioniusala
geometrie projective (A.M. Etienne)
5 avril
17mai

14 juin

Fist Bpesyhoms’s

(Portrait de Weierstrass)
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Premier CONTE

lundi 13 Avril 1992

Courbe de lissage d'une fonction continue:
probleme de mathematiques pures avec Xarl Weierstrass ?
de mathematiques appliquees avec Carl Runge?
Maryvonne Hallez

En 1885, Weierstrass, 2 75 ans, publie un mémoire dans lequel il démontre  que " toute fonction
continue d'une ou plusieurs variables réelles peut, pour toutes les valeurs de cette (ou ces) variable
réelle contenues dans un intervalle fini, étre représentée par une série uniformément convergente
dont les termes sont des fonctions entiéres."Ce mémoire satisfait pleinement aux exigences de la
communauté mathématique internationale de I'époque. Au-dela de ce résultat, j'ai mis en lumi¢re
trois motivations de cette publication;

- les préoccupations pédagogiques de Weierstrass ; dans une conférence a Berlin en
1864, il déclare que le manque de rigueur qu'il trouve dans les travaux & sa disposition lui font
renoncer a faire son cours sur les séries et intégrales de Fourier.

- son admiration du travail de Fourier dont il veut rendre rigoureux les €énoncés
mathématiques, ne perdant jamais de vue le lien entre les mathématiques et la "compréhension des
phénomeénes naturels”

- son activité de recherche de théoricien des mathématiques; dans ce texte , son regard
embrasse tous les résultats de 1'analyse mathématique; il y travaille la définition de l'intégrale
généralisée, Ia formulation du théoreme de la moyenne. Par la généralisation qu'il tienta donnera
sa démonstration, il ouvre la voie & de nouvelles théories:

1a théorie de la convolution

la théorie de I'approximation

Paraliélement, Runge, qui fut 1'éléve de Weierstrass publie la méme année une démonstration du
"méme" théoréme qui fait appel a un trés petit nombre de considérations; il se tourne ensuite vers
les mathématiques "appliquées"? Dans un article de 1901, il ne s'agit plus pour lui de montrer qu'il
est possible de construire une série de polynémes convergeant uniformément vers une fonction
continue donnée mais d'établir les limites au-dela desquelles les procédés d'interpolation ne sont
plus fiables et il décrit ce que nous appelons le "phénomeéne Runge”.
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Second CONTE Lundi 16 décembre 1991
Michele Grégoire

Peut— on décomposer des figures de meme mesure a L'aide
des memes pieces?
Pour approcher [e 3eme probleme de Hilbert.

La question posée reprend le troisi¢me des 23 problémes que posa Hilbert aux
mathématiciens réunis en 1900 pour un second congrés international. Hilbert expliquait
qu'il avait été démontré que si deux polygones ont méme aire, on peut découper l'un
d'eux en un nombre fini de pi¢ces et réarranger ces pigces pour obtenir l'autre
polygone; nous dirons qu'ils sont équidécomposables. Il demandait s1 la propriété €tait
vraie également pour deux polyedres, en particulier pour deux tétracdres, de méme
volume, remarquant que toutes les démonstrations de I'égalité des volumes de deux
téradédres de base et de hauteur égales faisaient appel a des méthodes équivalentes aux
méthodes infinitésimales. Pour situer la question, voici un historique rapide des liens

entre égalité des mesures des figures et équidécomposabilité.

Chez Euclide, comme dans toute la géométrie grecque, on ne trouve pas la notion
numérique d'aire ou de volume, mais seulement des comparaisons de figures. Euclide
établit des égalités ou évalue des rapports de "grandeurs”. La "méthode des aires” est
un des outils importants de démonstration du Livre I des Eléments . Elle permet en
particulier de démontrer I'égalité (en aires) de deux parallélogrammes de méme base et
de méme hauteur, par un procédé qui équivaut 4 un découpage et a un réarrangement de
piéces. Dans le Livre VI, utilisant la théorie des proportions, mise en place au Livre V,
Euclide montre que deux parallélogrammes puis deux triangles de méme hauteur sont
proportionnels  leur bases. En ce qui concerne les solides, Euclide, dans le Livre XI,
montre un résultat analogue pour les parallélépipedes: deux parallélépipedes de méme
hauteur sont entre eux comme leurs bases, il peut €tendre ce résultat aux prismes
triangulaires qui sont des moitiés de parall€lépipédes (ces démonstrations ont €t¢
présentées ou lues dans le texte d'Euclide). Mais il ne peut étendre le dernier résultat
aux pyramides qu'en ayant recours & la méthode par exhaustion, équivalente a notre

passage 2 la limite.

Au XIXeme siécle on a cherché & comprendre plus précisément le lien entre
égalité d'aires et équidécomposabilité. L'égalité des aires de deux figures entraine-t-elle
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leur équidécomposabilité? F. Bolyai (le pére de J. Bolyai), en 1832, et Gerwien,
officier prussien et mathématicien amateur, en 1833, montrent que deux polygones de
méme aire sont équidécomposables. J'ai exposé une démonstration plus modeme de ce
résultat: elle consiste a trianguler les polygones, & montrer qu'un triangle est
équidécomposable avec un rectangle de méme aire et qu'enfin deux rectangles de méme
aire sont équidécomposables (fig.1); on utilise la transitivité de la relation
d'équidécomposabilité.

Le probléme analogue pour les volumes est de chercher si deux polygdres de
méme volume sont équidécomposables. J'ai proposé€ une démonstration moderne de ce
que deux prismes de méme volume sont équidécomposables, illustrée en partie par les
figures 2 et 3: un prisme est équidécomposable avec un parallé¢lépipéde oblique de
méme volume, lui-méme équidécomposable avec un parallélépipede droit, ce dernier

enfin est équidécomposable avec un cube.




Legendre, dans une note ajoutée  ses Eléments de Géométrie , avait déja, aun tout
début du XIXéme siécle, démontré que deux polyédres symétriques sont
€quidécomposables avec des pigces strictement de méme orientation. Hill, professeur 4
l'universit€ de Londres, donne en 1895 des exemples de tétraédres équidécomposables
avec un cube (fig.4). Hilbert a cependant l'intuition que ces cas d'équidécomposabilité
ne sont que des exceptions. Bricard, professeur de mathématiques a Paris, a donné en
1896 une condition pour que deux polygdres de méme volume soient
€quidécomposables, condition qui ne peut manifestement pas étre vérifiée pour toute
paire de solides de méme volume. Hilbert ne mentionne pas ce résultat car la
démonstration de Bricard est incompléte. C'est Max Dehn, un éléve de Hilbert, qui
montre en 1900, quelques mois aprés le Congrés de Paris, qu'il existe des polygdres de
méme volume non équidécomposables. Il précise la condition trouvée par Bricard: Si
deux polyedres de méme volume sont équidécomposables, il existe une relation linéaire
entre les angles ditdres de ces poly&dres et l'angle plat, dont les coefficients entiers
dépendent des longueurs des arétes. Dehn met en évidence qu'un tétraédre régulier et
un cube de méme volume ne peuvent étre équidécomposables. Le mathématicien suisse
Hadwiger a repris ces travaux dans les années cinquante et a simplifié la démonstration
de Dehn. En particulier, il utilise ce qu'on appelle maintenant l'invariant de Dehn d'un
polyédre, qui est le méme pour deux polyédres équidécomposables. Or la
décomposition d'un prisme en trois pyramides peut faire apparaitre des pyramides de
méme volume mais d'invariants de Dehn différents. En 1963, aprés avoir obtenu
plusieurs résultats intermédiaires, le mathématicien suisse J. P. Sydler réussit
démontrer que les conditions de Dehn sont nécessaires et suffisantes pour que deux
polyédres de méme volume soient équidécomposables.

Le troisiéme probléme de Hilbert est complétement résolu. Tl existe des
pyramides de bases et de hauteurs égales non équidécomposables. Il n'est donc pas
possible de construire une théorie des volumes des poly&dres en faisant I'dconomie
d'une méthode équivalente au calcul infnitésimal.

Un exposé€ plus complet et une bibliographie se
trouvent dans La Figure et I'Espace, Actes du 8&me
: colloque de la commission Inter-Irem d'histoire et

d'épistémologie , publié par I'Trem de Lyon (43 bd du 11
novembre 1918, 69622 Villeurbanne cedex) .

bm = olu b
3

mn = hd
abz be zed

ab-l plan (bed)



Troisietne CONTE

lundi 25 novembre 1991

DU THEOREME D1T BDE THALES
Henry Plane

Un géomeétre qui chercherait dans un ouvrage francgais antérieur aux
-~ "

ultimes années du 19&me siécle, un énoncé du "théoreme de Thalés" serait cer-
tainement surpris de ne I'y point trouver et ce, quel que soit I'ouvrage consulté.

Si sa recherche va vers des livres inspirés directement du plan adopté
par Euclide ou de celui de Legendre, il sera étonné du peu de place que joue
dans le chapitre des figures semblables la propriété de la parallele a un c6té€ d'un
triangle déterminant sur les deux autres c6t€s des segments de méme rapport,
place a peu prés équivalente a celle de la propriété€ de la bissectrice d'un angle
déterminant sur le coté opposé des segments dans le méme rapport que celuides
cOtés de I'angle. Quant a la démonstration, elle repose sur le rapport de deux tri-
angles de méme base.

Ce n'est qu'avec la géométrie de Port-Royal, rédigée par Arnauld, qu'
apparait l'étude des bandes paralléles découpant sur des sécantes des segments
de méme rapport. C'est de reste dans la filiation de cet ouvrage que le rapport
des mesures (longueurs c'est & dire nombres) se substituera, petit a petit, a celui
de figures (segments de droite).

Nous avons dit ouvrages frangais mais ailleurs? Et bien, on trouve jus-
que dans les ouvrages allemands ou britanniques de la fin de ce sciécle des théo-
remes de Thalés qui tournent autour du triangle rectangle inscrit dans un demi-
cercle. Mais alors, et la mesure des pyramides a l'aide d'un baton et des
ombres? Il s'agir vraisemblablement d'une anecdote racontée imparfaitement
par Plutarque, en particulier, et reprise sur la foi & cet auteur.

P.S. Dans les actes ( a paraitre) du colloque inter IREM de géométrie
de Limoges (Juin 1992) figurera un article sur ce sujet.

( Géométrie de Clairault 1741)



NOTES D'ECOUTE

Le Fondement du calcul differentiel dans [es Elements de (a
Geomcetrie de ['infini de Fontenelle.

Conférence de Michel Blay
lors du Collogue de la commission Epistémologie et Histoire des Mathématiques ( Brest, 22 et 23
mai 1992) : Histoire d'infinis

La conférence de M. Blay présentait les Eléments de la Géométrie de l'infini , ouvrage que
Fontenelle faitparaitre en 1727, mais surlequel il a travaillé plus de vingtans. C'est 'oeuvre de sa vie,
mais ausst une grande déception, car le livre sera trés mal regu. Fontenelle s'était proposé de
comprendre et de préciser les fondements du calcul différentiel et intégral développé par Leibniz et
ses émules, calcul qui produisait des résultats intéressants, mais dont les fondements étaient trés
‘controversés, On ne connait en général que la préface des Eléments de la Géométrie de U'infini, la
seule partie qui ait été rééditée. M. Blay nous a donc exposé le systéme inventé par Fontenelle pour
justifier les postulats du calcul différentiel. Ce systeme repose sur une hypothése paradoxale:
contrairement a l'infini de la métaphysique qui serait le "tout”, hors duquel il n'y a rien, pour

Fontenelle, I'infini géométrique est réel.

L'infini géométrique est pour Fontenelle une grandeur, plus grande que toute grandeur finie, et non
pas plus grande que toute grandeur. L'infini est le dernier terme de 1a suite des nombres naturels. Pour
donner une épaisseur a I'idée d'infini, Fontenelle construit des objcts intermédiaires entre le fini et
l'infini, 1l distingue des "ordres" d'infini; dans un sens croissant, il y a les nombres finis, puis des
nombres finis indéterminables (par exemple des termes finis dont les carrés seraientinfinis), puis des
infinis indéterminés pour lesquels il invente un symbole o< , quisont tels que ¢© /o< soitentieret
enfin les infinis. Cette construction lui permet de considérer des infiniment petits comme des
inverses des infinis; la différentielle dy comme y divisé par l'infini, ... Avec ces définitions il peut
retrouver tous les résultats obtenus dans le cadre du calcul différentiel jusqu'aux années 1710, il peut
définir les nombres irrationnels par l'intermédiaire de suites utilisant des termes inverses d'infinis, ...
Cette construction complexe présente une certaine cohérence et bien sfir ses paradoxes. Une
intervention d'André Deledicq nous a fait remarquer que 'Analyse non standard (A.N.S.) ne
modélise pas cette fagcon de voir: L'AN.S. évite la problématique de la "bome" présente chez
Fontenelle (par exemple dans la définition de I'infini comme demier terme de la suite des entiers).

Michele Grégoire
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L'interpolation ou ['art de [ire entre les [ignes

exposé de Jean-Luc CHABERT, le 3 Juin 1992, Séminaire d'histoire des mathématiques d'Orsay.
(Compte rendu d'Anne MICHEL-PAJUS)

Que signifie "interpoler"? Le verbe latin d'origine, "interpolare”, veut dire : "réparer”,
"repriser”, mais aussi "falsifier”, comme pour les gloses interpolées au Moyen-Age par les
copistes. L'utilisation scientifique du terme débute au XIXe siécle: il s'agit alors d'intercaler des
valeurs entre des valeurs connues d'une suite.

Les tables de cordes de Ptolémée . L'Almageste, Livre I, le siecle.

Lacorde d'un angle a.dans un cercle derayon R est la longueur de la corde sous-tendue par

un angle o, c'est-a dire: cord{c) = 2R sin(o/2). A 'aide de différentes formules et théorémes,
Piolémée se raméne au calcul de cord(1°), qu'il obtient par un encadrement subtil, ainsi que
cord(0,5°). 1l dresse alors une table donnant les valeurs de demi-degré en demi-degré, en
indiquant dans une colonne auxiliaire les"trentiémes des différences”, ce qui correspondrait  un
accroissement d'angle d'une minute, et incite ainsi le lecteur & ce que nous appelons une
interpolation linéaire.

Pour les tables trigonométriques ultérieures, citons: Brahmagupta, Khanda
Khadyaka,(665), Al-Khwarizmi (premiére table de sinus), Al-Battini, Révision de 'Almageste
(IXe-Xe), Abu-1-Wafa, Livre complet, Al-Biruni, Qanun al-Mas'udi (Xe-XIe), Rhéticus (X VIe)
(table de sinus a quinze décimales, avec un pas de 107)

La formule de Gregory-Newton et les polynomes d'interpolation de Newton et Lagrange

Textes lus:

* Gregory: extraitde la lettre de James Gregory a John Collins, 23-11-1670, in the
correspondence of Isaac Newton, vol, éditée par Turnbull, Cambridge University Press, 1959.

*Newton: extrait des Principia mathematica philosophiae naturalis. London, 1687,
Trad. Marquise du Chastelet, Paris,1756. Blanchard, 1964, livre III, p 120-122.

*Lagrange: extrait des Legons élémentaires de mathématiques données a4 I'Ecole

Normale en 1795. Oeuvres, tome VII, p286.

Ultérieurement: en 1821, Cauchy propose d'utiliser les fractions rationnelles. En 1840, il
donne une évaluation de l'approximation dans l'article: "sur les fonctions interpolaires”, Comptes
Rendus de I'Académie des Sciences, t X1, p775.

Citons aussi: lamachine 4 différences finies de Babbage, reconstituée en 1991 par le Musée
des Sciences de Londres.(cf Pour la Science, n° 169, Novembre 1991)

L'algorithme de Neville (1933)

Il permet de calcnler facilement le polyndme d'interpolation sur n+1 points, connaissant
deux polyndmes correspondant 4 deux sous-ensembles de n points, ayant n-1 points en commun.

“Iterative interpolation”, The Journal of the Indian Mathematical Society, vol 20,1933, p
87-120.

Rq.: cette étude sera publiée dans"Du caillou 2 la puce, histoires d'algorithmes", Belin, &
paraitre.
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NOTE DE LECTURE

Toute étude historique en mathématiques - elle ne peut évidemment se réduire al'énoncé
pur et simple d'une liste chronologique de résultats - doit étre a notre sens, et avant tout, une histotre
desidées. Dans ces conditions donc, proposer en Histoire des Mathématiques, un ouvrage satisfai-
sant, qui soit cependant général ou encyclopédique, peut apparaitre comme une tiche bien peu

simple.

A ceux de nos collégues qui souhaitent néanmoins des repéres historiques généraux,
nous proposerons , dans les numéros de Mnémosyne qui suivent, une analyse comparée de quatre
ouvrages généraux en Histoire des Mathématiques,choisis dans desregistres - prix etcontenu entre
autres - bien différents, mais qui nous semblent tout a la fois instructifs et aisément disponibles en

France:

- Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (Morris Kline) (Oxford Uni-
. versity Press. ( 1 tome reli€ ou 3 tomes brochés)

- Histoire de Mathématiques ( Routes et dédales) ( Amy Dahan-Dalmedico et J. Peif-

fer). Seuil. collection Point- Sciences.

- Histoire des marhématiques (J.F. Montucla) (Agasse éditeur. Paris Edition de 'an
VII. Réédition fac similé Librairie Albert Blanchard. Paris . (4 tomes)

- Histoire des mathématiques (J.P. Collette ) Erpi éditions. Diffusion Librairie Vuibert.
Paris (2 tomes).

1

Nous vous proposerons également 'analyse de deux livres -sources’ en Histoire des

mathématiques :
- Mathématiques au fil des dges (ouvrage collectif), Masson éditeur. Paris,

- A source book in Mathématics 1200-1800. (D.J. Struick) . Princeton University Press.
Princeton. New Jersey.

M. SERFATI

1) cesta dire : textes originaux choisis avec commentaires.
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