LA QUERELLE ENIRE DESCARTES ET FERMAT
4 PROPOS DES TANGENTES

Séminaire
"Autour de I'histoire du calcul différentiel”
(J.L. Verley )

Michele Grégoire

Au début du XVIIeme siecle, la définition d'une tangente 3 une courbe est
encore celle des Grecs. Pour Euclide, "une droite qui, rencontrant le cercle et
prolongée ne le coupe pas, est dite étre tangente au cercle.” ( c'est la définition 2 du
troisi¢me livre des Eléments 1).
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Ou bien,une tangente ou "touchante" est caraciérisée par 'énoncé de la
proposition 16 du livre Il des Eléments : "(...) dans le lieu compris entre la droite
(tangente) et la circonférence, une autre droite ne sera pas intercalée (...)"; aucune
autre droite ne peut "tomber" entre la courbe et la touchante, ou toute autre droite issue
du mé&me point traverse la courbe, dit-on au XVIIgme sigcle, pour que la notion soit
applicable a des courbes plus générales . A partir de ces caractérisations et de 1'idée que
la tangente a une courbe a un seul point commun avec la courbe, que tous les autres
points de la tangente sont "extérieurs” a cette courbe, Apollonius avait pu, au Livre I
de son traité des Coniques , déterminer les tangentes a l'ellipse, 4 la parabole et a
I'hyperbole. Au livre V, qui n'est pas connu en occident au début du XVIIeme sidcle,
Apollonius avait déterminé les normales aux coniques par des propriétés d'extremum,
et les tangentes comme orthogonales aux normales. Mais les derniers livres du traité
des Coniques ne commenceront & étre étudiés et traduits que vers le milieu du
XVIleme sigcle?2.

Archiméde a précisé la tangente 4 la spirale  partir d'une idée cinématique: la
spirale étant définie comme résultant de deux mouvements uniformes, celui d'une droite
autour d'un point fixe et celui d'un point sur la droite, la tangente est déterminée par une

I Euclide Les Eléments, traduction B. Vitrac, PUF, Paris 1990
2 Dictionary of scientific biographies, article Apollonius
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"résultante” des deux vitesses uniformes. Mais les mathématiciens du début du
XVIlgme sigcle pas plus que les mathématiciens grecs ne connaissent de procédé
général pour déterminer les tangentes aux courbes.

La Géométrie de Descartes est la premieére publication qui propose une
méthode générale. Clest le 5 octobre 1637 que parait a Leyde Le Discours de la
mérhode , suivi de trois essais scientifiques, les Méréores, la Dioptrique etla
Géométrie.3 La Géomérrie est un livre difficile, qui donnera lieu 4 de nombreuses
discussions et & une abondante correspondance entre les savants de I'époque. Peu de
temps aprés la parution de la Géométrie , on est encore en 1637, Fermat envoie un petit
essai intitulé Methodus ad disquirendam maximam et minimam au Pere Mersenne,
correspondant et confident de Descartes. Ce religieux de l'ordre des Minimes est en
relation avec presque tout le monde savant de son époque. Fermat expose en peu de
lignes ses propres méthodes de détermination de tangentes, en réaction aux méthodes
proposées par Descartes. Descartes lui répondra, de nombreuses lettres circuleront, des
désaccords €clateront, la communauté scientifique prendra parti pour I'une ou 'autre des
deux méthodes, ce sera une véritable "querelle des tangentes”, dont nous allons analyser
les principaux arguments développés entre 1637 et 1638.

La méthode de La Géométrie de Descartes

Rappelons que dans le premier livre de La Géométrie , Descartes repére les points
d'une courbe 2 l'aide de deux nombres positifs y et x. Une droite AG étant choisie et
désignée comme diamétre de la courbe (c'est effectivement un diamétre de la courbe, si
elle en admet un), M étant le projeté orthogonal du point C de la courbe sur (AG) ,
Descartes pose ¥y =AM et x = CM (sic). (ce n'est donc pas encore le repere du plan
que nous disons "cartésien"). L'équation de la courbe est une relation, algébrique en
général, entre x ety.

Dans le livre I de La Géométrie , Descartes cherche & déterminer les normales
aux courbes : "c’est pourquoy je croyray avoir mis icy tout ce qui est requis pour les
éléments des lignes courbes, lorsque j'auray généralement donné la facon de tirer des
lignes droites, qui, tombent & angles droits sur tels de leurs points qu'on voudra choisir.
J'ose dire c'est cecy le probléme le plus utile, & le plus général non seulement que je

3 La Géométrie a été publiée en édition séparée en 1649, édition reproduite en fac-similé par Dover
Press (1954). Les ceuvres complétes de Descartes ont été rassemblées et éditées par Adam et Tannery a
la fin du XTX&me sidcle et rééditées par Vrin Je ferai référence 2 cette édition sous la forme : Descartes,
AetT,livie.., p...
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scache, mais méme que j'aye jamais désiré de s¢avoir en Géométrie.” 4 La normale &
une courbe permet de déterminer la tangente et parait 4 Descartes plus ais€e a préciser
que la tangente. En effet, pour la courbe la plus simple, le cercle, la normale en un point
du cercle est la droite qui relie ce point au centre. D'oli I'idée de Descartes d'approcher
une courbe le plus étroitement possible par un cercle, centré sur la droite choisie comme
diametre>. Pour une courbe quelconque, Descartes considére qu'un cercle (C) centré en
un point P de l'axe (AG), passant par le point C de la courbe coupe la courbe en deux
points. Si le cercle est centré sur la normale en P a la courbe, les deux points
d'intersection de la courbe et du cercle (C) sont confondus et Descartes postule que
l'équation aux abscisses des points d'intersection de (C) et de la courbe admet une racine
double. Clest le principe de sa méthode. Voyons comment il I'applique (cf Annexe 1).
Il procéde conformément 4 la méthode qu'il a préconisée aun livre I de La Géométrie, ou
il explique que, pour résoudre un probléme de géométrie, "on doit d'abord le considérer
comme déja fait, et donner des noms a toutes les lignes 6 qui semblent nécessaires pour
le construire, aussi bien celles qui sont inconnues qu'aux autres. Puis sans considérer
aucune différence entre ces lignes connues et inconnues, on doit parcourir la difficulté,
selon l'ordre qui montre le plus naturellement de tous en quelle sorte elles dépendent
les unes des autres, jusqu'd ce qu'on ait trouvé moyen d'exprimer une méme quantité en
deux facons: ce qui se nomme une équation."’

Ainsi, pour déterminer la
normale (CP) alacourbeen P il
pose:  AM =y CM = x

CP=s PA= v
donc PM=v-y 2 PN/ |
CP2 =CM2+ MP2 d'ol T A M P G
2= x2 +(v-y)p
=x2+12-2vy+y?
11 obtient les deux relations qui suivent, vérifiées par les coordonnées de tout point P de
ladroite (AG): (1) x= Vs2 -2 + 2vy - 32 et y = v- N s2-x2,
En éliminant l'une des indéterminées x ou y entre ces deux €quations et une

fig. 2

équation de la courbe, il obtient, s'il élimine par exemple x, une relationentrey, s et
v qu'il considére comme une équation en ¥y dépendant de v etde s , qu'il appelle

1t

équation fondamentale”; ¢'est I'équation aux y des points d'intersection de la courbe

4 Descartes, A et T, livre VI, p. 413,

3 Cenlest pas encore la notion de cercle osculateur. Cette notion et celle de courbure apparaitra chez
Newton.

6 donner des noms aux lignes : désigner les longueurs des segments par des lettres
7 La Géomérrie, p. 299-300. ou A. et T., livre VI, p.372.
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avec le cercle de centre P et passant par C. Le point P est le pied de la normale 2 la
courbe en C si cette équation admet au moins une racine double.

Regardons l'exemple de l'ellipse, étudié par Descartes p. 343, puis repris
p.347 de La Géomérrie 8 (Annexe 1). L'équation de l'ellipse dérive de I'étude des
conigues par Apollonius?. Si M désigne le projeté orthogonal d'un point courant C de

l'ellipse sur le grand axe AG, le rapport mhfl—M—G est constant.; Descartes désigne
cette constante par le rapport é-; ol ¢ est la longueur du grand axe AG (ou le "coté

wraversant” de l'ellipse). Ceci équivaut pour nous & I'équation de l'ellipse rapportée & un
de ses sommets.

Avec les notations choisies par Descartes, 1'équation de I'ellipse est donc

X2 _r 2_ . L
Wa =g O ¥=wog¥

En €éliminant x entre cette équation et la

fig. 3

relation (1), il obtient ['équation
fondamentale de l'ellipse :

s2-v2+2vy-y2=ry~éy2 ou
qry-2qy + g -g8 _

2

ye + q-r ou
gr-2qv_ . q(v?-s?) _

encore (2) y° + P =0

Cette équation aura une racine double ¢ sielle peut s'écrire (y-e)2 =0 ou

8 Descartes, A.T., livre VI, p. 414 2419,
9 Pour Apollonius, une ellipse est la section d'un céne par
un plan non perpendiculaire 4 son axe, par exemple dans le
cas oit 'angle au sommet du cbne est inférieur & un angle
droit et ol le plan de section est perpendiculaire 2 une
génératrice du cdne. Soit C et C' deux points quelconques
de Pellipse, KCL K'C'L' sont deux sections circulaires du
chne perpendiculaires & I'axe. Dans les triangles rectangles
KCL et K'CL', MC2=MK. ML MC?=MK". ML
Les plans des deux cercles sont paralléles donc
KM GM ML _ MA
KM - oM ML T MA
KM. ML MA MG ot ) MA. MG
KM.ML - MA* MG (MC‘ T MAMG

donc

On obtient dong:

MCc?  MmC?
MA. MG~ MA.MG’
2
Le rapport MA MG est constant pour tout point C de

l'ellipse. )
Nous pouvons retrouver la caractérisation de l'ellipse G
de c;mre O par la relation
OM2  CM2 .
2 + b2 —=1 PosonsOM=a-y CM=x ;

N CES ) SO NP S SN L PV -
on obtient V) +b2_1,smtx_ay a2y Posons alors g = 2a etq 2,

nous obtenons 'équation de Descartes.
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(3) 3?2 -2ey + €2 = 0. Paridentification des coefficients entre les équations (2) et (3},
Descartes obtient :

Cop = T2 ety dipe 26D Z2€THGr _ L, ., I
2e = gr c'est a dire g =V ou v=¢-¢& q+2.La

comparaison des derniers coefficients peut se faire également, mais comme le remarque
Descartes, elle n'apporte pas de précision supplémentaire: ¢ €tant la valeur de y (ou
AM) correspondant au point C, on obtient par la derniére relation, la valeur de v qui
détermine la position de P et par suite la normale (CP) al'ellipse en C.

Ce cas est assez simple car 'équation "fondamentale” de l'ellipse est du second
degré. Exprimer qu'elle admet une racine double n'entraine que peu de calculs. La
méthode se complique pour des courbes dont les équations sont de degré supérieur. Le
polyndme fy), qui figure dans I'équation fondamentale f{y) = 0, doit €ire identifié
avec le produit de (v - )2 par un polyndme de degré convenable. On remarque de plus
que cette méthode ne convient que pour des courbes algébriques, dont nous ramenons
I'équation 2 une relation polynomiale, et non pas pour les courbes que Descartes
appelle mécaniques, qui sont d'un autre type. Descartes applique sa méthode a la
conchoide de droite!® (ou conchoide de Nicomeéde). Il en déduit une construction de la
normale & la conchoide (annexe 2). TI ne donne cependant aucun élément de son calcul,
ni de justification de sa construction. Le Pére Rabuel, dans ses Commentaires de la
Géométrie de M. Descartes , publiés en 1730, effectue les calculs, relativement longs,

nécessaires pour ces démonstrations; nous les joignons 4 I'annexe 2 .

La méthode du maximum et minimum de Fermat

Fermat lit la Géométrie et juge bon de faire connaitre ses propres
méthodes de détermination des tangentes & une courbe, qu'il dit avoir mises au point
depuis quelques années, sans rien avoir publié ni écrit sur le sujet. Ses méthodes

découlent d'une méthode permettant la recherche d'un maximum ou d'un minimum,

10 Une droite D et un point P étant donnés, on fait pivoter une droite (d) variable autour de P et & chaque
point Q d'intersection de D et (d), on associe le point M de (d) tel que la mesure algébrique de QM soit
constante. ( D

fig. 5.
M &

&

Q\b ; D
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présentée par Fermat comme une "régle”, qu'il donne sans la justifier, ni indiquer le
raisonnement qui a pu le guider. C'est le premier expos€ de cette régle, qu'il prétend
cependant avoir mise au point dés 1629. Cette méthode a €té souvent ¢tudice,
rappelons-la cependant: S'il faut déterminer pour quelle valeur de l'inconnue a , une
quantité est maximale ou minimale, on exprime cette quantité a 'aide de a ; on substitue
a+e 2 linconnue @ ; on obtient une deuxiéme expression ol figurent g ete ; on
"adégale” 11 les deux expressions, on retranche les termes communs de part et d'autre;
on divise tous les termes par ¢ (qui se trouvait en facteur dans tous), ou par une
puissance de e si c'est possible. On supprime tous les termes ot figure encore ¢ . On
obtient alors une égalité (et non plus une "adégalit€") qui donnera la valeur de a
cherchée. ( annexe 3)

Bien que Fermat ne donne, dans ce texte de 1637, aucune justification de sa
méthode, nous pouvons essayer de le comprendre dans nos termes. Etant donnée une
quantité exprimée en fonction de a par une expression (polynomiale) que nous notons
fla), écrivons f{a+e) sous la forme: fla+e) = fla) + e gla) + €2 h{a) + ...

L'adégalité fla+e) ~ fla) sécrit fla) + e gla) + €2 h(a) + ... ~ fla)

En appliguant la méthode, on est donc amené a résoudre I'équation gfa) = 0. On
reconnait la propriété que si f présente un extremum en & , le premier terme du
développement limité de fla+e) est nul. On voit aujourd’hui dans cette méthode une
ébauche du calcul infinitésimal, alors que la méthode proposée par Descartes reste
essentiellement finitiste.

11 1 'expression adaequare utilisée par Fermat, est reprise aux traductions latines des Arithmétiques de
Diophante par Xylander (1532-1576) et par Bachet de Méziriac(1581-1638); elle signifierait "faire
comme si c'était égal”. Dans la traduction francaise des textes latins de Fermat, par P. Tannery,
I'adégalité est désignée par le symbole ~~ , mais Fermat n'a jamais écrit que le verbe adaequare sous ses

différentes formes conjuguées, dans des relations "écrites en toutes lettres.” Voici l'original latin
correspondant A l'exemple traité a 1a premiére page de I'annexe 3. (Fermat, Ocuvres, . 1, p. 133-134)

Sit recta A C, ita dividenda in E, ut rectang. A E C, fit maximum ; Reéa A C, di-
catur B.

A E C

ponatur par altera B, efle A, ergo reliqua erit B, — A, & reftang. fub fegmentis eric
B,inA, - A* quod debet inueniri maximum. Ponatur rurfus pars altera ipfius B,
effc A, —+ E, ergd reliquaerit B, —, A— E, & reftang. Sub. fegmentis erit B, in A,
—,A* « B,inE,’EinA, —E, quod debet adzquati fuperiori reftang. B, in A,
— A’ dempris communibus B, in E ,adzquabitur A ,inE* —+ E* , & omnibus per
E, divifis B, adzquabitur *A —+ E, clidatur E, B, zquabitur *A, igitur B, bifariam
et dividenda, ad [olutionem propofiti, ncc potelt generalior dari methodus.



C'est faire un mauvais procés 2 Fermat cependant de dire qu'il ne justifie
aucunement sa méthode. Dans un texte ultérieur, probablement écrit dans les années
1640 3 1642, Fermat explique comment il en est venu & cette "regle" 2. (cf. Annexe 4)
L'idée qui a guidé Fermat est que, de part et d'autre d'une quantité extrémale f{a) ,ily a
deux valeurs égales f{aj ) et ffaz) obtenues pour deux valeurs différentes a; et a», dela
variable a , et que, plus on se rapproche de la valeur de @ qui réalise un extremum, plus
diminuera la différence entre aj et ap "jusqu'd ce elle s'évanouisse tout a fait pour la
division correspondant au produit maximum; dans ce cas, il n'y a qu'une solution
unique et singuliére les deux quantités (ay et ap) devenant égales." Fermat n'utilise pas
les indices et appelle d'abord a et e les "solutions corrélatives” que je nomme a; et az
. Puis, pour des commodités de calcul il les nomme a et a + ¢ . Remarquons que
Fermat ne dit jamais que e est infiniment petit, ni méme petit . L'idée est proche de
celle de Descartes concernant les tangentes : les deux solutions a eta+e sont

quasiment confondues.

Signalons aussi, contrairement aux idées souvent rencontrées, que Fermat s'est
préoccupé du probléme réciproque: la "régle” qu'il propose est vérifice st la quantité est
extrémale, mais la quantité est-elle toujours extrémale lorsque cette "regle” est
appliquée? 11 répond 2 cette question dans une lettre de 1643 adressée a Bralart de
Saint Martin !3. Dans cette lettre, il s'intéresse aux termes en e, e2 , e, des
développements de fla+e) et de fla-e) , remarque que les coefficients de e, de e? et
des autres puissances de e sont les méme (au signe prés pour les puissances impaires),
dans les deux développements. Sur un exemple, il vérifie que, si a prend la valeur
déterminée par I'équation g(a) = 0, fla +ej} ct fla - e) sont tous les deux soit plus
petits soit plus grands que fla) . Dans cette lettre, il explique également comment

distinguer un maximum d'un minimum, par I'étude du signe du coefficient de e?.

Comme on peut le lire dans l'annexe 3, Fermat "applique" sans explication la
méthode du maximum et du minimum 2 la détermination des tangentes a une parabole:
"Nous ramenons a la méthode précédente l'invention des tangentes.." est la seule

marque de transition.

12 Ce texte se trouve dans les Oeuvres complétes de Fermat, aprés la Méthode pour la recherche du
maximum et du minimum, t. 1, p.147 et 148 (en latin), et t. 3, p. 131-132, dans la traduction francaise de
Tannery.

13 Oeuvres de Fermat Supplément p. 121 et suivantes
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La parabole de sommet D et d'axe (DC) est caractériséc a la maniére

d'Apollonius par la propriété que le rapport % est constant,  si B est un point

courant de la parabole et si C désigne son projeté orthogonal sur 'axe.

Pour le point O' de la parabole qui se projetic en |, % = 6D’II—5 . Donc %I)— = %
La tangente en B 2 la parabole
coupe {'axe en E. La tangente est
entierement "extérieure” a la fig. 6

parabole, te point O de la tangente
est donc extérieur a la parabole et
vérifie Ol > O'l.

On obtient bien l'inégalité

@w ., BC? t pul i
B Orz St puisque les
triangles ECB et EIO sont

CD EC?
semblables, O > B

Cette inégalité s'écrit, avec les notations choisies par Fermat, quipose CE=a, Cl=e

- d & 2
CD=d ae > (e ou d(a-ef >a?(d-e)

Fermat remplace alors, sans explication, cette inégalité par une adégalité

d(a-e)? ~ a?(d-e), quiapres réduction, et division par e s'écrit @’ +de ~ 2da

Apres suppression du terme contenant encore e , il obtient a = 2d . 1l détermine donc la
position de la tangente par la valeur de la sous-tangente. La sous-tangente est double de
l'ordonnée CD, résultat qui était déja bien connu depuis Apollonius.

En quoi ce probleme est-i! un probléeme d'extremum? Fermat ne I'explique pas
et nous verrons que ses contemporains, Descartes en particulier, auront du mal a le

comprendre.

Nous pouvons tenter une explication, pour mieux comprendre le ressort de la
méthode . Tout point O (distinct de B) de la tangente en B & la parabole est "extérieur”
4 la parabole, donc avec nos notations, si I'équation de la parabole est y2-2px=0,en
tout point O, distinct de B, de la tangente en B, l'expression y2 - 2px est positive,
I'ordonnée du point O étant supérieure a celle du point O' correspondant situé sur la
parabole (cf fig.6). En B 'expression y2 - 2px passe donc par une valeur minimum,

zéro. Dans le langage de Fermat, nous pouvons comprendre que, pour tout point O de la

2 2
tangente en B a la parabole, %112 % , la différence %?— - EE(_I:? est donc
: .. . : CD EC?
strictement positive. Elle s'annulle lorsque O est en B. La différence B - FE Pesse
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donc par un minimum lorsque O est en B. Les notions de variable et de fonction dont
nous avons besoin pour cette explication ne sont pas encore dégagées a I'époque de
Fermat. Il ne faut donc pas nous étonner que le point B que Fermat avait considéré
comme fixé, en lequel il cherche une tangente, qui peut étre déterminée par la position
du point E , c'est 2 dire par la valeur d de la sous-tangente CE, que ce point B donc, soit
soumis 2 un "petit déplacement”, et que ce soit donc la distance EB qui varie, du point
B devenu variable au point E, supposé dés lors fixe. Mais bien sir, ces idées ne sont
pas dans les écrits de Fermat . Comment appliquer la méthode proposée & une autre
courbe que la parabole? On trouve juste la formule assez laconique suivante, qui donne
la démarche & suivre pour déterminer les tangentes & une courbe quelconque: il faut,
écrit-il, "exprimer une propriété d'extremum & l'aide de la propriété spécifique de la

courbe ",

La querelle des tangentes
Lettre de Descartes a Mersenne. Réponse de Fermat ( janvier-février 1638 )

Mersenne a transmis a Descartes le texte de Fermat, Méthode pour la Recherche
du maximum et du minimum. Descartes a dl en prendre connaissance trés rapidement
et I'a mal compris. Il répond & Mersenne sans doute en janvier 1638 14 11 pense que la
méthode de Fermat pour trouver la tangente (EB) a la parabole en B, consiste a
déterminer la "plus grande ligne" qu'on puisse mener du point E & un point de la
parabole, et que, selon la méthode du maximum décrite par Fermat, il suffit donc

d'adégaler EB et EO. 11 fait donc le calcul correspondant , en ayant pris pour inconnue

EC=a,El = a+e etpourdonnéesCD=d, BC=b, et lademiere adégalité % + 2a

adégalé a rien, ne lui donne donc aucun résultat ( cf annexe 5). Nous pouvons
remarquer l'erreur de Descartes : la longueur EB de la tangente ne réalise pas un
extremum de la distance de E aux points de la parabole. Autour de B, sur la parabole se
trouvent 2 la fois des points plus proches et des points plus ¢loignés de E. Descartes
détermine, en fait, pour le cas oll le point E est dans la concavité de la courbe (pour
nous, la mesure algébrique de EC , notée a , est alors opposée 2 la longueur EC étudiée)
le point E qui réalise la plus courte (et non pas la plus grande) distance a la courbe. 11

obtient effectivement la sous-normale a la parabole, constante et égale au parametre :

1
-a = EC = 5?

14 A Mersenne A et T, livre 1, p. 486
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Descartes reproche d'une part & Fermat de ne pas user de la régle sur le
maximum et le minimum qu'il avait établie pour la détermination des tangentes ("ouire
qu'il ne suit nullement sa régle, comme il paroit assez de ce que son calcul ne se
rapporte point & celui que je viens de faire,..") et il reproche d'autre part a sa régle
d'étre fausse puisque son calcul ne donne pas de résultat correct pour les tangentes a la
parabole . 1l conclut:: "j'ose dire qu'on n'en peut trouver aucune, si bonne et si générale

que la mienne, qui soit tirée d'un autre fondement."

La réponse de Fermat a Mersenne, de février 1638, & propos de la réaction de
Descartes est trés expéditive : "J'ai appris par votre lettre que ma réplique a M.
Descartes n'étoit pas goiitée, que méme il avoit trouvé a dire a mes méthodes de
maximis ef minimis et de tangentibus, en quoi il avoit trouvé Mrs de Pascal et de
Roberval de contraire sentiment. (...) et je souliens que mes méthodes sont aussi
certaines que la construction de la 1ére proposition des Elémenis. Peut-étre que les
ayant proposées nuement et sans démonstration, elles n'ont pas €1€ entendues ou
qu'elles ont paru trop aisées a M. Descartes, qui a fait tant de chemin et a pris une voie
si pénible pour ces tangentes dans sa Géomélrie. (....) Je ne vous enverrai donc plus

rien pour M. Descartes, puisqu'il met des lois si sévéres a un commerce innocent.... 15

Lettre de Descartes contre Roberval et E. Pascal . Réponse de Fermat
( mars et mai 1638)

Le traité de Fermat ayant trouvé des défenseurs (Pascal, Roberval et d'autres),
Descartes revient a la charge et pour convaincre de l'erreur de Fermat, il pense exhiber
un contrexemple: d'un ton trés péremptoire et, me semble-t-il, avec beaucoup de
mauvaise foi, il applique a l'ellipse la méthode que Fermat a suivie pour déterminer la
tangente a la parabole. I1 suit strictement la méthode exposée par Fermat, cette fois,

mais n'obtient pas la bonne détermination de la tangente puisqu'il utilise la méme

2
inégalité % > %?_2 , qui dépend de la propriété caractéristique de la parabole et non

de celle de l'ellipse. Il n'a donc pas compris le rdle joué par la "propri€té spécifique de
la courbe" 16,

Fermat répondra cependant aux arguments de Descartes, dans une lettre dont le
destinataire n'a pas été identifié, qui est probablement encore Mersenne 17, 11 explique

comment procéder de fagon correcte pour le cas de 'ellipse. Il faut utiliser la propriété

15 Qeuvres de Fermat, Cormrespondance, tome 2, p. 132-133

16 Lettre de Descartes contre Roberval et Etienne Pascal, Adam et Tannery, livre I, p.1
17 Qeuvres de Fermat, tome 2, p- 138- 145
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spécifique de l'ellipse qui est, toujours selon Apollonius, " OZ.ON est proportionnel &
OD2", si (ZN) est le grand axe de l'ellipse et O le projeté orthogonal d'un point D de
I'ellipse sur le grand axe. Ainsi, sile point I de la tangente & l'ellipse et le point E de
I'ellipse se projettent tous deux en V sur l'axe (ZN) :

2
(\)/ZZ c\)f; = ]3,?2 et comme I est extérieur A l'ellipse,
OZ. ON DO?

> TF - Cette inégalité permet d'appliquer la méthode du minimum et

0Z.ON . DO?
VZ. VN % Vg2

VZ.VN
d'adégaler

Ffj- ;

Fermat trouve alors que la position du point M qui précise la tangente en D est

déterminée par la relation

Oz(il\? N e 2 gg)/l équivalente i la relation —%Zﬁ: % , donnée par Apollonius.!8

L'annexe 6 expose la méthode de recherche de tangente a l'ellipse, comme elle se
trouve dans des textes ajoutés aprés 1638 au traité Méthode pour la recherche du

maximum et du minimum. .

Lettre de Descartes & Mersenne du 3 mai 1638

Descartes a compris le rle que joue la "propriété spécifique” de la courbe, mais il
critique encore la méthode de Fermat, qu'il ne juge toujours pas fondée. Il €crit que
Fermat "n'a trouvé sa régle qu'a tastons, ou du moins qu'il n’en a pas con¢u clairement
les principes ." 19 On rencontre ici la position de principe de l'auteur du Discours de la
Méthode, pour qui il est moins important de trouver que de savoir pourquoi on a trouve.

Fermat et Descartes s'opposent ici, a 'image de leurs conceptions différentes des

18 OZ-ON _, ZO )
En effet “ON =2 OM entraine
OZ-ON+Q_I_\T_ _2@+ oM Soit 0z  2Z20+0M  ZM+70
ON ON ~"O0OM OM ON ~ oM " NM+ON
, OZ ZM + Z0 .0z ZIM
La relation ON = NM+ ON entraine ON -~ NM

19 Adam et Tannery, livre II, p. 123.
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mathématiques. Fermat résout, souvent pour le plaisir, des problémes vari€s adaptant
ses méthodes au probléeme considéré. Descartes cherche avant tout & construire des
méthodes générales et les mathématiques qu'il développe servent a valider sa méthode
philosophique.

Puis il applique la méthode d'adégalisation au probleme "qu'il faille tirer d'un
point E vers le cercle, une ligne droite en sorte que la partie de cette ligne qui sera
hors de ce cercle entre sa circonférence et le point donné E soit la plus grande." Clest
encore le méme type de caractérisation de la tangente comme une "plus grande ligne
tirée d'un point extérieur au cercle”, mais sa mise en équation ne traduit pas la propriété
demandée 4 la ligne d'étre "extérieure au cercle” et la ligne BE qu'il considere ne réalise
pas un maximum (sur la figure 9, EO, par exemple est plus grande que EB) ; il obtient
une équation sans solution, alors que, dans son esprit, il devrait trouver la tangente
menée de E au cercle. I en conclut une fois de plus que la méthode de Fermat est
incorrecte.

Mais I'étude qu'il a faite de la méthode de Fermat lui inspire une nouvelle
méthode de détermination de tangentes, différente de celle de La Géomérrie . Cette
méthode revient A considérer la tangente comme une position "limite” de la sécante
EBO lorsque les deux points B et O se confondent. Descartes adopte alors la méthode
d'adégalisation, mais sans faire intervenir I'idée d'extremum, qui lui reste étrangere;
I'adégalisation devient une fagon commode et abrégée d'exprimer l'existence d'une
racine double: il adégale BC et OI , qui sont effectivement €gaux lorsque I et C se
confondent, (cf. fig.9 et 10) et procéde ensuite comme Fermat, divise par ¢, ne garde
que les termes ol ne figure plus e... Pour la tangente a la parabole Descartes mene un
calcul analogue 2 celui de Fermat , mais qui consiste & adégaler d'emblée BCZ et OI2,

puis & supprimer les termes en 2.

fig. 8 fig. 9 fig. 10 fig. 11



Les trois figures 8, 9 et 10, ci-dessus, reprises & 'appendice de la lettre du 3 mai
1638 de Descartes 2 Mersenne?( montrent bien ol se situe l'incompréhension de
Descartes quant & la méthode développée par Fermat. Descartes pense que la méthode
de Fermat, sur une figure telle que la figure 8, consiste & adégaler BC et OI, pour deux
sécantes & la courbe passant par E, alors que la méthode de Fermat consiste a adégaler
Ol et O'1, le point O de la tangente en B et le point O’ de la courbe se projetant tous
deux sur l'axe en [ (fig. 11).

La réponse de Fermat & Descartes (é1é 1638)

Cette lettre répond aux critiques et aux objections de la précédente lettre
de Descartes, mais elle est, comme les autres lettres adressée & Mersenne 21, Fermat,
explicite enfin plus précisément sa méthode, son aspect de généralit€ et ce qui l'a guidé.
{annexe 7)

Dans un premier temps, il insiste peu sur le lien avec la recherche de minimum
et de maximum, mais précise bien d'emblée que sa méthode est fondée sur I'adéquation
de 1a ligne 10 avec 'appliquée IO' (dans le cas d'une figure telle que la fig. 11) et sur la
propriété spécifique de la courbe vérifiée par les points O et B. Fermart peut alors
appliquer sa méthode 2 toutes sortes de courbes, et en particulier au folium {que nous
appelons folium de Descartes22), sur lequel celui-ci I'avait défié.

1l reprend le probléme traité par Descartes " tirer d'un point extérieur a un cercle

la plus grande ligne EB extérieure au cercle " & propos duquel Descartes avait de
nouveau conclu i la fausseté de la méthode de Fermat. Il explique que la mise en
équation du probléme avait été mal faite?3 ; il aurait fallu, dit-il, chercher le point B

tel que S5 fdt mini
elque g  fit minimum.

20 jbid,
21 Qeyvres de Fermat, tome 2, p. 154-162.

22 Cette courbe peut étre définie
par Y'équation x3+y3=3axy et
la partie de la courbe
correspondant aux x et aux y
1\

positifs a la forme d'une feuille.
23 Sjlon cherche un point M sur le cercle tel que la distance EM soit maximum, on ne peut obtenir le
point de contact B d'une tangente issue de E. Un point tel que F vérific bien siir EF > EB . Fermat
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Enfin, Fermat expose la démarche qui I'a men€ & sa méthode de détermination
de tangentes. La premiére méthode a laquelle il a eu recours, vers 1630, peu apres avoir
mis au point la méthode pour le maximum et le minimum, consistait, écrit-il 2
déterminer une normale & la courbe.

Une normale 2 une conique en un point O réalise un extremum

(local, préciserions-nous) de la distance du point O la courbe24. Fermat étend cette
propriété & une courbe quelconque. Descartes s'est trompé, dit-il," en ce quil a cru que,
pour appliquer la méthode de Maximis et Minimis a l'invention des tangenes, il falloit
chercher une ligne, comme AD, menée du point A donné sur le diamétre, en telle sorte
que AD soit la plus grande qui puisse étre rirée du point D d la courbe. Le point A étant
donné, il faut avoir recours non pas ad maximam, puisqu’on ne trouveroit que l'infini,
mais ad minimam. Cherchons donc le point O dans le diamétre, de telle facon que la
ligne OA soit la plus courte qui puisse étre tirée du point O & la courbe. Le point O
étant trouvé par la méthode, joignez les deux points O et A par la ligne OA, et tirez la
ligne AD perpendiculaire sur OA. Je dis que la ligne AD touchera la courbe.”

Fermat donne une démonstration de la propriété pour le cas ot la concavité de
la courbe est tournée vers le diamétre, qui n'est cependant pas valide pour tous les cas
de figures. '

Si (AD) n'était pas tangente, la

tangente serait (AD), située entre g

(AD) et la courbe et la
perpendiculaire (OK) & (AD") en O
couperait la courbe en H situ€ entre
O et K (K est sur AD"), puisque la
tangente AD' est entiérement
extérieure 4 la courbe.

Donc OH <« OK et OK < OA,
puisque le triangle OAK est N

rectangle en K.

L'inégalité OH < QA est en contradiction avec le fait que la distance OA est 1a plus
courte distance de O 3 la courbe. Fermat reprend aussi le cas olt O n'est pas du coté de
la concavité de la courbe.

n'explicite cependant pas que la méthode de Descartes ne permet pas de caractériser le fait que 1a ligne
EB est entidgrement extérieure an cercle (cf. fig. 11).

24 Ce résultat est déja &tabli & la proposition 29 du livie V des Coniques d'Apollonius. Cependant, seuls
Ies quatre premiers livres étaient connus au début du XVIIeme siécle,
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11 fait alors le calcul correspondant au minimum de la distance OA pour une
parabole. Les distances d'un point & une courbes introduisent des radicaux (des
"asymétries" dit-il, usant du langage de Viete), et partant, rendent le calcul difficile.
Aussi a-t-il cherché une méthode "qui levét toutes ces difficultés". II lul semble que
c'est la premiére qu'il a proposée, qui n'introduit aucune asymétrie, ‘en quoi consiste la
facilité et la perfection de cette méthode”. Il n'est pas plus explicite sur le lien entre
recherche de tangente et recherche d'extremum.

Dans les années suivantes, 4 partir de 1640, Fermat étend encore la validité de
sa méthode a des courbes qui ne sont pas algébriques, comme la cycloide. Pour ces
problemes plus compliqués, il applique deux principes: on peut substituer aux
ordonnées des points situés sur la courbe les ordonnées des points sur une tangente ala
courbe et substituer aux arcs de courbe les longueurs correspondantes des portions de
tangente. 11 applique alors la méthode d'adégalité. Ces principes ne seront validés que
vers 1660 dans un mémoire Sur la comparaison des lignes courbes avec les lignes
droites . La méthode de Fermat s'affirme plus puissante et plus générale que celle de

Descartes, mais ne se présente pas sous la forme d'un algorithme systématique.

Ies incompréhensions de Descartes, probablement dies a son désir irrépressible
d'établir des méthodes générales, dont les fondements soient clairement précisés, et
qu'il a tenté trop rapidement de projeter sur ia méthode proposée par Fermat, ont
pourtant été utiles: elles ont poussé Fermat & expliciter davantage la généralité de sa
méthode, et elles ont mené Descartes 2 une nouvelle méthode des tangentes, un peu
plus simple. On remarque que ces méthodes ne font pas appel 2 I'idée d'infiniment petit,

ni & des quantités qui tendent vers zéro. La polémique n'est pas tout a fait close....
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ANNEXE 1 Descartes La Géométrie Le discours de la Méthode

(Leyde 1637)  p.342 - 343

Seaens Soit C B
pomt laligoe courbe,
g:snl?gc:ﬁ & qu'il faille ti-
droiress Y rer voe ligue
32:?:? F A M ¥ G droite par e
3‘;‘:‘:’;‘& point C, quifa=

e ceatec clle desangles droits.  Iefuppofe lachofe defia
concia faite, & que la lignecherchdeet C P, laguelle ie pro-
E;::' longcinfques at point P, ou clle rencontre [a ligne droi~
&oim- oG A, queie foppofe eftrecelle aux poins de laquelle
onrapporte tous ceux delaligne C E: en forte que fai-
fantM A ouC By, &CM, on BA >, iay quelque
equation, qui explique le rappore, qui eft entre = & .
PoisichisPCos, & PADr,cu PM DB v -y, &2
canfe datriangle recangle P M C iay s, quieft iz quar.
r¢ de 1a baze efgal 2 xx ==wv—20y-+yy, quifont
les quarrés des deux coffds. ceft 2 dire iay x
¥ 14409+ 2077y, oubien y Do+ ¥V ii-xx&
paricmoyende cete cquation, {'ofte de 'autre equa-
vion qui m'explique le rapport quont rous lespoias de a
courbe C Eaceuxdeladroite G A, l'voe des deux quan-
tités indeserminées x ou y. ce qui eft ayfé a faire es
mettant partout ¥ s—~v o+ 20y yy au lien d'z, &
ke quarrd de cete fomme an lien d'x , & fon cube aulien

d’x: &ainfi desavrres, ficeftx queie vesilleofter; on.

~ bienfi c’efty, en mettanten fonliea st ¥ s0—x2, &
le quarré, oule cube, &c. decete fomme, auliead’yy,on

¥ ‘&, De fagon qu'il refte tonfiours aprés celavoe equa-
tion, enlaquelleil ny aplas qu'voe fenle quantit¢inde-
terminge, x,0uy.

Comme fi CE eft voe Ellipfe, &cque M A foir e
fegment de fou diametre, auguel C M {oirappliquce par
ordre, & qui ait rpourfon coftédroit , & 4 pour le tra-

verfant,ona parle rych.

e p <Curiin dApollonins
m :E FEDIY~Ty ¥, dan
i  oftant xx, il reRe sr—

G P OM A r
- ey yy VY-
onbien,

vy & f’?“;':_ff‘ T efgal 2 rien. caril eft mienzen

cetendroic de confiderer ainfi enfermble toute 1a fom-
me, que d'en fairevne partie efgale alapwre.
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Descartes  (suite) p.345-346

Oraprés qu'on Atronu¢ vaetellecquation , aulien
des’enferuir pour connoiftre les quantités x,0uy, ou 3,
quifont defia données, puifquele point Ceft donné, ou
Ia doit employeratrouuery, ou ¢, qui determinent le
point P, quieft demande Ecaceteffectil faut confide-
rer,que fi ce point Peft tel qu'on le defire, le cercle dout
il ferale centre, & qui paffera parle point C, ytouchera
laligne courbe C E, fans lacoupper: mais que fi ce point
P, eft tant foit pen plus proche, ou plus efloigné du point

A, qu'ilne doit, ce cercle couppera la courbe , non fen-
lement au point C, mais aufly neceflairement en quel-
queautre. Puisil faut aufly confiderer, que lorfque ce
cercle couppe laligne courbe CE, 'equation par laquel-
Ie on cherche la quantite »,ouy, ou quelque avtrefem-
blable, en fuppofant P A & P Ceftreconnués, contient
neceflairement deux racines, qui font inefgales. Car par
exemple fi ce cercle couppe la courbe aux poins C & E, |
ayant tird E Q paraliele a CM, les noms des quantités
indeterminées x & y, conuiendront auffy bien aux lignes
EQ, &QA4,quaCM, & MA; puis PE cft efgale 2
P C,acanfe dacercle, fi bien que cherchant les lignes
EQ & QA,par PE &
P A qu'on fuppofe com-
me donnees , on aura la
mefime equation, que fi
on .cherchoit C M &
M A par PC,PA. doit

. A\ il fuitevidernment,quela
Fm QA valeurd's, ou dly, oude
telleautre quantité qu'on aura fuppofee , fera dovbleen
ceteequation, c'eft adirequil y aura deux racinesinef-
galesentreelles; & dontI'vne fera CM, Yautre BQ, fi
c'eft xquon cherche; oubienl'vae fera M A, &l'autre
QA,ficefty. &ainfi des autres. 1l eft vray que fi le
point Ene fe trouue pas du mefme coftd de la courbe
que le point C; il n’y aura que I'voe de ces deux racines
qui {oit vraye, & 'autre fera renucrfce, ou moindre que
rien: mais plus ces denx poins, C, & E, font prochesI'vn
del'antre, moinsil ya de differenceentre ces denxraci-

nes;
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Descartes _(suite) p. 347 - 348

nes; & enfin elles font entierement efgales, s'ils font tous
denxioins envn; c’eftadire file cercle,qui paffe parC,
y touchela courbe C E {anslacoupper.

Deplusil fant confiderer, quelorfqn’ily a deux raci-
nes cfgalesen vne equation, elle 2 neceflairement la
mefme forme,que fi on multiplie par foy mefme la goan-
tit¢'qu'on y fuppofe eftre inconnué moins Ia quantité
conanue qui luy eft efgale, 8z qu'aprds cela fi cete derniere
fomme n'apas rant de dimenfions que la precedente,
onla moltiplie par vne autre fomme qui en ait autant
qu'il luy en manque; affin qu'il puiffe y auoir feparement
equation entre chafcun destermesde'vne , & chafcun
destermes de I'antre,

Comme par exemple ic disque lapremiere equation
trounce cy deffus, afgauoir
Py ;; 27227773 doicauoir lamefine forme que
celle qui fe prodvift enfaifant ¢ efgalay, & muleipliant
y—epar foy mefme,d’ouil vient yy--2 ey —-e¢,enforte
qu‘on peat comparer feparement chafcun de leurs ter-
1mes, & dire que puifque le premier quiefty 7 eft toutle
mefme énl'vnequ'enlautre, le fecond qui eft enl'voe
2—”—;:—?:"' eft efgalan fcch delantre quieft 22y ,d'ot
cherchant la quantit€ v quieft la ligne P A, on 2

e 3§ UDe --%e—l- 37, oubié
.| acanfeqre nous auons
}:} fuppof€ eefgalay ,ona

A

¢ Py vy -—%}—}-% r. Et

ainfi on pourroie trouuer s par le troifiefme trerme
g-v-v-- 15,

7 . ., .
ee 0~ mais pourceque la quantite’ v determine

affés le point P,qui eft le fenl que nons cherchions,onn'a
pas befoin de paffer ontre.
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ANNEXE 2 i Descartes Tangente a la conchoide La Géoméie

p.351-352

Ien'adionfte pointles conftrudions, pas lefquelles on
peut deferire les contingentes ou les perpendiculaires
cherchées, enfuite du caleul queie viensd'expliquer, a
caufe qu'ileft toufiours ayf¢de les tronuer: Bienque fou-
uent on ait befoin d'vn peu d'adrefle, pour les rendre
courtes & fimples.

Comine par exemple, i D Ceft lapremiere canchoi- gyemgie
de des anciens, delacon-
dont A foitle po- ﬁ:“f;‘::_
le, 8 BH la regle: ?:CE':::CB
en forte que rou- choide.
tes les lignes drois
tes qui regardent
vers A, & font
comprifesentrela
courthe CD, &la
droite BH , com-
me DB & CE, foientefgales: Erqu'on venille trouner
ke ligne C G quila couppe au point C a angles droits.
Onpourroit en cherchant, dans la ligne B H, le point
par ot cere ligne C G doirpaffer, felon la methode icy
expliquét, sengager dans va calcul aotant ou plas Jorig
qu'aucun des precedens: Et toutefois Ia conften@ion, qui
deuroitaprés en eftre deduite ,eft fort fimple. Car ilne
faurque prendre C F enlaligne droite CA, & la faire
efgale 2 CH qui eft perpendiculaire fur H B puis du
pointFtirer F G, parallele a BA, & efgaled EA: an
moyen de quoy ona le point G, par lequel doit paffer
C Glaligne cherchée.
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ANNEXE 2 (suite) |
B

1 e ———

Rabuel Commentaires sur la Géométrie 13 ¢C
de M. Descartes Paris 1730 ) Y 6

Fia.
I3,

4. Soit fa courbe €D, Fig. 155, la conchoide fupericure de Fig.43
Soit A4 lc polc, BD,a=CE;BA,b;CM,x=HE; CH, y =
MBs AM=bay; BP,v; PM=wva4y; PC,s Son equation
telle quelle a ¢eé trouvée, Live 2, Part. 1.5et. 2. Art. 3. 0.1, fera celle-
ci, y* + zl?') P — aayy —}-'ééjj-k XXy — 25@5}— ankb — o ..
xxgyo=—yt e 2byi e pavy —bbyy-2anby - anbl, Apréscela

dans le triangle retangle C AL P Pon comme auparavant cp°, [ = ca
P, kX UV Uy 4y Xx=[—vvi-2vy—yy. Met-

tons cette valeur de xx 4 {2 place , nous aurons y ¥ Z 22277 bbyy — Oyy
e

e eby sl — 5, équation du troifieme degré. Maintenant
pour donner 4 Péquation #y— 2 ¢y 4+ ¢ ¢ = o les dimenfions convena-

bles , je la multiplie par y + f= ¢, cc qui produity® — zeyy - fyy+
ey — zefj- -+ cr.’f: Ze

Je compare dabord les derniers termes eef = Lebl
—=ezbtb - Enfuire je viens anx troifiémes termes ¢ey — 2c¢fy

fE— zUFE

manby e fublticnd pour £ valeur déia trouvée , & je fais e e

;u—:b’-! J J y
zﬁa!;bey . :c.!by’ouc,(,__ aabb —_ xab:vzéi—_z:& ;;_q__{;_b

ve —be 2 o—b e P

-4 - -_J.."'—z -
e La conftrudtion fe fera, Art. 6.

: donc f

LA

_ On a déterminé par le calcul Art. 3: 1, 4. le point ?, Fig.155. d'olt

'on doit tirer P € {ur le point donné C de la conchoide . angies droits; de
forte que la perpendiculaire , que I'on meneroit fur 2T par le point C,
feroit tangente dé la Conchoide au point €. Et 'on a trouvé BP ==v =
btrt esbl GantBD,a==CE; B4, b; MB. »==CH
Iirefte ﬁ"éirc voiriei, que fi, comme M. DESCAL rES I'affure; on
coupe fur: € 4 le fegment CF égala CH, 7 ; & que du point F ‘on tire
FG parallele a B 4 & cgale 4 E A yla drojte CGP menée par les points €,

G, coupe 4 angles droits la conchoide DC, ceft-a-clire,, que la droite-

GG P coupe l'axe 4B au point P, de forte que B P foit'w = b4 252
aabb Parle.point E mencz E Iparallele 4 4B, & par:fe point I, I'K

———

H

paralicleda EA. : : _
© A caufe des paralleles 4B, CH, les triangles E84 , EHC font
¢quiangles ; & donnent cette analogie-CH, y: CE, a:: 4B, t; EA,

48 = IK = FG fupp. les lignes FG, ET, qui -font ?araﬂelcs a AR,

izont paralleles entrelles; les trian%Ics- CFG, CEI {ont E’&Iuian gles, & l'on
2 cette proportion CF, 9 : FG, £:: CE, a:EI, ‘% = AK.

Les triangles CFG , IKP équiangles & caufe des paraileles £4, IK,
fourniffent cette .proportion, CF, y: FG, “Tb 2 IK, "1’- : KP, “;f”.

Ainfilaligne BP == B4 + AK -+ KP eft b+ 255 -:-“—;-‘_Tb—”.—: .
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ANNEXE 3 Fermat (Toulouse 1679)  Varia Opera Mathematica

trad. Tannery 1896 Paris  (p.121-123 T.3)

METHODE

MG LA

RECHERCHE DU MAXIMUM ET DU MINIMUM.

Toute la théorie de la recherche du maximum et du minimum sup-
pose la position de deux inconnues et Iz seule régle que voici :

Soit a une inconnue quelconque de la question (qu'elle ait une,
deux ou trois dimensions, suivant qu'il convient d'apresl'énonct). On
exprimera la quantité maxima on minima en a, au moyen de termes
qui pourront étre de degrés guelconques. On substituera ensuite
a-¢ ¥ I'inconnue primitive a, et on exprimera ainsi-la quantité
maxinia ou minima en termes ol entreront a et ¢ & des degrés quel-
conques. On adégalera, pour parler comme Diophante, les deax
expressions de la quantité maxima ou minima, et on retranchera les
tarmes communs de part et d'antre. Céla fait, il se trouvera que de
part et d’antre tous les termes seront afectés decou d’une de ses puis~
sances. On divisera tous les termes par ¢, ou par une puissance de ¢
d'un degré plus élevé, de facon que dans I'un au moins des termes de
I'un quelconque des membres ¢ disparaisse entierement. On-suppri=
mera ensnite tous les termes oi: entrera encors e o I'une de ses puis-
sances et I'on galera les autres, on bien, si dans F'un des membees il
De reste rien, on égalera, ce-qui revient au méme, les termes en plus
aux termes en moins. La résolation de eette dernibre dquation don-
ner2 la valear de a, qui conduira av maximom ou 3u minimum, en
reprenant sa premiere expression.

Yoici na exemple :

Soit & partager la droite AC (fig- 91) en E, en sorte que AE X EC sout

mazunun.
Mg ot.

A b (4

Posons AC = &; soit a un des segments, I'autre sera b —a, et le
produit dont on doit trouver le maximum : ba — o’ Soit maintesant
a +.¢le pramier segment de b, le second sera b —a —e¢, et le produit
des segments : ba — a® + de - 2022 — £l;

Il doit &tre adegals qu précedent : ba — a*;

Supprimant les termes communs : bewn2ae + 3

Divisant toas les termes : bunza 63

Supprimez ¢ b=2za.

Pour résoudre le probléme il faut donc prendre la moitié de b.

71l est impossible de donner ume méthode plus générale. |
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DES TANGINTES DES LIGNES COURBES.

Nous ramenons A l2 méthode précédente l'invention des tangentes
en des points donnés a des courbes quelcongques.
Soit donnée, par exemple, la parabole BDN (g 92), de sommet D,

Fig. 92.

f |

de diamatre DC; soit donné sur elle le point B, par lequel il faut mener
la droite BE tangente  la parabole et rencontrant le diamétre en E.
Si 'on prend sur la droite BE ua point quelconque 0O, dont on mene

Pordonnée Of, en méme temps que 'ordonnée BC du point B, on aura:
1 - . . .
% > %%;- puisque le point O est extérieur 2 la parabole. Mais,

BO  CEr - . ) cp . CE
oL = [ dcausedela similitude des triangles. Done 57 > 1+

" Orlepoint B est doané, dene Tordonnée BC, donc le peint C, donc
CD. Soit donec CD =4, donnée. Posons CE=a et Cl =¢; on aura

d at
d—e > T+ E—aae

Faisons le produit des moyeas et des extrémes :

dat e det — adaz > dat— ate.

Adégalons donc, d"apres la méthode précédente; on aura, en retran-
chant les termes commuans:

del = adae v~ ale,

ou, ce qui revientau méme :

det 4 gl2 on 2dae.

Divisezdous les termes pare:

de = atenada.

Supprimez de : il reste g° = 2da, donc : @ = 24d.

Nous prouvons ainsi que CE est double de CD, ce qui est conforme
a la vérité. '

Cette méthode ne trompe jamais, et peut s'étendre a nombre de
questions trés belles; grice 2 elle, nous avons trouvé les centres de
gravité de figures terminées par des lignes droites et courbes, aussi
bien que ceux de solides et nombre d'autres choses dont nous pour-
rens traiter ailleurs, si nous en avons le loisir.

Quant 2 la quadrature des aires limitées par des lignes courbes et
droites, ainsi qu'au rappert que les solides qu’elles engendrent ont
aux cdnes de méme base et méme hauteur, nous en avons déja longue-
ment traité avec }. de Roberval.
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ANNEXE 4

132 tEUVRES DE FERMAT. {148, 149]

Soit, par exemple, proposé de partager la droite b en sorte que le
produit de ses segments soit maxtmum. Le point satisfaisant 3 cette
question est ¢videmment le milicu de la droite donunée, et le produit

Y

maximum est égal & o-; aucunc autre division de cette droite ne don-

L

. . b
nera un produit égal & —-
0

Mais si I'on propose de partager la méme droite & en sorte que le

produit des segments soit égal a " (cvttc aire étant dailleurs a sup-
. bt . s .
poser plus petite gue f—), on aura deux points satisfaisant & la ques-
4

lion, et ils se Leouveront situés de part et {'autre du point correspon-
dant au produit maximum.

Soit en effet 2 un des segments de la droite b, on aura ba —a* =z
¢quation ambigué, puisque pour la droite @ on peut prendre chacune
des deus racines. Soit done Uéquation corrélative be — e* = 5. Com-

parons res deax équations d'aprés fa méthode de Viete :
ba — be = a*— &,
Divisant dg part et dautre par @ — e, il viendra
b—=a—+e;

les longueurs a et e seront d'atlleurs inégales.
Si, au licu de l'aire =¥, on en prend une autre plus grande, quoique

e L0t . . )
toujours inférieure & — les droites g et e différeront moins entre elles
3

que les précédentes, les points de division se rapprochant davantage
du point constitutif du produit maximum. Plus le produit des seg-
ments augmentera, plus au contraire diminuera la différence entre a
et e, jusqu'a ce qu'elle s'évanouisse tout a fait pour la division cor-
- respondant au produit maximum; dans ce cas, il n'y a qu'une solu-
tion unique et singulibre, les deux quantités a et e devenant égales.
Or la méthode de Viite, appliquée aux deux équations corrélatives
ci-dessus, nous a conduit i 'égalité b = a + e; donc, si e=a (ce qui
arrivera constamment pour le point constitutil du maximum ou du
minimum), on aura, dans le cas proposé, b = 2a, c’est-d-dire que, si
I'on prend le miliew de la droite b, le produit des segments sera

maximum.
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ANNEXE 5 Descartes & Mersenne début 1638

o

20

25

3o

Premierement donc, ie trouue manifeftement de
Ferreur en fa regle, & encore plus en I'exemple qu'il
en donne, pour trouuer les
contingentes de fa parabole. E
Ce que ie trouue en cette
forte. Soit BDN la parabole
donnée, dont DC eft le dia- 2
metre, & que du point donné
B 1l faille tirer Ja ligne droite
B E, qui rencontré¢ D C au
point E, & qui foit la plus
grande qu'on puiffe tirer du
mefme point E iufques a la
parabole : |sic entm proponi~ [
tur querenda maxima. Saregle
dit : Statuatur quilibet quezflionis terminus effe A; 1e
prens donc EC pour 4, ainfi qu'il afait; & inueniatur
maxima (a {cavoir BE) in terminis fub A gradu, vt libet,

N

Inuolutis; ce qui ne fe peut faire mieux quen cette

facon : que BC foit B, le quarré de BE fera 4 g+ By,
a caufe de I'angle droit B CE. Ponatur rurfum idem ter-
minus qui prius, effe A + E : a fgauoir, 1e fais que EC
eft A + E {ou bien. fuiuant fon exemple, 4 — I, car
I'vn rewient a l'autre): fterumque inueniatur maxima
(a fcauoir BE) in termuinis fub 4 & E gradibus, vt libet,
coefficientibus*, ce quine fe peut mieux faire qu'en cette
{orte : pofons que CD ait efté cy-deuant D, lors que
BC eftoit B, & le cofté droit de la parabole {era %’, a
caufe quil eft a BC, la ligne appliquée par ordre,
comme BC eft a CD, le fegment du diametre auquel
elle eft appliquée. Cleft pourquoy maintenant que
CEeft A+ E, DCeft D+ E; & le quarré de BC eft
BymD 4 Bein E gyj eftant adioufté au quarré de C E,qui
eft Ag+ A E bis + Eg, 1l fait le quarré de BE.
Adequentur duo homogenea maxime @qualia : cest a
dire que Ag -+ Bg foit pof¢ efgal a Bg + BalnE L Aq
+ A in E bis+ Eq. Et demptis communibus, il refte
B—"-—B’—E + A in E bis + Eq ¢gal a rien. Applicentur
ad E, Gc., il vient%‘«" 4 A bis + E. Elidatur E; 1l refte
54+ A bis efgal arien. Ce qui ne donne point la valeur
de la ligne 4, comme affeure l'auteur, & par confe-

quent [a regle eft faufle.
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ANNEXE 6

l La méthode de Fermat appliquée a 1' e¢llipse.

Pour appliquer aussi cette méme méthode aux tangentes. je puis,
procéder comme suit. Soit, par exemple, Uellipse ZDN (fig. g6).

Fig. of.

D
. B

[ ~

Jd'axe ZN et de eentrr R. Prenons sur sa eirconférence un point
somme D, menons par ce point la tangente DM & leilipse et For-
dennée DO. Posons, en notations algébriques, la donnée 0Z =14 el
la snnnee ON = g soit I'inconnue OM =4, en comprenant par OM
1a portion de 'axe comprise entre le point O et le point de rencontre
avec la langente.

Puisque DM est tangente 4 Uellipse, si, par un point V pris ad
libitume entre O et N, je mene IEY parallele’a DO, il est évident que
la ligne IEV coupe la tangente DM et I'ellipse, soit aux points E et T,
Mais., puisque DM est tangente & Uellipse, tous ses poinls. sanf D, sont

. 0 o
en dehors de Pellipse, done IV > EV et gw > “, - Mais, d’aprés la
N .
propriéte de Iellipse, ]ét}, = ;0 ‘(«)\I et d’autre part “[13% = %’I—:
' Z0.0N ._ OM
IV VN <~ VM1’

Soit 'arbitraire OY = e, nous aurons

I0.ON=bg,  IV.VN=bg—be+ge—2c,

OMi=2n", VM= a'+ ¢'— 24qe.

bg at

—be+ge—¢ct
mier terme par le dernier et le second par le troisieme, on aura

e B e Si donc oa multiplte le pre-

bgat s bget.—abgae > byat-— beal+ gea' —a'c’,

e — o ————
produit Ju premiey lerme par is derpier

1l faut done. suivant ma méthade, comparer par adégalité ces deux
produits, retrancher ce qui leur est commun et diviser ce qui reste

“par e; on aura denc

ntus, i faut faire

byge — abgaws — bat+ ga'— a’e.

Supprimant les termes ol reste e,

1 1
—abgawvr — ba'+ ga’,

membres qu'il faut égaler, d’aprés la méthode. Transposant comme il
convient, on aura be — ga = 2bg.

-~ On voit que cette solution est la méme que celle d"Apollonius.
car, d'aprés ma construction. pour lrouver la tangente, il faut faire

20— ON __ 220

UN UM
w0 IM
O8N T MY

222, tandis que. d'aprés celle d’Apollo-

I! est clair que ces deux constructions

reviennent au méme.

Je pourrais ajouter nombre d'autres exemples, tant du premier que
du second cas de ma méthode, mais ceux-ci suflisent, et prouvent asser
qu'elle est générale et ne tombe jamais en defaut.

Je n'ajoute pas la démonstration de la regle, ni les nombreuses
autres applications qui pourraient en confirmer la haute valeur.
comme I'invention des centres de gravité et des asymptotes, dont

j'ai envoyé un exemple au savant M. de Roberval,
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NNEXE7 Lettre de Fermgat 3 Mersenne (juin - juiliet 1638)

METHODE DE MAXIMIS ET MINIMIS
expliquée et envoyée par M. Fermat & M. Descartes.

La méthede générale pour trouver les tangentes des lignes
courbes mérite d’étre expliquée plus clairement qu'elle ne
semble I'avoir été.

Soit la courbe donnée ZCA, de laquelle le diamétre soit CB.
Soit encore donné dans la courbe le point A, duquel soit menée
I'appliquée AB sur le diamétre. II D
faut chercher la tangente AD, de
laguelle le concours avec le diameétre
prolongé se fait au point D.

Les lignes AB et BC sont données.
Supposons que BA s'appelle B et
que BC s’appelle ). Supposons que
la ligne BD, que nous cherchons, B A
s'appelle A. Prenons 4 discrétion un
point, tel que E, sur la tangente,
duquel soit tirée EF parallele 4 AB, %

10

et supposons que ia ligne BF soit E. Donc CF sera D — E, FE
BinA—BinkE .
sera B E— Et de quelque nature que soit la courbe,
nous donnerons toujours les mémes noms aux lignes CF et FE
20 que nous venons de leur donner.

Cela étant fait, il est certain que le point E de la ligne EF,
€tant dans la tangente, sera hors de la courbe, et, par conséquent,
la ligne EF sera plus grande ou plus petite que I'appliquée qui

-s'appuye 4 la courbe du point F : — plus grande lorsque la courbe

25 est convexe en dehors, comme en cet exemple, et plus petite
lorsque la courbe est convexe en dedans; car la regle satisfait
a toutes sortes de lignes et détermine méme, par la propriété de
la courbe, de quel coté elle est convexe.

Quoigue la ligne FE soit inégale a Pappliquée tirée du point F

30 4 la courbe, je la considére néanmoins comme si en effet elle
étoit égale & 'appliquée, et en suite la compare par adéguation
avec la ligne FI, suivant la propriété spécifique de la courbe,

Comme en la parabole, par exemple, je fais

comme BC & CF, ainsi BA quarré & FE quarrs,
35 ou bien, pour éviter les fractions et la diversité des lignes,
comme BC 4 CF, ainsi BD quarré 4 DF quarré ;

car c'est toujours la méme chose, 4 cause des deux triangles
semblables DBA, DFE.
Ou bien encore je pourrcis comparer le quarré FE avee le
40 rectangle compris sous le cdté droit et la ligne CF, comme si ce
quarré étoit égal 4 ce rectangle, quoique en effet il ne le soit pas,
puisque ce sont seulement les appliquées & la courbe qui ont la
proprieté que nous donnons par adéguation a la ligne FE,
Cela étant fait, j'ote les choses communes et divise le reste
45 par E. J'efface tout ce qui reste mélé avec E et égalise le surplus,
de sorte que par cette derniére équation, je connois ia valeur de A
et par conséyuent la figne BD et la tangente.
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Et pour faire voir que la méthode est générale, el gu’elle
satisfait avec pareille facilité 4 toutes sortes de questions, nous
la pouvons appliquer, pour nous servir d'un second exemple, 50
4 la ligne courbe proposée par M. Descartes!.

Soil la courbe conrvexe CA, de laquelle la propriété est lelle gue,
quelque point qu’on prenne sur ladite courbe, comme A, tirani la per-
pendiculaire AB, les deuv cubes
CB ef BA soient égaux au paralle- A 5%
lépipéde compris sous une ligne
droife donnée, comme N, el sous !
les deux lignes CB ef BA.

Supposons que la chose soit
déja faite, et une construc- D C|F B 60
tion pareille 4 la précédente, \
avec les mémes noms des lignes
BD, BC, BA, CF, FE, Il faudra comparer, par adéguation, les
deux cubes CF, FE avec le solide compris sous N, FC, FE.

Les deux cubes de CF, FE, sont en notes 65

Deub. — Ecub. — Dq.in E. 3 +Din Eg. 3 +
. Beub. in Acub. — Beub. in Ecub. — Beub. in Aq.in E. 3 -+ Beub, in Ain Eq. 3
r
Acub.

le solide de N, CF, FE, en notes, est :
NinDinBinA—NipDinBinE—~NinBinAinE+ Nin Bin Egq.

A
Multipliant tout par Acub, il faut comparer :

70 De in Ac. — Ec. in Ac. — Dg.in Ein A¢. 3 + Din Eq. in Ac. 3
+ Be.in Ac. — Be.in Ec. — Bc.in Ag. in E.3+ Be.in Ag.in Eq. 3

avec :

NinDin Bin Ac. — N in Din Bin E in Aq.
— NinBin Ein Ac. + N in B in Eg. in Ag.

Otons les choses communes, savoir, du premier terme :

Dec. in Ae. + Be. in Ac,,
75 et du second :
Nin Din Bin Ac,

qui sont égaux, par la propri¢té de la ligne, puisque les deux
cubes Dc. et Be., répondant aux cubes des deux lignes BC et BA,
sont égaux au solide N in D in B, qui répend 4 celui de la ligne
80 donnée et des deux lignes BC et BA.
Divisons le reste par E et 0tons ensuite tout ce qui se trouvera
melé avec E ; restera enfin :

Dgq.in A ter + Beub. ter égal 4 NinDin B4+ NinBin 4,
et ainst nous aurons :

Nin Din B = Bceub. ter
85
Dqg.ter = Nin B égal a 4,

ce qu'il falloit chercher.

Mais pour lui marquer de quelle fagon la méthode de Marimis
et Minimis peut étre appliquée i l'invention des tangentes,
la voici :

Le point A étant donné, il faut avoir recours, non pas ad 120
mazrimam, puisqu’on ne trouveroit que I'infini, mais ad minimam.

Cherchons donc le point O dans le diamétre, de telle fagon que
la ligne QA soit la plus courte qui puisse étre tirée du point O
4 la courbe. Le point O étant trouvé par la méthode, joignez
les deux points O et A par la ligne OA, et tirez la ligne AD
perpendiculaire sur OA. Je dis que la ligne AD touchera la
courbe :
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notes

( Ce > dont la démonstration est aisée, Car si AD ne lou-
choit pas la courbe, une autre droite la toucheroit au point A,
laquelie fera son concours au dessus ou au dessous de D, et tous
ses points seront hors de la courbe, et elle fera des angles inégaux
avec OA au point A. Si donc, sur cette touchante supposée, du
peint O I'on tire une perpendiculaire, elle ne rencontrera pas
la touchante au point A, mais au dessus ou au dessous, et elle
coupera la courbe plus tdt que d’arriver 4 la touchante. Donc
la partie de cette perpendiculaire comprise entre le point O et
la courbe, sera plus courte que la perpendiculaire, et la perpen-
diculaire étant plus courte que OA, 4 cause de Pangle droit, it
g'ensuivra que la ligne comprise entre la courbe et le point O,
faisant partie de la perpendiculaire, sera plus courte
que OA, laquelle pourtant nous supposons la plus
courte de toutes celles qui du point O peuvent étre
menées a la courbe.

Que si la ligne CA est convexe en dehors, soit

A la tangente DA sur laquelle soit tirée la perpendi-
L7 culaire AQ, il paroit par la construction que AQ
est la plus courte de toutes celles qui du point O
< sont menées 4 la courbe, de sorte qu'en cherchant
le point O, le point A étant donné, on trouve aisé-

ment la tangente’.

Il reste donc de chercher le point O par la méthode.

Soil, par exemple, la parabole donnée CIA, sur laquelle le

o

point A soil donné. Je veux chercher le point O, en sorte que OA
soit la plus courle de foules celles qui du point O peuvent élre
menées a la parabole.

BC, comme ci-devant, s'appel-

lera D, et BA s’appeliera B; le D z
coté droit! de la figure, Z, donné,
puisque la parabole est donnée.
Supposons que OB soit A. Donc C

le quarré OA en notes sera - E
Agq. + Bq. |

Prenons maintenant, au lieu
de la ligne A ou OB, OF ou A + E.
Si du point F nous menons
Fappliquée FI, son quarré sera en

ZinD—ZinkE,
lequel, ajouté au quarré de OF, fera
Agq. +Eq. + AinEbis +ZinD—Zin E,

et cette somme fera le quarré de OI, lequel doit étre plus grand
que celui de OA, puisque son cdté est supposé plus grand que OA.
Comparons dong, en notes, par adéqualion, les quarrés O et OA.
Nous aurons d'un cdoté :

Aq. + Bgq.,
et de 'autre :

Aq. +Eq. +AinEbis +ZinD —Zin E.
Otons les choses communes : la comparaison restera entre :
Eq. +Ain Ebis duncoté, et Zin I de 'autre;
car Bg. est égal, par Ia propriété de la parabole, 2 Z in D.
Divisons le tout par k&, et du reste 6tons le méme E -
A bis sera égal a4 Z,

et partant A, ou OB, sera égal 4 la moitié du cété droit de Ia
parabole, et la tangente est trouvée,
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C'est ainsi que j'appliquois ma méthode pour trouver les
%angentes. mais je reconnus gqu'elle avoit son manquement,
a cause que la ligne OI, ou son quarré, sont d'ordinaire malaisés
& trouver par cette voie, La raison est prise des asymmétries!
qui 'y rencontrent aux questions tant soit peu difficiles, et qu'on
ne peut éviter, ~unisque, sur I — E en notes, il faut donner un
nom A FI aussi en notes, ce qui est souvent trés malaisé.

La méthode de M. Descartes n’oste pas non plus tous les

inconvénients, car obligeant a mettre Vss — v + 2 vy — gy
au lieu de z, et le quarré de cette somme au lien de zx, et son
cube au lieu de z? et ainsi des autres, — c’est ainsi qu’il parle
page 342!, — si on lui propose de trouver la tangente a une
courbe, en sorte que, faisant en’sa figure*MA égalayet CM a z,

on ait I'équation suivante qui explique le rapport qui est entre
rety,

by -+ byt + Byt + b + By oo B0 — dat - dPT7 —dirt — &'t — d'r,

il me semble qu'il lui sera trés malaisé de se desembarrasser des
asymmélries qui se rencontrent en cette question et autres sem-
b]ab‘les., ct plus difliciles encore, si on veut, 4 'infini ; ce gue je
serat bien aise qu'll prenne la peine d’essayert®.

Puisque donc ces deux méthodes paroissent insuflisantes, il
en falloit trouver une qui levat toutes ces difficultés. 11 me semble
avec raison que c'est la premitre que jai proposée, car CF
restant toujours D - E, et FE, EH%M
rien qui empéche qu'on ne puisse les comparer, en prenant, si
Bin A—Bin E

A
rencontrer jamais une seule asymmétrie, en quoi consiste la
facilité et la perfection de cette méthode.

, je ne vois

vous voulez, I — E pour y et pour x, sans

On pourroit ensuite chercher la converse de cette propusition
et, la propriété de la tangente étant donnée, chercher la courbe
a qui cette propriété doit convenir; A laquelle question abou-
tissent celles des verres brilants proposées par M. Descartes.
Mais cela meérite un discours 4 part et, s'il I'agrée, nous en
conférerons quand il lui plaira®.

Je désire seulement qu’il sache que nos questions de Mazimis
et Minimis et de Tangentibus linearum curvarum sont parfaites
depuis huit ou dix ans et que plusieurs personnes qui fes ont
vues depuis cing ou six ans le peuvent témoigner. §'il désire
voir I'application que je fais de cette méme méthode pour
trouver les centres de gravité des espaces compris des lignes
courbes et de leurs solides, je la lui ferai voir, et lui proposerai
cependant, s'il I'agrée, de trouver le cenire de graviié |du conoide
qui se fait lorsque la demie parabole CBA est tournée sur son appli-
quée BA, et celui aussi de toufes ses portions, comme aussi la
proportion qu'elles onl atix cones de méme buse el de méme hauteur!.

209 le dénominateur A dans la fraction est omis. — 222 depuis 8 ou
70. — 223 5 ou 6. — 223 S'il 4 la ligne. — 227 du concide dans le
brouillon seul. -— 220 non a la ligne.

qu’il ne s'applique pas aux équations 1. Cf. T'éciaircissement & la lettre

tmplicites, tandls que sa méthode per-
met de les tralter directement, lors-
gu'elles sont entidres, comme dans
I'exemple qu'll donne. Cf. p. 250, en
éclaircissement.

du 4 novembre 1636 (I. VI, p. 149) et
les lettres de Framat 4 HowervaL
des 23 aofit, 22 septembre et 4 no-
vembre (. VI, n® 573} 1634, dans
P'éd.  Tan.-Henry wes (Euvres de
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