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Sa vie,
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Source de nombreux paradoxes depuis
PAntiquité, I'infini a toujours été un
Swjet de préoccupation et d'inquiétude
pour les mathématiciens qui cherchaient
a Pappréhender. La nécessité d’asseoir
¢ calcyl infinitésimal sur des bases
solides avait conduit les mathématiciens
e la premitre moitié du Xix¢ siécle a
étudier avec précision la notion de
limite, mais I’étude de I'infini mathéma-
tique n'était pas abordée de front,
puisqu'il intervenait seulement comme
une possibilité de variation de certaines
quantités finies.

A Poccasion de recherches fines d’ana-
lyse, Cantor étudia et compara directe-
ment des ensembles infinis, introduisant
a cet effet de nouveaux concepts qui
constituaient une véritable arithmétique
de Tinfini : outil puissant mais qui, sous
sa forme initiale, soulevait de nom-
breuses difficultés logiques, la théorie de
Cantor allait lui susciter de nombreux
opposants ; les paradoxes apparenis
auxquels elle conduit ont provoqué une
véritable crise des mathématiques, la
« crise des fondements », qui a conduit
& une profonde rénovation de la logique
mathématique.

IYautres articles de cette encyclopédie
{théorie des ENSEMBLES, ensembles OR-
DONNES) proposent un exposé de ces
théories sous leur forme contemporaine ;
on s& contentera ici, en suivant de trés
prés 'analyse de J. Cavaillés, de préciser
?elle fut chez Cantor la genése de la
théori= des ensembles.

Les étapes de lo création cantorienne

Georg Cantor est né i Saint-Pétersbourg,
d’une famille de riches négociants d’origine
israélite ; en 1856, la fami!fe Cantor s’établit
définitivement en Alemagne, 4 Francfort-
sur-le-Main. G. Cantor termine ses études &
Wiesbaden ; il étudie ensuite les mathémati-
ques & Puniversité de Zurich, puis de Berlin
ol il est éléve de Kummer, Kronecker et
Woeierstrass. En 1867, il soutient une thése
de théorie des nombres, mais s'oriente vite,
sous "influence de Weierstrass, vers I'analyse
et plus particulierement vers I'érude des séries
trigonométriques. Un des problémes essen-
tiels de cette théorie était alors I'étude des
ensembles de nombres réels (dits exception-
nels) tel que si une série trigonométrique
converge vers O, sauf peut-étre sur un tel
ensemble, tous ses coefficients sont nuls,
rrobiéme. lié également & la théorie de
‘intégration ; Riemann et ses éléves avaient
mis en évidence I'importance pour cette étude
de la notion de point d'accumulation et
d’ensemble dérivé.

Précisant des idées de Weierstrass, Cantor
donne tout d'abord une définition rigoureuse
des nombres réels en les construisant par
complétion & partir des nombres rationnels,
puis s'attache 3 décrire et a classer les
ensembles exceptionnels. Clest & ce propos

u'il sera amene, dans une série de mémaoires
échelonnés de 1872 a 1884, tout en mettant
en évidence de nombreuses propriétés topolo-
giques de la droite et de I'espace (ensembles
ouverts, fermés, parfaits..) et en abordant,
le premier, le probléme de la mesure, a
élaborer les bases de la théorie des ensem-
bles ; les résultats inattendus qu'il obtenait,
]:)arfois a son plus grand étonnement, pour
es ensembles de nombres réels 'amenérent
alors & dégager sous forme abstraite les
mécanismes qui y conduisaient. A partir de

1882, Cantor rompt complétement avec les
mathématiques traditionnelles en attribuant
A la théorie des ensembles un réle unificateur
et synthétique : dominer et précéder logique-
ment le reste des mathématiques ; il inaugu-
rait ainsi des modes de raisonnement entiére-
ment nouveaux.

Les conceptions de Cantor se heurtérent
dés leur publication a la défiance et méme

3 I'hostilité déclarée de nombreux mathé-
maticiens ; parmi ces derniers, Kronecker
s’acharna tout particuliérement contre ses
théories — se livrant méme a des attaques
rsonnelles extrémement violentes conire
E:Cur auteur. Mais 'amitié de Dedekind, que
Cantor avait rencontré en 1872 et avec leguel
il échangera une correspondance presque
guotidienne pendant de nombreuses années,
rompit un peu son isolement; ces lettres
constituent un extraordinaire témoignage au
jour le jour des découvertes, des préoccupa-
tions et des doutes de leur auteur. En 1884,
Cantor, épuisé nerveusement par Sses
tentatives infructueuses pour démontrer le
« théoréme continu » (dont on sait, depuis
uelques années seulement, qu'll est in-
gémontrablc dans le cadre de la théorie des
ensembles) et les attagues de ses détrac-
teurs, est atteint d’une premiére crise ner-
veuse, point de départ d'une dramatique crise
personnelle. Sur sa demande, il change sa
chaire de mathématiques & l'université de
Halle contre une charre de philosophie et
s'éloigne des mathématiques pendant quel-
ques années. o
Cependant I'czuvre de Cantor continuait

A mirr et celui-ct se remettait a publier
uelques mémoires ; le dernier d'entre eux,
ontributions d la fondation de la théorie des
nombres transfinis (1897), est un exposé
systématique et abstrait de Parithmétique
transfinie. Mais déji la situation avait changé,
de nombreux mathématiciens s'étant ralliés
aux théories cantoriennes; c’est alors
u'éclate, avec Papparition de paradoxes
?aradoxe de Bura.l‘i)-Forti, 1897 ; paradoxe
e Russel, 1905), une véritable crise qui
risque de metire en péril I'édifice (cf. fonde-
ments des MATHEMATIQUES). Lorsque Can-
tor meurt, le 6 janvier 1918, dans Dasile
d’aliénés de Halle, 'importance de son ceuvre
mathématique est universellement reconnue.

La découverte des deux puissances

Le point de départ des travaux de Cantor est
Pétude des quantités irrationnelles et du
continu ; il a donné, avec Dedekind qui suit
une autre approche, sa forme définitive a Ja
théorie des nombres réels. En vue d’arithmé-
tiser l'analyse, c’est-a-dire de dégager
complétement la définition des nombres reels
de la notion de limite, Cantor met en
évidence le caractére « idéal » de la notion
de nombre réel : un nombre irrationnel est
défini par la donnée d’une suite fondamentale
de nombres rationnels {on dit plutdt, de nos
jours, suite de Cauchy) ; le continu, c¢'est-a-
dire 'ensemble des nombres réels, que Cantor
identifie axiomatiquement aux points d'une
droite apparait ainsi comme defini par une
multitucﬁ. de suites superposées de nombres
rationnels.

Les premiéres investigations de Cantor
sont relatives a4 la possibilité de ranger
certains ensembles de nombres en une suite
simple wy, #3, ..., 4n.. Cantor montre que
¢’est le cas pour toute suite multiple (linéari-
sation) et pour I'ensemble des nombres
rationnels, tandis que Dedekind lui commu-
nique le méme resultat pour les nombres
algébriques, c'est-a-dire les nombres qui sont
racines d‘éqyations 4 coefficients entiers. En
est-il de méme de I'ensemble des nombres
réels ? Quelques jours aprés s'étre posé cette

uestion, Cantor y répond par la négative et
égage immédiatement la portée de ce
résultat pour 'analyse : i} existe une infinité



de nombres transcendants et ces derniers ne
se laissent pas ranger en une suite simple. On
volt apparaitre ici une démonstration d’exis-
tence qui n'est pas gffective, en ce sens qu'elle
ne permet pas concratement de construire les
nombres transcendants dont elle affirme
Fexistence ; pour cette raison, un mathémati-
cien « réaliste », comme Kronecker, estime
qu'une telle démonstration n'en est pas une.

Ranger des nombres en unc suite simple
signifie établir une correspondance biunivo-
que (on préfére dire de nos jours une
bijection) gvec l'ensemnble des nombres en-
tiers ; cette approche conduisit naturellement
Cantor a utiliser la notion de bijection, pour
comparer des ensembles de nombres, et a
introduire, dés 1877, la notion d'ensembles
de méme puissance. En étudiant les puis-
sances des ensembles usuels de [Panalyse,
Cantor a alors la stupéfaction d'obtenir des
résultats qui semblent tout a fait contraires
4 I'intuition, comme par exemple la possiblité
d'étadblir une bijection entre le continu A une
dimengsion et le continu & n dimensions (« Je
le vois, mais je ne le crois pas », éerit-il 2
Dedekind

Des essais de classification précédents se
dégagent ainsi deux types essentiels d’snsem-
bles infinis : les ensembles que l'on peut
ordonner en une suite simple, dits dénombra-
bles, et les « continus » (il n'y a ici aucune
condition t?ologique). chacun de ces types

t de remarquables propriétés de
stabilité. Dés 1878, Cantor est persuadé qu'il
n'existe que ces deux types d'ensembles
infinis de points dans R* (théoréme du
continu), et i cherchera toute sa vie 2 établir
ce résultat. Clest en espérant trouver dans
la dérivation des ensembles un procédé de
passage du continu au dénombrabie qu'il sera
conduit 4 une de ses découvertes les plus
originales, la théorie des ordinaux transfinis.

La dérivation des ensembles

Les travaux de Weierstrass avaient mis en
évidence l'importance de la notion de point
d'accumulation d’un ensemble infini, ¢'est-i-
dire de point contznant dans tout voisinage
une infinité de points de I'ensemble; tout
point de l'ensemble qui n’est pas un point
d'accumulation est appelé par Cantor un
point ixolé. Par définition, on appelle alors
ensemble dérivé d'un ensemble de points E
{"ensemble E' des points d'accumulation de
E. Les premiers travaux de Cantor sur les
ensembles exceptionnels qui interviennent
dans la théorie des séries trigonométriques
avaient mis en évidence Vimportance de la
notion d’ensemble dérivé ; en liaison avec ses
recherches sur le dénombrable et le continu,
il développa une théorie des ensembles de
E:inu intimemnent fiés & des considérations

es de topologie de la droite, espérant ainsi
appréhender le passage du continu au dénom-
brable. Nous degagerons surtout ici les idées
qui vont le conduirc & [‘arithmétique
transfinic.

Si E est un ensemble infini, on peut former
la suite de ses dérivés successifs :

E E-, .., Et=r_

Cantor dit que E est du premier type si
un de ces ensembles dérivés est constitué d'un
nombre fini de points, et du second dans le
cas contraire. Pour approfondir 1'étude des
ensembles du second type, Cantor, remar-
quant qu'd partir de E chaque ensemble
contient son dérivé, appelle dérivé d'ordre
@ lensemble Et=) des points communs
a tous les dérivés successifs de E'; par
dérivations successives de E(=), on obtient
jes ensembles dérivés d'ordres oo 4+ L.
@ + 2, .y @ + A, .. ce qui, en considérant
de nouveau l'ensemble des points communs

& tous les ensembles précedents, permet de
définir la dérivé d'ordre 2 o ; le méme
processus permet de définir les ensembles
dérivés d'ordres J o, oo Bty s 3 % ey @ 5,
e @ = .. Comme il I'écrit, « nous voyons
ici une génération dialectique de concepts qui
conduit toujours pius loin et qui, libre de
toute contraints, reste nécessaire en soi et
conséquente ». Mais la synthése cherchée
entre le continu et le dénombrable est
manqués car la génération des symboles
ci-dessus reste prisonniére du dénombrable ;
il apparait tout d'un coup avec évidence i
Cantor qu'« il faut que les symboles infinis
solent autre chose que les étapes d'une
génération progressive, mais les représentants
d'une réalité immanente que des moyens
nouveaux permettront d'atteindre, il faut
s'engager dans le domaine véritable du
transfini » (J. Cavailles). Cette nécessité de
I"étude directe de Tinfini actuel est le point
d;sdépar! de la révolution cantorienne de
1882

La rupture avec les mathématiques
traditionnelles

De 1882 3 1884, Cantor publie une série de
mémoires dans lesquels i pose les bases de
a théorie des ensembles abstraits, du calcul
des puissances et de la théorie des ordinaux
transfinis ; dans son esprit, ces concepts ne
sont encore que « l'unité supéricure qui

rmet de considérer du méme point de vue,

e continu et le discontinu, de les mesurer

avec une méme mesure ». Deux mémoires
(1894 ¢t 1397) reprendront et systématiseront
toutes ces notions dans un contexte compléte-
ment abstrait.

11 n'est pas question d'exposer ici Ia théorie
désormais classique des nombres ordinaux et
des nombres cardinaux {¢f. théorie des
ENSEMBLES)., Cantor a mis en évidence les
deux aspects de la notion usuelle de nombre
d’éléments d'un ensemble fini ; le nombre est
une absiraction qui émane d'un ensemble

d’objets et Em' se scinde, par passage aux

ensembles en deux concepts distinets ;
« celui de la puissance {...] independante de
l'ordre impesé i Pensembie et celui de
nombre ordi ui est gécessairement li€ 3

"ordre imposé A 'ensemble ». H ajoute : « Si
je redescends de Pinfini au fini, je vois avec
la méme claré et la méme beauté comment
les deux concepts redeviennent un et se
fondent dans le concept de nombre entier
fint, »

Pour Cantor, « [a puissance ou nombre
cardinal d'un ensemble est le concept univer-
sel ou genérique que Ton obtient en faisant
abstraction pour Fensemble aussi bien de la
constitution de ses cléments que de toutes kes
relations que ces éléments ont entre cux ou
avee d’autres choses, donc en particulier de
I'ordre qui régne enire eux, ¢t ¢n ne
considérant que ce qui est commun a tous
les ensembles qui lui sont équivalents ». La
notion de nombre ordinal ¢st au contraire liée
a I'existence d’un bon ordre ; dans la classifi-
cation des ordinaux en deux espices, on
retrouve les deux modes de génération des
symboles infinis de dénvation : adjonction
d’un élément et « passage i la lmite ».
Cantor appefle ordinaux de la classe II, les
ordinaux des ensembles bien ordonnés dé-
nombrables (les ordinaux de fa classe [ étant
les ordinaux finis) et montre que les ordinaux
de la classe II forment un ensemble bien
ordonné, dont la puissance est supérieure
celle du dénombrable ; il obtient donc bien
ainsi un procédé de dépassement du dénom-
brable, mais on ne sait pas pour autant si on
a ainsi obtenu la puissance du continu.

Le caractére tout 2 fait révolutionnaire de
ses recherches est apparu avec netteté a
Cantor ¢t il a éprouvé ke besoin de se justifier
en arguant de la liberté de création du

mathématicien : « Je ne vois vraiment pas
€¢ qui pourrait nous retenir dans cette
detivite  créatrice de nouveaux nombres,
aussitot qu'il apparait que, pour le progrés
de la'scxcn_ce, I'introduction d'une nouvelle,
parmi ces innombrables classes de nombres,
est devenue souhaitable ou méme indispensa-
ble ; {.] sans cette extension je ne peux plus
aller de I'avant, qvec elle jatteins toate sorte
d’inattendu, »

JEAN-LUC VERLEY
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Cantor inventeur de nombres

En étudiant deux exemples, celui des nombres réels et celui des nombres transfinis!,
j'ai cherché a montrer dans ce travail le caractére de nécessité irrépressible de la création de nombres
par Cantor. On observe un phénoméne d'une prodigieuse fécondité, comme si de génération en
génération, une fois amorcé le processus créatif rien ne pouvait le contraindre a s’arréter, et ce
phénoméne n'arien d'arbitraire, il a toute la nécessité d'une loi naturelle.

Au cours de la decennie 1860-70 s’élaborent plusieurs théories des nombres réels,
Weierstrass, Dedekind, y sont amenés pour préciser des questions de limites. Cantor fixe
précisément le début de ses recherches dans la question suivante: aprés avoir démontré le théoréme:

Si une série trigonométrique

1

5 bo * Y a;sinnx + b, cosnx
n

converge vers 0 en tout point d’un intervalle, alors les suites des coefficients a, et b, sont
nulles
il cherche 3 le raffiner en affaiblissant les hypothéses. Dans un premier temps il montre que la
conclusion demeure si la convergence vers 0 de la série est réalisée sauf en un nombre fini de points
de I'intervalle, ensuite il §’interroge sur le cas des sous ensembles infinis.

Dans ’introduction au mémoire Extension d’un théoréme de la théorie des séries
trigonométriques® il écrit "je suis obligé de commencer par des explications, ou plutét par quelques
simples indications destinées & mettre en lumiére les diverses maniéres dont peuvent se comporter
des grandeurs numériques en nombre fini ou infini".

La construction qu’il expose alors est devenue classique; notant A le systéme des nombres rationnels
il attache a chaque suite de Cauchy de nombres rationnels “une limite déterminée b ". Plus loin il
précise "j'emploie en général les mots grandeur numérique, valeur et limite dans le méme sens" .
Cantor insiste sur le caractére formel de cette définition "Ces mots ne servent donc qu’a énoncer cette
propriété de la série, sans exprimer d’abord autre chose" et encore "la grandeur numérique n’ayant
d’abord en elle-méme aucun objet, ne paralt que comme élément de théorémes qui ont une certaine
objectivité, de ce théoréme, p. ex., que la grandeur numérique sert de limite Q la série
correspondante”.

Cantor identifie alors chaque rationnel A une grandeur b, définit I'équivalence de deux limites
b et b, prolonge & I’ensemble B des nombres ainsi construits qu'il nomme nombres de 1° espéce,

! Le mot transfini est employé par Cantor A partir de 1895.
2 Annales mathématiques de Leipzig. t.5. 1872. trad. francaise Acta mathematica t.2. 1883. pp.336-348.



I’addition, la multiplication et la relation d’ordre, ce qui permet de réintroduire dans B la notion de
limite au sens usuel, et justifie a posteriori 'emploi qui a été fait du mot limite.

L’étape suivante est fort originale, car le procédé d’attribution d’une limite qui a donné
naissance aux nombres b i partir des rationnels a peut étre renouvelé, donnant naissance aux
nombres ¢, nombres de 2° espéce...et ainsi de suite, on atteindra des nombres de n® espéce si bien
. que “la notion de nombre, si développée qu’elle soit ici, porte en soi le principe d’une extension
nécessaire en elle-méme et absolument infinie”

Prenons un exemple: 0 est évidemment un rationnel, ¢’est aussi la limite de la suite des
rationnels a, = 1/n, donc un élément de la 1° espéce. Chacun des a, étant lui-méme limite de la suite
b,;= a,* 1/i quand i tend vers I’infini, est un élément de 1° espece; 0 est alors un nombre de 2°
espéce. En répétant le méme artifice il est facile d’établir que 0 est un élément de v° espéce, ’entier v
étant choisi & volonté.

Bien que d’une certaine maniére ce renouvellement du procédé n’apporte rien de nouveau:
“on peut égaler chacun des a @ un b, mais non pas chacun des b a un a, on peut au contraire non
seulement égaler chacun des b & un ¢, mais aussi chacun des ¢ @ un b....on pourra toujours égaler
une grandeur numérique | @ une grandeur numérique k, i...c, b, et réciproguement” Cantor
considére comme essentiel de maintenir la distinction entre les nombres ainsi construits. Par la
"distinction formelle de grandeurs numériques d'ordre différent, j'ai seulement voulu exprimer les
différentes maniéres de les définir...il n'y a pas de danger que l'on puisse croire que j'ai voulu
étendre le domaine des nombres réels"®. De maniére analogue, nous savons bien sir, que les
polyndmes P et P? ont exactement les mémes racines, mais il importe de dire, pour la validité des
théorémes, que P en a p et que P’ena 2p. En outre Cantor a en vue Pintroduction des ensembles
dérivés.

Que sont les ensembles dérivés et & quoi servent-ils? Cantor rappelle la notion de point limite
(point d’accumulation* dans la terminologie moderne) et définit celle d’ensemble dérivé: le dérivé P’
de P est I’ensemble de ses points limites. Par v opérations on arrive 4 P®, le dérivé d’ordre v de P.

Reprenons I'exemple précédent, le dérivé de I’ensemble S, des points a, est ’ensemble S,
réduit au point 0. En appelant S; I’ensemble des points b,; ona S, =S, ; S," = §,. L’ensemble
S, des points qui permettent d’établir que 0 est un point de A° espece admet S, pour dérivé d’ordre
A. Dans ce mémoire Cantor se borne i étudier les ensembles dont un dérivé d’ordre fini est un
ensemble fini, ceux ci lui fournissant le cadre adapté 4 son théoréme sur les séries trigonométriques:
la conclusion susbsiste si la convergence de la série est assurée sauf aux points d’un ensemble P
dont le dérivé P® est un ensemble fini.

3Lettre & Dedekind du 29 décembre 1878, Traduction Cavaillés.

4 u est un point d’accumulation de I'ensemble E si tout voisinage de t contient au moins un point de E autre que u.



Plus tard s il aura I’idée d’itérer la dérivation au deld du fini, en introduisant I’ensemble noté
P, intersection étendue a tous les entiers v des dérivés P&, Avec P et ses dérivés sucessifs
s’amorce la suite des entiers transfinis, une suite de nombres infinis, bien distincts et déterminés.

A en croire Cantor lui méme ce n'est pas de gaité de coeur qu’il I’a fait et qu’il s’est ainsi
exposé aux bidmes . Il écrit : “je me trouve contraint de développer cette notion de nombre.... 11 s agit
de développer cette notion dans le but de continuer la série des nombres entiers réels au deld de
Uinfini,...je me mets en comtradiction avec les idées généralement recues sur Uinfini mathématique et
avec les opinions qu’on a souvent défendues sur ’essence de la grandeur numérique”. Je vais ticher
d’expliquer cette généralisation de la notion de nombre entier réel d’aprés ’article Fondements d’une
théorie générale des ensembles®, et de proposer des exemples.

La premiére classe de nombres (I), ¢’est 4 dire la suite des entiers naturels n’admettant pas de
plus grand élément "on peur imaginer un nouveau nombre, que nous appellerons « et qui servira d
exprimer que tout I’ensemble (I) est donné ...dans sa succession naturelle.. 5 sera le premier
nombre entier qui suivra tous les nombres v, en sorte qu’il faut le déclarer supérieur @ tous les
nombres v" . A ’aide du premier principe de formation, c'est & dire ’addition d’une unité a un
nombre déjd formé€, on obtient la suite w+1,w+2,...0+v..qui a son tour n’a pas de plus grand
élément. Dés que I’on a une telle suite le second principe de formation, qui a déja servi pour créer ©
"pose un nouveau nombre...qui est défini comme immédiatement supérieur Q tous ces nombres".
Nous 'appelons 2.

En appliquant tour & tour ces deux principes, on engendre une suite absolument illimitée de
nombres. Afin d’y mettre bon ordre, ¢’est & dire d’y marquer des divisions, Cantor ajoute un
principe de limitation et impose aux nombres de la deuxiéme classe (II) 12 condition que "le systéme
des nombres qui se trouvent,...avant celui qu’on considére,...soit de la méme puissance que la
premiére classe de nombres" , c’est A dire soit un ensemble dénombrable.

Bien que seule la 2° classe de nombres puisse étre décrite avec précision, parce que les seules
listes que nous puissions effectivement écrire (et encore avec force points de suspension) sont des
suites, la méme technique s’appliquant & nouveau permet "d’arriver toujours @ de nouvelles classes
de nombres et, avec elles, & routes les puissances diverses, successivement croissantes que l'on
rencortre dans la nature matérielle ou immarérielle".

Une fois posés ces procédés de formation abstraite de nombres entiers, on peut se demander
ce que signifient ces nombres. Il se trouve qu’ils expriment la notion "du nombre des éléments d'un
ensemble bien ordonné™, afin d'éviter toute ambigiiité sur le mot nombre j'emploie le mot ordinal

5 p(w) apparait dans le mémoire Sur les ensembles infinis et linéaires de points. Apnales mathématiques de Leipzig.
t.17.1880. Acta mathematica t.2. 1883. p359.

SAnnales mathematiques de Leipzig. t.21 1883, Trad fr. A.M. pp.381-408.

7Un ensemble est bien ordonné si toute partie non vide a un plus petit élément. Deux ensembles bien ordonnés ont méme

ordinal s'ils sont reliés par uge bijection strivtement croissante.



qui n'appartient pas au vocabulaire de Cantor.

L’ensemble N dans sa succession naturelle a pour nombre ordinal w. Ordonné de la facon
suivante:

14, 1, 2, ..n,...
i a le méme ordinal. En effet je peux écrire 14 est le premier, 1 le second, et n le (n+1)° pour tout
naturel.
Ordonné ainsi:
2,3, ...n, ..L

Je peux écrire 2 est le premier, 3 le second, n le (n-1)° dés que n n’est pas 1, mais que faire de 17
L’ordinal de cet ensemble n’est pas > mais w+1.
20 est celui de I’ensemble formé de la suite des entiers impairs suivi de celle des entiers pairs.
Quoique tous de méme puissance, ces ensembles différent par le nombre ordinal de leurs éléments.

"Dans les systémes finis la puissance s accorde avec le nombre des éléments, parce que ces
systémes ont, dans tous les arrangements, le méme nombre d’éléments. Pour les systémes infinis au
comtraire, il n’avait é1¢ question jusqu’ici, ni dans mes travaux ni ailleurs, d’'un nombre d’éléments
défini avec précision, mais on pouvait bien leur attribuer aussi une puissance déterminée, et
complétement indépendante de I’ordre de leurs éléments". Cantor marque comme un avantage
considérable cette objectivation du nombre transfini comme nombre ordinal, il écrit "ce rapport entre
le nombre des éléments d’un ensemble et le nombre démontre la réalité de ce demnier”. 1l ne s'agit pas
d'une création arbitraire, d'un artifice ingénieux, mais d'un objet effectivement présent dont I'étude
s'impose. D’aprés le principe de limitation, tout nombre de la seconde classe est précédé d’un
ensemble dénombrable, chaque ordinal transfini représente donc une fagon de ranger ’ensemble des
entiers naturels, ou une partie infinie de celui-ci, ou tout autre ensemble équipotent. Ce que Cantor
exprime par le théoréme: "rour systéme de la puissance de la premiére puissance peut étre dénombré
par des nombres de la deuxiéme classe de nombres et par ces nombres seuls".

En outre on peut toujours ranger les éléments d’un ensemble dénombrable de maniére que
Pordinal de I’ensemble ainsi rangé soit un nombre de la deuxidéme classe donné a volonté, C’est ce
que je propose d’expérimenter ici.

*Comme on a formé un ensemble d’ordinal 2w, on forme un ensemble d’ordinal pw (p
entier non nul) en écrivant bout a bout les classes de congruences modulo p.
*L’ensemble:
1,3,5,..2p+1,...
2,6,10,..2(2p+1),....
4,12,..4(2p+1)...

ou I'ordre des exposants de 2 est 1’ordre naturel, admet pour ordinal ” , on peut s’en convaincre en
le disposant sous forme d’un tableau carré.



*La suite des entiers premiers impairs est un ensemble de nombre ordinal , on la fait suivre
des produits par 3 des entiers premiers supérieurs ou égaux a 3, puis des produits par 5 des entiers
premiers supérieurs ou égaux 4 5, et on fait toujours de méme, avec la suite des produits par m (m
entier premier impair) des entiers premiers supérieurs ou égaux 3 m. Ainsi rangés, les entiers impairs
qui ont au plus 2 facteurs premiers forment un ensemble de nombre ordinal 2

Reprenons cette liste et écrivons 4 la suite les produits par 3 de ses éléments 3 partir de 3.3,
puis les produits par 5 des éléments 4 partir de 5.5, et toujours ainsi ajoutons les produits par m des
éléments 3 partir de m.m. L’ensemble des entiers impairs ayant au plus 3 facteurs premiers est de
nombre ordinal w3

En procédant toujours de méme on ordonne 1’ensemble de tous les entiers impairs :

A =p\p.pn €t B =q,q,...q, étant décomposés en produits de facteurs premiers et ceux-ci étant
€crits dans I’ordre croissant, on dira que A précéde Bsim <t oubiensim=t etp, = q, p,= q,
..Px < G L’ordinal de cet ensemble est (=

On range ensuite les entiers pairs suivant I’ordre des puissances de 2 dans ’écriture 2%A.
Les entiers naturels forment un ensemble de nombre ordinal we*! si on adopte pour a I’ordre
naturel.

Mais si on range d’abord les entiers tels que a soit impair, et qu’on adopte pour o 1’ordre
défini précédemment 1’ensemble des entiers qui s’écrivent 2°A, avec o et A impairs, est un ensemble
de nombre ordinal w2 Et ce n’est certes pas fini, on n’a encore classé ni 4, ni 12, ni 16..., je ne
m’arréte que parce [’imagination fait défaut.

Notons que dans ce texte Cantor présente bien d’autres résultats, entr’autres une arithmétique
des nombres transfinis qui rend compte des notations additive, multiplicative et exponentielle
utilisées avec .

Quel but se proposait Cantor construisant tes nombres de la classe (II) et en étudiant leur
arithmétique? 11 dit que c'est nécessaire au progrés de la science, pour avancer ses recherches en
théorie des ensembles. Plus précisément il cherche & démontrer ce que nous nommons I'hypothése
du continu. Dés 1877 il a formulé I'hypothése que pour les ensembles infinis linéaires (les sous
ensembles infinis de R) il n'y aurait que deux espices de puissances: celle du dénombrable et celle
du continu®, remettant 3 plus tard la solution exacte de cette question. Ici, il établit (§12 et §13) que ta
puissance de la classe (II) est immédiatement supérieure 2 celle de la classe (I) et annonce qu'il
espere démontrer bientdt sa conjecture 3 I'aide de ces nouvelles données.

Annie Hupé

8 Contribution 3 la théorie des ensembles Journal de Borchardt 84. A M pp.311 4328






Remarques sur I'édition francaise des mémoires de Cantor

Au début de la décennie 1880, Cantor trouve en la personne du suédois G.
Mittag-Leffler un mathématicien convaincu de l'importance et de l'intérét de ses travaux.
Comme éditeur des Acta Mathematica celui - ¢i contribuera beaucoup a la diffusion hors
d'Allemagne des idées de Cantor qui avait rencontré beaucoup d'hostilité . Charles Hermite, qui
coordonnait le travail de traduction a Paris, écrit par exemple a4 Mittag-Leffler "L'impression
que nous produisent les mémoires de Mr Cantor est désolante; leur lecture nous semble a tous
un véritable supplice, et en rendant hommage a son mérite, en reconnaissant qu'il a ouvert
comme un nouveau champ de recherches, personne de nous n'est tenté de le suivre. Il nous est
impossible, parmi les résultats qui sont susceptibles de compréhension, d'en voir un seul ayant
un intérét actuel; la correspondance entre les points d'une ligne et d'une surface nous laisse
absolument indifférents, et nous pensons que cette remarque, tant qu'on n'en aura point déduit
quelque chose, résulte de considérations tellement arbitraires, que l'auteur aurait mieux fait de la
garder et d'attendre.” C'est une opinion trés partagée: aprés une conversation avec Appell, il
écrit encore "le 5° mémoire, consacré presqu'en entier 4 exposer un systéme de notations, lui
semble ne contenir en réalité que bien peu de choses" . Poincaré seul se montre plus ouvert aux
idées de Cantor et croit qu'elles ont de I'importance, quoiqu'il les juge "bien prématurées dans
l'état actuel de l'analyse”.

Dans sa version originale, le mémoire Fondements d'une théorie générale des ensembles
comportait d'abondants développements philosophiques. Cantor exposait son interprétation
d'un nombre infini et répondait aux objections que cette notion avait soulevées chez les
mathématiciens et les philosophes. Mittag-Leffler et ses correspondants craignaient que les
lecteurs frangais ne se montrent absolument réfracteurs (c'est le mot d'Hermite) aux idées de
Cantor, ici encore la position de Poincaré est plus nuancée, il écrit 2 Mittag-Leffler: "Ce qui
rendrait la lecture de la traduction de ce beau mémoire trés pénible aux Frangais..., c'est moins
la partie philosophique qu'on serait toujours libre de passer, que le défaut d'exemples un peu
concrets” et il souhaite des aménagements qui rendraient "ce beau travail” accessible au lecteur
frangais. Pour la traduction et I'édition francaise Mittag-Leffler obtint donc de Cantor qu'il
remanie son texte de manicre & faire disparaitre les sections strictement philosophiques et 4 ne

conserver que la partie mathématique ce qui explique les suppressions de paragraphes. Dans la
version frangaise, dont la traduction a été revue et corrigée par Poincaré puis par Cantor lui-
méme, on retrouve toutefois deux points de la discussion:



* Le §10, qui est reporté 4 1a fin de l'article, met en valeur le theme du continu - théme
majeur de l'oeuvre de Cantor- et donne une caractérisation du continu numérique. Cantor se
démarque de Bolzano, mais il a supprimé de ce paragraphe les critiques qu'il avait formulées 2
I'égard de la présentation que Dedekind avait données du continu. Cantor reprochait a Dedekind
de ne retenir comme caractérisque du continu que la complétude.

» Dans I'édition allemande Cantor consacre un paragraphe entier, le §8, 4 convaincre
ses lecteurs de la réalité des nombres transfinis. Dans le texte francais la discussion sur la
réalit€ des nombres transfinis est évoquée au §2. Un probléme de traduction se pose a ce sujet,
la lIangue francaise ne disposant que d'un seul mot: réels 13 ol l'allemand en a deux: reellen et
realen. Le premier désigne les éléments de IR, le second exprime que les nombres considérés ne
sont pas fictifs (ainsi en va-t-il aussi bien des "imaginaires” que des entiers "naturels").

La traduction des mémoires est d'ailleurs trés malaisée car le vocabulaire mathématique
n'était nécessairement pas élaboré, de plus, le traducteur habituel (M. 1'Abbé Dargent) qui avait
une formation philosophique manque de compétence en mathématiques. Pour donner un
exemple, Cantor introduit (p.311 de notre traduction) une correspondance entre ensembles qu'il
qualifie de eindeurig und volistdndig; ce qu'on exprime a présent par bijective est traduit par
Dargent: & sens unique. Cantor écrit encore: Wenn ich von einer ZahlengroBe im weiteren
Sinne rede, so geschieht es zundchst, ce que Dargent traduit: quand je parle d'une grandeur
numérique dans un sens plus étendu, cela a lieu d'abord. Poincaré corrige: on rencontre une
premiére généralisation de la notion de grandeur numérique (p.337).

Le dernier texte ici reproduit a paru dans Acta Mathematica en 1885, des désaccords
étant apparus entre l'auteur et Mittag-Leffler, Cantor ne fournira plus de texte  cette revue.

Annie Hupé
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SUR UNE PROPRIETE DU SYSTEME DE TOUS LES
NOMBRES ALGEBRIQUES REELS.()

PAR

G. CANTOR
a4 HALLE a. S.

(Traduction d’'un mémoire publié d. 1. journ. d. Borechardt, t. 77, pag. 288.)

On nomme, en général, nombre algébrigue téel un nombre réel o
qui est racine d'une équation non identique de la forme

a—1

(1) 20" + a0 ...+ a, =0,

ou 7, Gy, @, ....a, sont des nombres entiers; nous pouvons supposer que
les nombres n et a, sont positifs, que les coefficients a,, a,, . ... a, n'ont
pas de diviseur commun et que 'équation (1) est irréductible; ces supposi-
tions étant faites, il résulte des théorémes fondamentaux de Larithmétique et
de I'algébre que I'équation (1) admettant pour racine un nombre alrrebrlque
réel déterminé est une ¢quation entiérement déterminée; inversement 4 une
équation de la forme (1) correspondent au plus autantde nombres algébri-
ques réels racines de cette équation, qu'il y a d’unités dans le degré n.

Les nombres algébriques réels constituent par leur enaemble un
systéme de mombres que nous désignerons par (w); ainsi quil résulte de
considérations élémentaires, ce systéme (w) de nombres est de telle nature
qu'il existe une infinité de nombres de (w) dont la différence avec un nom-

("} M. Grorc CaNTOR ayant cu la bonté de npous promettre une série d articles nou-
veaux concernaut ses recherches sur la théorie des ensembles, nous pensons remdre service
A nos lecteurs en reproduisant d'abord ici en traduction fraugaise les prircipauz mémoires
de M. CaNrtor qui se rapportent 4 ce aujet; il3 nous paraissent en effet indispensables A’
U'intelligence des nouveaux qui vort suivre et que 'auteur publiera de méme en frangais.
La traduction a été revue et corrigée par 'suteur. Le rédacteur,

Acla mathematica. 2. Imprimé 3 Juin 1883. 39
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bre quelconque a est moindre qu'une quantité donnée si petite qu'elle soit.
Cette remarque rend d'autant plus frappante, au premier abord, la pro-
priété suivante: 'on peut fuire correspondre um & un les nombres du systéme
(), aux nombres v appartenant & la série des entiers positifs, suite qui
sera désignde par (¥), de telle fagon qu'a chaque nombre algébrique réel w
réponde un nombre entier positif déterminé v, et qu'inversement a chaque
nombre entier positif v réponde un nombre réel algébrique @ complete-
ment déterminé; en d'autres termes l'on peut imaginer les nombres du

systéme (w) ranges suivant une certaine loi en une suilte infinie

(2) @, Wy «von Wy oa e

dans laguelle figurent tous les nombres de la catégorie (w), chacun d’eux
se trouvant dans la suite (2) & une place déterminée indiquée par I'indice
correspondant. Une fois que l'on a trouvé une loi permettant de ranger
ainsi les nombres de (o), on en déduira d'autres de celle-la par des
modifications qﬁe Yon pourra choisir & volonté; il nous suffira done d'indi-
quer, comme nous le faisons dans le § 1, le mode de classement qui nous
parait reposer sur le plus petit nombre de considérations.

Pour donner une application de cette propriété du systéme de tous
les nombres algébriques réels, jajoute au § 1 le § 2 dans lequel je
montre que, lorsque l'on considére comme donnée sous la forme (2) une
suitec quelconque de nombres réels, I'on peut déterminer, dans chaque
intervalle (x....p) donné d'avance, des nombres » non contenus dans
cette snite (2). En” combinant les propositions contenues dans les §§ 1
et 2, on obtient ainsi une démonstration nouvelle du théoréme suivant
démontré pour la premiére fois par LiouvicLe (Journ. de Math. réd. p.
Liouville I° série, t. XVI, 1851): dans chaque intervalle {(a.... /) donné
d’avance il y a une infinité de nombres transcendants c'est & dire de
nombres qui ne sont pas algébriques réels. De plus le théoréme du § 2
donne la raison pour laquelle on ne peut pas faire correspondre un &
un aux nombres entiers de la série (v) les nombres réels formant un
systéme continu de nombres, c'est a dire par exemple, tous les nombres
réels qui sont >0 et £ 1. Je suis ainsi arrivé & trouver d'une fagon
nette 1a différence essenticlle qu'il y a entre un systéme continu de nom-
bres et un systéme de nombres de Despéce de celui qui est formé par
Pensemble de tous les nombres algébriques réels.
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§ 1.

Revenons a Véquation (1) & laquelle satisfait un nombre algébrique
réel w et qui, d'aprés les suppositions faites plus haut, est une équation
entiérement déterminée; appelons hautewr du nombre o la somme des
valeurs absolues des coefficients augmentée du pombre n — 1, n étant le
degré de l'équation; en désignant cette haunteur par N ct appliquant une
notation connue pour désigner les valeurs absolues des nombres, on a,

par suite,

(3) N=n—1+[e]+a)+....+][al]

Cette hauteur N est, par conséquent, pour chaque nombre algébrique
réel, un nombre entier positif déterminée; inversement, 4 un nombre entier
positif donné N ne correspondent qu'un nombre limité de nombres algé-
briques réels ayant pour hauteur Nj; soit ¢(N) ce nombre, I'on aura, par
exemple, ¢(1) =1, ¢(2) =2, ¢(3) =4 Les nombres du systéme (w),
cest & dire tous les nombres algébriques réels peuvent done étre rangés
dans l'ordre suivant: on prendra comme premier nombre w,, le scul
nombre de hauteur N == 1; on écrira & la snite par ordre de grandeurs
croissantes les deux nombres algébriques réels de hauteur N =2 et on
les désignera par w,, o,; puis, & leur suite et par ordre de grandeurs
croissantes, on écrira les quatre nombres de hauteur N = 3; d’une manicére
générale, aprés que lon aura ainsi compté et classé les nombres de la
catégorie (w) jusqu’a une hauteur déterminée N = N,, on rangera a leur
suite et par ordre de grandeurs croissantes les mombres réels algébriques
de hauteur N = N, + 1. L’on obtient ainsi le systéme de tous les nom-

bres algébriques réels sous la forme:

O R T

et l'on peut, en se reportant  cette classification, parler du v**=° nombre
algébrique réel, sans omettre aucun nombre du systéme ().
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§ 2

Lorsque l'on a une suife infinie de nombres réels différents les uns
des autres se succédant suivant une loi déterminée quelconque

(4) uuu’g:"": uV:""

'on peut, dans chaque intervalle («....pJ) donné d’avance, déterminer
un nombre » qui ne se trouve pas dans la suite (4); il existe, par consé-
quent, une infinité de tels nombres. Voici la démonstration de ce théoréme.

Partons de lintervalle donné d’avance (a....fA) et soit a < f§;
désignons par «, ' les- deux premiers nombres de la suite (4) divers
entre eux, qul sont distincts de a«, # et qui se trouvent dans cet infer-
valle, et soit o < #; désignons de méme par «”, 8, les deux premiers
nombres de notre suite divers entre eux, qui se trouvent dans l'intervalle
(@....8) et soit a” < §’; d'aprés cette méme loi, formons un intervalle
suivant («”.... "), et ainsi de suite. D’aprés cette définition, les nom-
bres o, «’, .... sont des nombres déterminés u,, w,,. ... %, de notre
suite (4) dont les indices %, croissent constamment, et la méme chose a
lieu pour les nombres &, #”....; de plus les nombres o, a”, . ... sont
de grandeurs croissantes, les nombres #, 7, .... de grandeurs décrois-
santes;  chacun des intervalles (a@....8), (@ .... 8 (@ ... . 8% ....
comprend tous ceux qui le suivent. L’on ne peut alors concevoir que
deux cas.

Ou bien le nombre des intervalles, que l'on peut former ainsi est
fini; soit {a*.... ") le dernier d'entre eux; comme dans cet intervalle
s¢ trouve au plus un nombre de la suite (4), Yon peut prendre dans cet
intervalle un nombre » qui n'appartient pas & la suite (4), et le théoréme
est ainsi démontré dans ce cas.

Ou bien le nombre des intervalles ainsi formés est infini; alors, comme
les nombres «, o, o croissent constamment sans croitre & l'infini,
ils ont une certaine limite «”; de méme les nombres 3, &, 57, .... qui
décroissent constamment ont une certaine limite 3 Si a== B3~ (ce qui se
présente toujours en appliquant cette méthode au systéme (@) des nombres
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algébriques réels), on s'assure facilement en revenant i la définition des
intervalles, que le nombre 5 = o = B” ne peut pas étre compris dans
notre suite; car si ce nombre 5 était compris dans notre suite, 'on aurait
7 = Uy, p étant un indice déterminée; mais cela n’est pas possible, car
#, ne se trouve pas dans l'intervalle (@?....4"), tandis que le nombre
7 8y trouve d’aprés sa définition. Si, au contraire &® < /%, tout nombre
7 compris dans lintervalle (a™.... %) ou égal & I'une des limites,
remplit la condition voulue de ne pas appartenir & la suite (4).

Les théorémes, que nous venons de démontrer peuvent étre généralisés
de différentes fagons; nous n'indiquerons ici que la proposition suivante:
4soit », v, ...., 9, .... une suite finie ou infinje de nombres linéaire-
ment indépendants, c'est a dire de nombres tels qu'il nexiste entre eux
aucune équation de la forme

@v, +oav, + ... gy, =0,

les coefficients a,, a,, .... a, étant des entiers qui ne sont pas tous nuls
3 la fois; concevons le systéme (£) de tous les nombres £ qui peuvent,
étre représentés par des fonctions rationnelles & coefficients entiers des
nombres donnés v, wv,, «« ¥, ....; alors, dans tout intervalle
(@....5), il y a une infinité de nombres qui ne sont pas contenus dans
le systéme (£).»

En effet, I'on voit, & Paide de considérations analogues a celles qui
ont été employées dans le § 1, que les nombres de la catégorie (&) peu-
vent étre rangés en une suite de la forme

8,0, ... 80, . ...

1 2

d'ou résulte le théoréme cn question d'aprés la proposition démon-
trée § 2.

M. B. Mvi¥eERaDE a démontré, par une réduction aux principes
de Garoms, un cas trés-particulier du théoréme que nous venons d'indi-
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quer, a savoir le cas dans lequel les nombres #,, v,, .... v, sont en
nombre fini et dans lequel le degré des fonctions rationnelles, qui ser-
vent a former les nombres de la catégorie (&) est donné d’avance. (Voir
Math. Annalen de Cresscr et Nrumany, T. III p. 497))

Berlin, le 23 Décembre 1873.




UNE CONTRIBUTION A LA THEORIE DES ENSEMBLES.

MEMOIRE DE

G. CANTOR
4 HALLE a. S.

(Extrait du Journal de Borchardt, vol. 84)

Si on peut faire correspondre élément par élément deux ensembles
bien définies M et N par une opération & sens unique (et, quand on peut
le faire d’une maniére, on peut le faire aussi de beaucoup d'autres), con-
venons, pour la suite, de nous exprimer en disant que ces ensembles ont
la méme puissance, ou encore qu'elles sont équivalentes.

Nous appellerons parties intégrantes d’un ensemble toutes les autres
ensembles M, dont les éléments sont en méme temps éléments de M.

Si deux ensembles M et N ne sont pas de méme puissance, ou bien
M aura la méme puissance qu'une partie intégrante de N, ou bien N la
méme qu'une partie intégrante de M; dans le premier cas nous appelons
la puissance de M plus petite, dans le second nous appelons plus grande
que la puissance de N.

Quand les cnsembles & considérer sont finis, ¢. 2. d. composés d'un
nombre fini d'éléments, la notion de la puissance, comme il est facile de
le voir, répond alors & celle du nombre dans la signification de dénombre-
ment et pas conséquent aussi & celle du nombre entier positif, puisqu’en
effet deux cnsembles de cette nature n'ont la méme puissance que dans
I'hypothése otr le nombre de leurs éléments est le méme,

Une partie intégrante d'un cnsemble fini a toujours une puissance
plus petite que l'ensemble lui-méme; ce fait w'a plus liew dans les ensembles
infinis, c. &. d. composés dun nombre infini déléments De cette seule eircon-
stance, qu'un ensemble infini M est une partie intégrante d'une autre N
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ou que l'on peut faire correspondre un & un les éléments de I 4 une partie
intégrante de N, par une opération & sens unique, on ne peut aucunement
conclure que sa puissance est plus petite que celle de N; cette conclu-
sion n'est justifide, que si l'on sajt que la puissance de M n'est pas égale
b celle de N; de méme, N étant partic intégrante de M ou tel que ses
éléments correspondent un & un 4 sens unique & une partie intégrante de
M, cette circonstance ne suffit pas pour que la puissance de M soit plus
grande que celle de N

Pour rappeler un exemple simple, soit M la série des nombres en-
tiers positifs v, N la série des nombres entiers positifs pairs 2u; N est
alors une partie intégrante de M et néanmoins M et N sont de méme
puissance.

La série des nombres entiers positifs » offre, comme il est facile de
le montrer, la plus petite de toutes les puissances qui se présentent dans
les ensembles infinis. Néanmoins la classe des ensembles qui ont cette plus
petite puissance est extraordinairement riche et étendue. A cette classe
appartiennent, par exemple, tous les ensembles que M. DEpERIND appelle
rcorps finis» dans ses belles recherches sur les nombres algébriques (cf.
legons de DIricHLET sur la théorie des nombres, deux. ou troisiéme édit.
Brunswick 1871 et 1879); de méme les ensembles que j'ai considérés et
que j'ai appelés »systémes de points de la »*™ espéce» (cf. Mathematische
Annslen de Creescr et NEumany, t. V, p. 129) sont de la premiére (c. a. d.
de la plus petite) puissance.

Chaque ensemble se présentant comme série simplement infinie, avec
le terme général a,, appartient évidemment & cette méme classe; mais
deplus les séries doubles et en général les séries n™* avec le terme gé-
néral @, , ..., (o v, v, ....y, parcourent indépendamment I'un de
I'autre tous les nombres entiers positifs) appartiennent aussi & cette classe.
Jai méme démontré que I'ensemble (w) de tous les nombres algébriques
réels (et on pourrait ajouter: de tous les nombres algébriques complexes)
peut sc concevoir sous la forme d’une série avec le terme général w,;
cest & dire que l'ensemble (w), aussi bien que chacune de ses parties
intégrantes infinics, a la puissance de la séric de nombres entiers I, 2,
3 --.- v ... (Conf Journal de Borchardt, t. 77, pag. 258). A I'égard
des ensembles de cette premicre classe, on a les théorémes suivants, faciles
a démontrer:
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»M étant un cnsemble de la premiére classe (c. a. d. de la puissance
de la série des mombres entiers positifs), chaque partie intégrante infinie
de M a la méme puissance:

»M', M, M™ . ... étant une série finie ou simplement infinic d'en-
sembles, dont chacun a la premiére puissance, 'ensemble M, qui resulte
de la réunion de M', M”, M ...., a aussi la premiére puissance.»

Nous allons maintenant dans ce qui va suivre examiner au point de
vue de leur puissance les ensembles qu'on appelle continus et #'®'*. D’aprés
un théoréme, que j'ai démontré dans le § 2 du traité cité (Jour. d. Borchardt,
t. 77, pag. 260} il est certain, que ces ensembles n’appartiennent pas a la
premicre classe, ¢. a. d. qu'ils ont une puissance supérieure a la premieére.

Les recherches de Riemanw, de Hermuorrz et d’autres aprés eux
sur les hypothéses qui servent de fondement & la géométrie, partent,
comme on sait, de la notion d'un ensemble continu, d'étendue %, et en
font consister le caractére essentiel en ce que leurs éléments dépendent de n
variables réelles, continues, indépendantes l'une de V'autre, en sorte qua
chaque élément de I'ensemble appartient un systéme de valeurs 2, z,, .... z,
admissible, et réciproquement & chaque systéme de valeurs z,, z,,.... 7,
admissible appartient un certain élément de l'ensemble.

Le plus souvent, comme il résulte de la suife de ces recherches,
on suppose en outre facitement que la correspondance des éléments de
Tensemble et du systéme de valeurs z,, z,, .... &, posée comme base,
est continue, en sorte qu'a chaque changement infiniment petit du systéme
de valeurs =z, x,, ....x, répond un changement infiniment petit de
I’élément correspondant de lensemble et réciproquement, a chaque change-
ment infiniment petit des éléments de l'ensemble, un changement semblable
des valeurs de ses coordonnées.

Quant & savoir si cette supposition suffit, ou §'il faut la compléter
par des conditions encore plus spéciales, pour pouvoir regarder comme
bien fondée et incontestalle 'idée que ces auteurs se sont faite de I'ensemble
n'¥ et continu, ¢’est une question gue nous passerons d'abord sous silence(’);
nous avons seulement & montrer ici, que si on laisse cettc supposition de
coté, (ce qui arrive bien souvent dans les traités de ces auteurs), c. a. d.

(") La réponse A cette question % laquelle nous reviendrons dans ume autre cireon-
stance, ne me parait donner lieu, A sucune difficulté séricnse.

Acta mathematica. 2. Imprimé 9 Juin 1883 40
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si par rapport a la correspondance entre l'ensemble et ses coordommées on
n'admet aucune limitation, ce caractére, considéré par les auteurs comme
essentiel (d’aprés lequel un ensemble n"®° continue est telle qu'on peut
en déterminer les éléments par n coordonnées réelles, continues, indépen-
dantes P'une de U'autre) devient absolument sans valewr.

Comme notre travail le montrera, on peut méme déterminer les
éléments d'un ensemdble continw d’étendue n par une sewle coordonnée réelle
et continne au moyen d'une opération & sens unigue. Il suit de la, que
si on me fait aucune supposition par rapport a la nafure de 14 correspon-
dance, le nombre des coordonnées réelles continues et indépendantes qui
peuvent servir a la détermination 4 sens unique des éléments d'un en-
semble continw détendue n, peut étre tout nombre:donmée m et que par
conséquent on ne peut le considérer comme caractére invariable d’un en-
semble donné, ' .

En me posant la question de savoir si un ensemble continu de »
dimensions peut étre reliée au moyen d'une opération a sens unique &
un ensemble continu d'unc sewle dimension, de telle sorte qu'h chaque
élément de l'une d’elles réponde un élément, et un sculement, de l'autre,
il s'est trouvé qu'ume felle correspondance existe foujours.

D'aprés cela une surface continue peut étre rapportée complétement par
une opération & sens unigue & une ligne continue; la méme chose est vraie des
corps continus et des ensembles continus géométriques a un nombre quelconque
de dimensions. ,

En appliquant l'expression introduite plus haut, nous pouvons done
dire que la puissance d'un ensemlble continu d&’étendue n et choisi & volonté
est égale a la puissance d'un ensemble d'étendue simple, comme p. ex. d'un

segment de droite continue et limitée.

§ 1.

Comme deux ensembles comtinus, d'un nombre égal de dimensions,
peuvent, au moyen de fonctions analytiques, se rapporter I'nne & 'autre
complétement et 2 sens unique, par rapport au but que nous poursuivons
(et qui est de montrer qu'on peut joindre d’une fagon compléte et & sens
unigue des ensembles continues qui n'ont pas le méme nombre de dimen-
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sions) tout se raméne, comme on l'entrevoit facilement, a la démonstration
du théoréme suivant:

(A). »Soient z, z,,....x, n grandeurs réelles, variables, indépendantes
Tune de Uautre, dont chacune peut prendre toutes les valewrs >0 et <1, el
soit ¢t une autre variable comprise dans les mémes limites (0 <t < 1), on peut
fuire correspondre cetle grandeur ¢ au systéme des n grandeurs x, &,y .... %,
de telle sorte qu'a chagque valeur déterminée de ¢ appartienne un systéme de
valeurs déterminées x,, 2., . ... z, el vice versa & chaque sysiéme de valeurs
déferminées z,, %,, . ... &, une certaine valeur de {>

Comme conséquence de ce théoréme se présente cet autre que nous

avons en vue:
(B). »On peut faire correspondre dune fagon compléte ef & sens unique

un ensemble continu & n dimensions & wn ensemble continu d'une seule dimen-
sion; deux ensembles continus Uune de n, Uautre de m dimensions, n étant %m,
ont la méme puissance; les éléments d'un ensemble continu & n dimensions
peuvent étre déterminés & sens unique par une seule coordomnée t continue et
réelle; mais ils peuvent aussi éfre déferminés & sems unique par un sysiéme
de m coordonnées continues t,, t, .... f,»

Pour démontrer (A) nous partons de ce théoréme connu que tout
nombre irrationnel e 23 peut étre représenté d’une maniére complétement
déterminée, sous la forme d’'une fraction continue infinie:

1
— )

= (o, @y « o0 @y oo

a1+a’+'.; .

+ ae +.

oli les «, sont des nombres positifs entiers rationnels..

A chaque nombre irrationnel eZ} appartient une série déterminée
infinie de nombres entiers positifs @, et réciproquement chaque série sem-
blable détermine un certain nombre irrationnel e 21.
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Soient maintenant e, € «» .. & 1 grandeurs variables indépendantes
I'une de l'autre, dont chacune peut prendre toutes les valeurs numériques

irrationnelles de lintervalle (0. ... 1), qu'on pose alors:
g = (al,n - TP v Oy, e )
8 = (Gu,1, Buygy oo v gy, ..l l)
On = (Zn,sy Bu,zp v v Uuyyy - o)

ces n nombres irrationnels déterminent & sens unique un % 4 1*° nombre
irrationnel d 29:

d=(8, By oo B,

st on établit entre les nombres x et B le rapport suivant:

g=12 ....n
(1) ﬁ(v—-IJnﬂt =y, v

v=1 2 .... ®
Mais aussi de Yautre cété si on part d'un nombre irrationnel dzy,-il
détermine la série des g, et au moyen de (1) les séries des a, ,; par
conséquent d détermine complétement et 3 sens unique le systéme des n
nombres irrationnels e, ¢, .... e, De cette considération résulte tout
d’abord le théoréme suivant:

(C). »Soient ¢, ¢, . ... e, n grandeurs variables indépendantes l'une
de Uautre, dont chacune peut prendre toutes les valeurs numériques irration-
nelles de Uintervalle (0 . ... 1) et soit d une autre variable irrationnelle dans
les méme limites, on peut faire correspondre d'une manicre compléte et & sens
unigue cette grandeur d et le systéme des % grandeurs e, €hy « v v GD

§ 3.

Aprés avoir démontré, dans.le paragraphe précédent, le théoréme (©),
nous avons maintenant 4 démontrer le théoréme suivant:

(D). »Une grandeur variable e, qui peut prendre toutes les valeurs nu-
mériques irrationnelles de l'intervalle (0 . . .. 1), peut se joindre & sens uni-
que a une variable x comportant toutes les valeurs réelles, ¢. a. d. rationnelles
et irrationnels, qui sont > 0 et <1, en sorte qu'a chaque valeur irrationnelle
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de eZ2] corresponde une valeur réelle de x%’; et une seulement et que réci-

proquement & chague valewr réelle de x corresponde ume certaine valewr irra-
tionnelle de ey

Car upe fois ce théoréme démontré, qu'on se représente (en l'appli-
quant), comme correspondantes aux » 4 1 grandeurs variables désignées
dans le § 2 par ¢, ¢, .... ¢ et d, les autres variables z, z,, .... z,
et 7, reliées aux premiéres par une opération 4 sens unique, chacune des
derniéres variables pouvant prendre sans restriction toutes les valeurs
réelles 20 et <1. Comme nous avons établi une correspondance com-
pléte et a sens unique entre la variable d et le systéme des » variables
€y €y .... €. dans § 2, on obtient de cctte maniére une association
compléte, déterminée et & sens unique de la variable continue ¢ et du
systtme des # variables continues z,, z,, .... z,, ce qui démontrera la
vérité du théoréme (A).

Nous n'aurons donc plus & nous occuper dans la suite que de la
démonstration du théoréme (D); qu'on nous permette d'employer, pour
plus de briéveté, un formalisme simple que nous allons d’abord faire
connaitre.

Nous appellerons ensemble linéaire de nombres réels tout ensemble
bien définie de nombres réels, distincts les uns des autres, c. a. d. inégaux
en sorte qu'un seul et méme nombre ne se présente pas plus d’une fois
comme élément dans un ensemble linéaire.

Les variables réelles, qui se présentent dans le cours de ce travail,
sont toutes de telle nature que le champ de chacune d'elles, c. a. d.’en-
semble des valeurs -qu'elle peut prendre est un ensemble linéaire donné;
nous n’appuierons donc plus dans la suite sur cette supposition que par-
tout nous ferons tacitement.

De deux variables de cette nature ¢ et & nous dirons qu'elles n’ont
aucune liaison, si aucune des valeurs que peut prendre e n'est égale 4
une valeur de & c. a. d. les deux ensembles de valeurs que peuvent
prendre les variables a et b, n'ont pas d’éléments communs, sion dit que
a et b sont sans liaison. ()

(") Deux ensembles M et N ou bien n'ont aucune liaison, si elles n'ont aucun élément
qui lenr soit eommun; ou bies elles sont relides par un troisidme ensemble déterminé P
c. a. d, par l'ensemble de leurs éléments communs. Je désigne ensemble P par (M, N).
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Si on a une série finic ou infinie a’, a”, @, .. .. a", .... de variables
bten définies ou de constantes telles que a* et a® n'ont aucune liaison
entre eux, on peut définir une variable a par ce caractére que son champ
se compose de l'ensemble des champs de a, a”,.... a%, ... réciproque-
ment une variable donnée @ peut se décomposer d'aprés les modes les
plus divers en d'autres @, a”, .... qui n'ont aucune liaison deux & deux;
dans ces deux cas nous exprimous le rapport de la variable ¢ aux varia-
bles @', a”,....a%, .. .. par la formule suivante:

[ o O]
a=, o, ..., a" ...

Cette formule exprime & la fois 1° que toute valeur que pourrait
prendre une des variables 4 est aussi une valeur qui convient & la
variable a; 2° que toute valeur que peut recevoir a peut étre prise aussi
par une des grandeurs a, et par une seulement. Pour expliquer cette
formule, soit par exemple ¢ une variable qui peut prendre toutes les
valeurs rationnelles >0 et <1, e une variable qui peut prendre toutes
les valeurs jrrationnelles de lintervalle (0 .... 1) et enfin z une variable
qui peut prendre toutes les valeurs réelles, rationnelles et irrationmelles
20 et <1, on a:

zE{gp, 8}

Soit @ et & deux grandeurs variables de telle nature qu'on puisse les
joindre l'une & l'autrc d'une fagon compléte et & sens unique, en d'autres
termes si le champ de l'une et de l'autre a la méme puissance, nous
appellerons a et & équivalentes I'un & l'autre et nous l'exprimerons par
une des deux formules @~ b ou &~ a. D'aprés cette définition de 1'équi-
valence de deux grandeurs variables il suit immédiatement que a -~ a;
et que, si a~ b et b~ ¢, on a toujours aussi @~ c

Dans la suite du travail le théoréme ci-dessous dont nous pouvons
omettre la démonstration & cause de sa simplicité, trouvera son application
en divers endroits:

(E). »8oit o, a”, .... & une série finie ou infinie de variables ou de
constantes qui n'ont awcune ligison deuxr & deux, ¥, b, .... 0", ... . une
autre série de la méme nature, si & chaque variable o de la premicre série
répond une wvariable déterminée b de la seconde et si ces variables corres-
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pondantes sont constamment équivalentes Uune & Uauire, c. a. d. que @ ~ ¥,
on aura towjours aussi: a ~. b,
st

aE{a,', a’, .... a ,}

el

§ 4.

Au point ol nous en sommes arrivés de notre travail, il n'y a plus
qu'a démontrer le théoréme (D) dans § 3. Pour cela prenons comme
point de départ qu'on peut écrire tous les nombres rationnels qui sont
20 et <1, sous la forme d'une série simplement infinie:

501! 5011 ?3""' {rl‘? et
avec un terme général ¢,.
On peut le prouver de la fagon la plus simple, comme il suit:
P gtant la forme irréductible pour un nombre rationnel 20 et 1, on
par conséquent p et ¢ sont des nombres entiers non négatifs avec le
plus grand commun diviseur 1, qu'on pose p 4 ¢ =N. Dés'lors & chaque

nombre £ appartient une valeur déterminée, entiére et positive de N, et
7

réciproquement & cette valeur de N appartient toujours un nombre fini de

quantités £. Si on imagine maintenant les nombres £ rangés dans ordre
q

tel que ceux qui appartiennent & des valeurs plus petites de N précédent
ceux pour lesquels N a une valeur plus grande, et que de plus les

nombres £, pour lesquels N a la méme valeur se suivent les uns les
9

autres par ordre de grandeur, les plus erands apres les plus petites, chacun
p g ) plus g P plus p )

des nombres £ vient occuper une place parfaitement déterminée dans une
q

série simplement infinie, dont le terme général sera désigné par ¢,. Mais
cette proposition peut aussi se tirer comme conclusion de ce j'ai dit ailleurs,
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que Yensemble (w) de tous les nombres réelles algébriques peut se mettre
sous la forme d’une série infinie:

Wy Wy ool oy, ..

avec le terme général o,; cette propriété de I'ensemble (w) se transmet
en effet & l'ensemble de tous les nombres rationnels 20 et <1, parce
que cet dernier ensemble est une partie intégrante du premicr (o).

Soit maintenant e la variable quise présente dans le théoréme (D) et qui
peut prendre toutes les valeurs numériques réelles de l'intervalle (0.... 1),
& l'exception des nombres ¢,.

Qu'on prenne ensuite dans l'intervalle (0....1) une série quel-
conque infinie de nombres ¢, irrationnels et soumise aus conditions qu'en
général on a ¢, <¢,,, et que lime, = 1; soit par exemple:

¥yr=0

ﬁ-
2v

g =1—

Qu'on désigne par f une variable, qui peut prendre toutes les valeurs
réelles de lintervalle (0....1), & 'exception des valeurs ¢,, par ¢ une
autre variable, qui peut prendre toutes les valeurs réelles de l'intervalle
(0....1), a 'exception des ¢, et des ¢,.

Nous disons que:

e~ f.
En effet d'aprés la notation du § 3 on a:

eE{g, s,}
et:

f Eigv al }‘
Mais on a: g~ g; s ~ ¢,; nous concluons donc d'aprés (E} que ¢~ f.
Le théoréme & démontrer (D) est donc ramené au théoréme suivant:
(F). »Une wvariable f qui peut prendre toutes les valeurs de lintervalle

(0....1), a Pexception des valeurs d'une série donnée <,, soumise auz con-
ditions que s, < s,., et que lims, = 1, peut se joindre d'une facon compléte
y=m:

et & sems wunique & wune variable T qui peut prendre toutes les valeurs >0
et < 1; en d'autres termes, om a f~ r>
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§ 5.

Nous appuyons la démonstration de (F) sur les théorémes suivants
@), H), (0):

(G). »8oit y une veriable, qui peut prendre toutes les valeurs de lin-
tervalle (0 .... 1) & lexception seulement de 0, x une variable qui comporte
toutes les valeurs de lintervalle (0 . ... 1) sans exception, on a: y ~ x.»

La démonstration de
ce théoréme (G) se fait
de la maniére la plus Y
simple en considérant la
courbe ci-contre, dont les

abscisses A partir de 0 re- Y L
S
présentent la grandeur z, Nt

et les ordonnées la gran-
deur y. Cette courbe est
composée d’'un nombre in-
fini de segments de droites
ab, @b, .... @5, . ...
(qui sont paralléles entre
eux et deviennent infini-
ment petits quand y croit 0
a l'infini) et du point isolé

¢, dont ces segments se

rapprochent asymptotiquement, Mais les points extrémes a, @', .... o
devant étre considérées comme faisant partie de la courbe, au contraire
les points extrémes &, ¥, .... 8, .... doivent édtre regardés comme en
dehors de cette courbe. Leg longueurs représentées dans la figure sont:

Lo

o
[ ] S
"

R G
Srber s et e T

Op=pc=1;, Ob=1bp=10a=

15| —

1

9u+1'
2

a?d = "M = by_1h, =

Acta mathematica, 2. Imprimé 11 Joln 1883. 41
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On se convainc que, tandis que l'abscisse x prend toutes les valeurs
de 0 a I, I'ordonnée y les prend aussi toutes, a I'exception seulement de
la valeur 0.

Le théoréme (G) étant ainsi démontré, on obtient en appliguant les for-
2

8

(H). »Une variable z, qui peut prendre toutes les valeurs dun intervalle
(a....[3), ot aZpB, & lexception de la seule valewr a, est équivalente & une
variable u qui peut prendre toutes les valewrs du méme intervalle (@ .. .. f3)
sans exception.y

De la nous arrivons immédiatement au théoréme suivant:

(J). »w élant une variable susceptible de prendre toutes les valewrs de
lVintervalle (a . . .. B) & Uexception des deux valewrs extrémes a ef 8. u étant
la méme variable que dans (H), on @ @ ~ u»

En effet: soit y une valeur quelconque enire a et 3; qu'on introduise
comme auxiliaires quatre nouvelles variables w’, @”, ¥’ et 2

Supposons que z soit la méme variable que dans (H}, que o’ prenne
toutes les valeurs de l'intervalle («....7) & l'exception des deux valeurs
extrémes a« et y; qu'on donne & ®” toutes les valeurs de l'intervalle
G....f) a l’exception de 1a seule valeur extréme j; soit enfin &’ une
variable susceptible de prendre toutes les valeurs de l'intervalle (y....S)
y compris les valeurs extrémes.

On a alors:

mules de transformation: y = 2 %. y = % 7"% 1a pénéralisation de (G):
y "‘—1'1-, ﬂ 19 y g

— a

[ - |
@, @

I#

@

{w’, u"}

It

2

Mais par suite de (H) on a o” ~ %”; nous concluons donc que w ~ z
Mais d'aprés (H) on a aussi: 2z~ u; par conséquent on a encore: w ~ u,
ce qui démontre le théoréme (J).
Nous pouvens maintenant démontrer le théoréme (F) comme il suit:
En renvoyant & la signification des variables £ et x dans 'enoncée
de (F), nous introduisons certaines variables auxiliaires:

f', fﬂ) . _f(l‘}, e

et
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Soient: f* une variable qui comporte toutes les valeurs de I'intervalle
(0....¢e,) & lexception de la seule valeur extréme ¢ ; /* pour v > 1
une variable susceptible de prendre toutes les valeurs de lintervalle
(€4 - -+ .5,) & l'exception des deux valeurs extrémes £, ; et ¢,; 2 une
variable qui comporte toutes les valeurs de lintervalle (e, .... )
sans exception,

Si on joint encore aux variables 7, /", .... f¥, .... la quantité
constante 1, toutes ces grandeurs prises ensemble ont le méme champ
que £, ¢. a. d. quon a:

= FY

De méme on se convaine que:
T = {f’, 2, L fm_n, AN I}
Mais par suite du théoréme (J) on a:
f('.'y) -~ x(i’v); puis: f(ﬁv——‘l)mf(‘zy—-l); 1~1;
d’oll 4 cause du théoréme (E) § 3:

Jf~m

§ 6.

Je vais maintenant donner une démonstration beaucoup plus courte
pour le théoréme (D); si je ne me suis pas borné i celle-la, cela
est venu de ce que les théoremes auxiliaires (F), (G), (H), (I), qui ont
servi & une démonstration plus compliquée, ont de l'intérét en eux-mémes. —
Nous désignons par x, comme plus haut, une variable qui peut prendre
toutes les valeurs réelles de Tintervalle (0.... 1), y compris les valeurs
extrémes; soit ¢ une variable qui ne comporte que les valeurs irration-
nelles de l'intervalle (0....1); il faut démontrer que x ~ e

Nous nous représentons, comme dans § 4, les nombres rationnels
> 0 et <1 sous forme de série, avec le terme général ¢,, ot v a & par-
courir la série des nombres 1, 2, 3, .... Nous prenons ensuite dans
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intervalle (0.... 1) une série infinie quelconque de nombres irrationnels

5)

>
Qu'on désigne par % une variable susceptible de prendre toutes. les

valeurs de l'intervalle (0 .... 1) & I'exception des ¢, aussi bien que des 7,.
D’aprés le formalisme adoptée dans § 3 on a alors:

distincts entre eux; soit 7, le terme général de cette série (p. ex: z,=

1) xE{h, Do, go,.}
et
(A, ]

Nous pouvons aussi écrire la derniére formule comme il suit:

[

(2) GE{”', N2yl 172v}
Si maintenant nous remarquons que:
hab; po~gur; @~ g

et si nous appliquons aux deux formules (1) et (2) le théoréme (E) § 3,
nous obtenons z -~ ¢; c. q. f. d.

§ 7.

La pensée viendrait naturellement de choisir, pour la démonstration
de (A) la forme de représentation des fractions décimales infinies au lien
des fractions continues que nous avons employées; il semblerait que cette
méthode nous aurait conduit plus promptement au but; mais au contraire
elle entraine avec elle une difficulté sur laquelle je veux attirer l'attention
ici; et c'est la raison qui m'a fait renoncer dans ce travail & I'emploi des
fractions décimales.

Si on a p. ex. deux variables x et z, et qu'on pose:

i a

Uy

10"
A,

_ A A 2
S (L T LR

+.

+. ..
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en supposant que les nombres a,, 3, deviennent des nombres entiers > 0

et < 9 et ne prennent pas constamment, a partir d'un certain , la valeur 0

(excepté lorsque z, ou =, est égal & 0), ces expressions de x,, x, seront

détermindes, dans tous les cas avec une signification unique, c. a. d. z,

et », déterminent les séries infinies de nombres a, et 3,, et réciproquement.
Si maintenant on tire de x, et z, un nombre:

=40 I
b={g+ipt- ottt

en posanf.:
1=t = B

pour

v=12, .... 00

il s’établit un rapport & sens unique entre le systeme x,, x, et la vari-
able ¢; car un seul systéme de valeurs ,, #, conduit & une valeur donnée
de ¢ Mais la variable ¢, et c'est la particularité & remarquer ici, ne
prend pas toutes les valeurs de Vintervalle (0 .. .. 1), elle a une variabilité
restreinte, tandis que z, et %, ne sont soumis & aucune restriction dans
ce méme intervalle. En effet, toutes les valeurs de la somme de la série:

hoy T I
Gttt
o, & partir d'un certain v > 1, tous les ,_, ou tous p,, ont la valeur
zéro, doivent étre considérées comme au dehors des limites de variabilité
de ¢, parce quelles raméneraient 2 des représentations, par fractions déci-
males, de z, ou z,, qui sont finies et par conséquent inadmissibles.

§ 8.

Le travail que nous avions en vue étant terminé dans les paragraphes
précédents, quelques remarques plus générales pourront trouver place ici,
comme conclusion.
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Le principe (A) et par suite le principe (B) peuvent étre généralisés,
de sorte que des ensembles continus d’'un nombre infiniment grand de di-
mensions ont la méme puissance que les ensembles continus d'une seule dimen-
sion; toulefois cette géneralisation est essentiellement lide & Uhypothése que
les dimensions infiniment nombreuses forment elles-mémes un ensemble de la
premicre classe ow puissance. Au lieu du théoréme (A) on a le suivant:

(A7), »Soit x,, x,, :... z,, une sériec simplement infinie de grandeurs
variables, réelles, indépendantes Iune de Vautre, dont chacune peut prendre
toutes les wvaleurs >0 et <1, et soit t une autre variable avec les mémes
limites (0 < ¢ < 1), on peut faire correspondre par une opération & sems
unique cefte grandeur ¢ au systime des x, X, .... Z,, .. .., qui Soni en
nombre infini.y

Ce théoréme (A’) se raméne, 4 I'aide du théoréme (D) § 3, au suivant:

(C). »80it e, €, .... e, .... une série infinie de grandewrs vari-
ables indépendantes Uune de Uauire, dont chacune peut prendre toutes les
valeurs numériques irrationnelles de Uintervalle (0 . ... 1) et soit d une autre
variable irrationnelle avec les mémes limites, on peut joindre cette grandeur d
par une opération & sens unique au systéme des grandewrs en nombre infini:
€y €ay v ver €y ouu D

La démonstration de (C) se fait de la maniére la plus simple, en
appliquant le développement de la fraction continue et en posant, comme
dans § 2:

€ =By, 1, Gu 0, vovh Bpuyy o n )
pour =1, 2, .,..00
A=, Bur e Py )
et en etablissant entre les nombres entiers positifs a et 3 le rapport:
e, » = 3,
on:
1= {p + V—IL(I!-F v—32)

-

(p+v—1Hp +v—2)
)

de le montrer, jouit de cette propri¢té remarquable de représenter tous

comme 1] est facile

En effet la fonction "+

2
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les nombres entiers positifs, et chacun d'eux une fois seulement, quand g«
et v y prennent également, indépendamimnent l'un de l'autre toutes les
valeurs positives entiéres.

Te théoréme (A’) parait indiquer le terme jusqu'a quel on peut
genéraliser le théoréme (A) et les conséquences qui en découlent. Et
maintenant que nous avons ainsi démontré, pour un champ extraordinaire-
ment riche et étendu densembles, la propriété de pouvoir se joindre & sens
complet et unique a une droite continue ou & une partie de cette droite
(en entendant par parties dune ligne tous les ensembles de points qui y sont
contenus) la question se pose de savoir comment se comportent, au
point de wvue de lewr puissance, les différentes parties d'une ligne droite
continue ¢. a. d. les différents ensembles de points qu'on y peut imaginer
en nombre infini.

Si nous dépouillons ce probléme de sa forme géométrique et si,
comme il a déja été expliqué au § 3, nous entendons par ensemdle linéaire
de nombres réels tout ensemble imaginable de quantités réelles distinctes
entre elles et en nombre infini, la question se pose ainsi: en quelles classes
se devisent les ensembles linéaires, et quel est le nombre de ces classes, si on
groupe dans des classes différentes les ensembles de différente puissance, et
dans la méme les ensembles de méme puissance? Par un procédé d'induc-
tion, dans la description duquel nous n’entrerons pas davantage, on est
amené a ce théoréme, que le nombre des classes d’ensembles obtenus
d’aprés ce mode de groupement est un nombre fini et quil est égal
a deur.

D’aprés cela les ensembles linéaires comprendraient deux classes(’)
dont la premiére contient tous les ensembles susceptibles d’étre ramenés
a la forme: functio ipsius v (ol v parcourt tous les nombres entiers po-
sitifs); tandis que la seconde classe embrasse tous les ensembles reductibles
a la forme: functio ipsius © (ot & peut prendre toutes les valeurs réelles
= 0et <1)

('Y Que ces deux classes soient distinetes en réalité, cest la conséquence immédiate
du théortme démontré dans le 3 2 du travail cité plus haut (Journ. d. Math. pures et
appliquées t. 77, p. 260), d'aprés lequel, si on a une série régulitre infinie Uy, Ugyens Uyye.s
oo peut toujours trouver dams chaque intervalle domné (z.... ) des nombres v qui ne se
présentent pas dans la série proposée.
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Il 'y aurait done dans les -ensembles linéaires infinies, et par consé-
quent aussi dans tous les autres qui 'y rameénent par une opération &
sens complet et unique, que deuz espices de puissances, répondant 4 ces
deux classes; nous remettons % plus tard la solution exacte de ceite
question.

Halle a. S. 11 Juillet 1877.




SUR LES SERIES TRIGONOMETRIQUES.

PAR

G. CANTOR

4 HALLE a. S.

(Traduection d’'un mémoire publ. d. . Annales math. de Leipsic t. 1V pag. 189).

Dans le 72*™ tome du Journ. de M. BorcHARDT je démontre un théo-
réme ayant pour objet le décroissement des coefficients de séries trigo-
nométriques sous certaines conditions. Dans ce qui suit je voudrais en
développer la démonstration d'une maniére, qui ne laisse rien & désirer par
rapport a la clarté et la simplicité. C'est du dernier des théorémes pro-
posés ici, qu'il est question, les autres me serviront comme prépara-
toires.

I Soit:

une série infinie de quantités positives, soumises aux conditions:
.y ?,gkv_lxy“1, e

ot k est une donnée positive plus grande que 1, il y a towjomrs des nombres
réels 8, qui ont un tel rapport avec la série domnée, que le produit r,8
differe dun nombre impair 2y, + 1 dune quantité 6,, qui devient mfiniment
petite lorsque v croit infiniment; et méme la quantité £ peut étre prise dans
un intervalle (a . ... 83) proposé d'acance & volonté.

Démonstration. Je désigne la grandeur de lintervalle proposé (a . .. B
par i et je suppdse a et § positives toutes les deux, et on peut ramener

Aeta mathematice, 2, Imprimmé 3 Jnillet 1883, 492
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les autres cas & celui-la. Qu'on divise lintervalle en trois parties
égales; les points de division étant y et ¢, on a:

Soit r, la premiére des quantités infiniment croissantes z,, qui est

: " , 3 G

plus grande que les denx quantités données *=1: et T
Prenons d'abord le nombre impair 2y, 4+ 1 tel, que la fraction

2',‘/»: + 1

be dans Uintervalle 73; ce qui i ]
o tombe dans l'intervalle ;¢; ce qui se peut, puisque =z, > T

Puis déterminons les nombres impairs 2y, ., + 1, 20+ 1, ...
tels que:

r‘gy,,+1 + 11—+ 1 : :,+1:’ szl
A) [ 2ais + 1 — (2er + ‘”;:LH] =
LT |

Ty

2+ 1 — s + 1) ]] <1

A ces conditions je joins, pour faire disparaitre toute ambiguité, la
régle, qu'on prenne le plus petit toutes les fois qu’il y a deux nombres
2%,+1, qui s'accommodent & la condition (A); on a alors une série com-
plétement déterminée de nombres impairs 2y, + 1, pour ¥ > n; quant anx
nombres 2y, 4+ 1 pour v < n, nous pouvons les prendre & volonté.

Les nombres 2, et y, déterminent maintenant une série infinje:

(B

Jy, + 1 2y, 41 23;,,-}-1’

Ty Zz &y

dont le terme général s'approche infiniment d'une lirnite, que je nomme 2.
En effet daprés les conditions (A) on a:

[gyﬂ-,u. + 1 ) va + IJ o i + 1
Luip o &y = &y LS |

et puisque la somme & droite devient infiniment petite en faisant croitre y,
va-\—": + 1 va + 1

HCPENN Ly

la. méme chose a lieu par rapport i la différence
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dans laquelle le nombre p peut étre pris & volonté. Mais on sait que
2y, + 1

cette condition étant remplie, la limite lim existe toujours. Clest

cette limite que nous nommors &
Des conditions (A) pour v > # on tire pour £ la relation:

]
[9__ -‘yu‘+1]—<_ 1 + 1

&y R N Ty43
ou:
: &, & Lyt
[Le, — 2y, + D)) < R AN ich i
T o dypd Lyp1  Lyio
Mais on a:
&, 1 & 1

On a donc aussi:
o 1 1 1
et a plus forte raison:

1
On, — (29, + 1) < s
€y {Qv, — (29, + H<y ]

k étant > 1 on voit par la que la différence:
8, = 5,9 — (2, + 1)

a pour limite zéro pour v = o, Donc la premiére partie de notre théo-

réme est démontrée.
Il reste & faire voir, que le nombre trouvé & se trouve dans l'intervalle

donné (a....3); cela résulte aussi de (C), en y faisant v = %; on a alors:

[0_231" + 1] < 1
- I’ &’R(k" _ 1)

et A plus forte raison

2y 4+ 1'] 1
Ly _ <

Ii'Q o Ik — 1)
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. . . 1 t )
Mais nous avions pris x, tel que 1)< §3 on @ donc aussi:

-1

) .
[9_:&:._+_1]<1

% 3

2y, +1

montre que £ est situé dans l'intervalle (z.... 7).
IL.  Une série de nombres réels:

La fraction étant située dans lintervalle yd, la derniére relation

B

étant telle, que de chaque série y contenue:
L
Fon peut towjours enlever une troisiéme:

c [ cee s € e s
gy Ty, * Moy, ? ’

dont le terme général ¢, devient infiniment petit pour v = oo, on a foujours:
v

Iime, =0
v
Démonstration. En considérant une quantité positive ¢ quelconque,
je dis que le nombre des termes ¢,, qui sont plus grands que ¢, par rap-
port a leur valeur absolue, doit étre fini; car il était infini il y aurait
une seérie infinie ¢,,» contenue dans la premiére c,, dont tous les termes
seraient plus grands que s; on ne pourrait donc pas en enlever une troi-
siéme Cnp 2 dont les termes deviennent infiniment petits pour v = coc, ce

qui est contre 'hypothése.

Il est donc clair que le nombre des termes ¢,, qui sont plus grands
quunc quantité s, si petite qu'elle soit, est fini; mais de 1A on conclut
évidemment que lim ¢, = 0.

Y= x
. i
L. Lorsque pour chaque valewr de x entre zro et 5 (i etant une
-
quantité donnée positive) on a:

lim ¢, sin v = 0,

Y 0



Sur les séries trigonométrigues. 333

on a toujours aussi:
Lm Cy = 0.

¥m a

Démonstration. Soit. ¢, une série quelconque contenue dans la série
¢,; je ferai voir, qu'il y en a toujours une troisiéme ¢, » contenue dans ¢,
¥

et telle, que l'on a:
lime,, =0

e o

Pour cela j'enléve de la série ¢,, donnée l'autre ¢, & condition, que, le

v

nombre % étant donné et > 1, on ait pour chaque valeur de »:

1

s, = K N,

I est clair, que cela se peut de diverses maniéres; prenons-en
une déterminée. La série d'indices n, étant prise de sorte qu'on déter-
mine d'aprés I une quantité £, située dans lintervalle (0 . ,_,i), et

T
telle, que l'on ait:
no, — @y + 1) =4,

out y, est entier et #, devient infiniment petite pour y = ov.

12| =,
S

Alors la quantitée £ = Q%r est située dans l'intervalle (0 e

et l'on a:
——0 S
-Q’n'm, ) (uyv + I) ) Hy-

D’apres l'hypothése, faite dans notre théoréme, en l'appuyant sur
le nombre x = ¥, on a:
lim ¢, sin (v 2) = 0

V=
De la on peut conclure, qu'aussi:

lim Cn,, Sin (o, 2) = 0.

==

Mais on a: sin{n, &)= + cos 5 6,, d'ott l'on voit que:

. T
lime,  cos (3 H,) = 0.
v -

v= ol
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f, étant une quantité qui disparait pour » = o0, on conclut que:

ime, =0,
ﬂlv

V= m

Il y a donc dans chaque série c,, contenue dans la premiere ¢,, une
troisieme série ¢, , contenue dand la seconde, telle que ses termes devien-
i
nent infiniment petits pour v = co. D’dprés le théoreme II, on a done de
meme:
lim e, = 0.

Y=o

IV. Lorsque pour chaque valewr de x comprise dans un intervalle donné
(@....8), la condition:

lim {a, sin v& + b, cos yz) = 0

PEN -
est remplie, on a toujours:

lim a, = 0, lim b, = 0.

Y= 00 V=0

Démonstration. Soit

/4

+3 .
5 et [f—a =1
Posons:

a,co8vy — b, sinwy = ¢,

a,sin vy + b, cosvy = 4,

On a:

a, = ¢, cos vy + d, sin vy

b, = — ¢, sin vy + d,cos vy,
d, devient infiniment petit pour v = o0, par hypotheése, puisque d, est ce
que devient l'expression a,sinwr 4 0, cosvr pour .« =y, et que y est upe

valeur située entre a et 3.
De méme ¢ devient aussi infiniinent petit pour » =— oo; car on a,

par hypothése, pour chaque valeur de .« positive et < —L,
Um (e, sin v(y + ) + b, cosu(y + 2)) = O

lim (a, sin w(y — &) + b, cos vy — £)) = 0.

=%
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Par soustraction on en conclut:
lim e, sin va = 0
7
2
De la on voit d’aprés le théoréme IIT, que lon a:

pour chaque valeur positive de z <

lim ¢, = 0.

= oo

Maintenant ¢, et d, devenant toutes les deux infiniment petites, il en
résulte la méme propriété pour a, et b,

Berlin, 21 Avril 1871.




EXTENSION D’UN THEOREME DE LA THEORIE
DES SERIES TRIGONOMETRIQUES.

PAR

G. CANTOR

A HALLE & &

{Traduction d’un mém. publ, 4. 1. Annales math. de Leipsic t. V. p, 123

Je voudrais faire connaitre dans ce travail une extension du théoréme
d’'aprés lequel une fonction ne peut étre développée que d'une seule
maniére en série trigonométrique.

J'al cherché & démontrer dans le Journal de Crelle t. 72, p. 139,
que deux séries trigonométriques:

% b, + 2 {a, sin nx + b, cos nz)
et

}2" b, + Z {a', sin ne + b, cos nx)

qui, pour toutes les valeurs de x, convergent et ont la mdme somme, ont
les mémes coefficients; j'ai ensuitc montré, dans une notice relative a ce
travail, que ce théoréme reste vrai, si, ponr un nombre fini de valeurs
de z, on renonce soit h la convergence, soit a l'égalité des sommes des
deux séries.

L'extension que jai en vue ici consiste en ce que pour un nombre
infini de valeurs de z dans lintervalle [0 ..... (27)] on peut renoncer



Extension d'un théoréme de Ia théorie des sérics trigonométriques. a7

3 la convergence ou a l'accord des sommes de séries, sans que le théoréme
cesse d’étre vrai,

Mais dans ce but je suis obligé de commencer par des explications,
ou plutét par quelques simples indications destinées 4 mettre en lumiére
les diverses maniéres dont peuvent se comporter des grandeurs numériques
en nombre fini ou infini; je suis amené par la A donner quelques défini-
tions, afin de rendre aussi courte que possible l'exposition du théoréme
en question, dont la démonstration se trouve au § 3.

§ 1.

Les nombres rationnels servent de fondement pour arriver a la notion
plus étendue d’une grandeur numérique; je les désignerai sous le nom
de systéme 4, en y comprenant zéro.

On rencontre une premiére généralisation de la notion de grandeur
numérique dans le cas ou l'on a, obtenue par une loi, une série infinie
de nombres rationnels:

L Gy Byy ovnos S )

constituée de telle sorte que la différence a,,, — @, devient infiniment
petite & mesure que = croit, quel que soit le nombre entier positif m,
ou, en dautres termes, qu'avec ¢ (positif rationnel) pris arbitrairement on
a un nombre entier n, tel que {@,,,—a,) <¢ sl S n, et si m est un
nombre entier positif pris & volonté.

Jexprime ainsi cette propriéte de la série (1): »La série (1) a une
limite déterminée b».

Ces mots ne servent done qu'a énoncer cette propricté de la série,
sans exprimer d'abord antre chose, et de méme que nous lions la série
(1) avec un signe particulier b, de méme on doit aussi attacher différents
signes &, &, b" & diverses séries de méme espéce.

Soit une seconde série:

I r ’

(19 o, a,, ... ABay ovnnn

Acta mathematica. 2. Tmprimé 1) Juin 1583, 43
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ayant une limite déterminée &, on trouve que les deux séries (1) et (1)
ont constamment une des trois relations suivantes, qui s'excluent I'une
lautre: Ou bien: 1° @, — a’, devient infiniment petit a mesure que n
croit, ou bien: 2° g,—a’,, & partir d'un certain #, reste toujours plus
grand qu'une grandeur positive (rationnelle) &, ou enfin 3° g, —a',, a
partir d’un certain # reste toujours plus petit qu'une grandeur négative
(rationnelle) — &.

Dans le cas de la premiére relation, je pose: & = ¥, dans le cas de
la seconde: b > ¥, et, dans le cas de la troisieme: b < ¥'.

On trouve de méme qu'une série (1), ayant une limite 4, n'a avec
un nombre rationnel ¢ qu'une des trois relations suivantes. Ou bien:

1° a, — a devient infiniment petit 4 mesure que » augmente, ou
bien: 2° @, — a, & partir d'un certain n, reste toujours plus grand qu'une
grandeur positive (rationnelle) e, ou enfin 3° @, — a, & partir d'un certain
n, reste toujours plus petit qu'une grandeur négative (rationnelle) — e.

Pour exprimer l'existence de ces rapports, nous écrivons resp.:

b=a, b>a, b<a.

De ces définitions et de celles qui suivent immédiatement, il résulte
{et on peut démontrer rigoureusement cette conséquence) que, b étant la
limite de la série (1), & — a, devient infiniment petit 2 mesure que »
croit, ce qui justifie par comséquent d'une maniére précise la désignation
de »limite de la série (I)» donnée & &

Qu'on désigne par B l'ensemble des grandeurs numériques .

D’aprés les conventions précédentes, on peut étendre les opérations
élémentaires entreprises avec des nombres rationnels aux deux systémes
A et B réunis.

Soient en effet b, ¥, #” trois grandeurs numériques du systeme B,

les formules:
b

b i br — bll, bb! j— bﬂ, ‘b-.: — bll
servent & exprimer quentre les séries correspondantes aux trois nombres

b, v, U
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se vérifient resp. les relations:
lim (@, + @/'x —a"s) =0,

lim (a.a'y —a"s) =0,

lim (a—,"——-a."u) =0,
Ta
ot je n'ai plus besoin, d'aprés ce qui précede, d'expliquer plus longue-
ment le sens du signe-lim. On a des définitions semblables pour les cas
ot un ou deux des trois nombres appartiennent au systéeme A.
En général toute équation obtenue par un nombre fini d’opérations
élémentaires

se présentera comme expression d'une relation déterminée entre les séries
qui donnent naissance aux grandeurs numériques b, ¥, &, ..... ¥?.(Y)
Le systéme A4 a donné naissance au systcme B; de méme les deux
systémes B et A4 réunis, donneront naissance, par le méme procédé, & un
nouveau systéme C.
Soit en effet une série infinie:

(2) by byy oo bay e

de nombres choisis dans les systémes A4 et B et n'appartenant pas tous
au systéme 4, et cette série étant constituée de telle sorte que b,,,,— b,
devient infiniment petit 4 mesure que % croit, quel que soit d'ailleurs m
(et cette condition, d’aprés les définitions précédentes, peut se concevoir
comine quelque chose de parfaitement déterminé) je dirai que cette série
a une limite déterminée e.

Les grandeurs numériques ¢ constituent le systéme C.

Les définitions de I'équivalence, de l'inégalité en plus ou en moins,
ct celles des opérations élémentaires soit entre les grandeurs c, soit entre

('} Quand on dif, par exemple, qu'une équation de p*™° degré & coefficients cntiers:
Az} = 0, a une racine réelle w, cela signifie qu'on a une série: a,, a,, ..... Gny oo e-.
de la méme nature que la série (1) ayant pour limite le signe e, et jouissant en outre
de la propriété:
lim f{a.) = 0.
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ces grandeurs clles-mémes et celles des systémes B et A4, sont analogues
aux définitions données plus haut.

Tandis que les systémes B et 4 sont tels qu'on peut égaler chacun
des ¢ a4 un &, mais non pas chacun des & & un @, on peut au contraire
égaler non seulement chacun des & & un ¢, mais aussi chacun des ¢ & un b.

Bien que par 1a les systémes B et C puissent dans une certaine
mesure étre regardés comme identiques il est essentiel, dans la théorie
que jexpose ici (et d’apres laquelle la grandeur numérique, n’ayant d'abord
en elle-méme, en général, aucun objet, ne parait que comme élément de
théoremes qui ont une certaine objectivité, de ce théoréme, p. ex., que la
grandeur numérique sert de limite & la série correspondante) il est essen-
tiel, dis;je, de maintenir la distinction abstraite entre les deux systémes
B et C; aussi bien l'équivalence de denx grandeurs numériques b, ¥
empruntées au systéme B n'entraine pas leur identité, mais exprime
seulement une relation déterminée entre les séries auxquelles elles se
rapportent.

Le systéme C et ceux qui le précédent produisent d'une maniére
analogue un systéme D, ceux-ci & leur tour, un autre systtine E, et
ainsi de suite; par A de ces opérations (en considérant l'opération par
laquelle on a passé de 4 & B comme la premiére) on arrive 4 un systéme
L de grandeurs numériques.

Si on-se rappelle la suite des définitions données pour T'équivalence
et I'inégalité en plus ou en moins de ces différentes grandeurs numériques
et pour les opérations élémentaires qui permettent de passer d'un systéme
a l'autre, le méme rapport aura lieu avec ceux qui précédent, a I'excep-
tion de 4, en sorte qu'on pourra toujours égaler une grandeur numérique
!4 une grandeur numérique %, 4, ..... ¢, b, et réciproquement.

On peut ramener & la forme d'égalités de ce genre les résultats de
lanalyse (abstraction faite de quelques cas connus) bien que (je ne Tin-
dique ici qu'en égard & ces exceptions) la notion de nombre, si développée
qu'elle soit ici, porte en soi le principe d'une extension nécessaire en elle-
méme et absolument infinie.

Il semble légitime, étant donnée une grandeur numérique, dans le
systéme L, de se servir de cette expression: C'est une grandeur numérique,
une valeur, ou une limite, de 2™ espéce; d'olt T'on voit que jemploie en
général les mots grandeur numérique, valeur et limite duns le méme sens.
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Une équation F(I, I, ..... ) = 0 formée de nombres /, ',..... I»
au moyen d'un nombre fini d'opérations élémentaires apparait précisément,
dans la théorie en question, comme l'expression d'un rapport déterminé
entre p 4 1 séries A fois infinies de nombres rationnels; ces séries sont
produites par les séries simplement infinies qui définissent tout d'abord
les grandeurs §, I, ..... I”; on les obtient en remplacant, dans les
premicres, les éléments par les séries qui les définissent, en traitant de
méme les séries ainsi obtenues, qui en général seront doublement infinies,
et en continuant ce procédé jusqua ce qu'on n'ait plus devant soi que
des nombres rationnels.

Dans une autre circonstance je reviendrai avec plus de détail sur
tous ces rapports. Ce n'est.pas non plus ici le lieu d’expliquer comment
les conventions et les opérations dont j'ai parlé dans ce § peuvent servir
a lanalyse infinitésimale. Dans ce qui suit, en exposant le rapport des
grandeurs numériques avec la géométrie de la ligne droite, je me bornerai
presque exclusivement aux théorémes nécessaires, d'oi I'on peut, si je ne
me frompe, déduire le reste au moyen d'une démonstration purement
logique. J'indique pour le comparer aux § 1 et § 2, le 10° livre des
Eléments d'Euclide; qui peut servir de point de comparaison en cette
matiére.

Les points d’une ligne droite sont détermninés quand, en prenant pour
base une unité de mesure, on indique leurs distances, abscisses, d’un point
fixe 0 de la ligne droite par le signe -+ ou —, suivant que le point
en question se trouve dans la partie (fixée d'avance) positive ou négative
de la ligne & partir de 0.

Si cette distance a avec l'unité de mesure un rapport ratiouncl, elle
est exprimée par une grandeur numérique du systéme 4; dans lautre
cas, st le point est connu par une construction, on peut toujours imaginer
une série:

(1) gy gy Byy v Uy venns
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réalisant les conditions énoncées dans le § 1, et ayant avec la distance
en question une relation telle que les points de la droite, auxquels se
rapportent les distances @, @,, ..... a,, ....., se rapprochent & l'infini
du point & déterminer, & mesure que % augmente.

Ce que nous exprimons, en disant: La distance du point & détermi-
ner au point 0 est égale & &, quand & est la grandeur numérique corres-
pondant & la série (1).

On démontre ensuite que les conditions d'équivalence et d'inégalité
en plus ou en moins de distances connucs concorde avec les conditions
d’équivalence et d'inégalité en plus ou en moins (définies dans le § 1),
des grandeurs numériques correspondantes, qui représentent ces distances.

Il suit maintenant sans difficulté que les grandeurs numériques des
systémes C, D ..... sont aussi capables de déterminer des distances
connues. Mais pour achever de faire reporter le lien que nous observons
entre les systemes des grandeurs numériques définies dans le § 1 et la
géométrie de la ligne droite, il faut ajouter encore un axiéme dont voici
le simple énoncé: A chaque grandeur numérique appartient aussi, réci-
proquement, un point déterminé de la droite, dont la coordonnée est égale
a cette grandeur numérique dans le sens exposé dans ce §.(%)

J'appelle ce théoréme un axiéme, par ce qu'il est dans sa nature de
ne pouvoir étre démontré d'une fagon générale.

Ce théoréme sert aussi 3 donner supplémentairement aux grandeurs
numériques une certaine objectivité, dont elles sont, toutefois, compléte-
ment indépendantes,

D'apres ce qui précéde, je considére un point de la droite comme
déterminé, quand sa distance de 0, précédée du signe convenable, est
donnée comme grandeur numérique, valeur ou limite de A*™ espéce.

(") A chaque grandeur numérique appartient un point détermiod, mais & chaque
point se rapportent, comme coordoundes, dans le sens ci-dessus, une quantité innombrable
de grandeurs pumériques égales; car, comme on l'a déji fait: entendre plus haut, il suit,
de fondements purement logiques, que des points distincts ne peuvent pas répondre 3 des
grandeurs numériques égales, et quun seul ¢t méme point ne peut se rapporter 4 des
grandeurs numériques inégales, comme coordonnées.
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Entrons maintenant plus pleinement dans notre sujet et considérons
les relations qui se présentent, étant données des grandeurs numériques
en nombre fini ou infini.

Daprés ce qui précéde on peut considérer les différentes grandeurs
numériques comme correspondant une & une avec les différents points
d'une ligne droite. Pour plus de clarté, et sans que cela soit essentiel,
nous nous servirons, dans la suite, de ce mode de représentation, et, quand
nous parlerons de points, nous aurons toujours en vue les valeurs par
lesquelles on les obtient.

Pour plus de briévete, jappelle systéme de valeurs un nombre donné,
fini ou infini, de grandeurs numériques, et systéme de points un nombre
donné, fini ou infini, de points d'une droite. Ce qui sera dit dans la
suite des systémes de points, peut sappliquer immédiatement, d'aprés ce
qui a été dit, aux systémes de valeurs.

Etant donné, dans un intervalle fini, un systéeme de points, il y a
lien, en géndral, d'envisager un second systéme de points déduit du
premier d'une certaine maniére, puis un troisiéme déduit du deuxiéme
de la méme Facon, ete; il est nécessaire de les étudier tous si I'on veut
concevoir la nature du premier.

Pour définir ces nouveaux systémes de points, définissons d’abord la
notion du: point-limite d'un systéme de points.

Par point-limite d'un systéme de points P, j'entends un point de la
droite tel que dans son voisinage, il y ait un nombre infini de points du
systéme P; il peut d'ailleurs se faire que le point-limite appartienne 4
ce systeme. Et jappelle voisinage d’un point tout intervalle dans lequel
ce point est contenu. D’aprés cela il est facile de démontrer qu'un sy-
stéme composé d'un nombre infini de points a toujours pour le moins
un point-limite. Nous appelons point isolé de P tout point qui, apparte-
nant 4 P, n'est pas.en méme temps point-limite de P.

C'est dés lors la condition déterminée de tout point de la droite par
rapport a un systéme donné P, d’étre ou de ne pas étre un point-limite
de ce systéme et on a, aussi défini en méme temps que le systeme P, le
systéme de ses points-limites, que je désigne par P et que jappelle le
premier systéme dérivé de P.

Si le systéme P n'est pas composé d'un nombre fini de points, on
peut en déduire par le méme procédé un autre systéeme I, que jappelle
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le second systéme dérivé de P. Par y opérations analogues on arrive 4 la
notion du »*™ systéme P dérivé de P.

St par exemple le systéme P est composé de tous les points de la
droite dont les abscisses sont rationnelles et comprises entre 0 et 1
(qu'on y comprenne, ou mnon, les limites), le systéme dérivé P se com-
posera de tous les points de lintervalle (0..... 1), y compris les limites
0 et 1. Les systemes suivantes P”, P, ..... ne différent pas de P.
Ou bien, si la quantité P est composée des points dont les abscisses sont
%’, %, ..... %, eev..y le systéme P se composera du seul
point 0 et ne donnera naissance lui-méme, par déduction, a aucun autre.

Il peut arriver, et clest le cas qui nous intéresse seul iei, qu'aprés
v opérations le systéme P* se compose d’'un nombre fini de points et par
conséquent ne donne lui-méme naissance, par déduction, &4 aucun autre

systéme; dans ce cas nous appellerons le systéme primitif P de la y*™
' bme

espece; et il suit de la que P, P’, ..... sont alors de la v — 1 , de

respect. 1,

£

lay—2 ... espéce.

Dans cette théorie, I'ensemble de tous les systémes d'espéce déter-
minée est donc considéré comme un genre particulier dans l'ensemble de
tous les systémes de points imaginables, et les systémes de points que
nous avons appelés de »*™ espéce forment une espéce particuliére dans
ce genre.

‘Un seul point offre déja un exemple d'un systéme de points de »*™°
espéce, si on donne son abscisse comme grandeur numérique de ¥*™ espéce,

satisfaisant 4 certaines conditions faciles & établir. Si en effet on décom-
me

. ——
pose alors cette grandeur numérique pour obtenir les termes (de v — [

espece) de la série qui lui correspond, si on décompose ces membres eux-

. ——tme : . p
mémes pour arriver aux termes {de ¥y — 2 = espéce) qui les constituent,

et ainsi de suite, on finit par obtenir un nombre infini de nombres ration-
nels; et, si on se représentc le systéme de points correspondant & ces
nombres, clle sera de »*™ espéce. ()

(") Je le rcleve expressement, que ce n'est pas toujours le cas, En général le sys-

ttme de points sinsi engendrée par une grandeur numdérigue de Li®e espdee peut Stre d'une
g q

espeee inférieure ou supdrieurc d la »*@° gspéce ou méme n'éire d'aucune espice déterminde.
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§ 3.

Théoréme. Si une équation ayant la forme:
(1) =C, +C +..... +Cut ...

ot ¢, = %do; C, = ¢, sin nr + d, cos nx, est satisfaite pour toutes les

valeurs de z, 4 l'exception de celles qui correspondent aux points d'un
systéme de points P de »*™ espéce donnée dans l'intervalle [0 ..... (27)],
ott v désigne un nombre entier aussi grand que 'on vent, je dis qu'on aura:

d, =0, ca=dy=0.

Démonstration. Dans cette démonstration, comme la suite le fera.
voir, en parlant de P on a en vue non-seulement le systéme donnée de

'™ espéce des points exceptionnels dans lintervalle [0 ..... (27)], mais
encore le systéme produit sur la ligne entiére infinie par la répétition
périodique.
Considérons maintenant la fonction:
x C, Ca
F(;U)-—Ou?—ct—‘i-— ..... “%- .....

Il résulte de la nature d'un systéme P de »*™ espéce qu'il doit y
avoir un intervalle (a..... f), ot ne se trouve aucun point de ce systéme;
pour toutes les valeurs de x comprises dans cet intervalle on aura donc,
a cause de la convergence de notre série (1) que nous avons supposée:

lim (cysinnz + d, cosnz) == 0,

par conséquent, d'aprés un théoréme connu (v. 4° vol. de Annales math.
p- 139):
lim e, =90, lim d,=0.
La fonetion F jouit donc des propriétés suivantes (v. RIemaxw, Sur
le moyen de représenter une fonction par une série trigonométrique, § 8):
1° Elle reste continue pour toutes ces valeurs de z.

g0 lim FE+t O+ Fe—a) 2P _ o & lim ¢ =0, pour toutes les
ac
valeurs de &, excepté celles qui correspondent aux points du systéme P,

Acta mathematica. 2. Tmprimé § Juin 1383, 44
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3° On a: lim Jet O+ Fe—a) —2F) _
/4
toutes les valeurs de x sans exception.
Je vais montrer maintenant que F(z) = ¢z + ¢. Pour cela je con-

, st lima =0, pour

sidére d’'abord un intervalle quelconque (p ..... g) ot il n'y a qu'un
nombre fini de points du systéme P; soient z,, x,, ..... x, ces points
écrits d'aprés leur ordre de succession.

Je dis que F(z) est linéaire dans lintervalle (p ..... q); car F(z),
a cause des propriétés 1° et 2° est fonction linéaire dans chacun des
intervalles obtenus en divisant (p ..... ¢) par les points z,, z,,..... X

comme en effet il v’y a de points exceptionnels dans aucun de ces inter-
valles, les conclusions appliquées dans le mémoire (v. Journal de Borchardt,
t. 72, p. 159) ont ici toute leur force; il ne reste donc a démontrer que
I'identité de ces fonctions linéaires.

Je vais le faire pour deux fonctions voisines ¢t je les choisis dans

les deux intervalles (z, ..... r) et (z, ..... z,).
Soit dans {z, ..... z,) Flo) = ke 4 1
et dans (r, ..... x,) Flg) =Kz + 1.

A cause de 1° on a F(r)) = kr, + I; puis, pour des valeurs assez
petites de a:

Fla, + a) = Ko, + o) + 1
Fo, — o) = k(z, — a) 4 L.

On a ainsi, a cause de 3°:

K —Ra, + 0 —1+a} —k)

[73

lim 0

1

pour lim a = 0, ce qui n'cst possible que si:
F=F =1

En résumé nous pouvons énoncer le résultat suivant:

A) »Soit (p ..... g) un intervalle quelconque, on il n'y a qu'un
nombre fini de points du systéme P, F(z) sera linéaire dans cet intervalle.

Je considére ensuite un intervalle quelconque (p' ..... 7) qui ne
contient qu'un nombre fini de points x,, &/, ..... r, du premier sys.
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téme dérivé P'; — et je dis d'abord que dans chacun des intervalles
partiels obtenus en divisant (p ..... g) par les points #';, 7'y, ..... '
p- ex. dans (&, ..... z',), la fonction F(z) est linéaire
8 i
S [y pum— ey PR P -
¢ P %, z, 9

Car chacun de ces intervalles partiels contient il est vrai en général
un nombre infini de points de P, en sorte que le résultat A) ne peut
§'y appliquer immédiatement; mais chaque intervalle (s ..... ¢} compris

dans les limites de (a, ..... #',) ne renferme qu'un nombre fini de

o e
points de P (parce qu'autrement il y aurait encore entre z’; et 2, d’autres
points du systéme F*) et par suite la fonction est linéaire dans (s..... £)

a cause de A). Mais comme on peut rapprocher a volonté les points
extrémes s et ¢ des points 2/, et z’, on conclut, sans fagon que la fone-
tion continne F(r) est aussi linéaire dans (2, ..... z')).

Aprés l'avoir démontré pour chacun des intervalles partiels de
(p' ..... q"), on obtient le résulfat suivant par les mémes raisonnements
que ceux qui ont conduit au résultat A):

A" Soit (p' ..... 7'} un intervalle quelconque ne renfermant qu’un
nombre fini de points du systéme P, F(x) est linéaire dans cet intervalle,

La démonstration se poursuit-de la méme fagon. Car, étant une
fois établi que F{z) est fonction linéaire dans un intervalle queleconque
(® ..... "), ‘qui ne contient qu'un nombre fini de points du k*°
systeme P® dérivé de P, il résulte, comme dans le passage de A) a
A’), que F(r) est aussi fonction linéaire dans un intervalle quelconque
(p*t? ... g**") qui ne renferme qu'un nombre fini de points du
(k 4 1) systéeme FP*+h,

Nous concluons ainsi, par un nombre fini de déductions successives,
que F(x) est linéaire dans tout intervalle qui ne contient qu'un nombre fini
de points du systéme P®. Mais le systéme P étant de »*™ espéce, comme
on l'a supposé, un intervalle (a ..... b) pris a volonté dans la droite ne
renfermera qu'un nombre fini de points de P¥. F(r) est donc linéaire
dans tout intervalle (a ..... b) pris a volonté, et il suit de la, comme il
est facile de le voir, que F(z) prend la forme: F(z) = er + ¢ pour toutes
les valeurs de z. Ce point étant mis en évidence, la démonstration se
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poursuit comme dans le travail déja cité deux fois, & partir du moment
ou la forme linéaire est établie.

On peut aussi énoncer le théoréme que nous avons démontré ici de
la maniére suivante:

»Une fonction discontinue f{x), distincte de zéro ou indéterminée pour
toutes les valeurs de z correspondant aux points d'un systéme de points
P de v*™ espéce donné dans Yintervalle [0 ..... (27)], mais égale a 0
pour toutes les autres valeurs de z, ne peut pas étre représentée par une

série trigonomeétriquey

Halle, le 8 nov. 1871.




SUR LES ENSEMBLES INFINIS ET LINEAIRES

DE POINTS
PAR
G. CANTOR

# HALLE &. 8.

L

(Extrait des Annales mathématiques de Leipsic, vol. 18}

Dans un mémoire publié dans le Journal de M. BorcEArDT, t. 84
jai démontré pour une classe trés-étendue d'ensembles géométriques et
arithmétiques, soit continus, soit discontinus, qu'on peut les faire corres-
pondre sans ambiguité & des points distribués d’une fagon continue ou
discontinue sur un segment de droite. Ces derniers ensembles acquiérent
par la une importance particuliére; nous les appellerons ensembles ou
systémes linéaires de points. Les points d'un tel systéme sont distribués
sur un segment de droite de longueur finie ou infinie ou bien de fagon
a occuper tout le segment ou bien de fagon a n'occuper que des parties
de ce segment, ct il ne parait pas hors de propos de les étudier et de
chercher & les classer; c'est ce que nous nous proposons de faire ici. En
partant de divers points de vue et des principes de classification, qui sy
rattachent, nous sommes amenés & partager les ensembles de points linéaires
en certaines catégories. Pour commencer par un de ces points de vue,
rappelons-nous la notion de lensemble dérivé d'un ensemble de points
donné P, telle quelle a été donnée dans un travail sur les séries trigono-
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métriques (Annales math. t 5); dans un ouvrage récemment paru de
M. U. Dixt (Fondamenti per la teorica d. funz. d. variabili reali, Pisa,
1878) nous voyons cette notion encore plus développée, puisqu’elle sert
de point de départ & une série de généralisations remarquables de théo-
rémes analytiques connus. (%) '

D'ailleurs cette notion de l'ersemble dérivé d'un ensemble donné n’est
pas restreinte aux ensembles linéaires, mais elle s'applique de la méme
maniére aux ensembles & deux, trois ou » dimensions continus ou dis-
continug. Comme nous le montrerons plus tard, cest sur cette notion
que repose la conception la plus claire et en méme temps la plus générale
d'un ensemble continu.

Le dérivé P® dun ensemble de points P est en effet 'ensemble de
tous les points qui jouissent de la propriété de coincider avec un point-
limite de P, peu importe d'ailleurs que ce point-limite soit en méme
temps un point de P, ou non.

Comme alors le dérivé- d'up ensemble P est un nouveau ensemble
déterminé P™, on peut aussi chercher le dérivé de P, qui s'appellera le
deuziéme ensemble dérivé ou simplement le deuxiéme dérivé de P; et en
continuant ainsi, on obtient le 1*™* dérivé de P, que V'on désigne par P™.

Il peut se faire que la suite des dérivés P, P®, ..... conduise a
un dérivé P’ composé de points. qui ne se présentent qu'en nombre fini
dans chaque étendue finie, en sorte que P™ n'a pas de points-limites et
par conséquent ne donne lieu a aucun dérivé; dans ce cas nous disons
que le systéme de points P est du premier genre et de la n°™° espéce.
Mais si la série des dérivés de P, la série PO, PP, PO ... est infinie,
nous disons que l'ensemble de points P est du deuxiéme genre. De la
on reconnait sans peine que si P est du premier genre et de la n'™
espéce, PV, P, P® . ... appartiennent aussi au premier genre et sont

e

—.—bme g€ ———mdm
respectivement de la n—1 , de la n—2 , de la n—3  espéce;
qu'ensuite si P est du deuxiéme genre, la méme conséquence sapplique
a tous les dérivés PV, P9, . .... Il est aussi-i remarquer que tous les
points de P®, PO | sont toujours aussi des points du premier dérivé

{'y Voir aussi: Ascoli, Nouve richerche sulla serie di Fourier. Reale Academia dei
Liocei (1877—78).
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PO tandis qu'un point appartenant a P nlest pas nécessairement un
point de P.

On découvre ensuite des caractéres importants d’un ensemble de
points P, si l'on étudie la maniére dont se comporte cet ensemble par
rapport a-un intervalle donné continu (a ... f), dont les points extrémes
sont considérés comme appartenant a lintervalle méme. Il peut se faire
que quelques points ou méme que tous les points de cet intervalle soient
en méme temps des points de P, ou bien qu'aucun point de (a ... )]
nappartienne a -P; dans ce dernier cas nous disons que P est tout entier
en dehors de lintervalle (a ... jg).

Si P est contenu dans lintervalle (x ... ), en tout ou en partie,
il peut se présenter un cas remarquable: c’est le cas ol chaque intervalle
(r ... d) st petit qu'il soit, compris dans (x ... §), contient des points
de P. Dans ce cas nous dirons que P est condensé dans tout l'intervalle

Comme exemples de systémes de points ainsi condensés dans toute

I'étendue de Pintervalle (x ... ), nous avons: 1° tout ensemble de points
auquel appartiennent comme éléments tous les points de Dintervalle
(@ ... #); 2° lensemble de points composé de tous les points dont les

abscisses sont des nombres rationnels; 3° le systéme de points composé de
tous les points, qui ont pour abscisses les nombres rationnels de la forme
2n 4+ 1
2”!
De cette explication de Vexpression »condensé dans toute Uitendue @'un
intervalle donnép, il résulte que, si un systéme de points n’est pas condensé

+ » ot # et m sont des nombres entiers positifs.

dans tout un intervalle (« ... g), il doit nécessairement exister un inter-
valle (7 ... ¢) compris dans le premier et oli ne se trouve aucun point
de 2. On peut montrer aussi que, si P est condensé dans tout l'inter-
valle (2 ... 8 non seulement la méme chose est vrai pour PV, mais

encore P a pour points tous ceux de lintervalle (a ... 3. On pourrait
prendre cette propriété de P comme point de départ de I'explication
de l'expression »étre condensé dans toute U'étendue d'un intervallen, puis-
quon peut dire: un systéme de points P est condensé dans toute Vétendue
de lintervalle (x ... 8) quand son _premier dérivé P renferme comme
éléments tous les points de (a ... 3 _

Si P est condensé dans tout un intervalle (@ ... B), il l'est aussi
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dans toute l'étendue d'un autre intervalle quelconque (a' ... &) contenu
dans le premier.

Un systéme de points P condensé dans toute I'étendue d'un intervalle
(@ ... f) est nécessairement du deuxiéme genre; car alors P, et par
suite PP, P® ... sont aussi condensés dans tout lintervalle (z ... f) et
cette suite de dérivés de P est illimitée, c. a. d. que P appartient au
second genre. P

De la nous concluons qu'un systéme de points P du premier genre
n'est sirement pas condensé dans tout un intervalle (a ... ), quel que
soit d’ailleurs cet intervalle et que, par suite, on peut toujours trouver
dans (z ... §) un intervalle (y ... d), qui ne renferme pas un seul
point de P.

Quant & la question de savoir sl réciproquement tout systeme de
points du deuxiéme genre est de telle nature, qu'il y ait un intervalle
dans toute l'étendue duquel il soit condensé, nous nous en occuperons
plus tard. Nous arrivons maintenant 4 un second mode de classification
des ensembles linéaires de points non moins important que le premier: il
est fondé sur la considération de la puissance. Dans le mémoire cité plus
haut (Journal de M. BorcmarpT t 84) nous avons dit en général de
deux ensembles M et N géométriques, arithmétiques ou appartenant a
quelque autre catégorie bien définie, qu'ils ont méme puissance, quand on
peut les faire correspondre entre eux d’aprés quelque loi déterminée, de
maniére qu'a chaque élément de M corresponde un élément de N et,
réciproquement, a chaque élément de N, un élément de M.

Suivant que deux ensembles sont de méme puissance ou nom, elles
peuvent étre placés dans une méme classe ou dans des classes différentes.
On peut appliquer ces régles générales spécialement aux cnsembles liné-
aires de points que l'on partagera par conséquent en classes déterminées;
les systémes de points d'une classe sont tous de méme puissance, au
contraire les systémes de points appartenant a différentes classes sont de
puissance différente. Chaque systéme de points particulier peut étre
considéré comme représentant la classe a laquelle il appartient. Ici se
présente en premiere ligne la classe des systémes de points qui ont la
méme puissance que la suite naturelle des nombres: 1, 2, 3, ...y, ...
et qu'on peut, par conséquent, représenter sous forme d'une série simple-
ment infinie, dont le terme général dépend de u.
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A cette premiére classe appartiennent par exemple tous les systémes
de points du premier genre; mais beaucoup de systémes de points du
deuxiéme genre font aussi partie de cette classe, par exemple: 1° le sys-
teme de points composé de tous les points d'un intervalle qui ont pour
abscisses des nombres rationnels (cf. Journal d. M. Borcrarbpr, t. 84, p-
250); 2° le systéme de points composé de tous les points d'un intervalle
qui ont pour abscisses des nombres algébriques (cf. Journal de M. Bor-
CHARDT, t. 77, p. 258).

Aprés cela, se présente & nous une seconde classe de systémes liné-
aires de points; cette classe est représentée par le systéme des points
appartenant & un infervalle continu, par exemple par le systéme de tous
les points dont les abscisses sont = 0 et £1. A cette classe appartiennent
par exemple:

1° Tout intervalle continu (z ... A).

2° Tout systéeme de points composé de plusieurs intervalles séparés
continus {a ... 8), (@ ... #), (& ... #"), ..., en nombre fini ou infini.

3° Tout systéme de points obtenu en supprimant dans un intervalle
continu un ensemble fini ou infini de points w«, %, ... %, ... de la
premiére classe (cf. Journal de M. Borcmarpt, t. 84, p. 254).

Nous n’examinerons pas ici, si ces deux classes sont les seules que
forment les ensembles infinis et linéaires de points; mais nous voulons
démontrer maintenant que ces deux classes sont distinctes en réalité;
pour cela il faut d'abord montrer qu'on ne peut pas faire correspondre
entre eux point pour point deux représentants quelconques de ces deux
classes.

Comme représentant de la deuxicme classe choisissons ici l'intervalle
continu (0 ... 1); si cet ensemble appartenait en méme temps a la premiére
clasge, il devrait exister une série simplement infinie # , u,, ... u,, ...
composée de tous les nombres réels = 0 et <1, en sorte que tout nombre
situé dans cet intervalle se présenterait dans cette série a une place déter-
minée. Mais cette hypothése est en contradiction avec un théoréme trés-
général que nous avons démontré rigoureusement dans le Journal de M.
BorcuARDT, t. 77, p. 260, a savoir:

vEiant donnée une série simplement infinie

Wyy Mgy o Uy, ...

Atta mathematica. 2. Imprimé 7 Jaln 1883, 45
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de nombres réels inégaur progressant d'aprés une loi quelcomque, on peut
indiquer dans chaque intervalle propbsé (@ ... ) un nombre v (et par consé-
quent on en peut indiquer une infinitd) qui ne soit pas compris parmi les
termes de celle série.»

En égard au grand intérét qui s'attache a ce théoréme, non seule-
ment dans la présente théorie, mais encore dans beaucoup d’autres questions
d'arithmétique ou d'analyse, il ne parait pas inutile de développer ici, en
la modifiant et la simplifiant, ]a démonstration que nous avons donnée alors.

D’aprés cela, étant donnée une série

Uyy Ugy o oo Uyy oo

que nous désignerons par le symbole (») et un intervalle quelconque
(@ ... f) o a<f@; il sagit de démontrer que, dans cet intervalle on
peut trouver un nombre réel v, qui ne se présente pas dans (u,).

I. Nous remarquons d'abord que si notre ensemble (x,) n’est pas
condensé dans. tout lintervalle (a ... f), il faut que dans cet intervalle
(¢ ... ) il y en ait un autre (r ... ¢) dont tous les nombres n’appar-
tiennent pas a (u,); on peut donc choisir pour » un nombre quelconque
de Vintervalle (... d). Ce cas ne présente donc auncune difficulté et
nous pouvons passer a l'autre cas plus compligue.

II. ~ Supposons l'ensemble (x,) condensé dans tout l'intervalle (x ... §).
Dans ce cas tout intervalle (r ... d), st petit qu'il soit, compris dans
(2 ... ) contient des nombres de notre série (). Pour montrer que néan-
moins il y a dans lintervalle (z ... 5) des nombres v qui ne se trouvent
pas dans (u,), faisons les remarques suivantes. Comme dans notre série:

Ty Byy von Huy o

il y a certainement des nombres qui se rencontrent dans l'intervalle
( ... f), il faut qu'un de ces nombres ait le plus petit indice, qu'il soit
., et un autre indice immédiatement supérieur: ..

Désignons par 4’ le plus petit des deux nombres %,, %, et le plus
grand par £.

(Ils ne peuvent étre égaux entre eux, parce que nous avons supposé
notre série composée de nombres inégaux.)

On a alors daprés la définition:

a<d <F <R,
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puis: x, < x,; et il faut remarquer en outre que tous les nombres %, de
notre série pour lesquels x < x, ne sont pas situés a lintéricur de l'inter-
valle (« ... #) comme il ressort immédiatement de la détermination des
nombres w,, #,. De méme désignons par #,, %, les deux mombres de
la série (u,) affectés des plus petits indices, que Ton rencontre situés dans
les limites de Pintervalle (z’ ... #); soit a” le plus petit de ces nombres
et 8’ le plus grand.
On a alors:
o <d<FLE
, < r <%,

et on reconnait que tous les nombres %, de notre série pour lesquels
p#<x, ne sont pas compris dans lintérieur de I'intervalle (a” ... &)
Quand on est arrivé, en suivant toujours la méme loi, & un inter-
valle (a®® ... g*), Tintervalle suivant se tire de ce dernier, en consi-
dérant les deux premiers nombres de notre séric (w,) (c. & d. ceux qui ont
les plus petits indices) qui se rencontrent dans lintervalle (@™ ... g7

solent w,,  , #,, ces deux nombres; on désignera le plus petit d'entre

eux par a®, le plus grand par 8%
Lintervalle (a” ... §*) est alors compris dans tous les intervallés

précédents et il a avec notre série (w) ce rapport particulier que tous les
nombres %, pour lesquels £ Z x, me sont certainement pas compris dans
cet intervalle. Comme évidemment:

ZI<X.‘<1’3< N A G TR R TR
et que ces nombres, en tant qu'indices, sont des nombres entiers, on a:

X T 2y

et par suite:

v < Xy,

nous pouvons donc assurer, et cela nous suffit pour ce qui doit suivre, que:
y étant un nombre entier pris arbitrairement, la grandeur #, est en
dehors de Vintervalle (a® ... g%)

Comme les nombres a, o, &, ... a¥, ...
de grandeur et sont néanmoins renfermés dans Vintervalle {a ... f), ils

augmentent constamment
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cnt, d'aprés un théoréme fondamental bien connu de la théorie des gran-
deurs, une limite que nous désignons par 4, en sorte que:

A = lim & pour v = oo.
La méme chose est vrale pour les nombres g BB Y
qul décroissent constamment tous en restant compris dans ['intervalle
(@ ... ); nous désignerons leur limite par B, en sorte que:

B = lim ¥ pour v= co.
On a évidemment:

W< AE B < g,

Mais il est facile de voir que le cas 4 < B ne peut se présenter ici;
autrement comume tout nombre u, de notre série serait en dehors de
I'intervalle (4 ... B), puisque #, est en dehors de Fintervalle (@ ... 5,
‘notre série () mne serait pas condensé dans tout Yintervalle (@ ... 5,
contrairement & la supposition que nous avons faite.

Il ne reste done que le cas 4 = B et il est évident maintenant que
le nombre: v = 4 = B ne se présente pas dans motre série (u,).

Car si ce nombre était membre de notre série, soit le v*™°, on aurait:
V= u,.

Mais cette derniére équation n'est possible pour aucune valeur de y,
parce que v est compris daps lintervalle («® ... %), tandis que #, est
en dehors de ce méme intervalle.

Halle a. S. Janvier 1879.



SUR LES ENSEMBLES INFINIS ET LINEAIRES

DE POINTS
PAR
G. CANTOR

4 HALLE s, S-

1L

{(Extrait des Annales mathém. de Leipsic, t. 17.]

Pour faciliter, en Pabrégeant, l'exposition qui va suivre, qu'on me
permette d'indiquer tout d'abord un systéme de notations.

Nous exprimerons par la formule P= @ l'identité de deux systémes
de points P et @ Si les deux systtmes P ot @ n'ont aucun ¢lément
commun nous dirons qu'ils sont sems commerion. Si un systéme P est
composé de la réunion de plusieurs systémes P, P,, P, ..., en nombre
fini ou infini, n’ayant deux & deux aucune connexion, nous écrirons:

P=(P,, P, P, ..).

Si tous les points d’'un systéme P appartiennent & un autre systéme
@, nous dirons que P est confenu dans  ou encore que P est un diviseur
de Q, © un multiple de P. Soient P, P,, P,, ... des systémes de points
quelconques en nombre fini ou infini; ces systémes ont un plus petit
commun multiple que nous désignons par M(P,, P,, P,,...); ce plus
petit commun maultiple est le systéme composé de tous les points diffé-
rents de P, F,, P,, ... et n'ayant pas d'ailleurs d’autres points comme
éléments; ces systémes ont de méme un plus grand commun diviseur que
nous désignons par ®(P,, P,, P,, ...) et qui est le systéme des points
communs a tous les P, P, F,, ... Par exemple, P, P® P® |
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étant les dérivés successifs d'un systéme de points P (v. Art. 1), nous
pouvons dire que P® est diviscur de P®, P® diviseur de P® aussi bien
que de PP, et en général P diviseur de P¥~D, pe—n | PO gy con-
traire ¥ en général n'est pas diviseur de P; mais si P lui-méme est le
premier dérivé d'un systéme @, PV sera diviscur de P.

Il est de plus utile d’avoir un signe qui exprime l'absence de points;
nous choisissons pour cela la lettre 0; ainsi P=0 signifie que le systéme
P ne contient pas un seul point, et qu'ainsi, rigoureusement parlant, ce
west pas un vrai systéme. Pour en donner ici un exemple, un systéme
de points du premier genre et de la #*™ espéce est caractérisé par
PetD =0, au contraire P™ est différent de 0.

Deux systémes sont en connexion par leur plus grand commun divi-
seur, et sl ce dernier =0, ils sont sans connexion,

Si deux systémes de points P ¢t @ ont la méme puissance et ap-
partiennent par conséquent & une méme classe (art. I), nous les appelons
équivalents et nous exprimons cette relation par la formule:

P~Q.

Si on a: P~ @; Q~ R, on aura toujours aussi: P~ R.

Solent ensuite P, P, P, ... une série de systemes, qui pris deu:f
4 deux n'ont aucune connexion entre eux, ©,, @,, @,,...une autre série
dans les mémes conditions; soit aussi: P, ~ Q; P Qs Pe Qs ..,
on aura:

(PI: Paa Pav "')N(QU Qn st "')'

Les systémes de points du premier genre, comme nous venons de le
voir, peuvent étre caracterisés d’'une maniére compléte par la notion du
systeme dérivé, telle quelle a été développée jusquici; pour ceux du
second genre cette notion ne suffit plus, et il faut en donner ici une
extension qui se présente comme d'clle-méme quand on approfondit la
guestion.

Remarquons que dans la série des dérivés PO, P®, P® _  d'un
systeme P, chaque terme est diviseur des précédents, et que par suite
chaque nouveau dérivé P se tire du précédent P“~? par I'élimination
de certains points, sans qu'il s'en rencontre de nouveaux.
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Si P est du deuxiéme genre, P® se composera de deux systémes de
points @ et R essentiellement distincts, en sorte que: PV=(Q, R); l'un,
@, se compose des points de P qui disparaissent dans la série P, P,
P® ... quand on g suivi cette marche assez longtemps; P'autre R com-
prend les points qui sont conservés dans tous les termes de la série P,
PO P® . R est donc défini par la formule:

BR=%(PO, PO PO ).
Mais nous avons aussi évidemment:

R=9(P®, P&, P® . )
et en général:
R=9(Pm), Pow, Pwd ),
ou %,, n,, #, est une suite quelconque de nombres entiers positifs croissant
3 1'infini.
Désignons maintenant par le signe P ce systeme de points B obtenu
ainsi & l'aide du systéme P, et appelons-le le systéme dérivé de P dordre w.
‘Désignons par P®*V le premier dérivé de P“), par P®*% le n*™
dérivé de P“; P aura aussi un systéme dérivé d'ordre w généralement
distincte de 0, et que nous appellerons PP, En continuant ces opéra-
tions, on arrive & des dérivés que nous désignerons conséquemment par:
Pretml on m, n, sont des nombres entiers positifs. Mais nous pouvons
aller plus loin et former le systéme:

D(P@, Pas) Pow )

qui sera désigné par le symbole P®%.
En répétant maintenant la méme opération et en la combinant avec
les précédentes, on arrive & une notion plus générale, celle du systéme dérivé:
P > D 4 Y

Pttt natay

et en poursuivant cette marche on arrive a:

P(n,wv-l-n;tov'ﬂlJr « .t ﬂ,,),

o n,, #,, ... n, sont des nombres entlers positifs. En continuant cette
généralisation on est amené i considérer y comme variable et & envisager
le systeme:

Plo™) = §(P@, P P 3,
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On obtient successivement, en continuant de mdme, la notion de
systémes dérivés désignés par:

Pl ple+)  plaetn)  plm)  pls”) plas”) ete,

Nous avons ainsi une suite infinie de systémes, qui se déduisent les uns
des autres sulvant une loi nécessaire et indépendamment de toute concep-
tion arbitraire.

On a, pour les systémes de points du premier genre, comme il résulte
de leur définition méme:

P =0;

il est & remarquer qu'on peut démontrer aussi la réciproque: tout systéme de
points pour lequel cette équation a lieu, est du premier genre; les systémes
du premier genre, sont donc complétement caractérisés par cette équation.

Il est facile d'imaginer l'exemple d'un systéme de points du deuxicme
genre, pour lequel P est composé d'un point donné p. A cet effet,
considérons des intervalles qui se suivent, se limitent mutuellement, et
convergent en méme temps vers le point p en devenant infiniment petits;
prenons dans chacun de ces intervalles un systéme de points du premier
genre, dont l'ordre croisse au dela de toute limite, quand lintervalle
correspondant se rapproche de p. La reunion de tous ces systémes fournit
l'exemple en question. Cet exemple résout en méme temps la question,
posée dans lart. I, de savoir si, 4 un systéme de points du deuxiéme
genre, doit toujours appartenir un intervalle dans toute I'étendue duquel
il soit condensé; or nous voyons, par l'exemple indiqué que cela n'a pas
lieu nécessairement.

On construit avec la méme facilité des systémes de points du deuxiéme
genre, pour lesquels P“*™ ou P ou plus généralement:

P(now"‘-!-nla;“_l-{- cee +n,)

ce composent d'un point p déterminé d'avance.

Pour tous les systémes analoguecs, il n'existe aucun intervalle dans
toute l'étendue duquel ils soient condensés; de plus tous ces systémes
appartiennent 4 la premicre classe; & ce double point de vue ils ressemblent
aux systémes de points du premier genre.

Halle, mai 1880.
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(Extrait d'un mém. 4. Annales math. de Leipsic, t. XX, p. 113}

Dans les deux articles précédents nous nous en sommes tenus rigou-
reusement an sujet indiqué par notre titre, et nous nous sommes occupés
exclusivement de systémes de points linéuires, c. & d. d'ensembles de points,
donnés d'aprés une certaine loi et appartenant & une ligne droite continue
indéfinie.  C'était a dessein que je m’étais borné & ce cas; en effet, d'aprés
les résultats indiqués dans mon travail: Contribution & la théorvie des en-
sembles, (Journal de Borcmarpr, t. 84, p. 242), P'on peut faire corres-
pondre, sans ambiguité, élément par élément, des ensembles a deux, trois,

.. n dimensions a des systémes linéaires de points; et l'on peut admettre
a priori que la plupart des propriétés et des relations trouvées pour les
ensernbles lineéaires de points, peuvent se démontrer aussi, avec des modi-
fications faciles & deviner, pour les systémes de points contenus dans des
surfaces on des espaces continus ou dans des ensembles continus de »
dimensions. Mais je voudrais maintenant exposer cette généralisation d’une
maniére plus précise; car elle n'est pas seulement intéressante en elle-
méme et aa point de vue des applications quon en pent faire dans la

Acta mathematica. 2. Tmprimeé 9 Juitlet I883. 465
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théorie des fonctions, mais elle fournit encore de nouveaux points de vue
pour l'étude des ensembles linéaires de points.

Pour commencer par un de ces points de vue, on peut étendre
immédiatement aux systémes de points que lon rencontre dans des en-
sembles continus de 7 dimensions, les notions préeédemment données sur
les dérivés des divers ordres déterminés nous seulement par des nombres
entiers finis, mais caractérisés dans certains cas par des symboles infinitaires
dont la signification a été rigourcusement fixée. La notion de l'ensemble
dérivé sappuic encore ici sur celle de point-limite d'un ensemble de
points donné P; et ce pointlimite est défini par cette condition que,
dans un espace aussi petit que l'on veut entourant ce point, il y a des
points du systéme P antres que ce point lui-méme; d’aprés cette définition
le point-limite peut indifféremment appartenir ou ne pas appartenir au
systeme P. M. WergrsTrASS a le premier enoncé d’'une maniére générale,
et appliqué & la théorie des fonctions, le théoréme suivant: tout systéme
de points composé d'un nombre ‘infini de points et situé dans une portion
finie et continue d'un cnsemble & # dimensions a au moins in point-limite,

L'ensemble de tous les points-limites d'un systéme P forme un nou-
veau systéme de points P, généralement distinct de P, et que jappelle
premier dérivé de P. On tire de la les notions des dérivés d'ordre plus
élevé en reproduisant cette méme opération un nombre fini ou méme
infini de fois. A I'égard de ces dérivés successifs se présente toujours ce
fait facile & expliquer que tout dérivé, excepté le premier, est contenn
dans les ensembles précédents, y compris le premier dérivé P’; tandis que
le systéme donné P contient en général des points qui n’apparticnnent
pas & ses dérivés. On peut de méme appliquer immédiatement aux sys-
témes & plusieurs dimensions la notion de la condensation dans un inter-
valle, que nous n'avons considérée d'abord que par rapport aux systémes
linéaires de points. Ktant donné un systéme de points P situé dans un
cnsemble continu &, a4 » dimensions, nous dirons que ce systéme cst
condensé dans toute U'étendue d’un ensemble continu partiel a contenu dans
G,, si tout ensemble &' contenu dans a et ayant le méme nombre de
dimensions que ¢ renferme des points du systéme P.

Le promicr dérivé P (et de méme tous les suivants) d'un systeme
de points P condensé dans toute 1'étendue d'un ensemble continu a ren-
ferme l'ensemble continu @ lui-méme avee tous les points de la limite du
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dernier; et réciproquement on peut aussi prendre cette propriété du sys-
téme de points P comme point de départ pour arriver & la définition
de la condensation de ce systéme dans toute l'étendue de l'ensemble a.

De méme la notion de puissance, qui renferme en elle-méme, comine
cas particulier, la notion du nombre entier, ce fondement de la théorie
des grandeurs, et que on pourrait considérer dans les ensembles comme
le moment le plus général, cette notion, dis-je, est loin d'étre restreinte
aux systéimes de points linéaires; on peut bien plutét la considérer comme
un attribut de tout ensemble bien défini, quelle que soit dailleurs la
constitution de ses éléments.

Je dis qu'un ensemble d’éléments appartenant a une sphere abstraite
quelconque, est bien défini quand, par suite du principe logique du troisicme
exclu, on peut le considérer déterminé de telle fagon que 1° un objet
quelconque appartenant a cette sphére abstraite étant choisi, I'on puisse
regarder comme intrinséquement déterminé sil appartient ou non au sys-
téme en question et que 2° deux objets appartenant a l'ensemble étant
donnés l'on puisse regarder comme infrinséquement déterminé sils sont
égaux ou non, malgré les différences qui peuvent se présenter dans la
maniére dont ils sont donnés,

En fait, on ne pourra pas générulement effectuer d'une manicre sure
et précise les déterminations en question avec les méthodes ou les moyens
dont on dispose; mais lb n'est pas la question; il ne s'agit que de la
détermination intrinséque dont il faut tirer une détermination actuelle
(extrinséque) en perfectionnant les moyens auxiliaires, dans des cas concrets
ou cela sera nécessaire.

Pour éclaircir ceci, je rappelle la définition du systéme de tous les
nombres algébriques; on peut, sans aucun doute, le concevoir étre déter-
miné intrinséquement si un nombre 7 choisi & volonté appartient ou non
aux nombres algébriques; néanmoins le probléme qui consiste & trouver
cette détermination par rapport & un nombre donné y, est souvent, comme
on le sait, un des plus difficiles; et c’est cncore par exemple une question
toujours indécise, et du plus haut intérét, de savoir si le nombre =, qui
exprime le rapport de la circonférence au diameétre, est un nombre
algébrique, ou, comme c'est beaucoup plus vraisemblable, un nombre
transcendant. L. méme probléme a été résolu il y a huit ans par M.
Cu. HermiTE, pour le nombre fondamental e du systéme naturel de loga-
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rithmes, dans le travail remarquable: »Sur la function exponenticellen,
(Paris 1874); il y démontre que le nombre e n'est racine d’aucune équa-
tion algébrique a cocfficients rationnels entiers.

Si on a un ensemble géométrique, dont les éléments peuvent étre
non-seulement des points, mais des lignes, des surfaces ou des solides, et
st cet ensemble est bien défini, la question de sa puissance se présente
encore immédiatement, et cette puissance sera ou égale a une des puis-
sances que l'on rencontre dans des ensembles de points ou plus grande
que toutes les puissances de ce geure.

Pour ce qui concerne les systémes de points compris dans des en-
sembles continus de # dimensions, J'ai démontré rigoureusement (Journal
de Borcuarpt, t. 84, p. . 242) que leurs puissances sont les ménes que
celles des ensembles linéaires de points; ce fait peut étre regardé comme
une simple conséquence du théoréme démontré dans ce Journal, et d'aprés
lequel on peut faire correspondre élément par élément un ensemble continn
& n dimensions & un ensemble continu & une dimension et par conséquent
& un contimum linéaire droit; la question des diverses puissances dans les
systémes de points peut done, sans rien perdre de su généralité, se poser
seulement pour les systemes de points linéaires, comme je l'ai fait remar-
quer & la fin du travail cité tout & l'heure.

- J'ai emprunté le mot: puissance, & J. StEINEr qui I'a employé dans
un sens tout a fait spécial, mais cependant toujours analogue, pour ex-
primer que deux figures, si on les fait correspondre entre elles par
projection, sont dans un rapport tel qu'd chaque élément de I'une répond
un élément de l'autre, ¢t un seulement; dans la notion absolue de puis-
sance, que l'on rencontre ici, on maintient, il est vrai, la relation réciproque
a sens unique, mais on ne fait aucune restriction pour la loi de la corres-
pondance, particuliérement en ce qui regarde la continuité et la discontinuit,
en sorte qu'on attribue i deux systémes la méme puissance quand on
peut daprés une loi quelconque, établir entre eux une correspondance
réciproque & sens unique, ¢t on ne peut leur attribuer la méme puissance
qua cette condition; quand les deux systémes sont bien definis, on peut
regarder comme infrinséquement déterminée la question de savoir sils ont
méme puissance ou non; mais la solution actuelle de cette question dans
les cas concrets est souvent un des problémes les plus difficiles. Ce n’est
qu'apres bien des essais infructueux que jal pu réussir, i1 y a huit ans,
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a l'aide d'un théoréme démontré dans le Journal de Borcmarnt, t. 77,
p- 260, et dans l'article I du présent travail, & prouver que le continuum
lindaire n'u. pas la méme puissance que la série naturelle des nombres.

La théorie des ensembles ainsi conque, (en ne comsidérant que ce qui
st mathématique et en laissant de coté provisoirement les autres sphéres
abstraites), comprend larithmétique, la théorie des fonctions et la géomé-
trie; ces parties de la science sont ainsi ramendes grice & la notion de
puissance & unc unit¢ commune. Le continu et le discontinu sont ainsi
considérés au méme point de vue et se trouvent ramenées i une com-
1Mune . mesure.

La plus petite puissance que l'on puisse rencontrer genéralement
dans des systémes infinis, e. & d. composés d'un nombre infini d'éléments,
est la puissance de la série des nombres entiers positifs rationnels; jai
nommé les ensembles de cette classe systémes qu'on peut compter 4 Uinfini,
ou simplement systémes dénombrables; ce qui les caractérise, c’est qu'on
peut les représenter (de bien des manicres) sous la forme d'une série
réguliére simplement infinie:

E,
en sorte que chaque élément du systéine occupe unc place déterminée
de la série et que la série ne renferine pas d’autres membres que les
éléments du systéeme donné.

Chaque partie infinie d'un systéme dénombrable forme un nouveau
systéme qu'on peut dénombrer a linfini.

Etant donné un systéme fini ou infini mais dénombrable de systémes
(E), (E), (E"), ... ., dont chacun est respectivement dénombrable, le
systéme produit par la réunion de tous les ¢léments de (E), (E'), (E”), .....
jouira de la méme propriété.

Ces deux propositions simples et faciles & prouver servent de base
a l'étude des systémes dénombrables. Aussi, I'on reconnait, comme je Fai
déja fait remarquer souvent, que tous les systémes donnés sous la forme
d'une série n-tiplement infinie dont l¢ terme général est E,, ,, .....,

n

o v, vy, ... v, peuvent prendre, indépendamment l'un de lautre,
toutes les valeurs nuwmériques positives enticres) sont des systémes, suscep-

tibles d'étre dénombrés, ¢ a d. quon peut les représenter sous la forme
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de séries simplement infinies; mais & cette classe appartiennent aussi des
systémes, dont le terme général a la forme:

ol s .peut aussi prendre toutes les valeurs numériques positives cnticres;
Fensemble de tous les nombres algébriques est un exemple particuli¢rement
remarquable de cette- derniére espéce d'ensembles (V. J. de Borcuarpr,
t. 77, p. 258). L’arithmétique et P'algebre présentent une quantité innom-
brable d’exemples de cette propriété; toutefois la géométric n'en offre
pas en moindre quantité. Le fhéoréme suivant qui trouve plus d'une
application élégante dans la- théorie des nombres et dans celle des fone-
tions, pourra en fournir la preuve.

Soit, dans un espace continu ,, de » dimensions, étendu a linfini
de tous eotés, un nombre infini d’ensembles partiels (a), continus, (') de »
dimensions, séparés l'un de lautre et ne se touchant tout au plus qu'a
leurs limites; je dis que le systéme (@) d'ensembles particls de cette espéce
peut toujours étre dénombré.

Il faut remarquer qu'ici on ne fait aucune supposition sur le partage
et sur la grandeur de Tespace total des ensembles a; leur éténdue peut
étre aussi petite quon voudra, et ils pourront se rapprocher indéfiniment
de tout point de &, qui ne leur appartient pas; le théoréme est sans
aucune cxception, pourvu seulement que chaque ensemble particl @ (tous
les @ ayant n dimensions d'aprés 'hypothése) occupe un volume total
déterminé (aussi petit que l'on voudra) et que les divers a ne sc¢ ren-
contrent tout an plus qu’a leurs lhpites,

On peut démontrer ce théoréme de la maniére suivante: Je suppose
qu'au moyen de rayons vecteurs réciproques on transforme l'espace infini,
a n dimensions G, en une figure F, a n dimensions comprise 4 l'intericur
d'un espace infini G, de » <+ 1 dimensions, ot H, est déterminé de
telle sorte que ses points sont tous i unc distance 1 d'un point fixe
de Tespace ¢,.,. (Pour le cas n =1 ce sera un cercle de rayon [
pour le cus # = 2, une sphére de rayon 1). A chaque ensemble particl
a de G, » n dimensions correspond un ensemble partiel I de H, 4 n

(") Pour chaque figure continue on considére comme en faisant partie les points qui
lui servent de limite.
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dimensions, et d'étendue. déterminée; si maintenant on peut démontrer
pour le systéme (b) la propriété de pouvoir étre dénombré, on en déduira,
a cause de la correspondance réciproque & sens unique, la méme propriété
pour le systeme {a).

Le systéme (b) est susceptible d'étre dénombré parce que le nombre
des ensembles &, qui d'aprés leur étendue sont plus grands qu'un nombre
7 donné & volonté, est nécessairement fini; car leur somme est plus petite
que le nombre

c. & d. plus petite que l'étendue de la figure H,, dans laquelle les &
sont tous compris; il suit de la que Fon peut ordonner les ensembles &,
d’aprés la grandeur de leur étendue, en une série simplement infinie, en
sorte que les plus petits suivent les plus grands et finissent par devenir
infiniment petits.

Le cas n = ] donne lieu aun théoréme suivant, qui est essentiel pour
le développement de la théorie des ensembles linéaires de points: Tout
ensemble d'intervalles (x ..... ff) distincts, ne se rencontrant tout au plus
qua leurs points extrémes, et situés sur une ligne droite indéfinie, est
nécessairement un ensemble susceptible d'étre dénombré; la méme chose
est donc vraie aussi pour le systéme des points extrémes a et 3, mais ne
Vest pas toujours pour le dérivé du dernier ensemble de points.

Dans le cas # = 2, ce théoréme montre que l'on peut dénombrer
tout ensemble de surfaces partielles distinctes, ne se rencontrant tout au
plus qua leurs limites, et situées dans un plan indéfini; ce cas parait
avoir de l'importance dans la théorie des fonctions de variables complexes,
Je remarque en méme temps qu'il n'est pas difficile d'étendre ce théoréme
aux ensembles de surfaces partielles distinctes situées sur une surface qui
recouvre le plan un nombre fini ou infini de fois.

Quant aux ensembles de points susceptibles d'étre dénombrég, ils
présentent un phénoméne remarquable que je voudrais fairc connaitre
dans ce qui va suivre. Considérons un systéme de points quelconque (M)
condensé dans toute 1'étendue d'un ensemble continu &, & n dimensions,
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et jouissant de la propriété de pouvoir étre dénombré, en sorte qu'on
peut représenter les points appartenant a (M) sous forme de série:

M, M, ... M, .. . .

prenons comme exemple, dans notre espace & trois dimensions, le systéme
de tous les points dont les coordonnées, par rapport & un systéme ortho-
gonal de coordonnées =, y, 2z, sont toutes trois des nombres algébriques.
Imaginons le systéme dénombrable de points (M), enlevé de P'ensemble G,
et désignons par A4 l'ensemble qui reste alors; nous avons ce théoréme
remarquable, que: pour 72 l'ensemble .4 ne cesse pas d'étre continu
et connexe; en d'autres termes, que: deux points quelconques N et N
de l'ensemble A peuvent toujours étre réunis par une ligne continte qui
appartient, ayec tous ses points, a 'ensemble 4, en sorte qu'elle ne contient
pas un seul point du systéme (M).

Il suffit de reconnaitre la vérité de ce théoréme pour le cas n = 2;
sa demonstration repose essentiellement sur le théoréme démontré dans
Part. I, que: si on a une série réguliére quelcongue de grandeurs réelles:

., W

1? g1 Crert

{(parmi lesquelles il peut y en avoir qui soient égales, ce qui évidemment
ne change rien au théoréme), on peut trouver dans chaque intervalle
(@ ..... f) donné arbitrairement, et si petit quon le suppose, des gran-
deurs réelles v, qui ne se présentent pas dans cette série.

Soit en effet G, une portion continue quelconque du plan indéfini;
prenons dans G, le systéme de points (M) supposé dénombrable et con-
densé dans toute l'¢tendue de &,; soient enfin N et N' deux points quel-
conques (le la portion continue G',, n'appartenant pas au systéme (M) et
que nous relions d’abord 'un & lautre par une ligne continue I comprise
dans lintérieur- de (7, sans nous inquiéter des points (1}; il faut montrer
maintenant que la ligne I peut étre remplacée par une autre ligne con-
tinue ¥, qui relie aussi I'un & lautre les points N et N, qui est aussi
comprise dans les limites de G’,, mais qui ne contient pas un seul point
du systéme (&),

En général il y aura sur ! un nombre infini de points du systéme
(M), en tout cas ils forment sur cette ligne une partie de (3), par
conséquent ausii un systeme susceptible d’étre deénombr.
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Par suite du théoréme d'arithmétique qui vient d'étre mentionné, il
y a donc dans chaque intervalle de la ligne 7, si petit qu'il soit, des
points qui n’appartiennent pas & (M). Considérons un nombre fini N,
N,, ..... N,, de ces points de la ligne /, tels que les segments de droites
NN,, N\N,, ..... N,N' solent ausst comprises en entier dans l'intérieur
de G',. On peut toujours remplacer ces segments par des arcs de cercle
ayant les mémes points extrémes, compris aussi dans les limites de &',
ne renfermant pas un seul point du systeme (M) et formant, par leur
réunion, une ligne continue I ayant les caractéres déerits plus haut.

Il suffira de démontrer cette proposition pour un des segments, par
exemple pour le premier NN,.

Les cercles qui passent par les points N et N, forment un groupe
continu, simplement infini; leurs centres sont sur une droite déterminée
g; déterminons la position d'un de ces centres par sa distance % 2 un
point fixe O de la droite g, cette distance ctant affectée d'un signe; on
peut alors en tout cas faire varier » dans un intervalle (z ..... /) tel
que, pour chague cercle correspondant & un de ces %, un des deux arcs
de cercle qui relient N et N, se trouve tout entier dans I'ensemble G,.

Les centres des cercles de notre groupe qui passent par les points:

M, M, .....M, ...

du systéeme M, forment sur la droite g un systéme de points susceptible
d'étre dénombré:

P, P, ... Poeeis
les valeurs correspondantes de u étant
Uyy Moy voven Uy conns

Si on prend alors dans [intervalle {z ..... §) un nombre » qui ne
soit. ¢égal A aueun u, (ce quon peut toujours faire d'aprés le théoréme
cité), on obtient, en faisant » = ¢, un cercle du groupe, sur la circonférence
duquel ne se trouve pas un seul point du systeme (M) et qui, a cause
de a < v < 3, nous présente un arc de cercle reliant les points N et N,
dans les conditions demandées.

Il est donc démontré que, étant donnés deux points fuelconques N
ett N' de l'ensemble A’, qui reste de lensemble ', aprés quon en a

Aeta mathematica. 2. Imprimé 18 Juillet 1883, 47
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enlevé un systéme de points (M) condensé dans toute son étendue et
susceptible d'étre dénombré, on peut relier ces deux points par une courbe
continue !/ composée d'un nombre fini d'arcs de cercle, et appartenant
avec tous ses points a lensemble A, c. & d. ne contenant pas un seul
point du systeme (M).

Du reste on pourrait aussi, par le méme moyen, relier les points N
et N’ par une ligne continue s¢ développant d’aprés une loi analytique
unique, et comprise tout entiére dans l'ensemble A'.

A ces théorémes se rattachent des considérations sur la nature de
I'espace réel & trois dimensions qui doit servir de base 4 la description
et a l'explication des phénomeénes qui se présentent dans le monde réel.
On sait .que cet espace, soit & cause des formes qui s’y rencontrent, soit
surtout & cause des mouvements qui y ont lieu, est considéré comme
généralement continu. D’aprés les travaux publiés en méme temps, mais
indépendants I'un de 'autre, de DEpEkIND (V. T'opuscule: La continuité et
les nombres irrationnels, R. DepexinDp, Brusswicg, 1872) et de l'auteur,
cette derniére supposition consiste seulement en ce que tout point, dont
les coordonnées x, y, # par rapport 4 un systéme de coordonnées rectangu-
laire sont fournies par des nombres réels déterminés quelconques, ration-
nels ou irrationnels, est considéré comme appartenant réellement & I'espace;
il v’y a & cela aucune nécessité intrinséque et il n'y faut voir qu’une
construction arbitraire, quoique légitime. IL’hypothése de la continuité
‘de T'espace n'est donc rien autre chose que la supposition, arbitraire en
elle-méme, de la correspondance complete, réciproque et a sens unique
entre le continu purement arithmétique 4 trois dimensions (r, y, 2) et
Pespace qui sert de hase au monde des phénomenes.

Nous pouvons facilement par la pensée faire abstraction de points
isolés de l'espace, méme quand ils sont condensés dans toute une étendue,
et aboutir a la notion d'un espace discontinu a trois dimensions 4, dans
les conditions décrites plus haut. Quant & la question qui se présente
alors, de savoir si on peut aussi imaginer nn mouvement continu dans
des espaces ainsi discontinus, il faut, d’'aprés ce qui précéde, y répondre
affirmativement, et d’'une manié¢re absolue; ear nous avons montré quon
peut relier deux points quelconques d'une figure 4 par un nombre infini
de lignes continues parfaitement regulicres. On arrive donc a cette consé-
quence remarquable qu'on ne peut rien conclnve immédiatement, du seul
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fait du mouvement continu, pour la continuité générale de Fespuce & trois
dimensions, tel qu'on I's congu pour expliquer les phénoménes du mouve-
ment. On peut donc entreprendre lessai d'une mécanique modifiée,
applicable aux espaces de la méme nature que A4: grice aux résultats
de ces recherches, que l'on comparera avec les faits, on arrivera peut-étre
& obtenir des points d'appui récls pour Ihypothése de la continuite géné-
rale de l'espace, tel qu'on le congoit dans la pratique.

Berlin, le 31 Mars 1889.



SUR LES ENSEMBLES INFINIS ET LINEAIRES
DE POINTS

PAR

G. CANTOR

i HALLE a. S.

Iv.

(Traduction d'un mémoire publié dans les Annales mathématiques
de Leipsie, t. XXI, p. 81.)

Nous avons maintenant & énoncer et i démontrer divers théorémes
nouveaux qui se rattachent aux développements donnés précédemnment, et
qui sont & la fois intéressants en eux-mémes et utiles pour la théorie des
fonctions. Nous nous servirons de la notation suivante.

Soient plusieurs ensembles de points P,, P,, P,,... qui n'ont deux a
deux aucun point commun, et P le systéme résultant de leur réunion, nous
choisirons, au licu des formules employées plus haut, {t. XVII, p. 355),
la formule plus commode:

P=P + P + P +.....
Et par counséquent, 9 étant un ensemble contenu duns P et B le systene
qui reste quand on enléve @ de P, on pourrait Serire:
R=P— 0.

Un systéme de points ¢, que nous nous représentons dans un cspace
continu & »n dimmensions, peut ¢tre dans des conditions telles qu'aucun des
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points yui lai apparticunent ne soit en méme temps un point-limite;
nous donnerons & ce systéme, pour lequel

¥R, @) =0,

le nom de systéme de points isofé. Si I'on a un systeme de points quel-
conque non isolé P, on peut en tirer un systeme isolé @, en enlevant de
P le systeme P, F).
On a done:
J— ™ ’
Q=P— (P P

et par conséquent:

P=Q 4 (P, P

Tout ensemble de points peut donc étre composé d'un ensemble isolé
© et d'un autre ensemble R, qui est diviseur de l'ensemble dériveé P
Si nous remarquons ensuite, ce qui a déja été signulé souveut, que chaque
dérivé supérieur d'un systéme P est contenu dans le dérivé précédent,
NoUs VOyons que:

PP PT— P PO petd

sont tous des systémes isolés.
Mais on a les décompositions, trés-importantes pour ce qui doit suivre:

P=F — P4 (P =P (P00 — P o P
et

P=(P —P)+ "=+ 0.+ (P0— P4 & linfini + P

Maintenant le théoréme suivant est vrai pour les systémes de points
isolés:

Théoréme I. Tout cnsemble de points isolé peut étre dénombré, ct
appartient par conséquent i la premicre classe.

Démonstration. Soient @ un systéme de points isolé quelconque
compris dans un espace & x dimensions, ¢ un point de cc systeme, ¢/,
q”, ¢ ..... les autres points de 7.

Les distances g¢', g9”, 29", ..... ont une limite inférieure, que )e
désigne par p.
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r P L

Soicnt de méme p’ la Hinite inféricure des distanees ¢4, ¢'q”, 9'¢', . ... ,
P ’
la limite inféricure des distunces ¢”¢, ¢”¢, ¢7¢"" - ... cte.
Toutes ces grandeurs Yooy o7 .. ... sont distinctes de zéro, parce
£ O peyPsp

que @ est un ensemble isolé.
Qu'on trace, avec ¢ comme centre, la figure & (rn — 1} dimensions,

dont les points sont & la distance § de ¢; cette figure borne une sphére-
-

pleine & n dimensions, que nous désignerons par K. Qu'on forme de
méme une sphére pleine K’ ayant pour centre le point ¢ ct pour rayon

H

£ \re plei z » noint g ron &
5 » une sphere pleine K” ayant pour centre le point ¢ ct pour rayon 5, ete.

Il est maintenant cssentiel de remarquer que deux quelconques de
ces sphéres pleines, par ex. K et K’ peuvent tout au plus étre tangentes
entre elles, mais sont d'ailleurs complétement extérieures l'une & l'autre.

Celu dérive de ce que, d'aprés la définition des grandeurs p et o,
eles sont plus petites que ¢ ou égales a a7, et que par conséquent les
rayons g, "21 des deux spheres K et K' ne sont pas plus grands que la
moitié de la ligne des centres gg.

Par conséquent les sphéres pleines K, K, ..... forment un ensemble
de portions, extérieures 1'une & lautre et & » dimensions, de l'espace a
dimensions que nous avons pris pour base; mais un ensemble de cette
espéce peut toujours étre dénombré, comme on I'a démontré t. XX, p. 117.
Par conséquent les centres g, ¢/, 97, ..... forment aussi un systéme suscep-
tible d'étre dénombré, c. i d. que ) peut étre dénombré.

Nous pouvons maintenant énoncer les théorémes suivants.

Théoréme II. Si le dérivé P d'un ensemble de points P peut étre
dénombré, P jouit aussi de la méme propriété.

Démonstration. Qu’'on désigne par R le plus grand commun diviseur
de P ct de I, en sorte que:

R=%(P, P)
et qu'on pose:

P—E=0qQ.

) est alors, comme nous I'avons vu plus haut, un ensemble isolé, et
par conséquent susceptible d’étre dénombré d’apres le théoréme L
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R jouit de la méme propriété, comme élément constitutif du systéme
P, susceptible d'étre dénombré, d’aprés I'hypothése.

La réunion de deux systémes susceptibles d’étre dénombrés donne
toujours lieu & un nouveau systeme qu'on peut également dénombrer;
par conséquent P= Q + R est susceptible d'étre dénombré,

Théoréme III Tout ensemble du premier genre et de la »*™
espéce peut étre dénombré.

‘1ée Démonstration. Le théoréme est évident pour les systémes de
points d'espéce 0 qui sont évidemment des systémes de points isolés. Mais
nous allons développer complétement l'induction, en supposant le théoréme
vrai pour lgs systémes de points de 0°%¢, de 1%, de 2%, ..... de
(n — 1)*=¢ espéce, et nous allons montrer, avec cette hypothese, qu’il est
vrai aussi pour les systémes de points de la n*™ espece.

Soit P un systéme de points de la 2°™ espéce, P’ sera de la (n — 1)
espéce; P’ est donc susceptible d'étre dénombré, d'aprés I'hypothése, et
par conséquent I’ Vest aussi d'aprés le théoreme IL

2¢ Démonstration. P étant un systeme de points de la »
P™ sera de espéce 0, et par conséquent un systéme de points isolé.

On a alors:

P=(P—P)+ (P —P")+..... A (PO — P o PO

éme

espece,

Tous les éléments du cbté droit (P — P} P — P, ..... (P . Py
et P sont des ensembles isolés, par conséquent tous susceptibles d'étre
dénombré d'aprés le théoréme I; le systéeme P’ formé par leur réunion,
est donc susceptible d'étre dénombré et, duprés le théoreme II, P le
sera aussi.

Théoréme TV. Tout systéme de points du deuxiéme genre, pour
lequel P cst susceptible d'étre dénombré, jouit aussi de la méme propriété.

La démonstration de ce théoréme ressort de la décomposition suivante:

Pr=(F —P)4+..... + (PO — P}y L a Vinfini 4+ P,

En effet comme tous les éléments de droite sont susceptibles d'étre
dénombrés et que I'ensemble de ces éléments est de la premicre puissance,
on tire de la pour P’ et daprés le théoréme II pour P. la propriété de
pouvoir étre dénombré.
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Si'on désiene par 2 un quelconque des symboles d'infini introduits
t. XVII p. 357, on a le théoréme plus général:

Théoréme V. Tout systéme de points P du deuxiéme genre pour
lequel P est susceptible d'étre dénombré, jouit aussi de la méme propricté.

Ce théoréme se démontre, & l'aide de linduction compléte, comme
les théoremes I et IV.

On peut aussi formuler les derniers théorémes de la manicre suivante:
. P ¢étant un systéme de points non-susceptible d'étre dénombre, P®
ne le sera pas non plus, soit que « soit un nombre entier fini, ou un
des symboles d’infini.

Dans leurs travaux sur certaines généralisations de théorémes du
calcul intégral, M.M. pr Boms-Revyoxp et Harvack emploient des systémes
de points lindaires que T'on peut renfermer dans un nombre fini d'inter-
valles, en sorte que la somme de tous les intervalles est plus petite qu'une
grandeur donnée a volonté.

Pour qu'un svstcme de points linéaire jouisse de cette propriété, il
faut évidemment qu'il ne soit condensé dans toute 'étendue d'aucun inter-

valle, si petit qu'il soit; cependant cette derniére condition n¢ parait - pas
suffisante pour qu'un systéme de points soit tel que nous venons de le
dire. En revanche nouns pouvons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme VI. Un systéme de points linéaire I contenu dans un
intervalle (a, §) ¢tant constitu¢ de telle sorte que son ensemble dérivé
P’ soit susceptible d'étre dénombré, on peut toujours renfermer I’ dans
un nombre fini d'intervalles, Ja somme de ces intervalles étant aussi petite
gue T'on voudra.

Dans la démonstration qui va suivre nons nous servirons des théo-
rémes auxiliaires ci-dessous, dont le premicr exprime une propri¢té connue
des fonctions continues, et les deux autres sont le résultat de nos consi-
dérations précédentes.

Théoreme anxilicire I. Unce fonetion eontinue ¢(r) donnée dans
un intervalle (¢, d) de la variable continne r, et ayant & ses limites des
valeurs inéeales ¢(c) ¢t ¢(d), prend ume fois au moinz une valeur y cown-
prise cntre les limites ¢(c) et ¢(d)

Théaréeme auxiliaire IL Un nombre infini d'intervalles, dans nne
droite infinie, extéricurs l'un & lautre, et ne se reneontrant fout au plus
qud leurs limites, est toujours suseeptible d'étre dénombré,
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Théoréme auxiliaire TII. Si lon a un ensemble de grandeurs,
qui est de la premiére puissance:

Uyy Ugy ovne Uy +eans

on peut, dans tout intervalle proposé, trouver une grandeur » qui ne se
rencontre pas parmi ces grandeurs.

Démonstration du théoréme VI. Prenons, pour simplifier, l'intervalle
(@, b), qui comprend P, de sorte que g =0, b= 1; on peut facilement,
par une transformation, ramener le cas général a ce cas particulier. P
se trouve donc dans lintervalle (0, 1); la méme chose est évidemment
vraie pour P’ et pour le systéme produit par la réunion des points de
P et P’ et que rous désignerons par €.

On a:

Q=M(P, P).

Nous désignons ensnite par R le systéme de points compris dans
Pintervalle (0, 1) et qui est constitué par les points restants dans cet
intervalle aprés qu'on en a enlevé le systeme @, en sorte que:

(1) 0, )= g + R.

De ce que le systéme P’ est susceptible d'étre dénombré, comme on
I'a supposé, on tire d’abord les conclusions suivantes:

1. P est aussi susceptible d'étre dénombré, d'aprés le théoréme II,
par conséquent il en est de méme de @.

2. P ct par conséquent P’ ne sont condensés dans toute l'étendue
d’aucun intervalle; car si P était condensé dans toute I'étendue de l'inter-
valle (i, k), tous les points de cet intervalle appartiendraient a P’ et,
d’aprés le théoréme auxiliaire IIl, P’ ne pourrait pas étre dénombré.
Par conséquent € n'est condensé dans toute 'étendue d’aucun intervalle.
Les valeurs des coordonnées, qui correspondent aux points du systéme @),
susceptible d’étre dénombré, peuvent étre appelées

(2) Uyy Moy coeve Uyy wonns
Si maintenant nous considérons le systétme R, on pent montrer que
les valeurs des coordonnées correspondant a ses points sont situees respec-

tivement dans l'intérieur d'une série infinie d'intervalles:

Arta mathemnatica, 2. Tmprimé 19 Juillet 1883, 43



378 G. Cantor.
(3) (c,r @), (6,0 dy)y oovvn €y )y - onn.

extérieurs l'un & l'autre et compris dans lintervalle (0, 1). Comme les
valeurs intérieures & ces intervalles appartiennent seules & des points du
systeme R, il résulte de la relation (1) que les limites ¢, et 4, de ces
intervalles correspondent a des points du systéme @, et par conséquent se
présentent dans la série (2).

En effet, soit » un point de R, les points de @ ne peuvent pas se
rapprocher i l'infini de r, parce quautrement r serait point-limite de P
et par conséquent appartiendrait 4 . Il doit maintenant y avoir & gauche
de r un point ¢ et & droite de r un point d, tels quaucun point de @
ne se trouve dans lintervalle (¢, d) et que par contre.il y ait en dehors
de cet intervalle, des points de ¢ aussi rapprochés quon le voudra de ¢
et de d, au cas ou ¢ et d ne sont pas des points isolés de ¢; mais comme
chaque point-limite de @ appartient 4 @, ¢ et d, méme dans le dernier
cas, appartiennent aussi a . Les intervalles en nombre infini (¢, d), ainsi
obtenus, sont tous, évidemment, extérieurs I'un & l'autre et forment par
conséquent, d’aprés le théoréme auxilinire II, un systéme susceptible d'étre
dénombré (3), ce qu'il fallait démontrer.

Puisque nous supposons ¢, < d,, la grandeur de l'intervalle (¢,, d,) est:

=d,—c,.

La somme de toutes ces grandeurs d'intervalles s'appellera o, en
sorte que:

ve=1}

(4 Y—c)=o

On voit a priori que &% 1, parce que les intervalles sont tous
extérieurs l'un 4 l'autre et sont contenus dans lintervalle (0, 1). Si nous
pouvions prouver que ¢ = 1, notre théoréme VI secrait démontré, comme
on peut s'en convainecre par une considération tres-simple se rattachant
au sens des intervalles {c,, d,). '

Toute notre démonstration se réduit donc a prouver que I'hypothése
¢ < 1 conduit & une contradiction.

Pour cela nous définissons, pour 0 < zF 1, une fonction f(r) comme
il suit: Qu'on additionne les grandeurs de tous les intervalles (c¢,, d),



Sur les ensembles iofinis et linéaires de points. 379

tant que ces intervalles tombent dans les limites de lintervalle (0, z) et

gqu'on pose cette sommne = f(x). (On convient de ne prendre dans cette

somme, d'un intervalle (¢, d) qui se trouve, en partie, en dehors de

(0, #), que la partie correspondante qui tombe dans les limites de (0, z).)
On a évidemment:

f(1) = o

Si de plus on établit que f(0) = 0, il s'ensuit facilement que f{z)
est une fonetion continue de z pour 0 £z < 1.

En effet de la définition de f(x) il résulte immeédiatement que, z et
r + h étant deux valeurs distinctes de lintervalle (0, 1), on a pour des
valeurs positives de k:

flo + W) —fz) 2 p-

De la on conclut la continuité de f(z).

On voit alors aussitot, en revenant & la définition de f{x), que, si z
et 4+ k sont deux valeurs distinctes d'un seul et méme intervalle partiel
{¢,, d,), on a:
par conséquent aussi:

4+ h—fz+h)=2—flz).
Si done on introduit la fonction
¢(@) =z — (),
¢(r) sera aussi une fonction continue de z qui change sans diminuer de
0 4 1—g si o croit de 0 & 1. Ce changement se fait de telle fagon

que, dans les limites d’un des intervalles partiels (c,, d,), la fonction
continue ¢(x) conserve unc valeur constante.

De la résulte pour la fonction ¢(z) cette propriété que: toutes les
valeurs qu'elle prend sont épuisées par la série de valeurs:
5) P, P o gl oo

En cffet z peut étre égalé & une des valeurs u, et dans ce cas

nous avons.
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() = e(u,).
Ou bien » est une valeur comprise dans un des intervalles (c,, d); dans

ce cas, & cause de la constance de g(x) dans un de ces intervalles, nous
avons:

¢(z) = ¢lc) = ¢(d).

Mais maintenant, comme nous Pavons vu plus haut, les valeurs ¢,
et d, appartiennent également & la série (2), on a par exemple:

C, = 'lc;_.
Par conséquent on a aussi dans ce cas:

¢(r) = ¢lu,).

La série (5} comprend donc toutes les valeurs que peut prendre
générulement ¢(x).

Le systéme de valeurs, que peut prendre la fonction continue ¢(x),
est par conséquent susceptible d'étre dénombré.

Si maintenant ¢ < 1, et par suite 1 — ¢ distinet de zéro, la fonction
continue ¢(z), d'aprés le théoréme auxiliaire I prendrait au mnoins une
fois toute valeur y entre 0 et 1 — & Par conséquent, dans la série (5)
qui épuise toutes les valeurs prises par la fonction ¢(z), comme on vient
de le montrer, on trouverait tous les nombres possibles de lintervalle
(0, 1 —4), ce qui est en contradiction avec le théoréme auxiliaire II1.
Il ne reste donc que 'hypothése o= 1, ce qu'il fallait démontrer.

Hartzbourg, 1° Scptembre 1882.




FONDEMENTS D'UNE THEORIE GENERALE
DES ENSEMBLES

PAR

G. CANTOR

4 HALLE = 8.

(Extrait d’un article des Annales mathématiques de Leipsice, t. XX, pag. 545

§ L.

Dans l'exposition de mes recherches sur la theome des ensembles,
je suis maintenant arrivé 4 un point olt il me faut développer une
généralisation de la notion de nombre entier réel, et ce développement
m’entraine dans une direction oll personne, & ma connaissance, ne s'est
engagé jusqu'a présent.

Je me trouve contraint de développer cette notion de nombre au
point que je pourrais i peine, sans cels, avancer duns la théorie des
cnsemnbles; que cette nécessité ol je me trouve placé me serve de justificu-
tion ou d'excuse, si cela était nécessaire, pour avoir introduit dans mon
travail un ordre d'idées qui y parait étranger. Car il s'agit d¢ développer
cette notion dans le but de continuer la série des nombres entiers réels
au-deld de l'infini; si hardie que paraisse cette tentative, je puis exprimer
non-seulement l'espoir, mais la ferme conviction qu'avec le temps on
considérera ce développement comme trés-simple, trés-naturelle et parfaite-



382 G. Cantor.

ment accessible.  En mdéme temps je ne me dissimule pas cependant que
par cette entreprise, je me mets en contradiction, dans une certaine mesure,
avec les idées généralement répondues sur l'infini mathématique ¢t avec
les opinions qu'on a souvent défenducs sur l'essence de la grandeur
numérique.

Pour ce qui concerne Pinfini mathématique, dans la mesure ot jusqu'a
présent, il a pu étre employé légitimement dans la scicnce et contribuer
b ses progrés, il me semble quil se présente en premicre ligne dans le
sens d'unc grandeur variable, croissant au-delh de toute limite ou décrois
sant autant que l'on voudra, mais restant toujours finic. Je donne 3 cot
infini le nom d'infini improprement dit.

Mais dans ces derniers temps il gest formé, soit dans la géométrie,
soit particulierement dans la théorie des fonctions, un nouveau genre de
notions d'infini, tout aussi légitimes; ainsi, d’aprés ces notions nouvelles,
dans la recherche d'une fonction analytique d'une grandeur complexe
variable, 'usage s'est imposé généralement de sc représenter, dans le plan
qui représente la variable complexe, un point unique situé dans I'infini,
c. & d. infiniment ¢éloigné, mais néanmoins déterminé, et d'examiner la
maniere dont se comnporte la fonetion dans le voisinage de ce point absolu-
ment comme dans le voisinage d'un autre point quelconqgue; on voit alors
que la fonction dans le voisinage du point infiniment éloigné, se comporte
précisément de la méme maniére que &'l sagissait de tout autre point
placé dans le fini, en sorte quon est pleinement autorisé par la o se
représenter Uinfini, dans ce cas, comme trunsporté sur un point tout & fait
déterminé.

Quand Vinfini se présente sous une forme ainsi déterminée, je luppelle
infini proprement dit.

Pour comprendre ce qui va suivre, distinguons bien ces deux formes
sous lesquelles s'est présenté linfini mathématique et sous lesquelles il a
contribué aux plus grands progrés duns la géométrie, dans Fanalyse, et
dans la physique mathématique,

Sous sa premicre forme d'infini improprement dit, il se présente comine
un fini variable; sous sa scconde formne que jappelle infini proprement
dit, 11 se présentc comme un infini ubsolument déterminé. Leog nombres
réels entiers infinis que je définiral dans la suite et auxquels jai été
amené il y a déjd de longues années, sans m'étre assuré d’y trouver des
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nombres concrets a sens réel,(') n’ont absolument rien de commun avee
la premiére de ces deux formes, l'infini improprement dit; ils ont au
contraice le méme caractére de défermination que nous trouvons, dans la
théorie des fonctions analytiques, pour le point infiniment éloigné; ils
appartiennent done aux formes et aunx affections de linfini proprement
dit. — Mais tant que le point reste isolé dans linfini du plan de nombres
complexes en face de tous les points qui sont dans le fini, nous obtenons
non-seulement #xz nombre entier infini, mais une suite infinie de ces
nombres bien distincts les uns des autres et ayant, soit entre eux, soit
avec les nombres entiers finis, des rapports réguliers .....

Ces rapports ne sont guére de ceux que l'on peut, au fond, ramener
a des rapports de nombres finis entre eux; ce phénoméne a lieu sans
doute, mais il ne se présente fréquemment que dans les degrés et les
formes diverses de linfini improprement dif, par exemple dans les fonctions
d'une variable z qui deviennent infiniment petites ou infiniment grandes,
au cas ou elles ont des numéros d'ordre finis déterminés en tendant &
Finfini. Ces rapports, en fait, ne peuvent édtre considérés que comme une
espéce de rapports du fini, ou comme pouvant s'y ramener immédiatement;
les lois relatives aux nombres entiers proprement infinis sont par contre
complétement différentes des dépendances que l'on trouve dans le fini.

Les deur principes de formation, h D'aide desquels on définit les
nouveaux nombres infinis déterminés, comme on pourra s'en convaincre,
sont tels qu'en les appliquant ensemble, on peut dépasser toutes les limites
dans la formation abstraite des nombres entiers réels; mais heureusement
on a dautre part, comme nous le verrons, un troisiéme principe que
jappelle principe darrét ou de limitation, et grice auquel on peut donner
certaines limites successives au procédé de formation qui est absolument
sans fin; nous obtiendrons ainsi, dans la suite absolument infinie des nombres
reels entlers, des divisions naturelles, que jappellerai classes de nombres.

La premiére classe de nombres (I) est le systéme des nombres entiers
finis 1, 2, 3, ..... », .....; vient ensuite la seconde classe de nombres
(IT), composée de certains nombres entiers infinis « se suivant entre eux
dans un ordre de succession déterminé:

(') Je les ai appelés jusqu'y présent: »Symboles d'infini définis d'une facon déter-
minéer, v. Ann. math. t. XVIL p. 357, t. XX, p. 113, t. XXT, p. 5+
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o, o+, 04+2,...,2%0%+1,...,56"+v0 7+ 4y 0+,
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la seconde classe de nombres une fois définie, on arrive 4 la troisiéme,
puis & la quatricme, et ainsi de suite.

L'introduction de ces nouveaux nombres entiers me parait tout d'abord
trés-importante pour développer et affermir la notion de puissance que jai
fait entrer dans mes travaux (J. de Borcmarpt, t. 77, p. 257; t. 84, p.
242) et que jai souvent employée dans les premiers numéros du présent
travail. D'aprés cela, 4 tout systéme bien défini convient une puissance
déterminée, et deux systémes ont la méme puissance, quand on peut
établir entre elles, d'élément & élément, une correspondance réciprogue a
sens unique.

Dans les systémes finis la puissance s'accorde avec le nombre des
éléments, parce que ces systémes ont, comme on sait, dans tous les arrange-
ments, le méme nombre d'¢éléments.

Pour les systémes infinis au contraire, il n'avait été question générale-
ment jusqu'ici, ni ‘dans mes travaux ni ailleurs, d'un nombre d’¢léments
défini avec précision, mais on pouvait bien leur attribuer aussi une puis-
sance déterminée, et complétement indépendante de Uordre de leurs éléments.

I1 fallait, comme il était facile de le faire voir, concéder la plus petite
puissance des systémes infinis aux ensembles capables d'avoir la correspon-
dance réciproque 4 sens unique avec la premiére classe de nombres et
ayant par suite la méme puissance qu'elle. Mais jusqu'a présent on navait
pas pour les puissances supériewres, une définition aussi simple et aussi
naturelle.

Les classes de nombres entiers réels infinis déterminés nous apparais-
sent maintenant comme représentant naturellement, et sous une forme
unie la suite régqulitre des puissances croissantes de systemes lien définis. Je
montre de la manicre la plus précise que la puissance de la deuxiéme
classe de nombres (II) ne différe pas seulement de la puissance de la
premiere classe, mais qu'elle est encore, en réalité, la puissance immédiate-
ment supérieure; nous pouvons donc I'appeler deuxiéme puissance ou puis-
sance de deuricme classe. On obtient de méme, par la troisicme classe de
nombres, la définition de la tfroisisme puissance, ow puissance de troisieme
classe, etc. ete.
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§ 11,

Nous avons maintenant 3 montrer comment on est amené aux défini-
tions de ces nouveaux nombres et de quelle maniére on obtient, dans la
suitc des nombres entiers réels absolument infinie, les divisions naturelles
que jappelle classes de nombres. la série (I} des nombres entiers réels
positifs 1, 2, 3, ..... y, ..... doit sa formation & la répétition et & la
réunion d'unités qu'on a prises pour point de départ et qu'on considére
comme égales; le nombre v exprime un nombre fini déterminé de répéti-
tions successives de ce genre, aussi bien que de la réunion des unités
choisies en un seul .tout. La formation des nombres entiers’ réels finis
repose donc sur le principe de P'addition d'une unité & un nombre déja
formé; jappelle premier principe dé formation ce moment qui, comme nous
le verrons bientdt, joue aussi un réle essentiel dans la production des
nombres entiers supérieurs. Le nombre des nombres » de la classe (I),
formé de cette maniére, est infini ct parmi tous ces norbres il n'y en a
pas qui soit plus grand que tous les autres. Il serait donc contradictoire
de parler d'un nombre maximum de la classe (I); toutefois on peut d’autre
part imaginer un nouveau nombre, que nous appellerons w, et qui servira
@ exprimer que tout Uensemble (I) est donné d'aprés la loi dans sa succession
naturelle.  On peut méme se représenter le nouveau nombre @ comme la
limite vers laquelle tendent les nombres v, & condition d’entendre par Ia
que o sera le premier nombre entier qui suivra fous les nombres v, en
sorte quil faut le déclarer supérieur & fous les nombres ». En associant
le nombre @ avec les unités primitives on obtient a l'aide du premier
principe de formation les nombres plus étendus:

o+l,et+2 .....04+y . 0000

comme par la on n'arrive encorc une fois & aucun nombre maximum,
on imagine un nouveau, que l'on peut appeler 2w et qui sera le premier
aprés tous les nombres obtenus jusqu'a présent v et w + v; si on applique
encore an nombre 2w le premier principe de formation, on arrive & con-
tinuer comme il suit les nombres obtenus jusqu'ah présent:

20 + 1, 20 4+ 3, ..... 2w+ v, ...
Acta mathematica, 2. Imprimé 7 Aot 1883, 48
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La fonetion logique qui nous a donné les deux nombres w et 2o,
est évidemment différente du premier principe de formation; je l'appelle
deuziéme principe de formation des nombres réels entiers et je définis
mieux ce principe en disant: Efant donné une succession quelconque déter-
minée de nombres entiers réels définis, parmi lesquels il wy en a pas qui soit
plus grand que tous les auires, on pose, en sappuyant sur ce deuxiéme prin-
cipe de formation, un nowveau nombre que Uon regarde comime la limite des
premiers, ¢, & d. qui est défini comme étant immédiatement supérieur & fous
ces nombres.

En appliquant et en combinant ces dewx principes de formation on
obtient donc successivement les continuations des nombres que nous avons
obtenus jusqu'ici, comme il suit:

3w, 3w+ 1, ....., 30+, .....

Cependant nous n'en sommes pas venu & la fin, parce que parmi les
nombres pw + v il n'y en a pas non plus qui soit plus grand que tous
les autres,

Le deuxiéme principe de formation nous permet done d'introduire
un nombre qui suit immédiatement tous les autres pew 4 », ot que T'on
peut appeler w®; & c¢ nombre se rattacheront dans un ordre de succession
déterminé:

lo® + pw 4 v

et Pon arrive alors évidemment, en suivant les deux principes de forma-
tion, a des nombres de la forme:

vt + vt oy 4o

mais alors le deuxiéme principe de formation nous améne & poser un
nouveau nombre qui sera immeédiatement supérieur a tous ces nombres et
qu'on pourra désigner par w®

La formation de nouveaux nombres, comme on le voit, cst sans fin;
en suivant les deux prineipes de formation on obtient toujours de nouvesux
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nombres et de nouvelles séries de nombres, avee une succession parfaite-
ment déterminée.

On pourrait donc croire d'abord que nous allons nous perdre & l'indéfini
dans cette formation de nouveaux notnbres entiers infinis déterminés et
que nous nc¢ sommmes pas en état darréter provisoirement ce procédé sans
fin, pour arriver par la a une limitation semblable & celle que nous avons
frouvée, en fait, dans wun cerlain sens, par rapport & Uancienne classe de
nombres (I}; 1a on n'employait que le premier principe de formation et
on ne pouvait pas sortir de la série. (I). Mais le deuxiéme principe de
formation ne devait pas seulement conduire au-deld du systéme de nombres
employé jusqu'a présent; il nous apparait encore certainement comme un
moyen qu'on peut combiner avec le premier principe de formation pour
arriver & powvoir franchir toufe limite dans la formation abstraite des
nombres réels entiers.

Mais si nous remarquons maintenant que tous les nombres obtenus jusqu'a
présent et ceur qui les suivent immédiatement remplissent une certaine condition,
nous verrons que cette condition, si on la pose comme obligatoire pour tous
les nombres & former immédiatement, nous apparalt comme un {roisiéme
principe, qui vient s'ajouter aux deux premiers et gue jappelle principe
d'arrét ou de limitation. En vertu de’ ce principe, comme je le montrerai,
la deuxiéme classe de nombres (II), définie par I'adjonction de ce principe,
n'acquiert pas seulement une puissance plus élevée que (I), mais précisé-
ment la puissance immédiatement supérieure, et par conséquent la deuricme
Jneissance.

La condition dont nous venons de parler et qui est remplie, comme
on peut s'en convainere immédiatement, par chacun des nombres infinis
a définis jusqu'ici, est: que le systéme des mombres qui se trouvent, dans la
suite des nowmbres, avant celui qu'on considére et & partir de 1, soit de la
méme puissance que la premiére classe de nombres (I). Prenons, par
exemple, le nombre @” ceux qui le précédent sont contenus dans lu

formule:
v + v e o,

OU fty, Yy Yy «nene v, peuvent prendre toutes les valeurs finies positives
entiéres, y compris zéro, et a l'exclusion de la combinaison: », =y, =

=p, o= .=y, = 0.

¥



388 G. Cantor,

Comme on le sait, ce systéme peut sc mettre sous forme d'une séric
simplement infinic ct il a par conséquent lg méme puissance que (I).

Comwme alors toute suite de systémes dont chacun est de la premiére
puissance, donne toujours lieu, si elle est elle-méme de la premiere puis-
sance, A4’ un nouveau systéme, qui a la méme puissance que (I}, il est
clair qu'en continuant notre suite de nombres on arrive toujours, en fait,
a avoir immédiatement de nouveaux nombres qui remplissent réellement
cette condition.

Nous définissons done la deuxiéme classe de nombres (II): Pensemble
de tous les mombres a qu'on peut former a l'aide des deux principes de
formation, qui sc succédent suivant un ordre déterminé: '

o, e+ 1,y et et 0y, e, @7

o
() e U

et qui sont soumis a cette condition, que tous les nombres qui préeédent

le nombre «, a partir de 1, forment un systéme de la mdéme puissunce
que la classe de nombres (I).

§ 12.

Nous avons a démontrer tout d'abord ce théoréme que: la nourelle
classe de mombres (II) a une puissance différente de celle de la premitre
classe de nombres (I).

Ce théoréme résulte du suivant:

»Soit ay, Ay, ... ) Myy e un systeme gquelconque de la premiére
puissance, de divers nombres de la deuricme classe de nombres (en sorte que
nous sommes autorisés & les metire sous la forme de série simple (), ou il
y a un de ces nombres qui est plus grand que ftous les aulres, soit y; ou
bien, si ce west pas le cas, i y a un nombre déterminé 3 de la dewxicme
classe (II) qui ne se rencontre pas parmi les nowmbres a,, en sorte que {3 est
plus grand que tous les a, et que par conire tout nombre entier 3" < 3 est
inférieur en grandenwr & certains nombres de la série (a,); on peut appeler
le nombre y ou 3 lu limite supérieure du systime (a,).»



Fondements d'une théorie générale des ensembles. 389

La démonstration de ce théoréme est fort simple: soit a, duns la
séric (z) le premier nosmbre plus grand que a, a, le premier plus grand
que a,, etc

On a alors:

<o, <2, <x, < .....

A <y, A, A,

et a, < a,, dés que v < x,.

Il peut se faire maintenant que, & partiv d'un certain nombre a
tous les nombres qui le suivent dans la série (4,) soient plus petits que
lui; ce nombre est alors évidemment le plus grand de tous et nous avons:
r = 2,. Sinon, quon imagine le systéme de tous les nombres entiers
plus petits que z,, & partir de 1, qu'on ajoute immédiatement & ce sys-
téme celui de tous les nombres entiers Za, et < a,, puis celui de tous
les nombres 2 «, et < a,, et ainsi de suite; on obtiendra alors une portion
déterminée de nombres successifs de nos deux premiéres classes de nombres;
ce systéme de nombres est évidemment de la premiére puissance et par
conséquent il existe (d'aprés la définition de (II)) un nombre déterminé
3 de Vensemble (II), qui est immédiatement plus grand que ces nombres.
On a done > a, et par comséquent aussi: 3> a, parce qu'on peut
toujours prendre % assez grand pour dépasser un v donné et qu'alors
2, < a,. _

On voit d'autre part que tout nombre 3 < A est inférieur en gran-
deur & certains nombres 4, ; et ainsi se trouvent démontrées toutes les
parties du théoréme,

De 1a résulte que ensemble de tous les nombres de la deuxieme classe
de nombres (II) W'a pas la méme puissance gue (I); car autrement nous
pourrions concevoir tout l'ensemble (II) sous la forme d’unc série simple:

@yy Byy cvnven Ty wonnne

qui aurait, daprés le théoréme que nous venons de démontrer, un membre
maximum 5 ou dont tous les membres «, seraient inférieurs en grandeurs
% un certain nombre 3 de (II); dans le premier cas le nombre y + 1 qui
appartient & la classe (II), dans le second cas le nombre 3 bien qu'ap-
partenant & la classe (II), ne se trouveraient pas dans la série (), ce qui
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est en contradiction avec I'hypothése de lidentité des systemes (IT) et (a,);
par conséquent la classe dé nombres (II) o unc awire puissance que la
classe de nombres (1),

Quant au fait, que la seconde des deux puissances des classes de
nombres (I) et (II) suit immédiatement la premicre, ¢. & d. quentre les
deux puissances il n'y en a pas dautre; ¢’est une conséquence d’un théo-
réme que je vais formuler et démoutrer immédiatement.

Cependant, jetons d'abord un regard en arricre et rappelons-nous les
moyens par lesquels nous sommes arrivés soit au développement de la
notion de nombre entier réel, soit & une nouvelle puissunce de systémes
bien définig, distinete de la premiére; 1l y avait frois moments logiques
importants et qu'il faut bien distinguer 'un de lautre. Ce sont les deux
principes de formation détinis plus haut, et un principe d'arrét ou de limita-
tion qui s'ajoute aux premiers et qui consiste en ce gqu'on ne peut enire-
prendre, & Uaide d'un des deur autres principes, la formation d'un nouveaw
nombre entier qu'a une condition nécessaire: cest que Uensemlble de tous les
nombres précédents ait la méme puissance quune classe de nombres dont on
a déja défini toute Uétendue. Par cette méthode, en observant ces trois
principes, on peut arriver towjours & de nouvelles classes de nombres ef,
avec elles, a toules les puissances diverses, successivement croissanfes que lon
rencontre dans la nature matérielle ou immatérielle; les nouveaux nombres
aingi obtcnus ont alors toujours la méme précision concréte et la méme
réalité objective que les précédents; je ne sais donc pas, en vérité, ce qui
pourrait nous empécher de nous servir de ce moyen de formation de
nouveaux noinmbres, quand on voit que, pour le progrés des sciences, il
est indispensable d'introduire une nouvelle classe de nombres.

§ 13.

Jarrive maintenant, pour tenir s promesse, & démontrer que les
puissances de (I) et de (II) se suivent iinmédiatement, en sorte qu'il n'y
en a pas daufre entre ces deur.

Si, daprés une loi quelconque, on choisit dans l'ensemble (II) un
systéme (a') de divers nombres 2/, ¢. & d. si on congoit un systéme quel-
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conque («') contenu dans (II), ce systéme aura toujours des propriétés que
l'on peut exprimer par les théorémes suivants:

s Parmi les nombres du systeme (@) il y en a towjours un plus petit
que tous les autres.»

s Etant donné, en particulier, une suite de nombres de U'ensemble (II):
a,, &?, ..... ; %3, -.... dont la grondeur va towjours en décroissant (en
sorte que a;> a3, s §>. ﬁ), cetle série doit finir nécessairement, avec un
nombre fini de membres et se termine par le plus petit des nombres; la série
ne peut pas étre infinie.» _

Il est remarquable que ce théoréme, qui est d’une évidence immédiate
quand les nombres a; sont des nombres entiers finis, peut aussi se dé-
montrer dans le cas de nombres infinis a;. En fait, d'aprés le théoréme
précédent que l'on déduit facilement de la définition de la série de nombres
(1I), . parmi les nombres a,, & ne considérer que ceux ou lindice v est
finl, il y en a un plus petit :que tous les autres; soit ce nombre = a,,
il est évident, qu'a cause de a, > a,,,, la série o, et par conséquent aussi
toute la série oy doit étre composée- précisément de p membres, et par
suite sera une série finie.

On arrive maintenant au théoréme fondamental suivant:

s(a’) étant un systome de nombres quelcongue contenu dans Uensemble
(ID), i ne peut se présenter que les trois cas suivants: ow bien («') est un
ensemble fini, c. a d. composé d'une quantité finie de nombres, ou bien (a')
a la puissance de la premiére classe (1) ou enfih (o) a la puissance de la
classe (IT); il n'y a pas d'autre cas possible.»

On peat simplement démontrer ce théoréme de la maniére suivante:
soit & le premier nombre de la froisiéme classe de nombres (III): tous les
nombres «' du systéme («') sont alors plus petits que 2 parce que cette
série est contenue dans (II).

Nous nous représentons maintenant les nombres o ordonnés daprés
leur grandeur: soit a«, le plus petit de. ces nombres, a,,, le nombre im-
médiatement supérieur, efc., on a la série (a') sous forme d'une série »>bien
ordonnées a,, ow 3 parcourt les nombres de notre série naturelle de nombres
développée, a partir de w; évidemment f reste inféricur ou égal & a; et
comme a; < £, on a aussi §< 2. Le nombre 3 ne peut donc pas sortir
de la classe de nombres (I[), mais il reste dans les limites de cette classe;
il ne peut donec se présenter que trois cas: vu bien § reste au-dessous
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d'un nombre assignable de la série @ + v, alors (2') cst un systéme fini;
ou bien 4 prend toutes les valeurs de la série w + v, mais reste au-dessous
d'un nombre assignable de la série (II}, et alors (2) est évidemment un
systéme de la premiére puissance; ou enfin 3 prend des valeurs aussi
grandes qu'on voudra dans (II), alors 8 parcourt fous les nombres de (I1);
dans ce dernier cas Uensemble {a;) c¢. & d. le systéme () a éridemment la
méme puissance que (I1I).
e. q. f. d

Comme conséquence immédiate du théoréme que nous venons de
démontrer, on a les suivants:

» Etant donné un systeme quelconque bien défini M de la puissance de
la classe de nombres (II), si on prend dans M un systéme partiel infini quel-
conque M', on peut concevoir Uensemble M’ sous forme d'une série simplement
infinie, ou bien on peut faire 'correspomire réciproquement les deux systémes
M et M @ sens unique.»

» Efant donné un systéme bien défini quelconque M de la deuxiéme puis-
sance, un systéme partiel M’ pris dans M, et un systéme partiel M" pris
dans M, si on sait que le dernier systéme M" peut étre rapporté d'une
maniére réciproque, et i sens unique, au premier M, on peul tongjours aussi
faire corvespondre le deuriéme M', d'une maniére réciprogue et & sens unique,
aw premier, et par conséquent aussi au trolsiéme.»

Jénonce ici ce dernier théoréme, & cause du rapport gqu'il a avec
ceux qui précédent, en supposant que M a la puissance de (II); évidem-
ment il est encore vrai quand M a la puissance de (I); mais ce qui me
parait trés-remarquable et ce que je signale ici expressement, c'est que ce
théoréme est vrai d’une maniére générale, quelle que soit la puissance du
systeme M. Fy reviendrai plus au long dans un autre travail, et je ferai
voir alors lintérét particulier qui se rattache 4 ce théoréme général.

N
[

Un avantage considérable des nouveaux nombres consiste pour moi
dans une notion nouvelle, qui ne s'était pas encore presentée jusqu'ici,
celle i nombre des éléments d'un ensemlle infini bien ordonné; comme cette
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notion est toujours exprimée par un nombre complétement déterminé de
'ensemble de nombres que nous avons développé, pourvu seulement que
Yordre des éléments du sustéme, tel que mous le définirons tout & Uheure, soit
déterminé, et comme d’autre part la notion de mombre d’éléments a une
représentation objective immédiate, ce rapport entre le nombre des élé-
ments d'un ensemble et le nombre -démontre la réalité de ce dernier méme
dans les cas ol il est infini et en méme temps déterminé.

Par ensemble ow systéme bien ordowmé il faut entendre tout systéme
bien défini, our les éléments sont unis entre eux par une succession donnée
et déterminée, d’aprés laquelle il y a wn prémier élément du systéme;
chaque élément {pourvu qu'il ne soit pas le dernier dans la succession)
est suivi immeédiatement d’un autre déterminé, et & chaque systéme arbi-
traire d’éléments, fini ou infini appartient un élément déterminé, qui les
suit immédiatement dans la succession (pourvu que dans Densemble il y a
des éléments qui suivent tous les éléments du systéme partiel considéré),
Pour éclaircir soit donné un ensemble (1) de la premiére puissance;
on peut en former de différentes maniéres des ensembles bien ordonnés,
par ex. les suivants:.

(@yy Ggy ooy By Gppry venns )

(&,, @gy oovmey By Goyry conney Gy)

(s Buy evvvny By Buigy ovnen, a,, a,)

(al’ Tgp wovney Oy gy Fapgyy vvnvey Fgy Aoy voenny Toy gy gy, .....)
ete. ete.

Deux »systemes bien ordonnés» sont dits avoir le méme nombre {par rapport
aux successions auxquelles ils ont donné liew), quand on peut établir entre
eux wune correspondance réciproque o sens unique felle, que, E et F étant
deux éléments quelconques de I'un, E et F, les éléments correspondants
de T'autre, la position de E et F dans la succession du premier systéme
s'accorde toujours avec la position de E, et F| dans la succession de la
deuxiéme série, en sorte que, si E précéde F dans la succession de la
premiére série, E, précéde aussi F, dans la succession de la deuxiéme
série. Cette correspondance, si elle est possible, comme il est facile de
le vaoir, est toujours complétement déterminée, et comme dans la série des

Aeta mathematica, 2. Imprimé 3 Aont 1883, 59
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nombres développée il y a toujours un nombre a, et un seul, tel que
ceux qui le précédent (& partic de 1) aient dans la succession naturelle
le méme nombre, on est obligé d’égaler directement a a le nombre de
ces deux systémes »bien ordonnés», quand a est un mombre infiniment
grand, ct de l'égaler & «—1, qui précéde immédiatement a, quand a est
un nombre entier fini. Par exemple les trois ensembles bien ordonnés:

(@ys Ggy Byy Gyy -ovvvy By Goprs eenes)’
(8yy @y gy Rgy «vvers Omy %ty vered)

(I, 2, 3y ceveny By oeees)

ayant le méme nombre, celui-ci se trouve d’aprés notre définjtion égal & .
De méme les nombres des ensembles bien ordonnés:

(Byy @gy oevvey By Gupry covses a,)

(@gy By ovvvey By Typrs vovve Gy a,)
b

(5 gy «oonny Bomyy Tagrs »oveos Bgy Bgy vovees Gagy Gou ceeed)

se trouvent, d’'aprés notre définition, étre respectivement égals & @ + 1,
w + 2, 2. _

La différence essentielle entre les systémes finis et infinis, c’est quun
systéme fini offre le méme nombre d’éléments dans toutes les successions
que Von peut leur donner; au contraire un systéme composé¢ d’un nombre
infini d’éléments aura en général divers nombres, d'apres la succession que
Pon donnera h ses éléments. La puissance dun systéme est, comme nous
Vavons vu, un attribut indépendant de Uordre de ce systéme; mais le nombre
du systéme nous apperait comme un factewr dépendant, en général, d'une
succession donnde des éléments, des qu'on a & faire avec des systémes infinis.
Cependant méme dans les systémes infinis il y a encore un certain rapport
entre la puissance du systéme et le mombre de ses éléments, par rapport a
une succession donnée.

Prenons d’abord un systéme ayant la puissance de la premiére classe
ot donnons aux éléments une succession déterminée quelconque, de maniére
A obtenir un systéme »bien ordonné», le nombre de ce systéme est toujours
un nombre déterminé de la deuriéme classe de nombres et ne peut jamais
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étre déterminé par un nombre d’une autre classe que de la deuxiéme.
D’autre part on peut disposer tout systéme de la premiére puissunce dans
un ordre de succession tel que le nombre de ce systéine, par rapport a
cette succession, soit égal 4 un nombre de la deuxiéme classe, désigné
d’avance arbitrairement. Nous pouvons encore exprimer ces théorémes
comme il suit: fout systéme de la puissance de premiére puissance peut éire
dénombré par des nombres de la deuriéme classe de mombres et par ces
nombres seuls, et on peut towjours donner aux édéments du systéme un ordre
de succession tel que le systéme lui-méme dans cette succession est dénombré
par un nombre de la deuxriéme classe de nombres donné & volonté, nombre qui
exprime le nombre des éléments du systéme par vapport & celte Succession.
Les régles analogues s'appliquent aux systémes de puissances plus
dlevées, Ainsi tout systéme bien défini de la deuwiéme puissance peut élre
dénombré par des mnombres de la troisiéme classe de nombres, et par ces
nombres seuls, et on peut towjours domner aux éléments du systéme un ordre
de succession tel, que le systéme lui-méme dans cette succession est dénombrs (*)
par un nombre de la troisiéme classe de nombres donné & volonté, nombre
qui détermine le nombre des éléments du systéme par rapport & celle succession.

§ 3.

La notion du systéme bien ordonné nous apparait comme fondamental
pour toute lu théoric des ensembles. Je reviendrai dans un autre trayail
sur cette loi fondamentale, ce me semble, trés-importante par ses consé-
quences et remarquable surtout par sa généralité: ‘on peut toujours mettre
tout systéme bien défini sous la forme d'un systéme bien ordonné. Je me
borne ici & démontrer comment, de la notion du systéme bien ordounné,
on arrive de la maniére la plus simple aux opérations fondamentales
pour les nombres entiers, finis ou infinis déterminés, et comment les lois

. (") D'aprés la définition que nous venons de donmer, ce que nous avons appelé, dans
jes premiers numéros de motre travail, systdmes dénombrables nme sont que des systémes
dénombrables par des nombres de la premiére classe (systémes finis) ou par des nombres
de la deuxidme classe (systtmes de la premiére puissance).
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de ces opérations se déduisent, avec une certitude évidente, de la considera-
tion intrinseque immédiate. Soilent d'abord deux systémes bien ordonnés
M et M , auxquels correspondent comme nombres les nombres a et g,
M 4+ M, sera un nouveau systéme bien ordonné; il y a done aussi un
nombre déterminé qui correspond comme nombre au systéme M -+ M,
par rapport & lordre de succession que l'on obtient entre ses éléments;
ce nombre s'appelle ln somme de a et 3 et se désigne par 2 4 3; on voit
immédiatement que, si « et 8 ne sont pas finis I'un et l'autre, a 4 3
sera en général différent de B+ a.  La loi de commutation cesse donc
d'étre vraie d'une maniére générale pour Uaddition. Et maintenant on arrive
st simplement & la notion.de la somme de plusieurs nombres donnés dans
une suite déterminée, qui peut étre elle-méme une suite infinie déterminée,
que je n'insisterai pas davantage sur ce point; je me contente donc de
remarquer que la loi d’association se trouve généralement vraie. On a
en particulier:

at+(f+7)=0c+H+r

Si on prend une succession, déterminée par un nombre 3, de systenes
tous égaux ct également ordonnés, dans chacun desquels le nmombre des
éléments est égal & 2, on obtient un nouveau systéme bien ordonné dont
le nombre donne la définition du produit fa, o B est le multiplicateur,
2 le multiplicande; ici encore il se trouve que fa différe généralement
de af, et par conséquent la loi de commuiation n'est pas vraic mon plus
d'une maniére générale pour la multiplication des nombres. Par conire la
loi d'association s'applique aussi & la multiplication d’une maniére géne-
rale, en sorte qu'on a: a(fy) = (a9)r.

Parmi les nouveaux nembres, quelques-uns se distinguent des autres
par la propriété de nombres premiers; cependant il faut caractériser cette
propriété d'une maniére un peu plus déterminée, en entendant par nombre
premier un nombre «, pour lequel la décomposition 2 = fr, ou 5 cst
multiplicateur, n'esf possible que si 3= 1 ou = a; par contre le
multiplicande aura généralement aussl pour les nombres premiers a un
certain champ d'indétermination, ce qui, d'aprés la nature des choses, ne
peut pas se modifier. Néanmoins nous montrerons dans un autre travail
que la décomposition d'un nombre en ses facteurs premiers peut toujours
avoir lieu d'une maniére essentiellement unique et déterminée méme au
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point de vue de la suite des facteurs (tant que ces facteurs ne sont pas
des nombres premiers finis se présentant a c6té l'un de l'autre dans le
produit). On obtient par 14 deux espéces de nombres premiers infinis
déterminés, dont la premiére se rapproche des nombres premiers finis,
tandis que les nombres premiers de la deuxiéme espéce ont un tout autre
caractere.

Maintenant, & l'aide de ces nouvelles données, jespére de donner
bientét une preuve rigourcuse du théoréme relatif 4 ce que nous avons
appelé les ensembles Tinéaires infinis, qui se trouve prononcé a la fin de
notre travajl: »Une coutribution & la théorie des ensemblesy {Journal ‘de
Borcuaror, t. 84, p. 257). _

Dans le dernier numére (4) du présent travail (t. XXI, p. 54), jai
obtenu relativement aux systémes de points P, qui sont contenus dans un
ensemble continu &4 » dimensions, un théoréme que l'on peut énoncer
~comme il suit, en employant les nouvelles expressions définies plus haut:

» P dtant un systéme de points, dont le dérivé P Sannule d'une maniére
identique, ou a est un nombre entier pris & volonté duns la premiére ou la
seconde classe, le premier ensemble dérivé P ef par conséquent aussi P
lui-méme est un systéme de points de la premicre puissance.»

Ce théoréme peut se retourner de la maniére suivante:

> P étant un systéme de points dont le premier dérivé P a la premiére
puissance, il y a des nombres entiers a, appartenant & la premiére ou & la
deuriéme classe de nombres, pour lesquels P annule d'une maniére iden-
tique, et parmi les nombres o qui offrent cette particularité, il y en a un
Plus petit que tous les autres.»

Je publierai trés-prochainement la démonstration de ce théoréme.
M. Mrrrag-LerrrLer publiera ensaite un travail ot il montrera comment
en se fondant sur ce théoréme on peut généraliser d’une maniére remar-
quable le résultat de ses recherches et de celles de M. le Prof. Werek-
sTrass sur lexistence de fonctions analytiques & sens unique avec des
positions singuliéres données.
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§ 14

Je vais maintenant considérer les nombres de la deuxiéme classe (II)
et les opérations qu'on peut effectuer sur ces nombres, en me bornant a
Yessenticl, et en réservant a plus tard des recherches plus profondes sur
ce sujet.

Jai défini d'une maniére générale dans le § 3 les opérations de
l'addition et de la multiplication et jai montré que pour les nombres
entiers infinis, elles ne sont pas soumises en général 4 lu loi de commuta-
tion, mais bien a la loi d’association; cela est donc vrai aussi en particulier
pour les nombres de la deuxiéme classe de nombres. Quant a la loi de
distribution, elle est vraie sous la forme suivante:

(a4 Br=0ar+ fr

(ou a 4 3, «, § paraissent comme multiplicateurs), comme on peut s'en
convaincre immédiatement par la considération intrinséque.

La soustraction peut étre considérée & deux points de vue. Soient
a et # deux nombres entiers quelconques, a < 3, on sc convaine sans peine
que I'équation: « + & = 8 admet toujours une solution et une- seule, par
rapport & &; si a et 3 sont des nowmbres de (II), § scra un nombre de
() ou (II). Posons ce nombre & égal & 83— a.

Si an contraire on considére P'équation suivante:

§+a=p
on voit que souvent elle n'est pas résoluble d'aprés &; ce cas, par exemple,
se¢ présente pour l'équation:
E4+w=w+ 1.
Mais méme duns les cas ou Véquation: & 4 a2 = 3 peut éire résolue
d’uprés & il se trouve souvent gquon peut y satisfuire par une quantité.
infinic de valeurs numériques de £; mais parmi ces solutions diverses il

y cn aura toujours une plus petite que toutes les autres.
Pour désigner cette plus petite racine de l'équation

E"'a:ﬂ:
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quand elle est résoluble, choisissons le signe §_, qui par conséquent
différe généralement de §— a.
Si on a ensuite entre trois nombres 5, «, r, I'équation:

B =ra
(ot y est multiplicateur), on se convainc sans peine que l'équation:
B=1:

n'a pas d’autre solution, d'aprés &, que £ =y et dans ce cas on désigne

8
I par E.

On trouve au contraire que 'équation:
-
=

(o & est multiplicande), si elle est résoluble d'aprés &, a généralement
plusieurs racines et en a méme un nombre infini; mais il y en a toujours
une plus petite que toutes les autres; cette racine minima satisfaisant &
'équation: # = af, quand cette équation est résoluble, peut se désigner par:

2

Les nombres a de la deuxiéme classe de nombres sont de deux
espéces: 1° les a précédés immédiatement dans la séric par un autre
nombre qui est alors a_,; je les appelle nombres de la premiére espece;
2° les a qui ne sont pas préeédés immédiatement, dans la série, par un
autre membre, pour lesquels par conséquent il n’y a pas de a_;, et que
jappelle de la deuxiéme espéce. ILecs nombres o, 2w, @ + ©, ©* sont
par exemple de la deuxiéme espéce, au contraire o + 1, o'+ w + 2,
»” 4+ 3 sont de.la premiére.

De méme les nombres premiers de la deuxiéme classe de nmombres,
que j'ai définis d’une maniére générale au § 3, se divisent anssi en nombres
de la deuxiéme et en nombres de la premiére espcee.

Les nombres premiers de la deuxiéme espéce sont, suivant 1'ordre
ou ils se présentent dans la classe de nombres (II):

a w? wd
W, &, W , W 4 +vessy
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en sorte que parmi tous les nombres de la forme:
¢ =y0" F oy 4+ oy 0y,

il n'y a qu'un nombre premier, savoir w, de la deuxiéme espéce; mais
qu'on ne conclue pas, de cette rareté relative des nombres premiers de la
deuxiéme espcce, que lensemble de tous ces nombres a une puissance
moindre que la classe dé nombres (II) elle-méme; il se trouve que cet

ensemble a la méme puissance que (II).
Les nombres premiers de la premiére espéce sont tout d'abord:.

w+1el+1,....,0"F+1,.....

Ce sont les seuls nombres premiers de la premiére espéce que l'on ren-
contre parmi les nombres que nous venons de désigner par ¢; l'ensemble
de tous les nombres premiers de la premiére espéce dans (II) a aussi la
puissance de (II).

Les nombres premiers de la deuxiéme espece ont une propriété qui
leur donme un caractére tout b fait & part; soit » un de ces nombres
premiers (de la deuxiéme espéce), on a toujours 7z =, si a est un
nombre quelconque plus petit que x; de la résulte que, si a et 3 sont
deux nombres quelconques, tous deux plus petits que 7, le produit a
est toujours aussi plus petit que 7. .

En nous bornant d’abord ici aux nombres de la deuxiéme classe,
qui ont la forme ¢, nous trouvons pour ces nombres les regles d’addition
et de multiplication qui suivent.

Soit:

g =y +yo 4+ . ...+,

¢ =pot +p T+ .+,

olt nous supposons p, et g, autres que zéro.

Addition.
1° Soit g < 4, on a:
¢+ ¢=4¢.
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2" Soit p > A, on a:

rd =y + ... F Vi @+ (s + )0t + 0 +
+ 00" o+
3° Pour =4 on a:

£+ =00 Fp)e + o0+ o

Multiplication,
1° Si v, est autre que zéro, on a:
ed =y o't + p ettt L 0t v#pow* +p’ 4

Si 4 = 0, le dernier membre & droite est: v,p,.
2° Si vy, =0, on a:
¢d =yt oy L 0t = et
La décomposition d'un nombre ¢ en ses facteurs premiers se fait
comme il suit.
Soit:
¢ = c,w" + 0" + wt + ... + oo

ON > p >, > . >p 0 0, 0, L. ¢, sont des nombres finis
positifs autres que zéro, on a:

¢ = ¢(w" ™ + Defo™ + e, ooov. e, (@17 4 1),

st on se représenté eneore fy, €, +.... C,_,¢, décomposés en facteurs
premiers d’apres les regles de la premiére classe de nombres, on a alors
la décomposition de ¢ en facteurs premiers; car les facteurs @™ 4 1 et
» sont eux-mémes, comme on 'a remarqué plus haut, des nombres
premiers, Cette décomposition de nombres de la forme ¢ en nombres
premicrs est déterminée, méme en égard & la suite de série des facteurs,
en faisant abstraction de la commutabilité des facteurs premiers dans les
facteurs ¢ et &1l est entendu que le dernier facteur doit étre une puis-
sance de @ ou égal & un et que w ne peut étre facteur qu'a la derniére

Aeta mothematica. 2, Tmprimé 11 Aodt 1881 o1
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place. Je reviendrai dans une autre circonstance sur la généralisation de
cette décomposition en facteurs premiers, pour des nombres « pris & volonté
dans la deuxiéme classe de nombres (II).

§ 10.

La notion du »continu» n'a pas sculement joué un role important
dans le développement des sciences en général, clle a encore provoqué
de grands partages d'opinion et, par suite, de vives discussions. Cela vient
peut-étre de ce que lidée prise pour point de départ a été absolument
différente chez les divers auteurs, parce qu'ils n'avaient pas la définition
exacte et compléte de la notion; mais peut-étre aussi, et cest ce qui me
parait le plus vraisemblable, les Grees qui -ont cherché les premiers &
se rendre compte de cette idée du continu, ne l'ont pas cong¢ue aussi
claire et aussi compléte qu'il aurait fallu pour cmpécher les iges suivants
de se partager comme il lont fait. Ainsi nous voyons que Levcirre,
Diésmocrite et ARISTOTE considérent le continu comme un composé de
parties divisibles % l'infini, tandis qu'Errctre et Lrcrece en font un
composé de leurs atomes finis; de 13, ensuite, une grande discussion entre
les philosophes, les uns suivant AwisToTE, les autres Ericure; d'autres
enfin, pour rester en dehors de- cette discussion, établirent, avee S. Tromas
d'Aquiy, que le continu n'est pas composé d’un nombre fini ou infini de
partics, mais qu'il n'a pas de parties du tout; cette dernicre opinion me
semble moins une explication que l'aveu tacite qu'on n’est pas arrivé au
fond de la question et qu'il vaut mienx la laisser de edté. Nous trouvons
ici T'origine de cette idée scolastique du moyen-age, qui a encore aujourd'hni
ses partisans, et d'aprés laquelle le continu est unc idée indécomposable,
ou, pour parler avec d'autres auteurs, une pure intuition a priori dont
on peut a peine donner une notion déterminée; on regarde comme une
tentative =ans fondement et on rejette en conséquence tout essai de déter-
mination de ce mystére par Parithmétique.

Je suis bien loin de vouloir évoquer encore une fois ces discussions,
et la place me manquerait dans le cadre étroit de mon travail pour les
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traiter d’une maniére exacte; je me vois sculement obligé de développer
ici, d'une maniére aussi bréve que possible et seulement au point de vue
de la théoric mathématique des systémes, cette notion du continu. Mais
.ce travail ne m'a pas été facile, parce que, parmi les mathématiciens dont
jinvoque volontiers V'autorité, aucun ne sest occupé du continu dans le
sens ont jai a le faire ici.

En prenant pour point de départ une ou plusicurs grandeurs réelles
ou complexes continues (ou, pour parler, je crois, plus exactement, des
systéemes continus de grandeurs), on sest formé du micux qu'on a pu la
notion d’un continu dépendant, avec un scul ou plusieurs sens, de ccs
grandeurs, c'est & dire qu'on est arrivé a la notion de fonction continue
et ainsi s'est formée la théorie de ce qu'on a appelé les fonctions analy-
tiques, comme aussi des fonctions plus générales avee leurs phénoménes
les plus remarquables (comme limpossibilité de la différentiation et
d'autres semblables}; mais le continu indépendant lui-méme n'a été pro-
posé par les mathématiciens que sous la forme la plus simple et n'a pas
été l'objet de considérations plus profondes.

 Je dois déclarer tout d'abord qu'a mon avis lintroduction de la
notion de temps ou de l'idée de temps ne doit pas servir a expliquer la
notion beaucoup plus primitive et plus générale du continu; le temps,
A mon avis, est une idée qui suppose, pour étre expliquée claircment, la
notion de continuité, indépendante de celle du temps, et qui, méme avec
cette mnotion de continuité ne peut étre congue ni objectivement comme
une substance, ni subjectivement comme une idée nécessaire a priori;
cette idée de temps n'est qu'une idée auxiliaire et relative, servant a
étublir le rapport entre les divers mouvements qui ont lieu dans la nature
¢t que mous percevons. Ainsi jamais il ne se présente dans la nature rien
qui ressemble au temps objectif ou absolu c¢t par conséquent on ne peut
pas prendre le temps comme mesure du mouvement, mais au contraire
on pourrait considérer le mouvement comme mesure du temps, si on n'en
étalt empdché parce qu'on n'a rien gagné a considérer le temps comme
une idée subjective nécessaire a priori

Je suis de méme convaincu qu'on ne peut pas commencer par l'idée
intuitive de l'espace, pour arriver a des conclusions sur le continu, parce
que l'espace et les figures qu'on y congoit ne peuvent arriver qu'a l'aide
d'un continu déjh formé d’une maniére abstraite a devenir l'objet non
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plus seulement de considérations purement  esthétigues, de gpéculations
philosophiques subtiles ou d'essais faits au hasard, mais de recherches
mathcématiques positives.

Il ne me reste done plus qu'a chercher, au moyen des notions de
nombres réels définis dans § 9, une idée purement arithmétique, et aussi
géuérale que possible, d'un continu de points.  Je prends nécessairement
pour point de départ l'espace arithmétique plan & » dimensions &, ¢ a d.
l'ensemble de tous les systémes de valeurs:

(@ fy Lo ],

ot chague z peut avoir jndépendumment des autres toutes les valéurs
numeériques réelles de — 00 & 4 co.  Jappellerai tout systéme de
valeurs de ce genre un point arithmétique de G,. La distance de deux
de ces points est définic par Pexpression:

+ V@, —2) (@, — ) F ... + (&, — r,)

et par un systéme de points arithmétiques P contenu duns G, ou entend
tout cnsemble donné de points de lespace G,. L'eccmen aboutit donc &
donner une définition eracte et aussi générale que possible, quand on peut
appeler Uensemble P un continu.

J'ai démontré dans le Journal de BORCHARDT, t. 84, p. 242, que
tous les espaces (7,, si grand que soit le nombre de dimensions z, ont la
méme puissance entre eux et par suite la méme puissance que le continu
linéaire, et la méme que l'ensemble de tous les nombres réels de linter-
valle (0 ..... 1). La recherche et la fixation de la puissance de G, sec
ramene done a la méme qguestion, spécialisée & Vintervalle (0..... 1), et
jespére pouvoir bientdt y répondre en démontrant rigourcusement que la
puissance cherchée n'est autre que celle de notre deuxiéme classe de
nombres (). De la résultera que tous les systemes de points infinis P
ent soit la puissance de la premicre classe de nombres {I) soit celle de
la seconde (I). On pourra encore en tirer cette autre conséquence que
I'ensemble de toutes les fonctions d'une ou de plusieurs variables pouvant
étre représentées sous forme de série donuée infinie quelconque, n'a de
méme que la puissance de la deuxiéme classe de nombres (I} et par



Fondemenls d'unc théorie géndrale des emscmbles. 405

conséquent peut étre dénombré par des nombres de la trobsicme classe
de nombres (II1}. Ce théoréine se rapportera donc par exemple & l'en-
semble de toutes les fonetions »analytiques» d'itne ou de plusicurs variables,
ou au systéme de toutes les fonctions d'une ou de plusieurs variables
réelles que l'on peut représenter par des séries trigonométriques.

Pour arriver maintenant & la notion générale d'un continu donné
dans (,, je rappelle la notion de l'ensemble dérivé P™ d'un ensemble
de points P donné i volonts, telle qu'elle a été développée dans le mé-
moire (Ann. Math, t. V, puis t. XV, XVII, XX et XXI); elle conduit
& lo notion d’un dérivé P, o y peut étre un nombre entier quelconque
d'une des classes de nombres (O, {0, (I1I), ete.

On peut maintenant partager aussi les systémes de points P en deux
classes daprés la puissance de leur premier dérivé PO, Si P 4 la
puissance de (I), on voit, comme je Tai déja dit duns le § 3 de ce mé-
moire, quil y a un premier nombre entier a de la premiére ou de la
deuxiéme classe de nombres (II), pour lequel P disparait, Mais si P©®
n'a pas la premiére puissance, on peut toujours; ¢t d’une scule maniére,
décomposer P en deux systémnes R et S, en sorte que: PM = R 4+ 8,
ou B et § sont de nature bien différente:

R est de la premiére puissance et dans des conditions telles qu'il
y a toujours un premier noinbre entier y des classes de nombres (I) ou
(ID), pour lequel:

DR, B¥) = 0. ()

S au contraire est duns des conditions telles que Temploi du procédé
de dérivation n'y change absolument rien, en sorte que:

g= 8w

et par conséquent aussi:

§= 8§,

Jappelle ces systémes S ensembles parfuits de points. Nous pouvons donc

(') Ce caractére général des ensembles R a été remarqué et démontré par

M. BENDIXSON.
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dire: quand P n'a pas la premiére puissance, P se divise & sens wnique
en un ensemble parfait § el un ensemble R de la premiére puissance.

Les systémes de points parfaits § ne sont pas toujours ce que nous
avons appelé condensé dans toute Tétendue; cest pourquoi ils ne se prétent
pas cncore a la définition compléte d'un continu de points, quand méme
on est obligé d'accorder immédiatement que le continu doit étre toujours
un systéme parfait. -

Au contraire il faut encore une notion pour la joindre a celle qui
précéde et définir le continu: c’est la notion d'un systéme de points T
bien enchainé.

Nous disons que I’ est un systéme de points bien enchainé, quand
pour deux points quelconques ¢ et ¢ de ce systéme, avec un nombre
donné ¢ aussi petit qu'on voudra, il y a toujours un nombre fini de
points ¢, ¢, ..... t, de T, de plusieurs manicres, en sorte que les
distances E, E, E, ..... £t soient -toutes plus petites que e.

Tous les continus de points geométriques que nous connaissons sont
aussi compris, comme il -est facile de le voir, sous cette notion du systéme
de points bien cnchainé; mais je crois maintenant reconnaitre aussi dans
ces deux attributs »parfaits ct »bien enchainé» les caractéres nécessaires
et suffisants d'un continu de points et je définis par conséquent un continu
de points dans G, un systéine parfaitement enchainé. Ici »parfuits et »bien
enchainé»> ne sont pas seulement des mols, mais des attributs du continu tout
& fait généraux, caractérisés dune maniére abstraite, de la fagon la plus
précise, par les définitions précédentes.

La définition que donne Borzaxo du continu (Paradoxes, § 38) n'est
certainement pas exacte; elle n'exprime qu'une seule propriété du continu,
qui se trouve réalisée dans les ensembles obtenues en concevant comme
¢loignées de G, un systéme de points sisolés quelconque (cf. Ann. math,
t. XXI, p. 51); elle sc trouve de méme réalisée duns des systemes com-
posés de plusieurs continus séparés; évidemment dans ces cas il n'y a pas
de continu, comme le ferait croire la définition de Borzaxo: nous trouvons
donc ici une faute contre le principe: on dit qu'une chose fait partic de
I'essence d’une autre, quand l'une ne peut exister sans l'autre et que la
présence de l'une entraine celle de P'autre, ou que l'une ne peut ni exister
ni se concevoir sans 'autre, et vice versa,



Fondements d'une théorie géndrale des ensembles. 407

Notes.

[’ensemble de toutes les fonctions continues, et méme de toutes les
fonctions, susceptibles d’étre intégrées, d'une ou de plusieurs variables, ne
pourrait avoir, comme il me semble, que la puissance de la deuxiéme
classe de mombres (I); cependant si on laisse de coté toutes les restric-
tions et qu'on considére l'ensemble de toutes les fonctions continues et
discontinues d'une ou de plusieurs variables, ce systéme aura la puissance
de Ia troisiéme classe de nombres (11T,

On peut démontrer pour les systémes parfaits ce théoréme: ils
n'ont jamais la puissance de (I).

Comme exemple d'un systéme de points parfait, qui n'est pas con-
densé dans toute I'étendu d'un intervalle si petit qu’il soit, jindique
'ensemble de tous les nombres réels contenus dans la formule:

e , ¢ e
d=F At ot
ot les coefficients ¢, peuvent prendre a volonté les deux valenrs O et 2
et ol la série peut étre composée d'un nombre fini ou infini de membres.

Il faut remarquer que la définition d'un continu donnée en haut est
indépendante de toute considération sur ce qu'on appelle la dimension
d'une figure continue; la définition en cffet embrasse aussi les continus
composcs de parties bien enchainées de différente dimension, comme des
lignes, des surfaces, des solides, ete. Je sais bien que le mot- pcontinuy
n'a pas pris jusqua présent, dans les mathématiques, un sens bien arrété;
la deéfinition que jen donne sera done trop étroite pour les uns, trop
large pour les autres; jespére avoir réussi a trouver le juste milieu.

D'aprés ma maniére de concevoir les choses on ne peut entendre par
continu qu'un ensemble parfait et bien cnchaine. Daprés cela une étendue
droite par exemple, & laquelle manque un des points-extrémes, ou tous
les deux, une surface circulaire sans limite ne sont pas des continus par-
faits; jappelle ces systémes de points des semi-continus.

Iin général j'entends par semi-continu un systeme de points imparfait,
bien enchainé, appartenant & la seconde classe et constitué de telle sorte
que denx quelconques de ses points peuvent étre réunis par un continu
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parfait, qui est un ¢élément constitutif du systeme de points.  Tel est,
p. ex.,, Vespace que j'ai désigné par 4 (Ann. math, t. XX, p. 119) ot qui
a 6té obtenu en éloignant de (, un systéme de points quelconque de
la premiére puissance.

Le dérivé d'un systéme de points bien enchainé est toujours un
continu, que le systéme de points bien cnchainé ait la premiére ou la
deuxiéme puissance.

St un systéme de points bien enchainé est de la premiére puissance,
je ne puis l'appeler ni un continu ni un semi-continu.




SUR DIVERS THEOREMES DE LA THEORIE DES ENSEMBLES
DE POINTS SITUES
DANS UN ESPACE CONTINU A N DIMENSIONS.

PREMIERE COMMUNICATION.

Extrait d’une letire adressée a 'éditeur
PARE

G. CANTOR.

e M'étant proposé de vous communiquer les démonstrations de
plusieurs théorémes, gue jai trouvés dans la théorie des ensembles, je
vous prie de me permettre de commencer par les trois suivants, 4, B et
C dont jai fait mention dans le mémoire: »Grundlagen einer allgemeinen.
Mannichfaltigkeitslehre, Leipzig 1883».

Comme jaurai & citer ce travail en divers endroits, je prendrai la
liberté de le désigner par les lettres »Gio.

Théoréme A. »Un ensemble de points P (situé dans un espace continu
G, & n dimensions) ayant la premicre puissance ne peut jamais étre un
ensemble parfait.n

Théoréme B. »Le nombre « appartenant a la premiére ou a la seconde
classe de nombres, soit P un ensemble de points tel, quec son ensemble
dérivé P® d’ordre a s'évanouit, alors le premier ensemble dérivé P de P
et ensemble P lui méme sont de la premiére puissance, sauf les cas ol
les ensembles P ou P sont finisy

Théoreme C. »P étant un ensemble de points tel, que son premier
ensemble dérivé PV est de la premicre puissance, il existe des nombres
a de la premiére ou de la seconde classe de nombres tels, qu'on a identi-

quement:
P®=o,

et de tous ces nombres a il y a un qui en est le plus petitp

Acfa mathematica, 2. Imprimé 25 Aont 1883, 52
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Démonstration du théoréme A,

D'apres »Gr. § 1o» jappelle ensemble parfait de points un ensemble
8 tel, que son premier dérivé S coincide avec § lui méme, en sorte
que tout point s appartenant 2 § est un point-limite de § et qu'aussi
tout point-limite s’ de § est un point appartenant a §.

Soient maintenant '

by, Posy PygsevesPusrss

les points qui constituent l'ensemble P; nous pouvons les imaginer donnés
en cette forme de série {(p), parce que P a d'aprés I'hypothése, admise
dans notre théoréme, la premiére puissance.

Nous admettons que chaque point p, de P est un point-limite de P
et nous voulons en conclure l'existence de poinfs-limites de P qui n’appar-
tiennent pas comme points 2 P; il en suivra que P ne peut pas étre un
ensemble parfait, car s'il en était ainsi, non seulement chaque point de P
devrait étre un point-limite de P, mais aussi chaque poinf-limite de P
serait nécessairement un point appartenant a P.

Que l'on prenne p, pour centre d'un ensemble continu & (n—1)
dimensions, lieu des points de G, qui ont la distance p, = 1 de p,; nous
nommerons un tel ensemble une sphére de rayon p, et nous la désigne-
rons ici par K.

De tous les points de la suite (p,) qui suivent p, soit p, le premier
qui tombe dans lintérieur de la_sphére K| (et il y en a dans l'intérieur
de X, un nombre infini, puisque le centre p, est, corime nous avons
admis, un pointlimite de P); nommons o; la distance des points p, et p,
et prenons p, comme centre dune seconde sphére K, dont le rayon p,
est déterminé par la condition d'étre la plus petite des deux quantités:

La sphére K, est alors située toute entiére a l'intérieur de K et les points:

p1’ pg)' "&pi,—l

de la série (p,) sont situés tous en dehors de la sphére K,; le rayon p,

I
de la derniére est, comme on voit, plus petit que 3"
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De méme soit p, le premier point de la suite (p,) de tous ceux,
qui suivent p, et qui tombent dans lintérieur de la sphére K,; il y en
a un nombre infini, puisque p, est supposé étre point-limite de P; nous
désignons Ia distance des points p, et p, par o, et prenons p, pour
centre d'une troisiéme sphére K, dont le rayon p, est déterminé par la
condition d'étre la plus petite des deux quantités:

I I

<% _(/02_‘72);

2 2

la sphére K, est alors située tout entiére & l'intéricur de K, et les points:

P;: Pg,--—- pf,——l
de la série (p,) sont situés tous en dehors de la sphére K; le rayon p,
L . I
est évidemment plus petit que Z

On voit donc ici une loi d'aprés laquelle on peut former une suite
infinie de spheéres:
K,K, K,...,.K,...

liéee & une série déterminée de nombres entiers 4, croissants avec leurs
indices, de sorte que l'on a:

<l <y < .ns
Chaque sphére K, est située toute entiére a l'intérieur de la précédente K,_,
Le centre p, de la sphére K, est défini par la condition qu'il est le
premier point de la série () de tous ceux qui suivent p,_ et qui sont
situés a l'intérieur de la sphére K,_,; le rayon p, de K, est défini par la
condition d'étre le plus petit des deux nombres:

I I
~J,_ et : (pu—-l - c’v—l)?

en désignant par ¢, ; la distance des points Pi,_, et Dy
Les points p,, p, s+« Piy SONt situés tous en dehors de la sphére
K,; mais il y a un nombre infini de points de la séric (p,), qui sont
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situés a lintérieur de K,, puisque le centre p, est, comme nous 'avons

admis, un point-limite de P. Comme on a évidemment

I
P <=

2
les rayons des sphéres K, deviennent infiniment petits pour v = oC, et
puisque les sphéres K, sont emboitées de telle sorte que K, est située a
l'intérieur de K,_,, celle-ei & lintérieur de K,_, etc, on en conclut
d’aprés un principe connu l'existence d'un point ¢, dont s’approchent
indéfiniment les centres p, en sorte que l'on a

Hm p, = ¢;

le point ¢ est donc point-limite de P. Mais de plus on sassure, que ¢
n'est pas un point appartenant & P; car &l 'était, on aurait { = p, pour
une certaine valeur de l'indice », équation impossille, puisque ¢ est situé
a lintérieur de la sphére K,, quelque grand que soit », quand au con-
traire on peut prendre v assez grand, savoir v>n, de sorte que p, tombe
en dechors de la sphére K.

Donc nous avons démontré, que P ne peut pas étre un ensemble parfait.

Démonstration du théoréme B.

a étant un nombre donné quelconque de la premiére ou de la seconde
classe de nombres, on a, quel que soit I'ensemble P, lidentité suivante:

(1) PO = E P pany 4 pe)
‘ Pud !
a

dans laquelle a' parcourt tous les nombres entiers positifs qui sont in-
férienrs h a. La vérité de cette identité (1) découle facilement de la
notion générale de lensemble dérivé P de lordre a.

Lorsque « est un nombre tel, qu'il existe un autre a qui précéde «
immédiatement, alors P est défini comme étant le premier ensemble dérivé
de P{%); mais lorsque a est un nombre tel (comme par exemple w ou
w” ou @ 4 ", qu'il n'a point de voisin qui le précede immédiatement,
alors P est défini comme étant le plus grand commun diviseur de tous
les ensembles dérivés P“?, dont les ordres a' sont inférieurs a a.
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D’apres 'hy othése admise dans notre théoréine, P® g'évanouit, on
H ’
a donc ici:

PV = E(P(a') . P(a'+t))'

Le nombre des valeurs de a' est ou fini ou infini selon que o ap-
partient & la premitre ou b la seconde classe de nombres; mnais dans le
dernier cas l'ensemble des valeurs de o est de la premiére puissance (Cf.
la définition de la seconde classe de nombres dans Gr. § 11).

Chaque terme

(P(a') . P(a‘+1))
de notre somme est un ensemble de points appartenant 4 la catégorie de
ceux que jappelle ensembles isolés (voir Annales math. T. 21 pag. 51).
Comme je I'ai démontré au méme endroit, tin ensemble infini et isolé est
toujours de la premitre puissance. Done le terme

(P — p@+D)
de notre somme est un ensemble ou fini, ou de la premicre puissance.
Par la on conclut facilement que P est aussi de la premitre puissance,
donc aussi P est de la premiére puissance, comme on le trouve démontré
& l'endroit cité tout & Uheure,

Démonstration du théoréme C.

En désignant par € le premier nombre de la iroisieme classe de
nombres, on a, quel que soit I'ensemble P, l'identité snivante:

(2] P(UEE (P® — putv) 4 pi

ol a parcourt tous les nombres entiers positifs de la premisre et de la
seconde classe de nombres.

L'ensemble P est d'aprés 'hypothése admise dans notre théoréeme tel,
que son premier dérivé P® ait la premiére puissance; donc aussi les
dérivés P®, qui sont tous des diviseurs de P, ont la méme puissance,
en tant qu'ils sont constitués par un nombre infini de points.

En nous appuyant maintenant sur le théoréme A, démontré plus haut,
nous concluons que la différence:

(P(a) —. plat 1))

ne peut pas sannuler tant que P n'est pas zéro.
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Si done tous les dérivés P étaient différents de zéro, tous les termes
(P® — P@*Y) de notre somme a droite de I'équation (2) le seraient de
méme et comme l'ensemble de ces fermes est de la seconde puissance (Cf.
Gr. § 12), il s'ensuivrait & plus forte raison, que l'ensemble de points a
droite de notre équation (2) serait d’'une puissance non inférieure a la
seconde; ce qui serait contraire & I'hypothése, d'aprés laquelle I'ensemble
PO 4 gauche de T'équation (2) est supposé de la premi¢re puissance.
Donc les dérivés P ne peuvent pas étre tous différents de zéro, il
existe donc des nombres a de la premiire ou de la seconde classe de

nombres tels que l'on a:
P@=o,

De ces nombres « il y en a un, qui est le plus petit, comme il est
facile de le voir.

Dans le mémoire »Gry» pag. 31, j'ai aussi indiqué une proposition
se rapportant au cas oit P n'est pas de la premicre puissance, ¢t qui,
dans la forme o je I'ai exprimée, n'est pas tout a fait juste dans sa gé-
néralité. Comme je I'ai trouvé alors, il existe sans doute, une seule dé-
composition:

PV=R 48,

ou § est un ensemble parfait, mais B un ensemble de la premitre puis-
sance. Si passant de 14 je dis que R est un ensemble réductible, ce
n'est pas correct dans sa portée générale. |

Monsieur Bespixsox de Stockholm qui s'est occupé avec un succes
distingué de l'examen dec ma proposition, a trouvé que R est toujours tel
que, pour un certain y de la premiére ou de la seconde classe de nombres,
on a l'équation:

(B, R¥) =o.

Il résulte des communications que M. Bexpixsox a eu Pobligeance
de me faire, qu'il a retrouvé d’'une maniére parfaitement indépendante
mes développements d’alors concernant ce sujet, et qu'il les a complétés
et rectifiés dans le sens indiqué. Sur na demande, M. Bexpixsow a voulu
bien rédiger ses recherches pour étre publiées & la suite de cette com-
munication. '

Halle, le 22 Avril 1883.




QUELQUES THEORKMES

DE LA THEORIE DES ENSEMBLES
DE POINTS
Extrait d'une lettre adressée & M. Cantor a Halle
PAR

IVAR BENDIXSON

4 STOCEKEHOLM.

........ Dans votre travail récemment publié: »Grundlagen einer
allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre», vous avez énoncé le théoréme suivant,
qui me parait devoir étre rectifié dans quelques parties. Vous y dites
page 31:

»Hat P® die Machtigkeit der zweiten Zahlenclasse (II), so lisst sich
PV stets und pur auf einzige Weise in zwei Mengen B und S zerlegen,

so dass
PY=R+ 8§, wo R und § eine #usserst verschiedene Beschaffen-

heit haben:

R ist so beschaffen dass sie durch den wiederholten Ableitungsprocess
einer fortwihrenden Reduction bis zur Annihilation fahig ist, so dass es
immer eine erste ganze Zahl y der Zahlenclassen (I) oder (II) giebt, fur
welche B® = 0; solche Punctmengen R nenne ich reduetibel.

S dagegen ist so beschaffen, dass bei dieser Punctmenge der Ab-
leitungsprocess gar keine Aenderung hervorbringt indem S =S8.

Derartige Mengen S nenne ich perfecte Punctmengen.y

Acta smathematica, 2. Imprimé 25 Aoit 1883,
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J'ai réussi & construire un exemple, contraire a ce théoréme. Avant
de le formuler, je veux énoncer un théoréme facile dont jaurai besoin
quelquefois dans les pages suivantes:

»Si D(P, P')=P, P’ est un ensemble parfait.»

La démonstration de ce théoréme wn'offre aucune difficulté. Car
chaque point de P est aussi un point de P’ d'aprés hypothése.  Or P
contient au moins tous les points de P'.

Mais P’ ne peut contenir d’autres points que P’. Il en résulte

donc -que

P =P, clest & dlI‘C‘, P est un ensemble parfait.
e. q. £ d.

L'exemple dont jai parlé ci-dessus se constrnit ainsi:
Soit « ... B (¢ < ) un intervalle, donné sur l'axe réel, j'y mets les

points suivants

a—}—ﬁja,a—[—ﬁ%{i,...,a—!—ﬂ_-a e p=1,2..)

]
I

Lo b=2,3...)

7
ﬁ_“ 7'-'a o ’ﬁ—

Je nomme cet ensemble Q, ;.

Nous voyons done que €, ;=(a f), ou (z, ) désigne un ensemble
qui ne contient d’autres points que a ct 4

Dans chaque intervalle

(a.—[—r?;") (a_[_;_?zv;Ha),

je place un ensemble

O J—a . A—d
«+ =

¥ i g +1
et dans chaque intervalle
A—a n i—u
(=55 - (= 5=)
2 . 27+

O: PP
Ry |

je place un ensemble

Je nomme le résultat de toutes ces opérations @
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Or
Vs 3= Qa5+ (% )

et il faut que
i = e s = (% f)

Avant de continuer je veus donner la définition suivante:

Par ces mots: »inscrire (ou placer) symétriquement I'étendue a dans
Vintervalle a« ... f», je veux dire: »fixer deux points y, 7 tels que
G—y=a r—a=pf-—adrn

Prenons lintervalle 0...1. Placons-y symétriquement I'étendue '/,
dans laquelle nous ne plagons plus d'étendues. Dans chacun des inter-
valles 0 ... ’/, et 3/ ... 1, formés aux cotés de l'étendue inscrite, nous
placons symétriquement une nouvelle étendue ¢égale a Y/, . '/, (et dans
laquelle il ne faut plus placer d'étendues) et ainsi de suite, de sorte que
nous plagons symétriquement dans chaque intervalle nouveau umne étendue,
dans laquelle nous ne plagons pas de nouvelles étendues, et qui est égale
a la moitié de ce méme intervalle.

Je nomme P, lensemble de points formé par les points extrémes
de toutes les étendues, dans lesquelles nous n'avons pas inscrit de nou-
velles étendues. On  voit sans difficulté, que chaque point de P,
appartieht aussi & P/. Car chaque point @, de P, est entouré d'un
c6té par une étendue, ol il n'y a pas de nouvelles étendues inscrites,
cest a dire, ont il n'y a pas de points de P,. Soit & la longueur de
cette étendue ct «, — &, a, ses points extrémes

En construisant I'ensemble P, nous avons placé U'étendue b symétrique-
ment dans Tintervalle ('11 — %) (“1 + g) Le point o, 4 % est done
un point de P,. Dans lintervalle «, ... (’11 + 2—) nous avons symetrique-
ment place 1'étendue % II en résulte que a, —}—% est un point de P,

et ainsi de suite, de sorte que 2, + est un point de I, pour v=1,2....

il faut done que a, soit un point de P}.
Or ©(P,, P)=7P,, et nous savons donc que P, ecst un ensemble
parfuair.

dcta mathematica. 2. lmprimé 28 Aont 18983, . 53
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Plagons maintenant dans chaque étendue ¢, ... ¢, de I'exemple précé-
dent (dans laguelle nous n'avons pas inscrit de nouvelles étendues) un en-
semble @y, comme je I'ai défini ci-dessus, nous obtenons comme résultat
un ensemﬁll'e‘.P; le premier cnsemble qui en est dérivé est I'exemple cherché,

On voit facilement que P’ contient tous les points de P,. 1l faut
done que P, soit une partie intégrante de P” clest a dire de P

Nous pouvons done mettre

P=pP 4+ T

ou T est formé par tous les points de P’ qui tombent en dedans des
étendues désignées plus haut.

Mais la partie de P’ qui tombe en dedans d’une étendue quelconque
 +-+ & est, comme on le voit facilement, un ensemble @, ., comme
je Tai défini ci-dessus. Ln observant que @', . ={(s,, ¢,), il en résulte
que I est tel, qu’il comprend au moins tous les points de P,.

Or P, est une partie intégrante de 7" cest & dire de 7. Mais
T" ne peut contenir d'autres points que P..

Or

0]

T =P
Nous pouvons donc diviser P’ cn
P=T4+ P,
ou P, est parfait et 7' est tel que
76 = p: .
Et il n'y a jamais wn y pour lequel
TV =0,
Il sen suit, que l'enzemble R de votre équation:
=R+ S
west «pas toujours tel, qu'il y ait un ; pour lequel
R = 0.

En changeant de la maniére suivante votre théoréme, je crois pouvoir
lui donner une exactitude compléte:
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»5i P est un emsemble de points situés dans un espace continu & n
dimensions, et si P’ a une puissance plus grande que la premiére, je
puis toujours le diviser d'une seule manicre

P=R+8
ot § est un cnsemble parfait et B est de lu premiére puissance et tel
quil existe toujours un p, tel que
D(R, B =0,
7 étant un de vos symboles dinfini correspondant a ce que vous avez
nommé nombre de la classe (I) ou (II).

Dans les pages suivantes je montrerai la maniére dont je prouve
votre théoréme aimsi changé. Je ne veux pourtant le traiter icl gu'en
supposant, que P’ soit situé dans un espace continu & une seule dimension,
la preuve du théoréme général étant tout a fait analogue.

Je veux donc prouver les théoremes suivants:

Théoréme D. (") »Si P« une puissance plus grande que la premiére,
il eriste towjours des points qui appartiennent & la fois @ tous les P {ou
parcourt tous vos nombres de la classe (I) et (I[)»

Théoréme E. »Si P est Uensemble de tous les points du théoréme
D, P est un ensemble parfait> (& correspond au premier nombre de la
classe III). :

Théoréme F. »8Si P — PP =R, R a la premiére puissancey

Théoréme G.(*) »Il eriste un y, appartenant auxr nombres de la
classe (I} ow (IL), tel que

(R, B =00

Démonstration du théoréme D.

Nous avons supposé que P’ nest pas de la premiére puissance.
Il n'existe done pas un j, appartenant 3 vos nombres de la classe (I) ou

('} Les lettres sont choisies, comme l'a soghaité M. C'axror, afin que les théurbmes
puissent étre plus en correspondance avec ses propres théoremes A, B, C page 409 de ce

méme tome.
() M. CanrTor m'a informé, que les thiortmes D, E, F cdtalent déji trouvés par

Tui. Quant au théoréme G, il n'y érait pas encore parvenu.
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(IT} tel que PP =0.(") Soit done P’ donné dans l'intervalle a ... 3 (2 < )
de T'axe récl et m un nombre entier positif > 1. Si l'on divise « ... §
en m parties égales, on trouve que dans lI'un au moins des intervalles

(a + n‘a_a) (a—{-(n—l—])’?“a) (41 2 m)

m m

doit tomber une partie P de I telle qu'il nexiste pas un j, appartenant
aux nombres de la classe (1) ou (I1) tel que

PP =0,
Soit a, ... 3 (2, << 2) le premier intervalle ol cela a liew. Divisons
1 1 1 i1
maintenant lintervalle a ... 3 en m parties égales. Dans I'un au moins
des intervalles formeés

(‘11 + n 1?1;“1) (al-i—(‘nl-{-])f?l___;?iﬁ)

m
doit tomber une partie £, de P’ telle qu'il n'existe pas un y pour lequel
PP =0.

Soit 2, ... 3, le premier intervalle de cette espéce.

Ainsi nous formons de suite «,, 3, ete. in infinitum, de sorte qu’il
tombe toujours dans chaque intervalle «, ... 53, une partie P, de P’ telle
quil wexiste pas un y, appartenant aux nombres de la classe (1) ou (II),
pour lequel

PP =10,

Mais 2, S a4, 2234,

Les quantités 2, ont done une linite supérieure a et les quantités
A, ont de¢ méme une limite inférieure 3_.

Il faut done que

d—a

f?x - "zaa < l?" — % = m

Or A.o=a_. On voit fucilement que le point 3. = a_ appartient
a la fols & tous les D%,

(') Voir le théoretme B de M. Caxtor page 409 de cc mdme towe.
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En cffet, entourez le point a_ d'un intervalle (a, — &) .... (a_ + d),
il existe toujours un nombre entier positif » tel que

B—a

m‘l

<d pour » 2 n,
Il en résulte que

fo—a <0 pour vz n.

Les points a,, j, tombent donc nécessairement dans [Pintervalle
a,— a0 .... a, + & Il en résulte quil tombe dans l'intervalle 2, — 4.
+.. @, -+ ¢ un cnsemble P, tel quil n'y a pas un p pour lequel

P9 =),

Clest & dire, dans l'intervalle a_— 4 .... a_ ~+ ¢ tombent des points

de P9 (; parcourant tous les nombres de la classe (I) ou (II)). Comme
cela a leu pour chaque J, «_ est un point de P9V, cest i dire de P
{r parcourant tous les nombres de la classe (1) ou (II)).
Donc i y a des points qui appartiennent & la fois o tous les PV
¢ g £ d
En prouvant le théoréme D, jai aussi donné la preuve d'un théo-
réme, que vous avez énoncé dans les Annales de mathématiques pures
et appliquées, Tome XV, savoir: »Quand il n'existe pas un y, appartendnt
aux nombres entiers positifs, tel que P®=0, il existe toujours un en-
semble P*) tel, quil appartient & la fois & tous les Py

Démonstration du théoréme E.

Pour prouver le théoréme E, je veux commencer par prouver que
P ne peut se composer d'un seul point.

Nous avons défini I'ensemble P lensemble de tous les points a_
qui appartiennent & la fois & tous les 9. Soit I’ donné dans linter-
valle 2 ... # (2 <9 et ¢ un point de cet intervalle, je dis que P“ ne
peut étre égal a a.

Soient w , am, ... m, ... des nombres entiers positifs, tels que

my <ty < ... <, < ... Dans lintervalle « ... (a — a; a) tombe

1

une partic @ de P telle que ¢ ne contient pas un seul point. Car
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si P contenait un point 4, ce point appartiendrait & tous les Q9 c'est
a dire & tous les PO Par suite le point a, serait un point de P, ce
qui n'a pas lieu.

Or & ne contient pas un seul point.

H en résulte que §, a la premiére puissance ou ne contient qu’un

nombre fini de points,
Maintenant on prouve de la méme maniére que dans lintervalle

@ a —
a—- e la—
( ml ) ( m2 )
tombe un ensemble @, qui a la premiére puissance ou est fini et que
dans lintervalle
a4 —a T —
(em2=9) o (am29)
m, m,

tombe un ensemble @, qui a la premicre puissance ou est fini, et ainsi
de suite indéfiniment, de sorte que dans lintervalle

(a«-—-a"a).... (a—a_a) pour vy =1,2 ... n ..,

Ty mv-}-l

tombe un ensemble @, qui a la premiére puissance ou est fini.

L'ensemble de tous ces intervalles forme un ensemble de la premiére
puissance et dans chaque intervalle tombe un ensemble de points qui a
aussi la premicre puissance (ou est fini).

Or la somme de tous ces ensembles de points a la premiére puis-
sance {ou est finie).

La partie de P* qui tombe dans lintervalle a ... a est done de la
premicre puissance (ou est finie).

On prouve de la méme maniére que la partic de P’ qui tombe dans
Tintervalle @ ... 8 est de la premidre puissance (ou est finie).

Donc I a la premiére puissance, (ou est fini), ce qui n'a pas licu.

Or P ne peut se composer d'un sewl point.

Maintenant nous pouvons sans difficulté prouver que P est un
ensemble parfait.

Je veux d’abord faire remarquer que tous les points de P sont des
points de (P), Cur s'ils ne l'étaient pas, il y aurait un point o de P
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tel, qu’on pourrait I'entourer d’un intervalle (a — 4) .... (« + 4) dans lequel
aucun autre point de P ne tomberait. Soit Q la partie de P’ situde
dans lintervalle (x— ) ... (a + ), il en résulterait que

FP =g
ce qui est impossible.
Done on ne peut entourer ¢ d'un tel intervalle.

Or
D(PD, (PO)) = P,

Il s’en suit que (P“?Y est un ensemble parfait.

Mais chaque point de (P'“) est aussi un point de P9, Car si a,
est un point de (P, il se trouve dans chaque intervalle o, — 4 ... a, + 6
des points de . Clest & dire, dans chaque intervalle a, — 6... @, + ¢
il tombe une partie @ de P telle,quil n'y a pas un 7 pour lequel
Q(l:‘) =,

Or dans chaque intervalle &, — & ... a, + ¢ tombent des points de
Q% c'est a dire de PV,

Il sen suit que @ est un point de chague P9*" clest a dire de
chaque P9,

Or a, est un point de P,

Il faut domc que

D(P, (PO)) = (POY.
Mais de T'autre cété nous avons

D(PD, (POY)= PO,
Done
P(.@) = (J)(.Q))r.
e. q. £ d

Démonstration du théoréme F.

Posons P'= R 4+ P, nous voulons prouver que R a la premiére
puissance,
Chaque point «, de R est tel qu'on peut Yentourer d'un intervalle

- ~ ) - L . (_(_1) .
a4 — 0, «.. & + d,, ou il n'y a pas de points de P, Car si on nele
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pouvait pas, @, serait un point de (P cest & dire de P, ce qui n'a
pas lieu.

Cet intervalle o il n'y a pas de points de P, gétend évidemment
sur chaque c6té de a jusqu'au point le plus rapproché de P A chaque
point de R correspond done un intervalle dont les points extrémes sont
des points de P et dans lequel i1 n'y a pas de points de P, Mais
le méme intervalle correspond ordinairement a plusicurs points de R.

Si nous regardons tous ces intervalles differents qui n'ont pas de
points communs, je sais qu'ils forment un ensemble de la premiére puis-
sance (ou fini).(") Mais dans chacun de ces intervalles est située une partie
de R, qui a la premiére puissance (ou est finie). Car soit R, la partie
de R qui tombe dans I'mn quelconque de ces intervalles, nous savons que
Ri” ne contient pas un seul point, chaque point de R étant a la fois
un point de P

Or B, a la premiére puissance (ou est fini).

Comme dans chacun des intervalles nommés tombe un ensemble de
points qui a la premiére puissance (ou est fini) ct que ces intervalles
forment aussi un ensemble de la premiére puissance {ou fini), il en résulte
que la somme de tous ces ensembles de points 2 la premiére puissance,

Mais la somme de tous les ensembles de points situés dans les inter-
valles nommés, c'est précisément mon ensemble R.

Donc B a la premiére puissance.
c. q. £ d.

Démonstration du théoréme G.

Il ne nous reste maintenant qu'a démontrer que pour un eertain 7,
appartenant aux nombres de la classe (I) ou (II), on a

(R, ") =0.

Nous avons

P =R 4 P9,

(") Voir le théoréme de M. Canror page 366 do ce meme tome.
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Chaque point de P® appartient a P, clest a dire A R au a P9,
Mais P est une partie intégrante de P?. 11 faut donc que P® — P&
ne contienne que des points de R Or

PP — PP =%(R, P
Il g'en suit que

PP =P 4 (R, PPY;
De méme

Pt = P® 4 (R, Po+,

On il y 2 maintenant un j, appartenant aux nombres de la classe (I)
ou (II), tel que

D(R, PY) =D (R, P¥*Y)
ou il n'y en a pas.

Sil y a un y dans ces conditions, nous voyons que pour ce r

P(T} = P(-Q) + Q(R, 'P(J‘)) = P(-‘?) __I_ Q(R, P('/-H)) = }’\'}“H)-

Or PP =p®,
De plus, nous savons que

DR, PY)=D(R, P =0.
Mais E” ne contient d'autres points que P%. Il s'en suit que
DR, R)y=0.
Si au contraire il n'existe pas un j tel que
CI:(R, P(}')) = @(R’ P(i‘-]-})),
il faut nécessairement qu'il y ait pour chaque 7 des points de R qui
tq y p que 7 P - v q

disparaissent, quand je passe de P & P9*V, c'est & dire des points de
R tels, qu'ils appartiennent & P% mais non 4 PU+D,

Je peux donc ranger les points de R de telle maniére qu'a chaque
r correspondent les points de R qui appartiennent & ') mais non i P6+D,

Or B a au moins la méme puissance que les quantités y, c'est & dire des
nombres de la classe (II), ce qui est contraire au théoréme F.(7)

('} Voir le théortme de M. CanTor page 338 de ce méwe tome.

Ae¢ta mathematica. 2. Tmprimé 29 Loot 1583, b
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Il existe done toujours un certain y tel que
D(R, PY)=D(R, P"*")
Il en vésulte qu'il y a toujours un certain j tel que

(R, R =10.
c. g f. d

J’ai fait la démonstration ici en supposant que J” soit situ¢ dans un
espace continu & une seule dimension.

Le théoréme G se prouve exactement de la méme manicre, si P’ est
situé dans un espace continu & n dinensions. Quant aux autres théo-
rémes, leur démonstration dans ce cas est enticrement analogue 4 la
précédente ct je ne crois pas nécessaire de la donner séparément.

Je puis maintenant énoncer le théoréme primitif de la maniere
suivante:

»Si P est un ensemble de points, situfs dans un espace comtini & n
dimensions, et si P a une puissance plus grande que la premiére, il existe
towjours un y, appartenant auxr nombres de la classe (Ij ou (L), et tel que
P9 est un ensemble parfait.»

La preuve de ce théoréme n'offre pas de difficulte.

Nous avons

P=R-+ P?

olt P est parfait ot R est tel que T(R, R")=0.

Mais B® ne contient que des points de . Or RY ne conticnt que
des points de P9
Il s'en suit que

P = P(.C’)

clest a dire PP est un ensemble parfait.
c. q- f d.
On obticnt maintenant le théoréme général qui suit:
28t P est un ensemlble quelcongque de points, situés dans un espace
continu & n dimensions, il eriste touwjours un y, appartenant auxr nombres de
la classe (I) ou (II) tel que

P = push ,
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Car ou P est de la premicére puissance (ou fini), ou il ne Pest pas.
Si P est de la premiére puissance (ou fini), il existe toujours un j,
appartenant aux nownbres de la classe (I) ou (II), tel que

P(?) = 0 = P(H-l) (1)

Si P w'est pus de la premiére puissance (et n'est pas fini), il existe
toujours un y, appartenant aux nombres de la classe (I) ou (II), tel que
P% est parfait, c'est a dire
P& e Pt
¢ q. f.d

Avant de finir je veux démontrer un théor¢me assex remargnable,

Revenons pour cela a notre exemple P, page 417, nous voyons que
P, est un ensemble parfait, situé dans un espace continu a une seule
dimension, et tel qu'il peut étre exprimé comme le premier ensemble
dérivé de l'ensemble isolé 7, situé lui aussi dans un espace & une seule
dimension.

On peut prouver que:

»8i P est un ensemble parfait, tel qw'il ne forme nulle part un espace
continu et situé dans un espace continy & une dimension, Uensemble P peut
toujours étre erprimé comime le premier ensemble dérivé Jun ensemble isolé,
situé aussi dans un espace @ une dimension.»

On voit de suite que cette qualité n'apparticnt pas aux ensembles
parfaits qui forment quelque part un espace continu.

Soit P un ensemble parfait qui ne forme nulle part un espace continu
et situé dang lintervalle « ... 3 (a < 9) de T'axe réel.

Par (z ... ) je désigne lensemble de tous les points de linter-
valle a ... &

Posons

(... =P+ S

S8i 2, est un point de S, je peux donc lentourer d'une étendue
a, — 4, ... 2 + d, dans laquelle il n'y a pas un seul point de P. Car
si on ne le pouvait pas, z, serait un point de P, c'est a dire de P, ce

qui n'a pas lieu.

(") Voir le théortme C de M. CaxTor page 409 de cc méme tome.
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Cette étendue o, — 4, ... o, + &, dans laquelle il 0’y a pas de points
de P s'étend a chaque coté de «, jusqu'au point le plus rapproché de P.

Si nous regardons toutes les differentes étendues dont les points ex-
trémes sont des points de P, mais en dedans desquelles ne se trouve
aucun point de P, je sais que ces étendues forment un ensemble de la
premiére puissance.(') Or Tensemble @ formé par tous les points extrémes
de ces étendues a aussi la premicre puissance.

Mais comme les points extrémes de ces étendues sont des points de
P, nous savons que ¢ est une partie intégrante de P.

[’ensemble @ est un ensemble parfait. Car si l'on entoure un
point. 3 de @ d'un intervalle 3, — & ... B + 4, je sais quil y a des
points de P dans cet intervalle (chaque point de @ étant point de P,
cest a dire de P). Mais comme P n’est condensé dans aucune partie de
Iintervalle « ... §, il y a aussi dans l'intervalle 53, — ¢ ... B, + ¢ une
étendue, dans laquelle i1 n’y a pas de points de P.

Les points extrémes de cette étendue étant des points de @, il en
résulte quil y a des points de @ dans chaque intervalle 8, —d ... 3 + 4.

Or 4, est un point de @

Or chaque point de @ est aussi point de ¢ c'est & dire

DO, Q) =0,

et alors € est un ensemble parfait.

Maintenant je veux prouver que ¢ = P. _

Il est clair que chaque point de ¢’ est aussi point de P. Car ¢
etant une partie intégrante de P, il faut que ¢ soit une partie intégrante
de P, c'est a dire de P.

On prouve que chaque point de P est aussi point limite de @,
absolument comme j'ai prouvé que chaque point de @ était point limite
de @

Or P est une partie intégrante de ¢

Il s'en suit que

P=yg.

Si l'on inscrit maintenant dans chaque étendue =, ... s, (g, &, sont

points de ¢}, en dedans de laquelle il ne tombe pas de points de P, un

{(*) Voir le théortme de M. CaxToRr page 356 de ce méme tome.
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ensemble isolé @, ., comme je l'al défini page 4186, jo sais que Fensemble
Qs de tous les @, . est un cnsemble de points isolés.

L'ensemble ¢ cst tel que

¢s=P.

Car @5 conticnt au moins tous les points de @ et ne peut contenir
que des points de ¢. Or @5 contient tous les poinfs de ¢. Il en
résulte que ¢); contient ftous les points de ¢

Or
W= =P
Qs est donc l'ensemble isolé cherché.
c. g £ 4
Il existe naturellement un nombre infini d'ensembles isolés @, tels que

¢y=P.

Je puis enfin énoncer le théoréme suivant dont la preuve a été
donnée ici: '

»Chaque ensemble parfait P qui ne forme nulle part un espace
continu et qui est situé dans un espace continu 4 une seule dimension,
peut dtre exprimé comme le premier ensemble dérivé d'un ensemble de
la premiére puissance @, dont les points sont les points extrémes d'éten-
dues en dedans desquelles ne tombe aucun point de Py
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PAR
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4 HALLE.

. Quant & mon théoréme, qui exprime, que les ensembles parfaits
de pomts ont tous la méme puissance, savoir la puissance du continu, Je
prétends le démontrer, en me bornant d'abord aux ensembles parfaits
linéaires, (') comme il suit. Soit § un ensemble parfait de points. quel-
conque, . qui n'est condensé dans Létendue d'aucun intervalle, si petit qu'il
soit; nous admettons, que § est contenu dans l'intervalle (o...1), dont
les points extrémes o et 1 appartiennent a §; il est évident.que tous les
autres cas, dans lesquels l'ensemble parfait n'est condensé dans l'étendue
d’aucun intervalle, peuvent par projection étre réduits & celui-ci.

Or, il existe d’'aprés mes considérations dans Acta mathematica T.
2 pag. 378 un nombre infini d'intervalles distincts, tout a fait séparés
I'un de 'autre, que nous nous représentons rangés suivant leur grandeurs,

("} M. I. BENDIXSON invitd par M. CANTOR & essayer de prouver ¢e mwéme théoréme,
en a communiqué une démonstration i la séance du séminaire de l'université de Stockholm,
le 21 Novembre 1883. C(ette démonstration, qui a &té trouvée sans que lauteur ait eu
connaissance des recherches que M. CANTOR veut bien me permettre de publier iei, a été
présentée 4 I'Académie royale des sciemces de Stockholm, le 12 Décembre 1383. Elle
se trouve daps Bihang till Svenska Vetenskapsakademiens Handlingar. La
démonstration de M. BEnbrxgon embrasse le cas d'un ensemble parfait de n dimensions.

L’ édteur,

dcta mathematica. 4. Imprimé 4 Mars 1384,
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de sorte que les intervalles plus petits viennent aprés les plus grands;
nous les désignons, dans cet ordre, par:

(1) (@, ...b), (@ ...0), -y (@...8), ..;

ils sont par rapport & lensemble § tels que dans lintérieur de chacun
ne tombe aucun point de §, tandis que leurs points extrémes a, et b, en
concurrence avec les autres points-limites de l'ensemble de points {a,, D)
appartiennent a § et le déterminent; nous désignons par g l'un yuel-
conque de ces autres points-limites de |a,, b,), par |g} leur ensemble;
nous avons:

(2) S={a)+{b]+ g}

En outre la série (1) d'intervalles est telle que l'espace entre deux d'entre
eux (a,...5,) et (ap..t b,) en contient toujours une infinité d'autres et
que de plus, (a,...5,) étant un quelconque de ces intervalles, il y en a
d’autres de la méme série (1) qui se rapprochent infiniment soit du point
a,, soit du point 4,; car a, et b,, comme appartenant comme points &
Tensemble parfait S, en sont aussi des poinfs-fimifes.

Cela établi, je prends un ensemble de la premiére puissance quel-
conque:

(3) C1r Fgs o000 Gy or

ensemble de points distincts et placés tous dans lintervalle (o ... 1),
dans foute Tétendue duquel ils sont condensés; seulement je suppose que ces
points extrémes o et 1 ne se trouvent pas entre les g,.

Pour citer un exemple d’un.ensemble tel qu'il nous le faut ici, je
rappelle la forme de série, ot j'ai mis I'ensemble de tous les nombres
rationnels > o et < 1 dans Acta mathematica T. 2 pag. 319 et oi
pour mnotre but il faut supprimer seulement les deux premiers termes,
qui y séht o et I.

Mais je tiens & ce que la série (3) soit laissée dans toute sa généralité.

Voici maintenant ce que javance: Pensemble de points {g,) et Vensemble
dintervalles {(a, ... )} pewvent étre associés avec un sens unique lun &
Pautre de sorte que, (a,...b) et (a, ... b,) élant deur intervalles quelconques
appartenant & la série (1), puis ¢, € ¢ étant les points correspondants.
de la série (3), on a towjours le nombre ¢, plus petit ou plus grand que
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1, selon que dans le segment (o .. 1) Dintervalle (a, ... b)) est placé avani
Fintervalle (a, ... b,) ou aprés lui.(Y)

Une telle correspondance des deux ensembles | ¢} et {(a,...0)] se
peut faire par exemple d'aprés la régle suivante:

Nous associons & lintervalle (g, ... b,) le point p,, & l'intervalle
(8, .. 8,) le terme au plus petit indice de la. série (3), nous le désignons
Par ¢,,, qui a la méme relation par rapport au plus ou moins avec ¢,,
que lintervalle (a, ... 5,) avec (g, ... b,) par rapport a leur placement
dans le segment (0...1); de plus nous associons & I'intervalle (a, ...5,)
le terme au plus petit indice, qui a la méme relation par rapport au
plus ou moins avec o, et avec ¢,, que Iintervalle (@, ... b,) avec les
intervalles (a, ... b,) et (a, ... b,) respectivement par rapport 3 leur place-
ment dans le segment (0 ... 1).

Généralement nous associons 3 l'intervalle (4,....8) le terme au plus
petit indice de la série (3), nous le nommerons %, tel, qu'il a la méme
relation par rapport au plus ou moins avec tous las points ¢, oy ooy
dont il a été déja disposé, que lintervalle (a,... %) avec les intervalles
correspondants (a, ... 5,), (& ... 8,), ..., (@, ... b_,) par rapport a leur
placement dans le segment (o ... 1)

J'avance, que d'aprés cette régle les points Prs Cgs wnvs @y o de
la suite (3) seront successivement, quoique -selon un ordre différent de la. loi
de la série (3), associés t0US & des intervalles distincts de la série (1)}
car & chaque relation par rapport au plus ou moins entre des points en
nombre fini de la série (3) il se trouve plusieurs fois une rélation con-
forme par rapport 3 la place dans le segment (0... 1) entre des inter-
valles en méme nombre de la série (1); cela tient & ce que I'ensemble
§ est un ensemble parfait qui n'est condensé dans aucun intervalle, quel
que petit qu’il soit.

Pour simplifier nous poserons:

¢ = ¢ o, =¢y5 -3 ¢, = s ...
Par conséquent la série suivante:

@) K I

() T ne s'agit doue pas ici de la place v et # qu oceupent ces intervalles dans la
série (1).
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se compose ahsolument des mémes éléments que la série (3); les deux
séries (3) et (4) ne différent que par rapport ¢ la succession de leurs termes.

La série {4) de points ¢, a donc ce rapport remarquable avec la
séric (1) d'intervalles, que toutes les fois que ¢, est plus petit ou plus
grand que ¢,, aussi a, et b, sont respectivement plus petits om plus grands
que a, et.b,. Et je rappelle de nouvean que l'ensemble {¢,}, puisqu’il
coincide avec l'ensemble donné {¢,}, & part la succession des termes, est
condensé dans toute l'étendue du segment (0 ... 1) et que les points
extrémes de celui-ci, 0 et 1, n'appartiennent pas 4 cet ensemble.

Les conséquences d'une telle association des deux emsembles {¢,] et
{(a, ... b))} sont maintenant, comme il est fucile de le démontrer, les
suivantes:

S (ay .- b)), (@ ... ), o0y (@, ... b)), ... est une séric quel-
conque d'intervalles appartenants & la série (1), qui convergent infiniment soit
vers le point. a,, soit vers le point b,, alors-la série correspondante de points
s Py oo or oy - -, «appartenanis tous & la série (4), converge infiniment
vers le point ,, el réciproquement.

Si (@, ... 8,), (ah.._.bl,), voes (@2 8y), ... est une série quel-
conque de la méme espéce, mais lelle, que ses termes convergem! infiniment
vers un point .g de Uensemble S (voir la formule (2} el la signification de g),
.alors la série correspondante &, , &y, ..., ¢i, ... @& son lour converge
Infiniment vers un point déterminé du segment (O ... 1), qui ne coincide avec
aucun point de la série (3) ou. (4) et qui de plus est enticrement déterminé
par g; nous désignerons ce point correspondant 4 g par h; réciproquement
soit b un point guelconque du segment (O ... 1), qui n'appartient pas & la
série (3) ou (4) il détermine un point g de Uensemble S différent des points
a, et b; en sorte que les deux nombres variables g et h sont des fonclions
d sens unique lune de Uautre et que les ensembles g} et (k) par suite sont
certainement de la méme puissance.

De 14 suit la démonstration du théoréme en question.

Car nous avons d'aprés la formule (2):

S={a} + {8, + {9}
Puis il est évident que:
(... N=(pgs} + {gs] + {2}
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Mais comme on a les formules suivantes:
‘“v}"‘{%v}? {b,}N{ga,,_,} et {5’}“‘7{}’}

on conclut d'aprés le théoréme (E) des Acta Mathematica T. 2 p. 318
la formule:

S~@...1)

cest & dire Uensemble parfait & 2 la méme puissance que le segment
contina (0 ... I); ce qui était & démontrer.

.- . Cette démonstration a Favantage de nous dévoiler une. grande
classe remarquable de fonctions continues d'une variable réelle z, dont les
propriétés donnent lieu & des recherches intéressantes, soit en les considérant
d’aprés la définition, qui se rattache & notre développement, soif en fdchant
de les mettre sous la forme de séries trigonométriques, qui certainement lewr
sont conformes, parce que ces fonctions continues ne jouissent pas dun
nombre infini de maxima et minima.

En effet nous pouvons établir dans V'intervalle {(0... 1) une fonction
¢ () satisfaisant aux conditions suivantes:

Lorsque # est compris dans l'un quelconque des intervalles (a, ... d)
c’est & dire pour a, <2 < b, ¢(z) est égale a ¢f,; lorsque z regoit une
valeur g qui s'dbtient comme limite d'une série d'intervalles (@ .- b)),

oy (@, ... By,), ... alors on définit:

(5) dlg) =h = lim¢, .
v=x
Certe, la fonction ¢(z), d'aprés ce que nous avons vu, est une fonction
continue, monotone (') de la variable continue x; lorsque x croit de o 4 1,
¢(x) varie dune manitre continue sans diminuer de o @ 1; son image

(") Clest une ezpression introduite par M. Ca. NeuvMmaxx (voir Ueber die naclh
Kreis-, Kugel- wnd  Cylinder-functionen Jortschreitenden Entwickelungen. Leipzig
1831, p. 26),

Aeta mathematica. &, Imprimé 4 Mars 18984, 49
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géométrique se compose dun ensemb!e sealariforme de segments droits, tous
paralléles « Taxe des x et de certains points inferposés, qui font, que celfe
courbe devient un continy. Un eas particulier de ces fonctions est déja
compris dans un exemple, que jai mentionné duns Acta mathematica
T. 2, pag. 407. - En posant:
(6) | i PR -
3 3 3

ol les coefficients ¢, peuvent prendre & volonté les deux valeurs o et 2
et ou la série peut étre composée d’'un nombre fini ou infini de membres,
l'ensemble {2] est un ensemble parfait S, situé dans lintervalle (o ... 1),
les points extrémes o -et 1 appartiennent 4 cet ensemble fz}l; de plus
Tensemble {2z} = § est ici tel, qu'il n'est condensé dans I'étendue d’aucun
intervalle, si petit qu’il soit; enfin on peut aussi s'assurer, que cet ensemble
§={z] a une grandeur J(S) (notion que j'expliquerai & l'instant) égale
a zéro.

Tci les points, que nous avons désignés par b, résultent de la formule
(6) pour z en premant ¢, = o & partir d'un certain p plus grand que 1,
en sorte que tous les #, sont compris dans la formule:

Cp—1 2

31T e

(7) =248t .+

Les points a, résultent de la méme formule pour z, en prenant ¢, a partir
d'un certain p toujours égal & 2, en sorte qu'en vertu de I'équation:

2 2 2
=24l nt

on a, en prenant ¢, = O; (4 = Cupg = +vv = 2,
[ c Cul !
(8) a"_—"}l+§3+""+3r*—l

Joignons maintenant la variable z & une autre ¥, définie par la formule:

(o) y=ﬂ Fo4 2t )
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dans laquelle nous convenons, que les coefficients ¢, ont la méme valeur
que dans (6).

Par cette liaison y devient évidemment une fonction de z, que mous
appellons ¢(z). Remarquons maintenant que les deux valeurs de ¢ (z)
pour z = a, et pour z = b, deviennent égales, savoir:

Po)=¢@)=H(E+a+ ..+ 22+ 2).

23 [

De Ia resulte une fonction continue et monotone ¢ (r) de la variable
continue z, définie de la maniére suivante:

Pour @, <z < b, on pose: ¢(x) = ¢(a) = ¢(J,), et pour == z on
2 P =y = 9.

M. L. Scuerrrer a Berlin a phservé, que cette fonction ¢ (x), ainsi que
beaucoup d’autres, est en contradiction avec un théoréme de M. HarNACK
(v. Math. Annalen Bd. 19, pag. 241, Lehrs. 5). 'En effet cette fonction
&(r) a sa dérivée ¢'(x) égale a zéro pour toutes les valeurs de z, a l'ex-
ception de ceux, que nous avons nommées z; celles-ci constituent un en-
semble parfait [:], dont la grandeur J({s]) est égale & zéro. Mais
M. Scarerrer m'a aussi dit, qu'il pouvait remplacer ce théoréme par un
autre, qui serait exempt de doute; jespére qu'il publiera bientét dans
les Acta ses recherches sur ce sujet aussi bien que sur diverses autres
questions intéressantes, dont il s'occupe.

... Dans ce qui précede jai démontré, que tous les ensembles parfaits
et linéaires de points, qui ne sont condensés dans aucune partie du segment,
dans lequel ils sont placés, si petite qu'elle soit, sont de la méme -puis-
sance que le continu linéaire.

Prenons maintenant un ensemble parfait et lindaire de points S
quelconque, placé dans lintervalle (— o ... + o) je dis qu'également cet
ensemble S a la puissance du continu (0 ... 1.

En effet, comme nous avons déja traité le cas, ot I'ensemble S n'est
condensé dans aucune partie continue du segment (~— w ... 4 w), prenons

Aecta mathematica. 4. Imprimé & Avril 1884, 49*
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un intervalle quelconque (¢ ... d), dans lintérieur duquel S soit condenst
partout. Tous les points de (¢ ... d) appartiendront aussi & 8, parce que
S est un ensemble parfait.

L'ensemble de points {¢...d) est un systéme partiel de N et & un

systéme partiel du segment (— @ ... + w). Comme l'ensemble (¢c...d)
a la méme puissance que lensemble (— w ... + o), on en conclut ausst,
que § a la méme puissance que (— w ... + @), cest & dire la puissance
de (0...1); car on a le théoréme général:

» Etant donné un ensemble bien défini M dune puissance quelconque, un
ensemble partiel M pris dans M et un ensemble purtiel M" pris dans M,
si le dernier systéme DM posséde la méme puissance que le premier M, len-
semble moyen M’ est aussi towjours de la méme puissance que M et M.
(Voir Acta mathematica, T. 2, pag. 392)

Lorsquun ensemble P est tel, que son premier ensemble dérivé F"
en est diviseur, je nomme P un ensemble fermé.

Chaque ensemble fermé P d'une puissance supérieure a la premiére
se décompose, comme nous le savons, d'une seule maniére en un ensemble
R de la premiére puissance et en un ensemble parfait S. On en conclut
au moyen des théorémes obtenus, le suivant: »ZTous les ensembles fermés
de points se divisent en deux classes, les uns sont de la premiére puissance,
les aqutres ont la puissance du continu arithmétique.» Danz une prochaine
communication je montrerai que cette division en deux classes a aussi lieu
pour les ensembles de points non fermés. Par la nous arriverons a laide
des principes du § 13 de mon mémoire dans Acta mathematica T. 2,
pag. 390, a la détermination de la puissance du continu arithmétique, en
démontrant qu'elle coincide avec celle de la deuziéme classe des nombres (I1).

... Il y a une notion de volume ou de grandewr, qui se rapporte i
tout ensemble P, situé dans un espace plan G, & n dimensions, que cet
ensemble P soit continu ou nomn.

Dans le cas ou P se réduit & un ensemble continu 2 # dimensions,
ou & un systéme de tels ensembles, cettc notion se confond avec la notion
ordinaire de volume.
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Lorsque P est un continu. & un nombre de diniensions plas petit
que 7 la valeur du volume devient zéro; la méme chose arrive lorsque
I’ est tel que P™ a la premiére puissance et encore dans divers autres
cas. Mais ce qui, au premier moment, paraitra peut.étre étonnant, clest
que ce volume, je le désigne par J{P), a quelquefois une valeur diffé-
rente de zéro pour des ensembles P contenus dans @, de I'espéce de
ceux, qui ne sont condensés dans aucune partie continue 4 n dimensions
de G,, si petite qu'elle soit.

Jarrive & cette notion générale de wolume ou de grandeuwr J(P)
d’un ensemble quelconque P contenu dans G, en prenant chaque point p,
qui appartient 3 P ou & P pour centre d’une sphére pleine 2 # dimen-
sions au rayon p, que nous appellerons K(p, p). Le plus petit multiple
de tous ces sphéres pleines K(p, p) (voir la définition du plus petit
multiple, Acta mathematica T. 2, pag. 357) savoir:

m [K(P: P)],

(o o est une constante) constitue pour chaque valeur. de p un ensemble
qui se compose de picces continues & » dimensions et dont le volume se
détermine d'aprés les régles connues an moyen d’une intégrale n-tiple.
Soit f(p) la valeur de cette intégrale; flp) est une fonction continue
de p, qui diminue avec p; la limite de f(p), lorsque p comverge vers
zéro, me sert de définition du volume J(P); en sorte, que nous avons:

(10) 3(F) = limfp).
p=0

Je fais remarquer expressément que cette valeur du volume ou de
la grandeur d’un ensemble quelconque P contenu dans un espace continu
plan. &, & n dimensions est absolument dépendante de l'cspace plan &,
méme, duquel P est considéré comme une partie composante, et parti-
culicrement du nombre n; de sorte que, si I'on considére le méme ensemble
P comme une partie constituante d’un autre espace continu plan H, la
valeur du volume de P par rapport a lespace H, est en géneral diffe-
rente de celle, qui se rapporte au méme’ ensemble P, considéré comme
partie constitutive de (.

Un carré p. e dont le coté est égal a l'unité, o sa grandewr égale
a zéro lorsquil est considéré comme partie constituante de I'espace & trois
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dimensions, mais il a la grandeur égale & 1, lorsqu'on le regarde comme
partie d'un plan i deux dimensions. Cette notion générale de wolume ou
de grandenr m'est indispensable dans les recherches sur les dimensions
des ensembles confinus, que jai promises dans Acta mathematica T. 2,
pag. 407 et que je vous enverral plus tard pour votre journal.

" En nous bornant ici aux ensembles linéaires de points, compris dans
Pintervalle (0 ... 1}, le volume ou la grandewr d'un tel ensemble I’ se
détermine facilement en suivant la méthode exposée dans Acta mathe-
matica T. 2, pag. 378, ot nous avons considéré des intervalles, désignés
par {c,...d,) et liés d'aprés une loi manifeste & P et P ou, comme je
l'ai exprimé 1a, & M(P, PP). Nous y avons posé:

Xd,—cy=¢

ol o est une quantité déterminée positive < 1. Or dans motre cas on
se convaincra facilement, que l'on a:

(11) IP)=1—0.

... Les ensembles linéaires parfaits de points S, qui ne sont condensés
dens aucun intervalle, si petit quil soit, ont en général une grandeur
%(8) différente de zéro, mais il peuvent aussi avoir une grandeur J(S)
égale a zéro.

Quant & ceux, pour lesquels J(S) est différent de zéro, ils peuvent
étre réduits par composition (addition) et 4 ceux pour lesquels 3(8) =
et & de tels ensembles parfaits, qui non seulement sont d'une grandeur
différente de zéro, mais dont toutes les parties parfaites, que I'on obtient
en se bornant a des intervalles partiels de (0... 1), ont & leur four une
grandeur différente de zéro.

Pour cette derniére classe d'ensembles parfaits linéaires il y a une
démonstration trés simple du théoréme démontré plus haut, que leur
puissance est celle du continu. '
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En effet prenons un tel ensemble perfait § dans l'intervalle (o ... 1)
et supposons que les points extrémes o et 1 appartiennent & §; nous
établissons d'abord la série (1) d'intervalles (e, ... ), appartenant dans
le sens expliqué a l'ensemble parfait S.

Soit z une grandeur quelconque > o et < 1, nous désignons par
S, T'ensemble, qui est constitué par tous les points de §, qui sont situés
dans Tintervalle (o...x) et définissons une fonction ¢ () par les condi-
tions suivantes:

¢(0) =0, ¢() = J(8.) pour z >0 et < 1.

Cette fonction ¢(x) est, comme on le voit sans peine, continue et monotone
dans lintervalle (o... 1); pour la valeur x = 1 elle prend la valeur
¢(1) = J(8) = ¢, différente de zéro d'apres 'hypothése faite par rapport
o S. De plus, dans chacun des intervalles (a,...3,), cest & dire pour
a, < x <D, elle conserve une valeur constante ¢(r) = ¢(a,) = ¢(b,); lors-
que z est plus petit que @, on a toujours ¢ () < ¢(a,), lorsque z est plus
grand que b, on a ¢(r) > ¢(b,); cela tient & ce que nous avons supposé
un ensemble § tel que tout ensemble partiel parfait, que l'on obtient en
se bornant a des intervalles partiels de (o ... 1) est a son tour d'une
grandeur différente de zéro.

La fonction continue ¢(z) prend toutes les valeurs entre o et ¢;
elle prend chaque valeur entre celles qui sont égales a ¢(a,) = ¢(3,) un
nombre infini de fois, savoir pour tous les z, qui sont <a, et <b,;
mais elle ne prend gqu'ume sewle fois chaque valeur % de lintervalle
(0...¢), qui est différente des valeurs ¢(a) = ¢{b,), pour une valeur
distincte g de x, ou g différe de toutes les valeurs appartenant aux inter-
valles (g, ...°d), soit des valeurs extrémes a, et b, soit des intermédiares.

Et puisque a chacune de ces valeurs g de r il appartient une certaine
valeur % = ¢{g), différente des valeurs ¢(a,) = ¢(b,), et vice versa, on a
comme dans notre premiére démonstration:

tg)~ k]

d'ott Yon conclut comme plus haut, que la puissance de S est celle du
continn (o ... ).
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... Aprés avoir obtenu ces résultats je suis revenu a mes recherches
sur les séries trigonométriques, que jai publiées il y a maintenant. treize
ans et que javais laissées de coté depuis longtemps; non seulement je
suis parvenu a démontrer, que le théoréme Acta mathematica T. 2
pag. 348 reste juste, lorsque le systeme de points, que j'y ai désigné par
P, est tel, que son ensemble dérivé P a la premicre puissance, mais je
posséde maintenant méme quelques résultats pour le cas ou PV est
d'une puissance plus grande que la premicre; je vous les enverrai une
autre fois.

Halle, 15 Novembre 1883.
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