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Travaux d*étudiants en temps non limité

{niveau licence, présentés par A. Robert)

Algdbre et gdoméirie
* Le groupe des frises {(par M. Debray et F. Meslet)
# Le billard polygonal (par M. Calléjon et Y, Le Chéne)

Fonctions de variable complexe -
* Analyse d'exercices de baccalauréat sur les nombres complexes {(par L.
" Lebrun et A. Le Goff)
_ % Le théoréme d'inversion globale, isomorphismes analytiques <{par P,
Achart et F. Chalbot)

# Fonctions loxodromiques (par J.L. Delrieu et N. Vergnaud)






Introduyction (A. Robert, enseignante)

Dans cette brachure, nous présentons quelques travaux 4*étudiants de niveau
licence, réalisés de maniére inhabituelle : il s'agit en effet de copias de
partiel, mais d'un partiel en temps non sirictement limité (deux mois ont
6té& laissés sux &Studiants entre la disftribution des énoncés et la remise
des copies) et non strictement personnel (éventuellement fait par deux
étudiants rendant alors une seule copie). Do plus les étudiants ont eu le
cheoix entre quatre ou cing sujets (et on a veillé A ce que ftous les sujets
solent affectivement choisis). Il s'agit du deuxiéme partiel, qui a lieu
assez tard dans la deuxiéme moitié de 1'année scolaire, presque touf ls
programme étant déja traité (les certificals sont annuels), Il n'y & aucune

modification de 1'emplei du temps pendani la réalisation de ce travail.

A l'origine de ce partiel “non classique", il ? -8 eu deux eléments
d' abord l'hypbthése qu'il pouvait éire efficace, pour 1l'apprentisage, de
favoriser un certain type d'activités mathématiques peu fréquentes, en
proposant un travail du type inhabituel évoqué ci-dessus.

En effet le fait de ne pas restreindre le temps du travail, d'accepter une
collaboration éventuelle, permet d'introduire dans 1'activité proposée
plusieurs composantes auxquelles souvent on doit renoncer dans les cadres
plus classiques {(cf., ci-dessous).

Deuxidme élément : les étudianis un peu lents (veire un peu 4gés 7) sont
systématiquement défavorisés par les évaluations classiques, et méme un peun
brimés par 1'ensemble du travail scolaire. On leur restitue ainsi des

conditions mieux adaptées & leurs spécificités.

Fous allons faire quelques commentalres sur les sujets (joints ci-aprés,
avec les copies), détailler le type d'activités favorisées 4 notre avis par
ce type de sujeks et donner une estimafiion toufe subjective des résuliats
obtenus et des difficultés inhérentes au projet, avant de présenter les

copies choisies.

A propos du choix des suliets proposés (joints avec les copies?

I1 s*'agissait d*élaborer das énoncés proplces & la mise en oeuvre de ces

activités non classiques, assez varids pour intéresser un maximum



d' étudiants, tout en donnant un enjeu suffisant au gros investissement
nécessaire des étudiants dans ce itravail : on l'a donc fait compter dans
1'évaluation (dans les deux certificats concernés, il y a deux partiels,

dont celui-ci et un examen & 1a fin de 1'annde).

Les sujets proposés sont assez divers, il y en 8 quatre pour un des
certificats, dont deux sont illustrés par une des meilleures copies
recueillies) et cing pour l'autre certificat dont trois sont (partiellement
ou totalement) illusirés par des produciions réelles.

Dans tous les cas le travail demande 1'utilisation de documents dont la
liste est indiquée (un & quatre documents par sujet), la bibliographie
étant fournie aux groupes choisissant le sujet (mais nous ne 1'avons pas
jointe dans cette brochure)., Souvent il y a une partie des documents en
anglais. Il n'est pas toujours facile pour les étudiants de choisir 3 la
simple vue des énonces, mais comment en dire plus sans rentrer'dans le

sujet 7

Sans en faire une analyse exhaustive, nous pouvons dire que ces sujets
demandent tous un certain temps pour "“entrer dedans", que les documents

sont toujours imparfaits ({incomplets, redondants, efc...), et que les

connaissances du cours qu'il y a & utiliser viennent foujours de plusieurs
chapitres de ce cours. De plus les taches proposédes sont plus vagues que
d' hatitude, demandent souvent une réflexion voire une critique, sont
transversales {par rapport 3 un chapitrer,

Alinsi, suivant les cas, on demande, a 1'aide des documents,

¥ de résoudre un probléme long et difficile, déja découpé en questions,
porfant sur une partie importante du cours (l'ordre des questions pouvant
dtre décidé par 1'étudiant dans un des sujets de ce type)l, _

¢ de (rejtrouver la (ou des) démonsiration(s) d4'un résultat important ou
d'un théordme difficile et long (donnés dans 1'énoncé),

+ d'analyser des textes d'exercices de niveau "a" & la lumidre de
connaissances de niveau "n+l",

* de donner une synihése des propriéiés d'une fonction donnée,

* de dresser un catalogue d'isomorphismes d’ouverts du plan complexe 2

partir des représentations graphiques correspondantes,



* d'analyser les images données par un logiciel,

¥ de concevolr un exercice sur un sujef donné,

Quelles acfivités mathématiques différentes peut eagendrer ce type de

travail ?

La "normalisation" de ia durée du travail de recherche :

Les étudiants ne peuvent pas tout trouver du premier coup, ne serait-ce que
parce que la longueur de ce qui est A& faire empéche de tout couvrir en un
jour. Mais cela ne présente'pas les inconvénients habifuels, c¢'est ménme

sans doute "normal®™ vu le contrat. .,

L'expérience d'une mini-recherche en vraie grandsur :
I1 s'agit de renirer dans un vrai probléme, qui souvent n'est pas

prédécoupe. Il est presque impossivle de ne pas sécher un moment ou au
roins de ne pas “"patauger”, puis on voit les choses se metire en place, au
bout d'un moment. Les é&tudiants vivent donc un autre rappori avec les
mathématiques, 1iis font 1'expérience du réle du temps, de 1la
familiarisaiion avec une situation donnée, |

De plus, ils doivent se poser eux-mémes certalnes questions, avoir plus
d'initiative donc, & la fois en ce qui concerne les outils & utiliser et

1*organisation (interne) de leur travail.

Un travail &' organisation ou de synthése

s

Dans 1la plupért des sujets, il est nécessaire 4 un moment donnd, avant de
rédiger, de mettre en ordre ce qu'on a fait., Ce peut &tre pour classer les
informations tirées des divers documents, ou pour choisir les arguments
retenus pour les démonstrations présentées, ce peut &tre une synthése des

différents aspecis renconirés sur la méme question..

Une ubtilisation obligatoire mais critique de documents bruts, non

prédigérés ¢
Dans tous les sujets proposés, les documents mis A4 la disposition des

étudiants sont indispensables, c'est de leur lecture que s'inspirent les
résolutions.

Mais ces documents ne sont jamais parfaits (et c'est bien souvent comme



caela dans la reéalité - d'ailleurs ce sont des documents tout & fait
standard 1)

Ils sont redondants, i1 faut donc faire les mises en correspondance des
cﬁoses identiques, ils sont inorgenisés, il faut donc les lire en essayant
de comprendre de quel 11 s'agit, ils sont imcomplets, il faut donc

restituer les démonstrations insuffisantes (avec les outils du cours).

Une utilisation é&largie des outils du cours :
Les outils mathématiques du cours sont utilisés sans qu'on sache (par une

quelconque indication) lesquels vont &ire utiles : en effet, pour résoudre
un probléme qui ne porte pas, par déefinition méme des sujets, sur un
chapitre donne du cours (et gqul porte méme girement sur plusieurs
chapitres, vu la longueur des sujets), on ne peut avoir d'idée a priori de
ce qui va permetire d'avancer 1la résclution et on est bien obligé de se

poser la guestion.

La rédaction d'un travail long

Tous les sujets sont longs, et leur rédaction améne A des décisions qu'un
travail plus court rend moins indispensables. Il faut respecter une
cartaine clarté dans la forme {(sinon c'est vite illisible), 11 faut 2&ire
strict avec les notations (garder les mémes ou en changer selon les

guestions), il faut organiser un minimum les copies.

Quaelies difficultés rencontre-t-on, quels résultats gbtient-on 7

En ¢e qul concerne le public des certificats en question (PEGC en formaticn

continue, sans décharge), la quantité de travail demandée par ce type de
travail, 1'insécurité qu'il engendre, sont irés critiquées, méme si les
étudiants reconnaissent pour Dbeaucoup {ensuifel) 1'utiliité de cet

investissement, pour 1'examen et plus généralement.

La composition des bindmes est une variable non négligeable de ce qu'il est
possible de faire <(suivant la proximité ou non des lieux d'habitation par

exemple), Les meilleurs travaux sont obfenus en bindmes.

11 est difficile de donner 1la correction d'un fel travail : cela demande

des commentaires ftrés individuels, Il est également difficile de metire une



note a4 un tel fravail : on doit prendre en compte non seulement le résultaf

mais aussl la quantifé de ftravail fournie.

A mon avis, les copies recueillies sont dans 1'ensemble satisfaisantes,
mats surtout il y a besucoup plus que d'habitude d'excellentes copies
{niyveauy 19/20).

Les étudiants ont Dbeaucoup travaillé dans 1'ensemble, et certains
reconnaissent avoir trouvé plus d'intérét A& ces sujefs gqu'aux sujets
erdinaires.

I1 me semble que les activitéds non classiques évoquées ci-dassus ont
fonctionné chez beaucoup {(certainement pas tous, plusisurs étudianis ont

trouvé qu'il y avait trop de travail et n'ont pas joué le jewd,

Les rédactions sont en moyenne meilleures que d'habitude, bien gue souvent
trop longues, les étudiants n'ont pas encore 1l'habitude 4'étre concis.
Comme les étudiants ont 3 coeur de traduire dans leurs productions la somme
de travail fournie, et que, vraisemblablement, ils dominent mieux que
d'habitude leur production, ils font souvent un effort supplémentaire de
présentaiion. Le lecteur a souvent une bonne impression globale {(lecture
agréable), 11 y a beasucoup de graphigues, quelquefois trés remarquables,
quelquefols méme il y a des illustrations {(on n'a pas les moyens de les
reproduire ici !), C'est particuliérement vral dans les sujets les moins
classigques, me semble-t-il,

Les erreurs peuvent éire nombreuses mais elles ne sont pas cachées, elles
sont mieux repérables que dans des copies mal rédigées,

Il ne peut pas y avoir de copies mauvaises (alors les étudiants renoncent).

Enfin, cdté enseignant, le <fravail d'élaboration des sujets et de
correction des copies n'est pas mince...

Je crois en conclusion qu'il est nécessaire de proposer des sujets assez
substanciels (assez longs donc, et avec un véritable questionnement), avec
un enjeu d'évalustion, pour garantir les mises en fonctionnement des
activités non classiques évoquées ci-dessus...

Paradoxalement, il peut &tre plus facile pour certains de s'investir dans
un travail difficile mais intéressant, valorisant, et demandant des

qualités d*adultes. ..






ALGEBRE ET GEOMETRIE (C4)

4 sujets (dont deux illustrés par des copies)






ACADEMIE DE CAEW

f\’\om‘qua UE(’BRA‘\/
Francrs., MESLET.

C4 PEGC, 90-91, Partiel n°2

Sujet n*1 (frises)

A 1'aide des documents joints, répondre aux questions suivantes :

1) Qu'appelle-t-on frise, qu'appelle-t-on groupe'associé & une frise 7

2) Quel théoréme précis démontre-t-on sur ces groupes associés aux frises
du plan 7?

3) Rédigzer une démonstration de ce théoréme.

4) Résoudre leg exercices 10-7, 10-18 (utiliser 10-7) et 10-14 du document
en anglais.

5) Examiner les figures de la page 35 du texte sur le groupe des paveurs.
Par gquelies iscméiries directes pouvez-vous reconstituer chaque figure a

partir du "pavé de base" indiqué ? On ne donnera pas de démonsiration.
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¢4 PEGC, 90-91, Partiel n°2
Sulet n*3 (billard polygenal)

I A l'aide des documents ci-joints, donner une rédaction personnelle du
probléme du billard polygonal.

Le plan d'exposition ne sera pas nécessairement celui du document.

On vous demande d'indiquer clairement les propositions que wvous vous
proposez de démontrer, suivies de leurs démonstrations complétes.

il v a en effet dans le texte des manques dans les démonstrations qu'on
vous demande de combler. S5'il y a lieu, indiquez clairement ce que vous
admettez.

Traiter complétement les cas n = 3 et n = 4 {(avec des figures),

I1 Réscudre 1l'exercice c¢i-~joint {(indépendant de ce gui précéde’. [fnnn jmh?]

Documents joints :
Berger Géométrie vol 2 (Cédic Nathan) pp. 81 a 89
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44 PEGC, 20-91, Partiel n2

Sujet n°2 (iransvections, dilatations’

A 1'aide des documents ci-joints, résoudre le probléme proposé {(on en
donnera une rédaction).
Rédiger ensuite un exercice sur les transvections affines et les

dilatations affines (en rédigeant aussi les démonstrations).

Documents joinis

Tigseron Géoméiries affine, projective, et euclidienne (Hermann) pp. 71 &
79

Lelong-Ferrand et Arnaudids, Cours de mathémmtiques Tome 3 (Dunod) pp, B A&
11 et 44 & 47

Arnaudids et Fraisse, Cours de mathématigues Tome 1 (Dunod) pp. 204 & 211







19. Dans tout le probléme. £ est un espace vectorie! de dimension finie 7 3 2 sur un
corps commutatif K. H un hyperpian de E.

Soit u un endomorphisme de E laissant invariant tout éiément de H.

I* Montrer que.siage E—~ H.on peut écrircu(a) = ya + 1ot te Het 0h yestun
scalaire indépendant de a.

2° On suppose 7 # 1. Montrer que 7 est valeur propre de u, que le sous-espace
propre associé & y est unc droite S, supplémentaire de H. On dit alors gue u est
une dilatation d'hyperplan H. de droite § et de rapport ;.

Soit Vun sous-espace de E. Montrer que, pour gue u{¥) = V. il faut et il suffit
que FcHoulSc V.

3° On suppose 7 = 1. On dit alors que u est une transvection.

Soit g{x) = Qune équationde H (g étant une forme linéaire). Montrer gu'il existe
un vecteur unique c€ H telque. ¥xe E. u(x) = x + g{x). Reéciprogue? Monirer
que u est une bijection. Si u # Id prouver que la droite T passant par ¢ est
indépendante de I'équation de H choisie. On dit alors que u est une transvection
d‘hyperplan H et de droite T. Quels sont les valeurs propres de u. les sous-
£spaces associés?

Soit ¥ un sous-espace de E. A quelle{s) condition(s) nécessaire(s} et suffisante(s)
a-t-onu(l)c ¥?

4° Soient u, u’ deux transvections # [d d’hyperplans respectifs H et H', de
droites respectives T et T,

a) Montrer que i’ =u'y => D H et D'c H.

b} A quelie{s) condition{s) nécessaire(s) et suffisante({s)uu’ est-il une
transvection ?

5° Soient r un automorphisme de E. v une transvection {resp. une dilalation).
Montrer que rur ' est une transvection (resp. une difatation) dont on précisera -
les £léments en fonction de ceux de u. '

6° Soit F{E, H)le groupe des automorphismes de E laissant invariants les points
de H. Montrer que lensemble @{E. H) des transvections laissant invariants les
points de H est un sous-groupe commutatif distingué de I'(E. H}. isomorphe au

groupe additif H. Montrer que le groupe quotient I'(E, HY®(E, H) est
isomorphe au groupe multiplicatif K — {0}. {On précisera la correspondance}.

7° Soit T(E) le sous-groupe de GL{E} engendré par les transvections de E.
a} Montrer que T{E) est distingué dans GL(E).

b} Montrer que. si xet y sont deux vecteurs non nuls de E, fl existe un o2 T(E} tel
que of{x} =y.

CcmFle'meui's d'NS,ibre kndaire
( lesiewr, Temam, La_&iwm.)
(A‘rmand Cdt'n)






C4 PEGC, 90-91, Partiel n°2
Sujet n°4 (groupe d'isoméiries du cubed

A l'aide du polycoplé et des deocuments ci-jeints, résoudre d'abord
i'exaercice ci-joint.

Donner ensuite deux démonsirations différentes permettant d'obtenir le
groupe des isométries du cube (une inspirée de 1l'exemple 4 des documents et
1'autre tirde du polycopiéd)l,

On demande de rédiger chaque démonstration de la fagon suivante : indigquer
d'abord la suile des propositions choisies pour arriver au résultat, en
dégageant bien le raisonnement adopté, puis donner les démonstrations
complétes de chacune de ces propositions,

I1 faut donc réaliser un découpage, laissé & 1'initiative de chacun, et

montrer 1'enchainement qui conduit au résultat.

Documents joints :

Arnaudiés et Fraisse Cours de msthématiquaes Tome I (Duncd) pp. 238 a 245







E%ERSRE:’ On considére dans [R® (espace affine euclidien) un tétraédre régulier
MNPQ. On appelle J 1le groupe des isoméiries conservant globalement
1'ensemble 5 des sommets du téiraédre.

1) Montrer que J agit sur S par (¢, T) = 9(T) si 9 est un élément de J et T
un sommet du téiraédre.

2) A toute isométrie ¢ de J on associe la permutation de [1,2,3,4] définie
par ¢{1), ¢(2), ©(3), ¢(4) ol on identifie M, N, P et G & 1,2,3 et 4.
Montrer que l'application de J dans 5S4 ainsi définie est un mbrphisme de
groupes injectif. En déduire que J est isomorphe & un sous-groupe de S,.

3) Préciser la nature géoméirique de 1'isométrie de J qui laisse M et N
fixes et qui echange P et Q@ 7 Quelle est 1'image de cette isoméirie dans
1* igomorphisme précédent 7

En déduire que J est isomorphe & S4.

On rappelle que le groupe S, est engendré par les transpositions.

4) Montrer que le sous-groupe de J formé des seules isométries directes est

isomorphe au sous-groupe alterné A4 des permutations paires de 54






FONCTIONS DE VARIABLE COMPLEXE (C3)

5 sujets {(dont trois partiellement illustrés par des copies)






L2 PEGC, 80-91, Partiel n°2
Sujet n°1

(:) Quelles propriétés des fonctions de wvarisble complexe peut-on repérer
dans les exercices de baccalauréat (série C ou E) ol interviennent ces
fonctions ? Il s'agit de propriétés qui ne sont pas connues des éléves de
terminale mais qui justifient les énoncés.

Pouvez-vous proposer d'autres solutions que celles qui sont envisageables a
ce niveau {(utilisant le principe du maximum ou la conformiié par exemple) 7?

On analysera une session d'examen.

éﬁé A l'aide des documents ci-joints, #tudier la fonction de Joukowski <(en
particulier donner 1'image des domaines ou des courbes ol on a un résultat
intéressant, en indiquant les démonstrations complétes). Cﬁo'ag;lt do &:J’wcfim
di fike poun $(3)= 4 (3+4)-

A4 l'aide des documents ci~jcints, donner une démonstration du fhéoréme
suivant (d'inversion globale) :
5i f est une fonction analytique sur un ouvert U de &, et si f est
injective, alors f est un isomorphisme analytique de U sur V (oit V = £(UN

et, pour tout z de U, £'{(z) # 0 .

En déduire qu'il n'y a pas d'isomorphisme analytique de € sur le disque

unité ouvert D {(cenire O, rayon 13,

On rappelle qu'on appelle isomcrphisme analytique une fonction bijective

analytique ainsi gue son inverse,

Documents joints :
Dieudonné Calcul infinitésimal (Hermann) pp. 250 & 255 et pp. 335 & 341

Cartan Théorie deg fonctions analviicues (Hermann) pp. 181 & 187
Lang Complex analysis (Springer Verlag) pp.72 & 79

Henrici Applied and computational Complex analysis Vel I (Wiley & Sons) pp.
294 & 298,

Krasnov et al., Fonctions d'une variabie complexe et leyrs apolications
(Mir) pp. 122 & 133
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x)

I Quellss propridtés des fonciions de variable complexe peut-cn repérer
dans les exercices de baccalauréat (série C ou E) ol interviennent ces
fonctionz ? Il s'azit de propriétés qui ne sont pas connues des éléves de
terminale mais qui justifient les énoncés.

Pouvez-vous proposer dfautres solutions que celles qui sont envisageables &
e niveau {utilisant le principe du maximum ou la conformité par exemple) ?

On analysera une session d'examen.

Reapdon qulyes il o ot ko

gﬂ\'\— GmMe. ,5& boan 2k (E*' . ((,Q,Qa ,w{' v chare
£LL CC Lgilwm d:i‘ jédngw)Aauﬂ\nkivc Jbﬁ{

e )\m%«m Pndkes ok cadhs en Arites o s e
LR&CU“— ek ﬁga tunn kﬁ %% iPQu» JPiEQeimwmvf dAa f“ﬂ?“ﬂ&hﬁvk
&\ﬂﬁ )J-Q,OMG/‘ Jlem WQMAMC&MS\L%M‘E:WW
a %M#W%Ayz L»Mo.?u o

ke )rmam)l for o] ‘Q_J_:é Anzike me’c hen 0

(OQM- )TGJLL) Cﬁ-&-‘- L ﬁ,\ﬂM QCO-M\‘ Mﬂdb‘ft £ MTJM pr\/wiGW&?



Ao - dnal A’eucdm 0 ﬁ A - il B g O

e

AIM#L v ./\,-r\ I\aﬂkdﬂ‘a o “ﬂ p\'wxg{t - J\Mﬂ»ﬂ_ﬁ-a‘ﬁ

@ Almkem:. kmcmt J‘mkmo.,é M&L&MJ‘\&%O

ot

c :
© 1o e fmant s for 0 == Lok o ot o on O

1

T «\w\l‘éwﬁm ,
k

A

SAandle A el O,A;Lru;a_.«n, s @ A erba O/éaﬂmfkj%

-

Srowons hon snmidle Logorves o - dumrs
\ |

Djibouti - Maroc - Portugal - Sénégal
Juin 1986. 4 paints  (E)

Soit f l'application de E = C ~ { — i} dans C dé¢fimie par :
. iz
Z f(Z) = z_-i_--z-

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal (O; %, 7) on

note M le point d'affixe z.

1. Déterminer les coordonnées du point B dont Paffixe z,, est telle que :
flzg)=1+2i

2. Soit z un élément de E. On note rle module de z + i et o une mesure
de son argument.

Exprimer la forme trigonométrique de f(z) — i en fonction de r et c.
3. Soit A le point d’affixe — i

a) Déterminer 'ensemble % des points M vérifiant }f{(z) — i} = \/5 et
T

I'ensemble 9 des points M tels que 3

J2)— i
b) Montrer que B appartient 4 % et & ct construire ¥ et &,

50it une mesure de 'argument de
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Baccaiauréat international  Juin 1989. 4 points

Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct (O ; 7, v)et
tout point M de coordonnées (x, ¥) est repéré par son affixe
z=X+iy.
On désigne par A, B, C et D les points d'affixes respectives =131 ;
1
5 et2.
A tout point n du plan d’affize z, z # 2, on associe le point M d’affixe
Ztclque :

2z-1

Z = .
2-z




1. Déterminer I'ensemble E des points m d’affixes z tels que |Z]=1.

2. Déterminer Fensemble F des points m d"affixe z

telsque arg Z = % {27).

3. Tracer Jes ensembles E et F-dans le repére (O ; &, V), unité gra-
phique : 2 cm.
Z-1

Z+1
En déduire que les quatre points A, B, m, M sont cocycliques ou
alignés.

4, Exprimer, en fonction de z, le complexe U =

N
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9 étant un nombre réel de I'intervalle 10 ; 2[, on considere les deux
nombres complexes :

1+z
-z

z=¢" (ouencorez=cosf+isinf)etZ =

et on note |Z| le module de Z.

]

1. Montrer que Z = { cotan = g (ou cotan . 2 ) '
o 4 2 2- 8
sin i

2. Pour quelles valeurs de 8 l'argument de Z est-il défini ? A quoi est-
. il alors égal ? (On distinguera deux cas suivant les valeurs de 6.)

3. A quoi est égal |Z] ?

ol
4 Onposel = Jﬂ |Z} d8. Justifier I'existence de cette intégrale et la
2

Es

)
calculer (on pourra mettre [Z| sous la forme k ‘;——-((e-))- ol k est un

nombre réel et u une fonction de 6).
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Soit (P) le plan orienté rapporté a un repére orthonormé direct. A tout point m
de coordonnées {x, ¥) dans ce repére est associé le nombre complexe z=Xx+ iy
appelé affixe du point m. On appelle A et B les points de (P) d'affixes respec-

tives f et — .
1° Soit ¢ I"application de ¢\{- i} dans C\{1} définie par
p(2)= 2= S
_ z+i

Montrer que ¢ est bijective.

20 Quel est le sous-ensemble (P,) de (P) des points m dont Paffixe z vérifie la
propriété |p(2)l<1?

3° k étant un nombre réel donné vérifiant 0 <k <1, montrer que le sous-
ensemble (P} de (P, ) des points m dont V'affixe z vérifie la propriété ot =k
est un cercle, dont on déterminera le centre et le rayon, .

d’aprés probléme Rennes C sept. 1977
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PARYS B A5G
PROBLEME (9 points)

Le plan complexe P est rapporté A un repare orthonormé ( 3;u,v),
{unité graphique : 1 cm). On note P, Pensemble des points M de P
d’abscisse positive ou nulle.

On se propose d'étudier quelques propriétés de Ia transformation T qui
a tout point m du plan, d'affixe z, associe le point M d'affixe
Z=1%



I

Propriéiss élémeniaires de T. Transformés des demi-droites d’origine O
2t des demi-cercles de centre O.

1" 2) Déterminer le module R et un argument #de Z = z* connaissant
1e module r et un argument o de 2, o z 0.

by Déterminer Iimage €, par T du demi-cercle C, de centre O et de
Tayon r contenu dans P_.

£) Déterminer I'image D, par T de la demi-droite D, dorigine O et de

-+ n g ™ ™

vecteur directeur cos aw + sin av, ol a € [_E ,-2-].
d) Tracer sur une méme figure les demi-cercles C, pour r=1, 7 = 3

r =2 et les demi-droites D, ot a = '%"- k entier, (k| =3.

Tracer sur une autre figure les transformés par T des demi-oerclcs et
demi-droites précédents,

2" ) Soit m et m’ des points du plan symétriques pat rapport & O ;
comparer T(m) et T(m'}).

b) M&me question lorsque m et nt' sont symétnques par rapport 3 la
droite (O; 1), puis par rapport 4 la droite (0;7) .

¢) Soit & un nombre réel strictement positif, ¢ un nombre réel et 5 la
similitude directe de centre O, de rapport k et d’angle mesuré par @
Soit m et m' deux points de P, M et M leurs transformés par T;

montrer que, si m’ =5 (m) , alors M = S2(M).

AD
U\ Mad D witing ,n:- e

i

Transformés des droites paralléles aux axes de coordonnées.
Pour tout nombre réel A, on note §, Uimage par T de ia droite E,
d'équation y = A et pour tout nombre réel u, onnote ¥, Fimage par T

. de la droite F, d'équation x = .
1" Onposez =x +iyet Z = X +iY. Exprimer X'et Y en fonction de x
Gt oy
i, 2" a) En déduire que {'image §, par T de la droite E, d'équation y =1
. est une parabole de foyer O dont on déterminera le sommet et la

directrice.
b) Préciser les tangentes & & aux points d'intersection de &, avec Taxe

(0, v).

¢} Construire avec soin Ia parabole &,.

3* Seit A un nombre réel strictement positif.

a) Montrer que la droite E, se déduit de la droite E; par une
homothétie de centre O, que I'on précisera.

b} En utilisant le résultat de la question I, 2°, ¢}, indiquer comment
8, se déduit de &.

Préciser la nature de la courbe &, et tracer §, pour A = 2 sur la méme
figure que &,.

4" Soit u un nombre réel strictement positif,

A T'aide de I, 7', ¢), indiquer comment I'image ¥, de F, se déduit de &,
et comment les images ¥, se déduisent de F,.

Tracer F, et F, sur Ia méme figure que précédemment.

5" Soit'M un point d'intersection de §, et de F .
Montrer que les tangentes en ce point 4 §, et F, sont orthogonales.
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Juin 1987. 12 points (E)

{P) est le plan rapporté au repére orthonormé direct (O; @, 7); A est le
point de coordonnées (1, 0).

(C) est le cercle de centre O et de rayon 1.

A tout point de (P} de coordonnées (x, y) on associe son aflixe z égale 4

x + iy ol i est le nombre complexe de module 12t d‘argumenf’-‘-.

2

f est Papplication de € dans lui-méme définie par :

f)=2z-2%



F est 'application de {P) dans lui-méme qui & tout point m d'affixe z
associe le point M d'affixe Z égale & f{z).

On prendra 3 ¢m pour unité de longueur.
Le but de ce probléme est d*étudier I'image (K} du cercle (C) par F.

A) Soit m un point du cercle {C) d'affixe z et M son image par F. @

1. a) Soient m, et m, les points d'affixes respectives z* et 2z.
Quels sont les modules de z, 2z et 2*? Donner les arguments de 2z et 22
en fonction de celui de z.

b) Montrer que e quadrilatére Oy my M est un.parallélogramme.
¢) Endéduire une construction géométrique simple de M a partir dem.

2. Montrer que A et M sont symétriques-orthogonalement par rapport
a la tangente (T) en m au cercle (C).

En déduire une autre construction de M a partir de m.

N.B. : On veillera 4 faire deux figures distinctes accompagnées d'une
~courte explication du tracé effectué.

B) Soit ", te[ — =, x] Iaffixe d’un point m de (C).
1. Calculer f{e*) et en déduire que I'image (K) de{C) par F est la courbe
‘paramétrée :

{X(t) =2 ¢os t — cos 2t (e[~ 1)

Y(f)=2sint —sin 2t

~2. Montrer que les points daffixes f(e") et f{e~*)sont symétriques par
_rapport a 'axe des abscisses. Qu'en déduit-on pour (K)?

Etudier sur lintervalle [0, n] les variations des fonctions X et Y dela
variable t.

1. a) Montrer quesirest différentde 0, la tangente 4 (K)an point M de
paramétre ¢ est dirigée par le vecteur de coordonnées :

4::05EE sin2
2° 2r

" On admettra que ce résultat est encore valable quand ¢ est nul.
b) Montrer quele vecteur mM est orthogonal 41a tangente 4 (K)en M.

4. Construire les points de (K) o1 la tangente est paralléle aux axes de
coordonnées.
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Amérique du Nord ( C) Soit le polyndme P(z) = z* — 4z + A o1 z désigne un nombre complexe
. . _ et ot A est un nombre réel.
Juin 1986. 5 points X
: 1. Montrer que sil"équation P(z) = 0 admet une solution complexe z,,
alors Z, est aussi solution.

En déduire que I'équation P(z) = 0 admet au moins une solution réelle
- sans chercher & résoudre P'équation.

- 2. Déterminer & pour que l'¢quation P(z) = 0 admette une racine réelle
de module 2.

Résoudre 'équation pour la valeur de A ainsi trouvée.

- 3. Déterminer A pour que I'équation P(z) = 0 admette une racine
complexe de module 2.
Résoudre I'équation pour les valeurs de A ainsi trouvées et préciser le
module et Pargument de chaque solution.
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- international Juin 1889. 4 points

~+, Dans le plan orienté, ABCD et AEFG:sont deux carrés tels que
(RB. AD) = (2n) et (AE, AG) = 3. (2n). |
On désigne par M, N, P et Q les milieux respectifs des segments [BD].
[DE], [EG], [GB].

1. Montrer que MNPQ est un parallélogramme.

2. .Soit R la rotation de centre A et d’angle ;

Déterminer Pimage du segment [BE] par cette rotation R.
En déduire que MNPQ est un carré.

3. On désigne par let m les longueurs respectives des cotés des carrés
ABCD et AEFG. On pose (AB, AE) = &, a e [0; 2x[.

a) Exprimer, en fonction de /, m et a, la longueur des cbtés du carré
MNPQ.

b) Déterminer a pour que I'aire du carré MNPQ soit maximale.
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C3 PEGC, S0-91, Partiel n°2
Sujet n*2 (représentation conforme’

On s'aidera des documents ci-joints pour résoudre les questions suivantes.
@C‘m rappelle qu'on appelle isomorphisme analytigue une fonction bijective

analytique ainsi gque son inverse {(automorphisme si 1'ensemble de départ et
d*arrivée sont les mémes).

On note D le disque unité ouvert de cenire O et de rayon 1.
On note P le demi plan suivant : P = {2z ; Imz > 0} .

1) Donner une démonstration du théoréme suivant (d'inversion globale) :

Si f est une fonction analytigque sur un ouvert U de §, et si f est
injective, alors f est un isomorphisme analytique de U sur V (o ¥V = fUN
et, pour tout z de U, f*'(2) # 0 .

En déduire qu'il n'y a pas d'isomorphisme analytique de £ sur le disque
unité ouvert D (centre O, rayon 1).

2) Quels sont tous les automofphismes (analytiques) de D sur 2 7

Quels sont tous les automorphismes (analytiques) de P sur P 7

[Facultﬁtif : Quels sont tous les automorphismes de & sur € 7!

3) Dresser un catalogue d' isomorphismes analytiques envoyant les domaines
de la liste ci-jointe sur les images indiquées.

Pour cette question 3, on rédigera & part les démonstrations.

@Etudier la fonction de Joukowski définie par
fzy = 4 (3 + 4
»= 0y 3) -
En particulier donner 1'imsge des domaines ou des courbes ol on a un

résultat intéressant, en indiquant les démonstrations.

Documente joints :

Lang Complex mnalysis (Springer Verlag) pp. 198 a 223 et pp. 72 3 79
Dieudonné Caicul infinitésimal (Hermann) pp. 250 & 255 et pp. 335 a 341
Cartan Théorie des fonctions snalytigues (Hermann) pp. 181 & 187

Henrici Applied and computafional Coﬁolex analysis Vol I (Wiley & Sens? pp.
294 a 299,

Krasnov et al. Fonctions d'une variable complexe et leurs apnlications
Mir) pp. 122 & 133
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C3 PEGC, 90-81, Partiel n°2

Sujet n*5 (fonctions loxodromigues)

A 1'aide des documents ci-joints, résoudre le probléme n°l proposé.

s

ppliguer cette résolution & la résolution du probléme n°2 (généralisation

i

jo 38

u précédaent).

Documents joints :

Valiron Théorie des fonctions (Masson) pp. 477 & 481

Pour ce qui concerne les produits infinis, on utilisera le polycopié donné

en cours.
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€3 PEGC, 90-91, Parfiel n°2
Sujet n°2 bis

On s'aidera des documents ci-joints pour résoudre les questions suivantes.
On rappelle qu'on appelle isomorphisme analytique une fonction bijective
analytique ainsi que son inverse (automorphisme si 1'ensemble de départ et
d'arrivée sont les mémes).

On note D le disque unité ouvert de centre O et de rayon 1.

On note P le deml plan suivant : P = {z; Imz > 0 }) .

1} Donner une démonstraiion du théorédme suivant (d*inversion globale) :

Si f est une foncfion analytique sur un ouvert U de €, et si f est
injective, alors f est un isomorphisme analytique de U sur V (ol V = £{)
et, pour tout z de Y, f'{z) # O .

En déduire qu'il n'y a pas ¢'isomorphisme analytigue de C sur le discue
unité ouvert D (centre 0, rayon 1).

2} Quels sont tous les automorphismes {analytiques) de D sur D ?

Quels sont fous les automorphismes {analytiques) de P sur P 7

{Facultatif t Quels sont tous les automorphismes de § sur ¢ ?)

3> Expliguer ce qu'on voit & I'écran dans les démonstrations du logiciel

(z » £{2)),

Documents joints

Lang Compiex analysis (Springer Verlag) pp. 198 & 223 et pp. 72 & 79
Dieudonné Calcul infiniftdsimal (Hermann) pp. 250 & 255 et pp. 335 & 341
Cartan Ihéorie des fonctions analytigues (Hermann) pp. 181 & 187

Henrici Applied and computational Complex analysis Vol I (Wiley & Sons) pp.
284 a 299,

Krasnov et al. Fonctions d'une variahle complexe et leurs apnlications
(Mir?) pp. 122 4 133
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€3 PEGC, 90-91, Partiel n°2

Sujet n*6 (théoréme de Phrasmen-Lindeldf, théoréme "des trois

Hadamard)

A 1'aide des documents ci-joints, résoudre les quatre exercices proposés et

l'exercice 5 p. 241 du livre de Rudin (théor2me de Hadamard

cercles"). Pourquei ce théorame s'appelile comme cela ?

Documents joints
Lang Complex analysis (Springer Verlag) pp. 268 & 275

Rudin Anglyse réelle ef complexs {(Masson) pp. 232 & 242

Bak and Newman Complex analysis {(Springer Verlag) pp. 178 & 183

P"des trois
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TITRE : TRAVAUX D'ETUDIANTS EN TEMPS NON LIMITE
(niveau licence, présentés par A. Robert)

DATE: JUIN 1991

RESUME :
Cette brochure présente des travaux d'érudiants réalisés en temps long sur des sujets
assez divers. On a voulu montrer la qualité des productions de ce type.

MOTS-CLES :
EVALUATION sur un temps long
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