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mathématiques
apprgche M :AI H.

par des textes
htoriques

Cettte brochure fait suite a la brochure du méme titre (n°61 de I'IREM de
Paris 7 parue en 1986). Elle est concue dans fe méme esprit : son but est
de permettre a des éléves du coliége et du lycée d'aborder la lecture de
quelques textes historiques originaux en rapport avec le programme de
feur classe.

Une expérience maintenant plus longue nous a confirmé dans la
conviction que beaucoup d'éiéves sont vivement intéressés par une telle
approche, Nous sommes aussi encouragées dans cette démarche par les
instructions générales des programmes préconisant des activités riches et
diversifiées mettant en valeur le contenu culture! des mathématiques par
l'introduction d'une perspective historique,

Les activités proposées nous semblent intéressantes a plus d'un tiire,
en particulier :

— la lecture des texies montire comment ['‘émergence ou le

developpement d'une notion répond aux questions d'une époque,

- les éléves peuvent prendre conscience de I'évolution du langage, des

notations, et mesurer l'intérét du symbolisme algébrique moderne.

— Des problemes traiiés actuellement dans le cadre algébrique sont

dans les texies proposés souvent traités dans le cadre géométrique et

ces occasions de “changement de cadre” pour utiliser {e vecabulaire de
la didactique, permettent d'élargir les représentations mentales des
éléves.



Les travaux préseniés ont été expérimentés en classe; Ils ont été congus
de facon a pouvoir éire utilisés directement par tout enseignant, méme
peu formé a [histoire des mathématiques. Les notices historiques -
préliminaires et les commentaires devraient permetire de répondre 2 la
plupart des questions des éléves. Les fiches, se composant d'une suite de
questions, peuvent étre reproduites et données aux éléves ; elles
constituent, soit un travail préliminaire a la lecture du texte, soil une
aide pas a pas a cette lecture. Elles peuvent éire ulilisées comme
problémes 2 la maison, ou comme activité dirigée pour l'intreduction ou 1a
mise en application d'une notion.

La brochure regroupe une vingtaine de textes classés
chronologiquement par auteurs, d Euclide 2 Legendre ; le niveau concerné
est précisé pour chaque activité.

Notre souhait est d'aider les enseignants 4 rendre la classe de
mathématiques plus attrayante et pius enrichissante méme pour les
éléves parfois rebutés par notre discipline. Nous souhaitons que le travail
se poursuive et nous serions heureux de connailre vos experimentations
et, toutes remarques et suggestions seront les bienvenues

groupe M : ATH.



EUCLIDE



EUCLIDE .

On ne sait rien de la vie d'Euclide sinon qu'il enseigna 2 Alexandrie
sous le régne de Ptolémée ler (306-283 av J.C) et qu'il y fonda la plus
célébre école de mathématiques de I'Antiquité. L'habitude est prise de
{'honorer comme le premier organisateur des mathématiques. S'il utilise
les travaux de ses prédécesseurs , il ne les cite jamais . Il se fait une loi
“de ne jamais enchainer & un nom d’homme des veérités qu'il ne voulait
considérer que dans l'absolu” (1). I n'y a d'ailleurs dans les Flémenis
son oeuvre principale, aucune référence a un extérieur au terxte
mathématique . Le respect minitieux de l'appareil fogique nécessite des
longueurs. Un des plus célébres commentateurs d’Buclide qui vécut au
Seme aprés J.C, nommé Proclus (410-485), rapporte cette anedocte
devenue fameuse :'Ptolémée demanda un jour a Euclide s'il n'y avait pas
pour la géométrie de route plus courte que ceile des Féments; il eut cette
réponse : il n'y a pas en géométrie de chemin fait pour les rois."(2)

Les £éments nous furent transmis par fes commentatevrs comme
Héron d'Alexandrie au ler siécle aprés J.C., Pappus d'Alexandrie au 3éme,
et Proclus au Séme qui commenta ie premier livre.

Nous indiquons rapidement le plan de I'ouvrage en nous appuyant
sur l'étude faite par Jean Itard(3). Nous insisterons un peu plus sur les
livres I, I1I,Viet IX dont sont tirés les textes proposés. Les fliémenis
comportent treize livres.

Le livre 1 porte sur la géométrie plane. Il commence par des
définitions, cing postulats (aussi appelés axiomes ou demandes), des
"notions communes “. La matiére du livre commence par la construction
du triangle équilatéral, se poursuil par les cas d'égalité des triangles ; la
célebre “méthode des aires” est utifisée pour comparer triangles et
parallélogrammes. Le couronnemeni de ce premier livre est la
démonstration du théoréme dit de Pythagore et de sa réciproque.
L'originalité du géométre réside dans l'ordre de présentation, {a rigueur
des raisonnements, le choix des prémisses ; le role essentiel du
postutat.de la demande gratuite, ni démontrable, ni évidente, y est
dégagée "(4). Buclide institue un rituel de la démonstration, dont la
proposition I du livre I donne une bonne illustration; on y retrouve les
différentes parties décrites par Proclus :

tout probléme et tout théoreme, remplis de leurs parties accom-
plissantes, doivent posséder en propre foutes celles-ci : la propo-
sition , l'exposition la détermination , la comstruction
la démonstration et la conclusion....

La construction ajoute ce qui manque & la chose donnée
en vue de poursuivre ce qui est cherché. La démonstration induit
savamment la proposition par suite des choses consenties. Enfin,
la conclusion retourne de nouveau a la proposition en confirmant
ce qui a été démontré. ()
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Le lvre 11, trés court, établit géométriquement des relations entre
objets géométriques que l'on peutl interpréter comme des identités
algébriques ; c'est ce que certains  auteurs appelient [l'algébre
géométrique des grecs. [! contient en particulier sous une terminologie
aujourd hui oubliée la résolution de quelques équations du premier et du
deuxiéme degré.

Le livre I1I traite des propriétés du cercle .

Le livre [V étudie les polygones réguliers .

Le livre V ., aussi important que difficile, concerne la notion de
rapport et iathéorie des proportions.

Le livre VI applique la théorie des proportions du livre V au cas
particulier des grandeurs géométriques . Ony trouve le théoréme dit de
Thalés, les cas de similitude des triangles, la proportionnalité des arcs de
cercles aux angles au centre et aux angles inscrits, et une théorie des
résolutions géométriques des équations du deuxiéme degré.

Les livres VII, VIII, et IX sont consacrés a l'arithmétique
multiples, diviseurs, nombres premiers, les nombres pairs et impairs et |2
fameuse démonstration de l'infinité des nombres premiers {(proposition
20).

Le livre X est le plus ample mais le plus démodé des treize: il
contient 114 propositions! “Le théme général est un classement
scrupuleux des premiéres longueurs irrationnelles “(6) .

Avec le livre XI commence la géométrie dans l'espace.

Le livre XII étudie les aires et les volumes en utilisant la célébre
“méthode d’ exhaustion "

Le livre X111 concerne les cing polyédres réguliers de Platon.

En dehors des Zéments d' autres oeuvres d'Buclide tel son Jraité
d’ Optigue nous sont parvenus; d' autres, hélas, comme les quatre livres
sur les coniques, livres signalés par Pappus, ont été perdus.

(1) P.H.Miche! De Pythagore a Euclide ed. Belles lettres 1950 p.86

(2) ibid p.89

(3) Jltard Essais d'histoire des mathématiques (édités par Roshi
Rashed) ed, Blanchard 1984

(4) ibid.p.91

(5) Procius Commentaire du livre I edBlanchard 1959 P.180-181
(6)).Itard ibid . p .94
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EUCLIDE : Aéments. Livre | . Proposition 1 Niveau 6°
Traduit par Peyrard
éd . Blanchard 1966

CONSTRUCTION D'UN TRIANGLE EQUILATERAL

RiLions

gécssgire ._ a c ure e | m‘ongitiog 1

Attention : nous nommons “"segment de droite” ce qu’ Euclide
nomme “droite” .

1. Lisez les définitions 15 et 16

15. Un cercle est une figure plane, comprise par une seule ligne gu'on nomme
circonférence ; toutes les droites, menées a la circonférence d'un des points
placés dans cette figure, étant égales entre elles.

16. Ce point se nomme le centre du cercle.

7 Tracez un cercle de centre O et lisez les définitions 17 et 18

17. Le diamétre du cercle est une droite menée par le centre, et lerminée de
part et d’autre par la circonférence du cercle : le diamétre partage le cercle
en deux parties égales.

18. Un demi-cercle est la figure comprise par le diamétre, et la portion de la
circonférence , soutendue par le diametre,

3. Lisez les définitions 21 a 25

a1, Les figures trilatéres sont terminées par trois droites.

23. Les quadrilatéres , par quatre,

23. Les multilatéres, par plus de quatre.

24. Parmi les figures trilatéres, le wriangle équilatéral est celle qui a ses trois

cbiés égaux.
25. Le triangle isocéle, celle qui a seulement deux cotés égaux.

Quel nom donne -t-on aux ~ figures trilatéres "7
Donnez e nom de quelques * muitilatéres ™.

4. Lisez les demandes 1, 2 et3

1. Conduire une droite d’un point quelconque i un point quelcongue,

2. Prolonger indéfiniment, selon sa direction, une droite finie.

3. D'un point quelconque, et avec un intervalle guelcouque, décrire une
circonférence de cercle.

12



Quel mot utiliserait-on de nos jours, i la ptace du mot "intervalle"?

S. Lisez la notion commune 1.

1. Les grandeurs égales i une méme grandeur, sont égales entre elles.

11._Lecture de ia proposition [
. PROPOSITION PREMIERE.

Sug une droite donnée et finie, construire un triangle équilatéral.

Exrosimox. Soit 4B une droite donnée et finie.

Direryination. I faut construire sur la droite finie AR un triangle équilatéral.

Coxstruction. Du centre 4 et del'intervalle A8, décrivons la circonférence ra
(dem. 3); etde plus, du centre B et de I'intervalle Ba, décrivons la circonférence
ATE; et du point T, ou les circonférences se coupent mutuellernent, conduisons
aux points 4, B les droites T4, rB (dem. 1).

5

1 Tracez un segment de droite {A B, lisez les lignes 1 3 8 en
effectuant ia construction proposée par Euclide et en vous reportiant aux
demandes 1 et 3.
remarques : T se lit gamma,

A se lit delta ; ce sont des letires grecques.

2. Lisez la démonstration en vous reportant 2 la définiton 15 et 2 la
notion commune | (not 1)

DéxonstaatioN. Car, puisque le point A-est le centre du cercle Bra, la

10 droite AT est égale i la droite AB (déf. 15); de plus, puisque le point B est le

centre du cercle ATE, la droite Br est égale 2 la droite BA ; mais on a démontré

que la droite ra était égale & la droite AB ; donc chacune des droites ra, I3 est

égale A la droite aB; or, les grandeurs qui sont égales 4 une méme grandeur,

sont égales entre elles (not. 1); donc la droite T est égale i la droite 18; donc
45 les trois droites TA, AB, Br sont égales entre elles.

3. Lisez la conclusion en vous reportant a la définition 24. Puis
relisez le texte entier de la proposition.

Coxerusion. Dong le triangle asr (def. 24) est équilatéral, et il est construit
sur la droite donnée et finie a8, Ce qu'il fallait faire.

13



LE PREMIER LIVRE

DES ELEMENTS D’EUCLIDE.

DEFINITIONS.

5. Lg point est ce dont la partie est nulle.

2. Une ligne estune longueur sans largeur.

%. Les extrémités d’une ligne sont des points.

4. La ligne droite est celle qui est également placée entre ses points.

5. Une surface est ce qui a seulement longueur et largeur.

6. Les extrémités d’une surface sont des lignes.

7. La surface plane est celle qui est également placée entre ses droites.

8. Un angle plan est I’inclinaison mutuelle de deux lignes qui se touchent dans
un plan, et gui ne sont point placées dans la méme direction.

g. Lorsque les lignes, qui comprennent ledit angle, sont des droites, Pangle
se nomme rectiligne,

r0. Lorsqu’une droite tombant sur use droite fait deux angles de suite égaux
entre eux , chacun des angles égaux est droit; et la droite placée au-dessus est dite
perpendiculaire 2 celle sur laquelle elle est placée.

11. L’angle obtus est celui qui est plus grand qu’un droit.

12. L’angle 2igu est celui qui est plus petit quun droit.

t3. On appéle limite ce qui est Pexirémité de quelque chose.

14. Une figure est ce qui est cornpris par une seule ou par plusieurs limites.

15. Un cercle est une figure plane, comprise par une seule ligne gu’on nomme
circonférence ; toutes les droites, menées a la circonférence d'un des points
placés dans cette figure, étant égales entre elles.

16. Ce point se nomme le centre du cercle.

17. Le diamétre du cercle est une droite menée par le centre, et terminée de
part et d’autre par Ja circonférence du cercle : le diamétre partage le cercle
en deux parties égales.

18. Un demi-cercle -est la figure comprise par le diamétre, et la portion de la
circonférence, soutendue par le diametre.

14



a LE PREMIER LIVRE DES ELEMENTS D’EUCLIDE.

19. Un segment de cercle est la figure comprise par une droite et par la
circonférence du cercle ; le demi-cercle étant plus grand ou plus petit que
le segment.

20, Les figures rectilignes sont celles qui sont terminées par des droites.

a1.’ Les figures trilatéres sont terminées par trois droites.

22. Les quadrilatéres , par quatre.

23. Les multilatéres, par plus de quatre.

24+ Parmi les figures trilatéres , le triangle équilatéral est celle qui a ses trois
cités égaux.

25. Le triangle isoctle, celle qui a seulement deux cétés égaux.

26. Le triangle scaléne, celle qui a ses trois cotés inégaux.

27. De plus, parmi les figures trilatéres, le triangle rectangle est celle qui
a un angle droit.

28. Le triangle obtusangle, celle qui a un angle obtus.

29. Le triangle acutangle, celle qui a ses trois angles aigus.

30. Parmi les figures quadrilatéres, le quarré est celle qui est équilatérale et
rectangulaire.

1. Le rectangle, celle qui est reclangulaire, et non équilatérale.

52. Lerhombe, celle qui est équilatérale, et non rectangulaire.

33. Le rhomboide, celle qui a ses cétés et ses angles opposés égaux entre eux,
et qui n’est ni équilatérale ni rectangulaire.

54. Les autres quadrilatires, ceux-la exceptés, se nomment trapezes.

55. Les paralleles sont des droites, qui, étant situées dans vo méme plan,
et étant prolongées 2 l'infini de part et d'autre, ne se rencontrent ni d'un cété
ni de lautre,

DEMANDES.

1. Conduire une droite d’un point quelconque i un point quelconque.

a. Prolonger indéfiniment, selon sa direction, une droite finie.

5. D'ua point quelconque, et avec un intervalle quelconque, décrire tne
circonférence de cercle.

4. Tous les angles droits sont égaux entre eux.

5. Si une droite , tombant sur deux droites, fait les angles intérieurs du méme
c6té plus petits que deux droits , ces droites, prolongées a l'infini, se rencon-
weront du ¢6té ou les angles sont plus petits que deux droits.

6. Deux droites ne reoferment point un espace.

15



LE PREMIER LIVRE DES ELEMENTS D’'EUCLIDE. 3

NOTIONS COMMUNES.

1. Les grandeurs égales 4 une méme grandeur, sont égales entre elles.

2. Si a des grandeurs égales, on ajoute des grandears égales, les touts seront
égaux.

3. Si de grandeurs égales, on retranche des grandeurs égales, les restes seront
égaux.

4. Si a des grandeurs inégales, on ajoute des grandeurs égales , les touts seront
inégaux.

5. Si de grandeurs inégales, on retranche des grandeurs égales, les restes
seront inégaux.

6. Les grandeurs , qui sont doubles d’une méme grandeur, sont égales entre
elles.

7. Les grandeurs, qui sont les moitiés d’une méme grandeur, sont égales entre
elles.

8. Les grandeurs, qui s’adaptent entre elles, sont égales entre elles.
g. Le tout est plus grand que la partie.

4 PROPOSITION PREMIERE.

Sug une droite donnée et finie, construire un triangle équilatéral.
Exrosition. Soit 4B une droite donnée et finie.
Dexenyination. 11 faut construire sur la droite finie 4B un triangle équilatéral.
£ Coxstruction. Du centre 4 et de Vintervalle AB , décrivoos la circonférence Bra
(dem. 3); etde plus, du centre B et de Pintervalle Ba » décrivons la circonférence

ATE; et du point T, ou les circonférences se coupent mutuelleraent , conduisons
aux points 4, 8 les droites TA, IB ( dem. 1 ).

T

/

Dinonstration. Car, puisque le point 4-est le centre du cercle sra, la
4o droite T est égale a la droite 4B (déf. 15); de plus, puisque le point B est le
centre du cercle ATE, la droite Br est égale 2 la droite 54 ; mais on a démoutré

que la droite ra éuwit égale 4 la droite 4B ; done chacune des droites TA, TB est

égale A la droite aB; or, les grandeurs qui sont égales 4 une méme grandeur,

sont égales entre elles (not. 1 ); donc la droite TA est égale i la droite 18 ; done
45 les trois droites ra, 4B, Br sont egales entre elles.

Corcrusion. Dong le triangle ABr (def. 24) est €quilatéral, et il est construit
sur la droite donnée et finie 4B, Ce qu’il fallait faire,
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FEUCLIDE: Héments Livre L. Proposition 47 Niveau 4®
Traduction Peyrard

LE THEOREME DE PYTHAGORE ET LA DEMONSTRATION DEUCLIDE
Récit d'une expérience en 4@

lére séance ( 1 heure ). Découverte, par :
1) L'observation d'une affiche montrant la
célebre figure, (affiche réalisée par un
éléve), Jexplique que cette figure était
C déja célébre du temps des Grecs, qu'on la
C trouve dans les Zéments dBuclide,
A illustrant un énoncé célébre, appelé le
théoréme de Pythagore, dont je donne
I'énoncé.

C Nous I'¢crivons en abrégé: C3 = C; + C,

2) Vérification expérimentale

Chaque éléve fait la figure sur son cahier,
aux dimensions de son choix, puis, aprés
mesures au double décimétre, tente de
vérifier I'égalité.

( succés inégal bien sGr | )

3) un puzzie

Jezplique aux enfants le découpage des
cing morceaux du puzzle, el leur explique
{e but : reconstituer avec cing morceaux le
grand carré. ( travail a faire a la maison )

2e séance (une heure )
1) Les éléves ont apporté les puzzies. Ils ont tous réussi la reconstitution
du carré. Contentement géneéral.....

Discussion: peut-on vraiment considérer avoir ainsi une véritable
"démonsiration” du théoréme? Avis trés pariagés. (Pour beaucoup
d'enfants, le puzzle apparait comme une preuve trés convaincante).

Cest alors que je propose l'étude du raisonnement d’'Euclide en
expliquant que c'est la plus ancienne démonstration connue du théoréme
de Pythagore.
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2 )Je distribue alors 1a feuille des propositions préliminaires (fiche 1)
Pour !a proposition 4, les éiéves font la figure demandee, puis nous

lisons 4 haute voix !'‘énoncé, expliquons l'étrange locution “chacun 2
chacun", dégageons les hypothéses, et les conclusions .

Ensuite nous lisons la démonstration. Quelques éléves remarquent
la présence d'un raisonnement par l'absurde ; je leur lis alors la
demande 6 : Deur droites ne comprennent point un espace”
c'est 2 dire : par deul points ne passe qu'une seule droite.

Admiration générale du souci de rigueur d’Euclide!

Puis nous étudions la proposition 41. L'énoncé est clair pour tout
le monde, et la démonstration facilement trouvée.

3e séance (1 heure)

Je distribue aux éléves le texte de la_proposition 47. (cf fiche 2), et
la figure déja préte, pour gagner du temps, d'un iriangle rectangle avec
les trois carrés adjoints. ( cf fiche 3 )

L'heure se passe alors a lire la démonstration dBuclide. Jai eu
pour ce travail une aide précieuse, celie du rétroprojecteur et de la
pochette de documents transparents diffusés par I'IREM d'Oriéans, "le
théoréme de Pythagore au rétroprojecteur ". Les éléves étaient ravis de
voir la figure compliquée se faire ( et se défaire ) sur le mur de la classe,
et ils ont été trés intéressés par la lecture du texte d'Euclide (pour eux,
bien sor, difficile).

A 1a fin de I'heure, j'ai distribué la suite des guestions 4 faire en devoir 2
1a maison. ( cf fiche 4 )

4e séance (1 demi-heure)

Je rends les devoirs, c'est ['heure du bilan. Celui-ci est trés positif. Les 23
éléves présents ont rendu le devoir. Une grande majorité a bien compris,
et réussi a rédiger clairement la démonstration en langage plus moderne.
Interrogés par écrit,

12 trouvent la démonstration "intéressante, astucieuse, pas irop

difficile "

10 Ia trouvent “intéressante, mais un peu difficile” .

1 la trouve "compliquée, et inutile”.

Je distribue un corrigé polycopié, qui est collé dans le cahier de cours .
(cf fiche 5 ).
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fiche 1

Etude de quelgues propositions du livre I des féments d'Euclide,

nécessaires a la compréhension de la démonstration de la proposition 47
( théoréme de Pythagore ).

Proposition 4

. Si deux triangles ont deux cétés égaux i deux céiés, chacun i chacun, et
15)1 les angles compris par les cdtés égaux soat égaux, ces wiangles auroat lsurs
bases dgales, ils seront égaux, et les angles restans, soutendus par les cétds
egaux, seront égaux chacun i chacun.

exercice

[Hiustrer cette proposition en constrgi&mt, avec rapportetlr et compas,
deux triangles AB[ et AEZtelsque BAT =EAZ , AB=AEet AT = AZ
Pensez-vous, comme Euclide, que les deux triangles soient égaux {(c'est 2

dire, ici, superposables} ?
Voici le raisonnement d'Euclide :

Car le triangle ABr étant appliqué sur le triangle 4Ez, le point A étant posé
sur le poiut &, et la droite A8 sur la droite a8, le point B s’appliquera sur le
point £, parce que AB est égal A AE; mais Ad éant appliqué sur aE, la droiwc Ar
s'sppliquera sur az, parce que Vangie BAT est égal 4 I"angle Baz; dont le poiatr
s’appliguera sur le point z, parce que AT est égal 4 42 ; mais le paint B s'applique
sur le point E; donc Ja base ar s'appliquera sur la base £z; cer.si le point B
s'appliquant sur le poiut £, et le point r sur le point z, la base or ne s'ap-
pliquait pas sur la base £z, deux droites comprendraient un espace, ce qui

.est impossible (dem. 6); donc la base Br s’appliquera sur la base £z, et lui sera
dgale; dodc le wriangle entier aBr sappliquera sur le triangle entier afz, et
lui sera égal; et les angles restans s"appliqueront sur les angles restans, et leur
seront égiux , l'angle ABr & I'angle akz, etlangle ars a I'angle azE.

. "Donc, si deux triangles oat deux cbtés égaux 4 deux cétés, chacun i chacun,
et si les angles compris par les cdtés éguux sont.égaux, ces triangles auront leurs

. bn._scs égales, ils seroot égavx, et les aogles restans, scutendus par les cdtés
"égaux, seront égaux chacun 3 chacun. Ce qu'il fallait démontrer.

p ition 41

Si un parallélogramme a la méme base qu'un triangle, et s’il est dans les
mémes paralléles, le parallélogramme est double du triangle.

Démontrez cette propositionen
utilisant vos souvenirs concernant
le calcul de l'aire d'un triangle .
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Proposition 47 du livre [ des Aéments dEuclide.

Enoncé et démonstration du

(3)

©)

(eo)

@5

théoréme de Pythagore

| Proposition 47] Dans les triangles rectangles, le carré du coté opposé a lungle
droit est égal aux carrés des cotés qui conprennent Fangle droit.

Sqit ABC un triangle rectangle, que BAC soit 'angle droit; je dis que le
carré du coté BC est égal aux carrés des cOtés BA, AC.

Décrivons avec BC le carré BDEC, ct avec BA, AC les carrés GB, HC
(C'est-d-dire ABFG et ACKH); et par le point A conduisons AL paralléle a
I'une ou Pautre des droites BD, CE; et joignons AD, I'C.

Puisque chacun des angles BAC, BAG est droit, les deux droites AC, AG,
non placées du méme cité, font avec la droite BA au point 4 de cette droitc,
deux angles de suite égaux a deux droits; donc la droite CA est dans la
direction de AG.

La droite BA est dans la direction AH, par la méme raison.

. Et puisque I'angle DBC est égal 4 I'angle FBA, étant droits I'un et I'autre,
si nous leur ajoutons I'angle commun ABC, I'angle entier DBA sera égal &
I'anglc entier FBC ,

Et puisque DB est égal 4 BC, et FB i BA, les deux droites 4B, BD sont
égales respectivement aux deux droites FB, BC: mais I'angle DBA est égal &
I'angle FBC; donc la base AD cst égale a la basc FC, ct le triangle ABD est
égal au triangle FBC (4).

Mais le parallélogramme BL est double du triangle ABD (41}, car ils ont
la méme base BD et ils sont entre les mémes paralléles BD, AL; lc carré BG
est double du triangle FBC, car ils ont la méme base BF el ils sont entre les
mémes paralléles FB, GC. ct les grandeurs qui sont doubles de grandeurs
égales sont égales entre elles; donc le paraliélogramme BL est égal au
carré GB. Ayant joint AE, BK, nous démontrerons semblablement que le
paraliélogramme CL est egal au carré HC: done le carré entier BDEC est
égal aux deux carrés GB. HC.

Mais le carré BDEC est décrit avec BC, et les carres GB, HC sont décrits
avec BA, AC, donc le carré du coté BC est égal aux carrés des cOtés BA,
AC. Donc dans les triangles, etc.
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fiche 3
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fiche 4

Cc emo ation de la ition 47

1) Lire 1'énoncé. lignes {1) et (2).
Cet énoncé, répété sous une autre forme aux lignes (3} et (4),
est célébre : c'est le fameux THEOREME DE PYTHAGORE.

remarque :en termes modernes, il vaudrait mieux dire: "l'aire du carré
de coté BC est égal 4 la somme des aires des carrés des cotés AB et AC”.

2) Réaliser les constructions proposées aux lignes (5) a (7).
(te point L est a l'intersection de la paralléle tracée avec la droite (DE).

3) A fa ligne (8), pourquoi Euclide peut-il affirmer que chacun des angles
BAC ET BAG est droit 7
A cette méme ligne, on lit ensuite : "Les deux droites AC, AG,
non placées du méme coté.....". Le mot "droite” est-il celui que
nous utiliserions dans notre langage moderne ?

Reécrivez le raisonnement des lignes (8) a (12) en langage plus
moderne.

4) Etudiez ensuite les lignes (13) a (19).

Coloriez sur votre figure les triangles ABD et FBC. Expliquez comment
fa proposition 4 s’applique bien ici pour permettre de démontrer que ces
triangles sont égaux.

5) Etudiez ensuite les lignes (20) a (24).

Coloriez, ou hachurez d'une méme couleur, le parallélogramme BDLI et
le carré BFGA.

Expliquez le raisonnement d'Euclide, en montrant bien comment il peut
utiliser, deux fois de suite, 1a proposition 41.(A ce propos, on montrera
'utitité du premier paragraphe de la démonstration, ou Euclide a
démontré que C, A, G sont alignés).

Iffustrez les lignes (25) et (26) en coloriant {ou hachurant), d'une
autre couleur le rectangle CILE et le carré ACKH.

A fa ligne (27) . précisez le raisonnement 'permettant de conclure:
"donc le carré entier BDEC est égal a 1a somme des deux carrés ABFG et
ACKH “("égal” signifiant ici " a l2a méme aire que ....").

6) Pour finir, essayez d'exposer, en résumant, le plan de fa démonstration
d'Buclide.
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fiche 5
La démonstration d Euclide en langage moderne. M
1) Puisque, par hypothese, I'angle
BAC est droit, et puisque, par
copstruction, BAGF est un cargé, & %
BAG est droit {ui aussi, et donc CAG A
est l1a somme de deux angles droits,
CAG est un angle plat, et par -

conséquent C_A. G sont alignés oL

Pour les mémes raisons 1+ -
B, A, H sont alignés = ’]
N
4
2) Les triangles FBC et ABD ont : |
FB = AB { cités d' un méme carré ) > is. e

BC - BD (cotés d’un méme carre ) o~
et FBC = Aﬁﬁ) ( car chacun est égal 2 : I'angle ABC plus un angle droit)
Ayant un angle égal compris entre deux cites égaux “chacun a chacun”,
fes triangles FBC et ABD sont égaux {superposables ). { cf. proposition 4)

e BDLI est double du triangle ABD, car ils sont
consiruits sur la méme base [BD] et entre les mémes parailéles (BD) et
{AL). ( cf . proposition 41 )

De méme, puisque C, A, G sont alignés, le carré BFGA et le triangle BFC
sont construits sur la méme base [BF] et entre les mémes paralléles (BF)
et (CG).

Donc, toujours d'aprés la proposition 41, le carré BFGA est le double du

triangle FBC

4) Or des grandeurs doubles de grandeurs égales sont égales entre elles
donc, puisque FBC et ABD, superposables, ont la méme aire, le
arallélogramme BDLI a {a méme aire que le carré BFGA .

On démontrerait de méme que : le parallélogramme CILE 2 méme aire
ue le carré ACKH .

Or te carré BDEC est la somme des deux parallélogrammes {rectangles)
BDLI et CILE .L'aire de BDEC est donc la somme des aires des deux carrés
ABFG et ACKH.

CONCLUSION :Théoréme de Pythagore
Dans tout triangle rectangle, le carré construit sur
I'hypoténuse est égal 2 1a somme des carres consiruits sur
les cotés de I'angle droitl.
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EUCLIDE : Zéments Livre V1. Proposition I Niveau 3¢
Traduction Peyrard; ed. Blanchard 1966.

DEMONSTRATION DU THEOREME DE THALES.

Cette démonstration, située au début du livre VI, conjugue de facon
étonnante la methode des aires, et la théorie des proportions développée
dans le livre V.

On notera qu'elle réussit 2 contourner !a difficulté a laquelle se heurte la
démonstration classique par les paralléles équidistantes, qui ne peut
étre faite au niveau élémentaire que dans le cas ou les rapports de
longueurs sont rationnels .

Bxpéri .

Dans les différentes classes, cette étude a toujours é1é proposée aprés que
les éléves se soient déja familiarisés avec le célébre théoréme de Thales,
étudié d'abord classiquement, et utilisé dans de nombreux exercices .

Le travail a fait 'objet d'un devoir 4 la maisom, sans préparation
spéciale, englobant les eXercices préparatoires et la reponse au
questionnaire visant 2 vérifier la compréhension du raisonnement
d'Euclide .

Le jour ou les devoirs corrigés ont é1é rendus aux éléves, une demi-heure
environ a été consacrée, en classe, a des mises au point, et a un court
débat sur l'intérét de la démonstration d Euclide.

Bilan

En général, 3 part quelques cas, peu nombreux, d'incompréhension, les
éléves ont été trés intéressés par loriginalité du travail et l'élégance
magistrale du raisonnement d'Buclide. Voici, pris au hasard parmi les
commentaires a fa fin des devoirs, le suivant :

" Cette démonstration n'est pas trop difficile, mais il ne faut pas perdre le
moral pour suivre de bout en bout le raisonnement dEuclide. Tous les
éléments sont importants, Il faudrait étre un génie pour trouver une
faille i ce raisonnement {".
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La démonstration par Buclide du théoréme de Thalés.

I Egzercices préparatoires.

Rappel .

L'aire d'un triangle est égale au demi-produit d'un cdété par la hauteur

relative a ce cté :

Exercice 1

1 1 1
A = Sah, =5 bhy =5 Ch,

Prouver que les deux triangles
ABCet A, BC dela figure ci-

conire ont la méme aire.

Parmi les propositions dEuclide
proposées dans la feuille ci-jointe,
laquelie exprime cette propriété?
Dans quel sens Euclide utilise-t-il, 12
locution " triangles égaux "7

Regarder la figure ci-contre.
On suppose :

B, C, D alignés , BC = 2a et CD= 3a
Dans que! rapport sont les
longueurs BCet CD 7
Monirer que les cing triangles
juxtaposés numeérotés 1,2,3 .45
ont la méme aire .

En déduire que les aires des
triangles ABC et ACD sont aussi

dans le raport de 2 2 3,

2
(ou encore dans le rapport 3)'

Lire maintenant la proposition 1 du livee VI des Zléments d'Euclide.
Elle signifie, généralisant {'exemple précédent :
“Des triangles qui ont la méme hauteur ont leurs aires dans le méme

rapport que leurs bases .’
Autrement dit :

B . C . Détant alignes,

26
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Exercice 3

Regarder fa figure ci-contre.
(ED) est supposée paralléle & (BC)

1°) Montrer, en utilisant une proposition
d'Euclide, que les triangles BDE et CDE ont
la méme aire. On écrira :

A(BDE} = A{CDE) ,
d'ou, en formant les rapports de ces deux
aires a l'aire de ADE:

A(BDE) A(CDE)

(1)

A(ADE) ~ A(ADE)

2°) Montrer que les triangles ADE et BDE ont une hauteur commune.
(On refera la figure, en coloriant ces deux triangles, et en tracant la
hauteur commune).

Que peut-on en déduire, d'apres la proposition 1 du livre V1?7

o A(BDE) ...
Compléter: A(ADE) ~

(2}

Montrer de méme que les triangles CDE et ADE ont une hauteur
commune. (Faire une nouvelle figure)

En déduire, toujours d'aprés la proposition 1 du livre V1.

(3)

3°) Des égalités (1), (2), (3), déduire que les fongueurs BD et CE sont
proportionnefles a3 DA et EA.
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11 Lecture de la proposition 11 du livre VI des Aémenis
d'Buclide

1°) Lisez d'abord 1a premidre phrase (lignes 1 et 2).

Cest le célébre énoncé de Thalés
Le connaissiez-vous déja? Sous quelle formulation est-il donné dans
votre cours 7

2°) La deuxiéme phrase, entre crochets , est 'énoncé “réciproque .
Queile différence faites vous entre ces deux énoncés?

3°) Aux lignes (5) et (8), Euclide précise les notations qu'il va utiliser
pour la démonstration et réaffirme I'énoncé, désormais précisé par ces
notations :

“Je dis que ED est 4 DA comme CE est 2 EA”

("Je dis " signifie : j'affirme et je vais démontrer .).

Question : Comment écrivons-nous, de fagon moderne,
"ED est 2 DA comme CE est 2 EA"7

4°) La demonstration commence 2 ia ligne (8); {c'est la premiére
démonstration connue de ce théoréme trés ancien ).
Si vous avez fait I'exercice 3, vous devriez la comprendre facilement.

Vous pourrez vérifier que :
-les raisonnements des lignes (8) 4 (11) sont ceux de la lére
question.
-ceux des lignes (12) 2 (15) sont ceux de la 2e question,
-qu'enfin fe “donc” de la ligne (16) correspond a la déduction de la
3e question.

Question subsidiaire
Trouvez-vous ce raisonnement difficile 7

clair 7
convaincant 7
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LE PREMIER LIVRE DES ELEMENTS D’EUCLIDE.

A S 1 T T— AT
e T b e

PROPOSITION XXXVIL

Les triangles, coostruits sur la méme base et entre les mémes paralléles,
sont égaut.

LE SIXIEME LIVRE

DES ELEMENTS DEUCLIDE.

PROPOSITION PREMIERE.

Les triangles @t les parallélogrammes)qui oot ]z méme hauteur sont entr'euz
Somme leurs basegs.

PRGCGPOSITION 1L

§i Pon méne une droite parallele 2 un des cdtds d’un iriangle, cette
droite coupera proportionoellement les colés de ce triansle ;[et si les cdids
d’un trisngle sont coupés proportionnellement , la droite qui joindra les sec-
tions sera paralizle au cdté restant du triangle.)

{(Aj

I\qenons DE paralléle & un des cétds 3¢ du wiangle asc; je dis que 3D (v)
est aDA comme CE est & Ea.

Joignons BE, CD .

c -4

Le triangle BDE sera égal au triangle <p (37. 1), parce qu'ils ont la méme base (8)
DE, et qu’ils sont compris entre les mémes paralléles Dk ,c3 . Mais ADE est un autre
triaagle; et des grandeurs égales ont la méme raison avec ure méme grandeyr (12
(7. 5); donc le triangle BDE est au triangle sDE comme le triangle ¢DE est
au triungle ADE. Mais le triangle 2pE est au iriangle 42 comme B est 3 Da -
car ces deux triangles, qui ont la méme hauteur, savoir, la perpendiculair;
menée du poiot £ sur la droite 4B, sont entr'eux comme leurs bases (1. 6).

Par la méme raison le triangle cDE est au triangle 4% comme cx est 3 EAj
doac BDesth DA comme CE est A Ea
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FUCLIDE : Aéments Livre V1. Proposition XIII Niveau
Traduction Peyrard; ed. Blanchard 1966. 3e-2¢

MOYENNE PROPORT IONNELLE

1. Exercices préparatoires 2 la leciure de la proposition X111
du livre VI
1) Si ab,c sont des éléments de R**, b est la moyenne proportionnelle
b
¢
Calculez la moyenne proportionnelle: entre 3et?

entre 5S¢t 3

. . a
entre a et ¢ si et seulement 81 5

entre 2et i1

a b
Complétez 1a phrase suivante: si g =% alors b =

2)ABC est un triangle rectangle en A de hauteur [AH].

Rappelez la relation métrique dans le triangle rectangle donnant le carré
de la hauteur .

Faites une phrase pour exprimer entre quelles longueurs la hauteur est
moyenne proportionnelle .

I1.leciure du texte .

1) Lisez le texte en réalisant la figure.

2)La justification en langage moderne de la ligne 7 est-elle la méme de
nos jours 7

3) Donnez la justification des lignes 89 et 10;

4) Déduisez de ce texte une construction de {a moyenne proportionnelle
entre un segment de mesure 2 et un segment de mesure 3, un segment
et son double .

N.B.Vous trouverez plus loin un travail sur ia racine carrée 3 ['aide d'un
texte de Descartes utilisant /2 méthode d Kuclide .

30



PROPOSITION XIIL

Deux droites étant données, trouver une moyenne proportionnelle.

Soient 4B, 3r les deux droites données; il faut trouver une moyenne pro=
portionnelle enire AB, BT.

Placons ces droites dans la méme direction, et sur la droite AT décrivons
le demi-cercle Asr; du point B mnenons Ba perpendiculaire & Ar, et joignons
AA, AT (11, 1)

A B T

Puisque V'angle Asr est dans un demi-cercle, cet angle est droit (31. 3)
Et puisque dans le triangle rectangle aar on a mené de Pangle droit la droite
a8 perpendiculaire 4 la base, Ja droite 4B est moyenne proportionpelle entre
les segments aB, Br de la base (cor. 8. 6).

Donc les deux droites a8, Br étant données, on a trouvé une Imoyenne
proportionnélle 3a, Ce qu'il fallait faire.
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EUCLIDE : &¢ments Livre 1X. Proposition XX Niveau TA,
Traduction Peyrard; ed. Blanchard 1966.

DE L'INFINITE DES NOMBRES PREMIERS

I. Travail préliminaire 3 la lecture du lexte.

1. Quel est le plus petit multiple commun de 2, 3, 57

2. 0n appelle a ce nombre. a + 1 est-il premiec?

3. Quel est le plus petit mutiple commun de 3, 5, et 77

4. On appelle b ce nombre; b + 1 est-il premier?

5. Le nombre b + | permet-il de trouver un nombre premier
différent de 3,5 et 77

6. Quel est le plus petit multiple commun de 2,3,5,7 et 117
7.0n appelle c ce nombre; ¢ + 1 est-il premier?

11. Questions accompagnant 1a fecture du (exie :

Avant de commencer la tecture, faisons deux remarques sur le langage et
les notations :'un nombre H est mesuré par un nombre A" si H est
multiple de A; dans ce texte EZ est un nombre, AE, AZ sont des nombres.

1. Rappelez ta définition du nombre premier.
2. Lisez l'énoncé de la proposition (lignes 1 et 2} : comment la
formuleriez-vous?
3. Lisez les lignes 3 2 6: comment Euclide appelle-t-if le ppem de 2
nombres ? Que vaut AE pour l'exemple numérique dans ce texte? Etant
donné trois nombres A, B, I' peut-on toujours trouver le plus petit nombre
mesuré par eux?
4. Lisez les lignes 6 2 9. Dans l'exemple numérique, quel est le nouveau
nombre entier. ’
5. Lisez la premiére phrase des lignes 10 et 11. Donnez un énoncé possible
de la proposition 33.7. Comment pouvez-vous justifier cette proposition?
6. Lisez les lignes 11 et {2
Euclide énonce “je dis que H n'est aucun des nombres A, B, T"; le “je dis
que" annonce une démonstration: pour démontrer que H n'est ni A, ni B,
ni T, il commence par supposer H égal 4 i'un d'eux. Comment appelle-t-on
ce genre de raisonnement?
7. Supposez H = A. Les hypothéses précédentes sont :

H mesure EZ

A mesure AR
Concluez-en “"H mesure 1" a l'aide du théoréme:
Si a divise b et ¢ alors a divise b-c.
8. Lisez les lignes 12 4 15. Ou réside la contradiction?
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9 Terminez la lecture et relisez le texte en entier. Quel commentaire
pouvez vous faire?

1I1. Commentaires.

Cette expérience fut proposée dans le cadre de l'option arithmétique en
TA2. Jai proposé une réflexion sur les nombres premiers ; les deux
questions travaillées furent

Y a-t-il une loi de formation des nombres premiers?

La suite des nombres premiers est-elle finie 7
Le travail proposé demande comme connaissances pré-requises la
définition du nombre entier et le théoréme : "si a divise b et ¢ alors a
divise b-¢“,

PROPOSITION XX.

Les nombres premiers sont en plus grande quantité que toute quantilé pro-
posée de nombres premiers.

Soient 4, B, T les nombres premiers que l'on aura proposés; je dis que les
pombres premiers sont en plus grande quantité que les nombres 4, 8, T

A, 2,5 r, 5

E %8. A

z
—

Soit pris le plus petit nombre qui est mesuré par les nowbres 4,8, T (38.7);
et que ce norabre soil AE ; ajoutons Punité A2 3 oE; le nombre Ez sera un nombre
premier, ou il he le sera pas. Qu’il soil d’sbord un pambre premier; on aura trouvé
les nombres premiers 4, B, T, EL quisonten plus grande quantité que les nombres
A,B,T,

Mais que EZ ne soit pas un nombre premier; ce nombre sera mesuré par quelque
nombre premies (33. 7). Qu’il soit mesuré par le pombre premier-H ; je dis que H
p’est aucun des nombres 4, B,T. Qu’il soit un de ces nombres, si cela est pos-
sible. Puisque les nombres 4, B, T mesurent 4E, le nombre H mesurera AE. Mais

A, 5 B, A I, 7.
B 105, A2
H, 53.

H mesure £z ; donc H, qui est un nombre, mesurera Punité restante A2, ce qui
est absurde ; donc H ’est aucun des nombres A, 8, T. Mais on a supposé qu'il
est un nombre premier ; les nombres premiers 4, 3, T, §, que l'on a trouvés, sont
donc en plus.grande quantité que les nombres 4, 8, T. Ce qu'il fallait démontrer.
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ARCHIMEDE.

ARCHIMEDE (287 avant )C. ,212 avant ]C.) a laissé de nombreux
ouvrages, entre autres: le Premier et fe Second livre des équilibres,
lArénaire o0 il expose un systéme de numeération pour les trés grands
nombres, Jes corps flotianis (le fameux principe d'Archiméde ), Sur /s
sphére et le cylindre (calcul du volume de la sphére 2 partir d'un
cylindre de méme rayon, Lz quadrature de /g parabofe (calcul de lgire
d'un segment de parabole), etc.

Dans La mesure du cercfe, Archiméde démontre irois propositions:

Proposition 1 : "tout cercle est équivalent 4 un triangle dans lequel l'un
des cétés de l'angle droit est égal au rayon du cercle et la base (cest 2
dire I'autre coté de I'angle droit) égale au périmétre du cercle” .

En termes modernes, si A, P, R sont respectivement |'aire, le périmetre, le
1 A P

rayon d'un cercle, alors A = 2 RP ou R R Autrement dit, c'est la
méme consiante {ceiie que nous appelons n) qui intervient dans le calcul
de l'aire et celui du périmétre d'un cercle .

Archiméde met en oeuvre la méthode dite d'exhaustion, déji
développée par Fudoxe et Euclide . La méthode permet d'éviter le
passage a linfini {voir Mathématigues su 11l des dges, pages 131 2 134).

Proposition 3 : “Le périmeétre de tout cercle est égal au triple du
diamétre, augmenté d'un segment compris entre les dix-soixante-et-
onziéme et le septiéme du diamétre “,

Autrement dit, si P et D sont le périmétre et le diamétire d'un cercle, alors

i0 P 1

De ces deux propositions, on peut déduire une valeur approchée de laire
d'uncercle: A= % d?2 (prop. 2 du texte)

P
Notons qu'Archiméde se préoccupe d'encadrer un rapport ( D ) et non

pas un nombre . La notation w {de wepiperpov) date du début du
XVIII€ siécle.
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Archiméde obtient cet encadrement par le calcul de valeurs approchées

. X P . .
{respectivement par défaut et par excés) de %6 et 0%6 {notations bien
anachroniques | ), Pgg étant fe périméire du polygone régulier a 96 cotés
inscrit dans le cercle et Qg celui du polygone régulier 2 96 cotés
circonscrit au cercie . Ces valeurs approchées sont calcuiées grace a un
procéde itératif : Archiméde part d'un hexagone régulier (pour lequel le
rapport est connu ) et donne une méthode de calcul permettant d'obtenir
le rapport cherché pour un polygone ayant le double de cotés .

L.a méthode d'Archimeéde sera reprise de nombreuses fois : citons
Al-Kashi(XVe€megiecle), Fibonacci (XI11€MEsiécle), Métius (XVII®MEsiecle)
etc.

Viete (1540-1603), par un travail analogue sur les aires, obtient le
fameux rapport comme produit infini :

(voir brochure M:A.TH.n" 6! page [4)

Huygens (1629-1695) améliore la méthode .
11 faut attendre Newton (1642-1727) pour trouver des méthodes
radicalement différenies: dans La métfode des Hurfons , Newton calcule

une approximation de n a l'aide d'un développement en série et d'un
calcut d'intégrale (voir brochure M.A.TH.n"61 page 24)

Lambert (1728-1777) démontre l'irrationnalité de n on retrouve
cette démonstration , ainsi que celle de Yirrationnalité de n? , dans les
Eléments de géoméirie de Legendre {1794).

Enfin, la transcendance de n est démontrée par Lindemann en
1882.

Au sujet de n on lira avec intérét le numéro spécia/ 7 du Pels!

(rebiméd
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ARCHIMEDE :La& mesure du cercle Niveau
Trad.Charles Mugler . Edition les Belles Lettres 3® -2°

TROIS FICHES SUR LE CALCUL DE R.

I. Présentation
Ces fiches sont destinées 2 des éléves de troisiéme, mais sans doute
peuvent-elles étre utilement données aussi en début de classe de
seconde).
. Les deux premiéres présentent la méthode, (adapiée de celle
d’'Archiméde) :

La fiche 1 permet de trouver un premier encadrement de =,

a partir d’hexagones réguliers (inscrit et circonscrit).

La fiche 2 ameéliore la précision, en utilisant des dodécagones
réguliers.

La fiche 3 propose !a lecture de 1a proposition 3 du traité e /2
mesure du cercle, et propose une réflexion sur les résultats
(d'Archiméde et de certains de ses successeurs).

I1. Utilisation
Aprés plusieurs essais et mises au point, il semble raisonnable :

de proposer la fiche 1 a toute la classe de troisi¢me, en devoir
4 Ia maison

. aprés correction de cette fiche 1, de proposer la fiche 2, en ne
demandant un travail rédigé sur feuille qu'aux éleves
suffisamment capables et motivés. (Inutile de décourager les
autres, les calcuis sont un peu difficiles)

_enfin une heure en classe peut-éire consacrée 2 la lecture de
ia fiche 3, c'est 4 dire 4 ia proposition d'Archimede, et ensuite
au travail sur les encadrements successifs, travail fort instructif
et qui est facilement suivi par toute 1a classe.

La fin de cette fiche, qui indique la méthode de Huygens pour
améliorer ceile d'Archiméde, ainsi que ses résuitats
étonnamment précis, est {2 pour la détente, et aussi bien sir
pour susciter la curiosité (historique ou méthodologique).
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111 Prérequis

En géomeétrie, le théoréme de Pythagore el le théoréme de Thalés.
En algébre, de bonnes notions des méthodes de calcu!f sur les
radicaux (pour la fiche 2).

IV Objectifs

Pédagogigues

1°) Proposer un probléme de géoméirie motivant :
comment, dans les temps anciens, a-t-on reéussi 2
approcher ce mystérieus nombre =®, quelle fut en
particulier la méthode d'Archiméde?

2') Le probléme nécessite la réalisation de [figures
soignées et intéressantes a comtempler.

Les raisonnements font intervenir des notions de
géométrie élémentaire, mais aussi des théoremes
nouvellement étudiés. (Thalés, Pythagore)

3°) Faire faire aux ¢iéves des calculs sur les radicauxen
motivant les calculs par un objectiil précis mieux
encadrer 8.

4*) Faire travailler les éléves de facon naturelle sur des
minorations, des majorations, des encadrements.

Culturels

Proposer un exemple de méthode & point de départ
géométrique, aboutissant 2 des caiculs de plus en plus
précis permettant d'approcher de pius en plus prés un
nombre réel inaccessible.

Proposer une réflexion sur l'ancienneté et la difficulté de
certains probléemes, sur l'astuce et l'obstination des
chercheurs 3 toutes époques. Cest l'occasion de parler un
peu d'Archimeéde, mais aussi des mathématiciens du 178
siécle et de leur successeurs...

39



SUR LES PAS D'ARCHIMEDE ......
Un premier encadremeni de x

Dans les temps trés anciens, on savait déja que, pour obtenir le périmétre
d'un cercle, il faut multiplier le diamétre par un nombre un peu supérieur
i trois.

Mais de ce nombre mystérieux, (actuellement désigné par la lettre % ), on
ne connut longtemps que des valeurs approximatives, déterminées sans
doute empiriquement .

Aussi l'un des meérites du grand Archiméde (3e siécle Av J.C.) est-il
d'avoir trouvé et expliqué une méthode, {s'appuyant sur des
raisonnements géométriques), permettant dencadrer ® de [facon

indiscutable et précise.
Cette fiche et la suivante ont comme but de vous donner une idée du
raisonnement d'Archiméde.

1°) Soit {C) un cercle de centre O, de rayon R,
A et A, deux points de (C) tels que A|A; = R

a) Prouver que le triangle A, O A, est équilatéral,
en déduire [a mesure en degrés de l'angle A O A,.
b) On reporte la longueur R six fois (en partant de A;) de facon 2
obtenir sur les cercles les points Ay Az A  AgAgAg Ay
[ A Prouver que A, et A, sont diamétralement

0pposés.
Prouver que A, et A, sont confondus.

4. ©) Calculer en fonction de R le périmetre Pg

de f'hexagone régulier ainsin obtenu, dit
"iascrit " dans le cercle.
d) H étant le milieu de [A,A,], prouver que

“he ' le triangle OHA | est rectangle.
En deduu'e le calcul en fonction de R de ia longueur OH, appelée

"apothéme" de l'hexagone. (On doit trouver OH =R \—'(2'- )
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2°)La droite (OH) coupe le petit arc A, A, en T. Construire la tangente 2 (C)
au point T ; elle coupe {OA,} en By, (0A;) en B, On admettra que
[B,le esi un ¢oté d'un deuxiéme hexagone régulier, dont les six cotés
sont tangents au cercle, et dit pour cette raison “circonscrit * au cercle.

Terminer le tracé de 'hexagone circonscrit .

Prouver que les deux hexagones inscrits et circonscrits ont leurs

cotés deux 2 deux paralléles.

D'apres le théoréme de Thalés appliqué aus triangles OHA, et OTB, ,
HA,
T8, "o

Calculer TB en fonction de R.

En déduire que {'hexagone circonscrit a pour périmetre
Py = (4/3) x R

3°) En admettant, comme le fait Archiméde dans son petit traité
De fa mesure du cercle | que !a longueur L du cercle vérifie :

Pg <L< Py,

. - L
montret que e nombre £, qui peut se définir comme le rapport D de

ia fongueur d'un cercle 2 son diamétre, est sirement compris entre
Jet347.

Fiche 2

Recherche d'un encadrement de ® plus précis

Comme Archiméde, nous utiliserons cette fois des DODECAGONES réguliers
(inscrit et circonscrit). (en grec dwdexa = douze)

FIGURE : Tracer un cercle de grand rayon.
Trouver une méthode pour le diviser en 12 arcs égaux.
En joignani les douze poinis de division consécutifs, on obtient un
dodécagone régulier inscrit dans le cercle .
En s inspirant du tracé (fait  la fiche 1) de 'hexagone circonscrit, tracer
aussi le dodécagone régulier circonscrit au cercle de fagon que ses chtés
soient paraliéles & ceux du dodécagone inscrit.
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CALCULS

Voici un extrait de la figure:

[AB} et [BA,] sont 2 cotés du
dodécagone inscrit.

[CDI et IDE] sont 2 cHtés du

dodécagone circonscrit.

(AA[) et {OB) se coupent en H,

M est le milieu de l'arc BC,

(OM) coupe {AB) en K, milieu de [AB],

I. Caicul du périméire Py, du dodécagone inscrit
17) Que représente la doite (OB} pour le segment [AA]?

2*) Calculer en fonction de R les longueurs AH, OH, BH.
3°) En utilisant le théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle AHB,

montrer que : AB = Rx\]2~\/§

4°) Utiliser ce résultat et {a calculatrice pour vérifier que
P, = 6,211 x R (par défaut)

5°} Calculer l'apothéme OK (on doit trouver OK = Rx % \}2+\G }

11. Caicul du périmeétre P';, du dodécagone circonscrit

1°) Pourquoi peui-on appliquer la propriéié de Thalés aux triangles
OKB et OMD 7
On peut en déduire que trois rapports sent égaux . Ecrire celte égalite.
. OM MD 0D

2 _en déduire CD = 2R 23
2+\/§ 2'*\[.7;
\j_

. . . 2-V3
uis, apres avoir vérifié I'égalité —= = {2-V3)?2,
pais, ap * 2ol - 2

Montrer que A =

montrer que CD = 2R «x (2-3)
A la calculatrice, vérifier alors que P',, = 6,431 x R (par excés)

111. Supposant cette fois, toujours comme Archiméde, que la longueur L
du cercle vérifie P, <LCP,y,
utiliser les valeurs trouvées de P, et P'y, pour montrer que :

3,10< g ¢ 322

42



Fiche 3

Les résultats d'Archiméde et les calculs de Huygens

Archiméde, avec une remarquable obstination, poussa les calculs de
périmétres jusqu'aux polygones réguliers 2 96 cotés. Il obtint ainsi des
valeurs approchées fractionnaires de &, (par défaut 2 partir des polygones
inscrits, par exces a partir des circonscrits), en améliorant la précision a

chague étape.

Archiméde put alors énoncer la célébre PROPOSITION 3 de son traité

De la mesure du cercle : Mavrds xduhau § weplparpos iis Siopérpou rpvrhaoluy
lodl kal In dweplyn dooows plv § €85py plpe s
Brapbrpou, jullove 82 § Bixa BopnroaTopbvois.

diamdtre, augmentd d‘un segment compris entre lea

Lo périmétre de tout cercle est égal au triple du
dix soixante et onzidmes et le soptitme du diaméire®.

Autrement dit, P = 3D+ § ave¢c .. xD<S < . xD

d'ou . xD<P<«.. xD
et donc, en divisant par D, 3+ 7-1— <CE <3+ -7f
QUEST IONS:

1°) Si Archiméde avait connu {'écriture décimale,
. De combien de décimales exactes ce résultat I'assurait-il?
. Montrer qu'il aurait pu donner de & un encadrement d¢'amplitude
3.10°3
2°) Bn fait Archimede fit les calculs, de proche en proche, en partant de
n = 6 (hexagones ), et en doublant n 4 chaque étape.
Voici, remis en écriture décimale 4 l'aide d'une calculatrice, les résultats
d'Archiméde :

P, P,

1 D {par défaut) D (par excés)

6 3 3,464151

12 | 3,105765 3215411

24 3,132446 3,159727

48 3,139223 3.146193

96 3,140909 3142827
Pour n=6, onobtient 3 < n< 347 (voir fiche 1)
pour fn= 12 310 < n < 322 (voir fiche 2)

Donner de méme les encadrements de n par des decimaux d'ordre 2

obtenus pour n = 24, n=48 n =96
Comparer les précisions de ces encadrements successifs.
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LA FORMULE DE HUYGENS

Le hollandais Huygens, éminent homme de science du 17° siecle,
réussit a améliorer considérablement lefficacité de la méthode
d'Archiméde.
Ainsi, au lieu d'écrire simplement : P, < L < P,

I1 démontre que :

1 2 |
plz + g{plz ‘pé) { L ¢ g plz '{""3" p‘lz

Montrer que cette inégalité, appliquée en utilisant les valeurs
de Pg , Py, P'|y trouvées par Archiméde, permet d'obtenir 2 méme

précision qu'Archiméde avec les polygones a 96 cités.

Huygens utilise ensuite des polygones 2 30 et 60 cotés et, de Iz méme
facon, écrit :

1 2 |
Peo + 3(P30Pep) <L <3 Peo *3 Peo

alors il trouve  6,283183< 2m ¢ 6283188 .
Enfin, en utilisant les calculs d'un certain Ludolphe de Cologne

(1540-1610) qui avait étudié des polygones a 5400 et 10800 cétés, il
obtint :

6,283185307179584 < 2= < 6,283185307179589

Combien de décimales de @ Huygens a-t-il ainsi obtenu?

Ludolphe de Cologne, [ui-méme s'acharna sur le calcul de ® . En utilisant
un polygone a 60x229 cbtés, il obtint (en 1609 ) 35 décimales de = !

(En Allemagne, ® fut longtemps appelé le nombre de Ludolphe...}
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DE CIRCULI MAGNITUDINE INVENTA. 1654. L' INVENTION DE LA GRANDEUR DU CERCLE.
(Huygens)

Tréor. VII. Pror. VIL
Touse circonférence de cercle eff plus grande que ls périmétre du polygone & cdtés

dgauz qui lui eff inferis, plusle tizrs d2 la quantizé dent ce méme périméire furpallz
le périmétre & un auire polygone inferit duguel le nombre des cdtés eft la moisié

Tutor. IX, Pror. [X.

Toute circonférence de cercle gff plus pezite que les deus viers du périméire dun
polygone & cirés égaux qui ui éft inferit plus le viers du périmétre du polygone fem-

blable circonferit
=
/ =

G
A L {G
n/
p

(Fig. 9.]
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ARCHIMEDE : Za mesure du cercle. Prop 3. Niveau
Traduction Mugler TC -1¢reS
Bd . Les Belles Lettres

LA MESURE DU CERCLE

La mesure du cercle est un théme qui traverse l'histoire des
mathématiques depuis I'Antiquité jusqu'a nos jours .

Les exercices suivants ont pour but de déterminer un algorithme de
calcul de n, suivant une méthode analogue A4 celle employée par
Archiméde pour encadrer le rapport du périmétre au diamétre d'un
cercle. La notation™n” est récente: début du XVIlle siécle. Archiméde ne
calcuie pas un nombre, mais un rapport. Nous lirons d‘ailleurs en classe
un extrait de Lz mesure du cercfe. d'Archiméde .

La "régle du jeu “des exercices est la suivante: nous cherchons =,
donc nous nous interdisons l'utilisation de la touche % de nos
calculatrices : nous ne nous servirons que des opérations élémentaires

"+ ,X,0,- \/_ (qu'on savait faire " a [a main” du temps d'Archiméde ).

Comme Archiméde , nous admettrons le résultat suivant : si Pet Q
sont les périmétres respectifs d'un polygone inscrit dans le cercle et d'un
polygone circonscrit au cercle , alors P <p <Q o0 p est le périmetre du
cercle .

1 Deux encadrementsden .

1°) Soit € un cercle de centre O de rayon |.
a) Inscrire dans C un hexagone régulier (A1A2 Az Ag A5 Ag) .Quel est e
périmetre de I'hexagone ?

b) La médiatrice de chaque cté {A; Ai.1] de I'hexagone coupe le petit arc
(Aj A;.y) du cercle en un point par lequel on meéne la tangente au cercle.
On obtient ainsi un hexagone (A'y A'2 A'3 A'q A's A's) circonscrit au cercle.
Montrer que 0O, A; , A'j sont alignés ; en déduire que cet hexagone est
régulier, puis calculer son perimetre.

c) A Iaide de a), b), donner un encadrement de n par des nombres
décimaux.

2°)

a) Sur la méme figure, inscrire dans C un dodécagone régulier. Calculer
son périmétre.

b) Circonscrire aC un dodécagone régulier . Calculer son périmétre.

c) Donner un encadrement de n par des nombres décimaux .
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1] Algorithmes de calcul de n.
On appelle :

¢, , la longueur du cdté d'un polygone régulier a4 2N x6 obtés inscrit
dans€ et p, ,son périmétre ( que valent ¢y, pg, ¢;. qy 7).

t, , la longueur du coté d'un polygone régulier 2 2Px6 cotes
circonscrit 4C et g, , son périmetre (que valent t5, qq. L, , 4 7).

On veut déterminer un algorithme programmable permettant de calculer
¢, et t, (donc p, et q,) pour n quelconque. Admettant alors p, < p <Q,

on obtient un encadrement de 1.

A) Premiére méthode . N
1°)Déterminer une relation de c AB = nee
récurrence liant c et ¢,y / ACzq,
Remarque : le théoréme de A
Pythagore suffiti
2°) Déterminer une relation liant b
c et t) . ‘ ABzc
3°)Ecrire un programme ‘\ DE = t,
permettant a votre machine de c

1 1 " sof;A;?i;:é:){B’E
calculer ¢, thy. 3Py . 5 Q POUr ‘ | W INe)

n quelconque.

4°) A l'aide de ce programme, déter miner des valeurs approchées de %’ P,

1 ,
et 5 q, pour o =1, 2, 3 4 . En déduire des encadrements de n par des
nombres décimaux .
1 1 .
(Attention : les valeurs approchées de 5 p, €t 5 q, utilisées pour

encadrer 1 doivent-elles étre choisies par défaut ou par excés?)
Quelle est I'amplitude de I'encadrement obtenu? De combien de décimales
exactes de n vous assure votre travail? Que pensez-vous de la

1 1 : .
convergence des suites (5 p, ) et {5 q, )7 Pourriez-vous demontrer que
2%a 2 n

ces deux suites convergent?

5°) Continuer ce travail jusqu'a n=11 Comment peut-on expliquer les
aberrations dans les résultats ?
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B) Deuxiéme méthode . (un plagiat moderne d'Archimede)
11 suffit de connaitre te théoréme de Pythagore et le fameux théoréme de
la bissectrice : A
Si (AH) est la bissectrice de BAC
1o B _AB
alors: T AC

Savez-vous le démontrer?

1')Sur la figure ci-contre, 8 '

1
BC-+t ., etHC=>t_ . H
21 2 '\
C

(BC) est donc la tangente au cercle
CenC.

a) Donner, en fonction de n , une mesure en degrés des angles BOC et
HOC.Que représente (OH) pour l'angle BOC?

b) On definit la suite (v, ) de la maniére suivante : v, est le rapport du
rayon de C au demi-coté du polygone 2 2x6 cotés circonscrit 2 €. On a

donc : Exprimer de méme v, ;.

oc
THC
Quel est e hen entrev, et t, ?

..o OB
On pose Vi = & (on a donc v’y ~BC

Montrer: VvV, =Vp_1 +V,y

: 2 2
puis 1+v, =V,

c) Ecrire un programme permettant 2 votre machine de caiculer v, et

i . .
*?:qn pour n quelconque (on peut utiliser les relations montrées en b) soit

pour écrire une relation de récurrence liant v, et v, _q, soit pour
programmer simultanément fe calcul dev, etv ).

2°) a) Prélimingires .
Définition : deux triangles ayant leurs angles égaux deux 4 deux sont dits
semblables.
Montrer que des triangles semblables ont leurs cotes proportionnels (on
pourra uuhser la ) reiauon
sinA smB ginC X fe s
a " b - ¢ (o0 a, b et ¢ sont les longueurs des cO1és
AT S

opposés aux angles A, B, C).
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b) Sur !a figure ci-contre, BC = ¢, _y.
CH = HB= ¢, [AC] est un diamétre

Comparer les arcs BH et AC. En déduire
que (AH) est bissectrice de l'angle BAC.

On définit la suite {u, ) de la maniére suivante: u, est le rapport du
diamétre du cercle au coté du polygone a 20x6 cHtés inscrit dans le

cercle. On a donc u, ﬁg Exprimer de méme u, . Queil est le lien entre
u, etc,?

. AH . AB
d) on pose : Uy = o (onadoncu’y g = Fr)
Montrer que les triangles (HCZ) et (HAC) sont semblables et écrire les
AH
égalités de rapport qui s'en déduisent : HC = S voreren
puis, en utilisant le théoréme de la bissectrice , montrer :
= Up.p +Ug

e) Montrer: 1+ u' 2=y, 2.

f} Ecrire un programme permettant 3 votre machine de cafculer u, et

1 . . ,
2 Pgpourn quelconque (on peut utiliser ies relations montrées en d} et ¢}

soit pour écrire une relation de récurrence liant u, et u, ;, soit pour
programmer simuitanément le calcul de ug et u'y ).

3°) Comparer les résultats obtenus pour les encadrements de n avec ceux
du A).

11 Eude des suites (3 p, ) ¢t (5 q,)

1°) On appelle |AB] un cété d'un polygone régulier 4 20x6 cétés inscrit
dans un cercle Cde rayon | de centre O,

Soit 8 la mesure en radians , comprise enire O et %, de 'angle non
orienté AQB .

a) Déterminer 0.

b) Calculer c, = AB a I'aide des lignes trigonométriques de 8. En

déduire une expression de % Py
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c) Rappeler la valeur de lim §_1n_x( I étant exprimé en radians) .
-0

, - 1
Etudier la convergence et la limite de ( 2 Pa J.

2°) Faire un travail analogue avec un polygone régulier 4 2Mx6 cotés
circonserit aC .

1
Etudier la convergence et la limite de ( 5 4a ).

1V.Que savez-vous d'Archiméde {épogue , ceuvre ?) ?

En avez-vous déja entendu parler en cours ? A quel propos 7
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Le périmitre do toul cercle est dgal au triple du
diamidtre, avgmentd d'un segment compriy entre les
dix solxants et onzldmes et lo septidlme du diamdtre®.

Boit un cercle, AT son diamdtre, E son contre, I'AZ
une tangents ; que I'engle ZET soil égal eu tiers d'un
angle droit ; le rapport de EZ & ZI' est dono égal au
rapport de 306 & 163, et lo rapport dn EI' & I'Z est
égal au rapport de 265 & 153. Bissectons V'angle ZEI'
par EH ; dés lors ZE est & BEI’ comme ZH est & HT,

ot -par permutation e! par composition. 1I s'ensuit que
la somme de ZE ot EI' est & ZI' commo ET est & I'H ;
lo rapport de TE & TH et ainsi supérieur au rapport
de 671 & 163. Le rapport du carré sur EH au carré sur
HI' est donc égal au ripport do 349 450 & 23409
par conséquent EH est 4 HI' cornme 691 18 est & 153,

Fig. 64.

Bissectons de méme F'angle HET' par E©; pour les
mémes raisons (so. que plus haut), le rapport de EI'
4 I'O est donc supérieur au rapport de 1162 1/8 & 1563 ;
1 a’ensuit que le rapport de OK & OI' est supdricur au
rapport de 1172 1/8 & 163. Bissectons encore Vangle
OFEI par EK ; le rapport de EI' & KI' est dono supérieur
au rapport de 2334 1/4 & 1563, Bissectons encore I'angle
KET par AE; ET" a donc & AT un rapport supérieur
& celul de 4673 14 & 163. Du moment .n:-o que I'angle
ZET, &gal au tiers d'un sngle droit, a 44 bissectd

ualre fols, 'angle AEI est la 489 partle d'un angle

roit. Donnons-nous un sngle M'EM égal & AETD de
méme sommel E*; I'angle AEM est alnsi la 24° pastle
d’un angle drolt ; ii a’ensuit que le segment de drolte
AM est un ¢dté du %o_qnss circonscrit au cercle ayant
86 cOtés. Puisque, done, on a démontré que le rapport
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raisons, le rapport de AH & HI" est dong inférieur au
rapport de 20t1 & 780, et lo rapport de AI' A TH est
inlérieur au rapport de 3013 1f2--1/4 & 780. Bissectons
t'angle FAH par A© ; pour Jes mémes raisons que plus
haut le rapport de A® & G est inférieur au rapport de
5924 1/2-4-1f4 & 780 ou de 1823 A 240 ; car chacun des
termes (sc. du dernier rapport) est les 4/13 du terme
(sc. correspondant du premier rapport); le rapport
de AT' A I'O est donc inférieur au rapport de 1838 9/11
4 240, Bissectons aussi Fangle @A par KA. Le rapport
de AK & KD est inférieur au rapport de 1007 & 66,
puisque des seconds termes chacun vaut les 11/40
d’un aultre nombre ; lo rapport de AI' & KI' est done
inlérieur A celui de 10609 1/6 & 66. Bissectons encors
I'angle KAI' par AA ; le rapport de AA & AT est
donc inlérieur au rapport de 2016 1/6 & 60, le rapport
- de A’ & TA esb inférieur au rapport de 2017 1/4 4 66.
Inversement donc s rapport du périmétre du polygone
au diamétre est supérieur au rapport de 6338 & 2017
ifd et G336 est supérieur mu produit de 3 10/71 par
2017 1/4. Ii s'ensuil que le périmétre du polygone
de 98 cOtds inscrit dans le cercle est supérieur au
triple du diamétre augmentd de 10/71 ; & plus forte
raison® donc ls {sc. périmdlre du) cercloe est supérisur
au Lriple du diamétre augments de 10/71.

Le rapport du périmétre an diamétre est done inférieur
4 3 17 et supérieur & 3 10/71.

10

© 20

volvo odv 4 AH _wpds {riv] HE Ihdowova Aéyor Ixe
fwep WM.I..- wpds Yo, ) B3 AT wpds vy TH dMbooova B
Sv w1y £ 8 wpdg Y. Alya 4 dwd FAH ™} AO- 4§ A8
&pa Bid +d adrd wpds viv O dbacova Adyov Txe §) v
.nMsm h...m. wpds g §} Bv ,cuncy wpdg op ¢ dcarépa ydp
{xaripag 8 oy’ * Bove f AT wpds viv IO § 8v sawhn 8 o’
wpds o, "Ers Blya ¥ dwd OAT 1§ KA * ual | AK wpdg
v KI' dMdocova [Epa) Adyov xa f 8 of npdg by *
uxnl...m...x— vip Ixaripas ta p’. ‘H AT Epa wpds [riw] KT §
Bv 08 ¢’ wpds §5. “Enu Blya & Swd KAT it AA° § AA Epa
®pds [riv] Al dhdovova Adyov ¥yxa §) Bv 73 Py ¢ wpds
§¢, 4 81 AT wpds FA IAbooova § 14 il & wpds 5.
"Aviwalw 8pa ) weplparpos 100 wolvuydvou wpds Tijv
thnuh.l.c pallova Adyov ¥xet fjwep “ﬂv.lm!_upm B &, Suep
v P 8 pallové daviv §) ypirhaolova al Sixa oa’* xal
% weplperpog Epa 7ol Sydvou 700 dv ™ wixky ris
Siapdrpov rpiwhaciuy dorl al pelfuy A i oo’ * Bove xal

& xixhos ¥rs pANhov rpimhaciov dorl wal pallov R 1 ea’.

‘H &pa 708 xixhou weplperpos vijs brapdrpou rpimhacior

uﬂm xal iAdooow piv ) 186pe pipa, pellons 81 § 1 oa’
peflwy,

53



Commentaires .

Ces exercices ont été donnés en terminale C. La correction a été suivie de
ia lecture du texte . _
Programmation ; (premiére méthode)

Les calculs pour n = 4 redonnent un encadrement de n semblable au
résultat d’ARCHIMEDE Si on pousse les calculs jusquan = 10 (n = {1
pour certaines machines), des aberrations apparaissent : p, devient pius

grand que n. En effet, nous calculons ¢, grace 4 deux extractions de racines
carrées, d'ot des erreurs d'arrondi de la machine qui s'accumulent. Puis
nous multiplions ¢, par 20x6 cOtés pour obtenir p, . muitipliant ainsi
{'erreur par 20x6. Pour obtenir de meilleures approximations, ii faudrait
un algorithme plus performant (voir Mathématiques élémentaires dun
point de vuve algorithmiguede A Engel, CEDIC).

Remarque : on peut demander aux éléves de faire une programmation
au choix parmi celles proposées.

Théoréme de la bissectrice. en voici quaire démonstrations dont deux
fournies par les éiéves.
Dem |
La paraliéle 2 (AB) menée par C coupe
A (AH)enE. ~
On a alors BAH = HEC ¢t comme (AH)
est la bissectrice de BAC | le triangle
(ACE) est isocele et AC = CE Le
B Y , théoréme de Thalés appliqué aux
' ’ triangles homothétiques (AHB) et
/ (CHE) donne le résuitat .

La paraliéle a (AB) menée par H coupe
(AC) en I. Comme dans la dém I, (AIH)
est isocele et Al =IH. Le théoréeme de
Thalés donne alors :

HB 1A IH AB

HC " IC T IC TAC
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sincey  8in,
BE = AB

sina, 8inf,

HC AC
Ora, = a, done simi = sinosz

B,=n - B, doncsinf, = sinf; dou
BH Sinee, Sina, HC
AB~ Sinf, = Sinp, AC

Dém 4

HB  aire(ABH) :
(triangles ayant

A
% Hb - alretAbr)
\z HC aire(AHC)
méme hauteur ).
c Or l'aire de (ABH)} est AH x AB xsina,

V'aire de (AHC) est AH xAC«xsina,
Comme a; = a, on obtient le résultat

voulu.

Archiméde utilise plusieurs fois 1a relation :
2 .9.. I E_E L_E__. ( "1 H L -t- ..}
q dors == Ty qu'il appelle "composition

11 faut beaucoup insister sur “la régle du jeu ", n'utitiser que les touches
+,-, %, \/_ " de la calculatrice, sinon certaing éléves utilisent dans le 1)

!

sin 157, tan 15°, elc.
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e
L'angte ZEr vaut 30° (“tiers d'un
droit"): [[R] est donc le demi-cHté de
I'hexagone circonscrit au cercle. (EH)

£ A est la bissectrice de l'angle ZET et [TH]

est donc le demi-coté du dodécagone
circonscrit au cercle.

On connait -— f(égal a2 2) et — (égal 2 \5 : Archimeéde utilise

ir Iz
I'approximation par défaut %-g% )
EH ET

On cherche Hr et TH

IE IH . .

B H {car (EH) bissectrice de ZET)

728 Er IE + ET . e
ou ST ("permutation et composition”)

ZH TrH ZH + I'H
FE ZE + Er ZE BT
TH- I’z
EH2 TI'H2 + TE?
Hr2®™  Hr2

. IE2 . |
puis =1+ (Fﬁ) (théoréme de Pythagore)

rayon ( Er ) a

Ceci donne un procédé itératif de calcul du rapport demi-coté ' TH

EH
'aide du rapport "auxiliaire” H

En d'autres termes, si on pose, pour un angle au centre donné I'EZ,
coté adjacent
Un = "coté opposé

Cici IE ouis pour langle suivant )
ici - puis pour ['angle suivant o

et

hypoténuse . ET  EH ‘
Un' = cote opposé Cici Iz PUIS Ty Jona:
Uy = Uy g * U

u, =yl + u?
n f
Archiméde poursuit le calcul jusqu'au polygone a 96 cotés (angle au

centre égal 2 "la 24¢ partie d'un angle droit ").
Dans la deuxiéme partie du texte, Archiméde calcule les rapports

correspondants pour des polygones réguliers inscrits dans le cercle. Le
seul outil supplémentaire est {'utilisation de triangles semblables.
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DIOPHANTE

De 1z vie de Diophante on ne connait presque rien : il vécut 2 Alexandrie

entre le 2¢€ et le 3€ siécle aprés J.C. Un épigramme célébre de I'Anthologie

Palatine (attribué a Métrodore de Byzance, [Ves ) décrit sommairement sa

vie qui aurait pris fin 2 1'dge de 84 ans :
«Passant, c'est ici le tombeau de Diophante: cest lui qui. par
cette étonnante disposition, t'apprend le nombre d’années qu'il
a vécu. Sa jeunesse en a occupé la sixiéme partie; puis sa joue
s¢ couvrit d’un premier duvet pendant la douzi¢me. Il passa
encore le septiéme de sa vie avant de prendre une épouse et
cinq ans aprés, il eut un bel enfant qui. aprés avoir atteint
la meitié de {*dge de son pére, périt d’'une mort malheurcuse.
Son pére fut obligé de lui survivre, en le pleurant, pendant
quatre années. De tout ceci, déduis son ige.» {Pierre Dedron

et Jean ltard. « Mathématiques et mathématicienss Pans. Ma.
gnard. 1959, p. 17-118.)

La tradition grecque nous a transmis un chapitre d'un livre sur les
nombres polygoneset six livres des Arithméligues , ouvrage majeur de
Diophante, qui en comprenait treize. Ce n'est que récemment, en 1971,
qu'ont été découverts, en Iran, quatire autres livres dans une iraduction
arabe. Les Arihmérigues se composent d'une suite de problémes,
accompagneés de leurs solutions, ou I'on cherche des nombres rationnels
positifs vérifiant certaines conditions que f'on peut traduire de nos jours
par des équations algébriques 2 deux ou plusieurs inconnues, ne
contenant que des quantités rationnelles , de degré multiple de 2 ou de
3 et inférieur 4 9 ; en général il y a moins d'équations que d'inconnues, de
sorte que le probléme est “indéterminé " et qu'il peut y avoir une infinité
de solutions , mais Diophante se contente d'une sojution .

Les méthodes de Diophante se différencient tout 2 fait des méthodes
géometriques grecques classiques ; elles se rapprocheraient plus des
méthodes de calcul babyloniennes. Diophante est novateur aussi en
introduisant quelques abréviations , pour désigner [inconnue et ses
puissances , un symbole pour la soustraction ... Pourtant il a peu influence
ses contemporains et les mathématiciens grecs postérieurs.

Par contre le traité des Arithmétigues , bien quil ne puisse pas étre
considéré comme un ouvrage d'algébre ( Diophante n' établit jamais par
exemple de méthode générale et chaque probléme fait appel a un
nouveau moven ingénieux de résolution) a beaucoup influencé les
algébristes arabes du Moyen-Age et ceux de |2 Renaissance européenne
comme Bombelli , Stevin... [l a eu une influence décisive sur la théorie des
nombres : Fermat étudia l'édition princeps du texie grec donnée par
Bachet de Méziriac en 1621 et cest en marge de la résolution du
probléme “Partager un nombre carré donné en deux carrés” qu'il a écrit:
“AU contraire il est impossible de partager {..June puissance quelcongue
supérieure au carré en deux puissances de méme degré : j'en ai découvert
une démonstration véritablement merveilleuse que cette marge est trop
étroite pour contenir™ Cest “le dernier théoréme de Fermat” qui n'est
toujours pas démontré.
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Des mathématiciens contemporains, en essayant de dégager les
algorithmes arithmeétiques utilisés par Diophante, lisent en filigrane dans
f'oeuvre du mathématicien alexandrin les concepts et les instruments de
ia géomeétrie algébrique : on peut interpréter les problémes posés par
Diophante comme ia recherche des points a coordonnées rationnelles,
d'une courbe ou d’une surface.

Diophante serait bien I'ancétre de toutes les theéories qui portent
aujourd'hui son nom :"équations diophantiennes, analyse diophantienne,
géométrie diophantienne ...".
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DIOPHANTE: Ar/ithméliques Livre 3 Niveau :
Traduction de Paul ver Eecke 3e-2e

Ce travail est fait 2 partir de quelques lignes de Diophante, figurant au
début de ia résolution du probléme XIX du livre 3 des Arithméliques.
Pour les lecteurs curieux du genre de problémes que Diophante aimail 2
se poser, nous donnons en annexe l¢ probléme XIX en enlier, avec les
notes du traducteur. (annexe 1).

Cesl incidemment, parce quiil en a bescin pour la résolution de son
probléme, que Diophante cherche quatre triangles reciangies ayant la
méme hypoténuse, et dont les coLés soient des nombres entiers.

(Pour quelques explications théoriques, on pourra se reportier aux
annexes 2 et 3).

Le travail des éléves .
11 ne nécessite qu'un assez léger bagage de connaissances :
. le théoréme de Pythagore et sa réciprogue,
des notions de trigonoméirie,
le développement d'une expression algébrique.

11 parait souhaitable de donner ce travail 4 faire en devoir a la mzison,
et en deux fois :

_ La premié¢re partie, précédant la lecture du texie de Diophante,
relativement facile, peut étre faite par tous éléves.

_ Ensuite, aprés avoir tiré au clair les idées de cette premiére partie, on
peut lire en classe, et expliquer, le texte de Diophante.

Alors on peut proposer un deuxiéme travail, consistant a répondre, (en
10Ut ou en partie suivant le niveau des éléves ), aux guestions posées sur
le texte de Diophante .
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TRIPLETS PYTHAGORICIENS

On: appelle ainsi tout triplet {x, y, z) d'entiers naturels, non nuls, vérifiant

la relation : x12+y2 =32

Le plus simple, et le pius connu est le triplet (3 4, 5), ou encore son

“jumeau” (4,3 ,5)

1°) Vérifier que (6 , 8 , 10} et (9, 12, 15) sont eux aussi des triplets
pythagoriciens.

2°) Montrer que, si {3, v, z) est un triplet pythagoricien, et k un entier
naturel non nul, ators le triplet {kx , ky , kz) est lui aussi
pythagoricien.

3°) Construire (au compas) les triangles t|, 1|, t5, 1, de cotés respectifs
(3,4,5), (6,8, 10),(9,12, 15),(5, 12, 13).
Veérifier (4 I'équerre)} qu'ils sont tous rectangles.
Ce résultat était-il prévisible 7
Prouver 2 'aide de la trigonométrie que les triangles t,, 1,, t; sont
“semblables , c'est a dire ont les mémes angles, mais que t; n'est

pas semblable aux autres.
Exercice : Trouver deux triangles rectangles de c¢biés de l'angle droit
différents, mais de méme hypoténuse, et dont tous les cotés soient des
nombres entiers.
Une méthode consiste A choisir deux triplets pythagoriciens non
proportionnels, et a définir a partir d'eux de nouveausx triplets (a, b, c¢) et
{a',b", ¢') qui leur soient proportionnels et tels que, de pius,c=¢'.

DIOPHANTE. (3# siécle aprés J.C) utilise la méthode suivante pour obtenir
des triplets pythagoriciens, (méthode déja connue d’ Buclide ) :
choisir deux entiers non nuis m et n, {m > n)
calculer 1 = m?-n?
v = 2mn
z=m?+n?
On obtjent, dit Diophante, un tripiet (3, v, z) pythagoricien.

a) Veérifier Ia validité du procédé de Diophante pour quelques couples
{m, n) : par exempie (2, 1), puis (3, 2), puis un couple queicongue
de votre choix,

b) Prouver que, ainsi que le dit Diophante, la méthode est générale,
c'est-a-dire que, quel que soit le couple (m , n), le triplet (3, v, z)
obtenu vérifie bien la relation : 12 +y? = 22,

c¢) Cette méthode, (appelons la : méthode (D)), permet d'obtenir une
infinité de triplets pythagoriciens, mais elle ne permet pas de les
obtenir tous.

Toutefois si un tripiet ne peut s'obtenir directement par la méthode (D),

alors on peut l'obtenir par proportionnalité 2 partir d'un triplet qui, lui,

peut s'obtenir par la méthode (D). Appelons (P} cette deuxiéme méthode.
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Exempie . Montrer que le triplet (9, 12 ,15) peut s'obtenir par la méthode
(P). mais gu'aucun couple (m, n) d'entiers ne permel de l'obtenir
directement par fa méthode ( D). :

PETIT PROBLEME, proposé (et résolu) par Diophante lui-méme,
dans le livre 111 de son traité fes Arithmétiques.

cherchons quatre tria.ngles
rectangles ayant les hypoténuses égales | ce qui revient & diviser
[quatre fois]  un carré en deux carrés.

Etablissons d'abord deux triangles rectangles C?mpﬁl (&)
sons les moindres nombres, tels que 3, 4, 5, et 5, 12, 13. Multiplions
chacun des nombres ainsi choisis par i"hypoténuse de l'aatre
triangle . Dés lors, le premier triangle sera 39, 52, 65, le second
sera 25, 60, 65 ; et ils sont droits en ayant les hypoténuses égales . (93

D’autre part, 65 se partage naturellement ea carrés  de deux
maniéres, notamment en 16 et 49, et encore en 64 et en 1 unité . f-oe]

Prenons maintenant les racines des nombdres choisis 49-et 16 ; ces
racines sont 7 et 4, et formons un triangle rectangle au moyen des
deux nombres 7 et 4, Ce triangle est 33, 56, 65 . (13)
Prencns semblablement les racines 8 et 1 de 64 et de | unité, et
_ formons de nouveau, au moyen de ces nombres, le triangle rectangle
dont jes cdtés sont 16, 63, 65 . ,
On a donc obtenu quatre triangles rectangles ayant les hypotgnuses égales -

N.B . Diophante ne le précise pas dans ce texte, mais il faut comprendre
qu'il cherche comme solution de son probleme quatre triplets de
nombres entiers naturels .

QUESTIONS

1°) Montrer, en étudiant d'abord les lignes (4) a (8},
puis les lignes (9} a (16}, que Diophante, pour trouver deux des
quatre triangles cherchés, utilise la méthode (P} ; et, pour trouver les
deux autres, la méthode (D). Préciser.

2°)Veérifier 1a conclusion (ligne 17), puis représenter les quatre triangles
rectangles inscrits dans un méme cercle, a2 une échelle convenable
(par exemple | ¢m pour 5 unités).
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3°)En premiére lecture, nous n'avons pas reproduit une phrase de
Diophante. {voir les crochets 2 la fin de la ligne 10).Voici le texte

complet :

D'autre part, 65 se partage natureilement en cartds  de denx
maniéres, notamment en 15 et 49, et encore en B4 et en 1 unité ;| ce
qui provient de ce que ¢ nombre €5 est le produit de 13 ot de 5,
lesquels se partagent respectivement en deux carrés .

Pour comprendre cette explication, a2 premiére vue assez sybilline, on
commencera par vérifier les identités:

{a2+ b2) (c? + d2) = (ac » bd)? + {bc _ ad)?
(a2 + b%) (c? + d2) = (ac - bd)? « (bc + ad)?

Qu'obtient-on poura=2,b=3 ¢=2,d= 17

Pour les chercheurs

En partant d'un nombre entier qui, tel 65, soit le produit de deux entiers,
eux-méme sommes de deux carrés, il doit étre possible de trouver une
autre solution au probléme de Diophante. Bon courage....!

63



MESIZORRN . (RTOITOCSY ,  PERIZOEOE
— ey 2008 o09stoss L " goosios N
llmxiloooen:- -y oue(] .1MMm|l.n 10 P RCOmAgITt I M 'Z AN WP smossaidxa3

sep uopmipeqns aed JudAadp squapyapid 30u B Ip uonwRs wtwaid w1 L

WQIOT ™=y ¥{EQ X O X )= M 19 “yS0806 = (39§ X £€ X )=
WTO00E = S{0Q X GT XY= K | or9G0F =42 (29X 6€ X 2)=4¥(50 ..S ‘sc o_wu.u:_:u«

ap 3nn,] ap sdnipenb)= Y 1 20100 s ‘suosod 33 ‘sgge -+ 2+ A + X suovog g

o1

.-.n.l\anL

“Heap Hd
s Jusuaspadar inb saaquiou xaap s3p yapoid ajqnop 3 no .S_.mew_vh“n.u__”m nuw_..mw

sspfunyoar syduepn anenb sap undeys Ip e P adruspend 3 anp-¢-152,) ‘8

=ylse) ‘os)+ulcch=slso) : Jsz) +loe)=ylen) © oloc) +alzel=,ico) .mwhww...mu"

cp quIcy AwFw I snupiodiy urmod yuele s3Ruwdas srjdueuy as "
g , v ] yenb s
GLmiXgXT=y (E9mal-=eR™q (501} + 4= Jf 67103 53] Jundn u_»en_.:w._.—._ ml..
13 g=ows anod 1P-%-132.0 | ¥ 19 p@ Sp SAuped 531 nod Jwgw ap eine uQy 'L
. PE=p XL Ry 3 EL ey f g (G,
: 3)¥3) af SuEp W0 ‘ILOp w1 ymu 1D ‘L 3p nv.aw-.E _-__m muto.“ev_um_vaﬁupoﬂ H
..:.ﬂl_ue 12 gu—emmg oMbl f JUOR WINE UQ ¥+ = auuapucdnyiid
uoptaby,| 3P BIWLII} XNE SNUISTE JuOE SPINDEI| ‘MME]) 4 (oW ysi) ne [ 0 4 g)
FANUIPL,| 3P s2ULN 53 1ed spauaspadas junuabidadsal yuos yduvda u_wcn-.: uu. ap
B0 33| osn.:..om ¥ "W SPUUOP FAGUIOU ¥NIP 3p BIKOW NE JuLio] Jjp 153 Tueydal
fursy un IROLTS 33 PR N4 1Y N syrda awwod *auwydoyqg Tayd 9
pi+or=9t+(r+6+0€)= {1 HZ) (T +eEl=sxXE1=cp i v ) g
‘SPLIES XOIP UI ANP-T-ISI,D) ¥
“olse) +5{00) =:{g9) 12 = :
XMap UI LIIUMFIP SPIPUTW XNIP IP wm-tg_ ua_w—. e ..Mﬁww”“.ﬁ_mau-:ﬂ.ﬁwwu W.u.um_uu
+313uw)a) puodds np asnupjodiy | jusjustpadas sxquou 3y 1ad "agd 3 tarmatd ap
ue
yosp HIuw g ap 57190 13 JumuIsyadal RIQUsY S -.mo:.u_:“_E uw.._—erﬂw—_“.“..wn_.nsv

C AV EghtaX  wqeabsy P mrmenov woamges
w Simo ep gy F nhtax x_..ddsr&‘d

v MMRegON WogMEOS TR Mo )
RN mb Ap; wexar,p (3°%°0) 39lng 4ne3 >
gvel 07 gl n3 - ApEmmogeL 1neNos T

pmrdas mn,p o o, s g [111A UoRIeId L a1arT MOA I

) W(2F9) guw a1gq
oUWz ﬁﬁ+.¢|§ﬁ.. 2 JINDPP U3 [ ‘ed-hed =o¥ } J0UPLIOTUGIAL wonenby [
§ JUOJRIIts Mb sFULCLIES $3IqIOU RP § spiuaspadaa Juos 33102 S Juop ol

Fuwu} un ‘JUAND UOT SURp §10] P_o_EBm o od ‘P Arpsuod erawgdow] ‘¢

FZHAHX) { A=z Ttz FAEN) ¢ O=AF
ulxﬁ.9+n+>+5 : Juop —Er anggqoxd np -....o..:v_.ufeu ..wmawnu.vu.ag....nﬁ

-INAINPEII NP SOION-

() spIun PTRIZOLIL 159 INIJBUILIOUFD I 2
{INSIRUTIEOUZP WU IIAE SN 000L168 dwLenb 3 | msjeuna
-ouzp WFW VAT SIIUD OOIGIGG] BIS WRISI0N] 9] | INIJRURLOUPP
awam Np §3912948 ‘SPAUN QOOGLITI PUoIs 3 39 'spaun OOO9EILl
eras aiquou i 9 '9sod ® uo| snb 3> ¥ JUBUIAY

, ‘spaun gorgl ted su
~uoljoRI} G JUHASP W ILE | 1@ ‘ssunjjue Gg ¥ apedy 359 ‘awnpurep
spL1ed §OL21 DO ‘SIIquiou a13enb a2 9p swuos ¥ 10 (4} sunpuie p
spL1ED 9 dquiou swjuyenb 3| UYUI 32 PUNIUEP SPUED 969¢
SIquIou Swiision) I I IWIUELP SPIIED QOOE 21qUIOU PUodIS 3] 1 I

-|[juE,p SPLIED 9GOY 159 diquicy sowaad 21 anb 211p-2-153,3 ‘(o) 211 |
ap aidnapenb Jwyjuep s3LE 3P suenb aun 353 saquicu asjenb
sep undey> aub 33 ‘sPUIILLE GO 1S3 SIIquuol anenb sap Jwwos Ef
anb suosod ‘penyiu aurigord ne JueuIAsl 'SI0] 52 ‘{,) sareda sasnu
-ajoday s3| juele sadue)da: sajdueln snenb nuayqo duop € uQ
{.) g9 "£9 "91 U0S S3103 53| Luop
a3ue) a1 JFurLI I "SIIQUIOY 533 IP udfow NE 'NeIAnDu 3P SUCULIC]
32 ‘prun | 3p 12 FQ 2P [ 19 § SAULIEL $I UG EIGUIIS SUOUS]
() G0 “9G ‘€€ 159 3Juriny 33 p 13 £ S31quIoU XT3P
sap uakow ne 3Bue)odl a[3uein) un SUOWIIO} 13 ‘F 13 £ JUOS SAUDE
§90 | Q[ 1@ §F SISIOYD SAIQUIOU SIP SIULIEL 53] JUEUI UL SUOUILE
‘lq} SPHIRD XOIP U juauwizanydadsas yuadeised s sfanbseaj
‘G Ip I0 €1 9 ynpoid 3f 152 g9 uquiod 3] anb a0 #p juiacid b
23 ! PJUN | U JF PP UD 202U 33 ‘GF 1@ Q] U JUILIWEROU "SIIFUELL
xnap Ip {) SPIIED U JUIUBRINIEU 23uyzed as gg ‘ped anneq
-(,) so1edp sasnuprodAy $3t juEA®R U SHOIP JUOS S{EI3 | GO '0F 'GE B
puones 3] ‘g9 ‘TG 6L ©IE aifueny sonwaxd af ‘s10[ 5 "h) ayfueuy
anne,| sp 3snuprodiq] ted sistoyo 1suje sarquiou $Ip undEYD
suoydumpy ‘€1 ‘ZL'GW'SYE anb sp@) ‘saiquiou s2Ipulow S SNOS
sudwod saffuryaal sojRuel} XDAp JurURIULELE JUOP suossijqely
-{;) 5p11€D XNIP U FUUOD FLIED UD SIILUTLL IP FiTUYLY aun p 13s1alp

v sudde suoa® snou ‘iQ) 'spAIEd XNIP us pureo wn {810§ anyenb)
JSSIAID B JUANANL mb 95 ! seredy sasnupjodAy, s9 juede sa[dueyaal
sojfueun) anEnb ploqe p suOYRRYI *{) 4re0 UM JuLic] ‘HOIP spdue |
Ip ImOjNE SPNYS §3197 NP yinpoad ajgnop np FRUMP 1O yiusutdne
«aidueloar 9pduewsy Inoy I asnupjodLy,| Ip e I anbsm g
*(y) $15ED UD JULICH
“S2IQUIOU 99 P UNJEYD IP FRUNUIP 1O sroemdae ‘saIquIow anjenb
£a2 3p swwios e[ Ip LD I anb spy seaquion anenb manoiy

XIX

TINVHAOI] 9P
sanbrraw gnIy s3p 111 3JAT] 6P XIX SW31q00 37



annexe 2

: o5 11 hagorici

6 8 10 Ainsi que le fait apparaitre la liste ci-contre des
@ premiers triplets pythagoriciens donnée par une
m calculatrice programmable,  on distingue
15 20 25 habituelfement deux sortes de triplets :

L . Ceux , que nous avons entourés de noir, dont les
ig gg 33 termes sont premiers enire eux,

21 28 35 appetons-les "tripletls primitifs ".

186 30 34

2 32 40
2 35 3
15 &6 39

. Ceux dont les trois termes ont un diviseur commun;
en les divisant par leur PGCD, on retombe sur un

27 ___36
- 40
30 40
40 42
33 44
24 45
14 48
20 48
36 48

45 triplet primitif.

5= Par des raisonnements d'arithmétique élémentaire
58 (voir 2 ce sujet le trés intéressant "(e sais-jfe?
39 Arithmétique ef théorie des nombres” de ].Itard), on
2 démonire :

52

60

: 65
@356 8%

4256 70
*
25 80 65

3z 60
45 80
60 63
48 64
51 68
24 70
21 72
30 72
54 72
5 72

40 75
76

80___ 82
8 89
6? % 100

13 84
35 B4

1) Si m et n sont deux entiers naturels, (m > n),
premiers entre eux et de parité différente, alors le
{riplet:

1-m?-n2 , y=2mn , 2z=m?+n?

gg est un triplet primitif.

44 2) Réciproguement, tout triplet primitif peut, 2
33 l'ordre prés, s'obtenir de cette facon, a partir de deux
75 entiers m et n premiers entre euX et de parité
. différente.

g

o 3} En considérant tous les triplets { kx , ky , kz)

8
81

obtenus en multipliant un triplet primitif par un
entier naturel quelconque, on obtient 'ensemble de
tous les triplets pythagoriciens.

Si les triplets pythagoriciens sont connus depuis la plus haute Antiquité,
(des listes em sont par exemple visibles dans certaines tablettes
babyloniennes), c'est dans les &léments d'EBuclide {livre X) qu'on trouve
pour la premiére fois exposé ce procédé géneral de formation . (voir 2 ce
sujet " Mathématiques el Mathématiciens , de ]. Itard ).

Remarque : .dans le travail proposé aux éleves, cette distinction entre
triplets “primitifs” et triplets “non primitifs” n'apparait pas, afin déviter
des considérations d'arithmétique qui ne sont pas au programme.

Le procédé (D) défini dans la fiche éléves utilise des entiers m €t n
quelconques, et les triplets obtenus ne sont donc pas nécessairement

primitifs.
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Annexe 3.

&1 hod i ante 0 tenir quatre tri s d'entiers

donnant les cotés de quatre triangles rectangles de méme hypoténuse .

Bien que Diophante n'opére que sur un exemple numérique, il semble que
{' on puisse généraliser sa méthode comme suit :

1 . Considérons deux triplets “primitifs " distincts (3,4, 5) et(5.,12, 13)
soit plus généralement (x,y,z)et (t,u,Vv) tels que:

1=-m?-n? - y=2mn z=m?+n?

t=p2- g , u=2pq , v=pt+q: (. annexe 2)

Muitiplions chacun des termes d'un triplet par I'hypoténuse, c'esi-a-dire
le dernier terme de l'autre.
On obtient {39 ,52,65) et (25, 60, 65) ; soit d'une maniére générale:
Ty= (xv,yv.,zv) = (X; .Y 2)
et T,= (tz,uz,v)=(X,,Y,.2)
T, et T, sont nécessairement distincts car (x ,y , z) et (t , u , v) sont
primitifs et distincts.

2. Par définition Z=zv = (m2 + n?) (p?+q?) .

Or
(m2+ n2) (p2+ ¢2) = (pm + qn)?+ (qm - pn)?
(m2+n?) (p?+ q?) = (qm + pn)2 + (pm - qn)?
Donc
7= A24+B2 avec A-pm+qn et B=|qm- pnl
1=C2+D2 avec C=qm+ pn et D= |pm- gn]
Enposant X, |A2-B2{ . Y, 2AB ,
Xs. 1C2+D2] | Y,-20D .
On obtient deux autres triplets Ty-(X;,Y5.2)
T,- (X, Yy, 2)

eux aussi pythagoriciens, et de méme hypoténuse que T, et T,
((33,56,65) et (63, 16, 65) dans I'exemple de Diophante}.
Notons que Diophante obtient quatre triplets distincts, mais en fait il peut
arriver que T, se confonde avec T, ou T,.

Ainsi, si m=4 n=} p=15 gq=8,
onobtient T, - Ty - (4335, 2312, 4913 ).
On peut démontrer que, pour que les quatre triplets obtenus soient
distincts, il suffit d'imposer les conditions suppié mentaires :
. m et p de parité différente,
. 2pmn # q(m2-n2) et 2npq # mip? - ¢2)
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DIOPHANTE : Les Arithmétigues Niveau
Livre I .Probléme XXVII 1¢
Trad P.Ver Becke 1926

Réédition Blanchard 1959

TROUVER DEUX NOMBRES CONNAISSANT
LEUR SOMME ET LEUR PRODUIT

. Soit S et D deux nombres réels donnés. Montrer quiil existe un couple
unique (u,v) deréelstelsqueu+v=S et u-v=D.

IT . Lire le texte ci-joint .

Notes :

{a) "excédent des nombres” ; différence entre le plus grand et le plus petit
des 2 nombres.

(B) "arithme” : du grec apibpod , arithmos, nombre. Cest le terme choisi

par le traducteur de Diophante pour désigner l'inconnue du probléme,
égale i la demi-différence des deux nombres cherchés.

1) Traduire la suite des calculs et les résultats obtenus dans ce texte, en
utilisant les notations symboliques modernes ; on désignera par u et v les
deux nombres cherchés ( avec uxv ) et par x ['arithme.
2) Bn suivant les caiculs de Diophante , vous avez posé u = 10 +X el
v = 10 - x . Bxpliquez & ['aide des lignes 10 2 17 comment justifier ce
changement d'inconnue.
3) Résoudre, par la méthode exposée par Diophante, les probiemes
suivants :
Pi : Trouver deux nombres teis que la somme forme {3 unités et le
produif 40 unités.
P2 : Trouver deux nombres tels que la somme forme 12 unités et
le produit 40 unités.

111 . Diophante ne s'intéresse qu'aux nombres rationnels positifs. Nous
nous proposons de montrer, dans cette partie, que la méthode exposée
par Diophante peut s'appliquer en général a la résolution dans R? d'un
systéme (8).

u+v -5 SetP désignant des réels quelconques vérifiant

(8) uv =P seulement une condition {C) qu'on précisera.

uzv
1) Résoudre le systéme (8) 4 l'aide de la méthode utilisée plus haut, et
énoncer ia condition (C) nécessaire pour que le sysiéme (8) ait une
solution. Comment cette conditon est-elle exprimée par Diophante, qui ne
considére que des rationnels positifs?
Comparez avec les résultats trouveés par la méthode du cours.
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2) (Pour les éléves ayant étudié les expressions de {a somme et du
produit des racines de l'équation ax?2+bx +«c = 0)
Comment ramener I'équation ax2+bdx+c=0 (a b, ¢réels donnés;a=0)

a celle d'un systéme du type (8) 7 Résoudre alors le systéme ; comparer
avec les formules du cours.

Commentaires

La tecture du tlexte et l'exercice en général ont été bien trailés et
considérés comme assez faciles et trés intéressants par plusieurs classes
de lere§

On peut faire remarquer aux éléves que les Babyloniens, dés le
deuziéeme millénaire avant ]. C, résoivaient des équations du second
degré avec des méthodes de ce genre, mais que Diophante propose ici la
résolution d'un probléme général, bien qu'il ne donne la solution gue dans
un cas numeérique particulier. En cela, Diophante [ranchit une éiape
impotrtante par rapport aux mathématiciens Babyloniens. Les éléves
s'étonnent parfois que Diophante n'ait pas eu i sa disposition de notation
symbolique ( pas de lettre désignant les nombres connus ou inconnus, pas
de signe d'opérations..)d'autres manuscrits de Diophante renferment
pourtant des notations; it n'est pas exciu qu'il ait disposé de certaines
abréviations.

Une question posée par les éléves a été de savoir comment Diophante
connaissait la formule (10 + 2) (10 - ¥) = 100 - 32. On peut présenier alors
fes démonstirations géométriques des identités remarquables qu'on trouve
dans les Aments d'Euclide (livre 11 , propositions 4, 5, 6) .On peut
consulter ' Hisioire des mathdématigues pour les colléges ( éd Cedic
p.115) ; Mathématiques et Mathématiciens de Dedron et Itard (éd.
Magnard 1959 p. 327 4 329} ol sont commentées en particulier les
propositions 5 et 6 qu'on peut interpréter comme 2 formulations de
I'identité

(X-V(X+Y)=X2-Y2 écriteplutét X2=-(X-V){(X+Y}+Y2.
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DIOPHANTE D'ALEXANDRIE

NXVII

Trouver deux nombres tels que leur somme et leur produit forment
des nombres donnés (}).

Il faut toutefois que le carré de la demi-somme des nombres a
trouver excéde d'un carré le produit de ces nombres (%) ;

Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités, et que
leur produit forme 96 unités,

Que l'excédent des nombres soit 2 arithmes. Dés lors, puisque
Ia somme des nombres est 20 unités, si nous la divisons en deux
parties égales, chacune des parties sera la moitié de la somme, ou

10 unités. Donc, si nous ajoutons i l'une des parties, et si nous
retranchons de l'autre partie, la moitié de I'excédent des nombres,
c'est-a-dire 1 arithme, il s’établit de nouveau que la somme des
nombres est 20 unités, et que leur excédent est 2 arithmes. En consé-
quence, posons que le plus grand nombre est 1 arithme augmenté des
10 unités qui sont la moitié de la somme des nombres ; donc le plus
petit nombre sera 10 unités moins 1 arithme, et il s'établit que Ia
somme des nombres est 20 unités, et que leur excédent est 2 arithmes:

Il faut aussi que le produit des nombres forme 96 unités. Or leur
produit est 100 unités moins 1 carré d’arithme ; ce que nous égalons
4 96 unités, et I'arithme devient 2 unités. En conséquence, le plus
grand nombre sera 12 unités, le plus petit sera 8 unités, et ces nom-
bres satisfont 4 la proposition (*}.

e tg,g d& tf&imt&w’i

4. Les formules générales du probléme sont : X4 Y=g, XY =0

2
5. Cette condition de possibilité s’exprime donc par la relation (X;'Y) —XY=

nombre carré. Elle ne vise, chez Diophante, qu'a I'obtention exclus_.ive de solutions

en nombres rationnels positifs. En effet si nous résolvons les équations, on aura les
2 T} 8 ’

valeurs : gj:‘/(g) —b, qui seront rationnelles si I'on a: (%) --b=nombre carré,ou

si, par substitution on a : (}E:—Y)g—XY=nombre carré. Les valeurs de X seront,

en outre, positives, car, pour une valeur de &, toujours positive en soi chez Dio-
8 e
phante, on aura : V(g) --b<g.

1. La solution considére les équations particulidres : X 4-Y =20, (I), XY =496 (II}.
Posons : X—Y¥==2x. Or, puisque —2—Y= 10, on satisfait A la relation (I} en posans,
en outre : X=z-}-10, d’olt : Y=10—x. D&s lors, (II; donne : {z-}-10} {10—z)=106,
ou, comme le texte : 100—x*=096, d'oli : x*=4, et x=2. Donc: X=12, et Y==8;

: )
valeurs qui satisfont 4 la proposition, et qui répondent A la condition : (_l_g;_g) -

12 x 8=nombre carré 4,
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AlKHWARIZMI

Abu Abd Allah Muhammad Ben Musa Al Khwarizmi originaire de
fa ville de Khwarizmi (nommée aujourd’hui Khiva, en République

socialiste soviétique d'Uzbekistan) naquit vers fa fin du 8¢ siécle et
mourut un peu avant 850. Il fut membre de la "Maison de la Sagesse”
fondée a Bagdad par le calife Al-Mamu qui y attirait les savants du
monde arabe, musulmans, chrétiens, syriens et juifs ; ils traduisaient en
arabe tous les grands textes grecs et hindous.

Le nom do'Al-Khwarizmi, 4 la suite de diverses modifications devint
“algorithme” probablement i cause de son ouvrage d'arithmétique
(intitulé en latin de numero /ndorum ) dans lequel il expose de
nombreuses régles de calcul numérique.

Mais le principal ouvrage d'Al-Khwarizmi considéré comme le meilleur
exposé élémentaire de l'algébre jusquaux temps modernes est A/-
Mukhiasar 17 Hisab af -jabr wa [ -Mugabala(sur le calcul de I'algébre et
I'al mukabala) dont le but principal est de de servir 2 12 résolution de
probiémes de la vie quotidienne (probiémes d'héritages en particulier); il
traite d'équations linéaires et du second degré.

11y considére 3 sortes de nombres : fes nombres simples ou dirham (unité
monétaire)}, le gizr ( racine ou say chose, ¢. 4 d. l'inconnue ) et enfin le mal
( montant d'une somme, mais aussi carré du gizr) et six formes
canoniques d'équations du 1°f et du 2¢ degré (o0 tous les termes sont
positifs et la seule opération est ['addition), qui sont du type :

. les carrés égaux aux racines {(ax2= bx)

. les carrés égaux 2 un nombre (ax?=¢)

. les racines égales 2 un nombre (ax = c¢)

. les carrés et les racines égaux 2 un nombre (ax %+ bx =c¢)

. les carrés et les nombres égaux aux racines (ax? + ¢ = bx)

. les racines et les nombres égaux aux racines (bx + ¢ = ax2)

Al-Khwarizmi ne considére que les solutions positives de ces équations.
Toute autre équation ne peut étre résolue qu'aprés avoir é1é ramenée a
'une de ces formes. On se débarasse des termes affectés du signe - 2
l'aide du gabr {c'est A dire du remplissage), opération qui consiste 2
ajouter aux deux membres de 'équation des termes égaux 2 ceux qui sont
affectés du signe "moins”. On réduit ensuite tous les termes semblables 2
I'aide de la muqabala qui consiste 3 annuler les termes semblables dans
les deux membres de I'équation. Enfin le coefficient du terme du second
degré doit éire égal 4 'unité pour appliquer les régles de résolution de
certaines for mes d'équation.
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La transformation al-jabr (prononcée al-jabr et non al-djabr) donna le
mot algébre qui désigna d'abord la science de la résolution des €quations.

Al-Khwarizmi ne considére que 1a (ou les) solutions positives de ces
équations. Souvent dépourvu de justifications logiques, le contenu de
I'ouvrage ressemble souvent 4 de l'algébre babyfonienne ou hindoue sans
l'utilisation faite par les hindous d'une notation syncopée; mais on trouve
aussi une nette influence des mathématiques grecques dans les parties ou
l'auteur juge nécessaire de démontrer géométriquement la validité des
solutions proposées a l'aide de nombres, comme c'est le cas pour le texte
proposé qui traite d'une équation de l'avant dernier type cité. Mais 2 a
différence des démonstrations grecques {euclidiennes par exemple) qui
traitent de problémes géométriques ( déterminer des segments et des
aires ), Al-Khwarizmi indique nettement que son probléme s'applique a
toute quantité numérique.

Le texte étudié présente la plus ancienne attestation d'un avant golt de
discussion du nombre de solutions d'une équation du second degré.
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AL- KHWARIIMI. A/-Mukhtasar (1 Hisab Niveau ]ére
al -jabr wa [ -Mugabala

Bdité par Mashrafa et Mursi Ahmad Le Caire 1968.

Traduction: A. Dijebbar.

RESOLUTION D'UNE EQUATION DU SECOND DEGRE SELON UNE
METHODE ARABE.

Al-Khwarizmi ( environ 780-850) prend I'exemple de l'équation

12+ 21 =10 x quil exprime par "un carré et vingt et un nombre
égalent dix de ses racines” dont il cherche une solution positive grace
a1 une interprétation géomeétrique de cette équation :

il veut déterminer un coté x
d'un rectangle ECDN dont
fautre coté vaut 10 (et dont
l'aire vaut 10 x), de facon qu'l T
se décompose en un carré
ACDB de c¢oté ¥ et un rectangle ©
de EABN d-aire 21 L'équation

se traduit donc:

aire(ACDB) + aire (EABN) = .
aire (ECDN) G 8 c
avecEC =10 AC=x et o
aire (EABN) = 21

Ak

4

N

1_Résolution géométrigue On considére la figure ci-dessus .
Soit | le milieu de [ND] . NIKM le carré de cbté [NI] et KLGH le carré de

coté KH (égal a2 AH).
1) Exprimer, en fonction de x, les aires de KLGH, de AHIB et de LGEM.

2) En déduire que l'aire de EABN est égale a {a différence entre ['aire du
“grand carré" NIKM et celle du "petit carré” KLGH. Traduire cette égalité
par une équation d’inconnue x.

3) Que peut-on en déduire pour e coté du "petit carré” KLGH, puis pour
la longueur x7

4) Cette construction est-elle possible si 21 est remplacé par 26 dans
'équation proposée?

11. Recherche d' ine de ¢ .
1) Lire le texte, lignes 1 4 13, en faisant les calculs proposés.

Indications
ligne 4 : "Dirham”, unité de monnaie, désigne ici les consiantes.
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ligne 7; "prends la moitié des racines " on dit aujourd'hui "la moitié du

coefficient de 1"
ligne 11 :"racine" "comprendre ‘racine carree”.

2} Justifier les calculs faits en se référant au raisonnement géomeétrique
de la question I.

3} Déterminer, en suivant la méthode de calcul proposée par Al-
Khwarizmi, une solution de I'équation X2+c=bx (b et ¢ donnés, strictement
positifs) et faire la construction géométrique justifiant ce calcul. Quelle
condition doit-on imposer 4 b et ¢ pour que la construction soit possible?
Retrouvez-vous les résultats donnés en cours?

111 . Recherche de la 2€ racine carrée de ['équation.

1) Lire les lignes 14 a 16 ; quelle est la 2¢ solution du probléme?
Imaginez une construction géoméirique permetiant de trouver cette
solution (aucune ne nous 2 été transmise).

{Indication : Cette solution est supérieure 2 5, on pourra utiliser un“petit
carré” de ¢oté x-5)

2) Lire les lignes 17 4 19 : Al-Khwarizmi y affirme que sa méthode est
uvtilisable pour résoudre toute équation du type 12 +¢ = bX (b et ¢
positifs) et permet d'obtenir deux solutions; écrire ces Z solutions, selon
la méthode d'Al-Khwarizmi; expliquer pourquoi il les distingue en
expliquant que l'une est obtenue 2 l'aide d'un "accroissement” et l'autre
d'une "diminution”.

3 } Les trois cas dont parle Al-Khwarizmi, lignes 21 et 22, sont les trois
types d'équation du second degré suivantes :
(1)ax2+bx=c
(2)az2=bx + ¢ (a, b, ¢, strictement positifs)
(3)ax2+c=bx
Justifier pourquoi, parmi ces trois cas, le (3) est le seul ou l'on obtienne
deux solutions positives. (les seules considérées par Al-Khwarizmi)

4 ) Comment expliquez-vous les propositions exprimées
a} lignes 23 2 25
b) lignes 26 et 277

NB. Les lignes 1 a 27 du texte joint ont été données 2 lire aux éleves.
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Quant au carres et au nombre qui egalent des racings, c'est comme
quand tu dis : Un carre et vingt et un en nombre égalent dix de ses
racines. Cela vaut aussi pour tout bien qui est tel que si on [ui ajoute
vingt et un dirham, la somme qui en résulte est égale a dix racines de ce

5 bien.

8a methode de resolution consiste en ceci :
Prends (a moitic des vacines, cela fera cing.
Tu la multiplies par dlz-méme, cela fera vingt cing.
Tu retranches les vingt et un dont a dit qu'ils étaient avec les carres, il

10 restera quatre.

Ju prends sa racine qui est deux.

Tu e retranches de [a moitié des racines qui est cing, il restera trois.
Et c'est o racine du carré que tu voulais et fe carrre est neuf.

8i tu veux, ajoutes (a racine (de quatre) & la moitie des racines.

15 Celn fera sept et cz sera [a racing du carre que tu voulnis et (e carré est

20

25

quarante neuf.

8i tu rencontres un probleme qui te mene o ce cas, tu vérifies sa
validite par ['accroissement, si elle n'est pas (verifice), dle (e sern alors
necessairement par diminution.

Ce cas se resout a [a fois par L'accroissement et par lo diminution
et, celn n'est pas ainsi pour [es autres cas parmi [es trois pour [esquels
on o besoin de premdre (o moitic des racines.

Sache aussi que, dans ce cas, si, ayant pris [a moitié des racines
et les nyant multiplices par eles-mémes, [e résultad est inférieur aux
dirham qui sont avec (e carre, (e probléme est afors impossible.

§'il est egal aux dirham eux-mémes, [o racine du carre est alors égale,
exactement, a (o moitie des racines, sans acoroissement ni diminution.

(...} Quant a (la justification de (o solution de) : un carré et vingt et
dirham egalent dix de ses racines, nous prenons pour le carré une
surface carrée de cotés inconnus et c'est [n surface (AD) puis, nous [ui
accolons une surface o cotés paralleles de [argeur égale a ['un des cotés
de [ surface (AD), ce sera [e cote N, et (o surface sera (EB). La
longueur des deux surfaces réunies sera alors CE. £t nous avons appris
que sa [ongueur était dix en nombre car, pour toute surface carrée de
cotés et d'angles égaux, undzmmtmmu&tp&zpa:mzstegu[u[a
racing de cette surface, et (multiplie) par deux, (il est égal) a deux de
ses rocings .

Comme on a dit: Un carré et vingt un égalent dix de ses racines, on sait
alors que [o [ongueur du cote CE est dix en nombre, car (e coté CD est e
cote du carre.
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Puis, nous divisons e coté CF en deux moities, au point H. Nous voyons
que e segment B est egal au segment HC. (Soit 1 milieu de DN). Nous
vogomqmﬂ'lmtégaldﬂﬂ. Jjoutmmuusegmmm, dans son
prolongement, [équivalent de [‘exces de CH sur Hl, (ajoutons au
segment EN, dans son prolongement [ segment £M) afin que surface
(NX) soit un carre. Le segment 1X est alors egal a K. Nous avons donc
une surface carree de cotes et d'angles égaux et c'est (o surface (M1). Or,
nausuvm;svuquztzw;nwntu(.mt(éqat&)ciqut[zscﬁtéssuﬂtégmxx.
La surface est donc (egale a) 25, et c'est [e resultat du produit de o
moiti¢ des racines par ele—meme, (c'est a dire) cing ( mulitiplic) par
cing qui donne vingt-cing. (Mais), on avait vu que [a surface (EB)
étuit[mvi.ﬂgtztunquiavaéﬂ»tébéajoutés aux carres. A ['nide du
segment 1 qui est un des cotes de [n surface (M1), nous dissocions (E1)
de [a surface (EB) et il reste o surface {A1). Nous prenons, du segment
KM, [e segment XL qui est egal au segment HK (et, sur HE, (¢ segment
${G ¢égal a LX)}. Nous voyons que fe segment 1H est egal au segment FIL,
@ﬂmwiusegmﬂxksegmmqﬁwtégdwwm. [
sur face (MBG) est alors égale o (1A).

On voit donc que (o surface (E1), augmentée de [a surface (#6), est
egale o [o surface (EB) qui est vingt et un. Plais la surface (M1) est
(egule &) vingt cing. Lorsque nous awrons retranche de la surface (M1)
[es surfaces (EL) et (MG) qui sont (egales B) vingt et un, il nous restera
une petite surface et c'est [a surface (GK) qui est [a diffesence entre
vingt cing et vingt et un et c'est quatre. 8o racine est fe segment G3 qui
est ¢gal au segment A qui est (egal o) deux. Si tu [z retranches du
segment HC qui est (n moiti¢ des racines, il reste lo segment AL qui est
(égal &) trois et c'est [a racine du premier carre. Si tu ['ajoutes auw
segment CH qui est (egal o) la moitic des rocines, cela vaudro sept et
c'est le segment GC. Ce sera (o racine d'un carre plus grand que (e
(premier carrre) et qui, si tu [ui ajoutes vingt et un, est ¢gal a dix de
ses racines.

£t voici {a figure (de la preuve) : voir figure page 74

Et c'est ce que nous voulions demontrer .
(Extrait du A/-Mukhiasar f7 Hisab af -/abr wa [ -
Mugabala édité par A.M. Mashrafa et M. Mursi

Ahmad, le Caire1968, pp.20-21 et pp.23-24.)
Traduction: A. DJEBBAR.

77



rprtn

@uvre nécessaire a tousles esprits pers-
plcaccs et curieux, ol chacun de ceux
qui aiment a ctudlcr la Philosophie, la
Perspective, la Peinture, la Sculpture,
Architecture, la Musique et les
autres disciplines Mathémat-
ques, trouvera une trés dé-
licate, subtile et admirable
doctrine et se délectera
de diverses questions
touchant une
trés secrete
science.
M. Antonio Capella, homme trés érudit ’a revue,
A. Paganino Paganini I’a imprimée

trés soigneusement a Paide de
caractéres tres élégants.
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LUCA PACIOLI

Luca Pacioli est né vers 1445, a Borgo San Sepolcro, petite ville d'Ombrie,
dont est également originaire lillustre peintre Piero delia Francesca
(1416,1492), lui-méme bon mathématicien, auteur d'un des premiers
traités de Perspective. Nous savons que Pacioli vénérait le grand artiste,
qui lui méme avait de I'amitié pour le jeune mathématicien.

Toute sa vie, Pacioli enseigna les mathématiques, a Pérouse d'abord, puis,
aprés étre rentré dans I'ordre de Saint-Francois, if voyage, pour enseigner
un peu partout en Italie : a Florence, Pise, Bologne, Rome, Milan, Venise.
C'est a2 Milan, ou it séjourne de 1496 2 1500, qu'il fait la connaissance, a ia
cour du Duc, de Léonard de Vinci avec qui il noue amitié.

Pacioli écrivit, et it imprimer en italien, afin de toucher un public plus
large, de nombreux ouvrages. Citons en particulier :

La Summa de arithmelfca geomelria, proporiione el
proportionalita terminée en 1487, imprimée en [494. Il s'agit d'une
véritable encyclopédie de mathématiques o0 Pacioli rassemble et
coordonne les connaissances trouvées dans les oeuvres de ses devanciers,
depuis Buclide, son grand maitre, jusqu'a ses contemporains, englobant
en arithmeétique et en algébre les apports indiens et surtout arabes. Et ce
n'est pas son moindre mérite que d'avoir sorti de [oubli le grand
Fibonnacci, mathématicien du XIlle siécle, (appelé encore Léonard de
Pise).

Une traduction en italien des Aéments d' Euclide, aujourd’hui
perdue, publiée vers 1500, ainsi qu'une édition en latin, imprimée en
1508.

Enfin le ceéleébre traité Dvinz Proportione magnifiquement
iliustré par des planches de Léonard de Vinci, dont le manuscrit fut offert
au Duc de Milan en 1496. (La premiére édition imprimée date de 1509,
c'est la derniére oeuvre éditée de Paciofi).

Aprés une étude détaillée des remarquables propriétés de la
"Divine Proportion”, autrement dit de la proportion définie par le partage
en "moyenne et extréme raison”, Pacioli, suivant Euclide pas a pas,
développe l'étude des pentagones et décagones réguliers, puis celle des
cing polyédres réguliers de I'espace, figures ou partout se trouve {a Divine
Proportion. Dans cette partie du traité, de nombreuses considérations
mystiques se mélent aux développe ments mathématiques.

Dans la suite, Pacioli étudie les inclusions possibles des différents
polyédres les uns dans les autres, puis il envisage des polyédres
"tronqués’, et d'auires “surélevés” par l'adjonction de pyramides
réguliéres posées sur les différentes faces. Les superbes planches de
Léonard de Vinci sont fort utiles au lecteur pour l'aider 2 concevoir ces
étranges solides, massifs ou évides.

L'ouvrage se termine par I'étude des colonnes, rondes ou prismatigues,
des cones et pyramides, entiers ou tronqués.
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LUCA PACIOLI - La [yvine Proporition (1496} Niveau Se
Edition bilingue de la librairie du Compagnonnage

Le travail présenté réunit quatre fiches, intitulées :

-La quadrature du cercle

-Approximations de n

-Mesure d'une colonne ronde (texte de Pacioli) avec questionnaire
adjoint.

-La main, les mesures, le pentagone .

Pour comprendre le fil directeur de cet enchainement, a premiére vue un
peu farfelu, il est socuhaitable de lire d'abord le texie de Pacioii .
Ce texte, extrait du célébre traité de la Zivipe Proportion est traduit de
I'italien. II est d'une lecture assez simple car l'auteur se conlente
d'expliquer, sans aucune tentative de démonstration la méthode de caicul
bien connue du volume d'un cylindre V=B 1 h {en termes modernes).
Mais, pour calculer ['aire du disque de base , Pacioli explique la méthode
d'Archiméde, qui consiste 2 calculer les onze quatorziémes de laire du
carré circonscrit, (méthode bien sOr approchée, ce qu'Archimede lui-
méme savait fort bien ).
La lecture de ce passage pose de facon naturelle le célébre probiéme de Ia
quadrature du cercle.
Enfin Pacioli, s'adressant 3 des éléves ou 4 des lecteurs dont il craint
Vignorance, prend la peine d'expliquer que le résuitat doit étre compris
comme un nombre de petits cubes batis sur les unités de longueur de
I'époque, qu'il cite : les bras, les pieds, les paimes ... Ce passage nécessite
guelques explications.

Jai alors vu dans le texte de Pacioli une facon originale et
intéressante de présenter deux lecons de programme de S5éme :

.L'aire du disque

.Le volume du cylindre
C'est ce qui motiva dans un premier temps la confection des premiéres
fiches : "QUADRATURE DU CERCLE" et "APPROXIMATIONS DE 1 °, destinées
3 étre faites avant la lecture du texte.

La derniére fiche : "LA MAIN, LES MESURES, LE PENTAGONE", a éeté
congue ultérieurement, et prévue pour éire donnée aprés la lecture du
texte de Pacioli. Tirant prétexte de la rencontre dans ce teXte d'unités
anciennes , elle présente l'ensemble des mesures de longueurs appelé LA
QUINE", ce qui est l'occasion d'évoquer le mystérieux " NOMBRE D'OR °, et
de susciter une premiére étude du non moins mystérieux PENTAGONE
REGULIER ETOILE.
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UTILISATION DES FICHES

11 parait souhaitable de distribuer ces fiches, {prévues pour des éléves
de cinquiéme), de facon espacée dans I'année scofaire. A titre d'exemple,
voici comment j'ai procédé cette année dans ma propre classe

1) En décembre, aprés avoir étudié les fractions et, en géométrie, les aires
des triangles et de certains polygones plans, j'ai fait faire, en travail
dirigé, l'étude de la méthode de loctogone et celle de la régle du
neuviéme, début de la fiche 1a Quadrature du Cercle.

Puis nous avons étudié le résultat d'Archiméde , ainsi que les formules
modernes, avec &, pour le périméire et l'aire du disque (formules
inscrites dans fe cahier de cours). Les éléves ont fait seuls, a [a maison,
les exercices des paragraphes IIl et V.

2) En janvier, j'ai distribué la fiche Approximations de z. Cette fiche
demandant des calculs, {fractions , approzimations décimales ), a été faite
en devoir 4 la maison ). avec visiblement beaucoup d'intérét.

3) En février, ayant terminé la lecon : "volumes de prismes droits ", j'ai
décidé de traiter la lecon "volume du cylindre de révolution " a l'aide de
la Jecture 2 haute voix du texte de Pacioli Les éleves ont
particuliérement apprécié de retrouver dans cette page le résultat
d'Archimede, pour eux devenu familier.

I1s ont ensuite répondu au gquestionnaire, et leurs réponses ont montré
dans ['ensemble une bonne compréhension du texte.

4) Enfin, en juin, je leur ai donné en travail dirigé la fiche : La main, les
mesures, le pentagome, ce qui a été l'occasion de finir l'année en
beauté, par la contempiation de beaux polygones réguliers.

Pour ces questions, les connaissances de géométrie élémentaire de 5e
sont suffisanies. Quant a la construction d'un pentagone régulier etoiié,
elle a vivement iniéressé les éléeves, qui ont proposé différentes
meéthodes.
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_LA QUADRATURE DU CERCLE _ un vrai probléme !

Comment calculer Y'aire d'une surface limitée par une ligne courbe, en
particulier de la plus connue et apparemment la plus simple, le disque ?

Pendant des siécles, certains cherchérent 2 consiruire , (2 la régle et
au compas ), un carré d'aire égale a celle d' un disque donné. Dautres
cherchaient une fraction permettant de ¢calculer 1'aire d'un disque 2 partir

de l'aire d'un carré circonscrit au disque.
Ainsi que nous le verrons, cette recherche dura des siécles. C'est ce

fameux probléme qu'on appelle la quadrature du cercle.

rI Comparaison de la surface d'un disque 2 celle du carre circonscrit J

Méthode de l'octogone

B
A “/ T *FIGURE . Reéalise un agrandissement
a de 1a figure ci-contre de facon que le carré
\ ABDE , circonscrit au cercie (n’), ait 12 cm de
coié . Place les points :

\ F et G sur [AB], tels que AF = FG = GB
H et I sur [BD], tels que BH =HI = ID
\ / K et L sur [DE], tels que DK =KL = LE

£ D M et N sur [EA], tels que EM = MN =NA

Trace en couleur i'octogone FGHIKLMN.

*QUESTIONS
A désignant l'aire du disque , ® celle de f'octogone, C celle du carré,

1°) Montre que @ = %C

2°) Parmi les propositions suivantes: A> 0, A <0, A =0,
I'une d'elles parait-elle 2 I'ceil absolument certaine ?

Et que penser de I'affirmation : A =0 (A est peu différent de ®) ?
3")De ce qui précéde, déduire une valeur approchée de l'aire du disque (y).

4°) Plus généralement, montrer que, si un disque a pour diametre D, el
pour rayon R, on peut calculer une valeur approchée de son aire par

7 28
'une des deux formules : A= §d2 OUA = ?Rz
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IT La régle égyptienne pour “carrer” les cercles

Dans le papyrus Rhind, écrit par le scribe Ahmeés vers 1650 avant J.C.,
on trouve la régle suivante, appelée la régle du neuviéme :

ST 11 veur calculer une aire circuiaire,
dle un neuviéme ay diamelre,
multiplie le résullat par lur-méme.

Questions

1°} Applique cette régle au calcul de I'aire d'un disque de diametre 9 cm.
Dessine avec le méme centre un disque de diamétre 9 cm et un
carré de cOté 8 cm.

Pour un égyptien, le disque aurait méme aire que le carré, et ainsi se

trouverait résolu le fameux probiéme de la quadrature du cercle |

2°) Toujours par la régle du neuviéme, calcule des valeurs approchées
.de l'aire d'un disque de diametre 18 cm,
.de l'aire d'un disque de diamétre 27 cm .

3°) En t'aidant d'une calculatrice, calcule par la régle du neuviéme une
nouvelle valeur approchée de l'aire du disque (y) de diamétre 12 cm.
Compare avec {'autre valeur approchée obtenue par 1a méthode de
'octogone.

4°) Montre que ['utilisation de la régle du neuviéme égquivaut a calculer :

64
81t

d2==‘g“5£1lR2

A = 81
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[11. Le résuftat d'Archiméde

On démonire gue :
Le périmétre d'un cercle est proportionne! i son diamétre.
L'aire d'un disque est proportionnelle au carré de son rayon.

ARCHIMEDE (3€ siécle avant ].C), dans son petil traité Je /2 mesure du
cercle réussit 2 montrer que les deux coefficient de proportionnalité sont

égaux, et trés voising du nombre %2“

Ce mystérieux coeflicient de proportionnalité ful plus tard désigné par ia

fellre grecque £ .
Ainsi, on peut exprimer en langage moderne les résultais d'Archiméde
par les égalités :

(1) L=nxD avecn:ﬁ_%-z-
(2) A=nxk2

(L et A désignant respectivement le périmétre et l'aire du disque)

Exercices
1°) Montre que lonaaussi L=2xxR (1 bis)

o1 A= 1;. « D2 (2bis)

L ) ~ 22
2°) En utilisant {'approximation d'Archiméde p = = el en conservant

cette écriture fractionnaire, calcule sans l'aide de la calculateice
le périmétre puis l'aire :
. d'un disque (g1) de rayon 7 cm,
. d'un disque (g2) de rayon 14 cm,
. d'un disque (g3) de rayon 21 cm.
Vérifie d'aprés les résultats les deux lois de proportionnalité :
—du périmétre au rayon.
—de l'aire au carrd du rayon .

3°) Voici l'un des énoncés d'Archiméde :

“Un cercle est au carré de son digmélre, 3 lrés peu de chose pres,
cwomme 1/ est /47

1t
Autrement dit, A (disque) = 14 d2
Explique ce résultat en partant de 1a relation (2}, ou (2 bis).
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Récapitulons @ Quelles sont les trois [ractions permettant dobtenir
(approximativement ) l'aire du disque comme une fraction de l'aire du
carré circonscrit :

Par 1a méthode de l'octogone Az = ox gl
Par la méthode égyptienne , A ox 2
Suivant le résuitat d'Archiméde , A& =z = xg2

IV. Et ta quadrature parfaite du disque?

Eh bien, apres des siécles de recherche, le fameux probleme : "Comment
obtenir par une construction géomeétrique un carré d'aire exactement
égale a celle d'un disque ", & été déclare insoluble, et le nombre =
incalculable exactement. {Démonstration donnée en 1882 par le
mathématicien Lindemann) .

5 est un nombre "transcendant ', dont la suite illimitée des chiffres apres
la virgule doit étre calculée chiffre aprés chiffre, (en 1983 on en avait
calculé 10 mitlions ).

Avec deusx chiffres aprés la virgule, = = 314155926535

Exercice : Calcule cette fois-ci une valeur approchée trés précise
de {'aire du disque (y) de diameétre 12 cm, en prenant
n % 31416
Vérifie que la méthode de f'octogone nous a fourni une valeur
approchée par défaut , et que la régle du neuviéme nous donne
une valeur approchée par excés, mais que dans les deux cas le
pourcentage d'erreur est inférieur a [%.
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APPROXIMATIONS FRACTIONNAIRES DE =

28
1°) La méthode de l'octogone équivaut a prendre ® & =57
256
La régle du neuviéme équivaut 2 prendre X < %
) . 22
Archimeéde nous dit R E2
157

Le chinois Lui-Hui, au 3e siécle aprés JC, calcule = & —S—-

Sachant qu'en réalité, avec 7 décimales, 8 & 3,1415927 , compare les
précisions des guatre valeurs approchées fractionnaires citées.

2°) Prendre &

28 . ]
—8_ revient adire - & = 3 +—

22
Prendre = £ revientadire :® =3+ —

Dans les temps trés anciens, les Bayloniens, excellents astronomes
habitués i compter dans le sysiéme sexagésimal {base 60) écrivaient :
L1, 30
=3+ %0 " 3600
1

Autrement dit, plus simplement =& = 3 + —

Que penser de l'approximation des Babyloniens comparée auX
précédentes?

3°) Ptolémée, fui aussi astronome et mathématicien, (ler siécle aprés

. 8 30 o
JC).calcula:  ® &3 + ¢4 + 3405 soit & € 3 + 75

Métius, en 1625, publia une valeur trouvée en poussant plus loin les

. o . 333 . N
calculs d'Archiméde : =® Z 113 ° s0it ® =3+ T

Combien de décimales exactes ont ainsi respectivement obtenu
Ptolemée, Métius?

POUR FINIR ..
Reprendre toutes les approximations fractionnaires de & proposées dans
cette fiche . Les classer suivant le critére :
approximations par défaut
approximations par €Xces,
puis, a l'intérieur de ces deux classes, fes ranger par ordre de précision
croissante.
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Extrait de "Lz Drvine Proportion” de LUCA PACIOLIL

fo

& De la manitre de mesurer toutes SOITes de colonnes et
d’abotd les rondes.

I | me parait devoir faire connaitre maintenant la manidre de
mesurer toutes sortes de colonnes. Bien que nous en ayons
traité amplement dans notre Ouvrage, nous en donnerons
cependant un apergu tres succinct & Votre Grandeur; et d’abord,
pour toutes lcs colonnes rondes, ceci est la regle générale. On
mesure premid¢rement une de ses bases en la réduisant au carré
sclon la maniére approchée trouvée par le grand géomaétre
Archiméde, placée dans son livee sous la rubrique « quadratuze
du cercle » et donnée dans notre euvre avee sa démonstration,
Cest-A-dire ainsi. Ayant trouvé le diametre de la base et multi-
plié celui-ci pac {ui-méme, on prendra les 11/14 du produit,
Cest-A-dire les onze quatorzitmes; ceux-ci étant multipliés pat la
hauteur de Iz colonne, ce dernier produit sera le volume de toutes
fa dite colonae. '

# Exemple : pour micux comprendre : Soit la colonne ronde
ABCD dont |2 hauteur AC ou BD soit 10 et les diamétres des
bases, 'un AB et Pautre CD, chacun 7. Je dis que pour carret
cette base, ou toute autre semblable, on doit prendre un de ses
diamatres quel qu'il soit, AB ou CD indifféremment puisqu'ils
sont égaux, ¢’est-i-dire 7. Ce 7 doit étre multiplié par lui-méme
ce qui fera 49 et, de ¢e nombre, on prendra les 11/14 qui sont
38 1/2. Je dis que ces 38 1/2 sc multiplieat par la hauteur ou
longueur de la colonne, c'est-2-dire par BD ou AC que nous
avons posée (égale 1) 10. Cela fera 385 que nous dirons corres-
pondre 4 la capacit¢ ou volume corpotel de toute la dite colonne.
Je veux dire & ce propos, Noble Duc, que si ces nombres
comportaient des bras, de quelque sorte qu'on voudrs, Ia
wolonne contiendrait en elle 385 petits cubes, comme des dés,
ayant en tous sens un bras, C'est-3-dire longs d’un bras, larges
d'un bras et hauts d’un bras ainsi que la figure ci-contre le
présente. De méme, si les dits nombres comportaient des pieds
il y en 2urait autant que nous avons dit trouver de bras, et il en
itait de méme pour des pas, des palmes ct ainsi de suite. Si
donc on décomposait la dite colonae en cubes on en ferait
385. Et ceci suffit & notce présent propos.

® Toutefois pout la quadrature et l2 mesure des dites bases
circulaires existent bezucoup d’autres moyens qui tous revien-
nent 2u méme et que NOUS AVONs donnés, en ordre, dans notre
cuvre citée. La raison pour laquelle on prend 11/14 c’est-2-dire
11 des 14 parties de la multiplication du diamatre par lui-méme
dans tout cercle, vient de ce qu”Archiméde a trouvé avec grande
apptoximation, que le cercle comparé au carré de son diamétre
est dans le rapport de 11 3 14. Clest-d-dire que si le carré du
diamétre dtait 14, le cercle ferait 11, bien que personne encote
ae le sache avec précision, Mais peu s’en faut. Comme il apparait
i Peil dans la figure ci-contre, le cercle est inférieur au carré
de 1a surface des angles du dit carré que le cercle n’occupe pas.
Lesquels angles de tout te carté font les 3/14 c'est-i-dire 3 des
14 parties. Et les 11 sont comprises dans I'espace circulaire
comme on le voit dans le carré A B,C,D, dont les cbtés sont
égaux. au diamatre du cercle, c’est-i-dire 2 la ligne EF, laquelle
le divise par le milicu, passant pat le point G dit centre du cercle,
comme, au début de son Ier (livre), le déclare notre philosophe.
Et ceci (au sujet) des coloanes rondes.

[ 4:10]
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QUESTIONS SUR LE TEXTE DE PACIOLI

1°) Quel est le terme moderne remplacant celui de "colonnes rondes”
utilisé par Pacioli?

2°) Que veut dire Pacioli lorsqu'il parle
De “mesurer” une colonne ronde ?
De “mesurer” une base 7

3°) Que signifie la locution "réduire un cercle au carré’? La methode
d'Archiméde donne-i-elle le résultat exact 7

4°) Ecris le calcul conduisant, dans l'exemple proposé par Pacioli, av

{
résultat 385.
Quelle grandeur ce nombre mesure-t-il?

S°) Dans la suite du texte, comment se fait-if qu'on rencontre les mots
“bras” , ‘pieds” , "pas” ,"palmes” ?
Dans un dictionnaire ou une encyclopédie, essaie de trouver les
valeurs (en centimeétres), d'un bras, d'un pied, d'un pas, d'une palme.

6°) En somme, d'aprés Pacioli , par quelle formule doit-on calculer le
volume d'un cylindre de diamétre d de hauteur h?

La formule moderneest V=®xRexh

Compare avec fa formule de Pacioli .

Question subsidiaire

Le “philosophe” cité par Pacioli 2 la derniére ligne est le

célébre Euclide.
Connais-tu la raison de la célébrité d'Euclide 7
Penses-tu qu' Archiméde ait pu connaitre Buctide 7
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LA MAIN, LES  MESURES,

LE PENTAGONE

Pacioli cite certaines unités de
longueur

le bras, {ou encore coudée),

le pied.

la paime,
Ces unités, employées longlemps
en Europe, {(jusqu'a la définition
du systéme métrique), ont
quelque peu varié suivant les
lieux et les époques .

Ainsi les compagnons batisseurs
des cathédrales avaijent défini un
ensemble de cing mesures,
appelé "la Quine” :

unijté Equivalence Valeurs en
cm cm
ligne diametre d'un 0,2247
grain d'orge
paume 34 lignes 7,64
paime 535 lignes 12,36
empan 89 lignes 20
pied 144 lignes 32,36
coudée 233 lignes 52,36

1°) A quelle échelle quatre de ces unités sont-eiles représentées sur le
dessin de 1a main 7
2°) A 1a méme échelle, représente le pied.
3°)} Ajoute : paume + palme = paime + empan =
empan + pied =
Que peut-on remarquer?

4°)Divise :
coudeée pied empan palme
pied empan palme paume
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En [ait, ce résultat constant, 1618 , est une valeur approchée d'un
nombre. (célébre autant que X), appelé le NOMBRE DOR, quon
rencontre dans de nombreuses figures géométriques planes ou de
{'espace.

Ce nombre, qui fascinait depuis toujours les mathématiciens, fut méme 2
'époque de Pacioli, baptisée ta DIVINE PROPORTION ce qui explique le
titre de son livre, en grande partie consacré a I'étude de ce nombre et des

figures géométriques ol on le rencontre.
Voici justement une figure célébre : LE PENTAGONE REGULIER ETQILE .

Vérifie que I'étoile ABCDE a bien cing branches de méme longueur.
Colorie la figure centirale ADBEC ; celle-ci est
: un PENT AGONE REGULIER CONVEXE

Fais apparaitre (en pointillé) le polygone ADBEC ; lui aussi est un

pentagone régulier convexe.

Mesure les cotés  C, du pentagone étoilé ABCDE,

Cy du pentagone convexe ADBEC.
Vérifie que %; = 1618 {ehoui, encore le nombre d'or !)

A Paide du rapporteur, vérifie que, dans le triangle isocele ABE, les
angles 2 la base sont doubles de l'angle au sommet.

Que représente la demi-droite [BC) pour I'angle ABE?

Pour finir ...
En utilisant les instruments de ton choix, (compas, rapporteur ..J,
construis toi-méme un pentagone régulier étoilé, agrandissement de celui
dessiné ci-dessus . Explique ta méthode.
Fais apparaitre avec des couleurs différentes :

Le pentagone étoilé ABCDE , de cbté C,

Le pentagone convexe ADBEC, de coté C,

Le pentagone étoilé ABCDE', de coté Cy

Le pentagone convexe ADBEC, de coté Cg.

C, C C
Calcule 12 3

=al . Que remarques-tu?
C "G G
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GALILEE « PASCAL

Deux textes pour introduire 1'analyse combinatoire.
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GALILEE : Ze Opere de Galileo Galiler Niveau
Florence 1855 vol. XIV traduction sous réserve 1e-Term.
PASCAL : 7Trasté au triangle arithmelique

Oeuvres compiétes Ed. la Pléiade.

DEUX TEXTES POUR INTRODUIRE
L'ANALYSE COMBINATOIRE . *

Les deux textes qui suivent ont été abordés en classe de lére A,

sans cours préalable, donc sans qu'aucune formule n'ait été mise en
place auparavant.

Galilée, dans le premier, expose avec une clarté inégalable,
comment dénombrer, dans le lancer de trois dés, les sorties des
différentes figures. La version traduite ici est extraite de la Ze édition de
Le Opere de Galifeo Galiferparue a Plorence en {855, une premiére édition
datant de 1718.

La lecture du texte de Galilée faite en classe, sans préparation, a
suscité dés le premier paragraphe des réactions immeédiates : la
proposition soutenue est évidente (le 10 et le 11 sortent plus souvent
que le 9 et le 12} et la raison sans mystére (le 9 peut-étre obienu avec
un brelan et le 10, non!). Des justifications plus précises sont tentées par
fes éléves (on s'était interdit de lire trop vite la suite ..) sans le succes
attendu | Aprés .. la démonstration de Galilée, assortie du tableau
complet des figures du jeu , se suffit A elle-méme mais léve, en fin de
séance , un foisonnement de nouvelies questions et paralléiement une
nécessité de redéfinition des termes employés. L'ensemble de ces
questions rédigées et classées, est proposé en annexe. Toutes les réponses
s'obtiennent par dénombrement direct en utilisant le tableau de Galilée.

*Ce chapitre est un compte-rendu d'expérience et présenie donc une
structure différente des autres chapitres de la brochure.
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A PROPOS DU JEU DE DES

extrait de Le Opere de Galifeo Galifef Firenze, 1855,
vol.XIV,p. 293-316
(texte original, Mss. Palatini, Par. VI, Tome 3)

Que dans le jeu de dés certains points soient plus avantageux que
d'autres, on en a une explication trés évidente, qui consiste dans le fait
que ceux la peuvent sortir pius facilement et pius souvent que ceux-ci, ce
qui dépend de leur capacité a se former avec plusieurs sortes de
chiffres : c'est pourquoi le 3 et 18, qui sont des points que ['on ne peut
obtenir que d'une seule maniére avec irois chiffres (c'est a dire I'un avec
6-6-6 et l'autre avec 1-1-1, et pas autrement ) sont plus difficiles a faire
apparaitre que par exemple le 6 ou le 7 qui se composent de plusieurs
maniéres (c'est a dire le 6, avec {-2-3 et 2-2-2ei [-1-4, et le 7 avec
1-1-5, 1-2-4, 1-3-3, 2-2-3). Cependant, bien que fe 9 et le 12 se
composent en autant de facon que le 10 et le 11, si bien qu'ils devraient
étre considérés comme ayant la méme fréquence, on voil néanmoins que
la longue observation a fait que les joueurs estiment plus avantageux le
10 et le 11 plutét que le Y et le 12.

Et que le 9 et le 10 se forment (et ce que {'on dit de ceux-ci s'entend
pour leurs symétriques le 12 et le 11) se forment, dis-je, avec la méme
diversité de chiffres, est évident ; en effet le 9 se compose en {-2-6,
1-3-5, 1-4-4, 2-2-5, 2-3-4, 3-3-3, qui sont six tripiets, et le 10 en 1-3-6,
1-4-5, 2-2-6, 2-3-95, 2-4-4, 3-3-4, et non d'autres facons ce qui fail aussi
six combinaisons. Maintenant, pour servir celui qui m'a demandé de
produire ce qui me vient a l'esprit sur un tel probléme, je vais exposer ma
pensée, dans l'espoir, non seulement de lever ce doute, mais d'ouvrir la
voie qui permette de découvrir trés exactement les raisons pour
lesquelles toutes les particularités du jeu ont éié réparties et arrangées
avec perspicacité et jugement. Et, pour me mener au but avec la plus
grande clarté possible, je commence par considérer qu'étant donné un dé
a six faces , il peut aprés avoir été jeté, tomber indifféremment sur
chacune d'entre elles ; il vy a donc six sorties et pas plus, chacune
différente de l'autre . Mais , si avec le premier , nous jetons le second dé,
gqui a donc six autres [aces, nous pourrons faire 36 sorties, toutes
différentes, puisque chaque face du premier dé peut s'accoupler avec
chacune du second, et par conséquent faire six sorties différentes, il est
alors évident que le nombre de telles combinaisons est 6 fois 6, soit 36.
Bt si nous ajoutons le troisieme dé, puisque chacune des faces , qui sont
aussi au nombre de six , peut s'accoupler avec chacune des 36 sorties des
deux autres dés , nous aurons que les sorties des trois dés sont au nombre
de six fois 36, soit 216, toutes différentes. Mais puisque [es sommes des
tirages des trois dés ne sont qu'au nombre de 16, c'est & dire 3, 4, 5
jusqu'a 18, entre lesquelles on a 4 repartir les dites 216 sorties, il est
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nécessaire que pour quelques-unes de ces sommes on ait beaucoup de
sorties et. si nous trouvons combien on en a pour chacune, NOUS aurons
ouvert la voie pour découvrir tout ce que nous cherchons , et il suffira de
faire une telle recherche du | au 10, puisque ce qui conviendra a l'un de
ces nombres conviendra encore a son symétrigue.

On doit noter trois particularités pour la bonne compréhension de ce
qui reste : {a premiére est que la somme des trois dés dont la composition
vient de trois chiffres €gaux, ne peut-éire obtenue que par une seule
sortie, ou tirage de dés, et ainsi le 3 ne peut-étre obtenu que par les irois
faces de l'as , et le 6 , si on devait le composer avec irois 2, ne
s'obtiendrail que par une seule sortie. Deuxiémement : la somme qui se
composent de trois chiffres dont deux soni égaux, et le troisiéme
différent, peut s'chtenir par trois sorties, ainsi par exemple le 4 qui vient
de 2 et de deux as peut se faire avec trois lancers différents, c'est 2 dire
quand le premier dé découvre le 2, le deuxiéme et le troisiéme
découvrant 1'as, ou bien quand le deuxiéme découvre le Z et les premier
et troisiéme 1'as, ou bien le troisiéme découvrant le 2 el les premier et
deuxiéme !'as. Et ainsi par exemple le 8, quand il résuite de 3-3-2, peut se
produire pareillement de trois facons : cest a dire le premier dé
découvrant 2 et chacun des deux autres 3, ou le deuxiéme dé découvrant
2, et les premier et troisiéme 3, ou finalement le troisiéme dé découvrant
2, et les premier et deuxiéme 3. Troisiémement : le nombre de points qui
provient de trois chiffres différents peut s'‘obtenir de six maniéres ;
comme par exemple le 8, lorsqu'il se décompose en 1-3-4, peut sobtenir
par six sorties différentes : Ia premiére quand le premier de fait 1, le
deuziéme 3 et le troisiéeme 4 ; la deuxiéme quand le premier dé fait |
mais le deuxiéme 4 et le troisiéme 3, la troisiéme gquand le deuXiéme dé
fait 1 et le premier 3 et le troisiéme 4 ; la quatriéme, quand le deuxieme
dé fait 1, le premier 4 et fe troisiéme 3; la cinquiéme, quand le troisieme
dé faitl, le premier 3 et le deuxiéme 4 ; la sixiéme quand en plus du | du
troisiéme dé, le premier fera 4 et le deuxiéme 3. Nous avons donc
jusqu'ici déclaré ces trois principes : primo, que les triplets . c'est a dire le
nombre des sorties des trois dés, qui se composent de trois chiffres égaux,
ne sont produits que d'une seule maniére ; secondo, que les triplets qui
proviennent de deux nombres égaux et du troisiéme différent, se
produisent de trois fagons ; que ceux qui proviennent de trois nombres
tous différents , se forment de six maniéres. De ces principes nous
déduirons facilement en combien de facons ou disons, en combien de
sorties différentes on peut composer toutes les sommes de trois dés, ce
qui se comprend facilement par 12 table suivante :
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i08

216

10 9 8 7 6 } 5 & 3
] t : t
. b
6-3-1 6% 6-2-1163% 6-1-1:3: 5-1-1:3 a-1-1g31 3-1-1:31 2-1-14331-1-1
6-2-2 :3{ 5-3-1}{61 5-2-13163 4-2-116 3~2-1§6§ 2-2-113
5-64-1 _6] 5-2-213{ 4-3-1:;63 3-3-113{ 2-2-2:1;
o3 R
5-3-2 té 4-4-1131 4-2-2137 3-2-2i33 i
4=4-2 i3] 4-3-216; 3-3-213 : :
; 3 3 : H
4-3-3 133 3-3-311 ‘ L f
i _ _ _ L R :
27 29 21 19 lhd 6 tw
SN | S \

On a noté en haut les points des tirages en décroissant de 10 a 3, et , au-
dessous les triplets différents par lesquels chacun peut-étre obtenu ; a
coté de ceux-ci, on a indiqué les nombres suivant lesquels chaque triplet

peut se diversifier ; en bas de ceux-ci finalement on fait Ia somme de,

toutes ces possibilités a fournir ces tirages : comme par exemple, dans la
premiére colonne, nous avons la somme 10, et en-dessous six triplets de
chiffres avec lesquels on peut f'obtenir : ce sont 6-3-1, 6-2-2, 5-4-1,
5-3-2, 4-4-2, 4-3-3. Bt puisque le premier triplet est formé de trois
chiffres différents, il peut (comme on Ia dit plus haut ) étre fait par six
sorties des différents dés; donc a coté de ce triplet 6-3-1 on note 6, le
deuxiéme qui est 6-2-2, composé de deux chiffes égaux et d'un autre
différent , ne peut s'obtenir que par trois sorties différentes, on note
donc a cOté 3 ; le troisiéme triplet 5-4-1 formé de trois chiffres
différents, peut se faire par six sorties, alors on note le nombre 6, et ainsi
de suite, et finalement en bas de la colonne des nombres de sorties on fait
la somme de toutes : alors on voit que la somme |0 peut se faire par 27
sorties de dés différentes, mais la somme 9 par 25 seulement, le 8 par
21, le 7 par 15, le 6 par 10, le 5 par 6, le 4 par 3 et finalement le le 3 par
1: tous ces nombres ajoutés ensemble atteignent 108. Et les sorties des
symétriques, c'est 4 dire les sommes 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 étant
aussi nombreuses, on trouve la somme de toutes les sorties possibles
avec les faces des trois dés, qui est 216. Et a partir de cette table, toute
personne qui sentend au jeu pourra mesurer irés exactement tous les
avantages, pour minimes qu'ils soient, des parties de dés, des tournois et
de toute autre régle particuliére que l'on observe dans le jeu.

(traduction littérale sous réserve de M.Louis)
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ANNEXE

Dans le lancer de trois dés non truqués, on appelle “sortie” tout
triplet constitué de trois éléments, distincts ou non, pris dans
l'ensemble (1, 2, 3, 4, 5, 6).

Nombre de sorties possibles dans le lancer de trois dés 7

On appelle "Brelan” la figure obtenue quand les trois dés presentent
le méme point.

Nombre de brelans possibles dans le lancer de 3 dés ?

Quelle est 1a probabilité d'obtenir un brelan dans le lancer de 3
dés?

On appelle “paire" la figure obienue quand deux des irois dés
présentent le méme point, le troisiéme dé présentant un point
différent.

Combien de paires distinctes peut-on obtenir dans le lancer de trois
dés ?

Combien de sorties des faces des 3 dés présentent-elles une paire ?
Quelle est la probabilité d'obtenir une paire d'as 7

Quelle est fa probabilité d'obtlenir une paire dans le lancer de 3
dés?

Combien de figures distinctes A points différents (1-2-3 ou 4-2-1
étant deux telles figures } peut-on obienir dans le lancer de trois
dés?

Nombre de sorties de figures a points différents?

Quelle est [a probabilité de sortir le 421 dans le lancer de trois dés?

Quelle est la probabilité de sortir une “tierce” (C'est 4 dire une figure
a trois points consécutifs } dans le lancer de trois dés?

Quelle est la probabilité d'obtenir, dans le lancer de 3 dés, une
somme des points inférieure ou égale 1 67

Quelle est la probabilité d'obtenir, dans l2 méme épreuve, une
somme de points au moins égale a 137
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Le 7raité du Iriangle arithmétigue de Pascal, a été imprime en
1654 mais publié et diffusé aprés la mort de l'auteur.

La premiére partie du Traité, qui concerne les Définitions est tres
rébarbative sinon inabordable pour le lecteur-éléve moyen, aussi
courageux soit-il, mais la construction du triangle arithmétique - dont on
a des traces d'utilisation deés le Ile siécle (1) - est simple et souvent
connue. On peut donc travailler sur le schéma du texte original (document

n'i)

Pascal démontre ensuite 19 propriétés du triangle arithmétique,
conséquence de la construction. Les premicres denire elles, mises en
évidence "géométriquement” par coloriage dans le triangle arithmétique,
ont une image trés explicite et leur justification est immédiate ; on peut
en [aire une présentation sommaire au rétroprojecieur (2). Voir
particuliérement la conséquence seconde selon laquelle : la somme des
nombres successifs d'une ligne du triangle est inscrite dans la case située
juste en dessous de la derniére case de !a ligne considérée. Cette propri¢te
sera utilisée par Pascal dans le second objet de ce travail : "Usage du
triangle arithmétique pour les combinaisons” (document °2).

L'étude de ce texte nécessite un découpage méthodique afin de
conduire les éléves dans la lecture en évitant, par exemple, le blocage sur
les énoncés des propositions. Entre autres intéréts, on y trouvera une des
premiéres définitons d'une combinaison, le principe du raisonnement par
récurrence que Pascal met en place avec beaucoup de précision dans la
proposition I comme il l'avait déja appliqué pour démontrer la
conséquence douziéme de la construction du triangle arithmetique

(document n°1) et aussi, et surtout, le calcul des Cﬁ aussi loin que l'on veut

.. jusqu‘a ce que la nécessité de formules efficaces s'impose.

(1) un bref historique du triangle arithmétique est donné dans Fasca/
Le Nouve! Archimede n°"101.

(2) pour une exploration plus détaillée cf. Cet effrayant génre.. [oeuvre
sclentifigue de Pascal. Pierre HUMBERT Paris 1947
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(document n°2)

1. Lecture de la lére partie du texte jusqu'auy lemmes excius.

Définition d'une combinaison selon Pascal : il sagit de dégager un
énoncé, quelque peu général et utilisable pour la suite {travail oral et
collectif).

Probieme auxiliaire

Remplir les cases vides...

1 dans 5 se combine fots
2 5

3 b

4 5

5 5 !

2. Notations conventionnelles modernes

n et p désignant des entiers naturels non nuls et p < n on note Cf, ou

(:) le nombre total des combinaisons de n objets distincts pris p a p, ce
que Pascal nomme : la multitude des combinaisons de p dans n.
I S .
Evaluer C; : C4 ;G5 ;G4 1 G

2. Le lemme 1V et sa démonstration
Isoler dans le texte, aprés une premiére lecture, la démonstration
donnée par Pascal sur 'exemple générigue.

DEVOIR

1°) Reprendre la méme démonstration sur l'un des deux autres
exemples numériques proposés par Pascal dans cette partie du texte
{LEMME 1V).

2°) Formuler, en notations modernes, le lemme [V énoncé par Pascal

3°) Tenter la démonstration du cas général en s'inspirant de la
méthode de Pascal
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4 Lles propositions [, 11 et I

Préparation

— Lire le texte et tenter de comprendre la démonstration de la
proposition I, on pourra notamment : traduire "avec les nombres” et en u
n de la proposition L.

- Quel type de raisonnement Pascal utilise-t-it pour démontrer la
proposition 17

Souligner, dans le texte, les phrases qui justifient la réponse.

- Déterminer a l'aide du triangle arit,hmétique les nombres suivants
4 4 5
Ce C'SI Ca C5 C Cm AT

On peut obtenir a l'aide des phrases du texte un raccourci du
raisonnement par récurrence, a savoir :
.. §'il se trouve un triangle aritmétique dans lequel cette propriété se
rencontre.............
.. je dis que le triangle suivant aura la méme proprieté....
.. d'on il suit que tous les triangles arithmétiques ont ceue egahte .......
La trmsuéme partie de la préparation exige une bonne compréhension des
énonces des propositions I et [I.

Prop. I Cf, = somme des nombres de [a pitme {igne Ju nitme
triangle
Prop. 11 Cﬁ = nombre qui se trouve 2 la {p+1)ieme {jgne dans

la base dw.  (n+1)emeiriangie

et permetl dappliquer les deux meéthodes proposées par Pascal
(proposition 111) pour le calcul de Cfl en prolongeant, aussi loin

{mais avec le minimum de calculs) qu'il en est besoin, 1a construction
du triangle arithmétique.
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LE TRIANGLE ARFUHMIEFIQUI 1
1'oin il se woit que Jos ctambinaisons de 7 dwos o sonn Tonndes
ar les combinnisons de 2 dana 4, et do o dans 45 e paeant g
1 multituce des combinaisons de 2 dans o épale eelie de 2 dans 3,
et de t dans 5. '
. On mantrera fa mdne chose dJans tous Jes autres exemples,
domme
t.a multitude des combinaisons de 20 dans 4o;
Tit In wmwltitade des connbinaisons de g Juns go
Figale fa maltivnde des combinuisoany de 3o duns 41,
Ainsi 13 nltitade des combinaisons de 1y dans 333
1t 1a mubtitnde des eombinaisons de 16 dus 3y 8
figale by muliicnde Jes combinatsons de 16 Gdins 56,
P+ ainsi A U'infint. G [odly

BROPOSTIION

Lo tomt Triangle arithuctige, le somme deo ccllules Jnn
yeng pavalléle quciconque érale fa multitnde Jes combivatons
; : (!
& Hexporant die rasg dans Uexposant di Trinngte.
j

:_l: Soit un triangle qucleongue, par exemple le quatriéme G,
Je dis que Ja sonune des ecllules Fun eangg paratlele gueleoncue,
pat exemple du seeond, 54 340, dgalela somme des connbingisons
e ce nomibre 2, qui et Pesposant de ec serand mng, dans ee
pombre 4, qui ¢8t Pexposanr de ce triangic

V- Adnsi Ia somme des cellules Jo 57 rnge du 8% tricnple deale 1a
samme des combinaisons de 5 duns 8, cte,

' La ddémondlntion cn sera courte, coigu’il y ait une infinité de
ent, par le moven oo ces deux leonnes,

<) 1T, qui it dvident de Tnionnme, que dass te premier triangle
Eétte fyalitd se rouve, puisyne By sonnne dos colules de son unique
tang, savoir G oon Pondtd, épale la somune des combinaisons de r,
expesant du mng, dans 1, exposant do triangle,

vobe 2, i, $H s trmve un Triangde arithmétigue dans leguel
€le proportion se tenventre, <Cciadive daos equed, guelague
tang que Pon prenne, i arrive que la somme dus celiules snit émbe
# Ia moltitude des combinaisons de 1'exposant du rang dans
l"{itpas:\m du triangle : je dis que e triangle suivant aura ta méme
ropeiéd, :

1’0 il s'ensvit que 1ous fes Trianghes arithmmétiques ont ectte
Egalité, ear clli se trouve duns fe premice wriangle par le preier
lemhme, et méme elle e8t encore évidente dang le seennd; done pae
1d sccond lemme, le suivant Faura de nine, ot parrtat e suivant
thitore; et afnst & Uinfing,

"}H faut donc sculement démomrer fe sccond lemme.

Soit un viangle queloomgue, par exemple fe troisicme, dans
Lé_qucl on supposc que cette égalité se trouve, c’cdt-i-dire gue b
e des cellules du prember rangg G4o-F 1 égale 12 multitude

L]

LE CTRIANGEE AR HMETIOU0E

1 it 0

10N

114 WUVRES MATHEMATIQUES

ihes combimaiaons de 1 odans y, et que Taosomie des eelinles 1y
deuxitene tang 4 1 g fpule Fenvonddimisodn de  dans 40t que s
1otmime des cclales du troisicme mengg A égale fes comblorisons de
3 dans g1 je dis que e quatdime trianple ave da néime égalind, o
que, par excmple, It somne dex cellufes dn secoml rang g4 440

égale fa multitede dex combinadsons de 2 Jdans 4,
Car g + & 4 0dgale P A1 0
. - - o Sy
-+ Gitn4gn
. My
. o b nultitude des - ow b malticdie de
Par I'hypathine coinhinaisons de 2 combinaisons de
lana g, dany 3,
- -
) O b pltinsde Jes eombinaisons
Pac le 4% lenume de 2 dans 4.
On le montrera Je momse de tous Yes autres. o fdd

PROPOVIVION If

Le nawire de grelyue cellnte que o soit dgale la modtitnds
des combinaisans d'un vambre moivdre de I'umité que Pexpo-
sant de son rany pavaidile, dans wn nombre woindre de Puniré
gue Pexcposaut de sa hase,

Soit une eulluly quelccigue, F, dans Ie quatridnie rang pacaliche
et dane la sixicme bare @ jo dis qu'cHe épale la tultitude des com-

biraisons dv 3 dans 5, awindres de Punité gue ¢ ot 6, car cfle
dpale Jes collules A 4 8 <4 (2 Donc pas |2 précadente, etc.

PROBI.EML | — PROPOSITION NI

Ltant proposés dean nombres, trourer combivn de Joit L'an
s cotbine dans P'antre par le Vriaticle arithmetiqne.

Soiew fes nombres proposds 4, 65 il Taet trouver combien ¢
s¢ combine duns 6.

Premier weyen,

Soit prisc la somme des cellules dir 40 rang de 6* triangle : clle
satisfera A Iy question. .

Second mayen,

Soir prisc Ia 5* ccllule de la 3¢ base, parce que ees nombres §, 7
extddent de Punité les donndes 4, 6 @ son nombre ot celui quion
demande.

it

ar I tappott |.|l|'i| yoaeled colfules e dos cengs dda '!'rl.nlj‘_".'

aritheatique anx conbinaisens, il 6t absé de vode que teont ce qbi
2 été prouve des unx convient s astres snivant beue m,u_lic'-rv. C’H!
ce yue je montteri en e fe diveouns dans en petit eesitd que 78
fait des Comblingizons,
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DEVOIR

: 0
Par conventiononpose v n € NC =1 .

- Démontrer que, pour tout entier n et tout entier p au plus égatan
ona: Cﬁ - ;p

Calculer les sommes suivantes :
0 i 2
G+ G+ G

GGG G

n
Puis D c? pourn=5;n=-6 ;n=-7;n-=29

n
P:O

Peut-on préjuger de la formule générale?
-» Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurence sur n, que :

1 p
YneN Cn-Z"

p=o

- Dénombrer les parties y compris la partie vide ¢, d 'un ensemble
fini E composé de n éléments.

Ensuite...
On peut aborder les formules permettant le calcul direct de la multitude
des permutations de n objets, des arrangements et des combinaisons, avec
par exemple ...
De Montmort dans le traité des combinaisons de /£ssay dAnaly®
sur fes feur de Hasard (Paris 1713) {document n°3)

Paule KNERR
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document 3

PROPOSITION 1IV.

16. TR QU ER en combien de facons un nombre de cho-
Jes quelcongue exprime par les lettres 2, b, ¢, d, e, &e.
pent etre arrangeé differemment.

Pour decouvrir ces arrangemens differens, il fauc ob-
fecver que deux letrres 2 X 4 peuvent s'arranger en deux
tacons differences «4, b2 que trois lettres «, 4, ¢ peuvent
s'arranger de fix fagons differentes, c'eft 4 dire, que trois
lettres donnent trois fois plus d’arrangemens que deux
leceres, ce qui fe voit en. mettanc ¢ dans 26 & dans 4z 3
toutes les places qu'il peuc avoir, fcavoir d la premiere, i
d la feconde & a la traiiéme : ces fix arrangemens font :

abe bac cah
ach bea tha

On voir de méme que quatre letrres 4, 4, ¢, 4 don.
nent quatre fois plus d'arrangemens poilibles que les trois
2,4, ¢; puifque 4 peur occuper quarre places differences
dans chacun des fix arrangemens précedens, comme il pa«
xoir par la Table fuivance.

abcd dacd cabd dabc
abdc bade ca2db dach
acdb bead chad débac
achd beda cbda dbca
adbe bdue b dral
adch bdcz cdba deba

& que generalement fi 'on nomme p le mombre des let-
tres quon veur arranger de toutesles manieres poffibles,

, le pombre de rous les divers arrangemens d’'un nom.
Zr: deleteres exprimé parp—1; pg==p.p —1.p—2.
P —3.p—4, ¢ jufqud p <~ p, exprimerz en com-
bien de fagons differentes on peut arranger des Jerrres
dont le nombre foit exprimé par p; par exemple, fil'on
veur {gavoir en combien de fagoas fix chofes peuvent
érre arrangees diffefemment, on trouvera pg== 120 x 6
=1.2.3.4.5:6.

U:-Z!-zz)
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PASCAL(1623-1662)

Caractéres de divisibilité
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PASCAL : fes caracléres de divisibiilite des Niveau : TA,
pombres dédufts de fa somme de option
leurs chilfres {1634) Arithmeétique

Prérequis : Les éléves devront avoir étudié des sysiémes
positionnels de numération de bases variées

DES CARACTERES DE DIVISIBILITE D'APRES UN TEXTE DE
PASCAL.

I) Questions pour ia lecture de la remarque préliminaire
1) Comment reconnait-on si un nombre est divisible par 97
2) Lisez les lignes 1 2 14.
3) Vous avez l'habitude d'écrire les nombres dans le systeme décimal
Mais vous connaissez d'autres systémes positionnels de bases
différentes ; que signifie :
321 écrit en base quatre, en base dix, en base douze?
4) Lisez les fignes 15 & 25.

I1. Questions pour la lecture des exemples.
1) Complétez le tableau, ol & désigne un nombre entier et £ le reste
dans la division euclidienne de a par 7.

al 10%| 10t} 1021 103) 109! 105( 10%| 107| 108]109

2) Lisez les lignes 1 a S, et comparez le tabieau précédent a celui dePascal.
3) Complétez I'énoncé du théoréme suivant :
"La somme de deux multiples de 7 est auSSi.....cccooovevrcrvevvicvrnccercrrreern, N
Donnez-en une démonstration.
4) Lisez les lignes 6 a4 9. Le procédé utilisé par Pascal pour débuter son
tableau est-il e méme que le votre?
5) L'égalité fondamentale de la division euclidienne de {0 par 7 est
10 =711+3
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Multipliez les deux membres de cetie égalité par 10, complétez la
conclusion que {'on peut en déduire : 100 a donc le méme reste que........
dans ia division par 7. Ceci explique-t-if les lignes 10, 11, 127
6) Justifiez de la méme fagon les lignes 13 et 14.
7) Lisez maintenant les lignes 15 4 29, en faisani vous-méme les calculs
de Pascal.
8) Lisez ensuite les lignes 30 & 47. Utilisez le critére de Pascal pour
reconnaitre si 119 est divisible par 7.
9) Lisez les lignes 48 a 64, et vérifiez aussi le résuitat de la question
préceédente.
10) Le nombre 13479 est-il divisible par 77

Quel est son reste dans la division par 77
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DES CARACTERES DE DIVISIBILITE DES NOMBRES
DEDULTS DE LA SOMME DE LEURS CHIFFRES

ALMARQUE PRELIMINAIRE

Rico de plus connu en arithmétique que ta propesition
d apres laquelle un multiple quelconque de 5 s¢ campose
de chiffres doat 12 somme est elfe-méme un multipie de 9.
Si, par exemple, on additionne les chiffres dont se com-
pose 18, dauble de 9, on trouve | + 8 = 3. De méme,
en additioonant les chiffres d*un nombre quelcoaque,
on recounaliea $i cc npombre est divisible par 9. Alnsi
1719 est un multiple de 9, parce gque la somme 1 + 7
+ 1 + 9 ou 18 de tous ses chiffres eat clle-mime divi-
sible par 9. Bien que cette régle soit communément
employde, je he crois pas que personne jusqu'd présent
en ait donoé une démnnslration ni ait cherché & en géné-
raliser le principe. Dans ce petit traité, je justifierai le
caractére de divisibilité par 9 et plusicurs autres apalogues;
jexposerzi aussi une méthode générale qui permet de
recoanaitre, 4 I simple inspection de la somme de s
chiffres, si un nombre donné =5t divisible par ua auue
sombre quelconque; cetie méthode ne s'applique pas
seulement & noire systdme décimal de numération {sys-
time qui repose sur une conventios, d ailleurs asscz mal-
Beureuse, ¢l nom sur une oécessitd naturelle, comme ie
pense ls vulgaire), mais elle s'applique encore sans
défaut & tout systéme de numéralion ayant pour base
t¢} nombre qu'on voudrs, ainsi g-'on fe verra dans les
paget qui suivent. . , «

Exemples

Soit & chercher quely sont fes multiples du ngmbre 7.
Sécris ln suite dmy dix premiers pombres, et je forme
le ablexu

9 3 7T 4 5 43
6 231 5 446 2

en procédant comme il suit !

J'éeris 'unité sous Punité, .

Dea I'unité, prise 10 fois, je retranche 7 autant de fois
que possible, et jo plece le restz 3 sous le chiffre 2. ]

Je multiplic te reste 3, par 10 et du produit 30 je
retranche 7 autant de fols que possibie; jo place le nou-
veau reste 2 sous ke chiffre 3

De 20 je retrunche 7 autant de fols que pouible; il
reate § que J'Goris sows 4. )

D 60 jo retranche T .autant de fois que possible; il
reste 4 que j'écris sous 5. .

De 40 Jo retranche 7 autant de fois que possibie; il

teate § qua j'doris tous 6.

21
I

De 50 je retranche 7 autant de fois que possible; il
reste 1 que j'écris sous .

De 10 je retrunche 7 auwtant de fois que possible. ce
qui me fait retomber sur le premier reste obtenu, 1avoir 3,
que jécris sous 8.

De 30 je retranche T autant de fois que possible: je
retrouve le second reste obtenu, savoir 2, que j'éeris souws
9.

Les restes déji obtenus, savoir 1, 3, 2, 6, 4, 5,
retrouvent don¢ dans le mdme ordre, et ainsi ind4fini-
ment.

Soit alors & recoanaltre si un nombre quelcosque
287 542 178 est un wmultiple de 7.

Je prends le premier chiffre du nombre & partir de la
droite, et j¢ le muldplie par I'unité {qui dans notre tableau
est placte sous le pombre 1), J'deris donc le produit

de & par bunitd. cest-d-dire. . . . . . ... 8
Fécris ensuite le produit de 7 par le chiffre 3

placé soys 2 dans notre tableay, soit . . . . . . 2
Puisleproduitde lpur 2 . . . . . e e e 2
leproduitde Zpard . . . . . . . - .. 12

e produit de 4 par & . . e e e 16

le produitde Spard . . . - o .o L. 25
leproduitde Tparl . . . . . . . . .- 7

le produitde 8. pard . . . . .. e M

le produitde 2par? . . . .. __:

115

8i 119 ect divisible par 7, le nombre proposé 237 542 172

le sera ausa,
La méme métbode peut encore servir 4 recoooeitre

si [19 est un muluple de 7.

0 Oz mulupliera § par 'unité, ce qu donne . . . . 9
Puislpard . . . . . ., . .. .,... . 3
Etenfin Ipar2 . ., . ... .., .,..... 2
Etlopferalasomme. . . . . .. ., . ... T

Sicetie somme est divisible par 7, 119 le sens également.

£¥  Enfin. e par curiosité plutdt que par péeessitd, on

pourts traiter encore le nombre 14 comme on a traité
[19, c'est-3-dire

Muluplier 4 par 'unitd, ce qui doone. . . . . . 4
Puis | par 3. . . . . ... e e e e 3
€0 Et fadre Ia somme. . . . . . . ... =

le wera mussi; paraant 119 Ic seru, ¢l par suite, eafin, be
nombre proposé 287 342 178 sera lwi-méme un mul-
tiple de 7.

Soit & chercher quels sont s pombres divisibles
par &

Les nombres naterels étant encore doris loy uns A
cbté des 1utres, je forme te trbleau

4 3 21
4 4 4 1}
en proodédant comme il suit :

Je pote 1'onitd sows Punité; je recanche § de 16, of
je place le reste 4 sous 2: je retunche eremite § de 40
aurent de fois que possible, of Je place Ie reste ¢ yous 3;
€t ainsi de suite : fc reste 4 se reproduin isdéniment.

Soii alors & chercher 51 wo Dombee dommd quekconque,
B 142, st divieibie per 6.

J'éeris le dernier chiffire du mombre. . , , . . 2
puis le chiffre précédent muliipli¢ par 4. . . . . 16
puis le chiffre précédens multipli¢ par 4, ete.. . . 28
puis. . .. ... oL ... e e s X2
E . ¥ 1
e e e e S ..

io2

Sila somme 102 es: divisible par 6, le nombre 248 742
sera lui-méme divisible par 6.

Un nombre queclconque étant donné, reconnalire s'i}
est divisible par 3.

On construira, comme dans les exemples précédents,
Ie tablezu :
5 4 3 2
111 11

Pour ccla, on pose l'unitt sous I"unité; oo retranche
3 de 10 autant de fois que possible et on place le reste
1 sous 2; puis on recranche 3 de 10 autant de fois que
possible et on place le reste 1 sous 3; et xinii de suite
indéfiniment.

Soit alors 4 reconnaitre si v nombre donnd quel-
conque 2 451, est divisible par ). J'dcris

le dernier chiffre . . . . . . .. 1
feprédcédent , . . . L . L. 000 5
PUWE. . v . e a . . e e e e e e 4

Si la somme 12 eat divisible par 1, il e wra de mime
du sombre proposé.

Up pombre éani donpé, reconnalire 3'il a5t divitbie
par 9,

Ici encore, i on forme le tatleau obtenu en plagant
I'unité sous {'unité, retraochas: 9 de 10, e, oo voit
que le reste 1 s& répéte indéfihiment. Doaoc, powr qu'un
nombre quelconque soit divisible par 9, il suffit que
lza somme de ses chiffires le soit.

Un nombre élant donné, recoapaltre s'it est divisible

par 4,
Corune daaos les exemples pricédents, on forme e
tablezy
4 3 21
¢ o 21

Pour cela, oo pose 'uaité scus 'unité; ot retranche
4 de |0 awant de fois que possible et oo place le reste
Z sous 2; de 20 on retranche 4 autant de fois que pos-
sible, ¢t oo place le reste 0 sous 3; de 0 on reranche 4 ;
il reste toujours 0.
Soit tlors doané le nombre I 486, I'écris
le demmier chiffre . . . . . . . o o L. oL
le précédent multiplié par 2. . . . . . . . .,
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RENE DESCARTES

Descartes est né & La Haye, petit village de Touraine. Il regut une
éducation tres solide, tant classique et philosophique que mathématique
et physique ( y compris 'exposé des découvertes de Galilée) au collége
jésuite de La Fleche. Aprés des études de Droit a I'Universite de Poitiers,
Descartes suit une carriére militaire, dans les armées du prince Maurice
de Nassau, puis dans celles du duc de Baviére. Cest au cours de ses
quartiers d'hiver en Allemagne, le 10 novembre 1619, quil a Ia
révélation, confortée suivant son biographe Baillet par trois reves
consécutifs, de fonder “une science nouvelle et admirable” - dont les
principes reposent sur le bon usage de la raison - quil développera dans
fe Discours de la Méthode(1637).

Avant ou aprés un voyage en Italie en 1623-25, il rencontre a Paris le
Pere Mersenne avec qui il entretiendra toute sa vie une correspondance
réguliére et qui sera son lien avec le monde scientifique. A partir de
1629, il séjourne en Hollande changeant fréquemment de domicile et ne
faisant que de rares voyages a Paris. A la demande de la reine Christine, il
se rend en Suéde en 1649 et meurt 4 Stockhotm le 11 février 1650.

En 1633, il a terminé son Jraié dv monde et de fz lumiére 0l il défend
les idées de Copernic sur le mouvement de ia terre, mais, apprenant par
Mersenne la condamnation de Galilée par le Saint-Office, il renonce 4 la
publication de son ouvrage, qu'il se propose de présenter sous une autre
forme. En 1637, parait  Leyde le Discours de /a Méthods qui est L'un des
textes deécisifs de la pensée scientifique au XVII®me siécle; nous aurons
'occasion d'y revenir.

Les principaux ouvrages de Descartes somt les Aféditations
métaphysiques(en latinl641 puis en francais 1647), fes Principes de fa
Phifosophie(en latin 1644 puis en francais 1647) qui donnent un exposé
complet de [a métaphysique et de la science cartésienne, Les Passions de
/ime (1649). Les publications posthumes sont /Abrége de la Musique
(1650), L Homme(1662), Le Monde{1664) et Lz Mécanigue (1668). Dés
1643 avait paru une recueil des lettres de Descartes doni plusieurs
éditions augmentées paruerent successivement. Le [iscours de [z
Méthode Pour bien conduire sa raison, et chercher /a verilé dans les
scfences comme lindique le sous-titre, se propose essentiellement de
proposer les régles permettant de construire une science dont la certitude
égale celle des mathématiques, puis d'en déduire une métaphysique
rationnelle, conciliant I'Homme et Dieu. Rappelons les quatre préceptes
trés simples sur lesquels s'articule cette méthode : 1°} Ne rien admettre
dont on ne soit absolument certain; c'est le principe du doute cartésien,
posé dans une perspective méthodologique constructive.
2°)Diviser chaque probléme en problémes particuliers que l'on est capable
de résoudre: c'est I'analyse. 3°) Conduire nos pensées en allant du plus
simple au plus complexe; c'est, si f'on veut, la synthése. 4°} Faire une
énumération compléte des données du probléme et des éléments de sa
solution pour étre certain que [a solution est correcte; c'est la vérification.
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Ce texte introductil court (il occupe 76 pages dans la premiére édition},
est suivi de trois essais scientifiques, Z# Dioptrigue, Les Météoresel La
Geoméirie 3 laquelle nous nous intéresserons tout particulierement, vu
son importance dans |'histoire des mathématiques. Ce court texte de 74
pages [ut percu comme tirés difficile par les contemporains et if est
remarquable qu'il disparut des nombreuses éditions latines et francaises
du XV1Ieme sigcle, qui ne contiennent que la Dioptrique et les Météores. Il
fut par contre trés étudié par les mathématiciens qui en donnérent de
nombreuses éditions avec dimportants commentaires. Citons ici en
particulier le mathématicien hollandais F. Van Schooten (1615 - 1660)
qui rencontra Descartes a Leyde dés 1637 et, sur sa recommandation, vint
a Paris ou il fréquenta le cercle de Mersenne et de ses amis et prit
connaissance des manuscrits de Viete el de Fermat. De retour a Leyde en
1643, il prépare l'édition collective des ceuvres mathématiques de Viete,
qu'il publie en 1646 et donne en 1649 la traduction latine de [a Gdoméirie
suivie d'importants commentaires, qui représentent prés du double du
texte original de Descartes. La seconde édition latine commentée est
formée de deux gros volumes qui paraissent en 1659 et 1661
respectivement ; le second tome contient des traités de mathématiciens
qui ont été directement inspirés par les méthodes cartésiennes .

L apport principal de Descartes est la numérisation de la Géométirie. Par
le choix d'une longueur unité, il identifie le corpus des longueurs 2 celui
de l'arithmétique, rendant ainsi possible les opérations de produit, de
guotient ou d'extraction de racines carrées et échappant de cette maniére
a la regle des homogénes de Viete. Désignant les quantités géométriques
par des lettres, ab.c, pour les quantilés connues et Z, V., X, pour les
inconnues, il rameéne les problémes géomeétriques a des problemes
algébriques de résolutions d'équations, introduisant en particulier a cet
effet la méthode des coordonnées qui fait de lui le créateur de la
géomeétrie analytique. A [linverse, des constructions géométriques
permettent de résoudre graphiquement des équations : c'est ainsi qu'il
donne, dans le Livre Troisiéme, ia résolution compléte des équations du
troisiéme et du quatriéme degré par intersection d'un cercle et d'une
parabole. Si des constructions analogues étaient connues des
mathématiciens arabes, c'est Descartes qui, par 'emploi systématique des
notations littérales, écrit le premier traité moderne sur la théorie des
équations.

Le premier livre est consacré aux problémes dits plans, c'est a dire qui
ne font intervenir que {a droite et le cercle. Aprés l'exposé de sa méthode,
il en donne une application a2 un probléme, le lieu 4 trois ou guatre droites
que les mathématiciens de I'Antiquité n'avaient pas su resoudre.

Dans le Discours second, e /2 Nature des Lignes courbes, il donne une
classification des courbes d'aprés le degré de leur équation, et identifie en
particulier les coniques comme les courbes du second degré, dont il donne
une classification systématique. Il étudie ensuite analytiquement les
ovales dits de Descartes, courbes du quatriéme degré qui interviennent en
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Optique. La Géométrie €tant ainsi réduite 2 I'Algebre, il est naturel que le
Livre troisiéme, e /2 construcltion des problémes solides ou plis que
solides, commence par un traité des équations algebriques, en particulier
des transformations de ces équations et des constructions géométriques
des solutions.

La géométrie de Descartes reste pour nous, comme pour ses
contemporains, un livre de lecture difficile, car il considére comme un
éléement essentiel de sa Méthode que le lecteur doit étre "actif”, comme
on dirait aujourd'hui, et se contente souvent d'indications trés sommaires
sur les démonstrations.
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DESCARTES : L& Géomélrie Livre 1 Niveay 3¢
Appendice au Discours de 1a Méthode
Reéédition Dover (1954)

Comment représenter loules les opérations de I Arithmétique
par des constructions de Géomelrie.
UNE IDEE D'UN GRAND GEOMETRE : DESCARTES

Pour les géométres de lécole dEuclide, certaines opérations sur les
longueurs sont possibles, et chacune peut éire réalisée par une
construction " 2 l1a régle et au compas .

Pour comparer deux longueurs, on se sert du compas. Pour reporier une
fongueur, on se sert aussi du compas. La régle, non graduée, ne sert qua
tracer des lignes droites , ¢ce n'est pas un instrument de mesure,

Pour Euclide, une fongueur est une "grandeur”, une abstraction
géoméirique, ce n'est pas un nombre.

Les opérations élémentaires sur les longueurs considérées comme
possibles sont I'addition el ia sousiraction.

@‘ Voici deux longueurs AB et CI: &

Faites 4 1a facon d'un géométre grec
les constructions des longueurs
AB+CD et AB-(D A

T ——
7]

D'autres opérations, moins élémentaires, sont également possibles, par
exemple :

@ La construction de la quatri¢me proportionnelle 2 trois longueurs

! |
L L, 13, longueur X réalisant la proportion :1—I = %..
‘ 2

Exercice : choisir trois longueurs 1 12. I3 puis, a l'aide d'un tracé de
parailéles, ( a la régle et au compas bien sOr ), construire leur quairieme
proportionneile.
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Q3] 1 v a aussi la construction célébre de la “moyenne
proportionnelle” 2 deux longueurs |, et Iy, c'est-a-dire la longueur x

! X . . o
telle que % = L Voici la construction d'Euclide, expliquée en termes
2
modernes :

. Porter bout 2 bout les deux longueurs AH =l etHB=1,.
Tracer le cercle de diamétre [AB], et la perpendiculaire en H 4 [AB],
. I étant leur intersection, X = HI.

lustifier cette construction.

a

L4 | 4
A H AL

Mais dans la tradition grecque, il est impossible de concevoir :

une longueur produit de deux longueurs.
une longueur quotient de deux longueurs.
une longueur racine carrée d'une autre longueur.

et donc bien sGr, aucune construction n'est envisageable!

Pour les grecs, le produit de deux longueurs n'est pas une longueur, mais
{a SURFACE D'UN RECT ANGLE construit sur ces longueurs.
Voici par exemple une représentation de AB x AD

A

D

AB .
Quant 4 un rapport de deux longueurs, D aucun géomeétre de la

tradition grecque ne songe 2 en donner de représentation. Cette notion
parait abstraite, et utile essentiellement pour exprimer des relations de
proportionnalité, (par exemple la fameuse propriété de Thales ).
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DESCARTES (1596-1650), illustre philosophe et mathématicien, fut
révolutionnaire en ce domaine.

LA
GEOMETR I E. Ainsi , dans le texte ci-
LIVRE PREMIER. contre, début de son
célébre ouvrage /2
Des problefmes quwon pews confEruire fans Géométrie * 1l explique
_y employerque des cercles ¢ des que, grace 2 des
lgres drorzes. constructions de
ey Ou s les Problefmes de Geometrie f& géomé[riq portant sur

i ) . ;
a3 e, penuent facilewment reduire atels termes,

65 qu'il n'eft befoin parapres que de conno- dgs lignes ", (autret_nent
# fire lalongeur de quelques lignes droites, dit des longueurs), il va

: EJ8 pour les confiruire. pouvoir réaliser toutes
Et comme toute | Arithmetique n'eft compofée, que commi: P .
dequatre ou cing operations, qui {font I'Additon, hl;. A“}‘“l les OPerauons de

Souftraction, la Multiplication, la Dinifior, & I'Extra- chmerin I'Arithmeétique, ceci
&ion des racines, qu’on peut prendre pour vre efpece 1 ¥ .

de Diuifion : Ainfi n'atan autre chofe 2 faire en Geo- meP:;: grace a une véritable
metrie touchant les lignes qu'an cherche, pour les pre- 'G“:::::c innovation pour
parer a eftre connués, que [eur en adioufter d'autres |, ousue l'époque . ['utilisation

en ofter, Qubien en ayant vne, que 1¢ nommetray ['voié.
pour la rapporter d'anrant mieux aux nombres |, & qui
peutordinairement eftre prife a diftrerion, puis en ayant
encore denx autres, en trouuer voe quatrielme , qui foit
al'vne de ces deux, comme ['autre eft aPvnité, ce quieft
le mefme que laMultiplication ; cubien en trouser vne
quatriefme, quifoital'voe de cesdeuz, comme Pvnite
eft al'autre, ce qui eft le mefme que Iz Divifion; ou enfin
trouuer vie,ou deux ,on plufieurs moyenaes proportion-
nelles entre I'vnité, 8 quelque autre ligne; ce quieftle
me{me que tirer la racine quarrée, oncubique,&c. Erie
ne craindray pas d'introduire ces termes d'Arithmetis
que en la Geometrie , affin de me rendre plus intel.
ligibile,

d'une longueur unité.

Descartes jette ainsi les bases d'une méthode, (appelée plus tard
"géomeétrie analytique”), permettant de traiter les problémes de
Géomeétrie par les méthodes de 1'Algébre, ou inversement de donner des
solutions géométriques 2 des problémes d'Algebre.

Comme premier exemple , il donne celui de la multiplication.

LaMulei- Soit par exemple

plication. \E A BPvnité, & qu'il fail-

le multiplier BD par

c B C, ien’ay quaioindre

les poins A & C, puisti-

rer DE paralleleaC A,

& BEeft e produitde
cete Multiplication,

En fait, ici, toute longueur est pensée comme un nombre, qui n'est autre
que sa mesure relativement a {'unité choisie.

117



Q4| En utilisant la méthode de Descartes, et une longueur unité de voire
choix, construire le PRODUIT des longueurs a et b ici représentées:

2

L

Chercher ensuite des mesures approchées, relativement 2 1'unité choisie,

des longueurs & , b , ainsi que de !a lfongueur obtenue BE.

Si votre construction est correcie, vous devriez vérifier { aux erreurs de

mesure prés ) que: BE-axb.

Remarque : La longueur obtenue dépend, vous pourrez le vérifier, de
['unité choisie .

Q5| Trouver un raisonnement général justifiant fa méthode de Descartes.

Descartes explique erisuite comment procéder pour 12 division

E
s Div-  Qubiensil favt divifer BE par BD, ayant icint Jes
¢ hos. poins E & D, i¢ tire AC parallcle a DE, & B Ceftle
produit de cete divifion.
D A B

Q6| Reprendre 1a question Q4 , en rempiacant le mot PRODUIT par le mot
QUOTIENT. { Cette fois, aprés avoir fait la construction et les mesures,

. a
vous devez vérifier que BC = b ).

Q7| Quel raisonnement général justifie cette deuxziéme construction?
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Mais Descaries ne sarréte pas 13. Ayanl réglé le probleme des quatre
opérations il s'attaque 2 celui de la racine carrée.

Plus précisément, X étant une longueur, ou piutot la mesure de cette
longueur, ( relativement 2 une certaine unité ), comment, par une

construction géométrique, obtenir une longueur de mesure \/; ?

Voici sa méthode | inspirée de
1a construction classique de la
moyenne proportionnelle :

V'Extra-
Gtion dels
racine
quatrée,

Ous'il faut tirer la racine
quarrée de G H , ie luy ad-
loufte en ligne droite FG,
qui eft I'vnird, & divifant FH
H en deux parties efgales au

point K, du centre K ie tire
le cercle FIH, puiseflevant du point G voe ligne dl‘EJitc
iufques 2 1,1 angles droits fur FH, c'eft G laracine
cherchée. Ienedisrienicy de laracine cubique, ny des
antres, 3 caule que i'en parleray plus commodement cy
aprds,

P G K

Q8| En choisisant une unité de longueur, utiliser la méthode de Descarles

pour construire une longueur de mesure \ﬁ Contrdler le résultal en
mesurant la fongueur GI obtenue.

Q9{ Trouver un raisonnement justifiant cette construction.

QUESTIONS COMPLEMENT A [RES

Q10} L désignant une tongueur, comment un géometre grec se

représentait-il L2 7
Une addition, du type L2+ L, aurait-elle eu pour lui un sens?
(expliquer..)

Q11| Pour Descartes, par contre, l'écriture L2 + L serait apparue

simplement comme {a somme d'un nombre et de son carré.
Trouver une construction, utilisant les méthodes de Descartes, d'une
“longueur "L/ =L2+ L.
(Comme toutes les aulres consriuctions proposées par Descaries, la
longueur obtenue dépend bien sir du choix de l'unité).
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DESCARTES : La Géométrre . Livre 111 Niveau 2¢
Appendice au discours de la méthode
réédition Dover (1954)

L'INVENTION DES DEUX MOYENNES PROPORTIONNELLES

Soient a et b des nombres réels donnés strictement positifs, x est la
moyenne proportionnelie entre a et b si et seulement sia, x, 1, b forment
une proportion dans R™

1) a et b étant deux réels strictement positifs donnés, de quel degre
est I'équation dont ["inconnue x est solution?

2) Donnez la moyenne proportionnelle dans R** entre 1 et 4 ; entre
1 et2.

3) Lisez le texte de Descartes "I'extraction de la racine quarrée”.

(Noir puge 113)

. Quelle est la nature du triangle FIH. Justifiez votre réponse.
. Justifiez la phrase "c’est Gl la racine cherchée”.

Remarque : Descartes s'est inspiré pour cette construction de la
construction d'Buclide de la moyenne proportionnelle entre deux lignes
donnée livre VI proposition 13.

II. Racipe cubigue et ingertion de deux moyennes
proportionnelles

Soient a et q des nombres réels donnés sirictement positifs, z, et y sont
deux moyennes proportionnelles entre a €t q si a, z, z, y forment une
proposition dans R** ainsi que Z, v, Y. Q.

1) En choisisant z comme inconnue principale et en éliminant y , formez
I'équation dont l'inconnue z est la solution? Quel est son degré?

2) Trouvez deux nombres réels moyennes proportionnelles entre 1 et 8.

NB :1% -2 si et seulement si 1 = Wa
3Ja se lit racine cubique de a.

3} a. Construisez dans un repére orthonormal (0. T T} la courbe P,
d'équationy =+ X2
. , 1
b . Soit E le point de coordonnes (+l.+§ )Tracez le cercle C de centre E,
de rayon EO. Donnez |'¢quation de ce cercle dans le repére (0,17

{Rappe! M ( :r ) € C(E BO)siet seulement si tEM© = 1EO®]
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L'inuen-
tionde
devx mo-

yenesprge
portio-
nelles.

Si on veut donc fuivant cete reigle trouuer denx mo-
yennes proportionelles entre les lignes a & 4 chafcun
{gait que pofant z pour 'vne, comme aclt 2 7, ainft
22 {—‘:, &? a :—:;de fagonqu'ily a Equationentre ¢ &
:1‘:, Ceftadire, 7} 0% * 44 4. EtlaParabole F A G eftant

deferite, auec la partie de fon aiflieu A C, qui eftiala
moiti¢du cofid droit ; il faut du point C eflever laper-
pendiculaire CE efgaled 14, &ducentre E, parA, de-
feriuant le cercle A F, ontrouue FL, & L A, pout les
deux moyennes cherchees,
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¢ . le cercle C et la parabole P, passent tous deux par le point O et se
recoupent en un autre point F. Calculez les coordonnées de F. Que
représente l'abscisse de F pour le nombre 27

111 . Généralisation, et lecture du texte de Descaries

1
1) Soit P la parabole d'équation y = 2 12 dans un repére orthonormal

(0,7.7) a étant un réel positif.

1 1 . :
Soit E le point de coordonnées { >4 ,“?:a) donnez l'équation du cercle € de
centre E et de rayon EQ dans les repeére (0, ?ﬂ q étant un réel positif non
nul .
2} Le cercle C et la parabole P passent tous deux par le point O et se
recoupent en un autre point F. Calculez les coordonnées de F en fonction
deaetq.
3) Lisez le texte de Descartes " finvention de 2 moyennes
proportionnelles .

Remargue : le signe ">" signifie "
.. & C

L'expression "a est 2 b comme cest d" signifie b - d

Le mot " ligne " dans ce texte est employe pour désigner a2 longueur d'un

segment.

a) Réécrivez les lignes 5 a B avec vos notations habituelles pour les
proportions et retrouvez ['égalité de Descartes 3 - alq

b)Quel est I'axe de symétrie de la parabole FAG? Quel nom donne
Descaries a cet axe de symétrie?

lion d'une racine higue

/ . Applicatii a2 1z constructi in : » culb
On pose a = 1.En choisissant une unité de voire choix, faites et expliquez
une construction d'une longueur 3\6 a la maniére de Descartes. (On

notera que la construction de la racine cubique n'appparait pas de facon
explicite chez Descartes).
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Descartes: /& Géomélrie Livre 1 Niveau I®
appendice au discours de 1a méthode
Réedition Dover(1954)

Problémes dont on peut construire la solution par des cercles et
des lignes droites ot la "ligne inconnue apparait au carré”

Nous nous proposons dans le travail qui suit 2 rechercher la ligne z telle
que z2 = az +b? aet b étant deux nombre réels, positifs donnés aet b.

1. Exercice préparatoire
Soit un cercle de cercle de centre N et un point M extérieur au cercle.
Tracez une des deux tangenies au cercle. Soit L le point de contact de la
tangente avec le cercle. La droite (MN) coupe le cercle en P et O (P situé
entre M et N).
On pose MN = d et on appelle R le rayon du cercle.

1)Exprimez LM? en fonction de d et de R.

2) Exprimez OMxMP en fonction de d et de R.

3) Déduisez-en OMxMP=LM2.

11 Lecture du texte de Descartes sur la construction de 1a ligne 2.

Remarque : le symbole  signifie =

Com- E
ment ils tlors cere racme, on hgne inconnue fe trouue anc‘

ferefol- ment, Carfif'ayparexemple
ucar.

et Ioaz+bb
o ™, iefais le triangle reGan-
gle N LM, dont le co-
fteL Meft efgal a b ra-
cine quarrée de Ja quan-
tité connue 44, & |'au-

7 M treLNeft {4, lamoi-

ti¢ de Pautre quantite

connue, qui eftoit muluphe’e par z que ie fuppofe eftrela

ligneinconnue, puis prolongeant M N Iabaze de ce tri-

angle, iufquesa O, en forte qu'N O foitefgalea N L,

latoute OMeft glaligne cherchée. Et elle s'exprime
en ceteforte

{:x)!i:z-f-f/fzaa-f- bb.

Quefiiayyy -- ay - b), & qu'y foit laquantité
qu'itfaut trouuer , ie fais le mefme triangle retangle
NLM, &defabaze M Niofte NPefgalea NL, &le
refte P M eft y la racine cherchée. De fagon que fay

_y:.'o-ia-i—l/ aa-{-M Ettoutdcmefmef:an

uois x 0 - ax -+- b P M feroit x & iaurois

x 0 V .fae v Laa-bb: &ainfi des autres.
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1)Recopiez la figure de Descartes.

2) A l'aide de la question 3} de l'exercice préparatoire, montrez gue si on
pose OM = zonabien z2 = az- b2

3) Calculez MN en fonction de a et de b.

1 al
4) Montrez que z peut s'écrire 54+ A\ (? +bZ,

5) Résotvez dans R I'équation z2 - az - b2 = 0 et comparez les résultats
avec celui de Descartes

Commentaire

Nous vous avons proposé un extrait du livre 1 de la Géométrie de
Descartes dans l'édition f{ranco-anglaise publiee par Dover. Vous
trouverez a la suite un texte dont est tiré cet extrait ou Descartes

présente :

1} Sa méthode pour résoudre un probleme en le mettant en
équation.

2) Une explication de ce qu'il appelie un probléme plan.

3) La constiruction de la solution positive d'un " probléme plan °
soit d'une équation de degré 2.
Dans ce dernier paragraphe Descartes résout d'abord z2 = az +b2, ce qui
fut {'objet du travail proposé ; puis il entreprend de construire la ligne z
telle que z2 - az -b2. Cette deuxiéme construction (p.302-303 du texte de
Descartes ) ne fut pas travaillée en classe mais certains éléves ont voulu
la faire chez eux. Pour leur permettre de surmonter la difficulté du texte
j'ai donné a ces éléves-1a des explications sur la puissance d'un point par
rapport 4 un cercle afin d'obtenir :

ML2-MOxMR=-MQ(a-MQ) voir la figure de Descartes p.303 dans le
texte qui suit.
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Au refte affin de ne pas manquer a fe fouuenir des
noms de ceslignes, il en faut roufiours faire vn regiftre
fepar¢ , 2 mefure qu'on les pofe ouqu'on leschange,
efcrivamt parexemple,

AB 01, ceftadire,ABefgalar.

GHw>a

BD m &, *zc.

Cemmee Ainfi voulant refoudre quelque problefme, on doit «
’:i';‘:‘::" bord le confiderer comme defia fair, & donnerdesnc
Equaués a toutes les lignes, quifemblent neceffaires pour le ¢
E:;,r:;; fruire, aoffy bien 2 celles qui font inconnués, qu'
foudre les aucres, Puis fans confiderer aucune difference entre.
5.';’,?""‘ lignes connués, & inconnués, on doit parcounr ladi
culté, felon l'ordre qui monftre le plus naturelleme
de tous erqu’elle forte clles dependent mutuelicme
les vnes des aatres, iufquesa ce qu'on ait trouus moy
‘d’exprimer vne mefme quantit¢’en deux fagons: ce ¢
fenomme voe Equation, car lestermes de Fvae de ¢
deux fagons font efgaux a ceux de lautre. Et on dc
trouuer antant de telles Equations,quona fuppolé de
gnes, quieftoient inconnués. Oubicn s'ilnes'en tronne
pas tant, & que nonobftanc on n'ometteriende ce quieft
defiréen la queftion,cela tefmoigne quelle n'eft pasen-
tierement determinde. Et Jors on peut prendre a difcre-
tion des lignes connués, pour toutes lesinconnués auf-
qu'elles ne correfpond aucune Equation. Aprés celas'il
enrefte encore pluficurs , il fe fauc feruir parordre de
chafcune des Equations qui reftenr aufly, foit enla con-
fiderant toute feuls,foir en la comparanrauec l¢sautres,
pour expliquer chalcune de ceslignes inconnués;
Auflyqueien yremarque rien de
fidifficile, que ceux quiferontvopenver{ds en la Geo-
metric commune, & enl'Algebre, & qui prendront gar-
deatout ce quielt ence traité, ne puiffent trouver.

C’eft ponrquoy ic me contenteray icy de vous auer-
tir, que pourvii quen demcflanr ces Equations on ne
manque poinc a feferuir de toutesles diuifions, qui fe-
ront poflibles, on aura infalliblement les plus fimples
termes,aufquelsta queftion puiffc eftre redoite.

Quel Bt que fi elle peut eftre refolue par la Geometrie ordi-

problet paire, c'eft a dire, en ne {e {feruant que de ligaes droites

mesPURt g¢ circulaires tracées fur vne fuperficie plate, lorfque la
demicre Equation aura eftd entierement démefle,iln’y
reftera tout anplus qu'vn quarréinconnu, efgal a ce qui
fe produift de }'Addition, ou fouftraction de faracine
multiplice par quelque quantitd connue , & de quelque
autre quantit¢ anfly connue
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Com- - : :
ment ils Etlors cere racine, ou hgnc inconnue fe trouue ayfc-

fe refol. ment. Carfifayparexemple
ucat,

{0 az-+bb
iefais le triangle re@an.
gle N LM, dont le co-
fteL Meit efgal 2 bra-
cine quarrée de fa quan-
tité connue 54, & lau-
wm treLNeft L s, lamoi-

ti¢ de l'autre quantite
connue, qui eftoit multiplice par z que ie fuppofe eftrela
ligne inconnue, puis prolongeant M N la baze de ce tri-
angle, iufquesa O, en forre qu'N O foitefgalea NL,
latoute OMeft g laligne cherchée. Et elle s'exprime
encete forte

g™z a-+ Vi aa 4 bb

Quefiiayyy -- ay - bd, & qu'y foit la quanticd
quiilfaut trouuer , ie fais le mefme triangle rectangle
NLM, &defabaze M Ni'ofte NPefgalea NL, &lc
refte P M eft y la racine cherchée. De fagon que iay

yO~3a-+¢ taa+bbh Ettour de mefme fii'a-
A

1 13 H
ugis ¥ ® -- ax «+~ b, P M feroic x. & iaurois

%0 V.la+ v iaa-+ bb &ainfi des autres.
l Enfinfit'ay
\ R {z:x) ag--bb:
ie fais NLefgale2 14, & LM
efgale 4 5 come deuar, puis,aulien

N deioindre les poins M N, ie tire
M QR paralleleaL N. & ducen.

A treNparL ayant deferit va cer-

cle qui I2 couppe aux poins Q &

L R, laligne cherchée 7 e M Q,

oubié M R, carencecaselle s'ex-
prime en deux fagons, afgauoiry 0 ja =+ ¥ Laa--4,

&g ®ja-- ¥ jaa--bh

Ecfile cercle, quiayant fon centre au point N, paffe
parle point I, ne couppe ay ne touche la ligne droite
M QR, iln'yaaucune racine enl'Equaticn, de fagon
qu'on peut affurer que la conftrution du problefms
propoféeft impoffible.



DESCARTES : Lg Géoméirse . Livre 11 niveau

Appendice au Discours de {a Méthode TC
réédition Dover (1954) 1¢reS (sauf 1] 6°)
LA TRISECTION DE L'ANGLE

Prérequis : notion de triangles semblables : si deux triangles (ABC) et
(A'B'C’) ont leurs trois angles de méme mesure deux a deux
A oa A AL A A AB AC BC
{A=A";B=B";C=C)alors AB © AC © BC
On peut démontrer ce résultatl deés la 1ere en ytilisant la refation
SinA SinB  SinC
a b ¢
En terminale C, on peut également montrer cette égalité de rapports pour
des triangles directement semblables en utilisant les résuitats du cours
sur les similitudes directes.

(voir par exemple p 78 dans cette brochure).

1 ) Mise en équation du probléme de la trisection de I'angle

Soit C un cercle de centre O de rayon 1 et soient N et P deuz points
distincts de C Soient q = NP et § une mesure de (ON, OB).
Soient Q et T sur le petit arc NP tels que :

(0K, OP) - (00, 01 - (OT , OB) .

On pose NQ =z . Le but de l'exercice est de calculer z en fonction de q. On
va montrer 23_3z+q=0

. Tout de mefme fi on veut divifer 'angle NOP, ou-
a facon, .y, . ¢ !
de divifer bienl'arc, ouportion decercle N QT P, en trois par-
voangle ries efgales; faifant N O 20 1, pourle rayondu cercle, &
entrols. . ?
NP g4,pour lafubtendue de 'arc donné, &N Q 0%,
pour la fubtendue du tiers de cet arc ; I'Equation
vient,
x30*37-- 9. Car ayant tiré les lignes NQ, 0 Q,
O T; & faifant QS parallelea T O, on voit que comme
NOctaNQainfiNQaQR,&QRaRS; enforte

que
que N Oeftant 1,8 N Qeltant 7,QReft 35, &R Seft
z':Etacaufe quiils'en faut feulement R S, ou 3, que la
ligne NP, quieft ¢, ne foittriplede N Q, quielt %, on
a423g--3 "} oubien,
A A2
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Suivons pas 2 pas la démonsiration de Descartes |

1*) a) Exprimer les mesures de (ON , 0Q) , (00, OP), (ﬁa . NB) en fonction
de 8.

b) On note R l'intersection de (NP) et (0Q).

NO
Monirer que les triangles (NQR) et (ONQ) sont sembliables. Comparer ﬁa et

NO

OR
Quelle est la nature des triangles (NQR) et (ONQ)?

2°) Soit S sur [NP] tel que {QS) soit paraliéle 2 (OT). On note R’
l'intersection de (OT) et (NP).
a) Montrer : QSR = SR'0 et QRS = ORP .

b) Montrer : {OT) est paraliele 2 {NP) (on pourra montrer que ia
médiatrice de [QT] est un axe de symétrie de la figure).
En déduire : {ORR') est isocéle, puis (QSR) est isocéie.

¢) Montrer que les triangles (QSR) et (NQR) sont semblables.
__NO NQ QR oo 2
En déduire NQ- QR " RS ° puisQR =z

{texte "car ayant tiré RS est z37]
3°) Montrer que : NP =3NQ - RS.

4') Déduire de ce qui précede : z3- 3z + g = 0 [texte : "Et a cause ..
z3 00 3z-q"

11 Construction géométrique des solutions de 23- 32+ q=0.

Puis la Parabole F A G eftant defcrite , & C A lamoi.
ti¢de fon cofte droit principaleftant §, fion prent CD
20}, & laperpendicolire DE{ 4, & que du centreE,
par A, ondefcrivelecercle FA g G, il couppe cete Pa-
rabole aux troispoins T, g,& G, fans conter le point A
qui eneftle fommet, Ce gui monftre qu'ily atrois raci-
nesen cete Equation, 3 fgauoirlesdeux G K, & # £, qui
font vrayes; & latroifielme quieft faufle, 4 fqavoir F L.
Etde ces deuxvrayes c’eft g £ laplus petite quiil faue
prendre pour laligne N Q qui eftoit cherchée. Carlau-
tre GK, eftefgale ANV, lafubtendue de la troifiefme
partic del'arc N V P, quiauec lautre arc N QP acheue
lecercle. Etlafaufle F L eltefgale acesdeuxenfemble
QN & NV, ainfi qu'il eft ayféa voir parlecalcul.
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Descartes ne justifie pas sa construction. En effet, la construction
géomeétrique des racines d'une équation du 3¢ degré est traitée
précédement dans son fivre. Détailions (dans notre langage moderne ) les
calculs nécessaires.

Soit (A, T, ) un repére orthonormé

1°) Tracer la parabole P d'équation y - x2. A
1 i
2°) Soient C(0 ;5 ) D(0; 2} E(-5q:2) ?J

Soit € le cercle de centre E passant par A.
Déterminer une équation de C.

3°) Montrer que les abscisses des points d'intersection de C et P différents
de A sont les solutions de :
23-3z+q=0  [Texte’puis la parabole... 4 savoir FL"] .
4°) a) Etudier les variations de la fonction 2 —»x3 -3x + g (g > 0) définie
sur R.
b) En déduire, selon les valeurs de q, le nombre de sofutions de ['équation
23-32+q=0
Dans le cas ou il y a trois solutions z; , z; , 23, calculer la somme et le
produit des solutiens (on peut utiliser 1a méthode du cours de 1 pour
déterminer somme et produit des racines d'un trindme).

5°) Dans le 1}, dans quel intervalle se trouve q ? En déduire le nombre de
solutions de I'équation 23-3z+q =~ 0.

Quel est le signe des solutions?

La plus petite racine positive est NP. Et la plus grande? [Texte :"Et de ces
deux vraies, .....calcul"]

6°) Déterminer le foyer et la directrice de P, puis son paramétre.

Quelle définition peut-on donner du “coté droit principal “ d'une
parabole?

Com mentaires:

Vocabulaire du texte :
. Emploi du signe "«" pour notre "=",
. La subtendue de I'arc donné” : la corde sous-tendant I'arc donné.
. "La racine fausse” :c'est |a racine négative.

Cet exercice a ¢té expérimenté en Terminale C mais ne nécessite que des
connaissances de 18 S (sauf 1 6¢). Yous trouverez a la page suivante un
texte d'exercice sur le méme probiéme, moins "guidé”, donné en T.C.

Equation du troisiéme degré : voir page 121
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La facon
de divifer
o :ngle
£ntrols,

T'out de mefme fion veut diuifer 'angle NOP, ou-
bienLarc, ou portion de cercle N QT P, en trois par-
ties efgales; faifant N O » 1, pourle rayondu cercle, &
N P 0 4,pour la fubtendue de I'arc donné, &N Q0 2,
pour la fubtendue du tiers de cet arc; I'Equation
yient,

sao*37-- 4 Car ayant tiré les lignes NQ, 0Q,

O T, & faifant Q3 parallelea T O, on voit que comme
NOeftaN Q,\ainﬁ NQaQR,&QRa RS; enforte
que

que N O eftant 5,& N Qeftant 7, QReft 23, & RSeft
z:Eracaufequil sen faut feulement RS, ouzg’, que la
ligne NP, quielt 4, ne foit ripte de N Q qui eft z, ou
ag035--%’ oubien,

ARl C

Tuis la Parabole F A Geftant defcrite , & C A la moi-
ri¢de fon cofté droit principal eftant 3, fion prent CD
»1, &laperpendiculaire DE20 3 7, & que du centreE,
par A, ondefcrine lecercle FA g G, ilcouppe cete Pa-
raboleaux troispoins F, £, & G, fans conter le point A
qui eneftle fommet, Ce qui monftre quily atrois ract-
nesen cete Equation, 2 fgauoir lesdeux G K, &gk, qui
font vrayes; & latroifiefme qui et faufle, 4 fgauoir F L.
Erde ces deuxvrayes c’eft gk I plus petite quiil faut
prendre pour laligne N Q qui eftoir cherchee. Carl'au-
tre G K, eftefgalea NV, la {ubtendue de la troifiefme
partiedel'arcNV P, qui auec P'autre arc N QP acheue
lecercle. Ecfafaufle F Lelt efgaleaces deux enfemble
QN &NV, ainfi quileft ayféavoir par le calcul.
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Descartes ; £& Géoméirie. Livre 111 Niveau
Appendice au discours de la méthode. TC
réédition Dover (1954)

LA TRISECTION DE L'ANGLE.

1.d est un réel positif inférieur a 2. .
Dans un plan muni d'un repére orthogonal normé(0i T) on envisage ia

d
parabole (P} d'équation ¥ = 12 et le point w de coordonnees (-5 ; 2). On

trace le cercle {C) de centre ® qui passe par O.

1. Montrer que (P) et (C) se recoupent en deux points d'abscisses positives
axet B et en un point d'abscisse négative ytels que:

-2<y<0caclePe
2 . Montrerque « + B+ y=0el «Py=d

11 . On envisage un cercle de centre O et de rayon unité. Sur ce cercle on
considére quatre points consécutifs A, BC, D tels que les arcs AB, BC, CD
soient égaux. La corde [AD] coupe les rayons [OB] et [0C] en E et F et la
paralléle menée par Ba(0C)enG.

1 . Montrer que les triangles ABE et BEG sont isocéles .

2 . Montrer que ces triangles peuvent se déduire du triangle OAB par des
similitudes {on ne cherchera pas a en déterminer le centre ).

3 .0On appelle 1 la longueur de ia corde {AB] . Evaluer en fonction de x les
longueurs des segments de droite [BE] et{GE] .

4 . On suppose connue la longueur d de la corde {AD] Montrer que la
détermination de ¥ dépend d'une équation du 3e degré .

[11. Donner, en utilisant les parties 1et 11, une construction géométrique
des points partageant les arcs limités par deux points d'un cercle, en trois

parties égales. (on supposera (P) tracée avec précision ).
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1. Plusieurs n'ont pas su exploiter le fait que a, par exemple, était racine
de :
2-3x+d=20
donc @ -3a+d=0
dob il resulte (23~ a3) - 3(x-a) - Oet (x-0)x% +ax +a? - 3) = 0

1l

avec les relations entre les racines B et y de l'équation du deuxiéme degré
vient directement ce qui était proposé :

Boy=-ol et pyea?- 3=

11. Triangles semblables, angles égaux @ ce fut parfois lourd car on
manquait d'habitude face a la géometrie ex-élémentaire...

I11. Il y a deux racines positives car il y a deux arcs AD sur le cercle.
Heureusement que l'énoncé le précisail | néanmoins certains se sont
contentés de la plus petite ayant considéré le seul petit arc AD et ont
dit - on fera de méme pour l'autre arc AD.

Alors trisection et troisieme degré c'est la méme chose? Si celui-ci permet
de résoudre celte-12, on bute sur celle-1a et on résout celui-ci par ailleurs .
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IX

HUYGENS
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CHRISTIAAN HUYGENS

Christiaan Huygens est un savant hoilandais né le 14 avrif 1629 2
La Haye et mori dans la méme ville le 9 juillet 1695 ; il est le fils de
Constantin Huygens, ami du Pére Mersenne (1) et de René Descartes. La
famille Huygens eut un grand role dans Ia vie politique de la Hollande du
XVIéme et du XVIIéme siécle. Christiaan Huygens apparait vite comme
un mathématicien de premier ordre : ses premiéres publications sont
précoces et il s'avére dés I' ige de seize ans un géométre habile. II
s'intéressa au catcul des probabilités créé par Pascal et Fermat, lors de son
premier voyage a Paris en 1655 et il publie en 1657 le premier traité
imprimé sur le calcul des probabilités. Il est aussi un physicien de
premier ordre en méme temps qu'un organisateur de la recherche
scientifique. Par {'entremise de Colbert la France offrit honneurs, pensions
et titres de 1666 1 1681 au savant hollandais nommé en 1665 membre
de I'Académie royale des sciences de Paris. Durant ces quinze années, il
résida de fait presque constamment 2 Paris, logé a la bibliotheque du roi.
I{ travaiila a 'Observatoire de Paris dés la constiruction de celui-ci en
1672. En 1681 il retourna a la Haye et, en dehors d'un court voyage a
Londres, il ne quitta pius son pays natal. Il y acheva les travaux
entrepris, mit au point ses mémoires et publia certains de ses traités.
“Huygens est le savant type de cette fin du XVII éme siécle : curiosité
pour les grands probiémes de son époque, soif d'inventer, ingéniosité
technique, intérét pour 1'étude du mouvement, savoir faire d'un géometre
astucieux et souci de la gloire et de la fortune”.(2)
Christiaan Huygens apprit 4 étudier les mathématiques avec les travaux
des mathématiciens de I'Antiquité, notamment les oeuvres d'Apollonius
de Perge, d'Euclide et d'Archiméde. Le génie mathématique d'Archiméde
I'enthousiasma tout particuliérement. L'influence des travaux de Galilée et
des oeuvres de Descartes fut décisive pour sa carriére. Il fut un grand
inventeur : planétaire, horloge i pendule, horloge marine, lentilles,
baromeétre... Passionné d'astronomie, il fut le premier 4 découvrir qu'une
lune (plus tard appelée Titan) tourne autour de Saturne.
Sa préoccupation premiére cependant semble rester la théorie, que ce
soit la théorie musicale ou les lois du choc élastique, Pour les
mathématiques, il fut fun des hérauts de “la belle Héléne des
géométres'(3) autrement dit de la chainette ou cycloide et il s'intéressa
entre autres aux problémes des tangentes, des maxima et minima, aux
calculs d'aires comprises entre différentes courbes, au calcul des
probabilités.. Ses CGeuvres complétes comportent 22 volumes dont le
premier fut publié avec des textes en latin et en francais en 1888, le
dernier en 1950.
Les dix premiers volumes contiennent des letires, Citons quelques titres
des traités des autres volumes : /g Dioptrigue, fe Trarté de g lumicre, le
Liscours de fa cause de /g pesanteur, le CosmotBeoros...
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(1)} Le Pére Mersenne (1588-1648) est au centre de la vie scientifique de
son temps par sa correspondance avec les savants du monde entier et ses
voyages.

(2) E. Barbin Le searet des longitudes et fe pendule cycloidal de Huygens,
Actes du collogue Inler- IREM Strasbourg 1987 p. 147 .

(3) E. Barbin J. P. Cléro J# Narssance ddu caleu/ infinitésimal Cahier de

philosophie des sciences Belin.

135



HUYGENS. CGeuvres complétes Niveau :
Tome XXI Ed. Nyjhoff (1940} 4&-3¢€

LE PLANETAIRE
A propos des planétaires.

Apparemment le soleil se léve et se couche chaque jour, et parcourt
l'ecliptique en un an. Comment rendre compte de ce phénoméne? D'une
maniére trés grossiére, on peut dire que le modele de Piolémee en a
rendu comptie jusqu'a {a révolution copernicienne.

Dans le sysiéme de Piolémée, I'écliptique était “T'orbite ™ du soleil supposé
tourner autour de la Terre ; dans celui de Coperanic, 1'écliptique est l'orbite
réelle de ia terre supposée tourner autour du Soleil. Dans les deux
systémes, lecliptique est un cercle. Un des premiers globes célestes
semble avoir été celui d'Eudoxe de Cnide vers 370 av. ).C.

Le plus ancien globe céleste existant est conservé au Musée Royal de
Naples, il date probablement de 300 av.J.C. et est en marbre. Archiméde
aurait réatisé un modele mécanique, probablement une sphére armillaire.
Les Arabes perfectionnérent les armiflaires lesquelles furent utilisées
pour l'enseignement en Europe occidentale jusqu'au 18€ siecle.

A partir du 16¢ siécle la simplicité du systéme de Copernic permit de
concevoir des mécaniques relativement simples avec des orbites
circulaires et des mouvements uniformes. Mais tenir compte des

découvertes de Kepler et des mesures astronomiques précises du 17€
siécle était un autre affaire. Et 12 notre Huygens se signala...

Entre 1670 et 1672 il écrivit une description détailiée et précise de la
construction d'un automate planétaire. Il a conservé la représentation du
mouvement des planétes sur des orbites circulaires mais travaille en
utilisant te principe des fractions continues pour caiculer le nombre des
dents nécessaires pour entrainer les sphéres de la machine a des vitesses
proportionneiles correctes. 11 dit représenter ainsi "au plus pres” la réalité
observée. Cet écrit fut rendu public aprés sa mort et publié pour la
premiére fois en 1703. Par contre l'automate fut réalisé en 1682 sur la
commande de Huygens par Johannes von Ceulen artisan de La Haye. 11 est
actuellement visibie au Musée Boerhave de Leyde.

Ce planétaire est une merveille d'¢légance et de précision. Huygens
réussit méme a prendre en compte les lois de Képler. Certes les raifs dans
lesquels circulent les petites boules d'argent représentant les planetes
sont des cercles, et non des eilipses. Mais, outre que l'erreur commise est
trés petite, compte tenu de l'excentricité faible des orbites planétaires et
de la petitesse de linstrument, Huygens a excentré chaque cercle par
capppori au soleil, en sorte que le centre d'un cercle coincide avec le
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centre de lellipse que le cercle remplace. Qui plus est, sur ces orbes
circulaires, par un systéme d'horlogerie basé sur des considérations
mécaniques et géométriques trés complexes, les boules d'argent se
meuvent d'un mouvement non uniforme, suivant 'hypothése de Kepler
selon laquelle les planétes vont plus lentement lorsqu'elles sont pius
éloignées du soleil, (hypothéses précisées par la célébre “lois des aires”,
deuxiéme loi de Kepler).

Remarques concernant le texte de Huygens.

. Riccioti (1598.1671 ) n'a pas accepté le systéme de Copernic et pour lui
c'est encore le sofeil qui tourne autour de la Terre et non le contraire.

. On remarque que le mouvement annuel de la terre est 359°45° et non
pas 360°, comme on pourrait s'y attendre si on définit I'année comme la
période de révolution terrestre, en fait cette période (dite année
sidérale} est peu pratique pour les observations et pour les calculs car
elie ne comporte pas un nombre entier de jours ; Huygens appelie
mouvement annuel d'une planéte son mouvement pour une durée de 365

1
jours { l'année sidérale était environ de 365 jour 4 €t la Terre se

déplacant d'un peu moins de 1° degré par jour, il manque donc 4 peu prés
(i—)' = 15’ pour que le mouvement annuel de la Terre soit de 360°).

. Les tables de Riccioli permettent 2 Huygens d'cbtenir les mouvements
annuels des planétes, or il a besoin du rapport des périodes de ces
mouvement pour construire son planétaire.

Si on admet que le mouvement est uniforme, on 2 pour une planéte
T 36

donnée : 360 3 > ou T est {a période de la planéte en jours (temps mis

par la planéte pour effectuer une révolution compléte autour du soleil) et

M est le mouvement annuel de la planéte en degrés (nombre de degrés

dont la planéte se déplace sur son orbite en 365 jours). Donc pour deux

T, M
planétes différentes (par exemple te Terre ¢t Mars, on a: T = —-"-2- ., Le. le
2 M

capport des périodes est linverse du rapport des mouvements ).

Maig, en réalité, on sait que !¢ mouvement des planétes n'est pas
uniforme et la proportionnalité n'est donc pas parfaitement exacte. Pour
pallier cet inconvénient et réduire les erreurs dles 4 l'usage de la
proportionnalité, Huygens utilise un mouvemeni annuel moyen.
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LE PLANETAIRE DE HUYGENS

i stions pré ecture du texte (travail 2 fa majson).
1* a) Qu'est-ce qu'un planétaire (ou planetarium)?

b) Quels ont été les premiers planétaires construits?
2* Nous allons étudier la méthode de Huygens pour la conception de son
planétaire. A quelle époque a vécu Huygens?
3°) Quelles étaient les planétes connues i cette épogue?
4") Huygens et ses contemporains savaient-ils que la Terre tournait
autour du Soleil?
5°) Quels sont les premiers & avoir osé défendre cette idée? Ptolemée,
Copernic, Galilée, Newton, Kepler?
6°) Qui était Riccioli?
Nous lirons des extraits d'un texte de Huygens exposant les calculs
nécessaires pour construire un systéme mécanique reproduisant au plus
prés les mouvements des planétes, en particulier celui de Saturne. Le
systéme repose sur des engrenages de roues dentées dont il faut calculer
fe nombre de dents.

uestion sur les calculs i t
Un degré d'angle ou d'arc de cercle est divisé en 60 minutes (60'), une
minute d'angle en 60 secondes (60") une seconde d'angle en 60 tierces
(60™). 12°13'34"18" se lit 12 degrés13 minutes 34 secondes 18 tierces.

1"} Réduisez en tierces la valeur du mouvement annuel de Saturne et
celle du mouvement annuel de la Terre données par Huygens dans le

texte suivant :
Le mouvement annuel de Saturne — je me bafe tant ici qu'ailleurs fur les plus
récentes Tables de Riccioli — eft dit avoir la valeur 12°13°34"18" ). Celuide la
Terre, que Riccioli appelie celui du Soleil, eft de 359°45'40"31™ ). Réduifant 'une

et Pauntre a des tierces, on obtient le rapport 2610858 : 777084731 )]

2°) Retrouvez le rapport dont il est question dans le texte, cest 2 dire
celui du mouvement annuel de saturne a celui de la terre.

111 Calcul du nombre des dents de roues,

Huygens indique son objectif : étant donné un rapport (de deux grands
nombres), trouver un rapport voisin dont les termes sont des nombres
entiers beaucoup plus petits, pour qu'il soit possible de fabriquer des
roues dentées ayant comme nombre de dents les {ermes de ce nouveau

rapport.

‘ 77708431
Soient 77708431 et 2640858 les deux grands nombres et 2640858 leur

rapport.
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Huygens explique ensuite son caicul que nous alions exéculer.

1'a) Complétez l'égalité fondamentale de la division euclidienne de

77708431 par 2640858
77708431 = 2640858 x ......... ¥

b) Sion pose &= 77708431 et b = 2640858
Complétez
a=>bx... *r,
2°) On divise 1'égalité par le diviseur 2640858, on obtient :
a) en utilisant les nombres

77708431 ..
2640858 -~ ¢ *2640858

b} en utilisant les lettres g, b, et ry
a L

'b' = ...+ b
Huygens continue ..."puis le plus petit par le reste de la premiére division

et ensuite ce reste par le nouveau reste. Continuant ainsi je trouve..”
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3°) Compléetez le tableau suivant correspondant aux calculs de Huygens.

Egalité fondamentale de la Division par le diviseur
division euclidienne
o - 77708434
ére =
LEre étape 2640858 ' 2640859
a 0
77708434=2640358x .. oo 5=~ *b
2 =b x.+ 14
2¢ étape
2640878
2640955= 1123549 x.+ ... “235;9 - T133589
b L]
b = rlx...+ 1‘2 rl =...+r1
3eetape
1123549 - X + 1123549 = P
Ty f3
l'l = rz X + ra r2 = .t rz
4%étape
- X .+ L . =
r r
r2 = f3 X ..t f‘i ;2 = + ;:

. e L a
4°)La premiére étape donne comme approximation du rapport b le

nombre 29 ou le rapport %9“

Complétez :
b 2 o
sxrt - % £, alors b "

Dans le tableau qui suit, on emploiera la méme méthode appliquée a
toutes les étapes.

5°) Complétez le tableau .
On a comme précédemment posé a = 77708431 etb = 2640858
Rappel : 1,1, 3 r4sont les restes successifs des divisions
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Eglité fondamentale de
1a division euclidienne

puis division par le Passage aux inverses Approximation
diviseur
1€re grape
a
a=">b X.+f p = 29
2 £
b =29 %
2% étape
ry | a 1
=Ty s b~ g b 293
2
I
b r a
- = + 2 SOit‘L =
rl rl b[
celte approXimation
3%tape
£y i a I
f]=l'ax...+1'3 - = #2294'
r, \ ty b . 1
ry
r r a
—L=‘_.+—3' SOiIb—z*
r ) 2
celte approximation
4%tape
) f3 1 a 1
[y = T3 X .. +1y fzﬁ > b_29+ 1
+ = +
1‘3 Lt
r r a
A soitg1
3 Iy 3

cetle approximation

6¢°) Ecrivez les valeurs approchées avec six décimales données par votre

calculatrice des rapports

I'erreur commise :

a ] a
1} en prenant E-Z- comme approximation de
2

a
2) en prenant 51
3

a

22
b, el b,

. a
comme approximation de 5
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Les nombres des denes des roucs ont été trouvés de la manitre fuivante. Nous
avons comparé entr'eux le mopvement imoyen annuel, ou de 363 jours, de chague
plantee fous Pécliptique ) avee te mouvemene moyen annuel de la zerre, tels que
Tun et Maurre font confignés dans les tables aftronomiques, en réduifant les mouve-
ments dans les arcs entiers én tierces ou loixantitmes parties de fecondes. Comme les
qombres ainfi obtenus ont ener’eux la méme proportion que les ares des circonfé-
rences de cerele déeries fimultanément dans Ieurs orbites par la planére confidérée
et par la terre, il s'enfuit que les périodes de I'une et de Paucre fone exprimées par le
concraire du méme rapport, lequel doit done aufli, & moins que Ton ne premne le
méme rappore exprimé par des nombres pius petits, érre celui des dents des roues,
favoir d’une part la roue planéraire, d'autre part la roue moneée fur le grand axe la-
quelle engrine avee clle. En cffet, par chaque révolucion de l'axe la Terre parcourt
fon orbite entidre, puifque nous donnons des nombres de dents égaux A la roue qui
porte la Terre cr i celle de Vaxe qui lui correfpond, p.e. 6o ou rel autre nombre qui
leur convient.

Toute la quetion fe réduit done  cecis Crant donnds deux grands nombres ayaat
entr’eux Un certain rapport, en trouver d'autres plus petits pour les dents des roues
qui ne foicnt pas incoumnodes par leurs grandenrs et qui aient entr’eux & peu pres le
méme rapport, de telle fagon qu'aucun couple de nombres plus petitsne fourniffe un
rappore plus approchant de la vraic valeur. Mais nous rendrons la chofe plus claire
par un excmple. Suppofons done qu™il faille rouver les denesdelaroue de Sacurnect

elles de Ia roue plus petite, indiquée par la letere K dans la Fig. 144, qui la meue et
eft elle-méme moncée fur axe.

Le mouvement annuel de Saturne — je me bafe ranc ici quiailleurs fur les plus
réeences Tables de Riccioli — eft dic avoir la valeur 12° 3’34718 ). Celuidela
Terre, que Riccioli appelle celui du Soleil, eft de 359°45'40"31" ). Réduifant 'une

et Vautre 2 des cierces, on obtient le rapport 2640858 77708431 ). Par confé-
quent, comme le dernier nombre eft au premier, ainfi oft la période de Sacurne ag
temps danslequella Terre accomplit (2 révolution aucour du Soleil; partant le nombre
des dents de I voue de Sarurne doit avoir, avee fa meillere approximacion pratique-
miene poflible, ce méme rapport au nombre dos dents de 1 roue motrice. Pour trouver
done des nombres plus petits qui expriment approximarivement ce TpRort, je divife
le plus grand nombre par le plus petiz, puis le plus petic par ic refte de la premiére
divilion et enfuite ce refte par le nouveau rette. Continuant ainfi je trouve que la
premicre divifion donne

29 .

[H

W=
+
[
+
Ul

+ 1
T+letc. ')

¢. 1. d. un nombre plus une fiagtion & numérateur t dont le dénominateur posstds
de nouveau une fraction adjointe & numérateur 1 ¢t dont le dénominateur eft com-
polé de la méme manitre; ce ainii de {uice. Pourfuivant ce caleul aulli longremps que
poflible, on parvient enfin par la divifion & un refte 1.

142



7°) Lisons Ia suite du texte.

Or,lorfqu’on négligea partird 'une fraction quclconquelesdernierscermes deIa férie,
p.eicilafraction 3 eteclesquilafuivent,crquion réduitlesautres plus le nombre en-
tier A un commun dénominateur, le rapport de ce dernier au numérateur, fera voifin de
celui du pluspetic nombredonnéau plusgrand; etladifférence ferafi faible qu'il ferairim-
poffible d’obeenir un meilleur accord avee des nombresplus petics. [.emodedelaréduc-
tionettaifé ;encffer, lesderni¢resfractions, parlefquellesnous commengons, (avoirs ,

I

valent §; paffane  celle qui précede immédiatement et réduifant, ——- donne 2; pre-
n
2tz

nant eafvite avee fa fra@ion le nombre entier et réduifant de nouveaw, 29 -+ 3 domne
206 [ap & ‘e . . N HH “

232, Par conféquent le rapport 7 : 206 eft voifin de 2640858:77708431. Ceft pour
quoi nous avons donné 206 dents & In rouce de Saturne et 74 fa roue morrice.

e}

Vous constatez que Huygens a jugé la précision obtenue avec B suffisante
3

Question facultative :

a a
a) Calculer : b_4 . quelle est f'erreur commise en prenant 51 comme
4 4

4,

e a . .
approximation de ;- 7 d'aprés vous, pourquoi Huygens a-t-il préféré b. .
3

b
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HUYGENS . Gewvres compléles Niveau f¢re §
Tome XX Ed. Nyijhoff (1940) deux expérimentations
d'aprés le méme texte

UNE METHODE ANCIENNE POUR TROUVER UN MINIMUM

Soit une droite A. On considére deux points A et B n'appartenant pas 3 A.
L'objet de ce probiéme est de trouver C sur la droite A tel que
CA?+ CB? soit minimum.

1. Méthode rapportée par Huygens

1) Lire le texte ci-joint de la ligne 1 a fa ligne 11.
2) Expliquer la premiére phrase du deuxiéme paragraphe. Pouvez-vous
donner un exempie simple illustrant cette phrase?
3} Quetlle remarque faites-vous sur le vocabulaire utilisé?
(Lignes 12 2 25).
4) Préciser les données du probléme et l'inconnue.
5) Regarder la démonstration proposée lignes 26 4 37.

a) Calculer AG? + GB2, Huygens appelle cette quantité “termes

antérieurs”.

b) On pose f(x) = AG? + GBZ. Huygens appelle cette quantité “termes
postérieurs”. Bxpliquer pourquoi on peut écrire FAZ « FBZ = f(x + e).
Raire le calcul (ligne 30) par 1a méthode de Huygens.

¢) Ecrire 1'équation obienue a partir de 'égalité :

GA? + GB2=FA? + FB?

d} Lire les lignes 38 a4 40. Comment traduire ces phrases avec le

langage des limites?

e} Lire les lignes 40 a 48, Suivre le détail du calcul. Le présenter selon

vos notations.
6) Indiquer la position du point C solution du probléme posé.

I1. Méthodes utilisant les lignes de niveau ou le théoréme de {a médiane.

Exposer une de ces méthodes et retrouver ainsi le résuliat démoniré
ci-dessus.
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Compte rendu de lexpécimentation.

Ce texte fut distribué 2 des éléves de ieS pendant une seance de
travaux-dirigés d'une heure, la classe élant en demi-groupe. Dans le cours
d'analyse nous étions en train d'étudier la notion de dérivabilité et en
géomeétrie nous avions déja appris le produit scalaire, les relations
métriques dans le triangle et les lignes de niveau.

Jai pris le temps nécessaire pour leur présenter le personnage de
Huygens, son ceuvre, son époque. Je leur ai précisé que Fr.Van Schooten
(1615-1666) fut le professeur de mathématiques de CHuygens 2
I'université de Leyde. Son grand mérite est d'avoir vulgarisé les idées
mathématiques de Descartes.

Ensuite, nous avons lu ensemble le texte. Jai expliqué au fur et a
mesure le vocabulaire. Puis nous avons commencé l'eXefrcice propose.
L'heure étant écoulée, le travail fut fini 4 la maison et repris 1a semaine
suivante.

Ce texte a donné lieu A une autre expérimentation faite également en
1°S avec un objectif pédagogique légérement différent (Le point de vue
des lignes de niveau est beaucoup plus développé). Cette deuxiéme
expérimentation, dont le texte d'exercice suit, a aussi €té faite en travaux
dirigés.
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DEMONSTRATION DE LA REGLE DES MAXIMA ET DES MINIMA.
[1667]

Fermat eft le premier homme que je fache qui aic établi une régle certaine pour
déterminer les valeurs naximales et minimales dans les queitions géomérriques. En
cn recherchant le fondement qu’il n'a pas communiqué, j'ai trouvé en méme temps
de quelle manitre cecte régle peut éere réduite  une bri¢veeé remarquable, de forte
qu’elle s’accorde défornmais avec celle donnée plus tard par I'honorable Joh. Hudde
comme une parcic de {a régle plus générale et fore élégante qui s"appuie (ur un tout
autre principe. Cette dernitre a éeé publice par Fr. van Schooten dans le recucil qui
contient aufli les livres de Defcarces {ur la Géomérric. Or, ma méthode d’examiner la
régle de Fermat énait la fuivante.

Toutes les fois que dans un probiéme quelcongue il s"agic de déterminer un maxi-
mum ou un minimum, il eft certain qu'il exifte des valeurs égales de part et d’autre.

. Par exemple lorfque la droice ED [Fig. 7] eft don-

(Tig. 7] née en polition ainfi que les points A et B, ecqu'on

g demande de crouver dans ED un point C el quen

tirant CA et CB on obtienne une valeur minimale

B4 de CA® -+ CB:, il et néceflaire que de pare et
d'autredu point C il fe trouve des points GetFeels

que, les droites GA, GB et FA, FBayant ué tirdes,

on ait GA* + GB*a=FA* + FB* > CA*+ CB=.

¢ e r

40

15

Pour trouver C de telle manitre que CA'+ Jo

}‘ CB* = minimum, je me figure d’abord que, AE et

BD ayant été menées perpendiculairement 3 ED

(je pofe AE = 4,BD = 5,ED=¢), Ia différence des deux droites EG et EF foit

égale 2 une ligne donnée ¢; et je demande quelle doit éere la valeur de EG, que
j"2ppelle x, pour qu'on ait GA*+ GB*=FA*+FB~

Puifque AL = 2 et EG = x, on aum AG'= a* + x*. Bt puifque GD = ¢ —x et
BID == &, on aura GB? == 4* 4 ¢* — 2cx + 2%, de forte que AG+ Gl =4+ 8
+ ¢* — acx 4 cx?, expreflion que nous défignerons par les moxrs ,,cermes ancérieurs”.
Ceci s"applique également A tout autre probléme fe rapportant 1 un maximum ou un
minimum. D'autre part, lorfqu’on fubftitue partoue dans 'équation trouvée x e x,
(s + ¢)*ax® etainfi de fuite s sy trouve quelque puiffance plus élevée de x, il cft
certain qu'on obtiendra Ia fomme FA* 4 FB*. Celle-ci fera donc

@ 4 b* 4¢3 — 2cx — 2ce + 22 4 4¢x + 228,
Certe expreflion {era appelée ,termes poftérieurs”. U faut I'éguler 3 AG* 4 GD.
Nous aurons done I'équation 4* + 6* + ¢* — 208 + 2%* = a* + b4 c*—acx
— ace + 2x* + 4ex + 2¢¢, d’ott fortira la valeur EG ou x, GF ou ¢ défignant une
ligne de longueur donnce.

Or, en prenanc ¢ infiniment petite la méme équation donnera la valeur de EG
lorfqu'elle eft égale 2 EF. De cette fagon nous aurons déterminé le point cherché C
pour lequel CA? ++ CB* = minimum. Aprés avoir &té d'abord les fractions s'ilyena
(mais dans l'exemple confidéré il n’y en a poinc), il fauc fupprimer de parc ecd’autre
les termes égaux, lefquels fone néceffzirement tous ceux qui ne contiennent pas la
lettre ¢: on le comprend aifément puifque, comme nous I’avons dit, les termes polté-
rieurs (e tirent des termes ancCrieurs en fubftituant x 4 ¢ 2 x dans toutes les puis-
finces de cetce derniére. Enfuite on divife cous les termes par ¢ et on détruic ceux
qui, aprés cerre divifion, conticnnent encore cecte letre, puifqu'ils repréfentenc des
quantités infiniment petites par rapport & ceux qui ne renferment plus e. C'eft deces
dermiers feuls qu'on tire enfin la quancicé x fatisfaifanc au probléme propofé, Telleeit
la méchode de Fermat ;.
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UNE METHODE ANCIENNE POUR TROUVER UN MINIMUM

1) Soit une droite A, A et B deux points non situés sur A, 1 le milieu de
[AB] et un point M parcourant A, Calculer MA? + MB? en fonction de MI
et en déduire la position de M sur A correspondant au minimum de
MAZ + MB2

2) Soit un réel k. Quel est l'ensemble E; des points M tels que
MA2 + MB2 - &7 Pour quelles valeurs de k cet ensemble contient-il des
points de A et combien? ( Discuter selon les valeurs de k). Retrouver ainsi
la position de M sur A correspondant au minimum de MA? + MB2.

3) Lire les lignes 1 4 25 du texte de Huygens. Expliciter le sens des mots
"ligne" et “droite". Expliquer les lignes 10 et 11. Donner des exemples déja

renconirés de la propriété énoncée.
4) Lire les lignes 20 2 37. Préciser fes données et l'inconnue du probléme.
a) Refaire le calcul de AG? + GB?, en fonction de x, a, b, ¢. Si on pose
f(x) = AG?+ GB? remarquer que f(x) est appelé “termes antérieurs”.
b) Faire le calcul de FA? + FBZ en fonction de ¥, b, ¢, et constater qu'on
peut l'écrire a 'aide de 1a fonction [. Expliquer pourquoi. Remarquer
que FAZ + FB? est appelé "termes postérieurs”.
¢) Quelle est I'equation obtenue en écrivant : FA? + FB2. AG? + GB??
Réduire I'équation 2 la forme {a pius simple possible.

S) Lire les lignes 30 a 50. Montrer que la démarche suivie ici revient a
f(x+e)-f(x)

o - 0. Expliquer ensuite la

écrire l'équation sous la forme

démarche suivie aux lignes 45 & 47.
6) Quetle est 1a position de C ainsi obtenue? Retrouvez-vous les résultats

des deux premiéres questions?
Remarque : pour prolonger ce travail on peut étudier le texte de P.

Fermat page 30 de la brochue M'ATH n° 61, et comparer les méthodes
utilisées.
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PIERRE REMOND DE MONTMORT

Pierre Rémond, né 2 Paris en 1678, fils d'une famille aisée, étudia le
droit, voyagea puis s'adonna 2 I'étude des oeuvres philosophiques et
scientifiques de Descartes sous la direction de Malebranche, et des
mathématiques avec Francois Nicole. Chanoine de Notre-Dame de Paris, il
achéte des terres 2 Montmort, puis il abandonne ['état écclésiastique pour
épouser ia niéce de la duchesse d’Angouléme.

A loccasion d'un voyage en Angleterre pour observer, avec E. Halley,
une éclipse totale de soleil, if est élu membre de fa Société Royale de
Londres en 1715: il devint membre associé de I'Académie Royale des
Sciences en 1716. 11 mourut en 1719 de la variole.

L fssay danalyse sur les jeur de hazard, publié en 1708, fit sa
réputation. Un seul petit traité avait paru sur le sujet en 1657: le e
Ratiociniis in ludo aleag ov Huygens avait réuni les problémes déja
résolus, en particulier ceux qu'avaient traités Fermat et Pascal. L'ouvrage
de Rémond de Montmort est, dong, la premiére étude systématique de la
théorie des jeux de hasard pratiqués par la petite noblesse qu'il
fréquentait. I y résout des problémes de combinatoire et de sommation
de séries. L'ouvrage intéressa Nicolas I Bernoulli et l'incita a publier en
1713 |' Ars confectandi de son oncle, Jacques I Bernoulli, mort en 1705
qui, fe premier, avait énoncé la loi des grands nombres. La réédition de
I' Bssay en 1713 contient également la correspondance entre ]. Bernoulii
et P. R. de Monimort.

Le texte ci-dessous est extrait de la partie intitulée "Traité des
Combinaisons” de cetie édition.
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PIERRE REMOND DE MONTMORT Niveau
Fssay danalyse sur les jeur de hazard (1708) Terminales

A PROPOS DU "JEU D'OMBRE"

L'objet de l'exercice est d'étudier un extrait de |' £ssay danalyse sur les
jeur de hazard ( Trafté des combinalsons) (1708) de Pierre Rémond de
Montmort (1678-1719). Dans ce texte, il est fait allusion au "Jeu d'Ombre”,
qui se joue avec un jeu traditionnel de 52 cartes auquel on a retiré les 4
dix, les 4 neuf et les 4 huit ; autrement dit, il reste 40 cartes, chaque carte
étant caractérisée par sa couleur (pique, coeur, tréfle, carreau) et sa
valeur (as, roi, dame, valet, etc...).

I. On tire successivement et sans remise quatre cartes au hasard dans un
jeu de 40 cartes. Quelle est la probabilité :

a) P(a), de tirer dans f'ordre les as de coeur, de carreau, de tréfle et de
pique? .

b) P(b) de tirer les 4 as?

I1. TEXTE

Pourme faire plus. facilement entendrer, je me fersd’un:
exemple ,, {oit fuppofé que l'on-cherche combien it y 2 4
parier que tirant quatre eartes au hazard dans quarance .
par exemple dans un Jeu d’Ombre, je tirerailes 4 as. Il

5 eft évident quil m’eft permis de {'uc{':pofer que ces- 4 as fer
trouveront dans: les quatre carres de deffus; puifque j'al
la liberté de les choifir par tout oll je voudral

NB. L'expression "combien il y a parier que.” est synonyme de " la
probabilité que..”

1) On bat le jeu de 40 cartes. Considérez-vous évident, comme Montmort,
que la probabilité d'obtenir les 4 as en tirant au hasard 4 cartes du jeu est
fa méme que si on tirait les 4 cartes au dessus du paquet?

Oril eft
clair que nommant m le nombre de tous les arrangemens.
poffibles de 40 cartes, jaurai & x 5 == g5-pour .tirer I'as.

16 de cciur; puifque cet as érant & la premiere place, les 39-
<utres cartes PCU.VCI]E avoir tous les differens arrangemens.
‘imaginables,
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2} Le mot “arrangemens’ Vous surprend-il? Est-il conforme 2 la
définition gque vous connaissez? Quel autre mot pourriez-vous employer?
Que vaut le nombre m?

m . : )
3) Que représente le nombre 0 7 Expliquez le raisonnement fait par

Montmort pour calculer la probabilité de tirer ['as de coeur?

& de méme jauraid x % X § = 3573 »POUF
que l'as de cceus fe trouvant & lapremiere place,. lasde
carreau foit dla feconde, puifque l'as de cceur étantd la

15 premiere place , & Ias de carreaud la feconde, tes 38 au-
gres cartes peuvent &tre arrangees diverfement en autant
de fagons qu'exprime d'unités un nombre compofé de 38
produits des nombrest, z,3,4, 5,6, &

4) Expliquez de méme le raisonnement de Montmort pour calculer la
probabilité de tirer l'as de carread ?

Quelle est {'écriture moderne du nombre désigné par l'expression "autant
de facons qu ........ 5, 6&¢ 7

NB : &c se lit -"et cetera’.
i

i m
Comparez avec {'écriture 40 ¥ 29
& pour les mé-
mes raifons j"al & x %% x § X & == ey pour amener
20 Pasde trefle 4 la eroifiéme place; I'asde cceur dranra la
premiere, & 'asde carreaud lafeconde, & -z g7 pour

amener P'as de pic 41a quarriéme place’, 'asde trefle éranc
4 ]a troifiéme, I'as de carreaud la feconde, & l'asde cceur
"4 la premiere,

5) Expliquez de méme les résuitats trouvés
_2alaligne 19
_ 4taligne 21

25 I eft encore certain par la propoficion ci-deflus que le
produic des quatre nombres 1, 2.3 . 4 == 24, exprime
tous les divers arrangemens poffibles des 4 as aux quarre

: Al .14
premieres places, j'ai donc ;7 ;‘;,:M , pour que les 4 as
{z trouvenc écre les quatre premieres cartes.

6) Expliquez le raisonnement des lignes 25 a 30. Comparez avec VoS
raisonnements. (cf partie I ).
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3 Maintenant {i je fuppofe quela letrre p exprime le nom-
bre de toutes les manieres poffibles de prendre quatre

chofes dans 40. Il eft évident que jaurai } pour prendre

quatre chofes dérermindes dans quarante : donc ; =2

ekt s donc p = te:i3A84T,

40.19°1R.1T

7) Le but poursuivi par Montmort est de calculer le nombre p. Ce nombre
désigne-t-il une probabilité 7 Comment désigne-t-on actuellement ce
nombre 7 La démarche utilisée pour calculer p vous surprend-elle?

, \ ) 1
Expliquez pourquoi. Que représente le nombre 5 ?

35 Cet exemple faic voir-que {i je me propofe de tirer un
nombre quelconque exprimé par ¢ de chofes dérerminées
dans un nombre plus grand appellé p, aurai une fraltion
donrt le numerateur fera compofé d'autant de produits
desnombres naturels 1,2,3,4, 5, 6, &c. &le dénominateur

40 d'autanc de produirsdes quantitésp.p—1 . p—2.p—3.
P~ 4, ¢h¢. que g exprime d'unités; en forte qu'appel-
lant g le nombre de toutes les manieres poffibles de pren-

' 1.1.3.4.9.6,%c

Fip—1.p—1.p—3.p — 42— &¢,

! la Jpe=lp—2.pe—y. pm—q. p—§ &Co ,

d'olt je tire g == LI :_1.33.45.:_52'5} R o

a5 gw'il falloit trowver's & par conlequent me voild retombé

par la methode des changemens d'ordre dans celle des

combinaifons , & dans ia;~£gormu1c.quc nous gvons ci-de-

vant démontré, en tenant des routes forg differentes de
celle-ci, &,

dre g dans pyona § =

N.B.Remarguez que dans ce paragraphe la lettre p ne désigne pas le méme
nombre que dans le début du texte et que les produits p(p-1) (p-2) eic ...
sont écrits sans parentheéses.

- I .
8) Que désignent les nombres g et 'g“ 7?7 Comment désigne-t-on

actuellement le nombre g ?
Le calcul de g vous parait-il démontré “rigoureusement” par Montmort?
(remarquez l'introduction : "cet exemple fait voir.... "}.

9) Expliquez pourquoi Montmort utilise l'expression “méthode des
changements d'ordre” pour désigner la méthode de calcul de g.
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Remargue : On peut interrompre la lecture du texte A l1a ligne 34 et le
questionnaire aprés la question 7.

DES COMBINAISONS.
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Pourme faire plus facilemenc entendre, je me fersd’un:
~exemple ,, foit fuppofé que l'on cherche combien il y 2 &
- parier que tirane quatre eartes au hazard dans quarante,.

par exemple dans un Jeu d’'Ombre, je tirerailes 4 as. Il

eft évidenr qu'il m’eft permis de ﬁici:)pof'er que ces 4 as fe

trouveront dans: les quatre carres de deffus; puifque jai
fa liberté de les choifir par tout ol je voudrai. Or il eft
clair que nommant m le nombre de tous les arrangemens

poflibles de 40 cartes, jaurai £ x 2 = % pour tirer l'as.

rY-}
de cceur; puifque cet as érant 4 la premiere place, les 39

anfres cartes pcuvent avoir tous les differens arrangemens.

imaginables, & de mé&me jaurai % x % x § == 35 s-pour

que I'as de cceus fe trouvant 4 la premieré place, l'asde

carreau foit 4]a feconde, puifque l'as de cceur éeantdla
premiere place , & ['as de carreau d la feconde, les 38 au-
tres cartes peuvent tre arrangées diverfement en autant
de facons qu'exprime d'unités un nombre compof¢ de 38
produits des nombres 1, 2,3, 4, 5,6, &c. & pour les mé.
mes raifons j'ai & x % x § x § == zeyey pour amener
P’as de trefle 4 la troifiéme place; Fasde coeur dranra la
premiere, & P'asde carreaud la feconde, & ;5535 ys pour
amener I'as de pic dla quarriéme place, I'as de trefle érane
a la troifiéme, l'as de carreaud la feconde, & l'asde cceur
4 la premiere.

Il eft encore certain par la propoficion ci-deffus que le
produit des quatre nombres 1. 2,3 . 4 == 24, €xprime
tous les divers arrangemens poffibles des 4 as aux quacre
premieres places, j'ai donc w5y, pour que les 4 as
{e trouvent &re les quatre premieres cartes.

. Maintenant fi je fuppofe quela letrre p exprime le nom-
bre de toutes les manieres poffibles de prendre quatre

chofes dans 40. 1l eft évidenc que jaurai } pour prendre

quatrc“chofes‘déterminc’es dans quarante : donc § =

$0:1918:37 » dong p == tof24847,

Cer exemple fait voir que fi je me propofe de tirer un
nombre quelconque exprimé par ¢ de chofes déterminees
dans un nombre plus grand appellé p, j'aurai une frattion
dont le numerateur fera compofé d'autant de produits
desnombres natarels 1,1, 3, 4, 5, 6, &c. &le dénominateur
d’autant de produitsdes quantités p. p—1.p—2.9 —3.
2 — 4, ¢he. que g exprime d'unités; en forte qu'appel-
lant g le nombre dé toutes les manieres poflibles de pren-
1.2.3.4.¢.6,&:

dan 3 =
dre 4 sp,onag PP —i1.p—2.p—3.p— 40— &G

popmt g2 p—yp—d pm (KO,

I.203.4.(.6 % v
gu'il falloit trowver ;s & par confequent me voild retombé
par la merhode des changemens d’ordre dans celle des
combinaifons , & dans la formule que nous avons ci-de-
vant démontré, en tenant des routes forr differentes de
celle.ci, &e,

d'ott je tire g ==
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Leonhard FULER (1707~ 1783).

Euler est le mathématicien le plus important du XVilléme siécle, tant
par le nombre de ses écrits {I'édition compléte comporte déj2 80 volumes
et une partie de la correspondance est encore inédite) que par Ia variété
des sujets abordés et les innombrables méthodes et concepls nouveaux
qu'il a élaborés.

Né 2 Bale, il est initié aux mathématiques par son pére, pasteur, gui
avait été l'éleve de Jacques Bernoulli. Il est lui méme l'éléve de jean
Bernoulli et 'ami de ses fils Nicolas, Danief et Jean II. En 1727, il rejoint
Danie! et Nicolas a 'Académie de Saint-Pétersbourg, juste avant la mort
de [limpératrice Catherine, et, en 1733, occupe ia chaire de
mathématiques laissée libre par le retour de Daniel Bernoulli 4 Bile. En
1740, Euler est sollicité par le roi de Prusse Frédéric II pour diriger la
section de mathématiques et de physique de I'Académie de Berlin. Mais,
estimant qu'if n'était pas apprécié a sa juste mesure par Frédéric le Grand
qui ne trouvait pas en lui le philosophe mondain capable d'animer sa
cour, il préfére retourner en Russie en 1766 sur [invitation de Catherine
11 (la Grande). Elie le recoit avec générosité ainsi que sa nombreuse
famille de treize enfants. Dés 1735, il avait perdu l'usage de son oeil droit,
mais bien que complétement aveugle a partir de 1771, il n'interrompit
jamais son intense activité scientifique jusqu'a ses derniers jours, oU,
selon le mot célébre de Condorcet dans son éloge "if cessa de calculer et
de vivre”.

L'oeuvre d'Euler couvre l'ensemble des mathématiques pures et
appliquées : de la théorie des fonctions 4 la théorie des nombres, du
calcul des probabilités A la mécanique et 2 I'astronomie théorique, de ia
théorie de la musique a la manoeuvre des vaisseaux, on retrouve partout
la griffe du lion.

A travers ses grands traités didactiques : /ntroduction 3 /'Analyse des
Infiniments Petits(2 vol.,1748), [nstitutions de Calcul DifYérentie/(1755),
[nstitutions de Caleuf Intégral( 3 vol,1768-1770 et un volume posthume
1794), Euler apparait comme le législateur du calcul infinitésimal el
comme le créateur de |'Analyse au sens moderne, bien que, de noire
point de vue, son traitement formel, dénué de préoccupations de
convergence, manque parfois de rigueur. La notion générale de fonction -
héritée de Leibniz et de Jean Bernouili- est 4 la base de l'é¢difice eulérien.
En mathématiques, d’innombrables notions, formules ou méthodes
portent son nom: qu’il nous suffise de citer les formules d'Euler qui
relient le cosinus et le sinus & l'exponentielle complexe (/ntroduction
1748) - avec la célébre formule eix = - 1 , qui nous a tous fascinés -, les
intégrales eulériennes {dont les fonctions gamma et béta), la constante
d'Buler, la formule d'Euler - extension de celle de Descartes - reliant le
nombre de sommets de faces et d'arétes d'un polyédre {S+F = A + 2}, les
angles d'Euler en géométrie et mécanique et bien d'autres.
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Avec son ouvrage Mélhode pour éludier fes lignes courbes
relalivement aux propriélés ae marima et de minima( 1744), Buler est le
fondateur du calcul des variations, dont seulement des cas particuliers
avajent été étudiés, par les Bernoulli notamment; {2 encore, on retrouve
son nom, attaché a des conditions nécessaires d'extrema, les équations
d'Buler.

Euler a également écrit un livre élémentaire sur l'algébre, paru en
russe en 1768-69, puis en aliemand I'année d'aprés. Une traduction
francaise.sous le titre Aémens d Algebre, augmentée d’'importantes notes
de Lagrange sur la théorie des fractions continues en particulier, parait
en 1774. Cest de cette traduction qu'est exiraite le passage ci-apres.

Mentionnons enfin les Lefires @ une Princesse d Allemagne sur divers
sufets de physique ef de phifosophie (parues en francais en 1768-72 a
Saint-Petersbourg) qui est un exposé de vulgarisation des principales
theories de la philosophie natureile, comme on disait 2 I'époque. Cet
ouvrage ou Euler, revenant aul conceptions de Huygens, soutenait la
nature ondulatoire de la lumiére eut une profonde infiuence sur son
temps et euk de nombreuses eéditions, dont ['une donnée par
Condorcet, puis une autre par A. Cournot au XIXéme siécle.
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L. EULER : Afemens d algebre Niveau
Ed. Francaise et notes avec des 3e-2e
additions de Lagrange vol.!

Lyon -Bruyset an 1]

APPROXIMATIONS DE V20

1. Travail préliminaire 4 la lecture du texte.
L'objectil’ de ce travail est la comparaison de X, X2, X3 suivant les
valeurs de la variable.

1. Compiétez le tableau suivant en indiquant les écritures rationnelies et
les écritures décimales (quand elles différent )

X 3 2 i

x2

B e
NN
—
[}
[a—,
[ ]
¥}
[a—y
()
(3]

13

2. Illustrez par un exemple I'énoncé
Si0 <x<1 alors 3% ¢x
puis résolvez dans R* 32 = x
12> ¥
312 ¢ X

Compléiez la conclusion
dans Rt ¥2 ¢ X 8i et seuiement si ..

3. De méme illusirez
Si 0 «<x «, alors 33 < x2 et démontrez-le.
4. Complétez le tableau suivant :

X 0,4 0.2 0,1 0,01 0,001

¥

I + 2x

1 + 2x+32
= {1+3)2
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5. Lisez te paragraphe 7835 du texte dEuler.

Attention : ici, te mot fraction signifie nombre compris entre Det 1.

Que pensez-vous de la proposition dEuler a la ligne 14 : “"on peut les
omettre dans les calculs"?

1. Donnez l'encadrement dans N du nombre \/2’_0

2. Lisez les lignes 1 a 8. Buler pose X - 4+p et substitue 4+p a x dans
'équation x2 = 20.

3. Lisez les lignes 8 a 11. Qu'en pensez-vous?

4. Résotvez I'équation du premier degré en p obtenue en négligeant p2 et
déduisez-en une approximation rationnelle de \EE plus précise que 4.

5. Donnez un ordre de grandeur, par exces, de laforme ax10P , ou
1 ¢ a <10 , de la différence entre la valeur trouvée pour \/ﬁ et

l'approximation de \/56 donnée par votre machine? L'approximation
rationnelle trouvée est-elle par excés ou par défaut?

. X . | .
6. Lisez les lignes 13 4 19. Euler pose ensuite x = 4+f£ +p’ et substitue

4«% +p' 2 ¥ dans l'équation x? = 20. Déterminez l'équation de degré 2

dont p’ est la solution, puis celle de degré 1 que l'on peut en déduire en
négligeant p'2,

Remarque : on obtient une valeur négative de p’ dont la valeur absolue
est comprise entre 0 et 1. '

7. Décrivez les calculs et le raisonnement d'Euler de la ligne 20 a la fin du
paragraphe 786 et si a2 votre avis le copiste d'Euler a fait une erreur,
rectifiez -la.
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785,
‘Le prexmer moyen dont nous parlerons , 4
{uppofe quon ait d¢ja déterminé affez exac: 7
. tement Ja valeyr d'une racine (*); quon
~ fache, par exemple, qu'une telle valeur,

furpaffe 4, & qu'elle eft plus petite que 5. 5

Dans ce cas; fi l'on fuppofe cette valeur .
..._4+p , on eft sir que p exprime une
fra&tion. Or fi p eft’ une fraltion, & par
confequent moindre que lumte le quarré
(*) Cette méthode eft celle que Newtona donnée an
tommencement dé (2 méthade des fluxions. En l'appro-
fondiffant on la trouve fujette & différentes imperfe&ions; _
¢'eft ponrquoi on y fubflituera avec avantage la méthode

que M. de s Grange a donnée dans les Mémoires de
Berhn, pour les années 1767 &. 68,

_7‘86.

Nous éclaircirons cette méthode d'abord 4
par un exemple facile, en cherchant par
approximation la racine de Péquation xx
=20,

On voit ici que x eft plus grand que 4 - 5
& plus petit que §; en conféquence de
cela on fera xz=4-+p , & on aura xx=16

+8p-{—pp....zo mais comme pp eft tresw
Vv iv

de p, fon cube, & en général toutes les 40
puiffances plus hautes de p , feront encore
beaucoup plus petites 2 I'égard de Iunité,
& cela fait que , puifqu’il ne s'agit que
.d’une’approximation , qn peut les omettrg -
dans le calcul.. Quand on aura donc dé- 45
terminé 3 peu prés la fralion p, , on con-
noitra déja plus exaétement la racine 4+ps
on partira de-ld pour déterminer une nou-
velle valeur encore plus exafte, & on con-
tinuera de la méme maniere , jufqua ce 20
qu'on ait approché de la vérité autant qu'on
le fouhaitoit.

petit, on négligera ce terme pour-avoir.

Afeulement Péquation 16-}-8p=20, ou 8p 0

==4; elle donne p==: & x=41, ce qui
approche déja beaucoup plus de la vérité,
Si donc on fuppofe 2 préfent x&4 T 4Ps
on eft fir que p fignifie une’ fration’ en-
core beaucoup plus petite qu'auparavant, 1
& quon pourra négliger pp A bien plus
forte raifon. On aura donc xx==20%
+9p._..zo ou 9;:....-—-- & par confe-

:gue_nt P=— ;6 ) donc x==4 z___" 17

, 36 =4;6'
Que fi J'on vouloit approcher encore 20
davantage de la vraie va!eur, on feront

x.._4 +p 5 & on auroit xxw..zo

vy

96

+8r P—-ZO alnﬁ 6}7“"" ug&’ 322p

35 o
" nagh 36 ’ 8 P=- 36 3;: R TTT
1 4m .
Done x==47— = 4i1y5» valeur qui s

‘approghe ﬁ fort de la vérité, quion peut
-avec confiance regarder I'erreur comme

nulle.



L. EULER : £émens d Algébre. Niveau
Ed. francaise et notes avec des tere§
additions de Lagrange vol.1

Lyon Bruyset an 111

APPROXIMATIONS DE /20

1. Lecture du paragraphe 785.

785..

Le premier moyen dont nous parlerons ,
fuppofe qu'on ait déja déterminé aflez exac-
tement la valeyr ¢’une racine (*); qu'on
fache, par exemple, qu'une telle valeur
furpaffe 4, & qu'elle eft plus petite que 5.
Dans ce cas, fi l'on fuppofe cette valeur

==4-p, on eft slir que p exprime une
“ fration.

Remarques. La “racine” désigne ia racine (ou solution) d'une équation.
Le mot “fraction” est utilisé ici pour un rationnel positif plus
petit que 1, et éventuellement négatif et supérieur a -1.

Or fi p elt une fraltion, & par
conféquent moindre que Iunité , le qirarré
de p, fon cube , & en général toutes les
puiffances plus hautes de p, feront encore
beaucoup plus petites & I'égard de 'nnité, -
& cela fait que , puifqu'il ne s'agit que
d’une approximation , on peut les omettre
dans le calcul.

a) Tracer sur un méme graphique les courbes représentatives sur
[-1,1], desfonctions (x- x}, (x— x2), (x— x3)

. Si l'on prend (1 + x) pour valeur approchée de (1 + x + X2), quelle
est l'erreur commise pour x =05 ; pourx =02 ; pourx=-0,17
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b) Pour quelles valeurs de 1, cette erreur est-eile inférieure 2 10-47

Dans la fin du paragraphe 785, Euler explique qu'il va “itérer” le procédé
en repartant de {a nouvelle racine approchée obtenue et qu'ainsi il pourra
approcher de la racine ( la "vérité”) autant qu'il le voudra. Le paragraphe
786 expose cette méthode sur un exempie.

2. Lecture du paragraphe 786

786.

~ Nous éclaircirons cette méthode d’abord
par un eéxemple facile, en cherchant pai-
approximatiog la racine de I'équation xx
==20. :
18re grape: - On voit ici que x eft plus grand que ¢4
& plus petit que 5; en conféquence de
cela on fera x=4-+p, & on aura xx= '6
+}-8p-+pp=20; mais comme pp eft trése
petit, on négligera ce terme pour avoir
feulement I'équation 16-4-8p=20, ou 8p
=4 ; elle donne p=I & x=47, ce qui
‘approche déja beaucoup plus de la vérité.

_ Réécrire le calcul d'Euler, qui aboutit 4 une premiére vaieur approchee

1 i
de \/ﬁ © X=4 2 { c'est- a-dire 4 + 5 ou 45), que nous noterons x,.

. X est-il une valeur approchée par exceés ou par défautl de \/56 3
En utilisant 'égalité 4.5 - \/2— = M— montrer que l'erreur commise
! 45 +@ '
est inférieure 2 3.10-2.  (On cherchera 2 majorer le rapport, sans bien
s0r utiliser la valeur de \[Z’_é donnée par la calculatrice! ).

2eme gtape: ~ Si donc on fuppofe a préfent x=4;+p;
on eft fr que p fignifie une fradtion en-

+ core beaucoup plus petite qu'auparavant,

" & qu'on pourra négliger pp & bien plus

forte raifon. On aura donc xx=10;

~top=10, ou gp=—73, & par confe-

' e L g b L gL
quent p==—; donc x==4;—ir =4g

Ecrire les calculs d'Euler.
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On note X, la nouvelle valeur approchée obtenue. Est-ce une valeur
approchée par excés ou par défaut?

Montrer, {toujours sans utiliser fa valeur de \/ﬁ donnée par la
calculatrice), que l'erreur commise en prenant X, pour valeur approchée

de 3, est inférieure 2 10-4.
(On pourra utiliser la méthode précédente, ou encore vérifier que
(12 - 10“4)2 <20 )

3eétape - Que fi 'on vouloit approcher encore
davantage de la vraie valeur, on feroit
x==45+p, & on auroit XXT=20
-84 p=10; ainfi 8Hp=—i3> 322p
_:-—-;%;-6‘:—".—-%6, & p"....."-.—s?_';;::—--‘—’%;.

: " BN ST |
- DOI}C x—-—-—4'3"6' 13591—-4”591

. Refaire les calculs. (Il y a une erreur de typographie que lon
corrigera).
. Quelle est {a nouvelle valeur approchée x5 obtenue cette fois-ci?

Comparer avec la valeur décimale de N20 donnée par votre calculatrice.

4eétape ;

Répéter l'algorithme mis en jeu par Euler une fois de plus pour calculer
une nouvelle valeur approchée, X, de Y20, de la forme X4 = X3+ p avec
o rationnel.

3. O0 l'on prouve que iz précision des résuliats augmente 2
chague étape.

On appelle x, la valeur approchée obtenue a la niéme éiape de ['algorithme.
Pour obtenir x,,, on posé I, =X,+p ;on admet que: -l<p<lelon
calcule p en “négligeant les termes en p2 " dans l'équation (z, + p)2 = 20
x,2 + 20

a) Monirer que, pour tout entier natureln, x,., = T

f
. 12 + 20
b) Montrer que, pour tout réel x de R, , —gx——z V20

Les valeurs approchées x;, X, , .X,.. de \J20 sont-elles obtenues par
exces ou par defaut?
(x, - V/20)2

c) Montrer que, pour toutn de N*, x, - \/ﬁ-« 2
i
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d) En reprenant le résultat du ¢) montrer que, si l'erreur commise sur
\/_26 en prenant ¥, pour valeur approchée est inférieure 2 10°P | alors
l'erreur commise en prenant X, , st inférieure 2 10-20 (pe N ).

¢) Reprendre les premidres valeurs approchées X, X,, Xy, X4 el les
majorants des erreurs évaluées pour X, et X5 ; en déduire un majorant de
l'erreur sur X,

4 Etude de la convergence de I'algorithme.
a) Montrer que la suite (x_) définie par
X5=3
1,2+ 20

Xo.1 =7 g Dourtout entier naturel n, est décroissante.
i

b) En utilisant la question 3- ¢) démontrez que pour toutnde N |

1
0< xn,,-NIZ_O <5 (xn-\/ﬁ)
c) En utilisant le résuliat du 3. d), montrer que pour tout entier naturef n,
i
0<x,-V20 <(5)" x06

En déduire lim X

- +=

Intérét pédngogique et comptie rendu-de I'expérience en jée 5§,

La lecture de ce texte est une occasion trés motivante :
. De rappeler et de manier les notions dencadrement, de valeur
approchée, de précision d'une approximation ;

D'établir des majorations, en particulier de majorer l'erreur commise
sSur une approximation ;
. De comparer les puissances de x {on en a besoin pour x € [-1,1]).
. De discuter et réfléchir sur la signification mathématique de
l'expression “on néglige p2."
. D'introduire une notation indicielle.
. De définir une suite par un algorithme amenant 32 une relation de
récurrence ;
. De programmer une calculatrice ;
. Détudier la limite d'une sujte : ce calcul convaint de [linterét de
réitérer l'algorithme .
. De proposer des calculs numériques avec une précision supérieure 2
celle des calculatrices, de réfléchir aux limites de celles-ci.

Ce travail s'est inspiré dun TP. de I'LREM de Strasbourg (Math,
premiéres scientifiques, ISTRA éditions Casteilla).
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Ce texte a accompagné tout le début du cours d'analyse de 18 S servant
d’introduction 2 un chapitre sur les approximations, encadrements et
majorations puis il a été repris a diverses étapes de 'étude des suites.
L'algorithme a beaucoup intéressé les éléves, certains éléves passionnés
par les manipuiations 2 la calculatrice et les problémes numeériques ont
cherché des expressions décimales et comparé les diverses
approximations, ont rapporté un résultat comportant 12 chiffres aprés la
virgule.

) - 4472135954998 (décimales toutes exactes )
plus précis que ce que les calculatrices permettent d'obtenir, Certains
calculant sur un ordinateur, d'autres combinant calculs” 2 la main" et 1 la
calculatrice.
Les éléves sont impressionnés par la qualité des approXimations,
demandent de comparer cet algorithme avec l'algoritme de Babylone cité
parfois en seconde {en fait ils sont équivalients, puisqu'ils aménent 2 la
méme relation de récurrence), posent des questions sur fes différentes
facons d'obtenir des approximations de racines carrées.

L'étude des parties 1 et 2 en classe prend environ une heure. La
quatriéme étape (partie 2) a é1é donnée en exercice 2 1a maison. La partie
3 un peu plus difficile pour les éléves, surloul lorsque c'est le premier
probiéme qu'ils traitent sur les majorations, a €té faile en iravaux dirigés
{ d'une heure et demi environ). La partie 4 n'a é1é posée que gqueliques
semaines plus tard, elle prolonge {'étude du paragraphe 3 mais ne peut
tre faite qu'aprés avoir étudié les suites .

Le probléme peut étre repris en ter minale.

note de vocabulaire : Voici des extraits de I'article Fraction du
Dictionnaire Mathémalique de Ozanam (1691) (chapitre Arithmétique)

.

Le Nomsre rempw’, ou- Fraction, oft celuy qui reprefente unc partie ae
unicé, 1l et compafé de deux termes, que Ion fesare ordinairement par
une pesice ligne, dont l'un aut el au deifus de iz [igne, s'zgcﬂc Numera-
teur, & ['zucre aui et au detTous , fe nomme Denominareur.

1 arrive quelquefois dans la pratique , qu'une Fraction cft plus arande
" s - .t
que Iunite, ce que 'on connoit quand le Numerateur et pius grand que le

. . - . 1 .
Denominateur : & alors on_li nomme Fradlion impropre , cornme =, qu

; I .
VAUl 1« -
. 3t

167



168



X1

LEGENDRE
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LEGENDRE (1752-1833)

Adrien-Marie Legendre mena une vie calme 2 l'écart des événements
politiques de son époque, faite de travail passionne et opiniitre.

De 1775 a 1780, il est professeur de Mathématiques a I'école militaire de
Paris, il entre comme adjoint mécanicien & I'Académie des Sciences en
1783, il participe en 1787 avec Cassini IV et Méchain aux opérations
géodésiques qui devaient relier l'observatoire de Paris 4 celui de
Greenwich, puis pendant la Révoiution, a celles qui préparent la mise en
place du systéme métrique. Pendant la Révolution il occupe différents
postes importants : en 1794 il est 2 fa téte de la Commission de
I'Instruction publique ; il est nommé membre de I'Institut National dés
sa création en 1795..

Il remplace Lagrange 4 sa mort en 1813 au Bureau des Longitudes o0 il
restera jusqu'a fa fin de sa vie.

Son travail touche 2 tous les domaines des mathématiques ; c'est en
théorie des nombres et dans le domaine des intégrales elliptiques que ses
contributions sont les pius importantes. Ses traités demeuréerent
longtemps classiques : Assai sur /2 théorie des nombres (1798) puis
Theéorie des nombres (1830) : Erercices de calcul intégra/ (1811-1819)
Traité des fonctions elljpiiques et des intégrales evlériennes(1825-1832),
ouvrage d'une trés grande technicité.

L'ouvrage dont sont tirés les textes étudiés, les £éments de Géomélrie
(1794), a dominé |'enseignement de la géométrie pendant plus d'un siécle.
Cest un traité de géométrie élémentaire destiné, comme lindique
Legendre dans sa préface, “a satisfaire l'esprit, tout en composant des
éiéments trés rigoureux ” ; il présente, en réaction contre les A#mens de
géomélrie de Clairaut , un retour a {'axiomatique euclidienne. Legendre
remania les Zéments pour les nombreuses éditions successives. I1 y en
eut 21 (la derniére en 1878) et des traductions en plusieurs langues. La
traduction anglaise, publiée par Charles Davies en 1831 fut longtemps
I'ouvrage didactique par excellence aux US.A, comme en témoigne cet
extrait d'une préface :

“It is believed that in clearness and precision of definition, in general
simplicity and rigor of demonstration, in orderly & logical developpment
of the subject and in compaciness of form, Davies' Legendre is superior 10
anywork of its grade for the general training of the logical powers of
pupils, for their instruction in the great body of elementary geometric
truth.”

On trouve, tout au long des éditions successives faites de son vivant, des
tentatives diverses pour démontrer le postulat des paralléles ; son
approche la plus récente ressemble 2 celle de Saccheri et il parvient a
établir que 1a somme des angles d'un triangle est soit inférieure, soit égale
a deux angles droits .
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LEGENDRE : Aféments de géométrie Niveau
Livre 111 1794. 2¢

APPROXIMATIONS DE V2 PAR DES FRACTIONS
CONTINUES (OU CONTINUEES)

“Les fractions étagées a numérateur égal a 1" étudiées dans !'exercice ci-
dessous ne sont rien d'autre que le développement en fractions continues
d'unréel A.

Pour en savoir plus on peut consulter :
* fssais d'histoire des mathématiques 1tard (édition Blanchard
Paris 1984)
*Brochure n°12 . IREM université de Paris VII mars 80. Cafcu/s 2
* Mathémaiigues av  fif des dges p.140 texte d'Euler
* Encyclopédie Universalis : Diophantiennes (approximations)

Prérequis : Puissance d'un point par rapport a un cercle
Division euclidienne dans N
I{ peut s'avérer utile de faire faire aux éléves les exercices préliminaires
de type suivant :
1) Voici un exemple :

71 = 2 x 31 +9 donc %—i—=2+%=2+3}1
9
et en continuant e procédé on obtient :
71 1 1 1
3172731 "2 A 1
9 9 |
4 2+ 4

18 53 S3 22 355 103993

7 12117 113 33102

Remarque : les 3 derniéres fractions sont des approximations de n.

3) On admettra que tout rationnel peut s'écrire sous forme de'fractions
élagées a numeérateur egal a 1" avec un nombre fini d'étages.

Ce procédé peut s‘utiliser avec un nombre irrationnel, mais alors
il ne s’arréte pas.
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Un trés ancien probléme : [a diagonale et le cdété d'un
carré sont-iis commensurables? Le raisonnement de Monsicur
Legendre.

I. Soit ABCG un carré. On considére le cercle C de centre C et de rayon CB.
11 coupe fa diagonale [AC} en D. Soit E le point de C diamétralement
opposé a D.

1) a) Que représente la droite (AB) pour le cercle € 7
b) Exprimer de deux facons différentes la puissance de A par rapport

aucercle C.

oo AD AB
¢) En déduire que AB " AE

2) a) Combien de fois la longueur AB est-elle contenue dans fa longueur
AE ? Quel est le reste? Compléter AE =..x AB + ..
o AE o
En déduire AB - 2+
b) Justifier que : 35 = | + 3§
c¢) A l'aide des questions précédentes montrer les égalités suivantes :

AD 1
" AB
AC |
' AB

3) a) Ecrire I'expression obtenue en remplacant dans (2) i—g par

l'expression (1).
b) Peut-on continuer 'itération? Le procédé s'arréte-il?

r exte d

1) Lire I'énoncé du probléme XIX livre 111

‘Trouver une commune mesure enlre fa diagonale et le colé du carré”
c'est trouver une longueur contenue un nombre entier de fois dans la
diagonale et un nombre entier de fois dans le coté.
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exemple :

AK est une commune mesure entre AB et CD

a) Montrer que si cette commune mesure existe, alors le rapport du o6té
el de la diagonale est le rapport de deul nombres entiers.(c'est a dire
est un nombre rationnel)
b) Etudier la réciproque .

2) Lire les lignes 3 a 12. Combien de fois BC est-il contenu dans AC? Quel
est alors le reste? A quel résultat de la partie I correspondent les lignes
10, 11, 127 On doit ensuite comparer AD et BC ou AD et AB, c'est 4 dire
pour Legendre déterminer combien de fois AB est contenu dans AD.

3) Faire la construction indiquée par Legendre 2 la ligne 13. Soit KB le

reste obtenu.
L'étape suivante de la construction consiste 2 “comparer” le reste KB au
reste précédant AD.

4) Lire les lignes 13 2 20. De quel inconvénient parle Legendre?

5) Dans la suite du texte, Legendre propose un moyen pour remédier 2
cet inconvénient. Lire le texte jusqu'a la ligne 36 et en vous aidant du I,
indiquer la méthode qu'utilise Legendre.

- AT . AR - AR - AR ciomitie AD _ AB
Remarque : alaligne 26 "AD : AB : AB : AE" signifie AB = AE

etselit : "ADest 4 AB comme AB est a AE"

6) Lire les lignes 37 2 43. Commenter la conclusion de Legendre.
Remargque : "puisque ces deux lignes sont entre elles \E ;1" signifie

2.
"le rappport de ces deux longueurs est égal 2 T -

11! Lecture du Scholie

1) lignes 1 4 3. Quel est le rapport entre la diagonale et le cdté d'un carré?
AC
AB
fraction A 5 étages. Lire les lignes 3 4 8. Comment comprenez-vous : “elc
a l'infini"?

2) Continuer le procédé du 1.3) jusqu'a obtenir sous forme d'une
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3) Calcuter : 1 + %

Lire 1a fin du Scholie. Vos calculs sont-ils en accord avec ceux de
Legendre?
Donner un'rapport plus approché “comme le suggere Legendre aux lignes

13 et 14. Comparer avec {a valeur approchée de \ﬁ obtenue avec la
touche \/_ de votre calculatrice.
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PROBLEME XIX.

Trouver la commune mesure, s'il y en a une, enire lig. 134
la diagonale et le cté du quarré.

Soit ABCG un quarré quelconque, AC sa dia-
gonale.

1l faut d’abord porter CB sur CA autant de fois
qu'il peut y étre contenu, et pour cela soit déerit
du centre C et du rayon CB le demi-cercle DBE:
on voit que CB est contenu une fois dans AC avec
le reste AD; le résultat de la premiére opération
est donc le quotient 1 avecle reste AD, qu'il faut
comparer avec BC ou son égale AB.

On peut prendre AF—=AD, et porter réellement
AF sur AB; on trouveroit qu'il y est contenu deux
fois avec un reste : mais comme ce reste et les sui-
vants vont en diminuant, et que bientdt ils écha-
peroient par leur petitesse, ce ne seroit la qu'un
moyen mécanique imparfait, d'olt Fon ne pourroit
rien conclure pour décider si les lignes AC, UB,
ont entre elles ou n’ont pas une commune me-
sure; or il est un moyen trés-simple d’éviter les
lignes décroissantes et de n’avoir a4 opérer que
sur des lignes qui restent toujours de la méme
grandeur.

Ln effet, I'angle ABC étant droit, AB est une
tangente et AE une sécante menée du méme point;
de sorte qu'on a AD:AB-: AB:AE. Ainsi dans la
seconde opération, qui consiste a comparer AD
avec AB, on peut, au lieu du rapport de AD 4 AB,
prendre celui de AB&AE : or ABouson égale CD
est contenue deux fois dans AE avec le reste AD;
donc le résultat de la seconde opération est le quo-
tient 2 avec lo reste AD qu'il faut comparer 2 AB.

La troisi¢me opération, qui consiste 4 comparer
AD avec AB, se réduira de méme & comparer AB
ou son égale CD avec AE, et on aura encore 2 pour
quotient et AD ponr reste. ‘

De 14 il résulte que Popération n'eura pas de fin,
et qu'ainsi il n'y a pas de commune mesure entre
la diagonale et le cbté du quarré ; vérité qui éroit
déja connue par I'arithmétique ( puisque ces deux
lignes sont entre elles:: v2:1) , mais qui acquiert
un plus grand degré de clarté par la résolution
géométrique.

Scholie. 11 n'est donc pas possible non plus de
trouverle rapportexactennombresdela diagonale
au cdté du quarré; mais on peut en approcher tant
qu'on voudra au moyen de la fraction continue qui
est égale & ce rapport. La premiére opération a
donné pour quotient 1; la seconde et toutes les
autres & I'infini donnent 2; ainsi la fraction dont il
sagit est 1+§+;'+§+1 o

a++, etc. & l'infini.

Par exemple, si on calcule cette fraction jus-
qu'au quatriéme terme inclusivement, on trouve
que sa valeur est 1 53 OU 35; de sorte que le rap-
port approché dela diagonale au ctté du quarré
est:: 41:29. On trouveroit un rapport plus appro-
ché en calculant un plus grand nombre de termes .
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LEGENDRE : £éments de géomélrie Niveau
Livre 111 1794. ¢re ¢t Terminales
scientifigues

Dans ses Alémenls de Géomeélrie Legendre suggére un procéde
d'appproche des nombres irrationnels par des fractions, procédé que l'on
peut détailfer de la maniére qui suit -

Soit un triangle ABC rectangle en B.
On construit le cercle de centre Cet de
rayon CB qui recoupe fa droite (AC} en
Det E( Dsur{AC])
) 1°) Montrer que AB2 = AD AE

AB?

8 et que AD = 2BC + AD

2°) Toute approximation de la longueur AD permet d'en déterminer une
meifleure. On envisage la relation
AB?
UYael = 2BC + v,

a) Montrer que si u est une valeur approchée par eicés de AD
(u, =AD+x, AD>x>0)
alors u,, est inférieur 2 ADet que AD-u, (< X.
AD x X
AE+X )

( on montre que AD-u_ ¢ =
b) Qu'en est-il si u_ est une valeur approchée par défaut de AD?

3)On pose AC = \[ﬁ et BC = a,neta entiers tels que:

a2 < n < {a+1)2 (aplus grand entier inférieur 2 n}
n-a2

+
2a+u,
valeurs approchées de \/;1 par encadrements.

Montrer que la suite v, = a ,avec uy = 0 fournit une suite de

4) Applications :
a) donner une suite de huit fractions donnant des valeurs approchées

de \23

b} Montrer qu'une suite de divisions permet de calculer des valeurs

approchées, sous forme de nombres décimaux de \/ﬁ On pourra
envisager un programme simple pour machine a calculer.

c) Calculer par ce procédé \J50 4 10-19 pres.
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LEGENDRE : &éments de géomélrie Niveau
Livre 111 1794 1e§

CONSTRUCTION D'UN PENTAGONE ET' D'UN DECAGONE REGULIERS
A LA REGLE ET AU COMPAS

Propriétés préliminaires. (iriangles semblables).

Définition : Deux triangies ABC et A'B'C' sont dits semblables si et
seulement si leurs angles sont deux 4 deux égaux.
P.1 : Deux triangles ABC et A'B'C' sont semblables si et seulement si leurs
cdtés sont proportionnels.
Question I - Démontrer la propriété P.1 (on peut utiliser la relation des
sinus)
Question 2 . Combien d'égalités d'angles suffit-il d'établir pour énoncer
que deux triangles sont semblables?

. N . ~ AN AB AT
P.2 :Soient ABC et A'B'C deux triangles telsque A = A" et AB - AC -

Ces triangles sont sembiables.

Question 3 : (démonstration de P.2)

Construire les points B” et C* de {AB] et {AC] tels que AB” = AB et

AC" = A'C. Montrer que les triangles A'B'C’ et AB'C" sont isométriques
Que peut ont déduire pour les triangles ABC et AB'C?

A A o~ ~ N
Pl: A=A" , B=B" et CC
si et seulement si
o - AB AT BC
AB = AC = BC
B
. An AB _AC
/ P2 : si A=A" et AB = AC
P s W
c alors B=B' et C=C
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1. Puissance d'un point par rapport 2 un cercle.

1. Soit O un point intérieur 4 un cercle C et deux sécantes {AB) et (CD) se
coupant en 0 (¢f fig. 130). Dans la proposition XXVIII, Legendre démontre

AQ

que po = g% et en déduit que OA.OB = OC.OD

PROPOSITION XXVIIL

THEOREME.

fig. v3o.  Les parties de deux cordes AB, CD, qui se cou-

pent dans un cercle, sont réciproquement propurtion-

nelles; c'est-a-dire qu'on a AQ:D0:: CO:0B,
Joignez AC et BD : dans les triangles ACO, BOD,

les angles en O sont égaux comme opposés au som-
met; langle A est égal & I'angle D, parce qu'ils
sont inscrits dans le méme segment *; par la méme
raison l'angle C=B; donc ces triangles sont sem-
blables, et les cotés homologues donnent la pro-
portion AO:DO:: CO:0B.

Corollaire. On tire de 14 AOX0OB=DOXCO;
donc le rectangle des deux parties de I'une des cor-
des estégalaurectangle des deux perties de 'autre.

Remargues .
_Deux angles "inscrits dans le méme segment” sont deux angles inscrits
dans le méme cercie et interceptant le méme arc.

A0 €O

- AO:DO ; CO:0B selit DO - OB

_Le “rectangle” de deux longueurs désigne le produit de ces longueurs .

Question € : Lisez la démonstration de Legendre et reformulez-la dans
votre langage.

2. Soit 0 un point extérieur a un cercle et deux sécanies (AB) et (CD) se
coupant en 0 ( cf fig.131). Dans la proposition XXIX, Legendre montre que

0B OD
oC " OA et en déduit que 0A0B - OCOD.
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PROPOSITION XXIX

TuEOREME,

8i d’un méme point O, pris hors du cercle, on gg 5.
méne les sécantes OB, OC, terminées & l'arc concave
BC, les sécantes entiéres seront réciproguement pro-
pam’ounelles & leurs parties extérieures; c'est-a-dire
qu'on aura 0B:0G:: 0D:0A.

Car, en joignant AG, BD), les triangles OAC,
OBD, ont 'angle O commun; de plus, l'angle
B==C*; donc ces triangles sont semblables, et les s a
cétés homologues donnent la proportion

OB:0C:: 0D:0A.

Corollaire. Donc le rectangle OA X OB est égal
au rectangle OCx OD.

Scholie. On peut remarquer que cetle proposi-

. tion a beaucoup d’analogie avec Ia précédente, ot
qu'elle n’en différe qu'en ce que les deux cordes
AB, CD, au lieu de se couper dans le cercle, se
coupent au dehors. La proposition suivante peut
encore étre regardde comme un cas particulier de
-eelle-ci.

Remarque - On peut comprendre l'expression "arc concave” en regardant
la figure du point de vue de 0 ; I'arc BC est concave, l'arc AD convexe.

Question 5 - 1dentique 2 fa question 4.

3. Soit 0 un point extérieur 4 un cercle , la tangenie (OA) 4 ce cercle et une
sécante (CD) passant par 0. Dans fa proposition XXX, Legendre monire que

0C OA
0A = OD' donc que 0A2 = OCOD.

PROPOSITION XXX

THEORGEME,

fig. 132 Sid’un méme point O pris hors du cercle on méne
une tangente QA et une sécante 0OG, la tangeure sera
maoyenne proporiionnelle enire la sécante et sa partie
extérieure ; de sorte gu'on aura OC:0A 1 0A:0D;

ou, ce qui revient au méme, 0A=0Cx 0D,
Car, en joignant AD et AC, les triangles OAD,

OAC, ont I'angle O commun; de plus 'angle OAD,
*13.2. formé par une tangente et une corde*, a pour

‘mesure la moitié de l'arc AD, et l'angle C a la

méme mesure; donc langle OAD=C; donc les

deux triangles sont semblables, et on a la pro-

portioﬁ OC:0A::0A:0D

qui donne OA==0C x OD.
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Remargue - 0A2 pe désigne pas une mesure algébrique, mais indique
seulement que l'on prend le carré de l1a longueur OA.

Question 6 : 1dentique a la question 4.

4, On a donc démontré que, un point O étant donné, une droite passant
par 0 coupant le cercle C en A et B (distincts ou pas), le produit 0A.0B ne
dépend que de 0, pas de [a sécante passant par 0.

Remargue  Si on oriente la droite (AB), le produit OA.0B est appelé

puissance du point Q par rapport au cercle C.
Question 7 : Dans quel cas est-elle positive, négative , nulle?

I1. Division d'un segment en moyenne et extréme
raison {ou suivant le rapport ®)

PROBLEME [V, posé par Legendre :
Diviser un segment [AB] en deux parties [AF] et [FB] de maniére

~AB AF

‘ar " WM

PROBLEME IV,
Diviser la ligne donnée AB en deux parties, de

maniére que la plus grande soit moyenne propor-
tionnelle entre la ligne entiére et l'autre partie.

>
10
[+-]

B
Question 8 : On va montrer que le rapport %’ﬁ egal a ?—g ne dépend pas

du segment [AB}.
Pour calculer ce rapport, poser AB = a et AF = 1 ; écrire 1a relation
{R) a l'aide de X et a et en déduire une équation du second degré dont

l'inconnue est le rapport a/x , et la valeur (exacte et approchée a 10-2
prés) de ce rapport. Ce rapport ¢ est appelé nombre d'or ; on dit aussi
que F divise le segment {AB] selon e rapport d'or.

Question 9 Effectuer la construction proposée ci-dessous.

A Pextrémité B de la ligne AB élevexz la perpen-
diculaire BC égale & la moiti¢ de AB; du point C
comme centre, ot du rayon CB, décrivez une cir-
conférenge; joignez AC, qui coupera la circonfé-
rence en D, et prenez AF==AD: je dis que la ligne
ADB sera divisée au point F de la manidre deman-
dée, c’est-a-dire qu'on aura AB:AF:: AF:FB,
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Voici la démonsiration : Car AB, étant perpendiculaire & 'extrémité du

rayon CB, est une tangente; et si on prolonge AC
jusqu’i ce qu'elle rencontre de nouvean la circon-
férence en E, on aura* AE:AB:: AB:AD; done,
dividendo, AE—AB:AB:: AB—AD:AD. Mais puis-
que le rayon BC est la moitié de AB, le diamétre
DE est égal & AB, et par conséquent AE—AB—
AD==AF: on a aussi, A cause de AF=AD, AB—
AD=FDB; donc AF:AB::FB:AD ou AF; donc, in-
vertendo, AB:AF :: AF:FB. A

Scholie. Cette sorte de division de la ligne AB
. ..
s'appelle division en moyenne et extrémne raison.

AE AB
Question 10 - Justifier la relation AB = AD 2 l'aide des résultats du 8 II,

puis l'égalité :

AE-AB  AB-AD . AB AF

AB - AD SteMi® F* B

Queltes régles de calcut sur les proportions sont désignées ici

par"dividende” et "invertendo’?

I11. Constiruction d'un décagone régulier.

I. Legendre propose de résoudre le probléme posé a la proposition V en

prenant pour cbté du décagone la longueur OM cbtenue en partageant le

rayon [OA] suivant le rapport o (c'est 2 dire de sorie que ga":g—ﬁ of 11)

PROPOSITION V.

PROBLEDME,

tg. 15 Tnscrire dans un cercle donné un décagone régu-~
lier, ensuite un pentagone et uin penté-décagone.
Divisez le rayon OA en moyenne et extréme rai-
*prob 4, son au point M¥, prenezla corde AB égale au plus
. grand segment OM, et AB sera le core du décagone
régulier qu'il faudra porter dix fois sur la circon~
férence.

Effectuer la construction du point M suivant 1a méthode exposée en 11 et
reporter a longueur OM 2 partir du point A dix fois. Qu'obtenez vous?
Nous nous proposons d'étudier 1a démonstration donnée par Legendre de

cetie propriete.
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2. Lecture de la démonstration de Legendre.

Car, en joignant MB, on a par construction AO:
OM :: OM:AM; ou, 4 cause de AB—OM, AO:AB
: AB:AM; donc les triangles ABO, AMB, ont un
angle commun A compris entre cdtés proportion-
nels; done ils sont semblables*, Le triangle OAB
est isosceéle; donc le triangle AMD D'est aussi, et
on a AB=BM : d'ailleurs AB=—0M ; donc aussi
MB=:0M; donc le triangle BMO est isoscéle.

I’angle AMB, extérieurautriangleisoscéle BMO,
estdouble del'intérieur O%;orPangle AMB-=MAD;
donc le triangle OAB est tel que chacun des angles
4labase OAB ou OBA est double de I'angle dusom-
met O; donc les trois angles dutriangle valent cing
fois I'angle O, et ainsi I'angle O est la cinquiéme
partie de deux angles droits, oun la dixiéme de qua-
tre; donc Varc AB estla dixidme partie de la cir-
conférence, etla corde AB estle cdté dn décagone
régulier.

Legendre montre d'abord que les triangles ABO et AMB sont semblables
(en utilisant la propriété P.2)

Question 11 - Quelle est la nature du triangle ABM? Justifier le fail que

o~ Pl P
AMB = 2AOB et donner une mesure en radians de l'angle AOB.

3. Construire e pentagone régulier convexe inscrit dans le cercle C et de

sommet A.

Corollaire 1. Si on joint de deux en deux les
angles du décagone régulier, on formera le pen-
tagone régulier ACLGL

Corollaire1ll. AB étant toujonrs le coté du déca~
gone, soit AL le c6té de 'hexagone; alorsI'are BL
sera, par rapport i la circonférence, ¢ —+3 ou 55
donc la corde BL sera le cdté dw penté-décagone
ou polygone régulier de 15 cbtés. On voiten méme
1emps que 'arc CL est le tiers de CB.

4. Question /2 - Quelle est la longueur du cdté de I'hexagone régulier
convexe inscrit dans C? Donner donc une mesure en radians de 'angle BOL
defini par Legendre. De quel polygone régulier CL est-il le c61é7

183



-Le

{[0) op $1811 9 152 rT7) oae ] anb sdiuan
DU U9 1T0A UQ) "59199 ¢ 1 op 1a1[nFax suodLjod no
suoiaopp-pruad rp 9100 a v19s ([ 9p10o B[ OUOD
f5Lno &2 ‘gpuarpruoars vf ¥ 1odder aed Cwias
g ode,] sao18 { duwoBexay | o 9190 9] TV 3108 ‘auod
~0p NP 3190 o] sAn0(no} IURID (Y [ 2410]]0407)
1OADY I81nfar swofel
~uad o vrswroy uo ‘amndsr suofeapp np safue
$3] Xn9p ua Xnep op 1uio{ Uo 1§ ‘) 241p)7040)
~ranndax
suodesap np 9102 21153 ([ 9pI0D B 10 “90UIIHJUOD
-x19 v op atuaed 9wRTXIP B 159 (Jy DaB [ DUOp o1l
~enb ap owxip e no ‘sutoap so1Fue xnap ap enamd
ewgnburo v] 158 () 9[ue | 1sure 12 ‘() oFur | sioy
buro juapea ajFuwini np se[fue stoa saf ouop { (3 19w
-wos np offur [5p 3[qQUOP 159 YY) NO (y() 258q B B
saSue sap unoeyo anb 91 150 gy oFuer sy ouop
VAUV 215 UB [10 () ano1IdIUL 9P B|qnOP IS
‘OINH P[RIsosta(Furiay ny anaunxs ‘G v 2[Fue g
-0130$081 359 QN[ 2[Suerat 8 ouop L WO=4IAl
18508 2UOP ¢ WOT=([V SIuA|[ep ! N{—{V ® uo
19 ‘ssne 159 1 ({INVY opmniﬁ 31 ouop mwﬁwumomm 159
avo 0~w.ﬂ«w~.‘.~u 97 .&.mwﬁn—ﬂwmﬁﬂﬂ:@w JUuos St Uﬁo.mu mmmﬁg
~uorrodoad 9190 snius sudwos y unwmwoos ajfue
un jue ‘GIV ‘O se(durial sef ouop f NV IV :.
V0V ‘WO=HV op esued ¥ ‘n0 LY NO N0
: oy wononisuod ed v uo ‘Y 1uruSiof us ‘rer)
RERLUEREY
~w02112 B[ ans s1oy X1p Jo110d vapney y1,nb ranSas
auoFeapp NP IQD 3] RIS (Y 19 ‘PO 1wswToes puead

snpd ne ajey qy opaoa rp zousid <,y 3urod aw wos 4 e

~1ed 9WPIIXD 19 suuakow us vy uokex ] ZasTAY(]
quofpspp-sruad un 19 suofvruad un snnsua ‘a91]

-4 puOFVvozp UN pUNOP 9[212d UT SUBP edpdosuy  6gx By

.NEMH#OG&

‘A NOILISOdOYUd

“qoud,

av-aa - a3g-av
e wo ‘gq=qVy onbsmd ‘1vo {g jutod nw uostex
PpIIxe 19 AUUILOW WD IPSTAIP 159 Y 2IUBIPS B
enb xanbizwes 3nad ugy ‘sedesn sop viIsA we u(
u0SIDd FUPLT? 10 duUdAow D WOISTAIp d([addes
gV 0uS[ v] 9p UOISIATP 9P 91I0% d)197) *9170y2Q
QA4 AV IV ‘opuanian
-ut ‘ouop ¢ Jy no qV:igd VAV 2UOP {gI=(V
—(gV ‘QV==qV op 9snwd ¢ ‘issng v uo : gy=Qqy
—gv—aVy 1uenbysuco xed 19 ‘gy ¢ [e5p 158 g
aaigwiErp O ‘ Y °p P1tou B] 153 ¢ woker o] anb
-sind sy *QV:QV—dV AV EV—dV ‘opuepip
Couop fVIV UV IHV »¥INE U T3 UI IDUIIYJ
~402a19 B[ NEAANOU P d1luoouaL 3j[d,ub a0 yubsal
ryy 83uojoad uo 15 19 ¢ equsBuey oun 352 ‘qD) uokex
np utwpnxe | ¢ exrenorpuodrad quwiy ‘gy 1)
g JV : AV gV vane uo nb earp-y-159,0 ‘opp
~ugwep sagravm vy op J jurod np apsiAIp vivs gy
oudiy v onb s1p of : Y=gy 29ue1d 10 (F Yo UL
-pJuooaro vy vrednoo mb ‘Oy zoudiof { evusigyuos
~11D 9UN ZOALIOPP ‘ (D wod¥z up 39 ‘311U0 SUIWOR
0 1urod np {gy op prrow ] ¥ ofedy Oy nwnop
—uodiad v zoaep gy ouB ¥ 9p g PNWHNIND [ Y
‘annd aunp g 39 2421ua 2udny v] 247U BjfAUUON
~sodosd auuadow 105 apuvs8 snpd vy emb a:131upM
op ‘somuvd xnop ua gy eduucp susy vy 4esiany

*Al HEM:—EO@&.

A TYAILT

TIWMLINWOITD

“thi

o

2y

184



BIBLIOGRAPHIE
Ouvrages disponibles en langue francaise, d un niveau élémentare.

M.L. HOCOUENGHEM, C et D. MISSENARD, F. MONNET, A M. SERFATIL
G.TARTARY: Histoire des mathématiques pour les colléges CEDIC, Paris, 1980

Groupe Inter-IREM : La rigueur et le calcul, Documents historiques et
épistémologiques, CEDIC, Paris, 1982.

A. DAHAN et ]. PEIFFER : Une histoire des mathématiques. Routes et
Dédales, collection Points-Science. SEUIL.

DEDRON et ITARD : Mathématiques et mathématiciens, Magnard, Paris, 1959

COLLETTE : Histoire des Mathématiques, 2 vol., Vuibert, Paris, 1979.

L _DHOMBRES : Nombre, mesure et continu, épistémologie et histoire,
CEDIC/NATHAN, Paris, 1978.

Mathématiques au fil des 3ges : commission Inter-IREM, Paris, GAUTHIER-
VILLARS,1987.

JP. CLERQ et E LE REST : La naissance du calcul infinitésimal au XVIlme
siécle, Cahiers d'histoire et de philosophie des sciences, CNRS, Paris, 1980.

G. YOUSKEVITCH : Les Mathématiques Arabes VRIN, 1986.

Fragments d'histoire des Mathématiques : brochure APMEP, n°41 et 65 (26
rue Duméril 7503 Paris.

Numéro spécial n : supplément au Petit Archiméde, ADCS (61 rue St
Fuscien, 8000-Amiens), Amiens, mai 1980,

Textes el documents Mathématiques : CRDP (6 rue Sainte-Catherine,
86034- Poitiers Cedex), Poitiers.

M: ATH. : brochure n°61 IREM Paris VIL

Equations du premier degré, du second degré, du troisiéme degré et du
quatriéme degreé, brochures de 'TREM, Toulouse.

Pour_une perspective historique dans l'enseignement des Mathématiques,
brochure inter-1REM, IREM Lyon.

Pour des commentaires passionnanis sur les Kéments d fuclide . T. Heath :
Euclid's Elements ed. DOVER.









TITRE :

Mathématiques : Approche par des textes historiques . Tome. 2.

AUTEUR (8):

Buhler Martine, Grégoire Michele, Hallez Maryvonne, Knerr Paule, Perrineau Catherine Plane
Henry, Verley Jean-Luc

RESUME :
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