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SECONDE PARTIE.

Ufage de I Analyfe dans la réfolution des Problémes de la
Geometrie ¢o des [ciences Phyfico -mathematiques .
en employant le calcul d{ﬂ?rcntiel.

PEMIERE SECTION.

04 Lo explique le caleul differentiel & les principes dont il
depend.

PRINCIPE DU CALCUL DIFFERENTIEL PRIS
DES ANCIENS GEOMETRES.

"Es T une chofe ordinaire aux anciens Geometres de

regarder deux quantit€s comme ¢tant égales quand
elles different moins entr'elles qu'aucune grandeur finie &
dérerminée , tant petite qu'elle puiffe écre, en demeurant
finie ou bornée.

Cleft fur ce principe qu'en concevant des polygones inf-
crits & circon{crits au cercle, dont les c6tés allant en dimi-
nuant de plus en plusa linfini, font que le perimetre & I'aire
de ceux de ces {)olygones qui ont les coeés les plus petits
approchent le plus du perimetre & de l'aire du cercle; ils
fuppoloient qu'on pouvoit concevoir un polygone infcric &
un autre circonfcrit de tant de cétés , & par confequent de
cotes fi petits, que la difference entre ces dpcux' polygones, &
a plus forte raifon la difference de I'un & de Iautre d'avec le
cercle, far moindre qu'aucune grandeur finie & déterminée;;
Et ils regardoient le dernier , pour ainfi dire, de ces Poly-
gones infcrits& le dernter de ces circonfcrits comme egaux
entr'eux & au cercle ; ce qu'ils n'auroient pd faire quen
concevant les cotés de chacun de ces polygones comme
infiniment petits, & comme y en ayant une infinité; puifque
pendant qu'ils demeureroient finis & déterminés | la diffe-
rence du polygone infcrit & du circonfcrit feroit finie, & de

soo.



Livre VIIL 63t
méme leur difference d’avec le cercle feroit auffi finie, &
I'on ne pourroit pas fuppofer ces trois figures égales, comme
il leur ¢roit neceflaire de le faire, afin que leurs preuves
fuffent démontftratives. C'elt par ce principe que font dé-
montrées la plipart des propofitions du 72° Liv. & Eaclide.

sor. On s'eft heureufement avifé de notre temps de donner
des expreflions propres a ces differences infiniment petites,
lefquelles differences pendant qu'elles font réelles ont des
raports entr'elles tres réels, & qui font égaux aux raports
des grandeurs finies, par le moyen defquelles ces raports des
differences peuvent €tre exprimés. La methode de trouver
les expreflions des differences & de leurs rapports, eft ce
qu'onappelle le calcal des differences, ou le caleul differentiels
par le moyen duquel on trouve d'une maniere courte &
facile une nfinité de raports entre les lignes droites & cour-
bes geometriques & méchaniques qu’on auroit bien de la
peine 4 trouver par d’autres voyes; & comme les grandeurs
entieres que I'on peur comparer ont des differences qui ont
des expreflions qui les leur rendent propres, on peut retour-
ner de ces differences aux grandeurs entieres qu’on appelle
fommes ou integrales, & les trouver par le moyen deleurs dif-
ferences: Ce retour des differences aux grandeurs integrales
dont elles font les differences, eft ce qu'on nomme /e calenl
integrale. Par le calcul differentiel on trouve les expreffions
des differences des grandeurs integrales, & l'on fait fur ces
expreflions les operations que fait I'Algebre fur les grandeurs
algebriques ; par le calcul integral on trouve les expreflions
des grandeurs integrales dont on a I'expreflion des ditferen.

e UTILITE'S DE CES CALCULS.

502 Deruis qu'on a employé ces calculs dans l'ufage de
P’Analyfe, on a non feufement refolu d’une maniere plus
courte & plus aifée la pliparc des plus difficiles Problémes
qu'on avoit refolus par le calcul ordinaire ; mais on a faic
des découvertes furprenantes dans la Geometrie compofée
& dans les fciences phyfico-mathematiques , comme on le
peut voir dans les Memoires de I Academie , dans les Aftes de
Lespfic, dans L Analyfe des Infiniment Perits, dans les Ouvrages
delMl. Neweon , & dans tous les autres oir I'on employe ces
calculs,

LLII ij



632 ANALYS®E DEMONTREE
Onapplique ces calculs aux courbes méchaniques, comme

aux courbes geometriques, & 'on découvre par leur moyen

les proprietés des unes & des autres avec la méme facilicé,

IY n'eft point neceflaire dans ces calculs d’oter les fignes
radicaux , ce qui 6te I'un des plus grands embarras du calcul
ordinaire , outre que ces calculs font ordinairement plus
courts d’eux- mémes que ne font les ordinaires.

Ces calculs fuivent Ja nature dans la refolution des Pro-
blémes phyfico-mathematiques, laquelle n'agiflant que par
le mouvement & les figures, commence & agit ordinaire-
ment par des degrés infiniment petits 4 chaque inftant du
temps, chacun de ces inftants €ranc aufli infinimenc perit.

Enfin on réduit par ces calculs la Geometrie compofée
ou la Geometrie de toutes les courbes i la Geomerrie fimple
des figures rectilignes, ce qui la réduit 4 toute la fimplicité
poflible, & ce qui met les Geometres en €tat de la porter d
toute la perfection poflible,

ZLe principe du calenl differentiel fert 2 démontrer Sfans caleul
plufieurs propofitions de la Geometrie compofee.

C: principe que dans la comparaifon des grandeurs finies
gmme nulles | on peut regarderldes differences quelles ont entr'elles, plus
petites qu'aucune grandeur dé¢terminée, ou infiniment petites
{on n’entend que %a méme chofe par ces deux expreflions);
<e principe, dis-je, fuffic pour démontrer fans calcul & d’une
maniere tres fimple plufieurs propofitions de la Geometrie
compofce, 1ue 'on ne démontre qne par de longs circuits.
En voici quelques exemples fur la cycloide.
§03. Si 'on mene par un point quelconque £ de la cycloide
Fie. xxxv. 'ordonnée fF B parallele 4 1a bafe DE quirencontre le cer-
cle generateur en ¥, qu'on tire la corde F.4, & qu’on mene
par £ la droite f« parallele d la corde F.o, fa ferala tan-
ente au point 5 Car en mertant le cercle generateur dans
a fituation eaf, ou fon point £ décrit la partie finfiniment
petite de la cycloide, il e(ftJ évident qu’en menant la corde fe,
on peut concevoir que cette corde f¢ tournant a cet inftant
fur le point ¢, comme fur un centre , décric par fon extre-
mite /P un arc finfiniment pétit, qui faic la petite partie £ de
I cycloide : or ef étant le rayon de ce petit arc, eft perpen-
diculaire 4 la tangente de ce petit arc £ f« perpendiculaire
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A ef,& parallele 2 F4, eft donc la tangente de ce petit arc f
ou de ce point fde la cycloide; d’ou il {uit aufli que fe elt
parallele a FE.

§04. Pour entendre les propofitions fuivantes, il faut remar. Fie.XLI.

quer que fi 'on envelope la courbe SKD d’un fil également

‘tendu par tout, qui foit comme colé fur cetee courbe, & qui

Iui {oit égal en longueur , qu'on develope enfuite la courbe

en commengant au point D , & que lextremité¢ D du fil

pendant le developement infenfible que I'on fait de la courbe

DKS, décrive la feconde courbe D245 la premiere courbe

DKS sappelle ls developée de la feconde courbe DP.A

chacune des parties du fil comme P K détachées les unes

aprés les autres de deflus la develope DK, s'appellent Jes
rayons de la developée s & la courbe DK eft la courbe formée
par le developement du fil de la developée. Ces chofes fup-
pofees:

. Il eft évident que chaque rayon K 2 de la developée eft
égal 4 la partie developée DK dela courbe DKS, fi ce n’eft
quand le fil qui envelope la developée eft plus long ou plus
court que la courbe qu'il envelope; car dans le premier cas
le rayon de la developée eft €gal 4 la partie de cette courbe
qui eft developée, & de plus i la ligne droite dont on fuppofe
que le fil furpafle la courbe qu’il envelope ; & dans le fecond
cas il n'eft €gal qui la partie de la courbe qu'on fuppofe
qu’il envelopoit.

§06. Que chaque rayon DK/ de la developée eft une tangente
de la developée ; car le refte SC du rayon K 2 demeurant
comme coll€ 4 la developée, le point X eft Ia particule de
la developée du point K, & le rayon K7 ne fait qu'une ligne
droite avec cette particule & en eft le prolongement; ainfi
le rayon K P-eft la tangente de la developée en ce point K.

§07. Quechaque rayon K2 de ladevelopée eft perpendiculaire
au point 2 d la courbe D7 4. Car on peut concevoir que le
rayon K2 a linftant qu'il forme la particule 2 de la courbe
DP A, fe meut fur le centre K , & qu'il forme un arc infini.
ment petit 2 qui eft la particule 2 de la courbe 2D 4. Or
le rayon K 2 elt perpendiculaire au petit arc 2 ou 4 la petite
partic de la rangente au point 27, laquelle petite partie eft
en méme temps le petit arc formé par le rayon K2, la par-
ticule” dela courbe DL 4, & la petice partie d? la tangente.

LLI1I ij
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634 ANALYSE DEMONTREE
Suppofons 4 prefent que D24 eft une cycloide dont le
cercle generateur et 4 F E, labafe DE égale 4 la demi-
circonference AFE, & qu'il faille trouver la longueur PK
du rayon de la developée au point 2, & enfuite quelle eft la
nature de la courbe DKS qui eft la developée de la cycloide
DPA.
§08. Pour trouver la longueur du rayon PK, il faut concevoir
que 7G eft une partie infiniment perite de la cycloide, que
PK eft la perpendiculaire de la cycloide au point 2, & que
GK Veft au point G; 4 caufe qu'on fuppofe G2 infiniment
petite, les deux perpendiculaires 2K, GK peuvent étre con-
fiderces comme partant du méme point K de la developce
qui eft comme le centre autour duquel le {il ou le rayon PK
eft congu rourner lorfqu’il forme la particule 2G; qu'on
mene les ordonnées PF.B, GHM , qui rencontrent le cer-
cle generateur aux points F & F par olt il faur mener les
cordes EF, F.A,EH, F .45 enfin qu'on congoive décrits des
centres K & E les ‘Pctits arcs f4, F L, les petits triangles rectan-
gles FLH, flh feront femblables & cgaux; car, 1%, les hy-
Fothenufes HF, bf font égales, puifque par la formation de
a cycloide* Ef == FP (a caufe des paralleles /P, FE), &
que F 2P eft égale a 'arc AHF, & par la méme raifon £/
=— HG=2alarc AH; ainfi Ef — Eh=hf ==dlarc 4F
— larc AH = Parc FH. 2°. hl=Gh— Pf=14dla corde
EH — lacorde EF = HL; par confequent le petit cté
ou le petit arc f/ eft égal au petit c6té ou au petit arc FLZ.
Dot il fuit que les rayons de ces petits arcs qui font Kf &
EF font égaux : mais £ par la formation de la cycloide eft
égale a la corde EF; par confequent le rayon K Peft double
dela corde EF. Et comme la méme démontration convient
A rout autre rayon reprefenté par K2, il eft évident que
chaque rayon 2K de la developée dela cycloide eft toujours
double de la cordé correfpondante EF du cercle generateur,
& que par confequent S eft double du diametre AE.
§09. Pour trouverla naturede la developée DK S dela cycloide,
il faur mener De perpendiculaire ala bafe DE de la cycloide
& égale a EA oua fon égale ES, décrire fur le diametre De
le demi-cercle D7e; tirer la corde D7 parallele 4 Pf & 4 FE,
qui fera par confequent 'angle /D7 égal i fon alterne DEF,
ce qui fera caufe (les cercles DZe, 4FE ¢tant €gaux}, que

454
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ces cordes DI, EF feront égales, & leurs arcs égaux, & que
D/ fera aufli égale & fK qui elt égale 4 EF; & menant /K,
elle fera égale & parallele 4 Df. ~ Ces chofes fuppofées:

La bafe ED érant égale a la demi - circonference 4FE,
& F.Poufon égale Ef étant égale d 'arc 4FHF*, le refte fD
de la bafe eft egal a I'arc EF & d l'arc DI qui eft égal 4 EF;
Pordonnée K7 de la developée DKS menée d'un point quel-
conque K au cercle D7e, €tant égale a Df; eft parconfequent
€gale a I'arc D/ & comme il eft évident que la démonftra-
tion peut s'appliquer 4 tout autre point de la developée,, la
pmfrieté de cette developée eft que chaque ordonnée K 7eft
€gale a l'arc correlpondant D 7 du cercle Dze. Et comme
c’eft la proprieté de la cycloide*dont DZeeft le cercle ge-
nerateur, la developée DKS de la cycloide Dr4, eflt elle-
méme une cycloide égale a la premiere DP 4, puifque le
cercle generateur de I'une eft égal A celui de I'autre: Elle eft
feulement dans une autre fituation ; le point D de la deve-
lopée répond au point « de la cycloide D P4, & le point §
de la premiere au point D de la feconde.

Comme l'on a démontré que chaque partie K 2 du fil
developé eft doubledela corde correfpondante D7, & com.
me la partie K2 du fil developé eft égale a la partie develo-
pée DK dela cycloide DKS; il s’enfuit que chacun des arcs
D K d’une cycloide eft double de la corde correfpondante
D1 du cercle generateur, & que la cycloide DKS eft dou.
ble du diametre De du cercle generategr.

REMARQUES.
L

O3 Lon explique ce qui reftoit 4 faive ponr donner Lz yegularité
anx horloges.

II. eft & prefent évident que fi 'on donne 3 deux lames de
cuivre K, Sk la courbure SK d'une cycloide SKD, dont le
cercle generateur D/e ait pour diametre De la moitié de
la longueur du pendule $27 ou de fon égale 5.4, qu'on fup-
pofe étre la longueur du pendule dont les vibrations font
precifément d'une feconde; & que l'on fufpende le pendule
§4 ouSP au point § entre ces deux lames de cuivre par une
foie dclice, de fagon que quelque mouvement que Fe poids

T454
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636 ANALYSE DEMONTREE
de I'horloge imprime au pendule §7, ce pendule foit tou-
jours la rangente de la cycloide SK ou §4; il eft, dis-je,
¢évident que Te centre de pefanteur ou d'ofcillation 2,décrira
dans toutes fes vibrations des arcs de cycloide 4.2, lefquel-
¥ 499. Jes par confequent* feront toures d’une égale durce. Ce qui
reftoit & démontrer de ce qu'il faut faire pour donner route
la juftefle poffible aux horloges; & c’eft pour cela qu'on 2
choifi ici ces Exemples de la cycloide.

i,

§12.°  Comme l'on peut regarder des grandeurs infiniment
petites par raport aux grandeurs finies done elles font les
differences, on peut regarder de méme des grandeurs com-
me infiniment grandes par raport 4 d’aucres finies qui de-
viennent égales a zero par raport 4 ces grandeurs infiniment
plus grandes; on démontre facilement par 14 plufieurs pro-
pofitions de Geometrie; par exemple on a déterminé par la
Ia fituation des afymprotes de Phyperbole art. 400, en fup-
fant quelles font des tangentes de 'hyperbole 4 des points
infiniment éloignés du centre de I'hyperbole. De méme
dans les Problémes ot entrent les triangles retangles dont
un c6té augmente toujours pendant que I'aucre demeure le
méme, ou bien diminue toujours, en fuppofant que ce der-
nier coté eft égal a zero par raport 4 'autre, ou que celui-ci
devient infini ; alors le coté infini & Phypotenufe devien-
nent paralleles. De méme quand un angle aigu va toujours

“en diminuant, en & fuppofant égal i zero, ou infiniment
petit, & fes ctés infiniment grands; on a le cas ou les deux
cotés deviennent paralleles. -

Ceeft ainfi qu'en fuppofant qu'un des foyers de I'ellipfe
demeurant immobile, I'autre s¢loigne 4 linfini, Pellipfe
devient une parabole , & qu'on trouve par le méme calcul
plufieurs proprietés communes a ces deux figures.

Ces fuppofitions, dont I'efprit appercoit la verité,abregent
en plufieurs cas les refolutions du Probléme, & les rendent
generales,

Explication
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Explication du calcul differenticl.

PREMIERE SUPPOSITION OU DEMANDE.

513. Toures les lignes droites & courbes, & toutes les figures
des furfaces & des folides,, peavent &tre regardées comme
formées ou décrites par le mouvement ; les lignes droites
par le mouvement d’un point qui n’eft point dérourné dans
fa direction ; les courbes par le mouvement d’un point qui
€tant dérourné & chaque inftant de fa direction, ne décrit
aucune ligne droite finie, mais une infinité de petites lignes
droites chacune infiniment petite, & qui font enfemble feux
4 deux des angles qui ne different de la ligne droite, ou de
Pangle de 180 degrés, que d’un angle infiniment petit. Les
angres font formes par le mouvement d’une ligne droite
mobile autour du fommet , & de méme les criangles; les
figures des furfaces par le mouvement d’une ligne L%roite ou
courbe qui fe meut le long d’une autre droite, de fagon que
pendant tout le mouvement la ligne droite ou courbe qui fe
meut, demeure toujours parallele a elle- méme; par exem-
ple , un re&angle peut Etre regardé comme formé par le
mouvement de la ligne qui en fait la hauteur le long de la
bafe; la furface d’un cylindre par le mouvement d’une cir-
conference qui fe meut toujeurs parallele 4 elle-méme fui-
vane la direction de I'axe du cylindre; les figures folides par
le mouvement d’une figure plane qui fe meut toujours paral-
lele i elle -mé&me fuivanc une ligne droite ; les prifmes & les
cylindres font ainfi formés par le mouvement de leur bafe.
Une infinité de furfaces courbes & les folides quelles com.
prennent, peuvent aufli Etre regardés comme ?ormés parle
mouvement d’une figure plane autour d’une ligne droite,
comme la Sphére par le mouvement d’un demi-cercle autcur
de fon diametre,, & la furface de la Sphére par le mouve-
ment de la demi - circonference ; de méme les cylindres par
le mouvement d’un recangle autour de fa bafe regardée
comine axe; les folides paraboloides, ellipfoides, &c. parle
mouvement d’une demi.parabole & d’une demi-ellipfe au-
tour de fon axe. Cleft ainfi que les anciens Geometres ont
confideré les formations des lignes & des figures.

MMmm
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PREMIERE DEFINITION.

CHACUNE des quantités (il fuffic de confidererici les lignes
droites & courbes ) qui augmente infenfiblement ou qui di-
minue infenfiblement dans la formation des lignes & des
figures, s'appelle wvariable ou changeante 5 & les lignes qui
n‘augmentent ou ne diminuent point, & demeurent égales
pcnfant que les autres changent, s'appellent confantes.

SECONDE SUPPOSITION ©OU DEMANDE.

CHAQJE partie de temps finie, quelque petite qu'elle foit,

eft divifible & l'infini comme ’étendue , & ces parties de

temps infiniment petites, dont il en faut une inf?niré pour

faire une partie finie de temps, s'appellent des inflanss. 1l en

3& de méme de la vitefle, du mouvement, & de toute gran.
eur.

SECONDE DEFINITION.

L'aveMENTATION ou la diminution infiniment petite
que regoit une quantité changeante 4 chaque inftant par
une vitefle infiniment petite, dans la formation d’une ligne -
ou d'une figure, eft ce qu'on appelle une difference. Les lignes
changeantes droites & courbes font marquées ({ar les lettres
des inconnues x, y, %, #, &c. les lignes conftantes par les
leteres des connues 4,6, ¢, &c. & I'on fe fervira de la lettre d
four marquer les differences ; ainfi dx fera la difference de
a ligne changeante x5 dy fera la difference de la ligne chan.
geante y; & ainfi des autres.
“ Par exemple, que I'on congoive la ligne droite BC a l'ori-
gine 4 de la droite 4 BSH, & que cette ligne BC fe meut
toujours parallelement 4 elle-méme fuivant 4 B4 H, & qu'en
méme temps un point C qui part de  fur la droite BC fe
meut aufli le long de BC en allant de B vers C, de manijere
w’il {e trouve roujours dans une courbe quelconque A C¢
qu'il décrit par fon mouvement ; qu'on fappofe aufi la par-
tie finie 4C de la courbe déja décrite par le point C, 8 quiil
décriten un inftant par une vitefle infiniment petite la partie
infiniment petite Cc de la courbe , & en méme remps que la
droite BC parcourt la partie. infiniment petite B5 = (en
menant C4 parallele aBb)Cd.Qu'on nomme la coupée chan.
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geante 4 B(x); Pordonnée changeante BC'y)s larc de
courbe changeant 4C ()3 I'on marquera ainfr fes citferen-
ces, Bb = Cd(dx), dc(dy), Cc(dx) ; & comme le perit arc
Cc(dx) eft congu comme une droite infiniment petire qui
eft en cet endroit une partie de la courbe , & qui etant pro-
longée en 7, eft [a rangente aux points C & ¢, qu'on fuppofe
infinintent proches 'un de l'autre, les raports des trois peti-
tes differences C¢(d#), Cd(dx), de(dy) dans le perit trian-
gle Ccd, font égaux aux raports des trois cotés correfpon-
dants C7(¢), BT (s5), BC(y)du triangle femblable 7C4
formé par la tangente C7 (¢), la foutangente B7(s), &
P'ordonnée BC(y).

On peut aufli confiderer la courbe 4C comme formée
par le point C qu'on fuppofe partir du point . pris comme
un centre ou pole dans un point de la courbe , ou en quel
endroit on voudra du Flan de la courbe, lequel point C fe
meut de telle maniere le long de la droite #C pendant que
cette droite tourne autour du fOIe fixe 4, qulil fe trouve
toujours dansla courbe 4C qu’il décric par fon mouvement.
Suppofé que la partie finie 4C de la courbe foit déja décrite
par le point C, & qu’il décrit en un inftant par une vitefle
infiniment petite I'arc infiniment petit C¢, & qu’on tire 4 ¢
& du centre 4 le petit arc de cercle’C#, qui 4 caufe de fon,
infinie petitefle peut €tre regardé comme une petite droite,
& qu'on nomme le rayon AC (%) & l'arc 4C (), & le petit
arc de cercle Cr(dx), Cc fera du, rc fera dz; & en conce-
vant la petite partie ¢C prolongée qui fera la tangente de la
courbe zu point C, & par le pole .4 une perpendiculaire .4z
au rayon 4c mené de A A ¢ qui rencontre la tangente en ¢35
le petit triangle Cer formé par les trois differentielles ce (du),
Cr(dx), cr(dg) , fera femblable au triangle fini c.4¢, & les
trois differences auront entr’elles les mémes raports que les
trois cotés de ce triangle cA4¢. ‘

CoOROLLAIRE I~

ON voit par ces formations des courbes , ‘qu'on peut re-

garder une courbe comme un polygone , ou quand elle nef

sentre pas en elle- méme, comme une partie.de polygone:

qui a une infinité de cotés dont chacun eft infiniment perit,

& chacun de ces petits cotés fait en méme temps une partie
' MMmm ijj



6,00 ANALYSE DEMONTRE'E
de la courbe, une partie de la rangente de la courbe en ce
point 14, & pour ainfi dire le coté infiniment petic d'un
polygone d'une infinité de cbtés inferie 4 la courbe.

CoroLLAIRE 11

519. On peut confiderer chaque partie infiniment petite d’une
courbe, par exemple C¢, comme formée par le mouvement
d’un point C qui eft pouflé par deux forces, 'une fuivant la
diretion Cd, & l'autre fuivant ¢ dans la premiere forma.

%16, tion,*de fagon que la vitefle de la premiere foit 4 celle de la
feconde , comme Cd 4 ¢d & fuppofé qu'on achevi le paral-
lelograme dont Cd & ¢d font les cotés angulaires, 1 doit-

* 316, décrire Cc qui eft la diagonale de ce parallelograme*, &
chaque vitefle par les cotés eft 4 la vitetle par la diagonale,
comme chacun de ces c6tés eft 4 la diagonale décrite dans
le méme temps ; ainfila vitefle(u) par Cd(dx)eft 4 la virefle(x)
par Cc(dw),comme dx 4 du; & de méme la vitefle (v) par cd(dy)
eft 4 la viteffe (#) par C ¢ (du), comme dy 4 dus & les vitefles
par les cotés font entr'elles comme ces ctés Cd(dx), ed (dy).

*304. Et, 4 caufe de I'égalité du temps, 77 ="*4* =-4. Ce quon
peut facilement appliquer a la feconde formation.

"REMARQUE

520.Ox pourroit aufli nommer par une lettre toute autre quan.
Fic. XLIL tité variable, comme uné partie des figures des furfaces ou
des folides qui vont en augmentant ou en diminuant infenfi.
blement , comme le fegment CAC, I'efpace 4 BC, le folide
formé par cet.efpace en tournant aurour de I'axe 4B, &c.
par exemple nommant z une partie de-figure variable, fa
difference qui feroit une partie infiniment petite comme C.A4¢
du fegment C4 C, comme C Bbc de I'efpace 4BC, feroit dz,
Mais comme les figures s'expriment en Algebre par le pro-
duit de plufieurs lettres, comme un rectangle par le pro-
duit 24 de fes deux cotés ; un prifme par le produit aéc de fa
bafe par fa hauteur ; il eft plus utile dans les Problémes fur
ces figures, de marquer leurs differences par des produits,
par exemple BCx Bb = ydx marquera le petit efpace CBb¢

qui eft la difference de I'efpace changeant 4.B5C.
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PROBLEME,

QUI CONTIENT LE CALCUL DIFFERENTIEL.

TROUVER la difference dune quantité quelcongue qui contient
des grandeurs changeantes.

"PREMIER CAS.

jeL Q u AN D les changeantes font fimplement lineaires , & ne
font point multiplices les unes par les autres, (il n’importe
pas qu'elles foient multipliées par des conftantes, puifque
les conftantes n'ont point de differences), & qu’elles font
fimplement jointes les unes aux autres par les ﬁFnes + & —;
il ne faut que prendre les differences de routes les changean-
tes, & les joindre enfemble par les mémes fignes,, & I'on
aura la difference que I'on cherchoit.

Ainfi la difference de x —y + 3 =« eft dx — dy =+ dx_
=o0; la difference de ax — by + cx=ab, eft adx — bdy
+cdz =o0; la difference de 42 x — Lly 4= <2z = b, eft
2dx — L dy + L dz = o; la difference de xVa —yvé
o Ve = ab , eft dxVa — dyVb =+ dz¥c = o. La raifon de
cette pratique eft évidente quand les lignes vont en augmen.
tant, car la feconde y eft la premiere y plus la difference dy
dont la feconde furpafle la premiere ; il en eft de méme des
autres: Mais comme [’on ne veut que 'expreflion de la feule
difference , il faut fimplement marquer dy.

REMARQUE

S22, D’oﬁ I'on voit que quand une changeante y va.en décroif-
fant, c’eft la premiere y qui furpafle la feconde y de la diffe-
rence dy, ainfi la feconde y et y — dy 5 & dans ce cas il faut
changer le figne de la difference de la feconde y; par exem-
ple fi x augmente, & que y diminue, la difference de x +y
fera dx —dy, & la di&erence de x —y fera dx +dy. Nean-
moins en fuivant la regle du premier cas dans la réfolution
d'un Probléme, on retrouve ordinairement les grandeurs
négatives qui avoient des differences négatives, ce qui les
doit faire prendre du coté oppofé *, Cependantil eft plus & ® 281. &
propos de fuivre la remarque. 183.

MMmm ij
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SECOND CAS,

§r3 QUAND plufieurs changeantes font multiplies les unes
par les autres, &, fi 'on veur,qu’il y ait aufli des conftantes
dans leurs produits ; il faur multiplier la difference de cha-
cune feparément par le produit des autres, & la fomme des
produits fera la difference que P'on cherchoi.

Pour trouver la difference de xy = a6, il faut multiplier
la difference dx de x par y, & la difference dy de y par x5 &
la fomme ydx -+ xdy = o, fera la difference de xy ==ab, oun
fimplement ydx -+ xdy fera la difference de xy. ,

De méme fi 'ona le produit xyz== abr, la difference fera
yxdx 4 xzdy 4 xydz = 0; ou yzdx + xzdy = xydx fera la
difference de xyz; la difference de axy fera aydx + axdy;
& ainfi des autres.

La raifon de cette regle eft que pour multiplier les diffe-
rencesde x & de y 'une par l'autre, il faut concevoir que x eft
devenue x + dx, &y elt devenue y + dy; & le produit de
ces deux quantités eft xy + ydx + xdy + dxdy; & comme
I'on ne veut que les differences, il faut 6ter la grandeur fi-
nie xy, & il refte pour la difference du produit xy, la fomme
ydx 4 xdy + dxdy ; mais dxdy eft une grandeur infiniment
petite par raport 4 ydx + xdy, c'eft pourquoi il la faut auffi
négliger, & il ne refte que ydx + xdy pour la difference de xy
que l'on cherchoit. -

En voici une autre démonftration. On peut concevoir
chaque difference dx & dy de x & de y parta%ée par la moi-
tié, & concevoir, 1°, que x eft diminuce de la moitié de fa
difference , & qu'elle eft devenue x — 1dx’s & de méme
que y eft devenue y — Ldy, & leur produit fera xy — £ ydx
— 1xdy + 1dxdy. On peut aufli concevoir, 2°, que x & y
font augmentées chacune de la moitié de leur difference,
que x eft devenue x + L dx, & quey eft devenue y + L dy;
& leur produit fera xy + Lydx + Lxdy 4+ £dxdy. Oril eft
clair qu'en recranchant la premiere fomme des produits de
la feconde, on aura pour refte exa& ydx + xdy, & ‘que ce
refte eft égal 4 la difference du produit xy. Pour le repre-
fenter 4 I'imagination , il n’y a qu’a faire un rectangle qui
aille en augmentant , dont x foit la bafe & y la hauteur, &
prendre d'abord x —Ldx & y — Ldy, &y diftinguér les
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redtangles que donne leur produit, & prendre enfuite x <+ 1dx
& y + L dy, & marquer les re¢tangles que donne leur pro-
duic, & I'on verra que les deux petits re&tangles ydx -~ x dy-
font la difference du rectangle entier xy.

. Cette démontftration fuppofee, il eft évident que la diffe-
rence de xyz, ou du produit de tant de changeantes qu'on
voudra , eft la fomme des produits de la difference de cha-
cune de ces changeantes par le produit des autres chan-
geantes ; car il n’y a qu'a prendre le produit des deux xy
comme une feule grandeur #, & la difference de xyz fera
égale i la difference de #z, Or la difference de #z eft zdz
~+ 2dz; & mettant les valeurs de 4z & de %4 leur place, on
aura la difference de xyz €gale a xzdy o yzdx ++ xydz; &
ainfi des autres,

CororLLAJRE L

524 ] ¢ fuic de T que la difference d’une puiflance quelconque

ye§.

$2.6.

d’une changeante x, eft le produit de la difference dx de
cette changeante par la puiflance de la méme changeante
dont I'expofant eft moindre d’une unité que celui de la pre-
miere, multiplié par 'expofant de la premiere; ainfi la dif-
ference de xx eft 2xdx; la difference de »* eft 3xxdx 5 celle
de x* elt 4x’dx; & en general celle de x" eft nx"~"dx.

Car ydx + xdy étant par le fecond cas la difference du
produit de xy, il eft évident qu’en fuppofant y = x, ce qui
donne dy == dx , & en mettant dx au licu de dy , & x au lieu
de y, dans ydx -+ xdy, on aura xdx -+ xdx = 2xdx. Ce qu'il
eft facile d’appliquer aux puiffances plus élevées.

Quand il y a des conftantes pour les coéficients des puif-
fances des changeantes,, elles demeurent dans les differences
de ces puiffances; ainfi la difference de wx? eft 3axxdx; la
difference de ax” elt nax"~'dx; la difference de L xx eft
L x 2xdx == xdx; la difference de §x" eft ax"~'dx; la diffe-

rence de ‘i‘n eft 7 x"~'dxyladifference de "y" eft 4" ' y"dx
=+ mx"y™"'dy; & ainfi des autres,
CoRroLLAIRE IL

U A ND une fraction a au dénominateur une ou plufieurs
changeantes ou Jeurs puiffances, on fqait qu'on les peut met-
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* 2, tives®, il faut changer le figne de chaque produit particulier
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tre au numerateur en mettant le figne — devant leur expo-
fant; ainfi5 =™, Tw = £xy", ="K
ainfi des autres, Dol 'on voit que la difference de ces frac-
tions qui ont des changeantes au dénominateur, fe trouve
comme celle des produits; ainfi la difference de 2 = x~*,
eft —1x~'~'de=— x"*dx;ladifference de xy~" eft y~'dx

— 1xy7dy; la difference de "’_'J;Ii eft L xxy~dx — £ xy~Sdys
la difference de £y ™" eft "' y~"dx — 54"y~ "'dy.
Cororrarre IIL

L =5 racines des puiffances des changeantes pouvant étre

regardées comme des puiflances elles mémes, dont les exs

pofans font des fractions,on en trouve lesdifferences comme

celles des puiflances ( premier Corollaire); ainfi la difference
1 I_ -1 .

devx=ux7, et Lx3 " Tdx=1x""dx = £5; la diffe.
3 IR G 1

rence de Vax® —«s2x, elt 1atx* " "dx =laix7dx

= X
== 1dxvax ; en general la difference de ax@ eft & x™ ~ d;

. ) s =0 ]
la difference de ax™ eft 2x™ dx=22x " dx;la diffe.

P 2—1 2 @ 21 .

rence de ax"yieflt 2x™ yI dx 4 L x" 54 dy; la dift
1

ference de \’x"——y‘ =x'—y *,elt x 2xdx— Lx 2ydy x

R | dx — ydy | . e ——
2 2 Ie— 3x—~—]: la difference de Vax — xx =

A Vi=y ;
—_— 1.3
ax —xx* elt L xadx — ;x1xdxxax—xx* =

adx — 1xdx

5 la difference de.sy ™" — x" x 4 3 "=o,eft

2 Vax - xx
am-;-‘uym-o-ll—l-mxm—ldxxa:x "—_;.'ndxx-—meot:x

== O.

REMARQUES.
I

QUAND il arrive que quelques-unes des grandeurs chan-
geantes vont en diminuant, pendant que les autres aug-
mentent, les differences de cellesqui:diminuent érant néga-

ol
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ott fe crouvent ces differences négatives. Par exemple files y
diminuent pendant que les x augmentent, la difference de xy
doit €tre ydx — xdy; c’eft 4 dire, il faur changer le figne du
pro:{iuit particulier xdy ot fe trouve la difference negative
L= r.
IL

Quand on a une fois 'expreflion des differences des gran-

deurs changeantes, on fait enfuite fur ces expreflions les ope- -

rations ordinaires de I’Algebre; ainfi le produit de dx par 4
eft dxdy; le quarré de dx eft dx*; fa troifiéme puiflance eft d¥’ ;
& ainfi des autres operations.

ITL

04 Pon explique quelques principes du calcul integral.

‘Les quantités dont on a enfeigné 4 trouver les differen-
ces, font les integrales de ces differences; ainfi x eft Iinte-

grale de dx; xy eft l'integrale de ydx * xdy; Vx = e eft
: r 3

Pintegrale de 4% Viex* = 2 *x* eft lintegrale de 2dxvaxs
& en general 2x" eft l'integrale de #nax"—'dx; & ainfi des.
autres.

AVERTISSEM.ENT_.‘

L’ 4 methode de retrouver les integrales dont ona les dif-
ferenticlles, eft ce qu'on nomme /e calen! integral, dont on
parlera dans la troifiéme Partie. Quand on refout des Pro-
Elémes de Geometrie & des {ciences Phyfico-mathemari-

ues, ‘qui font foumis a ce calcul, on trouve d’abord des
cquations qui contiennent des differences; & remontant
enfuite de ces differences 4 leurs integrales, on a les refolu-
tions de ces Problémes. Ceux qui veulent faire ufage du
calcul integral | doivent fe rendré tres familieres les metho.
des qu'on vient de donner, pour trouver les differences des
quantités quelconques qui contiennent des changeantes, en
faire eux-mémes beaucoup d’exemples, & bien remarquer
les integrales d’ott ils ont tiré ces differences ; ils acquiere.
ront par ld une tres grande facilicé de retrouver tout d’un
ceup, {ans avoir befotn des regles, les integrales de beaucoup
de differences qui fe. prefenteront dans la réfolution des

NNnn
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Problémes, & qui leur donneront tout d’un coup les refolu-
tions qu'ils cherchoient. .
Ce feul exemple ax"eft l'integrale dela difference nax"""dx,
eut fervir de formule pour trouver la plufpart des integra-
Ees de chaque difference particuliere qui n’aura gu'une feule
changeante x, en comparant la difference particuliere dont
il faudra trouver lintegrale 4 la difference nax"~ 'dx, & fup-
fofant quelle reprefente cette difference particuliere, & que
’integrale « x" reprefente Iintegrale que I'on cherche. Car
il eft vifible que pour retourner de la difference 7ax"~'dx &
lintegrale ax", il faut, 1°, élever x 4 la puiffance dont I'ex-
pofant furpafle d’une unité l'expofant »— 1, & 'on aura
%"= = x", & metrre dans la difference cette quantité a la
place de x"~', & elle deviendra nax"dx. 2°. Il faut divifer
cette quantité par la difference dx de x lineaire, mL}luphce
par 7 — 1 41 == z; ceft & dire, il faut divifer nzx"dx par
ndx, & le quotient fera I'integrale «x".
Ainfi pour trouver l'integrale reprefentée par ax"dela
adz — 1zdg ad% — 12d% -2
e = xag—xg *;onfuppo-
1

fera ax — 28 =wx, 1 =a ,— L =n — 1; par confequent

difference

—{+x—'_=+§=n—r+x=n, dx = adz — 2zdz, &

az — zz * = x". Pour avoir la grandeur 4 divifer, il faut
metere dans la difference propofée cette valeur de «”, & la

.. iz — wxdz +
grandeur d divifer fera nex"dx = “=—"- = X ax —2zx.*;

le divifeur fera ndx == 1 x adz — 2zdz; & faifant la divifion,
. 1

on trouvera l'integrale zx" = g — 28 * = Vg — zz,

11 eft neceflaire de remarquer que les conftantes n’ayant
point de difference, une integrale jointe parle figne - ou —
avec une conitante, a la méme difference qu'auroit cette in-
tegraje feule ; c’eft pourquoi quand on retrouve l'integrale
d’une difference, il faut quelquefois lui 2jouter ou en retran.
cher une conftante, afin d’avoir P'integrale exade de cecte
difference. On donnera dans la troificme Partic la Regle
qui fert a trouver cette grandeur conftante.

On n’a mis ici la remarque précedente & I'avertiflement,;
que pour donner & ceux qui commencent une idée du calcul
integral.
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IV. REMARQUE.

Les grandeurs conftantes n’ayant pas de difference, quand
des grandeurs chan%éantes font egales d une conftante, leurs
differences font égalesd zero s fix +y=4«, dx+ dy ==o,
ce qui donne dx = dy; fiaxy = abb, aydx * axdy = o,
ce quidonne ydx == Frxdy, & & =5 lixy~"'=a", y~'dx
—xy~'dy = o; ainfi dx =xy~'dy, & I = &, Ceute.
remarque fert dans la refolution de plufieurs Problémes.

V.

Quand on comﬂparc une integrale, c’eft 4 dire une gran..
deur changeante finie qui 2 fa difference comme y+ dy, avec
une autre grandeur finie; il faut en oter la difference , qui
¢tant infiniment petite , ne peut point &tre comptée avec
fon integrale ; ainfi 232 doit écre ainfi marquée 2 Car il
faut une infinité de differences ou de grandeurs jnfinimeiic
petites pour faire une grandeur finie.

COROLLAIRE IV,

0: Pon expliqug ba maniere de trouver les differences des fuites,
ce qui fervira dans la 3° Partie & en'trowver les integrales,
©~ 4 en faire des formules generales.

PREMIER CAS.

P our trouver la difference d’une fuice qui n’a qu'une méme
grandeur changeante,ordonnée comme on la voitici (A) x™ x
Anbr acxtamex'™ &c. 1°, il faue fuppofer(B) K — &
abx" 4 cx™" a ex ¥+ &c, & Pexpreflion précedente fera
changée en celle-ci (C)x™KP. 2°. 1l faut en prendre la dif-
ference, & 'on aura (D) mx™" 'K dx+ px™ KP~'dK , qu'il
faur changer en cette équivalente (E) mx™ 'K x K?~'dx
-+ px x x" 7' KP'dK , & lui donner cette forme (F)mKdx
3 pxdK x ™' KF~'. 3% Il faut dans cette derniere F met-
tre les valeurs de X & de dK prifes de I'équation B, qui fonc
K=a+bx"4cx*" e ox?" 4+ &C. K dK == 1bx" " = 2mcx "%,
= 3nex* "~V o X x dx, 2 la place de Kdx & de dK 5 & I'on
aura ma -+ mbx” 4 Mex*" o mex " - &C‘}dxxx'“"'K""'

= pnbx” v 216%™ o 3pmex’" 4+ &c. i

NNnn jj
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Il eft évident que c'eft la difference de la fuite ou de l'in-
tegrale A que l'on cherchoit.

SECOND CAs.

§37- Pour trouver la difference d’an produit de plufieurs fui-

538.

tes, comme de A. x™x 2+ bx" + cx 4 ex " + &e. x
frgx"+hx* o &e. 1% il faut fappofer B. K = 2+ <"
rx? deex? - Ko KC =4 gx"+ hx'" o+ &e. &
Pexpreffion A fera changée en celle-ci D. #™ x K /9. 2% II
faut en prendre la difference ; & I'on aura E. mx™ "' K* [{dx
+ px" KT YEK 4 gx"K®I™'dl, quil faur changer
en cette équivalente E. mx™ 'K x K*~'/ x /7 dx + px x
K IRE= Y x 1R - g2 x ™K x K211 ), & Jui don.
ner cette forme F. mKldx -+ pxldK + qxKdl x ™' KP =1 =1
3°» Il faut prendre les valeurs de K/dx, de x/dK, & de xKd/
dans B & C; (ceft 4 dire, multiplier la valeur de K prife
dans B, par la valeur de / prife dans C, & multiplier leur
produit par dx ; prendre la valeur de dK dans B, & la mulri-
plier par x/, & prendre la valeur de d/ dans C, & la multi-
plier par xK), & fubfticuer ces valeurs dansles termes m Kidx
o+ pxldK + gxKdl deF, & lon aura

maf +magx" 4 mahx* ")
+mbfx" 4 mcfx*"
+mbgxt”

= phfnx" = 2pefnxt" >dxx &"TTRETT[17T,
“+pbgnx”

- gagnx" + 1gabnx*"
+gbgnx*"

Ceeflt I difference de la fuite A que I'on cherchoit.

TROISIEME CAsS,

P oux trouver la difference de A. £"K” x fu gx" + hx " &,
ott 'on fuppofe B. K==a + bx" + 4" <+ ex*" + &c. & que
Iexpofant de la fuite f 4 gx" =+ Ax*" =+ &c. eft I'unité, il
ne faut pas fuppofer cette derniere fuite égale 4 une feule
lecere, mais K faut changer I'expreflion A en cette €quiva-



Lirvre VIIL 649y

lente C. fx"K? +gx"""K? + hx"+*"K? + &c. & enfuite,
" 1°,0n prendra la difference de C. qui eflt D. mfx" ' K*dx
4 pfx"KPTV K v 4 n x gx " T K d x4 pex ™ KPR
1A= 20 x b T K - phx™ P KPTAK - &c. quion
changera en fon équivalente E. mfx™ 'K x K*~'dx ~+ pfx x
TUKETAK e e x g5 x N TVK x KT x4 pga T
X"TIRP TV AK v maen x hat x T TV K x KP T dx A phxt" T x
x™"'KP~'d K <+ &c. d laquelle on donnera cette forme F.
mfKdx == pfxdK ~+m = ngu'Kdx 4+ pgx" " dK +"m 28 x
bx"Kdx < phx*"1dk + &c. x X"~ 'KP~1, 2° 11 faue pren-:
dre dans B la valeur de K & la difference de K, c’eft 4 dire
la valeurde dK; & aprés avoir multiplié la valeur de X par dx,
mettre le produit dans le premier terme de F d la place de
Kdx; multiplier de méme « par la valeur de JK, & metcre
le produit dans le fecond terme dc F 4 la place de xdK s fub-
fticuer de méme 4 la place de x"Kdx dans le troifiéme terme
de F le produit de la valear de K par #°dx, & celui de la
valeurde dK par x"*'dansle quatricme terme de Fd la place
de «"*'dK; celui de la valeur de K par x*"4x dans le cin-

- quiéme terme 4 la place de x*"Kdx ; & celui de la valeur de
dK par x*"**dans lefixiéme terme 4 la place de x*"*+'dK &c.

& l'on aura

maf +mabx" 4 macx' + &c,
G. Wpbfnx" - 2pcfnxt” 4 Ve,
1 X aZx" M nxcgxtt 4 Ke. dx % K=1KP-1.
+phgnx*" + Ke.
—+ #1421 x ahx*" - &c.
oo phhnx i o= K.
Ceeft la difference de A que I'on cherchoit.

REMARQUES.
L

539 Tt faut dans ces fuites qu'il n'y ait qu'une méme inconnue x,
& que les expofants des termes de chacune foient la méme
progreflion arichmetique o, #, 21, 3n, &c. & que fi les expo-
fancs font pofitifs dans 'une , quand il y en a plufieurs mul-
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tiplies les unes par les autres, comme dans le fecond & le
troifiéme cas, ils foient aufli pofitifs dans les autres; & s'ils
font négatifs dans l'une, ils le foient aufli dans les autres,

I

11 faut fe rendre les trois cas précedents tres famiiiers, &

- P—1
furcout le 3°, ot fuppofant K? =" = 4+ bx" + cx** + &c- ,

il y a deux fuites mulriplices Pune par Pautre ; & bien remar-
quer que dans la difference G. chaque terme eft muleiplié
par x"~'K*~*; que le premier terme mafdx x x™ "' KP~! ne
contientqu’une conftante maf multiplice par dx x x™ ~ 1 KP~1;
que le fecond rerme outre cela eft multiplié par x*, le troi-
fiéme par x*", & ainfi de fuite; que I'integrale A du 3° cas
dont la difference G eft telle qu'on vient de le marquer, a
tous fes termés multiplics par x™X?, {cavoir, le premier n'eft
qu’une conftante f multipliée par ™K, mais dans le fecond
terme fon cocficient conftant eft multiplié de plus par x",
& eft gx™+" K" ; dans le troifiéme terme le coéficient con-
ftanc eft de plus multipli¢ par ™, & eft Ax™**°KP, & ainfi
de fuite.

IT1.

- D’out I'on voit que quelque nombre de fuites qu'it y aie
de multiplices les unes par les autres dans une difference
comme H. x" ' KP~'[7""'dx x o = Bx" - xx™" 4 &c. ol
Pon fuppofe K == 2+ bx" + cx™ + &c. /= f 4 gx" + by
=+ &c. on connoit toujours les expofants de x, K, / dans’
chacun des termes de la fuite qui eft I'integrale de cette dif-
ference H. car le premier terme doit &tre une conftante mul-
tipliée par «"K"/; au fecond terme il doit y avoir x™*°k?/1;
au troifiéme terme, x™**" K/, & ainfi de fuite. Ce qu'il
faut bien remarquer pour la troifiéme Partie.

Iv.

Sur Pexallitude des demonfirations du calenl differentiel & integral,
c'eff a dire fur la certitude des réfolusions que Lon trowve
: par ces calculs.

Quand les anciens Geometres démontroient des raports
de plufieurs figures, comme que les cercles font entr'eux
comme les quarrés de leurs diametres ; que les pyramides
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de méme hauteur font entr’elles comme leurs bafes, &c. 1ls
fe fervoient pour faire la démontftration de figures infcrites
ou circonfcrites, dont les cotés diminuant roujours a l'infini,
faifoient qu’on en pouvoit concevoir d’infcrites dont les
cotés éroient infiniment petits, & lefquelles a caufe de cela
differoient moins des grandeurs ou elles ¢roient infcrites
qu'aucune grandeur donnée ; mais la diftinction de ces dif-
ferences infiniment petites ne duroit que pendant la démon-
ftration, & parcequ’elle leur €roit neceflaire pour faire la
démontftration ; &ils fuppofoient que ces differences s'anéan-
tiffoient a la fin de la demonttration, & que la figure infcrite
devenoit exactement la figure méme dans laquelle elle éroit
infcrite; car il eft évident que fans l’évanoui(ﬂ:ment de cette
difference infiniment petite, le raport qu'ils vouloient dé-
montrer n'auroit pas cté démontr¢ dans I'exa&itude geo-
metrique.

De méme dans la methode generale des tangentes des
courbes geometriques de l'article 371, on fait la diftinction
de la partie C¢ de la fecante dela parabole (ﬁF. 19) pendant
tout le calcul, & on ne pourroit pas faire le calcul pour trou-
ver la tangente par cerre methode fans cetee diftinction de
la partie C¢, ou, ce qui en cft une fuite neceflaire, des par-
ties Ce, ¢c; mais pour avoir la tangente, on fuppofe que cette
partie C¢ de la fecante s’évanouit, & devient nulle.

De la méme maniere quand on employe le calcul diffe-
rentiel & integral dans la réfolution d’un Probléme, on re-
garde les differences infiniment petites comme prétesd s’éva-
nouir, & on ne les regarde fubfiftantes que pour le calcul &
pour découvrir ce Tl’on cherche pendant qu'on le cherche ;
& au moment que le calcul fait rrouver la réfolution qu'on
cherche, on regarde ces differences comme s’évanouiflant
& comme devenant nulles; & par la la réfolution que I'on
cherchoir eft dans la méme exacticude geometrique que le
fonc les conclufions des anciens Geometres, & la découverte
exacte que I'on fait des foutangentes par la methode de I'ar-

ticle 371.
Des differences fecondes , troifiemes , &vc.

Ou ne voit rien dans I'ancienne Geometrie qui ait raport
aux differences fecondes, troifiémes, &c. mais auffi les anciens
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Geometres fe font bornés 4 des Problémes qui n’en avoient
Y:s befoin : On s'eft ouvert de notre temps une voye pour

réfolution des Problémes qui penetre 4 linfini, & qui
s'étend :i’toutes les courbes qu'on peut imaginer , geometri-
ques, méchaniques & parcourantes; I’on a cu befoin, pour
n’étre arréeé nulle - pare, de diftinguer dans plufieurs Pro-
blémes, outre les premieres differences, des fecondes diffe-
rences, des troifiémes, & ainfi a l'infini.

On en a vii la poffibilité en ce que la grandeur érant divi-
fible al'infini, 1°, I'on peut concevoir une progreflion geome-
trique == #,b,¢,e,f, g, &c. dont le premier terme « foit
une grandeur finie, le fecond 4 foit une difference premiere
infiniment petite par raport 4 #, ¢ une difference feconde
par raport a la difference premiere 4, de maniere que ¢ foit
infiniment petite (far raport 4, & de méme ¢ par raporc d ¢5
& ainfi de fuite; de fagon que le rapor infini des deux pre-
miers termes « & 4, regne dans toute la progreflion. g’eﬂ:'
de cette forte qu'on aura une progreflion de differences pre-
mieres , fecondes, &c. en élevant x-dx i la puiffance
dont 7 eft 'expofant ; car on trouvera la fuite x* + nx"~"dx
e IXEZL Gorg gt g mXo I ATk (it 4 K. dont le
premier terme contient une grandeur finie, le fecond une
premiere difference dx, le troifiéme une feconde difference
dx x dx ou dx*; & ainfi de fuite : Et 'on peut voir une fem-
blable progreffion geometrique dans la Geometrie ordinai-
re ; car fi Pon fuppofe dans la feconde figure Pordonnée du
cercle ED fi petite,quelle foit unc difference premiere préte
3 s'évanouir, & tout proche de lextrémité B du diametre
4 B; il eft évident que la grandeur finie 4D fera 4 une diffe-
rence premiere ED, comme cetie difference premiere ED
eft au refte D B du diametre, leriuel refte DB elt par confe.
quent infiniment petit par ra‘{orta ladifference premierc E D3
& par confequent ce refte eft une difference feconde; & I'on

ourroit concevoir aifément une difference troifiéme, en
fuppofant que la difference ED eft le diametre d’un cercle,
& continuer cela a l'infifi,

2°. On a auffi vii la poffibilité de ces differences fecondes,

troifiémes, &c. en faifant atrention 4 la formation des lignes

Fic.XLIL & des figures par le mouvement; par exemple fi le point C

aprés
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aprés avoir décrit 12 partie finie 4C de la courbe, étant mit
enfuite le long de BC,qui elle-méme fe meut parallelemens
fur 48, décric en un premier inftan la partie mfiniment

ctite Cc(duyde la courbe, Pendant que BC parcoust dans
e méme inftant B4 ou fon cgale Cd(dx), & que’le point €
savance fur ¢ depuis 4 jufqud ¢, & parcourt d¢(dy) furla
droite 4¢ : En concevant des. mouvemens femblables dans le
{econd inftant fuivant, & que &¢ a parcouru bH == ¢z, & que
le point C a décrit une feconde partie 2f infiniment petite de
la courbe, & qu’il 2 avancé. fur la droite 4¢ venue en Hf de
la longueur infiniment petite ¢ on trouvera des differences
{econdes. Car fi 'on fuppofe le mouvement de la droite BC
{ur 4 BbH uniforme, & quainfi H == ¢es== Bb== Cd(dx};
mais que la vitefle du point C fur cette droite Hf en s'¢loi-
gnant de I'axe 4B, eft continuellement avancée ou retar-
dée, en prenant cette derniere fuppofition , le fecond ac-
croiffement ¢f(dy)fera moindre que le premier accroiflemene
de(dy), 8 dc — ef qui fera leur difference , fera une diffes
rence feconde 5 & de méme C¢ — ¢ f fera une difference
feconde ; puifque chacune de ces differences fecondes doit
&tre infiniment petite par raport 4 fa difference premiere,
comme cette difference premiere eft infiniment petite par
raport i la grandeur finie dont elle eft la difterence premie:
re. Si on fait atrention au mouvement du 3°inftant, ony
trouvera de méme desdifferences troifiémes,&ainfi 4 I'infini.
On trouve de méme des differences fecondes & troifié-
mes, &c. dans les efpaces; car le petit efpace Crc eft infini-
ment petit par rapost i la difference premiere C4¢ du feg-
ment 4 C, & par confequent Cr¢ eft une difference feconde
de ce fegment. De méme Pefpace Cdc eft infiniment petic
par raport 4 la difference premiere CB4¢ de la figure CAB.
1l eft facile de trouver ainfi des differences fecondes & troi-
iémes dans les figures folides.
_Enfin on a v l'utilicé de cette ditin&ion des differences fe-
condes & ttoifiémes,&c. dansla réfolution de plufieurs beaux
Problémes, c’eft pourquoi on lesa aufli réduites au calcul que
phs Suppofitions ou demandes , ¢ définitions.

$44. ] o 5 marque ainfi les differences fecondes, troifiémes, &c.
OOoo
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des differences premieres; la difference de dx eft ddx ou d*x;
la difference de d*x eft dddx ou d’x, & ainfi 4 l'infini ; de
méme dds, d'z, d*=, 8&c. font les differences fecondes, troi-
fiémes, quatriémes de » ; & ainfi des autres. On nomme auffi
les differences premieres, les differences du premier genre;

les fecondes, les differences du fecond genre, &c. Les puif-

fances d'une diffegence premiere font aufli des differences du
fecond genre, du troifiéme , &c. ainfi dxdx ou dx*; dxdxdx
ou dx!; dx*, &c. font des differences du fecond genre , du
troifiéme, du quatriéme, &c. & il faur remarquer que 4’x
elt dddx 5 mais dx3 eft dxdxdx, &c. Les produits des differen-
ces de differentes changeantes font auffi des differences du
fecond genre, dutroifiéme, &c. comme dxdy, dxdy',dx*dy* &c.
I A
Comme les grandeurs finies changeantes font les inte-
grales des differences premieres, de méme les integrales des
differences fecondes font des differences premieres; les inte-
grales des differences troifiémes font des differences fecon-
des; & ainfi des autres. Et comme un nombre fini de diffe-
rences premieres ne fait qu'une difference premiere, & qu'il
faut une infinité de differences premieres pour faire une
randeur finie ; il en elt de méme des differences fecondes
a I'égard des premieres; des troificines 4 I'égard des fecon-
des, &c. ITL .
~ Comme une grandeur finie conftante n'a point de diffe-
rence,de méme quand une difference premiere eft fuppofce
conftante, elle n’a point de feconde difference , c’eft 4 dire
{a feconde difference, & par confequent les fuivantes font
zero. D’olt l'on voit que comme une integrale changeante
+ ou— une conftante ala m&me difference que s'il n’y avoit
oint de conftante , ce qui eft caufe que pour retourner a
ﬁintcgrale, il faut quelquefois,aprés avoir trouvé I'integrale
de la difference, ajouter 4 cette integrale une conftante finie,
ou I'en retrancher; il faut quelquefois de méme en retour-
nant des differences fecondes aux premieres qui tn fone les
integrales, ajouter ou retrancher une difference premiere
conftante pour avoir l'integrale complete.
Lorfque plufieurs changeantes comme ¥, y, g, &c. aug-
mentent ou diminuent enfemble, on en confidere ordinaire.
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ment une, laquelle on veut,comme recevant a char‘ue inftant
des accroiffemens égaux , ou des diminutions egales , & par
confequent la difference de cette chanfednte eft confiderée
comme conftante qui n'a pas de feconde difference pendant
que les autres en ont, parcequ’elles regoivent des accroifle-
mens inégaux, ou des diminutions inégales. Pour lerepre-
fenter 4 'imagination , fuppofé que C¢, ¢f foient deux par-
ties infiniment petites de la courbe, & que Ce qui eft auflt
une partie de la rangente en C, foit prolongée en ¢5 que du
centre ¢ avec le rayon ¢f on tire l'arc fisqu'on prolonge ef
en ¢; qu'on mene par £, fl paralleled ce, & par[&i,lm, in
paralleles 3 Hf; en {uppofant, 1°, I'accroiffement Cd (dx)
conftant , celt a dire Cd = ce(dx), il eft évident que les
triangles reGtangles Cde, ceq font femblables & dgdux ;- par
confequent eg = dc==dy; d’ott I'on voit que de(dy) va en
diminuant , puifque le fecond dy qui eft ¢f eft moindre que
le premier f;]ui oft des leur difference eft eg — of = fg; ainfi
feeftla difference feconde ddy; & quand fes dy vont ainfi en
J’lﬂninuant , la difference feconde fg (—ddy) eft négative;
ce qu'il faut bien remarquer. Par la méme raifon ig eft dds,
érant la difference de cg == Cc == dx, &de of =ci; &lesCo,
¢f(dw) allant en diminuant,, — ddu eft négative. 2°. Si 'on
fuppofe de(dy) =ef = Im, ceft a dire dy conltant; les trian.
gles redtangles Cic, ¢ml feront femblables & égaux ; & I'on
verra que me feraddx, &1li fera ddu. 3° Si l'on fuppofe
Cc(du) conftant, c’eft 4 dire Ce(du) = ¢f =c¢i , les triangles
redaneles Cde, cni feront femblables & égaux, & ne fera ddx,
& iK fera ddy. 1l faur remarquer que quand on fuppofe une
difference conftante comme dx, fon integrale x n'eft pas
pour cela conftante, puifque fa difference eft 4x ; mais elle
n'a point de differences fecondes, troifiémes, &c.

PROBLEME IL

) .
. TROUVER les differences des expreflions qui contiennens des

differences.

ON les trouvera de la méme maniere clu'on trouve les dif-
ferences premicres par le premier Probléme; &l fuffira ici,
pour le faire concevoir,d’en metcre quelques exemples.
Pour trouver la difference de xdx, on regardera ce pro-
duit comme compof€ des deux grandes changeantes x & dx,
00oo0ij

Fic. XLIL
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& on prendra la difference de chacune multipli¢e par 'au-
tre, & on trouvera dx* -+ xddx pour {a diffcrence que I'on
cherchoit; d’ou it fuit que la di&rcncc de dx* et 2dxddx,
La démontftration eft femblable 4 celle qu'on a donnée pour
trouver la difference des produits xy, xx, &c. Dot il fuit que
la difference de -L- ==dx~seft dx~ """ — ddx =— — dix ;g
difference de 72 = ydydx~", en fuppofant dx conftante, eft
dy'dx=" s yddydx=* =42 4= 22; mais en fuppofant dy
conftante, la difference de ydydx=" fera dy'dx™* — ydydx""ddx
=4 — 24dx ; |y difference de du’ = dx* +-dy*, en {up.
pofant dx conftante, fera duddu = dyddy;en fuppofant dy
conftante , elle fera dudde = dxddx ; en fuppofant dx conf-
tante, elle fera dvddx — — dyddy ; & en ne fuppofant aucune

de cesdifferences conftante,elle fera dudde—dxddx -+ dyddys

La difference de de == Vdx* -+ dy* == dx* + dy* *, en fuppo-

fant dx conftante, eft ddw=dyddy x dx* +dy* g
" dyddy dxddx
Vi - dy* Vaz e dy
& en fuppofant da conflante, elle eft o = x4+ &y qui
Vdx* 4= dy*
{e réduit & dvddx =— dyddy. La difference de my™ " dy=dv,
en fuppofant dx conftante, elt mm — 1m x y™~ ‘dy* - my™ ~'ddy
a”+ ldx
b
pofant dx conftante, eft mmy™~'dy* - my"ddy =o. La

. A :

difference de d%* +-dy* * x — dxddy , en fuppofant dx

conftante (on ne peut pas fuppofer dy conftante,, parcequ’il

y a ddy qui feroit zero {i dy étoit conftante, ) eft 3dyddy x
3

- 2

2x‘+dy‘i‘ x;—dxdy A — dxd’y x dx* +dy* ;x—dxddy- ’

qu'on peut reduire, fil'on veut, 2 cecte expreflion équiiva-
sdxdyddy’ x A o dy* ¥ e dedly x e dy” ¥,

e T d¥ddy

Ces exemples {offifent pour faire concevoir la m:u?iere de

trouver les differences “de toute quantité qui contient des

differences quelconques.

; en fuppofant dy conftante,elle eft ddz —

= 0. De méme la difference de my"dy = ,en fup-
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SECTION 1IL
Lufage de I Analyfe dans la véfolution des Problémes de

Geometrie compoée , en fe fervant du caleul diffrentiel.

AVERTISSEMENT.

Lox squ'oN veut refoudre un Probléme de Geometrie
ou des fciences Phyfico- mathemariques par le calcul diffe-
rentiel & integral, on commence toujours la réfolution par
le calenl differentiel, & l'on trouve d’abord I'équation du
Probléme, laquelle contient des differences, dont il ne faut
plus que chercher les integrales , pour avoir la réfolution
du Probléme.

Quand il arrive qu'on peut Ster les differences de 1’€qua-
tion du Probléme qui en contient, fans avoir recours aux
integrales, {par exemple fi dx, ou dx*, ou ddx, &c. fe trouve
dans 'équation du Probléme , & qu’on puifle faire en forte
qu'clle fe divife exaement par les mémes differences , cela
ne laiflera dans 'équation que des grandeurs finies fans dif-
ference, ) alors le Probléme fe refout par le feul calcul dif-
ferentiel. Cleft de cette forte que font refolus par le feul
calcul des differences les Problémes de I'excellent Livre de
P Analyfe des Infiniment Pesits de M le Marguis de [ Hipital,
ott l'on voic un ufage perpetuol de 'Analyfe dans les réfolu-
tions des Problémes par le moyen du calcul differentiel :
Mais dans la plipart des Problémes la réfolution s'acheve

ar le calcul integral. On fera remarquer ici que dans I'ap-
plication de 'Analyfed la Geometrie compofde,, en fe fer-
vane da calcul differentiel & integral , 'on trouve ordinai.
rement des formules generales qui donnent la réfolution de
tous les Problémes femblables , en fubftituant fimplement
dans ces formules les valeurs qui conviennent aux Problé.
mes particuliers. On mettra ici celles de ces formules qui
font le plus d’ufage, & qui ont le plus d'¢rendue,, afin que
dans la breveté quon eft obligé de donner 4 ce huitiéme
Livre, les Lecteurs qui commencent, ne laiflent pas d’y trou.
ver 12 methode de refoudre les Probi&mes les plus utiles de
]a Geometrie compofée, & ce qui leur eft neceflaire pour en-
tendre lesnouvelles déoouvertes, & pour en faire eux-mémes.

O Ooo ii}
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Les formules des tangentes @ des autres lignes qui ont rapport
anx tangente.f,

$50. Silon imagine que 4C¢ eftun courbe quelconque dontCe
f10.X1X. eft une partie infimment petite , & qui eft par confequent
une petite partie de la tangente au point C; qu'on mene des
points C, ¢ les ordonnées CB, ¢b fur le diametre 4 B qu'on
prolonge la tangente ¢C en S ot elle rencontre le diamettre
prolongé B A, & qu'elle rencontre auffi au point 7" la tan-
gente 47 du fommet .4 ; quon tire aufli Ce parallele au
diametre .4 B qui rencontre c4 en ¢ & A7 en ¢; enfin qu'on
mene CD perpendiculaire 4 la tangente au point C qui ren-
contre le diamettre au point D.
Quelque angle CB.A que faffent les ordonnées BC avecle
diametre 4B, le petit triangle Cec¢ fera toujours femblable
a chacun des triangles CBS, 47 S,CTt. Suppofant 4B = x,
BC=y,l'onaura C¢ == Bb = dx ,ec=dy, & 4 caufe des
triangles femblables Cec, CBS, on aura ec(dy).Ce(dx)::
BC(y).- BS = 2%, qu'on fuppofera, pour abreger, == §.

Formule de La [ontangente. BS(s) = {l‘:is dos Pon deduit AS
=BS— AB= -'23‘—’1“1, q4'on fuppofera == s.

Las triangles femblables Cec, S A7 , donnent aufli Ce (dx)
cec(dy) i AS (M=) gB=12020 | quion fuppofera
==0; d’ot 'on aura 7t = At ou CB — AT =%, quon
fuppofera = . :

Ces quatre formules pour trouver les lignes BS(S), 45 (s),
AT (8), Tt(T), font toujours les mémes, quelque foit I'an-
gle des ordonnées avec le diametre. On (fluppofe pour les

uivantes que cet angle eft droit, ce quil faut bien remar-

uer.
: Nommant Parc .4 de la courbe 4Cc, «5 la partie C¢
infiniment petite de cette courbe fera == du; & comme elle
eft Ihypothenufe du petit triangle redtangle Cec, I'on aura
C¢' (du') =Ce' + ¢t (dx* ~+ dy'); ainfi Cc (du) = Vdx* + dy*.
Les triangles reGangles femblables Ce, C.BS donnent ec(dy)
) CF(V‘dxt'-l-d}'l) 2 BC(y).CS =-_7’5V'x‘ -+ dy*, qu'on
fuppofera =7; ainfi C§(T') = F; Vdx* + dy’, eft la formule
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de la tangente. Les mémes triangles donnent aufli Ce (dx)
. Ce(VAx® = dy*) 11 AS (2529 ST =21 x 2wy + dy',
qu’'on fuppofera = t; d’oit I'on déduira C7° = C§ — ST
== - Vdx' + dy’, qu'on fuppofera = .

Les triangles rectangles femblables Cec, BCD,(car ils ont
chacunun angle droit Cer, CBD, & de plus 6rant de chacun
des angles droits BCe & DCc¢ 'angle commun DCe, les
angles ¢Cr, BCD font égaux,)donnent Ce (dx) . Ce(Vdx" + dy’)
2:CB(y) . CD == 7= Vdx" +dy*,qu'on fuppofera = P. Ceelt
la formule de la perpendiculaire CD. Les mémes triangles
donnent encore Ce (dx). ec(dy):: CB(y). BD =%Z,qu’on
fuppofera=: p. Ceft la formule dela fotiperpendiculaire D3
d’out 'on déduit 4D == 4B 4+ BD == qu'on fup-
pofera=p; & SD = SB+ BD =222 qu'on fuppo-
fera =m.

On a mis toutes ces formules pour faire conceveir dans
la fuice ce que 'on entend par la methode inverfe des tangentes.

Ufage de ces formules.

Exemprpre I

Qu AND on veut trouver quelqu’une de ces lignes par ra-
port dune courbe particuliere, par exemple la foutangente §,
1l faut par le moyen de I'équation de cette courbe particu-
liere, prendre la valeur de %5 par exemple fi I'on veut la
foutangente de la parabole dont I'équation eft yy — px =—=o,
il faur prendre les differences, & l'on aura 2ydy = pdx, ce
qui donnera 4% = 22 ; il faut enfuite fubftituer cette valeur
de 4= dans la formule § = 5=, & l'on aura § =222, &
mettant pour :yy fa valeur 1px, 'on aura §=12x: ce qui
fait voir que dans la parabole la foutangente S eft égale au
doublede la coupée x. Er quand on vcut%a foutangente pour
un point dérerminé, il n’y a qu'a mercre la valeur dérermi.
née de x qui convient 4 ce point 1d dans § ==2¢, & la fou-
tangente fera déterminée pour ce point la. Il faue faire la
méme chofe pour les autres courbes. Il faut de méme pour
les autres formules , trouver par les équations des courbes

particulieres, les valeurs des differences dy, dx, vdx*+ 4y,
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en grandeurs finies qui ne contiennent plus de differences,
& les fubftituer dans les formules, & apres la fubftirution,
I'on aura les valeurs que reprefentent ces formules.

ExemprLEe I

§52 T oures les courbes geometriques peuvent Etre reprefen-

Fic.XIX. tées par 'équation generale fx™ 4-gy" +hx'y*+a=o0,

danslaquelle x marque les coupées 4.3, y les ordormées BCs

car.dans les équations de toutes les courbes geometriques,.

ne pouvant yavoir que quatre fortes dequantités qui en com-

polent les termes ; les premieres qui ne contiennent de chan-

geante que-x fans y; les fecondes qui ne contiennent que y.5

Ies troifiémes des x & des y mélés enfemble, & les quatric.

mes un texme tout connu ou conftant; le premier terme de

I'équation generale reprefente les premieres; le fecond, les

fecondes; Ie troifiéme, les troifiémes ; & le quatriéme repre-

fente le terme conftant de celles qui en ont un; £, g, 4 repre-

fentent les coéficients ; & m, n,7, s reprefentent les expofans

des changeantes x &y. Cela fuppofé, il faut trouver par cetre

équation generale, la foutangente de toutes les courbes geo-
metriques.

+°. 11 faut prendre les differences des termes de I'équation

generale, & Pon aura mfx™"dx -+ ngy"~'dy + rbx" "'y dx
—ngy" " — shx'y* T
mfx" " e b Ty
2°, 1l faut fubftituer cette valeur de 5= dans la formule de la
—ngy' —shx'y’

mfx" " 4 rha' "y i
qui eft la valeur de la foutangente de toutes les courbes geo-
metriques, ot plutde une formule pour les trouver, en fub-
ftituant dans cette expreffion generale de la foutangente, les
valeurs des indéterminées £, g, b, m, n, r, s, prifes des équa-
tions de chaque courbe geometrique dont on voudra avoir
la foutangente.

o dx
+ shx'y*~'dy =o; d'ot 'on aura g-=

foutapgente § = J‘-“;i ,&l'onaura§ =

Avertiffement.

On n’a mis ce fecond Exemple, que pour faire voir aux
Le&eurs la beauté de PAnalyfe , & P'avantage particulier
quelle a de faire appercevoir 4 I'efprit le nombre infini de
toutes les courbes geometriques, fousune expreflion auffi

fimple
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fimple qu'eft I'équation generale qui précede, & de lui faire
découvrir parun méme calcul , en fe fervant de cette équa-
tion, des proprietés qu'il voir clairement leur convenir 4
toutes.

REMARQUES,

L

553 Q v AND la quantité que P'on trouve par le moyen de I'é-
quation d’une courbe particuliere pour la valeur de 4%, elt
une fraction, & qu'en voulant, par exemple,une foutangente
déterminée pour un point particulier de la courbe, la {ub(ti-
tution des valeurs déterminées de x & de y pour ce point.la,
rend le numerateur & le dénominateur chacun égald zero;
il faur continuer de prendre la difference du numerateur,
& enfuite celle du dénominateur , & les divifer I'une par
'autre, & fuppofer la nouvelle fraction égale 4 5 ; & apres
avoir fubfticué dans cette nouvelle frattion les valeurs dé-
terminéesde x & de y, prendre dans cette équation la valeur
de 4, & la fubfticuer dans la formule s = ZZ=; & I'on aura
la valeur de la foutangente, qui convient 4 ce point-1a. Si
la fubftitution des valeurs déterminées de x & de y rendoit
encore le numerateur & le dénominateurde lz nouvelle frac.
tion égaux chacun 4 zero, il faudroit continuer de prendre
les differences du numerateur & du dénominateur de la
nouvelle fraction, & continuer 'operation comme on vienc
de le dire.

IL ‘

§54. Laconfideration des tangentes d'une courbe a de grands
ufages; on en metera feulement ici quelques-uns. 1°. Chaque
partie infiniment petite dela courbe, érant une partie infini-
ment petite de la tangente 4 ce point de la courbe, lesangles
gue fontentr'elles les tangentes des points infiniment proches

¢ la courbe, font ceux des petites parties de la courbe.

2", Si l'on trace foi-méme les tangentes d'une courbe qui
rentre en clle.méme comme d’une ellipfe, en commengant
au fommet , on verra que les foutangentes BS, B S, &c. Fe. XLIL
prifes fur un diametre 4 B, augmentent 4 mefure que l'on
prend des points qui vont du fommet 4 vers le point D,
ou fe termine le diametre conjugué , & quelles saugmen-
tent en allant du c6té § vers l'origine ; quau point D du
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diametre conjugué, la foutangente K § devient infinie, la
tangente D E fe dérachant 1d de la foutangente 4 laquelle
elle devient parallele en ce point D5 & quenfuite les fou-
tangentes 45 des points ¢, ¢ pris depuis le diametre conju-
cué D vers la feconde extremité (2) du diametre, paflent de
‘autre cOté, & fe trouvent au coré oppofé i lorigine, &
vont toujours en diminuant ; de maniere que fi 'on fait les
premieres pofitives, lesfecondesferont négatives ; 8 au point
D du paflage des pofitives aux négatives , la foutangente
devient infinie. '

Si 'on commence 4 mener les tangentes du fommet D du
fecond diametre par tous les points C, C de la courbe, juf-
qu'aux pointsS, § du premier diametre a4, prolongé versS,
on verra que les foutangentes BS, BS vomt en'diminuant
jufqu’au fommet 4 du premier diametre, ot la foutangente
devient zero, & continuant enfuite de mener les rangen-
tes c§, c§ par les pointsc, ¢, jufqud la feconde extremite 4
du fecond diametre, on verra que les foutangentes 3S vont
enfuite en augmentant jufqu’au point d, ottla foutangente
devient encore infinie, €rant parallele 4 la foutangente.

Si I'on mene hors de l'ellipfe une droite zass parallele
au diametre , les foutangentes #s, 4s des points C, C, pris
depuis le fommet 4, jufquau diametre conjugué D, prifes
fur cette parallele depuis le point « qui répond 4 l'origine 4,
feront du coté des negatives, & depuis le diametre conjugué
D, elles feront du coté des pofitives, & les premieres iront
en augmentant, & les fecondes en diminuant ; & au point
D, quicitle hfaﬂ'age des négatives aux pofitives, la fouran-
gente fera infinic, parceque la tangente D¢ fe détache ence
point-1a de la foutangente, &lui devient parallele; & fi'on
mene les rangentes en commengant au point D par tous les
points D,C,C, 4, ¢, ¢, d, les foutangentes a s negatives fur
#as, iront en diminuant jufqu’a celle du point_4, ott la fou-
tangente fera zero, apres quoi elles deviendrone pofirives
verslagauche, & iront en augmentant jufqu' la foutangente
du point 4, qui fera infinie.

Aprts s'étre rendu cetre remarque bien familiere , on
aura, 1°, une marque pour connoitre guand on a une €qua-
gion d’une courbe par raport 4 une droite donnée, fi elle
'rourne fa concavité ou fa connexité vers cette droite; car en
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trouvant les foutangentes de deux ou trois points proches
de lorigine, il n'y aura qu'a voir fi elles augmentent pofiri-
vement ou négativement ; dans le premier cas clle eft con-
cave vers la droite donnée; dans le fecond, elle eft convexe.

On verra clairement, 1°, que quand une fuite de gran-
deurs, comme de foutangentes ou autres, ft d’abord pofitive,
& devieat enfuite négative, lexpreflion indéterminée com-
mune a chaque grandeur de cetre fuite,, devient au point du
paffage égale 4 zero ou a l'infini; elle eft égale 4 zero quand
les pofitives ou négatives vont d’abord en diminuant & en-
fuite en augmentant; elle eft égale 4 l'infini, quand elles
commencent par augmenter, & qu'apres le paflage elles vont
en diminuant ; ce qu’il faut bien remarquer; &en fuppofant
Texpreffion indéterminée de chaque grandeur de cette fuite
égale a zero ou 3 I'infini, cela ferc 4 dérerminer la valeur
de I'inconnue de cette expreflion, par exemple de 'ordon-
née y, ou de la coupce x aux points des paflages des gran-
deurs pofitives aux négatives, ou des négatives aux pofitives.

3. On vient de remarquer que les tangentes aux fommets
du diametre font paralleles aux ordonnces; par confequent
fi I'on confidere le petit triangle dont d« petite partie de la
courbe eft 'hypothenufe, dx petite partie du diametre elt
un cbté , dy petite partie de I'ordonnée eft le fecond cére,
aux fommets du diametre, on verra que I'hypothenufe dx fe
dérache du perit c6té dy, & lui devient ara{lele ; & par con-
fequent le perit coté dx entre ces paralleles devient zero par
raport 4 chacune des paralleles qui devient indérerminée ou
infinie. De méme les rangentes aux fommets des feconds
diametres conjugués aux premiers, font paralleles aux pre-
miers diametres, ceft a dire, elles font paralleles aux cou-
pées x; & 4 ces fommers I'hypothenufe d« fe dérache du
petit coté dx & lui devient parallele, & par confequent le
petit coté d y devient en cet endroit 14 zero par raport au
coté dx & a I'hypothenufe dx, qur font devenus paralleles &
indéterminés ou infinis.

4°. Cette derniere remarque donne lieud cette autre, que
les ordonnées y du coté concave de la courbe vont en aug-
mentant depuis le fommet jufguau diametre conjugué ou
eft la plus grande y, & enfuite elles vont en diminuant jufqu’a
Yautre excrémité du diametre; & au contraire du cdré ot la
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courbe tourne fa convexité , les y vont en diminuant depuis
I'origine jufqu’au point ot fe termine le diametre conjugué
ott eft Lz moindre y , & enfuite les y vont en augmentant;
ainfi au point de la plus grande ordonnée y du cote concave,
& de la moindre du c6t<1.g convexe , dans le petit triangle
fait des du, dx, dy dy eft zero. En prenant aufli toutes%cs
paralleles aux coupées x, terminées au diametre conjugué,
pour les x; on verra que depuis un des fommets D ou 4 du
diametre conjugué,, les x vont en augmentant du coté con-
cave jufqu’au fommet 4 du premier diametre, oit fe trouve
la plus grande x, aprés quoi les x vont en diminuant jufqu’d
la feconde extrémité 4 du diametre conjugué; & au con-
traire du coté convexe en concevant une ligne hors de I'el-
lipfe parallele au diametre conjuguc, les » prifes fur cette

arallele vont en diminuant depuis celle qui fe termine au
¥0111metD du diametre conjugué jufqu’a la moindre de tou-
tes les x qui fe termine au fommet ¢ du premicr diamerre,
aprés quoi elles vont en augmentant ; par confequent au
point de le plus grande x du coté concave, & de la moindre x
du coré convexe dans le petit triangle, le cté dx devient
zero. D’ot I'on voit que dx 8 dy ne peuvent pas &tre dans
ces cas |4 chacune égales 4 zero,, ni avoir un raport fini.

5°. Les remarques qu'on a faites par raport a Pellipfe, pour
fixer Pimagination, doivent s'apliquer a routes les courbes
ot les app%iquc’es vont en augmentant, & enfuite en dimi-
nuant du cdté concave, & le contraire du coté convexe, &
de méme les coupées; & elles fuftifent pour en faire faire de
femblables fur toutes fortes de courbes.
IL
Des quantitds qu'on appelle les plus grandes & les moindres
g les formules pour les trowver.
DEFINITION.

Loxs qu'o N a I'équation d’une courbe ot les x font les
coupées, & les y les ordonnées, & qu'on veut {gavoir le point
ol fe trouve la plus grande ou la moindre ordonnée y, com-
me auffi celui de la plus grande ou de la moindre coupée x,
ceft a dire la valeur dérerminée de x qui convient a ce point
de la plus grande ou de la moindre ordonnée, &, fi I'on veur,
celle de cetre plus grande ou moindre y; & de méme la va-
leur de y ou de x au point de la plus grande ou meindre x3
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cela s'appelle une queftion ou un probléme des plus grandes
& des moindres.

Comme auffi fi I'on a une quantité changeante compofée
de feules x ou de feules y, & que cette quantic¢ aille en aug-
mentant, & enfuite en diminuanc; ou en diminuant, & en-
fuite en augmentant, & qu'on veuille favoir de routes ces
quantités changeantes qui ont une méme exprefiion, celle
qui eft la plus grande ou la moindre ; il fauc concevoir cette
quantité comme étant I'ordonnée d'une courbe, & la fup-
pofer, fi elle ne contient que des x, égale a y; ou, fielle ne
contient que des y, égale a x5 & concevoir que les x font les
coupées, & y l'ordonnée ¢gale 4 la quantité propofée; & il
s'agira de trouver la plus grande ou la moindre y comme
dans les courbes ; & ce fera aufli un Probléme des plus grandes

©~ des moindres.

Formales pour trowver les plus grandes & les moindres.

47 = 2_eft la formule pour trouver la plus grande ou la

moindre y3 & - == 4 fera la formule pour trouver la plus
rande ou la moindre x5 ol fimplement dy=o0, & dy = d
'infini, qu’on marque ainfi dy =— o», font les formules pour

trouver les plus grandes 8 les moindres.
USAGE DES FORMULES.

U AND on a I'équation d’une courbe ot il faut trouver
les plus grandes & les moindres, ou une expreflion d'une
quantité changeante reduite a I'équation d'une courbe, en
la fuppofant égale 4 une changeante y; il faut prendre les
differences de cette équation, & reduire au premier mem-
bre 42, & le refte deI'équation differentielle ot il n’ya plus
de dy ni de dx au fecond membre ; & quand on cherche la
plus grande ou la moindre y, prendre pour formule 2 ;
celt a dire, fuppofer que le numerateur eft zero, & tirer de
I'équation qui en refulte,en yemployant aufli I'équation mé-
me de la courbe propofée, la valeur ou les valeurs de x; &
I'on auralavaleurdérerminée de x au point dela plus grande
ou de la moindre y; & l'on peut aufli déterminer la valeur
de cette Elus grande ou moindre y, puifque x eft détermince.
Si 'on cherche la plus grande ou la moindre x, il fauc fe
fervir de la formule 4, ceft & dire, fuppofer le dénomina-
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teur égal 4 zero, & par cette équation déterminer les valeurs
de x & dey. Sil'on ne peut pas trouver de valeurs, ni zero,
pour la plus grande ou moindre x & y, & qu’on nen trouve
que d’'imaginaires, c’eft une marque quela courbe n’en a pas.
On diftinguera quand la quantité que I'on trouve par la
methode et une plus grande ou une moindre, par /s feconde
Remarque , nom. 2.
Pour trouver, par exemple, les plus grandes & les moin_
*579+ dres de la courbe dont I'équation eft*£yy — 14w — xx 5% on

prendra les differences de I'équation, & I'on aura £ydy =

. o d N
—xdx ;ce qui donne - ==— £ ; & en metrant aun lieude y
_-Px

favaleury=vIep — Lxx,onaura 2 — ——F
y=Vep T A = Vi —Tax

L}

2°. On fupofera, fuivant Ia formule .2, le numerateur = o;
ce qui donnera — px = o; & divifant par — p, on aura
x =0 ceft la valeur de x au 'point de la plus grande y.
En fubfticuant cette valeur de x = o dans la propofée , au
lieu de x, on trouvera la plus grande y = Lvlp. Pour trou-
ver la plus grande x, on fuppofera, fuivanc la formule 2, le
dénominateur aViap — £ xx = 0; ce quidonnera x = 14,
qui eft la valeur de la plus grande x; & la fubfticuant dans
la propofée, au lieu de x, on trouvera que la valeur de y au
point de la plus grande x, eft y =viap—Fap ==0; celt
a dire, y eft zero 4 ce point la.

voys) p- 9123 REMARQUES.
L
£57. Ox remarquera que quand on trouve plufieurs valeurs de x
pour la plus grande oula moindre y, ordinairement la
courbe a plufieurs y plus grandes ou moindres, ou les unes
moindres, & les autres plus grandes; ce qu'il faut auffi re-
marquer quand on cherche les plus grandes ou les-moin-
dres x. On pourra les connoitre par la 3° remarque {uivante.
I

558 Onremarquera aufli que 7%-'6& la méme chofe que dy in-
finiment petite par raport & dv,ou dy == o; & T-eft la méme
chofe que dy infinie par raport a dx, ou dy égale 4 I'infini.

ITI

§59. Enfin fi on fait attention aux points de la plus grande &
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dela moindre y, aufquels la tangente eft parallele aux x; on
verra que y n'y reqoit aucun accroiffement ni diminution, &
quainfi dy eftzero 4 ces points: & wil en eft de méme de
dx, qui devient zero aux points de plus grande & de la
moindre x, aufquels la tangente eft parallele aux y, x ne
recevant i ces points 1a ni accroiffement ni diminution, &
o1 par confequent dy eft infinie par raport i dx, nérant plus'
bornde par la petite bafe dz, & en €rant dérachée en ce
point Ia : Mais que fi dx & dy devenoient chacune zero, ow
avoient un raport fini, il n'y auroit ni plus grande ni moindre.
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L’Analyse démontrée (1708) de REYNEAU est le
premier ouvrage didactique exposant le calcul
infinitésimal aprés les découvertes du XVII’féme siecle
et exploitant, a4 la fois, les idées de Newton et de
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L’extrait du deuxiéme tome, ici reproduit, donne les
bases du calcul différentiel et de ses applications.



