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Cette recherche a été menée dans le cadre de I'ILR.E.M de Paris VII par
Denis BUTLEN et Monique PEZARD, elle porte sur des activités de calcul
mental qui ont été faites dans des classes de 1'école élémentaire, du CP au

CM2.

Cet exposé relate des activités faisant intervenir les structures additives
et multiplicatives. Cette expérimentation porte également sur les points
suivants :

- liaison calcul écrit , calcul mental,

- conception des nombres et multiplication,

- résolution mentale et écrite de problémes multiplicatifs et de
dénombrement.
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PREMIERE PARTIE
CALCUL MENTAL, CALCUL RAPIDE,
UNE EXPERIMENTATION DU CP AU CM2






PREMIER CHAPITRE : PROBLEMATIQUE ET METHODOLOGIE
DE _TRAVAIL

A ) OBJECTIFS DE TRAVAIL

Nous poursuivons un double objectif lors de cette expérimentation :

- d'une part diagnostiquer, mettre en évidence les conceptions des

nombres chez les éleves du CP au CM2, notamment exhiber les

conceptions des éleves en difficulté;

- d'autre part, nous avons un objectif d'apprentissage, nous

voulons ;
* avolr une action sur ces conceptions, les enrichir, les
diversifier et étendre leur domaine de disponibilité lors des
calculs,
* avoir une action sur les procédures de calculs mises en
oeuvre afin de les diversifier (en fonction de Ia nature des
calculs et des nombres y intervenant), en créer d'autres
éventuellement.

B) POURQUOI LE CALCUL MENTAL , NOS HYPOTHESES
DIDACTIQUES

Nous avons choisi le calcul mental pour plusieurs raisons :

1) Le calcul mental nous semble un domaine privilégié pour tester les
conceptions numériques des éleves et leur disponibilité,

C'est un moment ou l'on peut mettre a distance les algorithmes écrits et de ce
fait, avoir acces plus aisément aux conceptions numériques : le temps étant
limité, la nécessité de calculer rapidement ameéne les éleves a abandonner, dans
bien des cas, les algorithmes opératoires standards, slirs mais trop lents, et a
mettre en oeuvre des procédures révélatrices des conceptions qu'ils se font des
nombres, ces conceptions étant évidemment liées & la numération (décimale),
aux propri€tés des opérations (fonctionnant souvent de fagon implicite).

Prenons un exemple : calcul du produit 32 x 25 :

Si le calcul est fait par écrit, on ne peut tester gue l'aptitude de 1'éleéve A mettre
en oeuvre un algorithme écrit (si celui-ci a été construit) et la maitrise de
celui-ci.

S1 le calcul est fait mentalement et vite, 1'éléve peut étre amené a abandonner
cette technique au profit de procédures plus économiques mais nécessitant des
décompositions additives ou multiplicatives des facteurs et ceci en liaison avec
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les propriétés de la multiplication (commutativité, associativité,
distributivité...). Voici plusieurs types de calculs possibles :
2 32x25=30x25+2x25=3x10x25+2x25
=3 x 250+ 2 x 25 =750 + 50 = 800
.32x25=30x25+2x25=10x75+50 =750+ 50 = 800
.32x25=32x20+32x5=32x2x10+32x5
=64 x 10 + 160= 640 + 160 = 800
L 32x25=32x20+32x5=32x10x2+32x5
=320x2+32x10/2 =640+ 320/ 2 = 640 + 160= 800
.32x25=8x4x25=8x 100 =800
.32x25=32x100/4 =3200/4 =800
.32x25=32x50/2=1600/2 =800
.32x25=30x20+2x20+30x5+2x5
= 600 + 40 + 150 + 10 = 800
etc....

L'éleve choisit telle ou telle procédure par un souci d'économie pouvant porter
sur la mémoire, sur la disponibilité des décompositions des nombres, sur la
fatigue due aux calculs intermédiaires, etc...

A travers des activités de calcul mental nous avons donc plus particuliérement
regardé les décompositions additives et multiplicatives des nombres, de méme
nous nous sommes intéressés aux représentations des éleves en difficulté en
mathématique.

2) Le calcul mental nous semble étre un moment priviligié de l'apprentissage
QU ; '

- enrichir les représentations numériques et leur domaine de
disponibilité,

- accroitre la familiarisation de 1'éleve avec les nombres et les
opérations,

- faire fonctionner et s'approprier les propriétés des opérations,
- enrichir, diversifier, étendre les procédures de calcul et ceci,du
fait des raisons exposées ci-dessus, mais aussi de raisons liées a la
forme de travail effectué.

Les séances de calcul mental sont des espaces de travail intensif :
- du point de vue individuel : les éléves travaillent vite, changent
plus ou moins rapidement de techniques, de démarches, sont
amenés a en explorer de nouvelles.
- Du point de vue collectif : on peut constater une réelle
émulation, une dynamique dans la classe. De plus, s'il y a
explicitation, les éléves sont amenés a comparer les différentes
procédures, a effectuer un choix parmi celles-ci, ce choix dépend
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de la nature des données et des calculs a effectuer, et de ce fait ils
enrichissent leurs capacités calculatoires.
Ce sont en général des activités motivantes.
On constate un gain de temps provenant de l'économie réalisée par le non
recours a l'écrit et par le rythme, la succession rapide des activités.
Enfin le calcul mental peut étre un lieu priviligié pour affirmer certaines
stratégies de résolution de problémes, nous le verrons sur un cas particulier :
le jeu de l'autobus.

3) Parallelement 3 ces deux points, nous nous sommes intéressés au réle joué
par le maitre dans la conduite des activités de calcul mental .

Nous sommes partis d'un a priori : une séquence de calcul mental n'est un lieu
réel d'apprentissage que si le maitre a le souci constant (c'est malheureusement
une pratique peu répandue) de faire expliciter les procédures mises en oeuvres
par les élcves. Nous pensons qu'il faut que 1'éléve, certes obtienne le bon
résultat, mais aussi réfléchisse  la fagon dont il a procédé pour 1'obtenir.

D'autre part, nous nous sommes intéressés au réle, au moment, a la place de
I'institutionnalisation des procédures lors de ces activités. Nous serons amenés
a comparer les effets de différentes formes d'institutionnalisation dans la suite
de cet exposé.

C) LE CHOIX DES ACTIVITES

Parmi les différentes activités de calcul mental que nous avons menées dans les
classes, nous en exposerons ici deux grands types :

1) Des activités mettant en jeux les stuctures additives :

Elles portent donc sur I'addition et la soustraction, nous parlerons notamment :
- "du jeu de l'autobus™ : "dans un autobus il y a n personnes, a un
arrét, il monte a voyageurs et il en descend b, combien y a-t-il de
voyageurs quand l'autobus repart ?"

- de compter et de décompter de n en n, a partir d'un certain
rang,
- d'additions mentales.

2) Des activités portant sur la multiplication .

A savoir :
- décompositions multiplicatives de nombres,
- multiplications par 2, 4, 10, multiple de 10...
- multiplications par 11, 15, 19, 21....
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- calculs de produits.

Dans cette seconde partie, nous nous intéressons plus particulierement aux
résultats et procédures des éléves en difficulté.

Sans rentrer dans les détails des raisons de ce choix, précisons seulement:

- que nous avons choisi le "jeu de l'autobus"” car cette situation nous
semble intéressante pour enrichir les structures additives,

- que nous n'avons pas fait d'activités de recherche systématique de
décompositions additives de nombre car ce type d'activités est en général
fait par les maitres de I'école élémentaire. Par contre Ia raison inverse
nous a conduit a pratiquer ces recherches pour les décompositions
multiplicatives.

D) LA POPULATION TESTEE :

Les différentes activités se sont déroulées dans plusieurs classes, du CP au
CM2, de la région parisienne et de la ville de Moulins (Allier).

1) Classe de CE2 de Madame H'LIMI Giséle (Melun 77).

Il s'agit d'une classe de CE2 de 1'école annexe de 'E.N.M de Seine et Marne
(Melun 77). Cette classe comporte 24 éléves (au mois de mai, un éléve a
changé d'école). Les séances de calcul ont lieu une fois par semaine environ,
les activités ne sont pas toutes décrites dans cette étude. La maitresse a classé
les éleves en 5 niveaux, pour les mathématiques : A, B, C, D et E, (cf annexe
2).

- 8 éléves sont de niveau A,

- 6 éléves sont de niveau B,

- 3 de niveau C,

- 5 de niveau D,

- 2 de niveau E.

2) Classes de Moulins (03 - Allier).

a) Classe de CE1 de Madame FLOUZAT

C'est une classe d'une école d'application. C'est en fait une classe 3 deux
niveaux (CP - CEl), ce qui explique le faible effectif en CE1 (8 éleves). C'est
une classe jugée plutdt bonne par la maitresse :

I éleéve se détache de I'ensemble.

4 €éleves ont un niveau jugé satisfaisant

2 éleves sont plus irréguliers.

1 éleve (Laure) est en difficulté.
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Les séances de calcul mental ont eu lieu environ 1 fois par semaine, au long de
I'année scolaire, eiles durent 45 minutes.

b) La classe de CE2 de M. CHERASSE.

C'est une classe de I'école annexe a I'école normale, jugée plutdt bonne par le
maitre. Deux enfants sont particulierement en difficulté : I'un plutét & cause de
la lecture, l'autre dans toutes les disciplines; sur 18 éleves :

- 5 ont un niveau trés satisfaisant,

- 8 ont un niveau satisfaisant,

- 3 sont en difficulté.

¢) Classe de CP de Madame DESARMENIEN.

C'est une classe de la méme école que la classe de CEl. L'effectif est de 16
éléves.

d) Classe de CM?2 de Monsieur RICHARD.

C'est une classe de 1'école annexe a I'école normale. L'effectif est de 22 élaves,
pratiquant fréquemment des activités de calcul mental.

e) Classe de mademoiselle GERARD.

I1 s'agit de la classe de CM1 de I'école de 1'avenue Maurice Ocagne dans le
l4eme arrondissement de Paris. Il y a 20 éléves répartis de la fagon suivante

- niveau A : 2 éléves,

- niveau B : 6 éléves,

- niveau C : 3 éleves,

- niveau D : 7 éleves,

- niveau E : 2 éléves.
La moyenne d'dge des éleves est de 10 ans 3,5 mois au 1/ 04 / 86. Cette classe
est jugée plutdt faible en mathématiques par la maitresse. Les séquences ont eu
lieu pendant un trimestre, & raison de deux fois trente minutes par semaine.

Nous avons mis en oeuvre un dispostif assez lonrd dans le but de recueillir des
données sur I'évolution des savoir-faire en fonction des niveaux scolaires.

E) PROBLEMES METHODOLOGIQUES

Nous nous sommes heurtés, deés le début, & un probleme d'ordre
méthodologique pour conduire cette expérience. Nous devions :
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- pour diagnostiquer l'état des représentations numériques et leur
disponibilité, avoir acces aux procédures de calcul des éléves et, de ce fait,
nous avons €té amenés a leur faire epliciter ces procédures aprés coup.

- Pour faire évoluer les représentations, nous appuyer sur ces
explicitations, sur ces démarches et ceci en situation de classe.

Pour remplir ce double objectif, nous avons utilisé deux méthodes :

1)
1) énoncé de la consigne,
2) les éléves écrivent sur ardoise ou sur papier, le résultat,
3) le maitre interroge certains éléves pour expliquer leur méthode de
calcul,
4) il demande s'll y a d'autres procédures de calcul,
5) il demande combien d‘éléves utilisent chaque méthode,
6) éventuellement, il fait comparer I'efficacité de ces procédures
(suivant l'objectif visé).

Cette méthode souléve quelques questions portant :
- sur la véracité de la procédure explicitée,
- sur le but de l'activité (trouver le résultat ou expliciter la
méthode).
D'autre part il est difficile de différencier I'aspect diagnostic et 1'aspect
apprentissage. Il reste néanmoins que cette méthode donne une photographie
floue, mais souvent suffisante pour faire évoluer la classe.

2) Pour notre expérience, nous avons mis en place un autre dispositf pour
"récupérer” I'mformation, le processus est le suivant :

1) énoncé de la consigne,
2) les €éleves inscrivent (sur une feuille par exemple) les calculs
intermédiaires et le résultat final avec éventuellement un codage adéquat.

De méme, cette méthode souléve les questions suivantes :
- changement de la tiche (notamment le recours a la mémoire est
transformé),
- changement éventuel des procédures utilisées, dii au recours 2 1'écrit. 11
est évident que I'analyse des comportements doit en tenir compte.
Ceci étant dit, il nous était nécessaire, a certains moments, de faire le point de
fagon précise et individuelle sur I'état de chaque éléve et de la classe dans son
ensemble.
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DEUXIEME CHAPITRE : ACTIVITES PORTANT SUR LES
STRUCTURES ADDITIVES

A) LE JEU DE L'AUTOBUS
1) Enoncé standard et objectifs de I'activité.

[.'énoncé standart est le suivant :

"dans un autobus il y a n voyageurs, a un arrét il en monte a et il en
descend b, combien y-a-t-il de voyageurs aprés le départ de l'autobus ?"

Il y a deux types de procédures pour résoudre ce probléme.
- Une procédure E portant sur les états qui revient a considérer un état
initial E1 (n personnes), a lui appliquer une transformation T1 (ajouter
a), a en déduire un état intermédiaire E2 (n+a = n' voyageurs), a
appliquer & E2 la transformation T2 (retrancher b) et a déduire un état
final E3 :
[(n+a) -b=n'"-b=n"].

T1 T2
El---ceeee- > A > E3
+a
n-------—-—- > n+a
'
-b
n'--------- > n-b

- Une procédure T portant sur les transformations : elle revient &
considérer un état initial E1 (n voyageurs) a évaluer une transformation
T3 obtenue par composition des transformations T1 et T2 (a - b), a
appliquer cette transformation a E1 afin d'en déduire 1'état final E2 :

n= n+{(a-b).

Les travaux de G. Vergnaud montrent que ces procédures correspondent a des
étapes cognitives différentes des sujets. Notre but était de faire acquérir aux
éleves la procédure T. Le calcul mental nous semblait ici un outil privilégié
pour cela. En effet, en fonction des données numériques, il peut étre
mentalement plus avantageux d'adopter telle ou telle stratégie.

2) Les variables didactiques de la situation

Les variables numériques : nous avons choisi de faire varier les données n, a et
b sur trois domaines numériques :
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* le domaine D1 défini parn< 100,a < 10 et b < 10
* le domaine D2 defini parn> 100,a < 10etb < 10
* le domaine D3 défini parn < 100, a> 10etb> 10
et la-bl < 10.

Dans les trois cas, n est nettement supérieur a a et b.
Dans le cas des domaines D1 et D2 , nous analyserons les résultats et
procédures des éleves en fonction de 1'existence ou non de ce que nous avons
appelé "un passage a la dizaine," a savoir, par exemple :
n+a-b=22+9-3=31-3=28
par contre un calcul du type :
27-4+3
ne présente pas de passage a la dizaine.
Nous aurions pu exposer ici une analyse plus fine des effets des variables
numériques mais nous nous sommes aper¢us que ces 3 domaines suffisent a
expliquer les différentes procédures et performances des éléves.

Les variables li€es au contexte : nous avons proposé plusieurs types d'énoncés
suivant les moments et les classes, afin de ne pas lasser les éléves ou afin de
Justifier les valeurs prises par les données numériques : jeux de billes avec
pertes et gains, dans un train... (au lieu d'un autobus), jeu de la grand mére (je
suis & n pas de ma gand-mere, elle me dit d'avancer de a pas puis de reculer de
b pas, ou suis-je?). Les éleves dans chaque cas ont reconnu le méme probléme,
ce ne sont que des changements de circonstances qui ont pour but de relancer
Factivité et l'intérét.

Nous avons également, et ceci systématiquement, proposé I'énoncé standard ou
bien l'une des variantes exposées ci-dessous,il s'agit soit d'inverser les termes
"montent” et "descendent”,soit de prendre :a-b>0,a-b<0Ooua-b=0.

En fonction des niveaux de classes et des résultats a 'activité standard, nous
avons proposé des questions intermédiaires qui avaient pour but de donner du
sens a la tiche; cela donnait les énoncés suivants :

"Dans un autobus il y a n personnes, il en monte a et il en descend b,
apres l'arrét y-a-t-il plus, moins ou autant de voyageurs ?

ou bien :

"Dans un autobus, ..., aprés Uarrét y-a-t-il plus, moins, autant de
voyageurs, combien en plus, ou combien en moins ? "

3) Analyse de la tiche

L'énoncé était donné oralement, le nombre n était inscrit au tableau; selon les
cas (cf voir premier chapitre, E} les éléves écrivaient seulement le résultat, ou
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bien pouvaient ou devaient écrire des calculs intermédiaires. Nous avons déja
souligné que ces impératifs méthodologiques changaient la tiche de 1'éleve,
notamment le rapport a la mémoire.

Intéressons nous ici, a la tiche a effectuer par 1'éléve dans le cas ol l'activité
est uniquement mentale.

- Quelque soit la procédure mise en oeuvre (type E ou T), I'éléve doit :

* mémoriser les données intervenant dans le probléme : n, a, et b,

* traduire a et b en transformation : une "montée de a voyageurs" doit se
traduire par "ajouter a", une "descente de b voyageurs" doit se traduire
par "retrancher b".

- Dans le cas d'une procédure de type E, I'éleéve doit :

* effectuer deux calculs (une addition et une soustraction)
n+a=n'
n-b=n"
* mémoriser le résultat intermédiaire n', retenir et noter le résultat final

n

n.

Cette procédure présente I'avantage :
- de pouvoir effectuer les calculs dans l'ordre induit par 1'énoncé (ce
n'est toutefois pas toujours le cas, ainsi quand b > a, certains éleves
inversent l'ordre des calculs, ce qui les conduit A assumer une surcharge
de travail en mémoire).
- Revient a limiter le cofit en mémoire (mémorisation de n, n', a, b, et de
leur signe).
Toutefois les valeurs de n, a et b peuvent intervenir sur la difficulté des
calculs a effectuer, ainsi :
38-5+3
est plus facile que :
32-5+3
ou que :
52-27+ 28

- Dans le cas d'une procédure de type T, l'effort du sujet ne porte pas  sur
les mémes choses. 11 doit :
* mémoriser plus longtemps 1'état initial n
* évaluer !a-b! et en déterminer le signe
* retraduire cette nouvelle transfomation en opération et effectuer le
calcul :
n+(a-b)=n'etinscrire ce résultat.
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Cette procédure peut simplifier les calculs ainsi :
52+(28-27)=80-27=53

peut devenir

524(28-27)=52+1=153

toutefois elle impose un effort de mémorisation et parfois nécessite pour
certains €leves des inversions d'ordre par rapport 4 1'énoncé (ainsi -27 + 28 est
plus difficile que 28 - 27).

Nous nous sommes donc attachés a :
- repérer en fonction des données n, a et b et de la familiarisation avec le
probléme, les procédures de résolution des éléves:
- repérer en fonction des procédures, les performances de réussite:
- comparer suivant les niveaux de classe, procédures et résultats :
- évaluer I'évolution de ces procédures et performances en fonction des
données numériques, du degré de familiarisation avec le probléme, du
contexte proposé et des niveaux scolaires.
- évaluer I'impact des prises de décision du maitre notamment en  ce
qui concerne l'explicitation des procédures et leur institutionnalisation.

4) Présentation de la succession des activités portant sur le jeu de l'autobus
dans les différentes classes testées,

Nous présentons ici le déroulement des activités portant sur le jeu de 'autobus
dans une classe de CE1, deux classes de CE2, une classe de CM1 et une classe
de CM2.

Le déroulement n'a pas été le méme dans chaque classe, il différe notamment
sur :

- le choix des données numériques,

- le rythme des activités,

- les prises de décision du maitre,

- les"habillages"” proposés.

Les différents contextes proposés seront notés ainsi

- Le probléme initial est le suivant :

PI: "Dans un autobus il y a n voyageurs, @ un arrét, il en

monte a et il en descend b, combien y a-t-il de voyageurs quand le
bus repart ?”

- Nous distinguons d'autres énoncés présentant quelques
différences avec le précédant :

PI' : méme texte avec inversion des termes "monte" et "descend"
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PI1 : “dans un autobus il y a n voyageurs, a un arrét, il en monte a
et il en descend b, y-a-t-il moins, autant, plus de voyageurs quand
le bus repart 7"
PI'l : méme texte que PI1 avec inversion des termes "monte" et
"descend".
PI2 : méme texte que PI1 avec en plus la question: "combien
y en a-t-il en plus ou en moins?".
PI'2 : méme texte que PI'l avec la question précédente en sus.
- L'habillage est parfois différent mais se raméne au méme
probléme :
Variante 1 : (V1) jeu de billes avec pertes et gains.
Variante 2 : (V2) dans un train... (au lieu d'un autobus).
Variante 3 : (V3) un enfant avance de a pas et recule de b pas...

Cet habillage sera reprécisé lors de la description des séances. Nous allons
essayer do montrer comment ces différents facteurs sont intervenus sur la
réussite des éleves.

a) Classe de CE1

Dans cette classe, la progression adoptée visait a faire évoluer les procédures
des éleves étape par étape, les activités se découpent en plusieurs phases :
1. présentation du jeu avec le contexte PI ou PI' avec
a < 10 et b < 10, explicitation et comparaison des procédures.
2. présentation du jeu avec les mémes contextes mais 10 <a <20 et
10 < b < 20.
3. devant I'echec massif des éléves le maitre décide alors :
. de présenter le jeu avec le contexte PI1 (ou PI'l)
. puis avec le contexte PI2 (ou PI'2)
. et enfin de rependre la présentation 3

b) Classe de CE2 de Moulins :

Nous distinguerons les phases suivantes :
1. présentation du jeu avec contexte PI ou PI'eta < 10, b < 10,
explicitation et comparaison des procédures (fevrier).
2. présentation du jeu avec les mémes contextes (avril, mai, juin), mais
10<a<20et 10 <b< 20
Explicitation et comparaison des procédures : introduction par le
maitre d'une notation fontionnelle pour décrire les procédures de type
T et utilisation de la décomposition (de a ou de b) additive, (exemple si
a=14etb=19alors 19 =14 + 3).

¢) Classe de CE2 de Melun
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Dans cette classe la maitresse ne suivra pas le méme rythme, notamment
l'augmentation en valeur absolue des terme a et b viendra plus tard, de plus
elle n'insistera pas autant sur l'explicitation et le codage des procédures de type
T, nous distinguerons les phases suivantes :

- présentation _du jeu avec le contexte Pl et PI', 0 <a < 10, et 0 < b< 10,
explicitation, comparaison des procédures (2 séances en février).

- idem avec 0 < a < 10 0 < b < 10 mais avec n situé entre 100 et 200 ou
700 et 800, (2 séances en février mars, variante 2). Un travail a été
effectué en mathématiques sur les opérateurs et leur composition, reprise
de ci-dessous (1 séance en mars).

- aprés une intérruption d'environ 2 mois de ce type d'activité, reprise en
juin avec un contexte différent (variante 3), avec 100 < a < 200 et
100 < b < 200 (ou 30 < a < 40 et 30 < b < 40). Recours au méme pour
expliciter les procédures du type T, puis retour au jeu de l'autobus
(habillage PI ou PI') avec 10 < a, 10 < b mais ja-bl < 10.

d) Classe de CM1 de Paris :

Dans cette clase, il y a eu 6 séances sur le jeu de 1'autobus se déroulant entre le
29/4/86 et le 3/4/86, l'habillage utilisé était PI, PI' ou la variante VI (jeu de
bille). La succession des activités est sensiblement la méme que celle menée
dans le CE2 de Moulins.

e) classe de CM?2 de Moulins :

Présentation du jeu avec 40 <a < 50, 10 < a, 10 < b, la-bf < 10 (2 séances).

5) Analyse des procédures et performances des éléves.suivant les niveaux de
classes testées

S5-a) Analyse des procédures et performances des éleves. par classe, dans le cas
ou les variables appartiennent au domaine D1

5-a-1) analyse des résultats par classe

Nous distinguerons pour les classes de CE2 et CM1, deux types de problémes :
- les jeux dont les calculs ne font pas intervenir un passage a la dizaine
(exemple : 24 + 5 - 3).
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- Les jeux ou intervient un passage a la dizaine (signalés dans les tableaux
ci-dessous par une astérisque (ex. 53 + 7 - 3).

Tableau n° 1 : résultats de la classe de CE2 de Moulins

jeu
bonnes jeun®l|jeun®2|jeun®3{jeun®4 |jeun®S5| jeun®6 |jeun®7
réponses *) *) *) (*)
4 bonnes
réponses 7 8 12 4 7 8 13
(nb d'éle.)
3 3 3 4 5 2 4 3
2 2 3 2 5 4 3 1
1 1 2 - 2 3 2 -
0 4 1 - 1 1 1 1
éléves
présents 17 17 18 17 17 18 18
(nombre)
% de bon-
nes
réponses
surlen- | 61% | 72% | 8% | 63% | 66% | 72% | 77 %
sembie de
la classe
par jeu
Tableau n° 2 : résultats de la classe de CE2 de Melun
jeu jeun®?2 jeun®3 jeun® 4
bonnes réponses (*3 (*)
4 bonnes réponses 5 0 12 3
3 4 5 5 7
2 5 6 3 5
1 4 4 1 4
0 2 5 2 4
éleves présents
(nombre) 20 20 23 23
pourcentage de bonnes
réponses sur I'ensemble 58 % 40 % 76 % 51 %
de la classe par jeu |
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Tableau n® 3 : résultats de la classe de CM1

jeu| jeun®l jeun®2 | jeun®3
bonnes réponses (*)
4 5 5 4
3 6 4 6
2 3 5 8
1 2 1 1
0 - 1 1
éleves présents 16 16 20
% de réussite 71 % 68 % 64 %

(*) signifie l'existence "d'un passage a la dizaine" (exemple 24 + 8 - 3)

D'apres ces trois tableaux, nous constatons que :

- dans les trois classes, les exercices faisant intervenir un passage a la
dizaine sont au moins bien réussis que les autres (c'est moins net en CM1
toutefois).

- Que la familiarisation avec le jeu joue un rdle important (classes de
CE2.

- Qu'il y a peu de différence a ce stade entre CE2 et CM1.

Les erreurs relevées dans les classes sont de plusieurs types :

- prise en compte que d'une seule transformation (personnes qui monte),
cette erreur disparait avec une plus grande familiarisation avec le jeu,

- prise en compte d'un seul type de transformation (addition a n de a et
de b), cette erreur disparait également au cours des séances,

- erreur d'addition ou de soustraction,

- persistance du dernier facteur intervenant dans les calculs
ex:25-2=23et23+3 =26aulieude 25-2=23et23 + 35 =28 pour
le calcul de 25 - 2 + 5).

5-a-2) Analyse des procédures des élcves

Dans chaque classe, le maitre s'attachait a faire expliciter et comparer quand
c'était possible, les procédures de calcul utilisées par les éleves.

Dans les trois classes, au premier jeu, tous les éieves utilisent des procédures
de type E.

- Dans la classe de CE2 de Moulins au 2e jeu, 2 éleves remarquent "que 5
personnes qui montent et 3 qui descendent cela revient a en faire monter 2" ,
mais ces éléves hésitent a passer au bilan lors des calculs; dans la suite des jeux,
trois éleves utiliseront systématiquement une procédure de type T et
obtiendront toujours une bonne réponse; malgré l'explicitation de ces
procédures, les autres éléves n'évolueront pas.
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- Dans la classe de CE2 de Melun, le résultat est identique (seuls 2 éleves
utilisent des procédures de type T).

- Dans la classe de CM1, a la fin de jeu n"2, la maitresse propose de résoudre
collectivement un jeu (36+6-6, quatre éléves proposent le résultat 36 car "6
personnes montant et 6 descendant, cela s'annule” . A la 3éme série (jeu n"3) 7
éleves sur 20 utlilisent des procédures de type T, les autres restant a des
procédures de type E.

Ainsi nous constatons que dans les trois classes, la facilité a effectuer
mentalement les 2 opérations n + a =n' et n' - b = n" favorise un emploi des
procédures E.

5-a-3) Le cas particulier de la classe de CE1 :

Les enfants font les deux opérations a la suite l'une de l'autre (procédures E)
mais certains ne savent que faire des voyageurs qui descendent : ils ajoutent a a
n mais ne tiennent pas compte de b . Il faut préciser que l'étude de la
soustraction vien juste de débuter; cela peut expliquer pourquoi certains
enfants ont du mal i traduire numériquement le nombre de voyageurs qui
descendent . Lors des explicitations des procédures et a la demande du maitre
il semble acquis pour la classe que si b = a, "¢a revient au méme”. De méme
certains éléves semblent compendre que si a =3 et b = 2, "¢a fait un de plus”.
Mais en aucun cas cela ne se traduit par une évaluation de la transformation au
cours du calcul.

5-b) Analyse des procédures et des performances des éléves dans le cas ou les
données appartiennent au domaine D?2.

Cela ne concerne que la classe de CE2 de Melun, 3 séances sont consacrées au
jeu de l'autobus (plus exactement ici au jeu du train) avec n compris entre 100
et 200 dans la premiére séance et entre 700 et 800 dans la seconde.

A la premiére séance, 4 exercices font intervenir un calcul sans passage a la
dizaine et 4 exercices font intervenir un passage a la dizaine : la premére série
n'est réussie qu'a 68 % (contre 75 % a la séance précédente) par contre la
seconde série est réussie a 64 % (contre 51 % a la séance précédente).

A la seconde séance, la maitresse proposent les mémes types d'exercices, dans
le méme ordre. La premiére série est réussie a 71 %, la deuxiéme a 30 %.

A la 3&¢me séance (reprise avec 100< n <200 ) les réussites sont respectivement
de 83 % et 50 %.

Nous constatons :

- que l'augmentation seule de n fait chuter, au moins dans un premier temps,
les performances des éleves,

- que les erreurs sont du méme type que celles enregistrement en 5-a avec
toutefois un accroissement des erreurs de calcul dues 2 la taille du facteur n,
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- que cette augmentation de n ne fait pas évoluer les procédures, 4 éleves
utilisent des procédures de type T et un enfant hésite entre T et E.

Entre la 2éme et 3&8me séance, la maitresse a travaillé avec les éléves sur la
notion d'opérateur et sur la composition d'opérateurs, cela n'a pas d'influence
sur I'évolution des procédures en calcul mental.

5-¢) Analyse des procédures et des performances des éleves dans le cas ou les
données appartiennent au domaine D3,

Le domaine de variation des données est donc a >10 b >10 {a-b|<10

5-c-1) Le CM2 de Moulins (22 éléves)

Procédures observées : au cours du premier jeu, quelques éléves seulement
travaillent directement sur les transformations mais lors de l'explicitation des
des procédures , cette méthode est mise en évidence et reconnue par I'ensemble
de la classe comme étant plus rapide. Elle est ensuite adoptée par tous.

Tableau n”4 : quelques effectifs :

N total % de
1091 87|615(4]13|12]1]|0]| élkves | bonnes
jeu réponses
premier jeu |2 [ S| 314f3[1 1) -0-1- 22 68 %
deuxiémejeu{ 3| 3| S{6 |t {1 f{1i1]1]-|- 22 72%

- Néanmoins , environ un quart de la classe a de mauvais résultats (note < 3).
Ce sont des éléves qui par ailleurs ont des difficultés en mathématiques.

Exemple de jeu proposé :

[45] - 18 +21 [46] - 23 + 26
[48] -24 + 22 (491 +24-29

5-c-2) La classe de CM1 de Paris :

Tableau n° 5 ; performances des éléves de CM1
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jeu jeun®1 jeun®?2 jeun®3
bonnes réponses (3 exercices) (4 exercices) (5 exercices)
5
(nbre d'él¢ves) - - 4
4 - 2 5
3 9 3 2
2 3 5 1
1 4 6 2
0 3 3 3
Total des éléves 19 19 17
présents
% de bonnes
réponses 64 % 58 % 59 %

Le passage au domaine D3 s'est fait dans cette classe lors d'un cinquieme
exercice de la troisiéme séance (déja décrite) , 10 éléves emploient une
procédure de type T au lieu de 7 a I'éxercice précédent (domaine D1).

Nous relevons 11 bonnes réponses sur 17.

Lors des explications du jeu n”1, la maitresse insiste sur les procédures du type
T, cela conduit 14 éléves a 'employer, ce nombre diminue lors du jeu n°2 car
n est alors choisi supérieur a 100. Au jeu n°3, pour n > 100, la quasi totalité
des éleéves emploient des procédures de type T, avec plus ou moins de succes.

5-¢-3) Le CE2 de Moulins

Dans cette deuxiéme étape (passage de D1 a D3), pour éviter les calculs, les
enfants devraient donc étre amenés a travailler directement sur les
tranformations.

Lors de la correction de l'exercice, cette nouvelle procédure est explicité par
le maitre qui utilise une notation fonctionnelle ;

Exemple : 38 voyageurs au départ : a=10 b=17

En décomposant 17 en 10+7, le maitre explique que cela revient” a4 faire
descendre 7 passagers” (puisque lorsque a=10 et b=10, cela "revient a ne rien

faire”).
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Cette procédure est reprise sur d'autres exemples, toujours avec le souci de
voir "d quoi ¢a revient”.

- Si a=b, le bilan ne semble pas poser de probleme aux enfants : "¢a revient d
ne rien faire".

-Sia=Db, par exemple b > a : on décompose ben (b -a) + a

Ex :a=14 b=-19

+14 -19
--------- > IR

-14-5

[54]  smmmmmmemmmmmmee e > [49]
+14 - 14 -5
--------------- p- S
(Bilan nul)
_______________________________ >
-5

“ca revient d faire descendre 5 voyageurs”

Remarques : la formulation elle méme est difficile :

- "est-ce-qu'il est monté plus de voyageurs qu'il n'en est descendu ?”

- "il descend des voyageurs en plus" se traduit par une soustraction,

de méme : "il descend les voyageurs en moins" se traduit par une addition.
Le jeu suivant porte donc sur le domaine D3

Voici les exercices propsés :

[38] - 17+ 10
[63] +18 - 14
[54] + 14 - 19
[49] - 13 + 18

Les résultats de ce jeu sont :

tableau n 6 : classe de CE2 de Moulins

Bonnes 4 3 2 1 0 | % de bonnes
1éponses réponses
Effectifs 4 5 4 3 1 62%

- Si on compare ce tableau avec le tableau n”1, on note qu'il y a plus d'erreurs:
cela s'explique par le fait que les enfants calculent directement et que ces
calculs sont plus difficiles. (procédures de type E mojoritaires).

- 11 parait intéressant de comparer ces résultats avec ceux obtenus apres
explicitation par le maitre de la transformation :
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Tableau n~7 donnant 1'évolution du nombre d'erreurs avant l'explicitation par

le_maitre de la transformation / apres.

2&éme
jeu
ler O I 2 3 4
jeu
0 2 - - 2 -
1 3 1 1 1 -
2 - - 3 1 .
3 1 1 1 - -
0 - - - - 1

On peut faire les remarques suivantes :

- Pour 6 él¢ves, le nombre d'erreurs est stable,

- 6 éléves progressent, notammment un qui de 3 erreurs passe a 4 réponses
justes.

- 5 éleves régressent, notamment 2 qui passent d'un nombre d'erreurs nui a 3
erreurs.

Dans un premier temps, le passage par le calcul des transformations ne semble
donc pas étre un facteur de progrés pour les éleves, alors qu'il devrait, en
principe, simplifier les calculs.

Par la suite, plusieurs jeux sont proposés - les valeurs de a et b sont en général
comprises entre 10 et 20 - Le nombre de voyageurs au départ est toujours

inférieur a 100.

exemple :

Avant dernier jeu : Dernier jeu :
[48] +15 -12 [69] - 14 +20
[577 -17 +13 [49] + 18 - 23
[39] -14 +19 [57] - 19 + 14
(511 +17 -21 (63] +21-17

Tableau n~ 8 : Evolution des résultats et des procédures

jeu du
18/03 22/03 25/03 6/05 16/05

% de bonnes
réponses 56 % 50 % 65 % 1% | 76
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Remarque : II n'y a pas eu de séances au mois d'avril, a cause des vacances de
printemps. Une séance de "rappel” a eu lieu avant le 6/05 pour remettre le jeu
en mémoire.
On observe un net progrés dans l'évolution du pourcentage de bonnes
réponses. Cette progression des résultats peut s'expliquer :
- d'une part, par un certain apprentissage des enfants qui se fait au cours des
divers exercices proposés.
- d'autre part, par un changement de procédure et en particulier par un
recours a un calcul direct sur les transformations. En effet, au début, seuls 3
ou 4 éleves (les meilleurs) évaluaient directement les transformations. Ce
nombre n'a cessé de croitre au cours des séances suivantes, surtout apres
explicitation par le maitre de cette procédure. Pour savoir exactement qui
travaille directement sur les transformations, nous avons demandé aux enfants
d'expliciter par écrit leurs procédures (ce qui change un peu le jeu, mais
permet d'avoir une évaluation précise pour chaque éleve).
Pour le jeu du 6/05, 10 éleves(sur 18) travaillent directement sur les
transformations. Les autres effectuent les calculs dans l'ordre proposé par
I'énoncé, parfois en décomposant les nombres :
ex : "1l monte 15 voyageurs. Il en descend 12" est traduit par :
"+ 10+5-10-2"
Il faut noter que pour 3 éléves, on ne peut rien dire car la procédure n'est pas
explicitée.
Pour le jeu du 16/05, il y a maintenant 15 éleves qui travaillent directement
sur les transformations :
La plupart explicitent leurs calculs en réutilisant les notations du maitre :
exemple : "Il monte 20 voyageurs; il en descend 14" est traduit par :

+20 -14 = +6

--------- > > e
mais certains ne précisent par le signe :
-19 +14 = 5
--------- > > >

ce qui est a l'origine de quelques erreurs.

Unéleve écrit: "/4et20=6."

Lors de ce demnier jeu, 1 seul éléve ne compose pas, il décompose les
nombres :

+20-10-4

Un éléve cherche le complément du plus petit nombre au plus grand, "/4 pour
arriver a 20 = 6", elle traduit ensuite par une addition ou une soustraction.
Tous ses résultats sont justes.

Un éleve (toujours le méme) ne fait rien .

5-c-4) Le CE2 de Melun
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Dans cette classe le jeu de l'autobus avec un habillage différent a €té€ repris au
mois de juin (dans un premier temps sous une forme identique) puis en
stmulant le"jeu de la grand mére”: (séance du 9/ 6/86)
Enoncé : “ma grand mére me dit d’avancer de n pas puis de reculer de b pas,
Je suis a la position de départ n, ou suis-je aprés avoir bougé ? "
Les enfants miment dans la cour les mouvements sur des petits nombres puis
résolvent le probléme par écrit (voir annexe 1) puis par oral. Dans chaque cas
ils devaient expliciter leurs procédures.
Cette activité a permis un trés net "déblocage” de la situation. Une autre séance
a é1é faite le 2/6/86 sur le jeu de l'autobus avec des nombres plus grands, a
savoir :

133 +123 - 131 = 131

147 - 132 + 145 = 134

152 -139 + 133 = 146

165+44 -33 =176
142+ 26- 37 =131

Aprés explicitation des procédures,les éleves, sauf Eric, se mettent d'accord
sur la nécessité de composer. Notons toutefois des échecs importants dans les
calculs.
La maitresse décide de changer l'habillage du probléme (avancer de n pas,
reculer ensuite), un mime de l'activité est fait puis des polycopiés sont
distribués .

Voici les résultats. Voir le tableau n™9 : jeu de la grand-meére

Nous constatons que la classe rejoint les résultats de la classe de CE2 de
Moulins. En effet :

3 éléves seulement ne composent pas les transformations,

4 éleves ont toutes leurs réponses justes,

5 éléves font moins de 3 erreurs sur 24 calculs,

les 3/4 des éléves ont plus de la moitié de bonnes réponses,

un seul éleve refuse de faire l'activité (Eric : €leéve trés perturbé a ce

moment !)
Nous constatons que la taille des facteurs a et b est déterminante pour le
passage des procédures E a T. D'autre part un autre type d'habillage du
probléme et un retour a 1'écrit (voire au mime) a été dans cette classe
nécessaire pour un progres généralisé des éleves.

Nous constatons que les éléves en difficulté sur cette épreuve sont trés
largement dans les niveaux E et D (ce sont ceux qui composent le moins ! )
L'activité a été reprise mentalement, les résultats et stratégies different trés
peu.
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Nous constatons donc :

- que le recours au mime avec | habillage s'y prétant (avance, recule) a été
nécessaire pour faire progresser les procédures.

-que les variables didactiques (taille des nombres) ont été décisives pour
“imposer” les stratégies de composition.

-que ces deux facteurs ont permis aux éleéves de se comprendre entre eux, les
éléves "composant”, grace a un support mimique se sont fait comprendre des
autres et les ont convaincu que leur méthode est plus siire et plus économique.

5-¢-5) Comparaison de ces classes

La progression suivie par les maitres respectifs de ces deux classes different :
- sur le moment ol sont introduites des valeurs de a et b appartenant au
domaine D3

- sur l'insistance mise sur la nécessité d'utiliser les procédures de type T et
l'apport d'un codagede cette transformation , s'appuyant selon les cas sur une
décomposition additive des nombres.

Dans les deux cas, les éleves de CE2, dans leur ensemble, utilisent finalement
la procédure T. Toutefois l'institutionnalisation plus rapide, jointe a
I'utilisation du domaine D3, permet aux éleves de Moulins de progresser plus
vite, et évite le recours au mime effectué par la maitresse de Melun.

Notons qu'une progression identique adoptée au CMI1 permet d'obtenir le
méme résultat . Enfin notons que les éleves de CM2 adoptent plus rapidement
que les autres ce type de procédure.

Il nous reste & tempérer le rdle jouer par la "taille” des variables intervenant
dans ce jeu, en étudiant ce qui s'est passé€ dans la classe de CE1

5-¢-6) étude de la classe de CE1 (de Moulins)

- Pour tenter d'amener les enfants a travailler directement sur les
transformations, nous choisissons comme dans les autres classes des valeurs de
a et b "plus grandes" (10 < a <20 ; 10 <b < 20) et assez proches. Mais, alors
qu'au CE2 cette démarche a permis de faire évoluer les procédures, au CEl,
c'est la déroute....

Le jeu de l'autobus, tel qu'll est présenté, s'avere trop difficile. Pour faire
évoluer les procédures il est nécessaire de prévoir plusieurs étapes :

1 - Demander seulement aux enfants s'il y a moins, autant, ou plus de

voyageurs quand le bus repart.
2 - Demander s'il y a autant, plus ou moins de voyageurs et combien en plus

ou en moins.
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3 - Demander le nombre de voyageurs quand le bus repart.

- La lére étape n'est pas franchie aussi facilement qu'on aurait pu le croire. Il
y a confusion entre plus et moins, et méme avec autant. Les enfants ont du mal
a faire le bilan quand il est négatif.

Lors du ler exercice proposé, 3 enfants seulement (sur 8) ne font pas
d'erreurs.

Lors du 2&me exercice , on n'observe plus que deux confusions (plus/moins et
plus/autant).

-La 2&me étape pose aussi probléme, surtout lorsque le bilan est négatif ;
mais aprés plusieurs essais, les résultats sont corrects ; on n'observe plus
qu'une seule ereur (-3 au lieu de +3)

- Lors de la 3¢me étape, les difficultés s'accumulent. Il faut accomplir 3 taches
successives :

- Evaluer s'il y a moins, autant ou plus de voyageurs,

- évaluer combien de voyageurs en plus ou en moins,

- donner le nombre de voyageurs quand le bus repart.

Cette multiplicité des tdches est source de nouvelles difficultés chez les éleves.
Alors que les étapes 1 et 2 semblaient franchies, on retrouve de nouveau les
mémes erreurs :

- confusion de plus et de moins,

- erreur dans 1'évaluation de 1'écart (en valeur absolue)

- erreur sur le nombre de voyageurs quand le bus repart (alors que la
transformation est bien évaluée)

exemple de jeu proposé :

i5 + 20 -18
26 + 17 +12
22 + 19 -19
37 + 17 - 18
43 + 16 - 19

En découpant les tiches et en y consacrant un certain temps, on peut amener
des éléves de CE1 a travailler directement sur les transformations. Quand il y
a une seule tiche a accomplir, elle est relativement bien réussie. Mais il suffit
de les multiplier pour provoquer une chute des résultats et une réapparition
des erreurs.

Dans I'ensemble, les résultats obtenus au cours de cette expérience sont tout
de méme irréguliers. Il aurait fallu plus de temps pour juger des acquis
effectifs des éleves.
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6) Etude des procédures et perfomances des éleves en fonction de I'évaluation
de leurs connaissances en mathématiques.

6-a) classe de CE1

Nous avons fait la moyenne sur 20 des notes obtenues aux 3 derniers jeux
proposés :

Tableau n° 10 : moyenne sur 20 des notes obtenues
4 groupes de niveau :

TS : niveau trés satisfaisant

S : niveau satisfaisant

P : niveau passable (résultats irréguliers)
D : éléve en difficulté

N <10 10 Ng12 N>12 Total
TS - 1 - 1
S - 2 2 4
P 1 1 - 2
D - 1 - 1
Total 1 5 2 8

On peut faire les remarques suivantes :
- ce n'est pas I'éleve jugé le meilleur qui obtient les meilleurs résultats,
- pour des enfants jugés irréguliers, les performances peuvent €tre trés
différentes :
* I'une fournit trés peu de réponses. C'est une éleve lente, qui par ailleurs
s'exprime difficilement.
* |'autre obtient d'assez bons résultats (12/20)
- les résultats de I'éleve dite en difficulté sont & considérer avec des réserves,
en effet, cette éléve regardait un peu trop souvent sur ses voisins....

6 - b) classe de CE2 de Moulins

Nous avons fait 4 groupes de niveau :

groupe 1 : les "forts” (5 éleves)

groupe 2 : les "moyens assez forts" (8 éléves)
groupe 3 : les "moyens plutdt faibles” (3 éléves)
groupe 4 : les éleves en difficulté (2éleves).
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Pour les résultats au jeu de l'autobus, nous avons fait la somme des bonnes
réponses fournies lors des 5 derniéres séances, ce qui donne une note sur 20,
notée N.

Nous avons alors fait 3 catégories de notes :

Tableau n°11 : tri croisé des résultats par rapport au classement d'ensemble de
la classe

N <10 10 Ngl12 N>12 Total
TS - 1 - 1
S - 2 2 '
P 1 1 - 2
D - 1 - 1
Total 1 5 2 8

On peut faire les commentaires suivants :
- Dans l'ensemble, les résultats sont assez bons puisque 15 éléves (sur 18)
obtiennent une note supérieure a 10 ; plus précisément, 13 éleéves obtiennent
une note supérieure a 13.
- En ce qui concerne la répartition dans les différents groupes, il n'y a pas de
grosse surprise :
* Les éléves du groupe 1 ont une note supérieure a 15 sauf un qui a 14.
* Les éleves du groupe 2 ont une note entre 10 et 15, sauf un éleéve, plus
faible qui n'obtient que 6.
* Pour les éleves du groupe 3, il faut noter 'assez bonne performance de
2 d'entre elles, qui obtiennent 12.
* Parmi les 2 €léves du groupe 4 : 'un obtient 0. L'autre fait une bonne
performance. Il faut noter que cet éléve est classé dans le groupe 4
surtout a cause de ses mauvais résultats en francais.
* Si on regarde les procédures utilisées, on remarque que l'éleve du
groupe 2 qui n'obtient que 6 est justemment celui qui ne travaille pas
directement sur les transformations.
Les 2 autres éleves qui ont une note inférieure a 10 essaient d'évaluer la
transformation, mais se trompent dans le signe. Cette erreur se retrouve
chez 2 éleves du groupe 2.
- Enfin, il faut noter la tr¢s bonne performance de 3 éléves qui ont travaillé
des le début sur les transformations et qui obtiennent ici 19, 20, 19. Ce sont 3
éleves du groupe 1.

6-¢) Classe de CE2 de Melun.

(voir Annexe 2).
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A la 1ere séance du jeu, seuls les éléves de niveau A sont au dessus du résultat
moyen de la classe. Notons toutefois la bonne performance de Philippe et
Daniel (respectivement de niveau D et E).

A la 2éme séance, deux éléves (Jean-Rémi, niveau C et Guillaume, niveau A)
utilisent des compositions de transformations. A cette séance le groupe B
semble "décoller” et se rapprocher du groupe A, il en est de méme pour le
groupe C. Par contre les groupes D et E restent loin derriere (sauf Gérard).
Aux 3éme et 4éme séances 1'écart s'accroit d'une part entre le groupe A et les
autres, d'autre part entre les groupes B et C et les groupes D et E. Notons que
les éléves utilisant des procédure T se répartissent ainsi :

- niveau A : 2
-niveau B : 1
- niveau C : 1

Par la suite, 'analyse du tableau n~ 9 montre que les éléves qui restent en
difficulté sont dans les groupes D et E (niveau de réussite comme niveau des
procédures).

6 - d) Classe de CM1 de Paris

Tableau n_ 12 : performances des éléves par niveau (sur l'ensemble des

activités).

% de réussites| 0%-25% |26%-30%{51%-75%| 76-100% total par
Niveau niveau
A - - 1 3 4
B - - 1 3 4
C - 1 1 1 3
D 1 2 4 0 7
E - 1 0 1 2
Total des éléves 1 4 7 8 20

Ce tableau montre que les éléves de niveaux A et B réussissent (en moyenne)
mieux que les autres éléves (niveau D et C), notons toutefois la bonne
performance de Davy (éleéve de niveau E) qui obtient 77 % de réussite sur
I'ensemble des activités,

6- e) conclusion

Nous constatons que les performances enregistrées a ce jen sont conformes
dans l'ensemble aux performances enregistrées en général, en mathématiques.
Notons toutefois que certains éléves en grande difficulté habituellement
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peuvent obtenir ici de bons résultats (cf Davy en CMI), la faiblesse des
effectifs ne permet toutefois pas de généraliser ces résultats.

7) Conclusions portant sur le jeu de l'autobus

7-a) analyse des procédures

* Quand les nombres a et b sont compris entre 0 et 9, les enfants effectuent
mentalement les opérations l'une a la suite de l'autre dans l'ordre proposé.
Seuls, quelques éleves (en général les meilleurs) composent de fagon
systématique les opérateurs.

Les données de départ n'imposant pas une composition des transformations, la
grande majorité des éléves n'en voit pas la nécessité et n'en tient pas compte,
méme apres explicitation.

* Quand les nombres a et b sont plus grands (avec }a - b] relativement petit),
nous avons constaté que la procédure utilisant la composition des
transformations se diffuse et est adoptée par la quasi totalité des éleves.

Ceux qui n'utilisent pas cette procédure sont des éléves tres faibles.

* 11 faut toutefois noter que les observations précédentes ne sont pas vérifiées
au CEl . La composition des transformations, a ce niveau, reste difficile, il
semble souhaitable d'adopter une progresion permettant de faire franchir les
étapes une par une par les éleéves (voir analyse du CE1) et de disposer de temps
pour le faire.

7-b) analyse des résultats

- Lors de la lére phase (domaine D1 : a et b inférieurs & 10) nous constatons
que les exercices sont mieux réussis :

- quand il n'y a pas de passage a la dizaine,

- quand l'ordre des opérateurs est +, -,

- quand le nombre a est le plus grand,

- quand le nombre n est petit.
- Les éleves de bon niveau réussissent nettement mieux que les autres.
- Lors de la 2¢me phase (domaine D 3 ), nous constatons au début, un
fléchissement des réussites. Au fur et & mesure des séquences, le pourcentage
de réussite s'améliore pour se stabiliser, par exemple en CE2, CM, aux
environs de 60 %.
Le choix des données (valeurs de a et de b) et m&me l'explicitation collective
des procédures utilisées par les éléves ne suffisent pas a faire évoluer
I'ensemble de la classe. Une institutionnalisation des savoir-faire est nécessaire
pour que la majorité des éléves adopte les procédures les plus performantes.
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Celle-ci doit toutefois étre précédée par des phases de recherche et de
familiarisation avec le probléme.

7-¢) relevé des erreurs les plus fréquentes

Nous avons observé au départ (principalement dans une des classes) une
difficulté a traduire le probléme numériquement. Les erreurs proviennent
principalement :

- d'une difficulté 2 mémoriser toutes les données,

- d'une difficulté a évaluer le "signe" de l'opérateur composé (alors que 1'écart
est souvent correctement évalué); cette difficulté est renforcée lorsque le signe
de l'opérateur composé est - , ou lorsque le nombre de voyageurs qui
descendent est donné en premier,

- d'un manque de temps.

7-d) Les performances enregistrées par les éléves a ce type d'activités sont

semblables 3 celles enregistrées, en général, en mathématiques.

7-e) Le calcul mental permet aux éléves de progresser dans cette activité

En effet, par écrit, la technique est suffisamment performante pour ne pas
justifier un changement de procédures.
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B) AUTRES ACTIVITES ADDITIVES

1) Introduction

Deux types d'activités sont ici décrites :
1. Compter, Décompter de n en n.
2. Additions orales.

Pour chaque type d'activités, nous proposons une comparaison selon les
différents niveaux de 1'école élémentaire {(du CP au CM2).

Cette comparaison porte :

- sur les procédures utilisées par les éleves du CP au CM2

- sur les résultats et les erreurs observés.

2) Activités proposées aux différents niveaux

2-a) Activités proposées au CP

-Compterde lenl,de2en?2
- Décompter de 1 en 1.

- Autres activités :
- Activités concernant la suite des nombres : un nombre étant donné,
trouver celui qui vient juste avant, juste apres, juste avant terminé par un
certain chiffre (en particulier par 0).
- Activités concernant des écritures additives, il s'agit en particulier de :
- Rechercher des compléments a 10 :
ex : compléter 6 + 2 +.=10
- Entourer ce qui fait 10 dans une écriture additive :
ex: 6+1+4+2
- Décomposer un nombre en une somme de 3 termes :
ex :8=.+.+.
- Comparer des écritures additives.

2-b) Activités proposées au CE1

- Compterde nenn:n=23479,10,11.
- Décompter de nenn : n = 1,2,3,4,10.
- Jeu de la grenouille.
- Exercices de calcul rapide :
- Trouver le complément & 10 ou 2 la dizaine supérieure : ex 36 + . = 40
- Ajouter 10 ou un nombre entier de dizaines, par exemple :
37+ 10 =.
43 +. =63
- Trouver le plus rapidement possible le résultat d'une addition a
plusieurs termes :
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ex :23+15+4+3+5
- Dans une somme, décomposer l'un des nombres en nombre entier de
dizaines et d'unités
ex : 27+ 16 =37+,
- Décomposer l'un des nombres pour aller a la dizaine supérieure :
ex :27+16=30+.
- Additions mentales.

2-¢) Activités proposées au CE2

- Compter de nenn : 3,4,8,9,12,14,17,18.

- Décompter de nenn : 3,4,9,10,12,14,17,18.
- Calcul rapide (voir CEl).

- Additions orales.

2-d) Activités proposées au CM. (voir CE1)

- Compter, décompter de n en navec n =7,9,11,12,15,17.
- Additions mentales.

2-e} Méthode de travail

Pour l'exercice compter, décompter de n en n, il s'agit :

- soit d'un travail individuel sur fiche : le premier nombre est écrit sur la
fiche, A partir de ce nombre, I'éléve doit compter ou décompter de n en n.

- soit d'un travail collectif oral : le maitre intérroge les éleéves a tour de role,
dans un ordre quelconque. Un secrétaire note les résultats. On ne s'arréte pas
s'il y a une erreur.

Si le travail individuel sur fiche permet une évaluation plus précise des
performances de chacun, il risque d'étre un obstacle au développement de
stratégies de calcul mental. En effet, quand ils écrivent les nombres, les
enfants, ayant un support écrit, ont plus tendance a "poser l'opération dans la
téte" et donc a reproduire les techniques de calcul écrit, plutbt que de
rechercher de nouvelles techniques mentales. Si on veut faire apparaitre ces
derniéres, il faut donc privilégier le travail collectif oral.

3) Quelques commentaires sur les activités proposées au CP

Nous traiterons dans un paragraphe particulier les activités de comptage et
décomptage.

3-a) Activités concernant la suite des nombres
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Exemple : Un nombre étant donné, trouver celui qui vient :
- juste avant,
- juste apres,
- juste avant terminé par un certain chiffre,
- juste avant terminé par 0.

Ces exercices ne sont pas tres bien réussis. Environ la moitié des enfants font
des erreurs. Certains éleves, les plus faibles, fournissent trés peu de bonnes
réponses.

Erreurs observées dans l'exercice juste avant - juste apres :

- Erreur dans la dizaine : 29 - 20 ou bien : 19 - 10 -

cette erreur est trés fréquente.

- Enlever 1 ou ajouter 1 aux nombres de la ligne précédente : 23 - 24 - 22 -
28 - 26.

- Ecrire des nombres proches : 26 - 28 - 27

- Pour un enfant, il est vraiment difficile d'interpréter :129 - 28 -7 - 218 -
20 - 4.

- Reprise du chiffre des unités du nombre donné : 30 - 20 - 10 - 20 - 40

- autres exemples : 51 - 50 - 52 - 49 - 51 - 52

Erreurs observées dans l'exercice : "juste avant terminé par un chiffre” (0 ou
non)

- Erreur dans la dizaine : 23 - 40 - 43 - 40 (terminé par 3)

- Confusion avec juste avant,

- Confusion avec juste apres.

- Confusion avec juste aprés et terminé par 0.

Les éleves du cours préparatoire semblent donc avoir des difficultés pour
maitriser la suite des nombres, le passage des dizaines est particuliérement
révélateur.

3-b) Activités concernant des écritures additives

- Les exercices compléments a 10, compléter 6 + 2 + . = 10, Entourer ce
qui fait 10 sont bien réussis.
- Les décompositions en 3 termes :
ex: 8
4 + 4
N S
2 méthodes sont utilisées :
a) Trouver 3 nombres différents des 2 premiers.
b) Garder un nombre et décomposer le 2¢me, cette méthode est la plus
utilisée.

Dans cet exercice, plus de la moitié des éleves font des erreurs.
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- Les comparaisons d'écritures additives : le maitre peut faire varier la
difficulté selon qu'il reprend ou non les mémes termes, dans un ordre différent

ou non.
exemple : comparer 14 +4+2 et 14+5+2

Cela est bien réussi.

Les enfants calculent les sommes des 2 demiers nombres (puisque 14 est
repris) ou bien comparent les nombres 2 a 2

4) Jeu de la grenouille (au CEl)

Devant les difficultés de certains enfants pour décompter nous avons proposé
un autre exercice : le jeu de la grenouille.

Une grenouille fait des bonds en arriere de longueur constante n sur une droite
graduée.

Elle part d'un nombre a fixé. Sur quels nombres va-t-elle s'arréter ?

Il s'agit en fait d'un habillage particulier du décomptage de n en n : les enfants
procedent de la méme facon :ils énumerent (n-1) termes et écriventle
n-iéme.

Un seul éleve (le meilleur de la classe) traduit le probléme sous forme d'une
addition atrou: 0+n=a

Un autre éleve propose d'utiliser une décomposition du nombre n.

En utilisant I'énumération, cet exercice est bien réussi dans I'ensemble, la seule
erreur relevée consiste a faire avancer la grenouille au lieu de la faire reculer.

5) Compter - Décompterde nen n
5-a) Procédures utilisées au différents niveaux.

Remarquons tout d'abord que les enfants de CP et de CE1 ont souvent du mal a
expliquer comment ils ont procédé pour faire un calcul. Il a donc été parfois
difficile de connaitre précisément la procédure utilisée par chaque éleve. De
plus, certains enfants changent de procédure lors du comptage ou du
décomptage.

5-a-1) P1 : Procédure utilisant I'énumération

Elle consiste a "compter tout bas" (n-1) termes et a écrire le niéme. Elle est
souvent accompagnée d'un comptage sur les doigts. Pour les petites valeurs de
n (n = 1,2,3,4,7 et méme 9) c'est la seule procédure utilisée au CP et au CEL.
On la retrouve au CE2 et au CM1, mais elle est beaucoup plus rare et
s'observe surtout chez les éleves en difficulté. Au CM2, elle disparait
completement. On peut remarquer que pour ces niveaux, CE2 et CM, les
valeurs proposées pour n sont plus grandes, les éleves sont alors conduits 2
rechercher des procédures plus performantes.
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Au CEl, aucun éléve ne déclare ajouter n & chaque fois, comme si le
rapprochement avec l'addition n'était pas fait, cette absence de référence a
l'addition nous a d'ailleurs conduit a formuler la consigne différemment :
"ajouter n @ chaque fois & partir de .... ." au lieu de "compter de n en n a

partir de....”
De méme : "enlever n & chaque fois a partir de ....." au lieu de "décompter de

nennd partir de ....”

Quelques additions mentales sont alors apparues lors de l'explicitation des
stratégies

5-a-2) P2 : Procédures faisant intervenir des décompositions additives ou
soustractives de n ;

On peut envisager différentes décompositions de n :

- Décomposition arbitraire :

ex:164+7=(164+2)+5

- Décomposition de n pour aller 4 la dizaine supérieur (ce qui nécessite
I'emploi des compléments & 10)

ex: 164+ 7 = (164 +6) + 1

- Décomposition "décimale” de n :

ex: 164 + 12 =(164+10)+ 2

- Décomposition soustractive de n par rapport a la dizaine supérieure :
ex:9=10-1;18=20-2

5-a-3) Analyse des décompositions utilisées selon la valeur de n et les niveaux
de classe

n =2.34.8... (valeurs de n inférieures a 9).

Au CP et au CEl, les décompositions de n utilisant 'addition n'apparaissent
pas. Il semble que les décompositions additives des petits nombres (n < 10),
pourtant travaillées dés le cours préparatoire, ne soient pas reconnues par la
suite comme des outils et ne sont pas disponibles au CE1.

Au CE2, les décompositions additives de n sont encore peu utilisées (pour
n < 10), beaucoup d'éleves comptent ou décomptent sur leurs doigts
(procédure P1) ou effectuent mentalement leurs calculs & l'aide de la technique
écrite.

Toutefois, lorsque n est plus "grand” (n = 8), une bonne partie des €leves de
CE2 utilise la décomposition 8 = 10 - 2 ;

Certains éléves déclarent décomposer 8 "comme ¢a la arrange"” (pour aller 4 la
dizaine supérieure par exemple) on les trouve parmi les meilleurs.

Au CM, on a pu observer une utilisation plus grande des décompositions
additives de n pour n = 7, en effet pour décompter par 7, les éleves de CM2
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ont utilisé soit la décomposition 7 =4 + 3, soit 7 = 10 - 3. Le calcul "de téte",
qui consiste a utiliser mentalement la technique écrite n'a pas été utilisé pour
décompter par 7, alors qu'il l'avait été lors du comptage par 7. Le décomptage
oblige davantage les éléves a utiliser des décompositions additives (ou
soustractives)

n=29

Au CEl, les enfants effectuent mentalement le calcul puis, ayant écrit le début
de la suite des nombres, observent que "a chaque fois on ajoute une dizaine et

on enléve une unité " : ils appliquent donc cette régle par la suite mais il n'est
pas str que la liaison soit faite avec la décomposition 9 = 10 - 1

Au CE2, seulement la moitié des éleves utilise cette décomposition pour le
comptage de 9 en 9 : les autres utilisent soit P1 (2 éléves sur 18), soit la
technique écrite, soit une décomposition de 9 "adéquate” permettant de passer a
la dizaine supérieure :

ex:(25+5)+4 ou (B4+6)+3 (1éleve sur18).

Remarquons que ces dernieres décompositions ne sont utilisées que par un seul
¢éleve qui se trouve dans le groupe des meilleurs de la classe.

Par contre, quand il s'agit de décompter de 9 en 9, la majorité des éleves de
CE2 utilise 9 = 10 - 1, cette décomposition a été vue lors du comptage et se
trouve donc disponible.

n = 10.

Cette valeur de n n'a été proposée qu'au CEl. Les enfants remarquent, dans la
suite des nombres, que " les dizaines changent” et "les unités restent. Mais il ne
semble pas évident pour tous qu'ajouter 10 revient a ajouter 1 au chifffre des
dizaines (il en est de méme pour enlever 10).

Certains enfants (parmi les plus en difficulté) utilisent la procédure P1.

n=11.

Le cas est analogue an=9.

n>11(n=12 14, 15, 17, 18).

Ces valeurs de n n'ont été proposées qu'au CE2 et au CM.

n=12. n=14

C'est la décomposition canonique 12 = 10 + 2 ou 14 = 10 + 4 qui apparait le
plus, d'autres décompositions sont proposées par les meilleurs éléves :
ex: 23+12 = 23+7)+5 Allez a la dizaine supérieure

27+12 = (27+3)+9
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21 +14 = (20+15) et14=15-1.
Ces procédures sont jugées difficiles par les autres €leves.

n=15.17 18

La aussi, c'est la décomposition canonique 15 = 10 + 5, 17 = 10 + 7 ou
18 = 10 + 8 qui apparait le plus. Mais il faut y ajouter la décomposition
faisant intervenir la dizaine supérieure : 15 = 20 - 5, 17 = 20 - 3,
18 =20 - 2. Les autres décompositions additives ( par ex : 17 = 14 + 3) sont
trés rares et, comme précédemment, sont proposées par les meilleurs €leves
"quand ¢a les arrange”.

On peut remarquer qu'au CM2, la procédure faisant intervenir 17 = 20 - 3 est
utilisée spontanément par les éléves alors qu'au CE2, elle est induite par le
maitre (qui demande de trouver une autre procédure en faisant remarquer
quel7 n'est pas loin de vingt).

Une fois cette procédure mise en évidence, elle est majoritairement utilisée
lors du décomptage par 17 (de méme pour décompter par 18, les enfants
utilisent 18 = 20 - 2).

De facon générale, les procédures de type P2 sont plus largement utilisées dans
les exercices de décomptage, en particulier lorsque n > 10. En effet, les enfants
ont du mal & calculer mentalement une différence et sont donc conduits a
trouver une autre procédure. Cette difficulté du "calcul de téte” est moindre
dans le cas d'une addition car les enfants sont plus familiarisés avec
l'aigorithme écrit.

S-a-4) P3 : Calcul "de téte"”

Cette procédure consiste & appliquer mentalement la technique écrite.

Au CEl, elle constitue, avec P1, les seules procédures ou il y a découverte
d'une régle, puis application de cette regle.

Au CE2, cette procédure est largement utilisée, surtout lors des premiers
exercices. Par la suite, des procédures plus efficaces (faisant intervenir des
décompositions additives ou soustractives) sont proposées par les meilleurs
éleves, explicitées devant toute la classe et réutilisées par un nombre de plus en
plus grand d'enfants.

Au CM, les procédures de type P2 apparaissent plus rapidement mais, au CE2
comme au CM certains éléves, plutdt en difficulté, en restent a la reproduction
mentale de la technique écrite.

5-a-5) P4 : Utilisation d'une régularité dans la suite des nombres, d'une
période:
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Des le CP et le CEl, les enfants sont capables de repérer des régularités dans la
suite des chiffres des unités ou des dizaines, puis de les utiliser pour poursuivre
I'écriture de la suite des nombres de n en n.
Clest le cas pour n = 9, 10, 11 mais au CEI, cela est pergu comme une régle
du jeu que l'on applique mécaniquement, sans étre capable de la justifier a
I'aide d'une décomposition additive de n.

Autres exemples :

- Compter de 8 en 8 i partir de 10 ( au CE2) : aprés observation des premiers
termes, les €léves découvrent la période et appliquent cette régle pour
poursuivre.

- Compter de 15 en 15 a partir de 28 : (CE2 et CM2) les éleves de CE2
observent l'alternance du chiffre des unités 8 - 3 - 8 - 3... mais sont incapables
de l'expliquer. L'intervention du maitre est nécessaire pour faire la liaison
avec la décomposition 15 + 15 = 30.

Enfin, les régularités observées ne sont pas toujours bonnes, ce qui induit

beaucoup d'éleves en erreur.

ex : cas dune éleve de CE2 qui devait décompter de 3 en 3 & partir de 68 :
...... 59-58-55-50-48-45-40-38-35-30.......

5-b) Quelgues résultats et erreurs aux différents niveaux.

5-b-1) Quelques résultats au CP

Si compter de 1 en 1 ne pose pas trop de probléme, il n'en va pas de méme
pour décompter : les erreurs observées sont nombreuses :
- lors d'un changement de dizaine :

30 - 20

31-29

23-20-10

- Erreur sur le chiffre des dizaines :

31-20

29 - 18

25-14

29-9

- Compter au lieu de décompter.

- Compter de 2 en 2 (confusion avec l'exercice précédent)

[es premiers résultats ne sont pas trés bons :

ex : Décompter a partir de 33. (travail individuel écrit)
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Tableau n°13 : N est le nombre de termes écrits sur la fiche.

nombre d'erreurs N < 10 10 N 20 N> 20
0 - 2 4
1 - - 4
2 1 - -
3 - - _

- 5 enfants sur 16 sont donc en échec.
- Parmi ceux qui écrivent plus de 20 nombres, 6 vont jusqu'a 0.

Apres plusieurs séances d'entrainement, on note un progres certain.

Exemple : décompter de 78 2 45 :

- 10 enfants réussissent,

- 1 enfant va jusqu'a 56,

- 2 vont jusqu'a 45 avec 1 erreur,

-un éléve va jusqu'a 72 puis saute a 30-39-38-37......

- 2 éleves écrivent trés peu de termes (3 et 10).

Ces trois derniers €léves ont par ailleurs beaucoup de difficultés en
mathématiques.

Pour le comptage de 2 en 2, les erreurs sont du méme type que pour
décompter :
- compter de 1 en 1 (depuis le début ou de temps en temps),
- erreur sur le chiffre des dizaines : 24-16-28-20....
- 1 éléve compte correctement jusqu'a 22 puis écrit 44-66-88.
- autres erreurs : 16-100-20 ?

30-33-34-36-38......
Au début, on observe jusqu'a 4 erreurs pour un éléve. De plus, 4 enfants
donnent un petit nombre de termes (inférieur & 10). La aussi, il faut un certain
temps d'apprentissage avant d'obtenir des résultats satisfaisants :

ex : Compter de 2 en 2 a partirde 11 :
- 13 enfants comptent correctement jusqu'a 77
- les 3 autres vont jusqu'a 67 avec 2 ou 3 erreurs :
- exemples d'erreurs :
48-52-53-55.......

68-77
Ces 3 enfants sont les mémes que ceux qui ont des problémes pour décompter.

Les résultats obtenus lors du décomptage sont légérement inférieurs a ceux
obtenus pour le comptage : le comptage en arricre, méme de 1 en 1, s'avere
difficile au cours préparatoire. Le passage des dizaines pose probleme. Ces
difficultés pour le comptage en arriere et le passage des dizaines ont été aussi
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observées par les psychologues (article de M. FAYOL dans RFP). On peut
d'ailleurs remarquer que l'on rencontre le méme probleme chez les adultes
ayant 4 manipuler des bases autres que dix.
Néammoins, un apprentissage régulier améne a des résultats satisfaisants pour
I'ensemble de la classe.

5-b-2) Au CEl

Compter de 10 en 10 est bien réussi, sauf pour une éléve (celle qui est en
difficulté) qui écrit 5-55.... puis 95-155, cette derni¢re erreur se retrouvant 2
fois par la suite : 195-255....... 295-355.

Décompter par 10 est aussi bien réussi. On trouve néanmoins, chez un €leve, la
confusion avec compter par 10.

Compter de 11 en 11 suscite plus d'erreurs : 3 éléves (sur 8) ont tous leurs
résultats justes. Pour les autres, les erreurs (au maximum 2 par éleve sauf pour
Laure) sont du type :

- ajouter 10

- changer le chiffre des centaines plutdt que celui des dizaines par exemple :
110 - 201-313 -414 - 515

- ajouter 12

Le cas de Laure est particulier : elle compte d’abord de 10 en 10, puis de 100
en 100, puis de 1000 en 1000.....

Décompter de 11 en 11 s'avére encore plus difficile : seuls 2 éléves fournissent
une bonne réponse. Exceptée Laure (pour laquelle, tout est faux), les autres
font 1, 2, ou 3 erreurs du type :
- erreur sur le chiffre des dizaines : 125 - 104 ou bien 113 - 92
- erreur sur le chiffres des unités :

125 - 116 (on "ajoute 1, on retranche 1")

125 - 113 (on enleéve 1 de trop)

114 - 106

Le plus remarquable est le petit nombre de résultats écrits par certains
enfants : une éléve qui avait écrit 17 nombres lors du comptage n'en écrit plus
que 4 quand il s'agit de décompter, et cela pendant un temps €quivalent. De
facon générale, les enfants éprouvent beaucoup plus de difficultés pour
décompter que pour compter. Nous avons pu le constater a tous les niveaux, du
CP au CM2. Ici, le nombre de termes écrits lors du décomptage est nettement
inférieur au nombre de termes écrits lors du comptage. Quand on leur
demande de décompter, les enfants sont beaucoup plus lents et font plus
d'erreurs.

Compter de 9 en 9 est bien réussi par 3 éléves (aucune erreur). Les autres font
1 ou 2 erreurs, en particulier sur le chiffre des dizaines : 40 - 59 ; 140 - 159.
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Une éleve fait 5 erreurs (ajoute 10 ou 8). Le cas de Laure est encore a étudier
a part : elle semble ajouter 1 au chiffre des centaines et enlever 1 au chiffre

des unités :
L.408 - 407 - 405 - 404 - 403 - 401 - 400 - 509 - 508 - 507 - 505 - 504 - 503 -
501 - 500

5-b-3) au CE2

Pour les petites valeurs de n (n = 3.4}, les enfants réussissent bien le comptage
mais, quand il s'agit de décompter, 50% font des errreurs.

Cette relative réusssite dans le comptage devient nettement plus incertaine
quand n augmente (n = 8 par exemple), on observe de nouveau beaucoup
d'erreurs.

L'utilisation de décompositions ( 9 = 10 - 1 par exemple) conduit des éleves a
des erreurs lors du décomptage : aprés avoir enlevé une dizaine, ils enlévent
une umté au lieu de l'ajouter). On retrouve ce type d'erreur pour des valeurs
de n plus grandes (n = 18 = 20 - 2, par exemple).

Exemples d'erreurs observées lors du décomptage de 3en 3 :

- Erreur dans la dizaine, ex : ...... 31 -18 -....
- Enlever 2 (ou un autre nombre) 2 un moment : l'erreur devenant
périodique :

62 - 60.....42 - 40....22 - 20

62 - 58.....52 - 48....42 - 38

- Ajouter 3.

- Décompter de 4 en 4.

- Autres exemples : ...59 - 58 - 55 - 50 - 48 - 45 - 40 - 38 - 35 - 30....(on
observe une certaine périodicité).

.68 -67-65-62- ...

Pour n > 10, lors du comptage de n en n , le pourcentage d'erreurs varie de
5% a 50%, avec une moyenne d'environ 25 %.

On remarque que, lorsqu'il est proposé en fin de séquence, un tel exercice est
souvent mal réussi car les éléves sont fatigués.

Le pourcentage d'erreurs est plus important pour le décomptage de n en n, il
se situe autour de 35 % (voir tableaux 14 et 15).
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Tableau 14
N
nombre < 10 10<N<15 | 15<N<20 > 20 total
d'erreurs
0 2 | 2 6
2 2 - - 2
3 - 1 - 2
- 1 1 2
>3 - (6 erreurs) (10
erreurs)
total 4 2 3 3 18

Quelgues erreurs observées.

- Oubli d'une opération, par exemple : pour ajouter 10 + a, ajouter seulement
10 ou ajouter seulement a

- le chifffre des unités est juste, mais il y a erreur sur celui des dizaines ou
l'inverse : en particulier, le cas d'un nombre & 3 chiffres avec 0 comme chiffre
des dizaines est davantage source d'erreurs.

- Erreur sur le chiffre des centaines, les 2 autres étant justes.

- Pour faire -10 suivi de -b faire seulement - 10 ou seulement -b

- Cas particulier ;

.enlever 22 au lieu de 18 car 18 =20 - 2

.enlever 27 au lieude 13 car 13 =20 -7

- Compter de 15 en 15 pendant 2 minutes, individuellement et par écrit (a
partir de 9) : voir le tableau 15 oit N désigne le nombre de termes €crits sur la
fiche. '

Tablean 15
N
nombre N< 10 10 < N<?20 N>20 Total
d'erreurs
0 3 6 7 16
4 4 7 16
1 2 i 3
1 2 1 4
2 3 3
3 3

NB : les nombres en haut & gauche désignent les effectifs pour le comptage, les
nombres en bas a droite désignent les effectifs pour le décomptage.
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Remargues sur ces résultats :
- Pour la majorité des éléves (13 sur 18) : 10 <N < 20

- L'erreur la plus fréquente est d'ajouter 5 au lieu d'ajouter 15 : en particulier,
certains éleéves ajoutent 20 une fois sur 2, ce qui semble indiquer qu'ils ont
remarqué une certaine régularité.

- Par rapport aux résultats d'ensemble, il faut noter la bonne performance
d'une éléve de niveau jugé passable.

- Les résultats sont évidemment moins bons qu'au CM2, mais 2 éleves de cette
classe obtiennent des résultats supérieurs a la majorité des éleves de CM2.

On peut faire quelques remarques sur ces derniers résultats:

- Le nombre d'erreurs pour l'ensemble de la classe est 2 peu prés le méme
pour les 2 exercices.

- 11 y a de trés grandes disparités entre les éléves : pour certains N = 4 ou 5,
alors que pour d'autres N est voisin de 30 !

- Pour le comptage : 5 < N < 28

- Pour le décomptage : 1 < N < 34

le temps donné pour décompter étant un peu plus long, on retrouve le fait que
les éleves sont plus lents quand il s'agit de décompter.

Compter, décompter de 17 en 17

tableau 16
N
nombre N> 20 10<N<?20 N <10 total
d'erreurs
0 4 8 2 14
2 5 8 15
1 3 3 1 7
3 3 6

NB : les nombres en haut a gauche désignent les effectifs pour le comptage, les
nombres en bas & droite désignent les effectifs pour le décomptage. N désigne
le nombre de résultats écrits sur la fiche

Temps donné :
- Compter : 3'
- Décompter : 4'

Pour les 2 exercices, le nombre d'erreurs est a peu pres le méme.

- Quand il s'agit de décompter, il y a plus d'éleves pour lesquels N est
inférieur a 10.

- Comme précédemment, on observe de grandes disparités entre les éléves :
pour le comptage : 6 <N < 37

pour le décomptage : 2 < N < 37
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Ce sont en général les mémes enfants qui ont des difficultés pour compter et
pour décompter,quelque soit la valeur de n.

5-¢) Conclusion

5-c-1) Evolution des procédures en fonction des niveaux

La procédure P1 fondée sur 'énumération (compter tout bas (n - 1) termes et
écrire le niéme, éventuellement 3 I'aide des doigts) est employée par tous les
enfants de CP et de CEl. Cette procédure, que l'on peut juger comme
"primaire” n'est plus utilisée au CE2 et surtout au CM1, que par les éleves en
difficulté, elle disparait au CM2.

Par contre, les procédures P2 qui utilisent une décomposition de n, plus
élaborée, ne se rencontrent pas au CP ni au CE1. Au CE2 et au CM1, elles sont
d'abord employées par les meilleurs éléves, puis elles se généralisent a
I'ensemble de la classe qui reconnait leur efficacité. Néanmoins certains éleves,
ceux qui sont le plus en ditficulté, continuent a utiliser une procédure
d'énumération ou effectuent les calculs "de téte" grace a la technique écrite.

Du CP au CM2, on constate donc une nette évolution des procédures avec, un
saut qualitatif du CE1 au CE2. Cette évolution sans doute est due a une
meilleure connaissance des décompositions additives (ou soustractives) des
nombres et a un répertoire additif plus étendu.

5-c-2) Une fois de plus, on constate que ce sont les meilleurs éleves qui
proposent plusieurs procédures et qui sont capables d'en changer "comme ¢a
les arrange” suivant les valeurs de n ou du nombre donné.

Certains "bons éléves peuvent toutefois utiliser des procédures jugées
primaires dans des cas tres particuliers :

Nous pouvons citer I'exemple d'un éléve de CM1 qui, pour n = 4, déclare :"je
fais un temps rythmé (9) 10 - 11 - 12 - (13)” . Mais il n'utilise plus cette
procédure dés que n est supérieur a 4.

5-¢-3) L'explicitation des procédures utilisées permet aux éléves plus faibles de

découvrir et d'utiliser d'autres procédures plus efficaces que les leurs. Le
maitre a un rdle important i jouer, d'une part dans l'explicitation des
procédures effectivement utilisées, d'autre part dans la recherche de
procédures plus efficaces qui pourront ensuite tre employées.

5-c-4) Dés le CP et le CE1, les enfants sont capables de repérer des régularités
dans la suite des chiffres des unités ou des dizaines. Mais d'une part les
régularités observées ne sont pas toujours bonnes, ce qui induit beaucoup
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d'éleves en erreur. D'autre part cela est percu, surtout chez les petits, comme
une régle du jeu que l'on applique mécaniquement, sans &tre capable de la

justifier.
6) Additions mentales

6-a) Quelques remarques préliminaires

- Si on veut amener les enfants & développer des stratégies propres au calcul
mental, il faut leur proposer des exercices uniquement oraux. En effet, si les
nombres sont écrits sur une feuille (ou au tableau), il leur suffit de réinvestir
la technique écrite pour trouver le résultat.

- Dans le cas d'un exercice purement oral, la technique écrite, qui nécessite
plusieurs mises en mémoire, n'est guére performante et on observe beaucoup
d'erreurs.

- Des exercices préparatoires de calcul rapide semblent nécessaires pour
amener les enfants 2 utiliser des techniques propres au calcul mental :

exemple : 37 + 28

On peut envisager 2 stratégies différentes :

1. Décomposer 1'un des nombres et ajouter en premier un nombre ‘entier de
dizaines : (37 +20) + 8 ou (30 + 28) + 7

2. Décomposer l'un des nombres pour arriver a la dizaine supérieure et
ajouter le complément :

(B37+3)+25 ou(28+2)+35

6-b) Quelques exercices proposés en calcul rapide

Ces exercices visent A développer chez les éleves des stratégies de type 1 ou 2 :
Ils sont proposés par écrit et individuellement.

Trouver le complément & 10 ou & la dizaine supérieure :

ex: 6+.=10

36 + . =40

66 +4 =.

.+ 4=50
Ajouter 10 ou un nombre entier de dizaines :
ex: 37+10=.

43 + . =63

. +20=79

30+.=76

158 +.=178

.+ 234 =254
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Trouver le plus rapidement possible le résultat d'une addition & plusieurs
termes

Les nombres sont dans ce cas écrits au tableau

ex: 27+ 15+4+3+5; 16+27+45+3+5; 23+28+17+2+12
Les enfants ont alors intérét a utiliser les groupements amenant a un nombre
entier de dizaines.

Décomposer 1'un des nombres en nombre entier de dizaines + nombre d'unités
ex: 27+16=37+.
21 +35=51+.
il faudra alors expliciter : 37 provient de (27 + 10).
Comme 16 = 10 + 6, il reste a ajouter 6.

Décomposer 1'un des nombres pour aller 3 la dizaine supérieure :
ex:154+7=20+.

27+ 16=30+.
29+ 18=30+.
Cet exercice suppose une bonne connaissance des compléments & 10 et des
décompositions de nombres :
ex : 30 provient de 27 + 3
comme 16 = 3 + 13, il reste a ajouter 13.

6-¢) Analyse des résultats des éléves a ces activités préparatoires

Au CEl, les exercices de types a) ou b), aprés un certain entrainement, sont
assez bien réussis, sauf pour Laure qui ajoute les deux nombres au lieu de
chercher le complément :
ex:38+78=40+.

524+22=30+.

Dans les exercices de type c) la recherche de groupements pour obtenir un
nombre entier de dizaines n'est pas le fait de tous les enfants . Deux seulement
procedent ainsi pour tous les calculs. Les autres font un ou deux groupements
au début, ou font les calculs dans n'importe quel ordre.

En fait, les enfants ont tendance a utiliser mentalement la technique écrite, et
donc & séparer chaque nombre entre chiffre des dizaines et chiffre des unités,
ce qui les conduit a des erreurs car, apres avoir ajouté les unités, ils oublient
des dizaines. Cette stratégie peut tout de méme conduire a une réussite, surtout
si les nombres proposés ne sont pas 'trop grands”

exemple : 6+13+24+17+8+2

Procédure : 2 + 8 = 10

10+7 =17
17+4 =21
21+13 =34

34 +6 =40
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40 + 20 = 60
60+ 10=70
I1 faut se rappeler qu'on a encore 2 dizaines et 1 dizaine a ajouter.

Pour des enfants de CE1l, il semble donc difficile de considérer un nombre
"globalement" et de faire directement 17 + 13 = 30, sans décomposer comme
dans la technique écrite.
Bien que les exercices sur les compléments a 10 et a la dizaine supérieure
soient relativement bien réussis en tant que tels, ils ne sont pas réutilisés ensuite
dans d'autres situations. Dans les additions a plusieurs termes, les enfants ont
du mal 2 repérer les groupements formant un nombre de dizaines. Le méme
type d'exercice proposé au CE2 est assez bien réussi.
Exemple : 1+22+18+7+3+4+16+19

15 éleves répondent correctement,

4 font une erreur de retenue,

un éléve ne finit pas le calcul,

4 ne donnent pas de réponse.
Les procédures observées sont :

- Calcul pas & pas, dans l'ordre ol se présentent les nombres,

- Recherche de groupements a condition de pouvoir écrire les résultalts

intermédiaires.

Au CE2 comme au CEl, la recherche de groupements "intéressants” ne
semble pas systématique. De plus, quand les calculs se font dans le désordre,
les enfants ont du mal A se rappeler quels nombres ont déja ét€ ajoutés. Ils
ressentent la nécessité d'un support €crit.

Au CEl, les exercices de type €) sont tres mal réussis. La moitié des enfants
n'ont pas compris. [ls n'ont rien répondu ou bien ils ont écrit le chiffre des
unités seulement :
ex: 27+16=30+3

39+18=40+7
Ou bien encore, ils ajoutent les unités :
ex :25+8=30+13

Cela confirme les difficultés des enfants a utiliser le complément a la dizaine
supérieure.

Les exercices de type d) ne sont pas réussis par tout le monde : 3 éléves ne
comprennent pas et donnent trés peu de réponses.

Une éléve ajoute :

ex:33+18=43+51

L'éleve en difficulté ajoute tous les nombres en présence : 38 + 51 = 100 + 1.
Il faut remarquer les nombreuses erreurs lorsqu'il s'agit d'ajouter un nombre
se terminant par 9, le phénoméne "de compensation” (ajouter 1 a un terme et
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enlever 1 & I'autre) qui semblait naturel aux él¢ves de CEZ2 ne l'est plus du tout
au CEL.
Exemples d'erreur rencontrées :

- écriture du seul chiffre des unités : (tres fréquente)

49+35=50+4

- Reprise du 2nd nombre : 19+ 5=20+35

Apres un temps d'apprentissage, on note tout de méme un certain progrés chez
les éleves, sauf pour deux enfants, le pourcentage de bonnes réponses passe de
57 % a plus de 70 %.

6-d) Additions orales proprement dites

6-d-1) Procédures observées au CE1

Malgré les exercices de calcul rapide, il a été pratiquement impossible de faire
adopter des stratégies de calcul mental aux éléves de CEL. Tous continuent &
poser l'opération dans la téte, seul le meilleur éléve seinble comprendre que
pour calculer 29 + 17, on peut se ramener a 30 + 16.

Ces difficultés sont sans doute liées a une connaissance peu approfondie du
répertoire additif. En fait, pour un éléve de CEl, il semble plus facile de
décomposer un nombre en unités et dizaines et d'appliquer la technique €crite
que de considérer les nombres "30" et "16" globalement et de faire
mentalement 30 + 16.

La technique écrite utilisée mentalement est tout de méme performante, si le
temps laissé pour chaque addition est suffisammment long : le pourcentage de
bonnes réponses est de I'ordre de 80 %.

6-d-2) Procédures obsevées au CE2

La procédure, consistant 2 décomposer le second nombre de fagon & ajouter
d'abord un nombre entier de dizaines, minoritaire au début, est devenue
majoritaire. Les éléves se rendent vite compte qu'elle est plus fiable que celle
qui consiste a "poser 1'opération dans sa téte".

Les autres procédures observées sont :
- utiliser mentalement la technique écrite en commengant ou non par les
unités :
exemple : 35 + 24
5+4=9 30+20=50
ou
30+20=50 5+4=9
- Passer 2 la dizaine supérieure, surtout quand un des nombres se termine
par 9, par exemple : 49 +24 =50+23 =73
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Ce passage est beaucoup plus rare quand le nombre ne se termine pas par
9. Les enfants explicitent cette procédure en disant "si j'ajoute 1 a l'un
des nombres, il faur enlever 1 a ['autre nombre pour ne pas changer le
résultat”.

De méme : 48 + 35 = 50 + 33.

6-d-3) Procédures observées au CM?2

Au CM2, les additions proposées concernent des nombres a 3 chiffres, les
procédures observées sont de 3 types :

- Compter l'opération dans la téte en utilisant la technique écrite : malgré sa

complexité due & de nombreuses mises en mémoire, cette procédure est
majoritaire dans la classe (environ 15 éléves sur 22).

- Ajouter d'abord les centaines, puis les dizaines, puis les unités :

ex : 575+ 346 = (500 +300) + (70 + 40) + (5 + 6)

Cette procédure est utilisée par 4 ou 5 éleves.

- Décomposer le 2éme nombre selon les centaines, les dizaines et les unités :
ex : 575 + 346 = (((575 + 300) + 40) + 6)

6-d-4) Quelques résultats

au CE?2, les exercices de calcul rapide sont bien réussis, les quelques erreurs
observées sont :

- celles dues a une reprise du méme chiffre des unités, poids du dernier
facteur:

ex: 45+ 25=065 (le nombre souligné était
37+67=97 celui demandé)

- celles dues a une erreur sur le chiffre des centaines :

ex: 158+ 120 =178
234 + 220 = 254

- les additions orales sont assez bien réussies :
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Tableau 17

nombre de
bonnes 10 9 8 7 6 5 2 0 total
réponses
Effectifs 5 2 2 4 1 2 1 1 18

- 1a moitié des éléves obtient une note supérieure ou égale a 8 (sur 10).
- 4 éléves seulement on une note inférieure ou égale a 5; parmi eux 2 sont
plutdt faibles et 2 ont des résultats d'ensemble plutdt moyens, mais irréguliers.

Au CM2

Tableau 18 : (N : nombre de bonnes réponses, sur 5 demandées)

N 5 4 3 2 1 0 total

effectifs 6 5 7 4 - - 22

Bien qu'utilisant mentalement la technique écrite, les enfants obtiennent d'assez
bons résultats.

Pour essayer de faire évoluer les procédures, le maitre a demand€ de faire les
calculs en utilisant une procédure a l'exclusion de toute autre.
En admettant que les enfants aient dans I'ensemble jou€ le jeu, le pourcentage
de bonnes réponses est le suivant :

procédure 1 : 71 %

procédure 2 : 50 %

procédure 3 : 52 %
La procédure 1, malgré sa complexité, reste donc la plus performante.

Aprés un certain entrainement, les résultats sont plutdt bons puisque le
pourcentage de bonnes réponses atteint 80%.

6-¢) Conclusion

Dans la classe de CEl ou nous avons travaillé, les enfants ne semblent pas
suffisamment "miirs" pour utiliser des stratégies propres au calcul mental
faisant intervenir des décompositions additives (ou soustractives) de nombres.
Pour faire une addition orale, ils reproduisent mentalement la technique écrite.

11 faut attendre le CE2 pour que ces stratégies apparaissent et solent utilisées
d'abord par certains éléves (en général les bons éleéves), puis progressivement
par la majorité de la classe.
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Comme pour l'exercice compter, décompter, on observe donc un saut
qualitatif entre le CE1 et le CE2,

Les travaux des psychologues (M. FAYOL) ont aussi mis en évidence cette
étape importante du CE2 pour le comptage mental. Avant, pour effectuer des
additions et soustractions mentales simples, les enfants utilisent des procédures
de comptage par pas de un.

Apres, les enfants procédent comme les adultes a une récupération directe en
mémoire a long terme des résultats.

Entre les deux, le CE2 est une période de transition "au cours de laquelle
s'effectue le passage de la méthode reconstructive a la méthode reproductive”.

Au début, l'intervention du maitre est importante pour faire expliciter les
procédures, mais leur diffusion progressive a une bonne partie de la classse est
surtout due a une reconnaissance de leur efficacité par les enfants.

La encore, comme pour l'exercice "compter-décompter”, on constate que
I'explicitation des procédures est toujours bénéfique, en particulier pour les
éléves les plus faibles. Néanmoins, certains éléves en restent a la reproduction
mentale de la technique écrite, ce sont en général ceux qui sont le plus en
difficulté; comme cette technique nécessite de nombreuses mises en mémoire,
elle est source de beaucoup d'erreurs.

Le cas de la classe de CM2 est un peu particulier, les éleves étaient tellement
bien entrainés a "compter de téte” qu'il n'ont pas éprouvé la nécessité
d'employer une autre procédure. D'ailleurs le "calcul de téte” s'est révélé pour
eux treés performant.

Comme dans toute activité mathématique, le temps d'apprentissage est
fondamental. Dans toutes les classes, les éleves ont progressé en calcul mental,
a I'exception de quelques enfants trés en difficulté (une au CE1 et un au CE2).
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TROISIEME CHAPITRE : ACTIVITES AUTOUR DES
ECRITURES MULTIPLICATIVES ET DU CALCUL DE

PRODUITS

Nous décrivons ici une premiére expérimentation menée sur le theme du calcul
mental et des structures multiplicatives. Elle nous a permis de préciser nos
hypothéses de recherche. Nous décrivons dans la seconde partie de cette
brochure des activités spécifiques aux structures multiplicatives. Il nous a
semblé toutefois digne d'intérét de décrire cette premiere étape.

A) BUTS ET DESCRIPTION DES ACTIVITES

En observant dans les classes ordinaires ou d'application, nous constatons bien
souvent que les seules désignations de nombres utilisées par les €léves sont
celles de la numération orale, celles de 1a numération écrite ou liées a celle-ci.

Les désignations multiplicatives ne sont pas, en général, un objet
d'apprentissage.

Cette carence trouve peut étre son origine dans l'accent mis sur la construction
d'un algorithme écrit qui nécessite 'emploi des décompositions additives et la
distributivité de la multiplication sur I'addition.

Lors de calculs oraux de produits, certaines décompositions sont utilisées :

- des décompositions additives liées a l'utilisation de l'associativité,

- des décompositions multiplicatives liées a I'utilisation de I'associativité.

Interviennent également la mémoire, la connaissance d'un répertoire
multiplicatif restreint ("tables") ou large, la commutativité etc...

Nous nous sommes donc proposés de travailler les questions suivantes :

1 - Quelles connaissances de la multiplication les éleves mobilisent-ils pour
exhiber des décompositions multiplicatives d'entiers ?

2 - Quelles sont les décompositions de nombres et les propriétés de la
multiplication utilisés lors des calculs oraux de produits ?

3 - Le calcul mental permet-il d'enrichir les décompositions employées et les
procédures de calcul ?

Nous ne donnerons que des éléments de réponse a partir des activités
pratiquées dans des classes de CE2, CM1 et CM2. Ces activités portent sur :

- les décompositions multiplicatives d'entiers (classe de CM1),
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- les produits itérés dont un des facteurs est 2 (classes de CE2 de Melun et
de de CM1),

- les produits par 10, par un nombre entier de dizaines (classe de CM1),

- les produits par 11 (classe de CM1),

- le calcul de produits de 3 nombres (classe de CE2 de Melun),

- le produit d'un nombre pair par un multiple de 5 (classe de CM2).

Lors de l'analyse des procédures et résultats, nous insisterons plus
particuli¢rement sur ceux des éleves en difficulté.

En particulier, la classe de CM1 qui comportait 9 éleves en difficulté (niveaux
D et E, classement effectué par la maitresse) nous a permis des observations
interessantes sur ce point.

B) ANALYSE DES PROCEDURES ET DES RESULTATS

B-1) Décompositions multiplicatives d'entiers

Cette activités a été proposée en CM1.,
Les nombres proposés sont :

160 =25x5

600 =2x2x2x3x352

B-1-a) Analyse de la tche

Un entier étant donné, il s'agit d'en donner une écriture multiplicative et de
vérifier que celle-ci ne fait pas partie de la liste déja constituée au tableau.

A partir d'une écriture proposée, 'éléve peut en trouver une nouvelle en
divisant 1'un des facteurs par un de ses diviseurs et en multipliant 1'autre
facteur par ce nombre.
ex : 80 x2 puis 40 x 4

Il peut trouver une écriture par une procédure de multiplication a trous.

I peut également utiliser un répertoire multiplicatif simple et les propriétés de
la multiplication :

ex:2x8=16 don 20x8 =160

B-1-b) Résultats des éléves

pour 160
80 x 2 (Sandrine)
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160 x 1 (Oriane)

4 x 40 (Nicolas)

20 x 8 (Patrick)

16 x 10 (Sandrine)

32 x 5 (Sandrine)

64 x 2,5 (Sandrine)

128 x 1 (Grégoire, qui fait une erreur sur les décimaux).

Les propositions justes émanent des meilleurs éléves. Sandrine en particulier,
utilise les nombres décimaux.

La stratégie utilisée est celle de la multiplication d'un facteur par 2, division de
l'autre facteur par 2, cette stratégie s'apparente a la technique de multiplication
€gyptienne, en fait elle s'appuie sur un procédé de compensation.

Pour 600

600 x 1 (Barbara)

150 x 4 (Patrick)

75 x 8 (Marina)

32,5 x 16 (Marina, erreur non rectifiée)
100 x 6 (Orianne)

60 x 10 (Cécile)

12 x 50 (J. Bruno)

25 x 24 (Nicolas)

120 x 5 (Madani)

16,5 x 32 (Patrick)

2 x 3 =6 donc 200 x 3(Cécile)

La consigne est respectée sauf pour la réponse d'Audrey (5 x 100 + 100), la
procédure de division pour 2 de l'un des facteurs, multiplication par 2 de
'autre se diffuse.

Nicolas, un trés bon éleve, utilise la méme procédure avec le facteur 3.

Il y a explicitation de la stratégie "multiplier par 2, diviser par 2".
L'associativité de la multiplication est utilisée : 100 x 6 = 10 x 60

2x3=6 et200x3 =600

B-1-c) conclusion

Lors du premier exercice, seuls les meilleurs éléves fournissent des réponses
pertinentes, utilisant une stratégie de "compensation” (multiplication par 2 d'un
facteur, division par 2 de l'autre facteur).

Lors du deuxieme exercice, la stratégie utilisée diffuse vers des éleves jugés
plus moyens.
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On aurait pu étudier si cette stratégie pouvait se généraliser en utilisant un
nombre impair.

Un éleve faible utilise l'associativité de la multiplication pour donner de
nouvelles décompositions.

B-2) Multiplication par 10, par un nombre entier de dizaines (classe de CM1)

Apres plusieurs exercices proposés oralement avec explicitation des régles
(multiplication par 10) et des procédures (utilisation de l'associativité) nous
proposons les tests suivant : 10x 161 ; 13 x 20 ; 25 x 30

B-2-a) analyse de la tiche

Outre la mémorisation des nombres donnés, la multiplication par 10 ne
nécessite que 'emploi d'une régle (régle des "zéros™).

La multiplication par un nombre entier de dizaines nécessite une
décomposition multiplicative, l'emploi de l'associativité, le calcul d'un produit
puis la regle de multiplication par 10 (ou le contraire).

Les produits & calculer sont simples et peuvent faire partir du répertoire
multiplicatif (13 x2=26;25x3=75)

B-2-b) résultats de la classe

tableau 20
produits
type de réponses 10 x 161 13 x 20 25 x 30
réponses justes 12 9 8
non réponses 2 4 5
réponses fausses 4 5 5
total 18 18 18

Tableau 21 : résultats des éléeves en difficulté

produits
type de réponses 10 x 161 13 x 20 25 x 30
réponses justes 3 2 |
non réponses 2 4 5
réponses fausses 3 3 3
total 8 8 8
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B-2-¢) Analyse des erreurs des éléves en difficulté

Franck multiplie par 100.

Cécile ajoute une centaine.

Cécile généralise la regle d'adjonction des chiffres O :
25 x 30...153...1530

Les autres erreurs portent sur le calcul des produits.

B-2-d) conclusion

On remarque un taux d'échec important pour un exercice (50 % et 56 % pour
les deux derniers).

Pour les éléves en difficulté, nous notons beaucoup de non réponses ce qui
témoigne de leurs difficultés de concentration et de mémorisation, une
compréhension ou mémorisation insuffisante de la consigne (Franck, Cécile),
ou la difficulté a organiser le calcul.

B-3) Multiplication par 11 d'un nombre de 2 chiffres (classe de CM1)

B-3-a) Procédures observables

- Décomposition de 11 en 10 + 1 et utilisation de la distributivité,
multiplication par 10, calcul d'une somme.
ex: 17x11= 17x({10+1)

17 x 10+ 17

170 + 17

- Emploi d'une regle
abx1ll=(ax100+@+b)x10+b)=a (a+tb)b
ainsi : 17 x 11 = 187

- Décomposition de 1'autre nombre et distributivité
ex:15x11=(10x11)+ (5x11)

- Autres, en particulier : opération de téte

B-3-b) Résultats obtenus

Un premier test a lieu le 22/4, il s'agit de calculer : 7 x 11 et 13 x 11.

Aprés une phase d'apprentissage ol l'accent est plutdt mis sur la premicre
procédure (la régle 2 ne sera jamais évoquée), un deuxiéme test a eu lieu le
23/5/86 portant sur : 23 x 11 ; 15x 11 ;40 x 11.
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Pour chacun de ces calculs, plusieurs procédures peuvent étre performantes en
particulier pour le dernier (4 x 11) x 10 = 440 qui utilise une décomposition
multiplicative de 40 et I'associativité

tableau 21 : résultats de la classe

produits
type de 7x11 13x 11 23x 11 15x 11 40 x 11
réponses
réponses 20 7 14 13 8
justes
non 0 0 0 0 3
réponses
réponses 0 13 4 5 7
fausses
total 20 20 18 18 18

tableau 22 : résultats des éléves en difficulté

produits
type de 7x11 13x11 23x 11 15x 11 40x 11
réponses
réponses 10 1 5 3 2
justes
non 0 0 0 0 2
réponses
réponses 0 9 3 5 4
fausses
total 10 10 8 8 8

Le taux de réussite est faible, en relation avec le faible niveau de la classe. On
note cependant une augmentation de la réussite aprés une phase d'apprentissage
de la multiplication par 11 d'un nombre a deux chiffres (35 % a 75 %). Ce
taux retombe a 45 % pour le demnier item ; cela est peut €tre du a une
hésitation entre deux procédures. On note également un progres apres la phase
d'apprentissage chez les éléves en difficulté, progrés moindre que pour
I'ensemble de la classe.

B-3-c) Analyse des erreurs des éléves en difficulté

- Lors du premier test
-13 x 2 s'agit-il de la lecture de 11 comme 2 ? (Valérie, Audrey)
- extension de la régle de répétition des chiffres avec des variantes
7 x 11 =77 donc 13 x 11 = 333 (Barbara) ou bien 223 (Davy, Cécile)

- Mauvais calcul avec la distributivité
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13x11=(10x11)+ 3 =113 (Orianne)
13x11=(10x11)+ 13 =123 (Marina)

- Lors au deuxiéme test
- Barbara est passée d'un essai de régle a la premiére procédure
(décomposition de 11 en 10 + 1 et distributivité) avec une erreur.
23x11=(23x10)+3 =233
1I5x11=(15x10)+1 =151
- Cécile essaye d'utiliser la méme procédure, elle fait trois fois la méme
erreur .
23x11=(23x10)+ 11 =241
15x11=(15x10)+ 11 =161
40x 11 =40 x 10) + 11 =411 (erreur retrouvée chez 3 éléves)

On note la réussite de David, Franck, Valérie.

B-3-d) Conclusion

On note l'importance de la phase d'apprentisssage et d'explicitattion de
procédures qui font évoluer positivement l'ensemble de la classe, néanmoins
les éléves de niveau faible font beaucoup d'erreurs.

Lors de ces séquences, nous avions remarqué que certains éléves réussissent
mieux lors des exercices purement oraux. Ils sont en effet stimulés par l'attente
de la classe.

B-4) Multiplication d'un nombre pair par un multiple de 5 (classe de CM?2)
exemples : 24 x15;32x15;12x35....

B-4-a) Procédures de calcul mental observables

- Décomposition additive de ['un des deux nombres et emploi de la
distributivité simple

exemple : 24 x15=(24x10) + (24 x 5)
12x35+(10x35) + (2 x 35

- Décomposition multiplicative de 'un ou des 2 nombres, associativité et

emploi du répertoire multiplicatif (restreint ou élargi)

exemples : 24 x 15=12x2x3x5.=36x 10=360.
24x15=12x2x15=12x30
12x35=(35x2)x6

B-4-b) Procédures observées et résultats
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Multiplication par 15

Au début, la procédure majoritaire consiste & décomposer 15 en 10 + Set a
utiliser le distributivité de la multiplication par rapport a l'addition
(distributivité simple)

Par la suite, la procédure majoritaire est :

24 x15=24x10+(24x10):2

Il s'agit d'une procédure mixte faisant intervenir distributivité simple et
décomposition multiplicative.

Aucun éleéve ne fait intervenir une autre décomposition multiplicative de 15 ou
de 24.

Quelques résultats

tableaun 23 : N désigne le nombre de bonnes réponses (sur 10 demandées)

N 10 9 8 7 6 3 2 0 total
effectif}] 3 7 4 2 1 2 1 2 22

Aprés un certain entrainement, cet exercice est bien réussi. Mais il y a
toujours un quart de la classe (5 éléves) qui enregistre de mauvais résultats : ce
sont ceux qui,par ailleurs, ont des difficultés en mathématiques.

Pour inciter les enfants a utiliser des décompositions multiplicatives, le maitre
a divisé Ia classe en 2 groupes :

- Un groupe utilise la distributivité de la multiplication par rapport 2
'addition.

- L'autre groupe doit décomposer les nombres sous forme d'écritures
multiplicatives, puis on échange le réle des 2 groupes.

En admettant que les enfants aient bien joué le jeu, on constate effectivement
une baisse de pres de 50 % des bonnes réponses. Les décompositions
multiplicatives des nombres semblent trés peu disponibles au CM2.

Elles sont donc tes peu utilisées dans les calculs.

Multiplication d'un nombre pair par un multiple de 5
exemple : 12 x 35

la seule procédure observée est la distributivité simple :
35x (10 + 2)
ou 35 x (2 + 10).

Le maitre demande d'autres fagons de décomposer 12, en particulier en
utilisant la multiplication, cela permet d'expliciter une autre procédure
possible : (35x2)x 6
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exemple : 24 x 25

Procédures observées
12 x (2 x25)

24 x (20+ 5)
25x(25-1)
(6x4)x 25
24x5x5

Remarque : les enfants ont effectivement cherché des décompositions
multiplicatives, mais certaines ne semblent pas trés performantes (ex : 24 x 5 x
5). Le maitre doit expliquer que le choix de la procédure dépend des nombres
en question et que, selon la "nature” de ces nombres, il faut trouver une
procédure efficace.

C) CONCLUSION

Au cours de ces exercices portant sur la multiplication, nous avons remarqué
que :

- les décompositions additives sont employées majoritairement en association
avec la distributivité dés le CEZ.

- Les décompostions multiplicatives et la propriété d'associativité sont peu
disponibles, méme en CM2 et aprés une période d'apprentissage. Les
décompositions proposées par les éleves de CM2 sont exhibées a l'aide de
l'associativité en utilisant le plus souvent le facteur 2.

Nous proposons plusieurs él€éments d'explication :

- l'accent est mis, au cours de la scolarité, sur les décompositions additives et
la distributivité dans les classes en générale, et donc les éléves sont davantage
familiarisés avec celles-ci.

- Les décompositions additives utilisent le plus souvent la numération décimale
(complément a 10, 2 un nombre entier de dizaines), les décompositions
multiplicatives nécessitent une bonne connaissance du répertoire multiplicatif
("employé a l'envers” de l'emploi usuel -lors du calcul écrit par exemple-).
Elles peuvent également nécessiter l'emploi d'un répertoire multiplicatif
"élargl” peu familier aux éleves de cet 4ge.

- Dans la plupart des cas, les décompositions additives et la distributivité sont
assez performants.

Dans la classe de CM1, nous avons remarqué que la complexité de la tiche :
mémorisation, concentration, décompositions, utilisation des propriétés des
opérations met trés souvent les éléves faibles en échec. Néanmoins, une analyse
assez fine des erreurs permet d'observer une évolution des procédures
employées, aprés une phase d'apprentissage. La trop courte période
d'observation ne permet pas de conclure sur la solidité des acquis.



Essayons de répondre aux questions que nous nous sommes posées au début de
I'expérience.

1. Une pratique systématique du calcul mental a permis d'enrichir les
conceptions numériques des éleves et de diversifier les procédures de calcul
mental. Cette évolution doit tenir compte de l'existence d'étapes cognitives
différentes. Nous avons pu le constater pour le jeu de l'autobus et por les
autres activités additives et multiplicatives. Dans le cas des activités additives,
la premiére étape se caractérise parl'utilisation de techniques "primitives” de
comptage : énumération ou opérations posées dans la téte.

La deuxiéme étape correspond 4 la mise en oeuvre de techniques utilisant des
décompositions additives ou soustractives des nombres.

Dans le cas du jeu de l'autobus, nous avons observé la hierarchie des
procédures énoncée par G. Vergnaud. Pour notre expérience, le passage de la
premiére a la deuxiéme étape correspond au passage du CEI au CE2. Ce saut
qualitatif peut s'expliquer par une meilleure connaissance du répertoire additif,
par une plus grande familiarisation avec les opérations et par un début
d'apprentissage des fonctions numériques.

Dans le cas des activités multiplicatives, nous avons constaté que les
décompositions multiplicatives sont trés peu disponibles au CM1 et au CM2.
Les éléves font en général appel & des décompositions additives, lors de calculs
de produits et utilisent la distributivité "simple” de la multiplication par
rapport a I'addition.

2. Le maitre a un rdle trés important 3 jouer dans l'explicitation des
procédures mises en jeu par les éleves. Pour qu'une activité de calcul mental
soit intéressante, il est indispensable que le maitre fasse :

- expliciter les priocédures utilisées par les éleves.

- Comparer ces procédures, afin que chaque éléve puisse déterminer, en
fonctions de ses conceptions numériques, la procédure la mieux adaptée.
Celle-ci n'est pas forcément la méme pour tous les éleves. Ce travail
permet la diffusion de nouvelles tecniques, stratégies de calcul dans toute
la classe.

- 11 est toutefois indispensable, comme le montre l'expérience sur le "jeu
de l'autobus, de'institutionnaliser certaines procédures.

3. En ce qui concerne les éleves en difficulté, nous avons constaté un décalage
dans le temps dse performances, en particulier lors des passages d'étapes
cognitives.

Ainsi des éleves faibles de CM mettent en ocuvre des procédures "primitives”
(énumération, opérations posées dans la téte), parfois de fagon durable,
analogues a celles utilis€es par une majorit¢ d'éleves de CE1.

Cela se vérifie aussi pour le "jeu de l'autobus”. Les €léves qui rencontrent des
difficultés en calcul mental sont les mémes que ceux qui sont en difficulté en
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mathématique en général.Au début de l'expérience, ces éleves ne mettaient en
oeuvre qu'un seul type de procédure, voire aucun. La diffusion des procédures
utilisées par leurs pairs, si elles sont reconnues comme efficaces, leur permet

de progresser.
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DEUXIEME PARTIE

CALCUL MENTAL
DE PRODUITS

RESOLUTION DE PROBLEMES
MULTIPLICATIFS
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PREMIER CHAPITRE : PROBLEMATIQUE ET METHODQLOGIE
DE TRAVAIL

1) BUTS DE LA RECHERCHE

Nous avons travailler dans deux directions :

1-a) poursuite de la recherche sur le calcul mental entreprise précédemment au
cours préparatoire, cours élémentaire et cours moyen (voir premiére partie).
Nous nous sommes intéressés cette fois-ci au calcul mental de produits dans un
CM2.

Notre objectif est double :

1. mettre en évidence les différentes conceptions des nombres chez les éleves
de CM2, ainsi que leur disponibilité dans les calculs proposés.

Les psychologues se sont intéresssés a la représentation en mémoire des
nombres. D'aprés les travaux cités par M.FAYOL dans (2), il apparait que
celle-ci présente, pour ce qui concerne la suite numérique, de grandes
similitudes chez I'enfant jeune et l'adulte : "il s'agirait d'une sorte de ligne
mentale numérique sur laquelle interviendraient des effets liés a la "distance
symbolique : les comparaisons prendraient d'autant moins de temps que les
nombres occupent des positions distanciées 1'un par rapport a l'autre...".
Toutefois au fur et & mesure de la pratique scolaire des opérations cette
conception va se complexifier (avec l'apprentissage de la multiplication
notamment) : "l'organisation en mémoire reposerait a 5 ans sur la succession
(addition un a un), 4 8 ans sur l'addition en général et a 12 ans, aussi sur la
multiplication." (M.FAYOL).

La conception en mémoire des nombres s'organise peu a peu en un "réseau
mental” qui, d'aprés les recherches actuelles, se structure comme les classiques
tables d'addition et de soustraction : le délai d'accés & un nombre résultat
apparait alors dépendant du nombres de lignes et de colonnes a "parcourir”
mentalement.

Nous nous sommes particulierement intéressés :

- aux décompositions multiplicatives liées & l'associativité de la multiplication,
- 2 la disponibilité de ces décompositions dans les calculs de produits.

- & I'évolution des procédures de résolution en fonction de la taille des données
numériques.

2. Agir sur ces conceptions et les faire évoluer au cours de l'apprentissage.

Les calculs de produits ont été I'occasion :

- de faire expliciter les différentes procédures mises en oeuvre par les éleves
de CM2, de les comparer et de les faire évoluer (notamment en jouant sur la
taille des données numériques).
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- d'enrichir les conceptions numériques des éleves (notamment celles des
éleves en difficulté)

- de faire fonctionner les propriétés des opérations (commutativité -
associativité - distributivité ).

1-b) Résolution de problémes multiplicatifs liés :

1. a 1a combinatoire,
2. a4 la numération dans une base donnée : constitution de groupements
correspondants aux puissances de la bases.

Au départ, la question était de déterminer si le calcul mental pouvait étre une
aide a la résolution de problémes : en particulier, un apprentissage avec de
petits nombres pouvait-il déboucher sur une meilleure compréhension du
probléme ?

Quels seraient, a priori, les avantages des "petits nombres"” ?

1. Avec de "petits nombres”, I'éleve peut plus facilement représenter le
probléme (par exemple dans le cas de problémes de combinatoire, il peut
utiliser des arbres ou des ébauches d'arbres, des tableaux ... il peut méme
établir la liste exhaustive de tous les cas. Nous faisons I'hypothése que les
"petits nombres” permettent de donner du sens & des problemes complexes.
Toutefois il se peut que les stratégies qu'ils induisent ne soient pas forcément
pertinentes pour des nombres plus grands.

Cette hypothése nous a amenés a tester la résistance de procédures et
conceptions élaborées avec de "petits” nombres” lors du passage a des nombres
plus grands".

2. Avec de "petits nombres", le recours au calcul mental est plus simple et plus
rapide. L'éléve peut ainsi explorer dans un temps assez bref, différentes voies
permettant de résoudre le probleme. Cette phase de tdtonnement, utilisant le
calcul mental, peut étre déterminante pour trouver la (ou les) procédures
conduisant a la réussite.

3. La résolution de problémes est une activité complexe qui passe aussi par
I'utilisation de la mémoire : comme nous l'avons dit dans l'introduction, les
travaux des psychologues (cités par J.F Richard dans (3) et par M. Fayol dans
(2)) montrent que la mémoire A court terme est limitée et qu'il y a
"concurrence entre les activités de stockage de l'information et les activités de
traitement”.

L'exercice d'activités cognitives non automatisées est trés coliteux mentalement
et peut donc pertuber les possibilités de mémorisation des éléves.
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En se limitant & des calculs sur des "petits nombres” (le plus souvent
automatisés et donc peu cofiteux), on peut espérer libérer de "l'espace mental”
pour la compréhension de la structure de probleme.

2) CHOIX DES ACTIVITES

1) calcul mental

Nous avons proposé uniquement des calculs de produits de deux facteurs, en
faisant varier la taille de ces facteurs.

2) En relation avec le calcul mental, notre choix a porté sur la résolution de
problémes multiplicatifs, en particulier faisant intervenir le produit cartésien

de 2 ou 3 ensembles.

3) METHODE DE TRAVAIL

1) Présentation de la classe

Nous avons travaillé dans la classe de Madame Carpentier a I'école Dunoyer de
Segonsac a Antony.

C'est une classe de CM2 jugée de niveau plutdt faible par la maitresse.

Sur 27 éleves :

- 10 ont un an de retard,

- 3 ont deux ans de retard,
- 2 ont deux ans d'avance.

Selon la maitresse, la répartition des éleves peut se faire ainsi :
- groupe A (trés satisfaisant) : 6

- groupe B (satisfaisant) 5
- groupe C (tout juste passable} : 12
- groupe D (insuffisant) : 4

On observe en effet que plus de la moitié des éleéves se trouve dans des groupes
CetD.

2) méthode de travail

Les séquences ont eu lieu une fois par semaine pendant trois mois. En général,
la séquence est divisée en deux parties :

- une, consacrée au calcul mental de produits (1/2 heure environ),

- I'autre a la résolution de problémes multiplicatifs (1/2 également).

Pour le calcul mental, nous avons adopté la méthode suivante :
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1. Calcul de produits avec au moins un facteur a un chiffre : les éleves
inscrivent leurs résultats sur une ardoise et explicitent oralement leurs

méthodes de calcul.

2. Calculs de produits faisant intervenir 2 facteurs a 2 chiffres : les éléves
disposent d'une feuille de papier pour inscrire leurs résultats et, si besoin,
leurs calculs intermédiaires. Mais en aucun cas, ils ne doivent poser
'opération, les séquences ont été enregistrées au magnétophone.
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DEUXIEME CHAPITRE : CALCULS MENTAUX DE PRODUIT
1) Analyse a priori
Nous avons distingué, selon la taille des nombres, 2 types de produit :

n' : nombre a 1 chiffre
a)nxn oun' Xxnavec

n : nombre 4 2 chiffres

n' : nombre a 2 chiffres
b)nxn' oun xnavec

n : nombre a 2 chiffres

En effet, dans le cas a), l'utilisation mentale de l'algorithme écrit reste
performante alors qu'elle ne l'est plus du tout dans le cas b).

Dans ce dernier cas, les éléves sont contraints a trouver des procédures de
calcul différentes de celles du calcul écrit.

Dans les 2 cas, la distributivité simple utilisant une décomposition additive de n
ou de n' est toujours performante.

Dans le cas a), elle est plus intéressante par rapport a n.

Dans le cas b), cela dépend de la valeurdenetde n':

ex 74 x15:

1l semble plus intéressant de calculer

74x10+74x5

plutdt que :

1I5x70+15x4

Mais pour 7 x 12, il est sans doute plus facile de calculer 7 x 10+ 7 x 2.

La double distributivité est une procédure complexe, qui ne peut apparaitre
que si I'éleve peut garder des traces écrites de ses calculs intermédiaires (ce qui
est le cas dans la classe ol nous avons travaillé). Sinon, elle nécessite trop de
mises en mémoire pour étre performante dans un calcul purement mental.

cas a) : les valeurs proposées pour nn' sont 2, 4, 5,7, 8, 9.
4 et 9 sont des valeurs particuliéres :

pour n' = 4 : on peut utiliser l'associativité de la multiplication liée a la
décomposition 4 = 2 x 2,

Pour n' = 9 : la décomposition 9 = 10 - 1 est performante.

Pour n' = 5 : la décomposition 5 = 10 : 2 est intéressante dans la plupart des
calculs.
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cas b) : les valeurs proposées pour n' sont 20, 30, dizaines enti€res, puis 11,
15, 33. Les valeurs sont intéressantes pour les décompositions additives ou
multiplicatives associées :
n' =11 : la décomposition 11 = 10 + 1 est performante.
n' = 15 : la décomposition 10 + (10 : 2) est intéressante dans beaucoup de

exemple : 36 x 15 =360 + 180 = 540
On peut aussi utiliser : 15 =30:2

n' =25 : il y a plusieurs décompositions multiplicatives associ€es :
25=5x5:25=50:2:25=100:4

De fagon générale, l'utilisation de décompositions multiplicatives peut €tre
performante lorsque I'on multiplie un nombre pair par un multiple de 5.
2nx5n =10nxn

exemple : 35x 16 =(7x 5) x (2 x 8) =560
7x10x8

Dans la pratique, cela revient & mutliplier par 2 le multiple de 5 et diviser par
2 le nombre pair.

35x 16 =70x 8 = 560
n=22o0un =33

L'utilisation de l'associativité de la multiplication liée a la décomposition :
22=11x 2 (ou 33 =11 x 3) est intéressante en calcul mental.

Remarque : il n'est pas toujours facile de déterminer, lors d'un calcul avec
traces écrites, s'il y a eu utilisation d'une telle décomposition ou simplement de
la distributivité :

exemple: 22x56=1120+112

peut s'interpréter comme :

(56 x 20) + (56 x 2) (distributivité / 22)

ou bien comme :

(56 x 2) x 11 (utilisation de 22 =2x 11 et 10+ 1)

2) Procédures effectivement utilisées par les éleves

: nombre 3 2 chiffres

2-a) Casa:nxn oun xn avec r
n' : nombre a4 1 chiffre



1. Addition réitérée :nxn'=n+......... +n
n' fois

Dans le cas ot n' = 2 : ele se réduit a la recherche du double

1. bis : Distributivité simple par rapport 4 n avec addition (dans le cas n' = 2)

exemple : 2 x 54 4+4=28
50+ 50=100
108

2. Distributivité simple par rapport & n : n est décomposé additivement selon la
numération décimale en dizaines + unités

2'. Distributivité simple par rapport a n' :

exemple : 32x5=32x2+32x3
Tx54=4x54+3x54

2", Distributivité simple par rapport a n' : n' est décomposé par référence a la
dizaine supérieure : (cas particuliern' =9 =10 - 1).

3. Algorithme écrit utilisé mentalement

4. Associativité (cas particuliern' =4 =2 x 2)

5. Procédures mixtes :

exemple : 4x6: 2x60=120
120 + 120 = 240
240 + 8 =248

2-b) Fréquence d'utilisation de ces procédures :

- Pour n' = 2 : les procédures 1 et 1 bis (calcul du double) sont majoritaires.

- Pour n' = 4 : les procédures 2 et 3 semblent majoritaires, l'utilisation de
l'associativité liée a la décomposition multiplicative 4 = 2 x 2 est trés rare.
Quand elle existe, c'est plutdt sous la forme "calcul du double du double” (avec
'addition).

exemple : 16x4
16 + 16 =32

32+32=064
ou sous forme hybride :
16 x 4
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16 x2=32
32 +32 =064

-Pourn'=5etn =7, les procédures 1 et 2 apparaissent aussi a ce moment la
mais c'est la procédure 3 (algorithme écrit) qui est largement majoritaire, du
moins tant que les calculs sont oraux. En effet, quand la maitresse demande
aux éléves d'expliciter par écrit leurs calculs, alors la distributivité (procédure
2) devient majoritaire.

Pour n' = 7, on note une erreur provenant de la confusion entre addition et

multiplication.
nx7=nx4)x3

-n' =9 : Au début, l'agorithme écrit est largement majoritaire puis, apres
explicitation de la procédure 2", celle-ci devient majoritaire quand I'€léve doit
trouver au moins deux procédures de calcul. Cette procédure 2" est largement
argumentée dans la classe : il y a discussion pour savoir si on peut l'étendre a
tous les produits ("est-ce que ¢a marche pour § ?) - Au cours de la recherche,
une éléve trouve une autre procédure pour n' = 5, non utilisée jusque 1a,
s'appuyant sur :

5=10/2

- Lors de la séance suivante, ou les valeurs de n sont plus grandes, on note :
- une utilisation plus importante de la procédure 2 (distributivité par

rapport a n).
- Quelques utilisations de la procédure 2".

La procédure 2" n'est donc pas employée spontanément par les éleves. Elle
n'apparait que lorsque la maitresse insiste pour rechercher d'autres
procédures.

'n : nombre a 2 chiffres

2-¢c) Cas b :nxn' avec !
'n' : nombre a 2 chiffres

on constaste l'emploi des procédures suivantes :

1. Addition réitérée.

2. Algorithme écrit utilisé mentalement,

3. Distributivité simple par rapport 4 n avec décomposition additive de n

(selon la numération décimale ou nion).
exemple (78 =70+ 8,78 =60+ 18 ;78 =75 + 3)

4. Distributivité simple par rapport a n' avec décomposition additive de n’
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4'. Persistance d'un facteur (cette procédure est erronée).
cxemple facteur 11 : 11 x 12 120+ 11 =131

facteur 15 : 15x 12 150 + 15 = 165

5. Distributivité simple par rapport 4 n ou n' avec décomposition soustractive

faisant référence le plus souvent a la dizaine supérieure, mais aussi au multiple
de 5 immédiatement supérieur.

6. Double distributivité.

8. Associativité liée a une décomposition multiplicative de n ou de n'.
exemple : 22=2x11;15=3x5;25=50:2

2-d) Fréquence de ces procédures :

-Pourn’ = 11 : c'est la premiére fois que les éléves doivent faire mentalement
un produit de nombres a 2 chiffres. On observe de ce fait beaucoup d'erreurs
lors des premiers calculs.

D'autre part, ils doivent expliciter par écrit leurs calculs intermédiaires, et ont
alors tendance a rechercher le plus possible de méthodes différentes : cela
explique :

- la trés grande diversité des procédures observées.

- Le fait qu'il n'y a pas, dans ce cas, de procédure majoritaire : les

procédures 1, 3, 4, 5, 6, sont effectivement utilisées.

-Pour n' = 15 : les procédures 3, 4 sont majoritaires. 11 semble que la
distributivité par rapport au 2 ieme facteur du produit soit privilégiée.

-Pour n' = 25 : lors des premiers calculs, la distributivité simple protant
plutdt sur le 2 iéme facteur est trés largement majoritaire. Mais, aprés
intervention de la maitresse portant sur les différentes fagons d'écrire 25 (on
note d'ailleurs que la décomposition multiplicative 5 x 5 n'apparait pas), on
observe une plus grande diversification des procédures : en particulier,
quelques procédures de type 8 apparaissent, mais elles sont trés rares. On note
ausst une plus grande utilisation de la double distributivité, surtout quand le
2iéme facteur est assez "grand”, et cela sans insistance particuliere de la
maitresse.

Quelques cas particuliers de produits :

25 x 80 : -3 éleves utilisent une procédure de type 8 :
(25 x40)x20u (25x 8) x 10
- Certains éléves sont tentés d'utiliser la distributivité par rapport
a 80 et se trompent : (25 x 8) + 25
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25x25: Un éléve propose (100 x 100) : 8
L'exemple est repris collectivement. Les enfants ont du mal a
voir ou se trouve l'erreur. De plus, ils ne savent pas diviser par 4
mentalement.

- Pour n' = 22 : les procédures 3, 4 (Distributivité) sont toujours majoritaires.
L'utilisation de la double distributivité est importante surtout quand le 2e
facteur est plus "grand” (trentaine et surtout quarantaine et plus).

La décomposition multiplicative 2 x 11 n'apparait qu'apres intervention de la
maitresse pour rechercher d'autres méthodes de calcul, mais elle reste trés
rare.

On observe plusieurs erreurs dues au poids du facteur 2 :

44 x 68
exemple 22 x 34 11 x 17
70 x 22

- Pour n' = 33 : les procédures utilisées sont du méme type que pour n' = 22.
Les décompositions multiplicatives (en particulier 3 x 11) sont toujours tres
rares, chez 4 éléves seulement.

Quelques produits particuliers

15 x 33 : un éléve calcule (33 x 30) : 2 on peut expliquer cela par une
référence 2 un multiple de 10 proche de 33 ou par le poids du facteur 30, ou
encore par l'apprentissage d'autres décompositions multiplicatives du méme
type (ex : 25 = 50 : 2), cette procédure n'est jamais apparue lors des autres
multiplications par 15.

33 x 74 : on note une utilisation paradoxale de I'addition réitérée :
33 +...+33
7 fois

_Pour n' = 20. 30, ... un nombre entier de dizaines : les calculs sont bien
réussis, les enfants appliquent la "régle des zéros”, c'est a dire écrivent un zéro
3 droite de l'écriture du nombre. Mais l'application de cette regle semble
davantage un automatisme qu'une référence a l'associativité.

3) Conclusion

La taille des nombres semble étre une variable didactique pertinente pour
I'évolution des procédures utilisées par les éleves.

En effet :
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- I'addition réitérée n'apparait que pour les petites valeurs de n' : n' = 2,4
mais aussi 7. Elle ne se trouve plus qu'a I'état de traces par la suite.

- De méme, l'agorithme écrit n'est utilis€é mentalement que pour les petites
valeurs de n' (cas a) ou il est majoritaire (sauf pour n' = 9, apres intervention
de la mafitresse).

Dans ce domaine numérique, cette procédure est en effet pertinente mais elle
disparait complétement quand n et n' sont des nombres a 2 chiffres.

- La distributivité simple avec décomposition additive est majoritaire a partir
de n' = 7 (sauf pour n' = 9 et aussi 20, 30).

Elle est renforcée par la demande d'explicitation par écrit des calculs
intermédiaires.

Elle porte plutdt sur le 2e facteur (en liaison avec le sens de l'écriture?) mais
ce n'est pas systématique. Cela dépend essentiellement des données du calcul.

- L'utilisation de la double distributivité devient importante lorsque les 2
facteurs sont des nombres a 2 chiffres, dont I'un est supérieur a la trentaine.
Mal maitrisée, elle est source d'erreurs :

Exemple d'erreurs observées

1. Oubli des termes rectangles (assez fréquente)

25 x 68 20x60+5x8
1. bis : 1 seul produit : 20 x 60

2. distributivité par rapport 3 un seul facteur :

25x 25 20x5+5x5 ou 33x74 30x70+30x4
20+ 5)x 5 (70 + 4) x 30

3. Persistance d'un facteur :
25 x 68 20x20+5x68

4, Erreur sur un produit seulement :

22 x 34 20x30+2x4+2x3
5. Autres erreurs :

25 x 25 20x20+5x50
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- La distributivité simple avec décomposition soustractive est présente a
chaque résolution d'exercice. Son emploi est le fait de quelques €leves, mais ce
ne sont pas toujours les mémes ; le plus souvent, il est i€ a la volonté de
rechercher d'autres méthodes de calcul.

- Si 'on excepte les cas n' = 4 et n' = 20, 30, ..., les décompositions
multiplicatives n'apparaissent pas naturellement, mais sculement apres
intervention de la maitresse. Méme dans les cas ou elles pourraient étre
performantes (n' = 22, 25, 33 ...) elles sont trés minoritaires. Il en est de
méme pour les décompositions faisant intervenir un quotient (n' = 25
=50:2= 100 : 4) la décomposition 5 = 10 : 2 n'est apparue qu'une seule
fois, lors d'une recherche. L'utilisation de 15 = 10 + (10 : 2) n'est jamais
apparue. Il semble donc que les écritures multiplicatives sont trés peu
disponibles chez les éléves de la fin du cycle primaire. En fait, ces résultats
peuvent s'expliquer : en effet, la distributivité simple additive combine d'une
part la vision de la multiplication comme addition réitérée, d'autre part la
décomposition décimale des nombres qui est & la base de la technique écrite.
Elle est donc facile d'acces. De plus, contrairement a la distributivité double,
elle est directement utilisable de maniére fiable. Tout cela explique son succes
et son renforcement comme stratégie dominante au cours des exercices. Par
contre, les décompositions multiplicatives n'ont pas la méme généralité
d'emploi. De plus, les opérations qui justifient leur efficacité ne sont pas
toujours les plus pratiquées par les éleves.

Ainsi, on peut "sortir des tables" (par exemple 33 = 3 x 11) ou bien utiliser la
division (ex : 25 =100 : 4).

Enfin, alors que la distributivité simple peut étre "automatisée”, il n'en est pas
de méme pour les décompositions multiplicatives ot I'éleve doit a chaque fois
“inventer". Pour promouvoir ces derniéres, il est donc nécessaire de prévoir
un apprentissage spécifique.
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TROISIEME CHAPITRE : RESOLUTION DE PROBLEMES
MULTIPLICATIFS

A) OBJECTIFS DE L'EXPERIENCE - TYPES D'ACTIVITES

Dans cette seconde partie de notre travail, nous nous sommes plus
particuliérement intéressés a la résolution de problémes faisant intervenir la
multiplication.

Notre objectif principal était de mettre en évidence des relations entre calcul
mental et calcul écrit. Nous voulions voir dans quelle mesure des procédures
de résolution mentale pouvaient intervenir dans la résolution écrite d'un
probléme.

Notamment, nous voulions déterminer les conditions qui permettent a un éleve
d'aborder la résolution d'un probléme muitiplicatif comportant des données
numériques "grandes” sachant qu'il est capable de commencer & résoudre
mentalement (ou de résoudre totalement) un probléme du méme type faisant
intervenir des données numériques "plus faibles”.

Cela nous a conduit a tester le domaine de validité de certaines procédures et
de certaines représentations mises en oeuvre lors de cette résolution mentale.
Les problémes traités sont les suivants :

1) problémes multiplicatifs et produit cartésien

- Trouver tous les déguisements que I'on peut faire avec 3 types de vétements.
- Trouver toutes les quilles que l'on peut construire avec 3 types de matériaux.
- Trouver tous les menus que l'on peut composer avec 3 types de plats.

Nous avons choisi des activités faisant intervenir le produit cartésien de 3
ensembles, les études portant sur ce point (voir en conclusion) s'attachent
surtout & analyser les produits cartésiens de 2 ensembles dans le cas ou le
cardinal est petit.

2) probléemes de dénombrement :

- 5 personnes se rencontrent et se serrent la main, combien de poignées de
mains sont ainsi échangées ?

- Dans un championnat de football, il y a 20 équipes, chaque équipe rencontre
les autres deux fois (maich aller - match retour). combien y-a-t-il eu de matchs
disputés ?.

- Dans un championnar de basket il y a 20 équipes, chaque équipe rencontre
les autres une fois, combien y-a-t-il eu de matchs effectués ?

3) Problémes de numération : voir Marie Jeanne Perrin-Glorian, cahier de
didactique 24 des mathématiques de 1'TREM de Paris VIL.
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4) Invention d'énoncés de problémes dont la résolution nécessite d'effectuer
uniquement 2 multiplications dont les facteurs sont imposés par le maitre.

B) PROBLEMES DE COMBINATOIRE
B.1., Problémes multiplicatif r i riésien.

Nous nous proposons de faire calculer aux éléves le cardinal du produit
cartésien de 3 ensembles finis A, B et C.

Voici un énoncé de probleme posé :

MENU

1 entrée aqu choix 1 plat au choix
- Carotte a l'orange - Ravioli gratinés
- Sardine - Poulet réti, haricots beurre
- Pizza - Steak hache, coquillettes
- Pamplemousse - Grillade de porc haricots bretons
- Friand au fromage - Hachis parmentier
- Potage - Blanquette de veau riz créole
- Céleri rémoulade
- Salade composée
- Oeufs durs, mayonnaise
- Betteraves et mais
- Endives en salade
- Quiche

1 dessert qu choix

- Mousse au chocolat
- Pommes au four

- Compote

- Péches au sirop

- Lait gélifie

- Flandise

- Ananas

Combien peut-on composer de menus différents comprenant une entrée, 1 plat
et I dessert ?

Notre but est d'analyser les procédures de résolution des €leéves, de classifier
les différents types de représentations proposées et de tester la résistance de ces
procédures et représentations selon le domaine de vanation des données
numériques.
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B-1-a) Variables de la situation

B-1-a-1) les variables numériques :

Nous avons défini deux domaines :

- le domaine D1 : les cardinaux finis des ensembles A, B, C sont tous
choisis compris entre 0 et 5.
- le domaine D2 : les cardinaux sont compris entre 6 et 30.

B-1-b-2) les variables liées au contexte

Afin de diversifier les énoncés et de ne pas lasser les éléves nous avons proposé
différents énoncés du méme probléme.
V1 : probléme de menu (voir ci-desus)
V2 : méme probléme avec des jouets (type, couleur, mode de
fonctionnement).
V3 : avec des quilles
V4 : déguisements

Voici les différents énoncés proposés

V1 : voir ci-dessus (domaine D?2)

V2 :
(domaine D1)

V3:
(domaine D1)

V4 :
(domaine D?2)

Un marchand vend plusieurs types de jouets, ce sont :
- soit des avions, soit des bateaux, soit des autos, soit des
camions,
- leur couleur peut étre bleue, rouge, ou blanche
- ce sont soit des jouets a friction, soit a clé
Combien y-a-t-il de types différents de jouets ?

Un marchand de jouets veut fabriquer des quilles

- la téte peut-étre ronde ou carrée

- elles peuvent étre rouges, bleues, jaunes ou vertes,
- elles peuvent étre en plastique, en bois ou en terre
cuite.

Combien de sortes de quilles le marchand pourra-ti-il
fabriquer ? .

Les éléves de I'école, pour le carnaval, se déguisent.
Ils ont le choix entre 23 chagpeaux, 14 pantalons et 25
vestes. Combien de déguisements différents peuvent-ils
composer?
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NB : Notons que les éléves doivent dénombrer le cardinal du produit cartésien.
La notion de triplet n'est pas un objectif de l'activité.

B-1-b) Analyse de la tAche de 1'éléve

- Quelque soit 'énoncé proposé, 1'éleve est confronté a une structure
multiplicative.

- Il peut se donner ou élaborer une représentation adéquate de la situation.
Nous nous attendions a voir apparaitre les représentations suivantes qui font
partic éventuellement du savoir enseigné des éléves (au moins dans le cas du

produit de 2 ensembles).

RA : représentation en arbre :

plastique
rouge bois
terre cuite
plastique
bleue bois
Ronde terre cuite
plastique
jaune bois
terre cuite
plastique
blanche bois
terre cuite
plastique
rouge bois
terre cuite
plastique
bleue bois
Carrée terre cuite
plastque
jaune bois
terre cuite
plastique
blanche bois
terre cuite
RC : un ou plusieurs tableaux cartésiens
rouge bleue jaune blanche
ronde RR RBe RJ RBa
carrée CR CBe ] CBa
RR RBe RJ RBa CR CBe al CBa
Plastique | RRP | RBeP | RJP | RBaP | CRP | CBeP | CJP | CBaP
bois RRB | RBeB| RJB {RBaB| CRB |CBeB| CIB | CBaB
terre RRT | RBeT{ RIJT | RBaT| CRT [ CBeT| CJT | CBaT
cuite
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RS : diagrammes sagittaux

Les études faites précédamment sur ce sujet (notamment par S. MAURY et M.
FAYOL) montrent que les éléves, dans le cas ol le cardinal de A, B, et C sont
petits peuvent €tre amenés a dressser une liste exhaustive de toutes les solutions
possibles et a produire ou non un codage adéquat.

Nous noterons REL une liste exhaustive organisée utilisant un codage avec des
lettres, REC une liste utilisant un codage chiffré, pour désigner les différents
triplets de A x B x C.

Nous noterons REM une liste exhaustive organisée n'utilisant pas de codage

REL : liste exhaustive organisée, utilisant un codage littéral,

reprenant le codage du tableau cartésien

RRP RBeP RJP RBaP CRP CBeP CIP CBaP
RRB etc...

REC : liste exhaustive des solutions organisée. utilisant un codage chiffré :

ronde --> 1 rouge --> 3 plastique -->7
carrée--> 2 bleue --> 4 bois ->8
jaune --> 5 terre cuite--> 9

blanche --> 6
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la liste peut alors se traduire par :

137 147 157 167
138 148 158 168
139 149 159 169
237 247 257 267
238 248 258 268
239 249 256 269

- suivant la représentation adoptée et 1'état d'élaboration de cette
représentation, les éléves peuvent :
.dans le cas RE, dénombrer sans passage par une multiplication le
nombre de solutions trouvées, nous noterons M1 ce type de procédure.
. dans le cas de la recherche exhaustive ou dans les autres cas, traduire en
terme de produit et produire un double produit comme solution, nous

appellerons :
M2 : la procédure se traduisant par le produit
Card A x card B x card C et ne privilégiant pas de facteurs
particuliers.

M31 : procédure se traduisant par 2 produits effectués par étape, a
savoir {card A x card) x card C.

M32 : la procédure se traduisant par card A x (card B x card C). Les
ensembles A, B et C étant donnés dans cet ordre par I'énoncé.

B-1-¢) Déroulement de I'expérimentation

L'expérimentation s'est faite en 3 phases :

1) phasen® 1:

- la mafitresse donne aux éléves le probléme sous la variante V1. (Séances du
16/12/86 et 18/12/86).

- devant I'échec systématique des éléves a trouver le résultat et méme dans
bien des cas & produire une représentation adéquate, la maitresse conduit un
premier bilan des productions des éléves portant sur les tentatives de calculs et
les essais de représentation. elle fait comparer ceux-ci et demande aux éléves
d'essayer de "dessiner” et de trouver le nombre de menus différents que I'on
peut composer avec l'entrée ; "carotte”.

- ensuite il y a retour a une recherche par groupe et enfin comparaison lors
d'un deuxiéme bilan des productions des éleves.

2) phase n® 2 : la maitrese propose la variante V2 (séance du 18/12/88)

3) phase n° 3 : test individuel, les éléves doivent résoudre les problemes V3 et
V4 (séances 3 mois apres).
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B-1-d) Analyse des résultats et des procédures : phase n° 1

1) la l&re phase de recherche ne donne aucun résultat correct. Les éléves ne
reconnaissent pas d'emblée un probléme de type muluplicatif. Dans le meilleur
des cas, ils effectuent une multiplication et une addition.

Exemples de production : (Cf. annexe 1)

. Cécile effectue le produit card A x (card B + card C) soit 13 x 12

. Delormel effectue le méme produit mais en deux temps :

(card A x card B) + (card A x card C)

. david repérant qu'il y a 3 types de plats effectue

(card Ax3)+(cardBx3)+(card Cx3)soit 12x3 +6x3+7x3

. Cheber multiplie au hasard les données (l'un des calculs donne la réponse
juste).

. Suite 4 une tentative de la maitresse pour expliquer la consigne (est-ce que les
27 éléves de votre classe peuvent par exemple, manger un menu différent),
certains éleves font intervenir dans leur calcul cette nouvelle donnée.

Ainsi Audray calcule 27 x (12 + 6 + 7) soit 27 x (card A + card B + card C)
d'autres calculent 3 x (12+ 6 + 7) x 27.

Ainsi nous voyons que dans cette premicre recherche peu d'éleves
reconnaissent une structure multiplicative et quand c'est le cas, ils n'en voient
qu'un aspect. Le produit cartésien des 3 ensembles n'est pas percgu, il ne
fonctionne en aucun cas comme modele implicite (tout au plus, ce modele
fonctionne pour deux ensembles : le premier (les entrées) et le second (réunion
des plats et desserts).

Dans cette premiére étape, il y a trés peu de représentations (la consigne ne
I'impose pas, seul un conseil oral étant donné aux éléves ne produisant rien :
"essaie de faire un dessin".

1 es représentations sont les suivantes :

- Quelques tentatives pour dresser des listes plus ou moins organisées mettant
en oeuvre un codage numérique, ou pour construire des arbres ; (Cheber -

Fréderic - annexe 2).
- Quelques exemples de menus (Sourraya - annexe 2).
- Des dessins figuratifs (David - annexe 2)

2) Face a 1'échec massif des éléves, 1a maitresse est amenée & une premiere

simplification du probléme : détermination d'un produit partiel : elle demande
combien de menus on peut constituer avec l'entrée "carottes” et conseille de

faire un dessin.
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Cette étape intermédiaire permet d'obtenir un certain nombre de
représentations qui sont des tentatives plus ou moins réussies d'organisation
d'une recherche exhaustive.

Nous pouvons citer :

- des représentations du type R.E.C, souvent mal organisées (certains €leves
faisant varier simultanément les 2éme et 3¢me éléments du triplet (Bertrand -
annexe 3)

- des représentations du type R.E.L, souvent la encore mal organisées (Audray
- annexe 3)

- quelques tentatives d'arbres souvent peu maitrisés (Frédéric et Jean-Luc -
annexe 3) parfois semi-additifs (Marion annexe 3).

3) Dans un second bilan, la maitresse s'appuyant sur des €l&ves ayant trouve le
bon résultat ou ayant proposé une bonne représentation (compléte) amene la
classe 4 comprendre les démarches permettant de trouver le résultat
intermédiaire et propose de résoudre le probleme général. Les €leves dans leur
majorité voient alors qu'il suffit de multiplier celui-ci (42) par le nombre
d'entrées. Cette conduite de l'activité ne permet toutefois pas aux €leves de
prendre pleinement conscience des réles symétriques joués par les 3 ensembles.

B-1-e) phase n® 2 : variante V2

Afin d'assurer une meilleure compréhension de la structure du probleme, la
maitresse propose, une nouvelle simplification portant sur les variables
numériques.

Le changement d'habillage ne pose pas ici de probléme de compréhension.
Lors de cette phase, le probléeme est bien réussi par les €éleves, ceux-ci
produisent dans leur immense majorité des représentations completes (du type
RA ou REL ou REC) qui leur permettent de dresser la liste (exhaustive) de
toutes les solutions possibles. Iis traduisent cette démarche par double produit
M2 4 x 3 x 2 = 24 (cas rare), mais surtout par des calculs du type M31 ou
M32.

I1 est difficile & ce stade de comparer les deux phases et surtout de juger de
l'impact de la phase V2, car celle-ci, du fait des petits nombres, favorise une
recherche exhaustive (signalée comme la procédure la plus fréquente par
MAURY (4). Le résultat est confirmé ici.

En effet, la résolution de V1 nécessite :

- soit de passer par un calcul intermédiaire (s'appuyant sur une recherche ou
un début de recherche exhaustive) puis de reconnaitre la structure
multiplicative du probleme.

- soit d'entrevoir d'emblée celle-ci (& partir d'une représentation en arbre par
exemple) afin d'effectuer le produit card A x card B x card C,

Afin de juger des effets de l'apprentissage effectué et notamment de l'impact
d'une recherche portant sur des petits nombres, nous avons passé 12 semaines
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aprés, un test portant sur les variantes V3 et V4 (respectivement faisant
intervenir les domaines D1 et D2).

B-1-f) Analyse des résultats et procédures des éleves au test

1) analyse de la variante V3 (domaine D1)

- analyse des résultats_et des erreurs : 22 éleves sur 26 trouvent le résultat, un
éleve effectue la multiplication 24 x 3 (ce qui revient a multiplier le cardinal
du produit cartésien par le nombre d'ensembles -résultat du poids du facteur 3
a la fois nombre d'ensembles et cardinal de l'un de ceux-ci- 2 €leves font une
erreur de calcul et un éléve ne foumnit aucune réponse.

- analyse des représentations : nous constatons une grande variété de
représentations : tableau cartésien, double diagramme saggital, arbre, listes
numérotées ou codées avec des lettres, mixtes (arbre et liste ou bien arbre et
diagramme) : on peut noter toutefois une majorité de recherches exhaustives
s'appuyant sur un modele privilégié : I'arbre.

- analyse des procédures :
. la procédure la plus fréquente est un dénombrement de tous les cas

possibles s'appuyant sur une liste exhaustive ou sur 1 arbre complet (13
éleves dont 3 seulement arrivent au résultat : (3 x 4) x 2.

. 8 éléves seulement traduisent leur recherche par un calcul de produit :
2 M2, 6 M31 ou M32.

- conclusion : nous pouvons donc conclure cette analyse par les résultats
suivants :
- trés peu d'éleves (2 sur 26) fournissent comme écriture finale le produit
card A x card B x card C, significatif d'une "vision" multiplicative du
probléme (en particulier de "lI'arbre”) ; les autres menent a 1'aide de listes
organisées ou a l'aide d'une représentation en arbre, une recherche plus
ou moins exhaustive, cela les conduit 4 dénombrer un & un ou paquets par
paquets, les éléments du produit cartésien.
- cela peut laisser penser que la représentation sous forme d'arbre si elle
est performante, ne permet pas de donner aux €léves une vision
multiplicative de ce type de probleme.
- 22 éleves toutefois sur 26 réussissent cet exercice.

2) analyse de la variante V4 (domaine D2)

Les éleves comme dans le cas ci-dessus étaient incités a produire une
représentation illustrant leur démarche, celle-ci toutefois n'était pas
obligatoire.
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analyse des résultats et des erreurs :

. 14 €leves sur 27 produisent une réponse exacte, a I'exception d'une éléve qui
fait un dessin (figuratif) de vétements, tous les autres ne font que des calculs et
ne les accompagnent d'aucune représentation.

.3 éleves produisent des résultats partiels (2 erreurs de calcul, et une
mauvaise lecture de I'énoncé 24 x 14 x 25 au lieu de 23 x 14 x 25). Dans les 2
premiers cas les €léves ébauchent des listes numérotées.
. 1 éléve ne fournit aucune réponse
. les 9 réponses totalement erronées se répartissent de la fagcon suivante,

* un éleéve calcule la somme de 25 premiers nombres entiers,

* 5 éléves "disent” qu'il n'y a que 14 déguisements,

* 3 éleves multiplient 2 a 2 les différentes données et en font la somme.

Analyse des représentations :

Tous les €leves (sauf une déja citée) produisent comme représentation, quand
celle-ci existe (8 sur 27) des listes numérotées (dans 7 cas sur 8) ou des débuts
de listes. Celles-ci ne les conduisent jamais au succes, car n'étant pas completes
ils ne peuvent les utiliser pour dénombrer un a un ou paquets par paquets les
solutions.

Conclusion

- Nous constatons donc un net progrés par rapport & la phase n°1 di sans
doute a l'apprentissage réalisé et au fait que les éléves ont su reconnaitre (pour
17 d'entre eux) un probléme multiplicatif ; il est significatif que les éléves
répondant correctement au probléme n'aient pas jugé utile de faire des
représentations.

- Les représentations (listes ou arbre) semblent étre nécessaires dans un
premier temps, mais dans le cas du domaine D2, elles peuvent étre un handicap
car elles conduisent a une recherche exhaustive de tous les cas.

- L'apprentissage réalisé sur des petits nombres a permis a de nombreux
éleves de reconnaitre un type de probléme : ils ont pu se construire des
techniques de recherche exhaustive.

Mais ces techniques peuvent devenir un obstacle a la compréhension de la
structure multiplicative du probléme si elles sont construites uniquement dans
le domaine des "petits nombres".

Toutefois, cet obstacle peut étre surmonté dans le cadre d'une progression du
type : Probleme complexe (Domaine D2) - lere simplification de structure :
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calcul d'un produit partiel dans le domaine D2 - Seconde simplification dans le
domaine numérique D1- Retour au probiéme complexe dans le domaine D2.

B2) Autr roblém mbinatoir
Dans un premier temps nous avons proposé aux éléves le probléme suivant ;

P1 : 20 équipes de foot-ball (dont on donne la liste) de premiére division
participent au championnat, chaque équipe rencontre les autres deux fois
(match aller, match retour). Combien y-a-t-il de matchs disputés ?

Puis 12 semaines apres, les deux problémes ci-dessous afin de tester le résultat
de l'apprentissage effectué précédemment :

P2 : 5 personnes se rencontrent et se serrent la main, combien de poignées de
mains sont ainsi échangées ?

P3 : Dans un championat de basket, il y a 25 équipes, chaque équipe rencontre
les autres une fois, combien y-a-t-il de matchs disputés ?

Ce sont trois problemes de combinatoire pouvant se résoudre par un calcul de
produits. Notre but est de tester les performances, démarches et
représentations mises en oeuvre par les éleves lors de la résolution, de tester
I'effet de I'apprentissage réalisé en P1 sur P2 et P3 et ceci dans le cas ou les
données intervenant sont soit "petites”, soit plus importantes.

B-2-a) Etude du probléeme P1

La passation a eu lieu le 19/12/86, elle était individuelle, chaque éléve devait
résoudre sur une feuille le probléme. Puis il y a eu un bilan dirigé par la
maitresse s'appuyant sur les explications fournies par les éleves. Celui-ci a eu
lieu lors d'une seconde séance.

Lors de cette seconde séance, les éleves devaient auparavant résoudre le
probleme P1' (méme texte mais il n'y a plus que 8 équipes).

Le principe de l'expérimentation est donc le méme que celui exposé au
paragraphe B-1. Nous avons Ia encore deux domaines de variation pour les
données numériques. Signalons toutefois que les problemes P2 et P3 sont un
peu différents du probléme P1.

B-2-a-1) analyse a priori des procédures de résolution possibles

- la_procédure PROI : chaque équipe rencontrant les autres deux fois, elle
dispute donc 19 matchs aller, 19 retour, soit 38 matchs. Chaque match faisant
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intervenir 2 équipes, comme il y a 20 équipes il y a donc 380 matchs
(38 x 10).

- la procédure PRO? ; chaque équipe fait 19 matchs-aller, il y a 20 équipes,
cela fait donc 380 matchs (19 x 20 et prise en compte de la symétrie du
probléme).

Ces deux procédures ne font pas intervenir la symétrie du probléme au méme
moment.

- procédure PRO3 : la premiere équipe dispute 19 matchs aller,]la deuxieme
dispute 18 matchs aller..., il y a donc

19 + 18 e + 1 = 190 matchs aller

il y a de ce fait 380 matchs.

- procédure PRO4 : la premicre équipe dispute 38 matchs, la seconde 36

matchs, ..., la 20iéme 2 matchs, il y a donc
38+ 36 ... + 2 = 380 matchs.

Ces deux dernieéres procédures ne font pas jouer des rbles identiques aux
différentes équipes. Elles sont liées a une recherche exhaustive des solutions,
de plus elles sont trés proches d'une vision additive du probléme alors que les
procédures PRO1 et PRO2 sont plus proches d'une vision multiplicative.
Les représentations attendues différent quelque peu de celles attendues en B1.

- listes exhaustives avec ou sans codage (numérique ou littéral),

- diagrammes sagittaux,

- arbre.

B-2-a-2) Analyse des productions et erreurs des éleves (premigre phase de

recherche)

. 10 éléves sur 26 fournissent une réponse exacte (a savoir 380 matchs),
. 3 éléves fournissent une réponse fausse :
19x2x20=38x20=720
20 x 19 =380 et 360 x 20 = 7600
20 x 20 = 400

Les bonnes réponses correspondent toutes au calcul 20 x 19 = 380. Les deux
premiéres erreurs proviennent d'une mauvaise prise en compte de I'existence
des matchs aller-retour. La derniére revient & considérer qu'une équipe peut se
rencontrer avec elle-méme (mauvaise compréhension de I'énoncé ou erreur
d'inattention). Les autres éléves ne finissent pas leur calculs ou ne répondent
pas (5 non réponses).

Analysons les représentations produites par les éléves
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Nous avons relevé :

- 4 ébauches d'arbres codés avec des nombres

- 5 débuts de liste ne faisant intervenir que des couples disjoints (voir
annexe 4).

- 1 énumération par équipe du nombre de matchs a disputer (voir annexe
4).

- 5 listes de matchs (éventuellement numérotées) des équipes se
rencontrant.

Soit donc 15 tentatives pour représenter le probléme sans tenir compte de
la symétrie de celui-ci (matchs aller-retour).

- 11 tentatives de représenter le probléme en tenant compte de la
symétrie se répartissant de la fagon suivante :

- 2 ébauches de diagramme sagittaux symétriques (voir annexe 4).

- 7 ébauches d'arbres numérotés ou codés avec des lettres prenant en
compte les matchs A-R (voir annexe 4).

- 2 énumérations de tous les matchs possibles (voir annexe 4). Nous
pouvons noter que le ler type de représentations fournit seulement 2
bonnes réponses (sur 15), le second type en fournit 8 (sur 11).

Analyse des procédures

Compte tenu des représentations, nous constatons que :

. 1a procédure PRO1 n' est utilisée qu'une seule fois,

. la procédure PRO2 est utilisée 11 fois (vision additive 19 + 19 +19

+ ...)

. la procédure PRO3 est ébauchée une fois
Nous constatons que dans cette premiere phase, un nombre important d'éleves
sont en échec, ceux qui amorcent une recherche sont conduits & dresser une
liste exhaustive s'appuyant le plus souvent sur une énumération citée des
matchs qu'ils arrivent en général & généraliser quand ils prennent en compte la
symétrie du probléme. cette recherche les améne a passer d'un début d'addition
réitérée a un produit.

B-2-a-3) Deuxiéme phase : probléme P1, recherche collective

Aprés une premiére simplification (recherche du probieme P'1), quand on leur
repose le probléme plus complexe P1, les éléves obtiennent de bons résultats et
utilisent le plus souvent la procédure PRO1 et PRO2, dans des cas plus rares la
procédure PRO3. Les représentations sont du méme type (mais complétes) que
ci-dessus.

B-2-b) Analyse du test

B-2-b-1) Variante P2
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18 éléves sur 26 répondent correctement & la question, 3 éléves ne tiennent pas
comptie de la symétrie du probléme, 1 éléve fait une erreur de calcul, 2 €léves
répondent 5 x 5 = 25 (prise en compte du seul facteur 5), 1 éleéve n'a rien
compris au probléme. Dans le cas de "petits nombres” il y a donc un fort
pourcentage de réussite.

La procédure majoritaire est la procédure PRO3 correspondant a une
recherche exhaustive (15 éleves), les autres procédures n'existent qu'a I'état de
traces. Peu d'éléves traduisent le résultat sous la forme d'un produit : il n'y a
pas de vision multiplicative du probléme (qui demande une prise en compte de
la symétrie : 3 éléves seulement).

La représentation majoritaire est I'arbre ; on reléve quelques dessins figuratifs
et quelques diagrammes sagittaux.

B-2-b-2) Variante P3

Cette passation est beaucoup plus mal réussie

-un seul éleéve trouve le bon résultat par une recherche exhaustive des
solutions et par une addition 24 + 23 +22 ... + 1 (procédure PRO3).

- 8 éléves ne répondent pas.

- 16 éleves entament une recherche exhaustive et essaient de la traduire par
une multiplication (fausse car il ne prennent pas en compte la symétrie : 24 x
24 ou 25 x 24 ou 25 x 25). ‘
Les représentations reviennent a faire ou 4 entamer une recherche exhaustive
(diagramme sagittaux, listes, arbres. 1 seule éleve MARION (voir annexe 4)
décompte les branches de 'arbre). Ces recherches prennent souvent en compte
la symétrie des réles joués par les équipes mais ne débouchent pas lors des
calculs sur un bon résultat.

Nous pouvons donc conclure que si la recherche exhaustive (s'appuyant sur des
représentations) permet de résoudre la variante P2, celle-ci induit une
structure additive qui conduit a 'echec les mémes éleves quand les nombres
sont plus grands ( variante P3), en effet il faut abandonner cetie recherche, et
la généraliser, la traduire par un produit ou une addition des n premiers
nombres. La recherche effectuée sur des petits nombres n'apporte pas ici de
résultats significatifs? Les résultats enregistrés a ce test sont plus faibles que
ceux enregistrés 4 la phase n°1 (variante P1); cela nous conduit a penser que
ces notions sont trés instables chez des éléves de CM2.Le probleme reste
difficile pour des éleves de CM2.
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C) UN PROBLEME DE NUMERATION : LE PROBLEME DES OEUFS

Voir en annexe 5 les textes correspondant a ce type de probléme.

C'est un probiéme multiplicatif, 1ié a la numération de position puisqu'il
fait intervenir des groupements du ler ordre {les boites), du 2nd ordre (les
cartons) et du 3e ordre (les caisses) par un nombre fixe jouant le role de
base.

Ce probléme a déja été proposé dans des classes de CM2, Ge, Se, 4e, par
M.J. PERRIN (1)

Les résultats obtenus dans ces classes ne sont pas trés bons : il s'agissait
pourtant d'une 2iéme passation, trop peu d'éléves ayant abordé le probieme
lors de 1a lére. (Il est vrai que le probléme se situait a 1a fin dun test
comportant par ailieurs d'autres questions).

Parmi les éléves ayant effectivement abordé ie probléme, en M2 : le taux
de réussite totale est de 12 % (30 % de réusite partielie).

Ce taux passe & 20 % en 6éme, jusqu2 38 % en Séme et 4éme. Méme en
4eme, ce probléme est source de diff icultés : sur une classe de 19 éléves,
15 abordent le probléme avec une réussite totale de 60 %.

Nous avons proposé le méme probiéme en pré-test. Nous voulions voir si
une familiarisation avec le probléme et un apprentissage avec de petits
nombres (dans le cadre d'un travail sur d'autres problémes multiplicatif s)
pouvaient déboucher sur des meilleurs résultats.

{*) Pré-test

Analyse a priori:

2 procédures ménent au résultat correct :

(1) : calcul du nombre d'oeufs par boite, carton, caisse puis multiplication
et addition finale:

ex : 6 oeufs par boite, 36 oeufs par carton, 216 oeufs par caisse pour 50
caisses, 3 cartons et 2 boites.

(50 X216)+(3X36)+(2X6)=10920

(11) : conversion des caisses en cartons, des cartons en boites, des boites
en ceufs et addition finale :

50 caisses --> 50 X 6 cartons --> 1800 boites ~-> 10800 ceufs

3 cartons --> 18 boites --» 108 oeufs

2 boites -=» 12 oeufs

10920 oeufs
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Procédures observées (méme classification que MJ PERRIN dans an»n

- Réussite totale soit avec la procédure |, soit avec 1a procédure 1|

- Réussite partielle c'est & dire une procédure correcte avec erreur(s) de
calcul ou non terminée (ex : pas d'addition finale)

- {c): i1 mangque des muitiplications par 6:

eX:2X6+3X36+50XH6ou2X6+3x36+50X36

- (C2) : parmi les procédures (c) nous distinguons celle ol I'éléve ne
multiplie qu'une fois par 6 pour les boites, les cartons ou les caisses :
ex:2X6+3x6+50x6

« {d) : multiplications enchainées: 6X2=12; 12X 3= 36, 36 X350 = 1800

Résyitats (27 éidves)

Réussite totale (procédurei): S5 18%
Réussite partielle |
(c) 2
{c2) : B
{d) N
{e) 1
(H 2
autres ;2
En fait, i1 serait plus juste de compter 3 réussites totales car 2 éléves
arrivent au bon résultat, mais en utilisant une démarche plutdt aléatoire.
Méme si on considére que les éléves qui se limitent au nombre d'oeufs par
boite ou par carton sont sur 1a "bonne voie”, on peut dire que 12 majorité
est en échec devant ce probléme. A partir de 13, nous avons proposé des
séquences d'apprentissages construites sur deux idées :

reprendre e méme probiéme :

1) avec des petits nombres

2) en supprimant le groupement le plus élevé : les caisses

2°)Ehase d'apprentissage
Jére séquence : nous avons proposé une version simpiifiée du probiéme :

Dans une usine, on range /es oeurs dans des bolles et des cartons.

o met.

& oeurs dans chague bolte

& boites dans | carton

on @ rempli J cartons et 2 boites Combien doeurs ont été embaliés ?

Chaque éléve recherche individuellement le probiéme, puis ies solutions
proposées sont explicitées collectivement : sur 24 éléves présents:

S trouvent 1a bonne réponse

4 n'zbordent pas le probiéme

8 éléves trouvent 108 (36 X 3 : nombre d'oeufs dans 3 cartons) mais:

- soit fls sarrdtent 13, comme s'tis avaient épuisé toutes leurs
ressources, alors que le nombre d'oeufs dans les boites semble plus simple
a trouver.

- soit 115 continuent un calcul : ex 108 X 20u 108X 3

les autres font soit des muitiplications enchainées, soit des
muitiplications au hasard, par 6, sans se soucier de 12 signification de
leurs calculs.

Drailleurs, au cours de la phase collective, méme les éléves qui ont trouvé
la bonne réponse ont dumal 3 dire ce que représentent leurs calculs.
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ex: 6 X 6 = 36: nombre d'oeufs dans un carton

36X3=108 3
Malgré Vinsistance de 12 maitresse, beaucoup d'éleves n'ont toujours pas
compris le probiéme a 13 fin de 1a séquence.

Qe séquence : Nous avons proposé une autre version du probléme avec des
petits nombres, mais en gardant le groupement d'ordre supérieur:

Dans une usine, on range 1es oeuls dans des boltes, des carfons, ge:
calsses.
onmet :
& oeur's dans chague boite
& boites dans chaque carton
& cartons dans chague caisse
On 3 rempli 3 caisses, 2 cartons, 5 boites
Combien doeuls a -t-on emballé?”

Comme précédemment, a2 recherche individuelle est suivie d'une phase
collective d'explicitation des solutions. Pour aider ceux qui n'arrivent pas
3 démarrer, 12 maitresse conseilie de faire un dessin.

Sur 27 éléves présents:

- 3 font un raisonnement juste, mais un seulement donne le bon résultat.
Les 2 autres font des erreurs de caicul.

- 4 ne font toujours rien (dont 3 sont les mémes que lors de 1a séquence
précédente).

- Jes autres utilisent des procédures du méme type que celies définies
pour le pré-test.

Toutefois, on observe que le nombre de cartons est souvent multiplié par
36, ce qui provient sans doute de la séquence précédente. Mais e nombre
de caisses est multiplié soit par 6, soit par 36.

Un éléve fa2it un mélange entre la base six et 1a base dix: 6X5=30;
60X2=120;600X3=1800;1800+ 120+ 30=1950

Tous les éléves font des dessins représentant les caisses, les cartons, les
boites, mais ces représentations ne semblent pas les aider beaucoup.

3Je_séquence : Devant les difficultés éprouvées par les enfants, nous
décidons de faire 2 groupes:

groupe | : {10 éléves)

les éléves qui réussissent au moins partiellement et qui participent lors
des phases colilectives.

groupe 11 : (15 éléves)

les éléves qui ont beaucoup de difficultés pour “entrer” dens le probléme.
Le groupe 1 travaille seul pendant que la maitresse s'occupe
collectivement du groupe 1.

Nous proposons une 3e version du probiéme avec un changement d'habillage
et de base:

un libraire emballe ses Jivres dans des boites, des cartons, des caisses. /L
met.
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5 /ivres dans une boite
5 boites dions un carton
5 cartons dans une c3/556
/] 3 rempli 2 caisses, 3 cartons, 4 boites
Combien de livres a-t-il emballé ?
De plus, le groupe / doit résoudre Je probléme inverse :
“Je libraire g emballé 535 jivres.
Combien ge boites,de cartors, d¢ caisse a-t-il rempli =7

Résultats du groupe |.
- Pour le ler probiéme : 9 éléves sur 10 trouvent le bon résultat, ce qui est

encourageant.

- Pour le probléme inverse : | éléve trouve le résultat trés vite, les autres
sont plus lents, mais réussissent (sauf 2) en procédant par tatonnement :
recherche de multiples de 125 approchant le plus possible 535:

4% 125=500 ilyadcaisses il reste 35 livres
I1X 25= 25 ilyal certon il reste 10 livres
2X S5 =10 ilya 2 boites

Dans la recherche du plus grand multiple de 125 inférieur 3 535, un éleve
s'arréte 3 2 X 125. Pour les 2 problémes, les résultats de ce groupe sont
encourageants.

Résultats du groupe |1

Avec les enfants, 1a maitresse met en évidence le nombre de livres dans
une boite, un carton, une caisse. Mais, malgré ces informations, tous ne
sont pas capables de trouver le nombre de livres emballés.

3°) Post-test (environ un mois aprés le pré-test).

It comporte 2 parties:

- la partie | est analogue au pré-test avec changement d'habillage et
changement de base.

- la partie 1 est le probléme inverse : c'est un probiéme de divisions
successives par 8. Plusieurs procédures peuvent étre envisagées:

1. Divisions successives par 8:

ilya 2caisses
6 cartons
4 hoites.

2. On cherche d'abord le nombre de caisses remplies:

2a : par soustractions successives:

1440 -512=928 928-512=416

2b. Par division:

2c. Recherche du plus grand multipie de 512 inférieur a 1440
512X2=1024 1440 -1024= 416

24. Par additions successives

S12+512=1024 1440 - 1024 =416
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la démarche est ia méme pour le nombre de cartons remplis et ie nombre
de boites rempiies.
Remargque : pour utiliser cette procédure, it faut savoir que:
ilya 8 livres dans une boite

64 Jivres dans un carton

512 livres dans une caisse

Résultats du Post-test. (26 éléves)
a) probléme |
Réussite totale (procédure 1) 7
Réussite partielle X
{c) 03
{c2) 2
(d) 8
autres 3

Comparaison Pré-test - Post-test

On observe un progrés qualitatif entre le pré-test et le post-test puisque
le nombre de réussites totales passe de 5 (et méme seulement 3)a 7.

Les réussites partielles sont aussi plus nombreuses au post-test. De plus,
parmi les éléves classés "autres”, 2 font un raisonnement presque correct
mais multiplient le nombre de caisses par 84 au lieu de 83 .

Les procédures (d) restent stables en nombre : 3 éléves sur 8 ne changent
pas de procédure, les autres progressent. Lors du post-test, ia quaiité des
procédures est meilleure:

- une seule éléve fait des multiplications au hasard

- il n'y a plus d'éléves faisant | seul calcul sur les trois (procédures (e) et
(.

Les éléves qui progressent avaient utilisé lors du pré-test des procédures
(c2), (c), (d), (e) et (f).

Ceux qui étaient classés “autres” ne progressent pas. On peut aussi
remarquer que les éléves qui étaient restés "secs” lors des séquences
d'apprentissage réussissent totalement ou partiellement au post-test.

En conclusion, on peut dire que lI'apprentissage joue icf un rdle non

négligeable, mais plus de la moitié de la classe reste incapable de
résoudre ce probiéme correctement.

b) Probléme inverse (11),

Procédures effectivement utilisées par leg éléves :

-(2¢)

-(2d)

- divisionpar 8 : une éléve pose la division 1440 : 8
une autre donne le résultat (180) sans aucune
explication

- (3) : recherche de multiples de 8 par tatonnement pour s'approcher le
plus prés possible de 1440:
ex:-—>8X100=800;8X15=120,8X29=232;200X8=1600...
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-=> Un éléve écrit & X 8 = 48 puis cherche des multiples de 48 : 48 X
20, 48 X 21.... etc jusqu'a 48 X 30 = 1440, il conclut alors 3 30 caisses, 48
cartons et 6 boites.
Nous disons qu'il y a réussite partielle quand I'éiéve trouve seulement le
nornbre de caisses et / ou le nombre de cartons avec possibilité d'erreurs
de caicul.

Résultats : (26 éléves)

- Non réponse + calculs aberrants  : 9
-3 5
- Division par 8 12
- {2c) + (2d) sans réussite ]
- Réussite partielle 3
- Réussite totale 5}

Tous les éléves qui réussissent totalement ou partiellement utilisent une
procédure de type (2¢) ou un mélange (2¢) (24). Un seul éléve utilise une
procédure (2c¢) (2d) sans réussir : it cherche des multiples de 128 et écrit :
128X 11 = 1408

1440 - 1408 = 32

it conclut alors 3 |1 caisses et 4 cartons. Les résultats & ce probléme ne
sont pas bons: '

- on note beaucoup.de non réponses ou de caiculs aberrants

- les divisions successives par 8 n'apparaissent pas : seules 2 éléves
calculent 1440 : 8 mais ne vont pas plus loin.

En fait, seulement 4 éléves reconnaissent ici un probléme de division :
putre les 2 cités ci-dessus, | éléve pose des divisions successives par 3
et une autre effectue une division par 2, puis par 5, Ia division conduit ici
les éléves & une impasse. Ceux qui réussissent utilisent des procédures de
type (2¢) (2d), cela peut s'expliquer car tous ceux qui ont réussi le
probléme | réussissent aussi le probléeme |1 {sauf 2). I} avaient donc comme
informations

e nombre de livres dans une caisse : 512

le nombre de livres dans un carton : 64

le nombre de livres dans une boite : 8

les 2 éléves qui ne réussissent pas le probléme 1, réussissent
partieliement ou emploient une procédure de type (3). Cela provient sans
doute du fait que la situation n'est pas une situation traditionnelle de
partage. De plus, les divisions successives sont difficiles 3 interpréter,
les quotients et les restes représentant tantot des boites, tantdt des
cartons.

4*) Conclusion

- L'apprentissage et la familiarisation avec le probléme sont
effectivement a I'origine d'un certain progreés.

- L'utilisation de petits nombres a permis une meilleure 2pproche, en
particulier grace aux représentations. Mais cela n'est pas suffisant car,
quand les nombres sont plus grands, il faut abandonner les représentations
et anticiper 1a solution
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Bien qu'il ne fasse intervenir que des notions mathématiques du cours
moyen (Numération de poesition - multiplication - division pour le probléme
inverse), ce probléme des oeufs reste complexe au CM2. 11 faudrait voir si
a d'autres niveaux (6°, 5°), un apprentissage serait plus efficace.

_INVENTION DE PROBLEMES MUTIPLICATIF

L'apprentissage de la multipiication passe non seulement par la résolution
de problémes multiplicatifs, mais aussi par la production, par les éléves
eux-mémes, de textes de problémes.

Un but essentiel de I'école élémentaire est bien d'apprendre aux enfants a
résoudre des probléemes : pour cela, il est nécessaire de travailier au
niveau du contrat qui s'est établi entre le maitre et les éléves a ce sujet,
pour tenter de V'expliciter et de le faire évoluer. {voir (7)).

1) Nos obijectifs.

Nous voulions essayer de déterminer comment des enfants de (M2
congoivent un probieme multiplicatif avec 3 facteurs. Nous pensons qu'en
se limitant a 2 facteurs, 11 n'y aurait eu aucune difficulté.)

En particulier, nous nous sommes posé les questions suivantes :

- la taille des nombres intervient-elle 7

- la présence de nombres décimaux est-elle source de difficuités ?

- les 3 facteurs sont-ils pris en compte dans F'énoncé ? Y-a-t~il d'autres
données ?

- les questions posées ont-elles un lien avec les données ?

A ce sujet, des travaux ont montré que les énoncés de problémes fournis
par les enfants sont souvent cohérents dans la forme, mais pas toujours
dans la logique (8)

- Peut-on résoudre le probléme ?

- Quelles sont les opérations qui interviennent 7 Les grandeurs ?

- Les enfants ont-ils tendance 2 reproduire des textes de problémes déja
vUS en classe 7

- Peut-on obtenir des acquis dans ce domaine 7

*) Déroulement et analyse des production

lére phase : La classe est divisée en 6 groupes. A chaque groupe, on donne
un produit de 3 facteurs:aXbXc

consigne : * /nventer un probieme dont Ja solution est ax b x ¢

produit proposés: IX7X6 ;34X 12X 16 ;6 X 45X 18 (2 fois); 127 X 99
X 7( 2 fois).

Les enfants discutent entre eux, proposent, hésitent et finalement sont
assez longs 2 produire un texte.
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22 phase :

- Affichage des problémes inventés
- Résolution coilective de ces probiémes par 12 ¢lasse
- Rectification éventuelle des énoncés.

Yoict les textes obtenus :

n*l -

n*3 -

n°G -

JX7X6
71y a 3 enfants qui veulent acheter 6 styios 3 7 F lun
Quel est le prix total des 6 stylos ?°

127X 99X 7

Iy a 127 éléves qui veulent s'inscrire aux études sportives
Chaque mols, 715 payent 99 F. 11y a 7 moniteurs

Combien chague moniteur va recevoir dargent 7-

EX45X 18

Dans un magasin, il y a 6 caisses de 18 livres Chague livre couté
45F

Combien pourral-je acheter de /ivres 7

Combien je paleral 7°

JX 12X 16

I y & 12 poules dans une ferme, chaque poule pond 34 ceuls en 16
Jjours

combien y-a-t-il doeurs 7°

I127X G917

La mére g Fréderick Jur a donnd [00.000F. Flle lur dit dacheter
ce quil veut /1! décice dacheter:

-we montre d 100 F

-2 ordinatews d 1000 F

=-wn radio - revef] 3 250 F

= Jraguettes delend! 3 700 F lune

Combien Frédérick a-~t-i] dépensé dargent ?

6X45% /8
wn vendeur de patates se 1ait livrer 18 sacs de 45 kg en 6
semaines, combien aura-t-il de kg ae patates 77

ropo ANONCE

= Pour 2 groupes, 1a question est rajoutée au dernier moment, sur demande
de 1a maitresse.

- Le cas du groupe n"5 est tout a fait particulier puisque aucune donnée
n'est prise en compte. Frédérick 3 une personnatité forte et semble avoir
dicté ses désirs aux autres sans tenir compte de la consigne.

- La derniére version du groupe n*6 arrive 2prés plusieurs propositions
d'énoncés faisant intervenir uniquement des additions.
-Dans le probléme n°3, {1 y a 2 questions qui s'enchainent.
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Analyse des énoncés

On observe gue (excepté le cas n®S)
- les questions sont toujours en rapport avec 2 ou 3 facteurs du produit.
Cetains énoncés (n"! et n* 6) manquent de précision, ce qui explique que 2
données sur 3 seulement sont nécessaires pour répondre a la question.
- Pour les opérations mises en jeu:
- il y a toujours une multiplication, mais la 2e opération n'en est pas
forcément une. Elle peut d'ailieurs ne pas exister {n*1! et n*4)
- les grandeurs évoquées sont

soit discrétes (nombre d'objets, de personnes)

soit continues (temps - masse)
- les nombres décimaux mesurent des prix ou des masses.
Aprés résolution collective de ces probiémes et mise en évidence des
ambigUités, les textes sont modifiés. Le groupe n°S est invité a inventer
un autre probléme.

Voici les textes définitifs obtenpus : on remargue une uniformisation des
énoncés. De plus ; I'intervention de prix améne une désymétrisation du
probléme, le rendant ainsi plus accessible.

nl Fenrants veulent acheler 6 stylos 3 7 F 1'un pour chacun.
Ouel est /e prix total oes stylos 7°

n°2 "127 B/éves veulent s'inscrire sux etudes Sportives. Chagues
enfant pare 99 F par mols. Pour 7 mois, combien les enfants
auront-r/s payé ?-

nJ ‘Jachéte 6 caisses de 18 livres chacune Chague Jivre codte 4.5 F.
Combien paierar~je 7°

g Dans une rerme, 11y a 12 poules, chague poule pond 34 oeurs par
Jour: én 16 jours, combien y-aura-t-rl doeufs 7-
ne Dans un /ac, 1] y a 99 pélicans, chaque pélican péche 7 poissons
par jour

Combien ae poissons vont pécher les pélicans en 127 jours 7-

né ‘Un vendeur de pommes de terre se rait livrer 18 sacs de 45 k¢
chacun, par semaine. £n 6 semaines, combien aura-t-il de kg de
pommes ge terre ?7°
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3e phase : Travail individuel.

Chagque é1éve doit inventer un probléme dont la solutionest 127X 99X 7.
Résultats:

- 9 éléves (sur 24 présents) répondent correctement a la consigne

- les 3 facteurs du produit sont toujours pris en compte dans 1'énoncé,
sauf dans un cas (c'est une éiéve tres en difficulté).

- Opération mise en jeu:

- Pour 6 éléves, il n'y aucune
multiplication.

- Pour S éléves, il y a : soit une
muitiplication  seule  soit une
multiplication et une autre opération
différente.

- Pour 7 éléves il y a une addition et
pour 2, 2 additions.

Les productions individuelles sont donc moins performantes que les
productions de groupes. L2 discussion, la communication entre éléves
semble indispensable pour ce type de tache, a condition bien sir qu'il,
n'y ait pas de "mauvais leader” dans les groupes, comme cela s'est
produit pour le n*S.

4e phase : Post-Test.

Chaque éléve doit individuellement inventer un probléme dont la
solution est 365X 100 X 8.

Résuitats

- 13 éléves (sur 27 présents) répondent correctement. 11 est intéressant
de comparer avec l'exercice précédent pour voir si les résultats sont
stables:
sur ces 13 éléves:

- 5 sont stationnaires

- 6 ont “progressé”

- 2 étaient absents pour le ler exercice.
Sur les 9 éléves ayant réussi précédemment :

- 5 sont stationnaires

- 4 ont "régressé”.
On ne peut donc pas dire qu'il y ait stabilité. De plus, 5 éléves fournissent

seulement un début de texte, un ne répond pas du tout.
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- Opérations mises en jeu : on nobserve plus la diversité des
opérations de [I'exercice précédent. Seul un éléve propose une
multiplication suivie dune addition. Les autres proposent une seule
muitiplication ou 2 multiplications enchainées ounon (ex: 8X 100 et 8 X

365 correspondant 3 2 questions).

- Beaucoup de problémes rappellent celui des oeufs (boites - cartons -
caisses). Mais un seul énoncé de ce type correspond 2 une bonne reponse.

Conclusion

Pour ce type dexercice, les résultats sont instables. On ne peut pas
parler de progrés, sinon que les éléves sont pius sensibilisés 3 la
multiplication {moindre diversité des opérations mises en jeu lors du
post-test). Inventer un probléme multiplicatif (avec 3 facteurs) reste une
tache complexe pour des éléves de CMZ ; cela nécessite sans doute un
temps d'apprent ;ssage beaucoup plus long.

E) CONCLUSION

Le travail effectué sur les problemes multiplicatifs montre que:

- Les éleves de CM2 ne sont capables de résoudre des problémes de
combinatoire que par une recherche exhaustive des différents cas
possibles.Celle-ci devient vite caduque lorsque le probléme fait intervenir des
données numériques plus importantes.

- Les éleves de CM2 ont encore une " vision additive” des problemes
multiplicatifs, celle-ci semble renforcée par les représentations qui ont été
construites lors de I'étude de problémes de dénombrement.

- Le passage de petits nombres a de grands nombres ne permet pas, seul, de
faire évoluer les procédures et les représentations des €leves.

Cela nous conduit & penser que le produit cartésien, s'il fonctionne de fagon
implicite dans le cas de deux ensembles ayant des cardinaux "petits” n'est plus
aussi opératoire dans des cas plus complexes.
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Essayons de répondre aux questions que nous nous sommes posés au début de
I'expérience:

- A pr Icul men

Une pratique systématique du calcul mental a permis d'enrichir les conceptions
numériques des €léves et de diversifier les procédures de calculs. Cette
évolution doit tenir compte de l'existence d'étapes cognitives différentes : nous
avons pu le constater pour le jeu de l'autobus et pour les autres activités
additives et multiplicatives. Dans le cas des activités additives, la premiére
étape se caractérise par l'utilisation de "techniques primitives" de comptage:
énumération ou opérations posées dans la téte.

La deuxieme étape correspond a la mise en oeuvre de techniques utilisant des
décompositions additives ou soustractives des nombres.

Le passage de la premiére étape a la deuxieme étape correspond, pour notre
expérience, au passage du CE1l (7-8 ans) au CE2 ( 8-9 ans). Comme nous
l'avons dit dans l'introduction, ce saut qualitatif a aussi été mis en évidence
dans les travaux des psychologues cités par M.FAYOL dans (2). Il peut
s'expliquer par une meilleure connaissance du répertoire additif, une plus
grande familiarisation avec les opérations et un début d'apprentissage des
fonctions numériques.

Dans le cas du jeu de l'autobus, nous avons observé la hiérarchie des
procédures explicitées par G. Vergnaud: quand le niveau cognitif des éleves le
permet (2 partir du CE2 pour notre expérience), 1'utilisation du calcul mental
favorise la mise en oeuvre de procédures plus "évoluées”.

Dans le cas des activités multiplicatives, nous avons observé que les
décompositions multiplicatives sont trés peu disponibles au CM1 et CM2. Les
¢éleves font appel a des décompositions additives mettant en jeu la distributivité.

Le maitre a un rdle trés important a jouer dans l'explicitation des procédures

utilisées par les éléves. Pour qu'une activité de calcul mental soit enrichissante,

il est indispensable que le maitre fasse:
- expliciter les procédures mises en oeuvre par les éleves ( qu'elles
conduisent ou non a un résultat juste).
- Comparer ces procédures, afin que chaque €léve puisse déterminer, en
fonction de ses conceptions numériques, et par souci personnel
d'économie, la procédure la mieux adaptée. Celle-ci n'est pas forcément la
méme pour tous les éleves. Ce travail permet la diffusion de nouvelles
procédures dans toute la classe. Toutefois, si cela est indispensable, ce
n'est pas toujours suffisant : ce travail doit étre complété par une
institutionnalisation de certaines procédures et par une automatisation de
certains calculs. Nous rejoignons sur ce point J.P. Fischer, en particulier
dans le cas du passage a la dizaine pour l'addition et la soustraction et dans
le cas des décompositions multiplicatives.
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En ce qui concerne les él¢ves en difficulté, nous avons constaté un décalage
dans le temps pour le passage des différentes étapes cognitives. Ainsi certains
éleves faibles du CM mettent en oeuvre des procédures “primitives”
(énumération, opérations posées dans la téte), parfois de fagon durable,
analogues a celles utilisées par une majorité d'éleves de CEl. Cela se vérifie
aussi pour le jeu de I'autobus. Les éleves qui ont des difficulté en calcul mental
sont les mémes que ceux qui ont des difficultés en mathématiques en général:
au début de l'expérience, ces éléves ne mettaient en oeuvre qu' un seul type de
procédures (voire aucun). La diffusion de diverses procédures dans la classe, si
elles sont reconnues comme efficaces par ces éleves, leur permet de
progresser.

2- A propos des problémes multiplicatifs

I1 nous parait nécessaire de situer nos travaux par rapport a d'autres résultats,
notamment d'évaluer le poids des variables numériques.
Janine Rogalski dans (5) signale que l'objet de savoir "produit cartésien” n'est
pratiquement pas objet d'enseignement a I'école €lémentaire et dans le premier
cycle du second degré; elle remarque qu'il "fonctionne comme connaissance
implicite et non comme objet d'enseignement, que la connaissance de l'enfant
issue de ses activités socio-cognitives générales prend beaucoup plus de place
dans son développement cognitif que la connaissance institutionnalisée”.
Elle souligne l'importance de 1'étude de cette acquisition "spontanée” (prise
dans le sens d'une construction extra-scolaire) "pour analyser ce qui se passe
dans l'école lors de l'enseignement de notions relevant du champ conceptuel
dans lequel on peut situer le produit cartésien”.
D'autres études (9) confirment cela et montrent que le produit cartésien n'est
pas étudié en temps que tel dans l'enseignement et qu'il prend un statut
implicite censé fonctionner lors de la modélisation de situations pouvant s'y
référer.
S. Maury et M. Fayol dans (4) s'intéressent aux procédures utilisées par les
éleves lors de la résolution de deux problémes de combinatoire mettant en jeu
un matériel relevant du domaine de ['électricité. Du point de vue
mathématique, il s'agit de I'énumération des éléments du produit cartésien de
deux ensembles ayant chacun quatre éléments. IIs soulignent que:

- "la réussite est conditionnée dans les deux cas par l'utilisation d'une

procédure d'énumération systématique”

- le schéme E x F est disponible chez les enfants de 9-10 ans

- le travail en groupe a une incidence positive sur les résultats (notamment

au CM1).
Ces différentes recherches ne portent donc que sur le produit cartésien de deux
ensembles aux cardinaux "petits”.



Le produit cartésien fonctionne de fagon implicite lorsqu'il ne fait intervenir
que deux ensembles aux cardinaux "petits”. Notre recherche montre que ce
n'est plus le cas quand on augmente les cardinaux et méme, dans une plus
faible mesure quand on passe de 2 2 3 ensembles; cela nous semble lié aux
représentations mises en jeu et aux procédures sous-jacentes a ces dernieres.
En effet les représentations produites par les éléves ne visent qu'a conduire a
bien une recherche exhaustive des différents cas possibles; elles privilégient, de
ce fait, une démarche additive ( "paquets par paquets” dans le meilleur des
cas), pour dénombrer le cardinal de I'ensemble produit.
Elles ne sont plus valides, lors d'une augmentation importante des cardinaux
ou du nombre des ensembles intervenant dans le produit. Il y a la un saut
informationnel qui ne fonctionne pas de lui méme. Les €leves doivent
abandonner la recherche exhaustive, parallelement ils doivent "€purer” les
représentations qui sous-tendent cette recherche afin d'en dégager la structure
multiplicative (c'est particulierement le cas de la représentation en arbre).
Notre expérimentation montre que la familiarisation avec le probléme dans le
cas de petits nombres ne débouche que sur une reconnaissance du type de
probléme. Pour que cette familiarisation ne se limite pas a une recherche
exhaustive de toutes les solutions il est nécessaire d'adopter une progression
permettant de surmonter les difficultés liées a la structure du probléme d'une
part, 4 la taille des nombres d'autre part, 2 savoir :
- probléme complexe : produit cartésien de trois ensembles de cardinaux
"assez grands”
- simplification éventuelle de structure: passage de trois ensembles a deux
ensembles (produit partiel)
- simplification éventuelle portant sur la taille des nombres: trois ensembles de
cardinaux "petits”
- retour au probléme initial.
Signalons toutefois que ce dispositif se révele moins performant dans le cas des
autres problémes de combinatoire que nous avons étudiés. Ce type d'activités
reste difficile pour des éléves de CM et semble davantage relever du premier
cycle; une recherche reste a conduire a ce niveau. Il nous semble nécessaire,
toutefois, d'essayer de dépasser dés le CM la phase premiére de recherche
exhaustive en jouant sur les variables de la situation. Par contre, il nous parait
inutile de consacrer beaucoup de temps a l'étude du produit cartésien et de ses
représentations au CP et CE.
Cette recherche n'a pas pu prendre en compte tous les aspects de la pratique du
calcul mental et de ses incidences sur l'apprentissage des mathématiques a
l'école élémentaire. Des recherches restent a mener sur les points suivants :
- quel est l'effet d'une pratique de calcul mental sur l'apprentissage du
calcul algébrique au collége ( de 12 a 16 ans) ?
- Quel est I'effet d'une résolution mentale de problemes faisant intervenir
de "petits nombres" sur la résolution écrite de problémes de méme type
faisant intervenir des variables numériques "plus grandes" ?
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