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QUESTIONNAIRES DE TRAVAIL SUR LES
DIFFERENTIELLES

Les guestionnaires qui suivent ont até construits pour faire apparaitre
clairement certaines difficultés ou simplement certains aspecis des
différentielles peu mis en lumiére par les exercices les plus habituellement
proposas.

Les questionnaires prennent selon les cas la forme d'une question
d'apparence plutdt mathématique, ou plutét physique. Or précisément V'un des
aspects des diffarentielles visés ici est d'étre un objel & usage
tnterdiscipiinaire. La plupart de ces questions peuvent donc se révéler
profitsbies dans le cadre d'une discipline comme de ['autre, et a fortiori dans
un enseignement explicitement interdisciplinaire.

Les questions sont regroupées en fonction des aspects sur lesquels

elles attirent principalement 1'attention.

Pour chaque rubrique, le lecteur trouvera une courte introduction
suivie de questionnaires accompagnés le plus souvent d'un "corrigé” et des
réponsas d'étudiants les plus fréquemment observées.

Pour ne pas alourdir exagarément introductions et corrigés, on donne
gn annexe un bref récapitulatif sur définition, propriétés et usages des
différentielles,

Les différentes rubrigues, qui, bien sir, s'imbriguent mutueliement,
sont 18s suivantes:

! Les différentielles, pour quoi faire ?

It Differentielies et calculs d'incertitude

i1l Esactitude des calculs, rigueur des demonstrations

¥  Aspect fonctionnel des diffarentielies

Que le lecteur ne soit pas surpris de trouver, proposés A l'anailyse
des etudients, des textes formulés de fagon incorrecte, imprécise ou
abrégée: ces textes sont issus du matériel usuel de l'enseignement. Il nous

8 paru important de soumettre précisément ce type de texte & une analyse
rigoursuse.



| Les differentielles, pour quoi faire?

L'annexe de ce fascicule abords relativement en détail cette question.
Rappeions ici I'essentiel.

Les deux registres essentieis d'utilisation des différentielles sont :
a) le calcul approché
b) 1a mise en équation de probléme par procédures intégrales et
différentielles.

Pour ces deux registres, il s'agit de pallier une non linéarité des

phénomeanes atudiés.

* g registre du calcul approché comprend lestimation de
'accroissement d'une fonction au voisinage d'une valeur connue, plus
largement 1'étude locale de courbes st de surfaces.

* Le second registre, celui de la mise en équation de probiémes
concernant des phénoménes non lindaires méne, lui, 4 des résuitats de type
global : calcul de grandeurs par procédure d'intégration, mise 4 jour de
dépendances fonctionnelles valables sur le domaine.

En revanche les critéres de légitimité des procédures peuvent, eux,
étre soit de type global {voir en annexe “le point de vue intégral”) soit de
type local, variationnel (voir en annexe “le point de vue différentiel”).
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Deux questionneires ql! et qt’, Yun proposé dans le cadre dun
enseignement de fer cycle universitaire de physique, I'autre & des étudiants
de licence de mathématiques, explorant la question de 1'utilité des
différentielles de meniére trés large, et sous forme déclarative. Les
suivants mettent les é&tudiants aen situation de réagir sur des cas
spécifiques.

UE NNAIRE G1
Vous avez fait de la physique jusqu'au baccalauréat sans
différentielies. Elles vous ont été introduites au premier semsastre de votre

premiére annde universitaire. Pouvez-vous caractériser les situations ol
elles sont nacessaires ? Donnez, si possible, des exemples.

10N .

Si vous deviez expliguer & un étudiant de premisdre année ce qu'est une
différentielle, et 4 quoi cela sert, {ces cing derniers mots ne figuraient pas
sur le texte initial)

a) quelle définition donneriez-vous 7

{Cetie question a} ne relave pas & proprement parler du sous
théme "les différentielles, pour quoi faire?" et ne sera donc pas
commentée ici)

b) sur quels exemples vous appuieriez-vous 7

) sur quels points fendamentaux insisteriez-vous 7



Réponse atiendue
Celle-ci reprend les éléments de 1'introduction de ce sous théme (p 2)
sux-mémes détailias en annexe.

On aitend une insistance sur 1'aspect ngn_linésire des problémes
traités 4 l'aide des différentielles, ainsi que, en mathématique plus

spéeciatlement, sur 1'étude locale des fonctions,

Réponses fréquemment observées

* Pour le questionnaire 01, donné dans le cadre du cours de Physiqgue,
yoici un apercu des rasultats chez des étudiants de Mathématiques Spéciales
{ N= 44 ).

Les étudiants donnent avant tout des exemples 80 2
dont surtout la thermodynamique 59 %
Plus rarement i1s caractérigsnt les situstions :
problemes a plusieurs variables 3%
pour traiter las petites variations, las 0%

variations élémentaires
les problemes non linéaires, quelque chose de

non constant, non homogene, non uniforme 9%
les problémes locauy 13
les milieux continus e I 1
Pour connaitre 1e sens de variation 2R

|dée d'approximation (lindaire tangante) 0%



Pour le questionnaire Q1°, les résultats obtenus chez 85 étudiants de
licence de mathématiques sont :

*pour les "points essentiels” évogués enc):

33

R
10
S
2

liens avec les notions voisines: continuite, différentiabilité
dérivabilité, existence de dérivées partielles

celcul des dérivees partielies et matrices jecobiennes

rdle de V'approximation locale

propriété d'étre une approximation locale

difficuités de notation

*nour les "exemplas™ voques en b) :

— [
LW Ay

gxemples simples de fonctions a une et plusieurs variables.
calculs de dérivées, changement de variables.

exemples "pathologiques™

situation d'extremum

geométrie différentielle, approximation.

allusions & des situations physigues non spacifiées.



QUESTIONNAIRE Q 2

Lire attentivement le caicul suivant, qui vise & établir une

expression da la pression atmosphérique en fontion da 1'altitude z.
Considérons un T

élément de volume cylindrigue g
de surface de base (horizontale)
S et de hauteur dz. Exprimaons
I'dquilibre de ce cylindre soumis L dz
aux forces suivanies :

=]

\\ ;

Exprimons 1'équilibre de ce cylindre
soumis aux forces suivantes .

Force due & 1a pression sur 1a face inférieure - S.p{2) u,

Force due 4 la pression sur 1a face supérieure: S, p(z+dz). {“uz)

Poids du volume de gaz: p.g. S dz l_-"fxz‘l
L.'2quilibre des forces s'exprime ainsi:

S.p(2). ~ S. p{z+dz) -p. 2. 5. dz= 0
ou encore:

p{z+dz) - p(z) = - p. g. dz soit: dp = -p. g dz

QUESTIONS:
Dans ce calcul, 1a hauteur dz de 'échantilion est supposée petite :
Cela est-11 nécessaire et si oui pourquoi ?

Doit~on aussi considérer que la surface de base est petite ?
Justifiez votre réponse.

La relation (1) est-elle toujours valable s'i1 s'agit d'établir une
expression de 1a pression non pas atmosphérigus mais hydrostatigue (il ne
g'agit plus de gaz mais d'eau) 7

Si oui, est-il encore nécessaire pour 1'établir de considérer que
dz est petit 7



Reponse attendue -

*{] est nécessaire de faire appel & une procédure différentielle car la
relation entre les variations respectives Ap et Az de la pression et de
'altitude n'est pas linéaire : en effet 1a masse velumique p du gaz n'est pas
indépendante de z (voir commentaires du questionnaire Q1).

Supposer “dz petite” est une maniére d'ecrire facilement la relation
différentielle en utilisant sa propriété d'approximation lingaire.

En fait 'établissement de cette relation peut se faire de maniére
rigoureuse, par exemple par encadrement el passage & la limite (voir
questicnnaire 10). Par ailleurs, la relation différentielle garde tout son sens
que dz soit petit ou grand.

* La surface de base du cylindre considéré dans le bilan de force, S, ne
doit pas étre particulidrement 8tre “considérée comme petite”. En effet, tous
les termes de force du bilan en dépendent linéairement, 4 z et dz donnés.
Autre facon de dire 1a méme chose : 18 masse volumique p et 1a pression p ne
dépendent que de z et non de 1a position dans un plan horizontal donné.

* S'i1 s'agit d'eau maintenant, 1a relation entra Ap et Az est linésire,
car 1a masse volumique de 1'seu gst, cette fois, indépendante de z. inutile,
donc, de “découper en tranches”, et 1'on paut écrire, queique soit Az

AD=p.8. AZ

Réponses fréquemment observées

Le tableau ci-dessous résume les résultats d'enquéte aupras
d'étudiants de premiére année universitaire:

Resume de 1a question Réponse Taux de réponse
“dz petite™ oui 833 93% 83%
pst-ce nécessaire?
Si oui, pourquoi? p dépend de 2 708 208 308
p dépend de z 0% 5% 108

Est-ce-encore
nécessaire s'il non 03 15% 198
s'agit d'eau?

N=18 N=26 N=49

Il ressort de ceci que les étudiants reconnaissent une situation -la
colonne d'air - od 1'on doit mettre en jeu une procédure différentielle, sans
pour sutant 8tra capable d'expliciter e critére d'utilité correspondant. (1 est
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possible que certains de ceux qui répondent “parce que p dépend de 2" agient
compris qu'alors p dépend aussi de 2 mais le petit nombre de ceux quf
mettent ce critére en jeu dans le cas de I'sau est frappent. On note, en
revanche, une délectation générale dons les termes "tranches”,
“glémentaires”.

La grande majorité des étudiants voit tres bien qu'il n'est pas
hécessaire que “S” soit petite” Les principalaes justifications sont:
"S n'intervient pas dans 1a formule”
"S est constant”,
"z est constant sur §°



QUESTIONNAIRE 03
LIRE ATTENTIVEMENT le texte d'exercice et la solution suivante:

TEXTE Soit unbarrage rectanguiairede  —
largeur L et de profondeur H. On veut T
calculer 1a force résultante axercés sur
le barrage.
SOLUTION Soit p la masse volumique de

'eau

p 1a pression exercée par
I'eau sur le barrage.

On découpe la surface du barrage en petites bandes horizontaies de
prafondeur h, de largeur dh, de surface dS = L. dh.

Pour chacune d'elles: p= pg + p.g.h pg . pression atmosphérique,
La force exercée a pour module dF = (p-po) dS = p.g. h L.dh

Donc 1a force totale exsrcée sur le barrage est:

H ”
F- [pglhdh=pgl>r
0

* REPONDRE ENSUITE aux questions suivantes :

* Pourquoi éprouve-t-on le besoin de découper la surface du barrage
en petite bandes horizontales ?

* L'expression gbtenue pour la force est-elie exacte ou approchae ?
Justifiez votre réponse.
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* Conformément 4 ce qui a 8té détaillé plus haut (Q1 et 2), on attend
une réponse centrée sur 1a non linéarité de la relation entre force exercée
sur une portion du barrage et surface de cette portion, non linéarité dus au
fait que la pression sur le barrage dépend de 1& profondeur.

* (On attend également que la procédure d'intégration elle-méme ne
spit associde 4 aucune approximation

11 faut en effet distinguer deux niveaux d'spproximation:

- 1'un est 11é & une éventuelle simplification de 1a modélisation : 11
s'agit ict de 1'assimilation cu barrage & un plan vertical carrg, et de
'assimitation de p et g 4 des facteurs indépendants de 2

~ T'autre pourrait étre 11é & 1a procédure différentieile utilisée pour
le calcul de 1'intégrale : & ce niveau, aucune approximation ne s'introduit
dans le résultat,

-

epon fréquemment obse

Parmi des étudiants de premidre année universitaire (N = 48), et pour
justifier 1a découpage en "petites bandes horizontales”

50 % invoquent la dépendance de la pressign vis & vis de 2
(réponse correcte)

208 invoquent ia dépendance de la force vis & vis de z (ou du
paint M), ce qui constitue une erreur analogue & celle des dtudiants qui, &
propos de la colonne d'air, disent qu'il faut la découper en tranches car 18
pression dépend de z sans avoir pour autant compris que cela n‘importait gue
yia 1a dépendance de 18 masse volumique p vis & vis de 2.

Le reste des étudiants se contente, dans sa grande majorité,
d'invoquer les termes rituels “terme  différentiel”, “quentité
infinitesimale’......
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40 & enviran des étudiants considérant que le procédure
d'intégration conduit & un résultat exact tandis quun tiers pensent, plus ou
moins explicitement, qu'il s'agit d'une procédure approchée.

“approchée, car cela dépend du nombre de portions”
“approchée, car p est mal calculée”
“exacte st on prend la valeur limite de 'intégrale”

On ne voit pas dans ces réponses une distinction claire entre Ia
valeur de l'iniégrale et celle quon obtient éventuellement par calcul
numeérique approche.

{1 est probable qu'il y a, préciseament, adhérence entre ces deux

notions dans 1'esprit des étudiants.

Aucun, par ailleurs, ne fait sllusion 4 'existence des deux niveauy
d'approximation (&ventuelle) dégagés ci- dessus : celui 11é & 1a modélisation
et cefui 1ié au calcul.
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Dans ces questions, on essaie de défavoriser la procédure
algorithmique usuelle (f est différentiable en M parce que C' au voisinage de
M) et de favoriser au contraire la prise en compte de 1'aspect approximation
linéaire : f ast donnée sous forme de développement limité 4 V'origine, le
reste est ralativement complexe st comporte une racing qui s’annule &
'origine.

QUESTIONNAIRE O 4

# Montrer que la fonction f de IR2 dans IR définie par

f{x0,) =%+ 3y +%2 (\Isin x|+ y3)

est différentiable en (0,0) et préciser sa différentielle en ce point.

ou BIEN

* | a fonction f de IRZ2dans IR définie par:

f{x,y) = 2% + 4y + y3. (V/ 1~cos % + %2)

est-eile differentiable au point {0,0) ? Justifiez votre réponse.
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Réponse attendue ;

Elle est calquée, pour ces deux questions du méme type, sur le
“corrigé” suivant, &tabli pour la seconde de ces guestions:

f{x,y) = 2% + 4y +y3.(v/1-cos 1 + 22)

L'expression de f est formée 4 V'évidence d'une partie linéaire 2x + 4y et
d'une partie y3{v/1-cos x + x2) qui semble étre d'ordre supérieur. Pour
montrer que f est différentiable en (0,0), i1 suffit donc de verifier que
y 34/ 1 - cos x = x2) est bien de la forme [l(xy}l|. ¢ (xy) avec
WM gy opy 0, | l(x,y)!|. désignant 1'une quelcongue des normes

aquivalentes sur [R2 . On peut par exemple utiliser la "norme du sup”
définie par:
fHey) i l=sup (x| Iyl

gtona
3 tTcos 2+22) | s | ayp  13.[v2 « 1y 2]

syt [Hapi iz (2 a1 o]

L'expression g3—(\/ ! - cos ¥ + %2) est donc hien de la forme
Fitxy) !l e (%) avec lim e tp) 0 puisqu'elle est majorée en
valeur absolue par une expression de ce type.

La fonction est différentiable en (0,0) st 38 différentielle en ce point
est I'application linéaire de IR2 dans IR ;
(h,k) - 2h+ 4k
Ce qui peut également s'écrire :
dfrg,0) =2dx+ 4dy

Remarque 1 : on peut attendre des studiants que, face 4 un exercice de
ce type, ils se pracipitent vers I'slgorithme usus! en termes de dérivées
partielles. Notons que , dens ce cas, son usage pose probleme. En effet, 8
cause du radical qui s'annule pour X = 0, I'expression algébrique obtenue pour

&f
la dérivée partielle — ne sers velable que pour (xy) = (0,0) et 1a
démonstration de V'existence et de 1a continuité de cetts dérivée pertigile
en {0,0), qui fait partie de 1'algorithme usuel de preuve de la
différentiabilité (f est différentiable si f est C!) passe par le calcul direct

L . &f
de 1a dérivée partielle : P {0,0):
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a1 . f(h.0}-1{0.0)
5K (0,0) = 1M hesy h
au l'utilisation de théordmes liant limite et continuitd, plus sophistiqués.
Remarque 2 )
Nous avons datailld ici 1a majoration du rests. Dans le cas d'etudiants
avancés, une preuve du type

2% + 4y est linéaire et y3 ( Vi-cos ¥ + %2 ) ast de la forme
@y ey avec im g, o0y =0

serait tout & fait admisa.

Réponses fréaqguemment cbservées.

Parmi 77 étudiants de licence de mathématiques, les principaux
rasultats sont les suivantes :

46 Calculs de dérivées partielles, pour argumentation {rarement

corracte) sur la base de ces dérivéss partielles.

11 Reconnaissance d'un développement iimité.

16  Exprassions "quotient” ou “ligne” de la différentiabilité avec un
reste (dont 7 expressions “quotient” srronnées et recalcul des
dérivées partielies}

2 Fonction différentiable car somme, ou produit, ou composée de
fonctions différentiables.

2 Séparation de 18 partie polynomiale puis traitement séparé du
radicat.

De plus, méme quend les étudiants reconnaissent un développement
limita, ils ont le plus grand matl 4 prouver gque le reste est bien un reste. Les
rares 4 y parvenir sont ceux qui transforment I'sxpression en passant en
coordonnées polaires, mais aucun ne méne directemsnt des congidérations
sur le degré des différents termes.
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Dens ce questionnaire, i1 s'agit d'amener les étudiants, sans qu'il y
ait parasitage possible par une pratique algorithmigue, & réfléchir sur les
renseignements effectivement fournis par les écritures d'spproximation
locale,

11 s'agit en particulier de les amener & rejeter les deux convictions
grronées suivantes, trés répanduss :
- plus une approximation comporte de termes, meilleure elle est,

- les termes en " ¢ ~ sont toujours négiigeables par rapport aux
autres.

QUESTIGNNAIRE O 5

Ayant & déterminer des approximations d'une fonction f de IRZ dans

IR au voisinage du point (0,0), des atudiants ont proposé les réponses
suivantes .

Ei  fiz.y)=2x+ 3y +¢elzy) avec g(x.y)—0 gquand (x.y} -0

Er  f(x,y) =5z +4y+xy+(x2+v2)elny) "

E3  f(x,y) =23 + 3y + 23y + V12 +y2e(xy)

B4 fix,¥) = 2% + 3y + VI2 +y2E£@Y)

ES f(x,y)=5x + 4y + e(xy)

E6  f{x.y) =53+ 4y + (22 + y2) e(xy)

E7  f(x,y) =52 + 4y + (xZ + y2) « e{x,¥)

ER iz, y) = 21 + 3y + xy+ (22 + y2) g1y}

Questions :

Quelles sont parmi ces 8 approximations, celles qui sont compatibles
entre elles 7

Dans chaque groupe de réponses compatibles, pouvez-vous classer les
approximations de 1a moins précise & la plus précise ?
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Réponse attendue:

Les 8 réponses proposées se classent du point de vue de 18
compatibilité en 3 groupes avec pour chacun d'sux le préordre suivant (par
précision croissente) :

[El Es 57} < [Es E4 } < Eg
(E1 B5 B} <Es

{El Es E';'} < Bz
En effet :

-g1, ES, E7, sont des approximations d'ordre O de f. Elles assurent
gimplemant que la fonction f a une limite nulie & 1'origine.

-£3, E4, sont des approximations d'ardre 1 de f, compatibles. Le terme
Ky n‘apporte sucune précision supplémentaire puisque 1'incertitude apportée

per le terme \/xLYZ.s(x,g) n'a pas de raison d'étre d'ordre supérieur a celui de
%y, a priori.

-E6 et E2 sont aussi des approximations d'ordre 1, vu 'unicitéd de ia
différentielle, elles sont incompatibles avec E3, E4, et EB. Elle sont aussi
incompatibiss entre eiias puisgue ce sont deux approximations au second
ordre qui différent d'un terme d'ordre 2.
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Dans ces questions, les deux versions permettent deux présentations
l'une en terme de différentielle, I'sutre en terme de développement limité ;
elles psrmettent eaussi de comparer les errsurs suivant que le
déyeloppement est effectué ou non au voisinage de {'origine.

QUESTIONNAIREQ 6

*Soit f 1a fonction de IR? dans R définie par .

(%, Y) = exp{x2+y) cos (xy)

-Déterminer une approximation au premier ordre de f au voisinage du
point (0,0) et en donner une interprétation géométrique.

-En déduire une veleur approchée de f{10-2, 10-2)

ou
%#Goit 1a fonction de IR2 dans R définie par:
1(%, U) = cos{xy).exp(y2+x}

-Daterminer la différentielle de f en (1,0) et en donner une
interprétation géométrigue.

-En déduire une valeur approchée de f {1.001, 0.01).

Lyaad
=

e e

Pour ces deux versions, la réponse attendue est & calquer sur le
“corrige” suivant, etabli pour 1e deuxidme exercice :

*L a fonction f est de classe C= donc différentiable au point (1,0). Pour
calculer la différentielle en ce point, 1e plus simple ast de calculer les
dérivées partielles.

5f &f
On obtient E(l,(lhe a—yjl,O)ao
La différentielle est donc en ce point V'application
(h, k) - eh
ou df = e dx

* |'interprétation géoméiriqus attendue est celle du plan tangent. A ls
fonction f sst associée une surface S de IR3 d'équation
z = cos(zy).exp(y2+z)
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Cette surface admet un plan tangent au point (1,0,8) et ce plan tangent
a pour équation :

z-e=(x-1)8 soit z=xe
Ce plan contient I'axs Oy.

* g connaissance de la différentielle de 1a fonction f au paint (1,0)
fournit une approximation de f au voisinage de ce point puisque :

f{x,y) = (1,00 +elx-1)+ [ |x-1 9 ]. ez y)

avec lim Etx.g)—u{lp) =0

On & donc au voisinage de {1,0), une approximation au premier ordre
qui est ; ex.

Pour {(1.001, 0.01), on obtient 1.001 . e.

Remarque | : 11 est bien clair gue n'importe quelle calculette fournit efle~
sussi une approximation, sans qu'fl soit besoin de déterminer la
différentislle de la fonction.

Remarque 2 :  dans la premiére version du test, on &ludie une fonction au
voisinage de (0,0). Pour caiculer sa différentielle, on peut tout aussi bien
multiptier les développements limités 4 I'ordre 1 du cosinus et de
V'exponentielle que calculer les dérivées partielles:

cos(xy) = 1 + 0 (x, Y}
exp {x2+y) = 1 + v+ 0(7, ¥)
donc fix, vi=1+y+0(x,y)
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éponses [fré mment ervee

Ce questionnaire a ete aborde par 74 etudiants de licence de
mathematiques qui, pour la plupart, calculent les derivees partielles des
fonctions considérees.

La partie interprétation géométrique, eile, n'est abordée que par 3!

etudiants.

8 interpretent correctement la differentielle en reference au plan
tangent a la surface associée a la fonction donnee dans IR3.

10  ne parviennent pas a se detacher du registre interpretatif en

dimension !. (courbe et tangente).

ne donnent pas reellement une interpretation geometrique (f

est voisin de, ou égal 3, 1 + v au voisinage de (0,0) "ou” cest le

théoréme des fonctions implicites”)

1 interpréte en point selle

1 interpréte en quadrique

3 fournissent des interpretations incomprehensibles.

o

On est donc frappe par le petit nombre de ceux qui abordent la
question de l'interpretation geometrique et parmi eux, de ceux qui parlent
de plan tangent.De facon générale, les différentielles sont tres faiblement
appuvees, chez les étudiants, par une vision geométrigue.
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Ce questionnaire renvoie sous forme geometrigue au theoreme des
fonctions implicites (voir ['annexe]

T1 AIREQ 7

On considére dans !'espace les deux surfaces Sj et §2 d'équations
respectives :

32+2v2+22=4 el (x-1)2+ 272 +v2 =3

Ces deux surfaces passent par le point (1,1,1).
QUESTIONS:

! JQue pensez-vous de ['affirmation suivante 7 {justifiez votre reponse)
"Au voisinage du point (1,1,1), I'intersection de S| et S2 est une courbe
parametrableenx, enyouenz’

2) Y-a-t-il pour vous un rapport entre 1a question posée et le théoréme
des fonctions implicites 7 5i oui lequel 7
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Ré e attendue :

Les surfaces S| et $2 sont des ellipsoides. Elles se coupent donc suivant
une courbe. En (1.1.1), S| et 52 ont des plans tangents dont 'equation est
obtenue par linearisation (ou differentiation) des equations des ellipsoides.

Pour Si , c'est le plan d'equation :

20x-11+4(y-1)+21(2-1}=0 sojt 2x + 4y + 2z =8

Pour S7 , c'est le plan déguation :
4(z-1)+2(y-1)=0 soit 2v+4z=6

Ces deux plans sont distincts et se coupent suivant une droite tangente
en{1,1,11a la courbe d'intersection.
Cette tangente peul se parametrer en X, y ou z. [l en est donc de meme,
localement, de la courbe d'intersection.
On utilise la, dans sa version geometrique, le theoreme des fonctions
implicites. Si on designe par F I'application de IR3 dans IR? définie par :
(1yz)— (32 +2y2 + 22, (x-1)2 + 222 + y2)
cette application est C! sur IR3. Sa ligne de niveau (4,3} passe par le point
{11, 0
La matrice jacobienne en (1,1,1) est egale a:
2 4 2
;- (024

Eile est de rang 2 et tous les déterminants d'ordre 2 sont non nuls.

Il s'ensuit que l'équation F (3,y.z,) = (4,3) se résoud localement en X, ¥
ou z au choix, fournissant l'équation d'une courbe qui correspond a
['intersection des 2 surfaces.

En fait le systeme lineaire correspondant aux equations des deux plans
tangents :

2x + 4y + 22 = 8

2y +42z=6

n’X Q.
s'ecrit ] Y}=t2)
. | 6.

et le fait qu'on puisse le resoudre en Xy, ou z signifie que les determinants
d'ordre 2 de J sont non nuls.
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i1 Differentielles et calculs
d'incertitude

Lorsquon effectue le calcul d'une grandeur 2 partic d'autres
imparfaitement evaluees, on obtient pour cette grandeur une valeur entachee
d'erreur. L'évaluation de l'erreur maximum que ['on fait, autrement dit de
l'incertitude, se fonde classiquement sur le formalisme différentiel {voir
annexe). Les questionnaires qui suivent conduisent a critiquer un type de
justification des procédures de calcut qui est 2 la fois trés courant et errone.
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UESTIO

* LISEZ ATTENTIVEMENT le texte c¢i dessous, extraii de "Calcul
différentie! et integral” N. Piskounov. Ed. de Moscou. :

§ 9. Emploi de la différentiefle pour évaluer ['erreur
commise pendant les calculs numériques.

Soit

u=fizyz...t

une fonction des variables x.y.z.....1. Supposons que ['evaluation des

valeurs numeriques des quantites x.y.Z...... t soit faite avec une

certaine erreur (respectivement a AX, Ay, Az,...pres). La valeur de u

sera egalement determinee avec une certaine erreur

Ay = (X +AX, y+ Ay, Z+4zZ, .1+ At - Xy, 2 .. 1)

due a l'erreur d'évaluation des variables indépendantes. Proposons-
nous d'évaluer l'erreur Au, si l'on suppose connues les erreurs Ax, Ay,...,

Al

Les valeurs absolues des Az, Ay, ..., At.etant supposees suffisamment
petites, on peut remplacer l'accroissement total de la fonction par la
différentielle totale ; on obtient alors l'égalite approchee.:

.. o
PO I .
M R A TR

Les derivees partielles et les erreurs relatives aux variables

independantes sont soit positives, soil negatives. Remplacons-les par
leurs valeurs absolues : on trouve alors l'inégalité.:
of of

81 8y 8t

Si l'on désigne par |asx|, [asy |, .last] les erreurs absolues
maximales des variables correspondantes (les bornes des valeurs
absolues des erreurs), on peut evidemment admettre que :

laul s lax |+ fay ! + ..+ |At]

t

| Art]

2|

larul = fArx |+ o laxy ] + .+
5y

ax
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Exemples.

1) soitu =x+y +Z alors

tasul = lasxl+lasy| + |aszl
2) soit u = x -y, alors

latu] = lasx]+]asy]
3) soit u = xvy, alors

[Aatu] = x]asy ey |asx]

4
4) soit u == , alors
Yy

ylasz|+xlasy
YZ

X
ye

= | = 1 lasz|+ lasy | =

| au

* REPONDEZ ENSUITE a cette question :

La demonstration ci dessus contient une erreur de raisonnement. Situez
la et illustrez la sur ceux des exemples donnes dans le lexte qui vous
semblent convenir.
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Réponse attendue

I'evaluation de 'accroissement de la valeur prise par u se fail,dans
le formalisme differentief, de 1a facon suivanie
Y e Eoay e Szl |
AU =AY ¢ oAy ¢ Az | [ (AXAY) letazAy)

| 1tax.Ay) | | designant ['une quelconque des normes equivalentes sur IRZ

En negligeant dans l'accroissement de la fonction les termes d'ordre
superieur a | par rappori aux accroissements des variables, on obtient
I'egalite approchee :

o, o A

AU » 5x$x+5YA'y 5 A
qui equivaut a remplacer l'accroissement par la differentielle. Il serait en
revanche faux d'ecrire l'inégalite :

Au g Yo Zay L

~ & sy 27 st

Le fait de remplacer toutes ces quantités par leurs valeurs absolues

n'apporte aucune legitimite 4 cette inégalité (il suffit d'imaginer un cas ou

elles sont toutes positives pour s'en convaincrel.

Les deux premiers exemples cites concernent des fonctions
lineaires : les différentielles nont pas liev d'v étre impliguées, (ou, si
{'on préfeére, le reste est alors nul)

Le troisiéme exemple, illustré a l'aide de valeurs positives de I, Ax, Y,
Ay, met bien l'erreur en évidence ;

=3 v=35, ax=0,1, Ay = 0,5,

Algyr=1(31.531-1(35)=20%

YAy + YAX = 305 +50,1~2

on a donc ict
ALy} > ZAY + VAX

On peut fabriquer un contre exemple analogue a l'aide du quatrieme
exemple du texte.
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UEST1 AIREQ 9

Pouvez-vous, en utilisant les differentielles, justifier les formules
suivantes bien connues du calcul d'incertitudes :

BUV. - Au AV

uwv T u v

Au/V. AU AV

= +
u/v u v
Réponse attendue :

Non, pour la raison détaillée a propos du questionnaire précédent. Pour
une reponse plus nuancee, se reférer i 'annexe;

r

Ré se fréequemment obs ée :

999 % des enseignants de physique proposent une justification
analogue a celle du texte de Piskounov qui figure sur le questionnaire
précédent,

Chez les étudiants, les cas d'écritures directes en A par dérivation, sans
aucune allusion 2 un reste, sont fréquents. Il v a extrémement peu de prise
en compte des valeurs absolues et majorations. Au mieux dit-on, pour
modifier le signe - qui intervient dans le quotient, que “les incertitudes
s'ajoutent’.
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1] Exactitude des calculs,

Rigueur des démonstrations

Associee a la notion d'approximation, la notion de difféerentielle est
parfois aussi, indiment, associée a celle de “rigueur approximative”. Les
questionnaires qui suivent portent sur a2 rigueur des demonsirations
utilisant des differentielles et menant soit a ['expression intégrale d'une
grandeur (ql0 3 ql3), soit a une équation différentielle {¢ (4 et 15). On
trouvera en annexe une mise au point sur les démarches i adopter pour
justifier rigoureusement les procedures utilisees dans ces types de probleme.
Les "réponses attendues’ correspondant a chacun de ces questionnaires
illustrent, a chaque fois une ou deux demarches rigoureuses possibles, mais
sans faire le tour complet de la question.
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QUESTIONNAIRE Q 10

LIRE LE TEXTE SUIVANT
On se propose de calculer {a volume d'une sphére de

A cet effet on découpe celle-ci en tranches elémentai

ravon R.

res paralleles a un

plan de symétrie de la sphere {plan x0y, cf schema ci-joint) et d'epaisseur dz

petite.

Le volume d'une iranche

A2
d'altitude 2 est ;
dV = npldz = n{R2 - 72) dz e ~
- P “\
Donc le volume total est : / \ «
R K Ty / -
V- [niR2-z2)dz \
-R '\_\ I/"
~l

QUESTIONS SUR CE TEXTE

Pouvez-vous justifier plus rigoureusement ce calcul ?

Sioui, comment ?
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Réponse attendue

* Une justification rigoureuse possible est du type : encadrement avec
passage a la limite. Les etapes du raisonnement sont les suivantes :

Volume d'une tranche : AV

Hauteur d'une tranche : Az:

Encadrement Min[Sizl] AzZsAV = Max[Sl_z'l] Az
ou Min IS(Z)] < %}s Maz [S(2)]
ou

passage a la limite

+Siz)  continue V v Y
Sizi £ dv < Siz)
Sizi s Gz & Sl
dv .
Donc 4z " S{z) et V= ]Slzldz

Remarque : Cette procedure d'encadrement avec passage a la limite n'est
pas toujours possible. L'application en est ici tout a fait indiquée du fait quil
s'agit d'un volume de revolution.

* Une justification moins détaillee mais tout a fait admissible, et en
tout état de cause nécessaire en l'absence d'une autre, eslt que le terme
négligé dans l'expression du volume d'une tranche est du deuxieéme ordre.

Réponse fréquemment observée

Cette question, posee parmi d'autres plus algorithmiques, est volontiers
laissée de coté par les étudiants qui s'y sentent mal 3 l'aise. La plupart
acceplent la démonstration telle quelle, en ajoutant quelques phrases
incantatoires du type. "pourvu que dz soit aussi petit que possible”.
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On suggere fréquemment (30 % dans certains groupes de premier cycle
universitaire) 'emploi de coordonnees cylindriques ou spheriques, sans plus
de detail.



ONNAI 11

Pour calculer le volume d’une sphére 2
de rayon r, on paut la découper en tranches
glémentaires paralléles & un plan de
symétrie de la sphere {(par exemple e plan s P
x0y, comme sur le schéma ci-aprés) et ot dz
d'epaisseur dz. / _\?

On assimile alors le volume d¥ d'une petite tranche d'altitude z 4
celui d'un cylindre de méme épaisseur dz ayant pour section droite I'une
des faces planes de la tranche de sphére considérée

gy = nRZ dz = n(RZ - 22) dz

Donc le volume total est
R p
V- [uR2- z2) dz - nR3
R 2

Si on utilise la méme methode (qui consiste a assimiler tranche de

sphere et cylindre) pour evaluer la surface de la sphere, on obtient, pour
l'aire lateraie d’'une tranche élementaire a ["altitude z:

dS = 2nrdz=2n"(R2- 22V dz

donc pour l'aire totale ;

+R n
$=2n [R2-22 dz~- [2nR2 sin26 d6 - n2R2
-R 5

Pouvez vous expliquer pourquoi la meme methode donne, dans le
premier cas un resultat correct et dans le second cas un resultat faux ?
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Ou encore :

QUESTIONNAIRE Q 12

1 LIRE LA DEMONSTRATION SUIVANTE

On se propose de caiculer la surface d'une sphere par integration. A cette
fin on découpe {a sphére en tranches cylindriques infiniment petites dz.

L'aire laterale d'une telle tranche est A2
dS = 2np dz = 2r\/(R2-22) dz R
/,//’ ““\,\
Donc la surface totale vaut: / ) dz
+R S / P \ '

S« [am/REz2dz~ |-2nR% sinZ do ( ] >

-R -1 \ /

n .\'\. /",,
. "'1-cos28 . e
S = 2nR2 J 5 de ~ix
0

S = n2R2

IT QUEL(S) REPROCHE(S) LUI FAITES-VOUS ?
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e attend et diverses réflexions pré es

L'elucidation semble plus simple, si on descend d'une dimension, en se
placant dans le plan :

Alors sphere -» disque
volume -> aire
aire - longueur

1’} on calcule l'aire du disque en le decoupant en tranches et en approchant
chaque tranche par un rectangle.

Considérons par exemple

le quart de disque superieur Y
droit : T~
v iy
\
| b4
0

et la fonction definie sur le segment [0,R] qui a v associe I'abscisse du point
du quart de cercle d'ordonnee v : cest en fait la fonction y — rly} Cette
fonction est continue donc integrable et l'aire du quart de disque et egale

R
a Jrfy'}dy

0

Faire un découpage en tranches horizontales revient a approcher cetie

fonction par une fonction en escalier ¢ . Lorsque l'épaisseur des tranches tend
vers zéro, les fonctions associées convergent uniformément versr el, par {a
définition méme de |'intégrale de Riemann, I'intégrale de ¢, c'est 4 dire 'aire
de l'empilement converge vers l'intégrale de f, c'est a dire l'aire du disque.

La longueur du quart de cercle s'obtient elfe-aussi par une integrale
mais celle-ci fait intervenir non pas {a fonction r mais sa deriveer':

R
L- J'-Jl+r'2(VJ dy

0

Et il est bien connu que la convergence uniforme d'une suile de
fonctions derivables n'entraine pas de facon automatique celle de |a suite des
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derivees. Il s'ensuit qu'une methode d'approximation qui marche pour laire
ne marche pas necessairement pour la longueur,

Ici, pour tout decoupage, on obtient un longueur de R. alors que la

T
longueur du quart de cercle est : 3 R

2°) On peut voir le probleme sous un angle plus "differentiel” en
cherchant comment on va pouvoir reconnaitre localement une bonne
approximation.

Considerons l'aire comme une fonction de y . A (y,/) est l'aire de la
portion de quart de disque correspondant a2 0 % Yy £ Yo
Si l'aire Aly+Ay)-Aly) de la tranche d'epaisseur Ay situee a la hauteur y est
approchée, en fonction de y, par une quantité B(yjay, cette approximation

R
est convenable (C'est a dire A(R) = JB(V)dy ) si c'est l'approximation au
0
premier’ ordre de laire de la tranche <cest a dire si
Aly+Ay) - Aly) = Bly lAy + Ay etAy) avec  limgyag €AY = 0

En effet, il ressort immediatement de cette egalite que la fonction A
est differentiable, de derivee B et donc que, par le theoreme fondamental
du calcul differentiel et integral :

\
Alyl = [B('z)dz pour ye{0.R]
0

Dans le cas qui nous intéresse ici :

- pour le calcuj de l'aire, ona
riv+AyJAY £ Aly+Av) - Aly) S riy)Ay

La fonction r etant continue, riy+Ay) = cly) + gAy) avec
limay € (Ay) =0

[l s'ensuit que {'on a bien:

A(y+Ay) - Aly) = t(y) Ay + Ay g1lay) avec 11m gy €1 (AY) = 0
le découpage mateérialise en fait I'approximation linéaire.



pour [e calcul de 1a longueyr :

alors la longueur de l'arc est : Rla-pB)

a.—
la longueur de {a corde est :2R sinl—z“—)

et Ay = R {cosp-cosa)

o wp
Ay =~ 2R sin 5 Sin

Lorsque Ay tend vers 0, (e-§) tend vers 0 et i'on a, en fonction de Ay,
pour @ =0

A -
-la longueur de l'arc équivalente a — :
sina

A
-ia longueur de la corde equivalente a .S_i-l:l%

L'approximation par Ay n'est donc pas satisfaisante, tandis que celle
par la corde associée a la tranche ['est. lon retrouve en fait la longueur du
cercle comme limite des longueurs des lignes polygonales inscrites dans le
cercle lorsaue le pas de ta subdivision tend vers 0).
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remarque | : quand on approche larc par la corde, on n'a pas une

approximation de la forme BlyJAy, mais une approximation de la forme

Byiy.Aylay L'adequation de l'approximation vient de ce que sa partie

linéaire en Ay correspond bien 2 la dérivée de A, c'est a dire au fait que
BilyAy) = B(y) + Ay}  avec limay—o £{Ay) = 0

Cette situation sera celle qui se produit le plus généralement.

remarque 2 : *il découle de ceci que les justifications du type : ca
marche parce que, quand Ay tend vers 0, 'empilement tend vers le disque,
s'ils font reféerence a une convergence uniforme reconnue perceptivement,
sont en fait recevables pour le calcul de l'aire du disque mais non pour
celui de sa longueur.

*quand on raisonne localement sur une tranche,
l'argument : "¢a marche parce que, quand Ay tend vers 0, l'aire de la partie
négligée tend vers 0" n'est pas recevable.

*quand on raisonne localement, l'argument :"¢a marche
parce que, quand Ay tend vers 0, [a corde tend vers l'arc” n'est pas
recevabie non plus.

Dans 1'espace

Si l'on definit, pour simplifier (¢f annexe), l'aire de la surface de
revolution comme la fonction z — S1(z) dont la variation est approchee au
premier ordre par l'aire du tronc de coéne correspondant, alors on peut
donner la justification suivante :

*L'aire latérale du tronc de cone est Az
ASy = mal[r(zsAz) + r(2) ] AT

rd ~

L _ by
Cest I'aire laterale d'un cylindre droitde 8180 TAZT7\
ravon \\;\ )
L1z} + rizsAz) Y i

3 et de hauteur Al o ya



Cette aire s ecrit. en utilisant la continuite de la fonction rtz):
AS7 = 2nR Az + £z AZ)AZ
avec lim gz0 €12AZ).= 0

Donc dS2 = 2rnRdz et donc aussi dS; = 2nR dz

L'aire laterale du secteur spherique est donc une fonction lineaire de la
hauteur du secteur ASy = 2nRAz

On n'avait pas, a priori. de raison de soupconner ce fait.

*L'aire laterale du cylindre est AS3 = 2nr{zjAz

soit AS3z = sinflz). ASy

Donc l'approximation par laire du cylindre droit ne remplit pas les
conditions requises pour le caicul de l'aire du secteur spherique.

Bien evidemment, une reponse aussi complete que celle qui precede
est peut-étre “attendue” mais non "esperee”

Ont ete deja considerees comme signes d'une bonne comprehension
les reponses du type .

“Dans la démonsiation sur ia surface de la sphére, le terme néglige est
du premier ordre, alors que dans celle sur le volume. il est du second ordre”
ou bien celies-ci, pius allusives :

"il v & un facteur cos o qui ne disparait pas” {entre la hauteur du
cylindre elémentaire et 1a longueur de l'arc correspondant <f le sin 6 du
corrige qui précede])

ou meme :

il v a un probleme au pole {" (sin 8=0)

Un exemple cite par un professeur pour faire comprendre ce "probleme”
merite d'etre repris :

“si l'on pose une planche sur un escalier, on pourra faire les marches
aussi petites que L'on veut, la surface de la planche ne sera jamais égale a
la surface verticale des marches”.
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Réponses fréquemment observées :

On vient de citer celles qui temoignent d'une bonne compréehension
du probleme. Moins du tiers des enseignants ou apprentis enseignants (8
¢leves de I'ENSET) interrogés (Nigtat = 35), relévent de cette catégorie. Les
autres ou bien refont le calcul juste de l'aire du secteur sphérique :
AS = 21RAZ |, sans autre commentaire, ou bien répondent vaguement .

“l'approximation est trop grossiére”
“dS ne peut étre encadré” (ce qui ne suffit pas a invalider [a

démonstration)

ou bien méme remettent en cause la démonstration (juste ! du
volume de {a sphére :

“Non (je ne peux pas situer l'erreur).. c'est peut étre par coincidence
qu'on obtient le volume de la sphére par cette méthode puisque,
rigoureusement, on ne peut pas prendre dV = npldz et tout cela
m'expliquerait la démonstration fausse de la surface de la sphére”.
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QUESTIONNAIRE Q 13

| Lire attentivement le calcul suivent, qui vise & établir une
expression de 1a pression atmosphérique en fontion de V'altitude 2.
Considérons un T
glément de volume cylindrigue 2 —
de surface de base (horizontale) —_—
S et de hauteur dz. Exprimons
I'équilibre de ce cylindre soumis
aux farces suivantes :

dz

=)

Exprimons 1'équilibre de ce cylindre
soumis aux forces suivantes:

Force due 4 1a pression sur la face inférieurs : S. p(2) sz
Force due 8 la pression sur la face supérieure : S. p{z+dz). (~ug)
Poids du volume de gaz: p. g S.dz. (- uy)

L'équilibre des forces s'exprime ginsi:
S.p{z). -~ S. p{z+dz) - p.g.5.dz= 0
ou encare:
p{z+dz) - p(2) = - p. 8. dz
soit: dp = -p. g dz

II Justifiez, rigoureusement cette fois, la relation
différentielle obtenue
dp = -pg dz
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Réponse attendue

Comme il a ete mentionne a propos du questionnaire 2, l'etablissement
de ceite relation differentielle peut se faire rigoureusement par encadrement
et passage a la limite.

On considére alors un volume d'air cylindrique, de surface de base § et
de hauteur Az quelconque. Le principe de calcul est le méme que celui du
texte proposé : la résultante de toutes les forces est nulle puisque
I'échantillon est en équilibre. L'expression du poids doit étre établie de facon
rigoureuse en sachant que p est une grandeur variant de facon continue avec
I'altitude, comme d'ailleurs la pression p.

La resultante des forces de pression est alors :

[S.plzi-S.p(z+AzJ _dz

Puisque la masse volumique p est une fonction continue de z, sa valeur
dans ['échantilion est comprise entre sa valeur minimum pp et sa valeur
maxinum pM:

Min {p(z)] £ p(z) £ Mazx [p(z)]
et le poids AP de I'échantillon est encadrable :

S.gAzMinlp(z)] £ AP £ 5.g.A2. Maxipiz)]

Comme [S.p(z) - S.piz+Az) - AP). Uz = ]

on obtient :
S.g.AzMinlp(z)] s S.p(z) - S.p(z+Az) < S.g.Az.Max(p(z)]
soit

. plz) -plz+A .
g.Minlplzllspz ;;z Z)sg.MaxIp(zJ]

I ne reste plus qu'a passer a la limite en faisant tendre Az vers 0
La fonction z - plz) etant continue, les valeurs d'encadrement tendent
toutes les deux vers la méme valeur : g plz) et le terme encadré tend {ui vers

dpl(z) . c . :
—l:? . On etablit ainsi rigoureusement la relation différentielle
dplz) = gplz)dz

Remarque : une autre approche rigoureuse permet d'écrire, grace a la

continuité des grandeurs considérées ;



4}

AP = Sg.Az. (p (z) + elaz))

oU limaz £{Az) = 0
d'ou plz+az) = plz) - gplzlaz - gelazlaz

ou limaz [gelaz)] = 0

ceci assure la differentiablilité de !a fonction z — plz), la differentielle
etant le terme [ineaire en AZ

dp(z) = - gplz)Az
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QUESTIONNAIREQ 14

1 Lire attentivement cet exercice et {e début de solution rédigé

par un physicien.

En combien de temps se vide un entonnoir ?

On considere un entonnoir conique, avec un orifice circuiaire de rayon
r. de surface s rempli d'eau jusqu'a la hauteur H.

On admet que la vitesse d’ecoulement a travers un orifice immerge a |2

profondeur h est donnée par l'expression
v = 0,6 y2gh

Sotution

Entre les instants 1t et t « dt, il s'écoule
dV = s wvdt. Il s'ensuit une variation de
niveau dh telle que (le signe traduisant que
{'écoulement entraine une baisse de niveau)

S(h) Ah = - s.v At

gu'on ecrit S (h) dh = -svdt
ou S th) est la surface libre lorsqu'il reste
une hauteur h d'eau.

I1 Critiquer la cohérence des
rigourcusement cette fois, la relation

S.(hidh= - sv.dt

notations et justifier,
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Réponse atiendue

Comme dans le questionnaire 12, la relation differentielle peut étre
obtenue rigoureusement, par une methode d'encadrement et de passage a la
limite.

Soit V (1) le volume de liquide restant a l'instant t.

Entre les instants t et t + At, la vitesse d'écoufement, fonction continue
du temps, varie mais demeure comprise entre sa valeur minimum Min{v(t)]
et sa valeur maximum Mazx{v(t)]

Min[v{t)] = v(t) £ Max[v(t}]

Le volume d'eau ecoulée entre { et t + At est encadre par
s.Min[v{t)] At < V(1) - V(t+At) = s.Maxfv(t)lat
soit

s Minfv(t)] < -‘%s s Mazfv(t)]

et a la limite At — 0, les grandeurs étudiées étant continues (voir la
“réponse attendue au questionnaire q 12) :
) dv
-Vi(t) = - e s.v(1)
dVit) = - s.vit) dt

Par ailleurs, pour tout corps de revolution, la differentielle du volume
est rigoureusement donnee par dV = S {h) dh (cf questionnaire 8)

donc S(h)dh=-sv(t)dt

On peut aussi, compte tenu de la continuité de {a vitesse d'écoulement
v, écrire

VIt) - Vit+At) = 5. At.(v(t) +e(At))

ou £(At) tend vers 0 avec At

dou  V(t+At) = V(1) - s.v(1) At - s.elAt) At

ot 1im ap0 [selat)] = 0

Ceci assure la différentiabilité de V(1) . la valeur de sa différentielle
étant le terme du second membre linéaire en At:

dV{t) = - s.v(t).dt
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N REQ 1

I Lire attentivement l'extrait de cours de 2e annee de DEUG, établissant
'equation de propagation d'une onde transversale de faible amplitude sur
une corde horizontale tendue, et figurant pages suivantes.

11 Quelle(s) critique(s) pouvez-vous faire quant a l'¢tablissement de
I'equation différentielle (11.6) ?

d?s _ dZs
(i Ta‘;z" (11.6)
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CHAPITRE I1. PROPAGATION DES ONDES LE LONG D'UNE CORDE.

Considérons une corde tendue, rectiligne selon la coordonnée x, et de
longueur infinie. Nous allons étudier la propagation d'un faible ébranlement
le long de la corde. Cet ébranlement se produit suivant l'axe y, c'est a dire,
dans la direction perpendiculaire 3 la direction de propagation de l'onde. On
dit alors qu'il s'agit d'une onde {ransversale.

¥

1
*

1
H

[
Ax '
t i
(] []
[} 1]

%z X~ Ax/z X X, 2 X T OX/2

Etudions l'équation du mouvement de cette corde. Nous dénoterons par
T la tension 2 laquelle est soumise la corde. On considére un segment tres
court de cette corde, de longueur AX et centré en 1. La masse AM du segment

est donnée par : AM = . AX (I1.1)

ou j est la densité linéaire de masse de la corde, c.a.d., la masse par
unité de longueur (kg/m). Dans une situation hors équilibre, le segment n'est
plus droit, il présente une courbure. On aura donc en général oy = o (voir
{igure). Nous considérons des mouvements d'oscillation de la corde de petite
amptitude, si bien qu'on peut faire ['approximation .

sin o = tg @ = (ds/dx)x-x: et {a méme chose pour oz (I1.2)

ou on a dénoté par s le déplacement de la corde par rapport a sa
position d'équilibre. Cette approximation neglige aussi l'allongement du
segment, et considére donc la tension T comme constante. La force appliquée
sur le segment dans la direction y est la résultante de a force appliquée au
point X1 (qui est une force appliquée vers le bas et égale en module a
T sinayi) et de la force appliquée au point x2 {qui est vers le haut et égale a

T sin a2 ). Si on utilise (11.2), 1a force totale dans la direction v est donc:
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ds ds
Fysl‘{dx}xzxz 'T{dx}bxl {I1.3)

Nous pouvons appliquer maintenant la seconde [oi de Newton. La force
dans fa direction y donnée par (I1.3), doit étre égale au produit de la masse
du segment par l'accélération de celui-ci. Donc :

2
amg—;;-= Fy =T If(x2) - f(xp)] avec f(x) - ds/dx (1L.4)

et si on utilise (II.1) on pourra ecrire :

d2s f(xz) - flxp \
i = (IL5)

Si maintenant, on prend la limite AX - 0 dans le second membre de
([1.59, on aura

d2s  _ d%s
bz = T ] (11.6}
puisque :
. flxg) - fixy) df d2s
1im az—o e * 4z diZ {11.7)

Si on compare (I11.6) et (1.10), on remarque que (11.6) est une equation
d’ondes, avec pour vitesse:

c = '\\/}‘?‘p (11.8)
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Réponse attendue

Le fait de considerer un segment de corde de [ongueur AX et
d'effectuer un passage a la limite Ax — 0 laisse a penser, de prime abord. que
I'equation d'onde est etablie de facon rigoureuse.

Notons d’abord que le segment de corde de longueur AxX est qualifie de
"tres court”, ce qui n'est pas necessaire lorsqu'on fait ensuite le passage a la
limite A —

D'autre part, le passage a la limite AX — 0 conduisant de |'equation

(1LS)
d2s fix2) - f(xy) .
ngz - T (xz’m &) (115}

a l'equation (I1.6)

d2s _ dZs
pai'f=Ta§'§ (11.6}

n'est effectue que dans le second membre de (I1.5). L'ecriture du premier

dds _
membre de t11.5} sous la forme Ty implique non seulement le passage 2 [a
limite At - 0 mais ausst le passage a la limite déja effectue
Ax - 0 puisque c'est [e déplacement s du point de la corde d'abscisse 1 qui
v figure.

Le passage a la limite Ax —» 0, dans cet exempie, ne peut etre considere
comme un critere de rigueur pour l'établissement de I'equation d'onde (11.6).

On peut pourtant ameliorer la rigueur de la demonstration sans pour
autant trop alourdir le raisonnement, en dissociant les deux membres de la
refation (11.4) qui traduit la seconde loi de Newton.

Pour un segment de corde de longueur Ax, la somme des forces
appliguées est selon la composante v:

ZF =T [sin a2 - sin g} = T [f'(x).Ax + £(AX).Ax)

ol £(Ax) tend vers 0 avec A X

La différentielle de fa fonction x - TF(x]X) est donc la partie lineaire
de 'expression ci-dessus soit

dF =T I(x) dx

d2s
ou dF = Ta}?.dx
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Par ailleurs , pour un milleu continu, f{'expressicn de la loi
fondamentale de la dynamique est differentielle :

d«s
dF = j dx. 12

En identifiant ces deux expressions de la differentieile dF, on obtient
Pecalité - d2s I d2s
egalite:  pm-T 47
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IV Aspect fonctionnel
des

difféerentielles

Cetie derniere rubrique vise l'aspect fonctionne! des differentielles,
c'est a dire ce qui distingue une fonction (de ['accroissement de la variable,
quelqu'il soit} d'une valeur (d'un “petit” accroissement de quelque chose). On
pourra consulter a ce sujet 'annexe (p2).

Cest tout particulierement un usage des differentielles commun chez
les physiciens dont on evalue ici l'impact et donc on suscite la critique,
L'encadre qui suit recapitule des commentaires frequemment rencontres
chez les etudiants de physique de premier cvcle universitaire ou de classe
preparatoire a propos du stawut de l'élement differentiel. On v observe deux
tendances extrémes et opposees :

‘ Celle qui consiste a voir en "dx” un simple marqueur de la variable

d'intégration (d‘ailleurs parfois omis en mathematique : @ = Jf,i, d'ou les

|||||

* Celle qui attribue au contraire un contenu quasi materiel a "l'element
differentiel” : "un petil morceau dl du fil" susceptible de reconstituer par
“recollement”, "empilement” etc... 'objet complet augquel on s'intéresse,

Enfin, une troisiéme tendance compatible avec chacune des deux
précedentes, consistant en évocations rituelles :

"dz, c'est {a limite de Az quand Az tend vers zero’ etc...
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dx.dl...

* immateriel. marqueur de la variable d'integration:

-je ne vois aucune necessite de representation dans l'integration
-dx est icreel

-dx est immateriel, abstrait, purement conceptuel

-1a longueur dl est fictive

-en fait ¢ca n'a aucune importance, quand on integre di devient une
variable d'intégration.

' petit bout de .

- dl est une petite longueur
- dl est un petit bout de il
- un petit morceau df du fil

- on couvre tous les dz possibles donc toutes les parties subdivisées
de la sphere.

* Non caracterise, rituet
- dz c'est la limite de Az quand Az tend vers ()

- variation elementaire, element infiniment petit
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TIONNAIRE Q 16

LIRE LE TEXTE SUIVANT

On se propose de calcuter le voiume

d'une sphére de rayon R. Az

A cet effet on decoupe celle-ci en
tranches elementaires paralleles a un plan TN

D : / S
de symeétrie de la sphere (plaa xQy, of / \
schéma ci-joint) et d'épaisseur dz petite / P \
X

Le volume d'une tranche d'altitude z Ty [ g

est ;

dV = np2.dz = n (R2 - 22). dz \ J/

~_l_
Donc {e volume total est
+R
V- [mR2-22)dz
-R

QUESTION SUR CE TEXTE

Q1 - Dans ce calcul on a considéré une tranche élémentaire a l'altitude
z sans préciser la valeur de z. Est-ce légitime 7 (justifier votre réponse)

Q2 - Aurait-on pu prendre une tranche d'altitude nulle (z = 0), ecrire
dV =n.R2dz .

+R
puis V = [ nR2dz {justifiez votre réponse)

-R

03 - Cette derniere integrale peut-eile representer un volume et si
OUI lequel?
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Réponse attendue

Le raccourci typiquement physicien : "le volume d'une tranche.. est
dV =n .p2.dz " n'est pas vise ici. Voir a ce sujet le guestionnaire 7.

Il s'agit simplement de comprendre que cette relation différentielle est

valable sur tout le domaine d'intégration, ce qui est une condition nécessaire
et suffisante pour la validité de l'intégration.

La relation dV = n.R2 dz, qui n'est valable que pour le plan horizontal
equatorial, ne remplit évidemment pas cette condition. En revanche, dans le
cas d'un cylindre, cette refation reste valable pour toute valeur de z et
permet donc, par integration, d'en retrouver le volume.

Réponses fréquemment observées chez des etudiants de lere annee de
DEUG (effectif faible : N = 26)

-15 % seulement des reponses sont nette:ﬁent correctes :
“ouj, parce que la relation est valable quelque soit 2"

-46 % disent simplement :

"ovi, parce que z est variable de -R 2 +R”

-Un marais de justifications plus ou moins claires constitue le reste des
reponses OUI (20 %)

"on couvre tous les dz possibles donc toutes les parties subdivisees de
ia sphere

“on fait varier z de -R 4 +R, on n'a donc aucun besoin de 2”

"la valeur de z n'a aucune importance puisque ['on retrouve le
symetrique par rapportaz=0"

“car quelque soit {'altitude z = 0, on aura toujours un volume",
"cette erreur que l'on fait dans la partie supérieure est amortie

progressivement puis supprimée dans la moitié inférieure. Donc c'est
légitime pour le volume total”.
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On note parmi les reponses NON (19 %) ces reponses curieuses

“car z = 0 n'est pas acceptable”

"z ne peut prendre [a valeur nulle car on aurait [a surface d'un cercle”
¥ _Question : aurait-o endre..?

La reponse majoritaire (73 %) est NON, mais seulement un éleve sur
trois (de l'effectif total) la justifie correctement. On observe en revanche une
abondance surprenante (ici 40 %) d'argumentations du type "tranche plate”

"Pour z = 0 on a une aire et non un volume”

"Le volume est nul pour une tranche plate”

“Non on ne peut pas le faire, en effet on prend dans ce cas la z = une
constante, d'ou le résultat de I'intégration serait ¥ = nR2 On obtient donc une
surface et non un volume”

"Non, a ['altitude z = 0, on a un cercle d‘aire nR2"

*Question: cette derniere intégrale peut-elle representer un volume..7:

Non proposee dans {'enquéte initiale.
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UEST E 7

On se propose de calculer ['induction magnetique créée en un point M
par un {il infini rectiligne parcouru par un courant [, situé 2 la distance a de
M.

Un élément de circuit dl de point moyen P 4 T

cree en M une induction dB. i P

L'addition vectorielle dans ce cas simple
conduit a faire simplement une addition
algebrique, avec :

o I dl cos @ 8

dB 4nR% : a

QUESTIONS

Q! -dB peut-il étre considére comme une differentieile de fonction 7 Si
oui, de quelles variables ?

QZ -méme question pour dl

Q3 -Exprimer dB 4 'aide d'une seule variable
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Réponse attendue
Question 1 : dB.. differentielle 7.

OUI, dB peut étre considérée comme la différentielle d'une fonction,
que ce soit B (1) ou B {8) ou B (r), la variable envisagée dans chaque cas
(respectivement I, 6 ou r)* déterminant les bornes d'integration dans
I'integrale correspondante

1 8 r
Bil)= J dB(df)** ou B(8) = JdB(dB)“ ou Bir) = JdB(dl'l“
1o 8¢ a

Les physiciens peuvent bien debattre du sens physique de telles
integrales, cela n'affecte nullement [a légitimité de les définir.

Accepter de parler de relations différentielles, s'en servir pour des
changements de variables, c'est aussi accepter l'existence de dérivées pour
des fonctions qu'il faut bien deéfinir !

Question 2 : dl... differentielle ?

QUI, dans la méme logique, di peut étre consideree comme
différentielle des fonctions 1 (1), 1 (8), 1 {r).

Question 3: En choisissant par commodité {a variable & (et l'origine de | en

a .
Hona:i= atgo, di- 032 de et puisquer =

8 cos 6

I
dﬁa&—cose de

4na
Réponses fréquemment observées :

Les reponses observees chez des eleves de mathematiques speciales
(N = 44) montrent que l'on peut trés bien "intégrer", "sommer” des "dB" sans
pour autant considérer dB comme une différentielte de fonction :

N = 44 MathSpe. oUl | NON | Sans réeponse |
dB différentielle? 32 % 27% 21%
dl différentielle? 32% 27% 41%

I* Precisées le cas écheant par une origine et une orientation
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30 % des éléves font 'erreur classique consistant a écrire df = r d6..
Chez ceux 1i abondent les commentaires qui dénient au moins & l'un des
éléments dB, dl fe statut de différientielle :

“Pour intégrer i{ ne faut surtout pas penser ce que represente dl mais
proceder mecaniquement, sinon on est cuit”

"dB n'est pas la différentielle d'une {onction, pas plus que d!"

"Non B n'est pas une fonction mais une quantité constante pour des
vateurs fixes de a, I . L'ecriture dB n'est justifiée pour moi que parce qu'elle
représente linduction magnétique au point M créée par une longueur
élementaire de fil".

“dl ne represente pas un nombre, c'est une variation elementaire qui
représente {a méme chose tout le long du fil. Ceci est inhérent a la notion
d'intégrale. Dans le cas du fil infini, B ne dépend que de la distante du point
au fil. Donc B est fonction de a. Si le fil n'était pas infini, alors B serait
fonction de 9 aussi.

dl n'est pas la différentielle d'une fonction mais une variation
elémentaire”.

"On a d! = r do mais ce n'est pas une différentielie”.

"le ne considéere pas dB comme une différentielle au sens
mathematigue”,

o a ) .
Chez ceux qui ecrivent correctement dl = mde {3 sur 44! ), on

trouve au contraire des specifications fonctionnelles tres nettes .

"dB est une différentielle de fonction : fonction de 8 ,
dl est une differentielle de fonction : fonction de 8 *



ANNEXE

L'outil differentiel est utilise au début des etudes universitaires,
en mathématiques et en physique, essentiellement comme outil
d'approximation locale :

- soit au niveau purement local (petites variations autour d'une
situation donnée) : etude des fonctions de plusieurs variables et des
variétés associées (courbes, surfaces), calcu!l d'incertitude,

- soit pour le passage du local au global : mise en équations de
problémes non linéaires aboutissant a des équations différentielles ou des
intégrales.

Cest dans ce contexte que nous nous sommes situes dans cette
brochure. Nous n'avons pas en particulier évoqué la notion de forme
différentielle qui, introduite ultérieurement, améne a repenser la notion de
différentielle et les liens entre caicul différentie! et intégration.

I - LE NIVEAU LOCAL
I1 - LE MODELE LINEAIRE

Le probleme général est le suivant : on se donne une fonction [ ;
connaissant sa valeur en un point M, que peut-on dire de sa valeur en un
point M', si M est "suffisamment voisin” de M (de facon générale, f
désignera ici une application de R® dans R? , M un point de R®, MM’ la
distance euclidienne des points M et M’ ou toute autre distance
équivalentej?

- La continuite de f en M permet une premiere approximation
(ordre 0) puisqu‘alors on a, au voisinage de M :

fiM') = fiM) + elMM')}I (1)
avec e(M.M') tendant vers 0 quand MM' tend vers 0.

En d'autres termes, en premiére approximation, on peut considérer la
fonction f comme constante au voisinage de M.

- La_dijfférentiabilite de f en M permet d'ameéliorer cette
approximation (ordre 1) : on peut alors approcher f au voisinage de M par
une fonction affine g avec la garantie que l'ecart entre f(M') et g(M') sera
non seulement petit avec MM', mais négligeable par rapport 2 MM'.




En effet si f est différentiable en M, on a au voisinage de M :

fiM'} = g(M') + e(MM)MM'| (2)

avec g affine et ¢{M,M’) tendant vers 0 quand MM’ tend vers 0,
autrement dit :

f(M) = £f(M) + LIMMY) + MM)MM| (3)

avec L application lineaire et toujours les mémes condition sur ¢MM).

L'application affine g est l'approximation au premier ordre de
en M, l'application linéaire L associée a g est la différentielle de I en M,
notée en général dfy. Elle est déterminée de facon unigue par la relation
(3).

Par exemple :

- sif est une fonction de R dans R, elle est différentiable en x si
et seulement si elle est derivable en ce point et on a alors, pour h
suffisamment petit :

f(zx+h) = f(z) + ['(x).h + efh)h avec %%C(h) =0

La différentieile dfy n'est autre que l'application linéaire de R dans R qui au
réel h associe le réel f'(x).h. Elle est définie sur R tout entier mais bien sur,
ne presente un intérét pour I'approximation de f que pour h petit (sauf si
est deja affine).

Lorsque f est une application linéaire, elle est sa propre différentielle en
tout point. Cest en particulier le cas pour [l'application identique : sa
différentielle, notée dx, est I'application identique de R dans R.
Il s'ensuit que dfy étant l'application :

h- f(x)h
on a 'égalité fonctionnelle : dfy = £'(x)dx.
Presenter dx comme un accroissement arbitraire de la variable comme cela
est souvent fait, en particulier en physique, revient 3 s'autoriser l'abus
frequent qui consiste a confondre une fonction et sa valeur. Et si, souvent,
on rajoute que cet accroissement doit étre petit, ce n'est pas parce que la
différentielle n'est définie que pour des accroissements petits (¢'est une
application définie sur R tout entier), c'est parce que l'approximation
différentielle ne présente d'intérét, comme nous {'avons déja écrit, que
localement
Mais il est important que cette confusion entre fonction et valeur
n'interdise pas a dx de retrouver, lorsque cela est nécessaire, pleinement
son statut de fonction, par exemple dans les problemes de changement de
variables.



- si f est une fonction de R® dans R, différentiable en M, on
montre de méme que [a différentielle dfy s'exprime 2 partir des dérivees
partielles de f en M (qui alors existent nécessairement) :

n

dfm(b hp) 5fh
M\if..... pJ = T

i=1

autrement dit :

fiM) = f(M) + Z MI(xi(M)-xi(M)) + e(MM'JLMM’

avec toujours [a méme condition sur e{M.M’).

L'effet de [lapplication linéaire dfy sur le vecteur MM

s'interpréte donc comme le produit scalaire de ce vecteur par un vecteur v
dont les composantes sont les dérivées partielles de { au point considéré.

Ce vecteur V, déterminé de maniére unique par la relation {4) ci-aprés:

f(M) = (M) + MMV + MM ).MM| (4

avec toujours la meme condition sur elM,M"),
- fournit 1a direction dans laquelle la fonction f s'accroit le plus au voisinage

de M. Cest le gradient de { au point M note : Gré'an.

- si [ est plus généralement une application de R® dans RP,
difféerentiable en M, sa différentieile en M sera une application linéaire de
R2 dans RP codée dans les bases canoniques de R2 et de RP par sa matrice
: la matrice jacobienne ou matrice des dérivées partieiles.

- Geometriguement, le point de vue differentiel tel qu'il est
presente ci-dessus conduit en dimension | a une conception de Ja tangente
qui n'est pas la conception classique : tangente en M comme position limite
des sécantes passant par M, mais plutdt la suivante ;

- la tangente en M 4 la courbe C associée 3 f est la droite qui
approche le mieux localement C, plus précisément, c'est [a seule droite qui
approche C au premier ordre au voisinage de M,
ou encore :

- la tangentie en M a la courbe C est {a droite avec laquelle tend a
se confondre ia courbe C lorsque l'on agrandit par zooms successifs un
voisinage de M.



[2 - LE CONTROLE DE L'APPROXIMATION

Les definitions données dans le paragraphe [1 le sont sous forme
d'égalite asymptotiques. Elles ne permettent pas dobtenir directement
encadrements ou majorations.

Lorsque ['on écrit :
f(M) = f(M) + dfM(MM") + (M.M').MM avec {im eMM)=0
MM =0

on ne fournit pas de réponse au probléme suivant :

Comment cHofsir r povr que sur (2 boule BiMr/ de cenire M et de rayvon r,
HAM ) soit evalue par ) + JIMJM Ja telle ou telle precision donnée 7

La réponse a ce probléeme passe par un meilleur controle du "reste” :
(MM MM

Des hypotéses plus contraignantes sur [ peuvent {ournir ce contréle. Cest
par exemple le cas, en dimension 1, si Ia fonction { est deux fois dérivable
sur l'intervalle [x-a, x+a] et si sa dérivée seconde est majorée en valeur
absolue par A sur cet intervalle. En effet, (a formule de Taylor permet alors
d'ecrire, dés que X + h est dans [x-a, x+a)] :

2
flz+h) = f(x) + f"{x).h + %—f"{c) avec ¢ compris entre x et I+h
donc d'obtenir {a majoration :

2
|ffxeh) - (x) - Flx)h] < % A

Pour garantir une precision «, il suffit alors de choisir pour r ;

IR ™
¢ = inf (a, A)

Pourtant, en ce qui concerne le calcul d'incertitude, les formules
classiques, par exemple la formule Auv = UAV + VAU sont souvent percues
comme une simple traduction des enoncés du calcul différentiel a l'ordre 1.
Qu'en est-il exactement ?

Prenons, pour simplifier I'écriture, une fonction f réelle de deux
variables différentiable en {Xo.yo). Le probléme est le suivant :
Az étant un ordre de grandeur d erreur donndé, peut-on détermmer Ar et Ay
pour que lorsque x varie dans lintervalle [x,-4x, x,+Ax/ et v varie dans
Lintervalle [vy-Ay, vo+Av/ on puisse garantir que /2 valeur z = {x.y) restera
dans lintervalle (z,-A2, zp+Az] 7



£l en sens mverse, élant donnés Ar et 4y, pevl-on apprecier A2 7

L'hypothése de différentiabilité permet d'écrire :

&f &f
f(r.y) = f{X0.¥0) + gi{xo.yo).{x-xd + S—V{xo.yo).(y-yo) + MoM.e(Mo M) ()

avec:
Mg = (Zo.¥6), M = (1.¥) et lMo,M) tendant vers 0 quand M tend vers M,.

af ‘ of .
Posons : ¢ = g;_xo,yoJ etfo = gﬁxoyui

Les formules usuelles du calcul d'incertitude consistent a glisser de la
refation (5} a4 ;
AZ = Iflolﬁx + lBoIAV (6)

avec intuitivement l'idée que, dans ce glissement, on a majoré [écart
possible entre {{1,y) et f(Z0.¥o) sur {'ensemble considéré et que l'on a, en
fait, pour tout (x,y) dans [xo-A%, X+AX][ve-AY, Ye+AY] :

[f(xy) - fZoyo)| £ laglax + [Bolay
(cf. les réponses au questionnaire).

En fait, ce n'est pas vrai, méme pour une fonction aussi simple
que le produit.
En effet, dans ce cas particulier, la formule (6) devient :
Mxy) = lyolax + |3qlAy
Or, pour (Xo,Vo) = (1,1} et {xy) = (1.01,1.01)ona:

IV - Xg¥p = 0.0201

alors que la formule (6) avec Ax=0.01 et Ay=0.01 donne pour Alxy) la valeur
strictement inférieure 0.02.

Et, aussi petits soient-ils, des écarts positifs sur X et v conduisent 2 la méme
contradiction.

La formule (5) ne peut donc pas étre interpretée comme
fournissant une majoration des écarts |f(xy) - f(Xo.vo)l. Mais, eile est
quand méme precieuse car elle fournit une approximation de “bonne
qualite" de la borne superieure de ces ecarts (par exemple dans le cas
particulier traite : 0.02 au lieu de 0.0201, soit une estimation a 10-4 pres,
pour des incertitudes sur X, et ¥, de {0-2),

En effet. de ia formule (5) on déduit :
[£(2.7) - f(Zo. Vo) | 2 laolax « [Bolay + |e(Mo.M) .MM
et par conséquent :



Az< log AT + |BolAy + \AX2+AY2, |elMo, M)
avec lim ¢(My,M) = 0 quand MM tend vers 0.

Ceci signifie qu'en prenant laolAx + [BolAy comme estimation de Az, on
peut avoir certes une estimation trop faible, mais que |'erreur commise

sera d'ordre supérieur a celui de VAx2+AyZ

En d'autres termes, l'erreur sur 'erreur est négligeable devant l'erreur.

I3 - INVERSION LOCALE ET THEOREME DES FONCTIONS
IMPLICITES

Bien que cette question soit peu abordée dans les questionnaires,
nous voudrions pour terminer cette partie évoquer ces théorémes clefs du
calcul différentiel que constituent le théoréme d'inversion locale et le
théoréme des fonctions implicites, car ils illustrent particuliérement bien le
contrdle sur les objets apporté par l'approximation linéaire.

Soit { une fonction de R dans R%, continiment différentiable au
voisinage du point Me. Le theoreme d'inversion locale garantit que si dfpe
est une application linéaire inversible (donc si le jacobien est non nul) alors
f est, elle aussi, inversible sur un voisinage convenable de M,.

De plus, l'application inverse est, elle aussi, différentiable et sa
différentielle n'est autre que {'inverse de la différentielie de f.

Le theoréme des fonctions implicites, qui s'en deduit facilement,
permet de repondre a la question suivanie :
Soft f une application de R2 dans RP (pn/,; on suppose que HA) = k. Que
peut-on dire de /a ligne de niveau £ de f au vorsinage de M 7

Considérons pour simplifier une fonction f de R2 dans R (les questionnaires
proposent un exemple correspondant 4 une fonction de R3 dans R2) et
(X4.¥0) un point satisfaisant f{Xe,Yo)=k.

Quelle est au voisinage de ce point, {‘allure de la ligne de niveau k de f ?
Peut-on l'exprimer comme une fonction de x, de y ? Peut-on connaitre sa
tangente?

Si [ est continGment différentiable dans un voisinage de (x¥o). le
théoréme des fonctions implicites affirme que, [a encore, les propriétés
“passent” de l'approximation affine a la fonction, plus précisément que si
{'équation :

f(15.V6) + alXx-2g) + Polv-Vo) = k| (9}




(linéarisée de l'équation f{x,y)=Kk) peut se résoudre en fonction de X (Bo=0),
localement, la ligne de niveau pourra s'exprimer elle aussi comme une
fonction @ de x et que l'équation (9) sera justement celfe de la tangente a la
ligne de niveau en (X4,Yo).

En d'autres termes, on aura, au voisinage de g :

. . o L . . ) .
Qix) = (Xo) -E;(x-xoh (X-XgJelXo,X) avec %ﬂ}odxo,xho

La situation est analogue, en echangeant les roles de x et v, si ag=0.
II- LE PASSAGE DU LOCAL AU GLOBAL

Ce passage va se poser dans |'étude de phénoménes non linéaires
et aboutira a ['écriture d'une équation différentielle ou directement d'une
intégrale.

Dans certains cas, il permettra d'étendre {a definition d'un
concept et en deviendra par la-méme un element constitutif, le cas
particulier connu étant exploité comme modéle d'approximation locale du
cas général.

C'est ce qui se produit par exemple lors de I'extension du cencept de travail-
d'une force du cas ouU ia force est constante et le chemin rectiligne au cas
d’'une force non constante sur un chemin non rectiligne,

Deux points de vue sont souvent possibles :
II1 - LE POINT DE VUE DIFFERENTIEL

11 consiste i traduire les infor mations sur la situation, localement,
par une égalité pouvant s'interpréter comme une approximation au
premier ordre et a4 passer au global par “intégration” de la relation
différentielle associée.

Par exemple, ayant a determiner !a relation liant deux grandeurs
X et v, on cherchera s'il est possible de modéliser les informations données
(pour des valeurs de x et y, dans un certain domaine et des accroissements
Ax et Ay de ces grandeurs suffisamment petits), par une relation d'une des
deux formes suivantes :

Ay = alzy)Ax + elXyATAY)AX avec ‘151&090 {10)

ou
AX = B(RY)AY + (T YAIAY)AY  avec gsgz_)o&(} (11)




Remarque | : notons 4 ce propos qu'en mathématiques, il o'y a aucune difficulté a
comparer les ordres de grandeurs de Ax, Ay et ¢, les fonctions n'ayant pas de
dimension. En physique. en revanche, il peuty avoir 1a un obstacle : si y designe une
masse et X un temps, on ne pourra effectuer fa comparaison qu'en considérant 1.4x, 1
désignant par exemple ici 1g/s.

Dans le premier cas, la lecture de (10) comme écriture
d'approzimation au premier ordre conduira a chercher comme solution
globale une fonction ¥ de la variable x solution de l'équation différentielle :

y' = alxy)
c'est 4 dire satisfaisant sur un intervalle approprié :
¥'(x) = afx, ¥(3))

Dans le second cas, on cherchera de maniére analogue comme
solution globale une fonction I' de la variable y, solution de ['‘équation
différentieile :

X' =p@y)
c'est 2 dire, satisfaisant sur une intervalle approprieé :
Iy} =8(riy), yj

Remargue 2 : Cest cette lecture differentielle qui est implicitement suggeree par
certaines formulations "physiciennes”, par exemple : L zbsorption dinlensité par
- une tranche élémentaire est proportionnelle 2 !dpalsseur de la lranche et 4
lintensité traversant fa tranche”

L'indicateur "élémentaire” est 12 pour signifier qu'il ne faut pas interpréter I'egalite
annoncée au pied de {a lettre mais comme une égalité au premier ordre prés ou une
égalité différentielle.

Remarque 3 : Lorsque |'expression «(x.y) ne dépend pas de y (respectivement p(xy)
ne dépend pas de x), la mise en équation conduit directement a un calcul de primitive,
puisque {'on arrive d:

¥'(x) =a(x) (respectivement I'(y) =${y})

Nous presenterons pour terminer ce paragraphe une méthode
souvent employée pour obtenir la relation cherchée entre Ax, Ay, X et Y,
basée sur la continuité d'une fonction auxiliaire (cf. aussi les
questionnaires).
On cherche a determiner v comme fonction de x. Notons [ cette [onction
inconnue.

Si l'on sait que, sur un certain domaine :

gm(x.A%) AT 3 f{x+Ax)-f(x) 5 gmizAx). Ax| (123




g étant une fonction continue sur le domaine, gm €t gy désignant
respectivement 'inf et le sup de cette fonction sur le segment [x, x+Ax] ,
alors on peut :

- soit, en utilisant la continuité de g, écrire directement :

f(x+Ax) - f(x) = [g(x) + e(x.Ax)]AX  avec ggﬂs(x,z&x) =0

ce qui prouve que f est derivable en x, de derivee g(x),

- soit, en divisant (12) par A arriver a:

fix+AxI-f1x1

gmiX.AX) S < gMIX.AXI

et faire tendre Ax vers 0. g étant continue, gm et gM tendent alors
simuitanément vers g{x) et donc [ est dérivable en 1, de dérivée g(x).

L'interét de ce point de vue differentiel est de permettire
d'effectuer le controle de la mise en equation au niveau sirictement local.
Ce n'est pas le cas pour le point de vue intégral que nous allons presenter
maintenant.

I1 - LE POINT DE VUE INTEGRAL

On se place dans la situation suivante :

On cherche a évaluer une grandeur E (masse, aire, volume, force..). E
depend des valeurs prises par une fonction { de la variable x, ¥ variant
dans une partie 0 mesurable de la droite, du plan ou de l'espace., de
mesure mi0).

On sait caiculer E lorsque la fonction f est constanie sur (0 :si [ est egale a k
sur 0, E(Q) = km(Q), on a affaire a un probléme linéaire.

exemple : masse d'un corps de masse volumique homogene, volume d'un
solide de section horizontale constante....

Mais le probleme a trailer ne rentre pas dans ce registre ou l'objet du
prebiéme est justement de généraliser ia définition de E 4 une classe plus
large de fonctions.

On sait alors que la réalisation des trois conditions suivantes suffit a
léegitimer la procédure intégrale ¢'est a dire le passage du local au global
par intégration :

condition | - Pour des partitions finies (Qj) de Q, Q=Q1UQ2...UQ,
de calibre arbitrairement petit, le resuitat global est la somme des
contributions de chaque partie :



n
E() = DE(0)
i=1

{principe du decoupage en tranches)

diti - Sur chaque partie ; on a {'encadrement suivant,
en notant mi{Q;) 1a mesure de Q; :
mi.m() < E(Q) s Mm{Qj)] 1D
avec mi-'lxrll{f et Miwsgpf

Condition 3 - f est intégrable Riemann sur Q.
En effet, si {a fonction [ est intégrable Riemann, les deux quantités:

n n
Emi.m(ni} et EMi.mmi}
i=1 i=1
convergent, lorsque t'on raffine la subdivision de Q et que le sup des
diameétres des Q; (diametre d'une spheére minimale contenant ;) tend vers
0, vers le méme nombre qui n'est autre que l'intégrale de la fonction f sur
Q.

De I'encadrement :
n n
Smim(0;) EQ)<  2M;m(y)
i=1 j=1
obtenu en utilisant les conditions! et 2, on deduit alors que necessairement:

ElQ) - [f(x)dx
0

Remarque 1: onaraisonné icien supposant ['existence de E(R). Si le probléme posé
est celui de {'extension de la définition de E, le processus intégrale conduit 2 élargir la
definition de E 4 la classe des fonctions { integrabies Riemann sur Il en posant:

Bty = [fixids
111

Notons que les fonctions utilisées en physique élémentaire sont toutes intégrables
Riemann sur les ensembles de mesure finie fi considéres parce que par exemple
bornées et monotones. ou bornées et continues par morceaus.

Remarque 2. Trés souvent la fonction f n'apparait pas de fagon manifeste dés le
début de la mise en équation (cf.exemple ci-apres). Elle ne s'impose réellement que
lorsque l'on cherche a realiser I'encadrement de E(f}) qui correspond 2 la condition 2.
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Remarque 3 : Souvent aussi, méme si une fonction s'impose, ['encadrement obtenu ne
sera pas exactement de {a forme (13) mais plutdt de {a forme :
m(fi) i‘x%it'f-e'jl < EffLi) ¢ mmi)[sgf f + el

avec ¢ et ¢'j petits avec d(f}j), le diamétre de Q.

On montre alors que pour que la procédure intégrale soit encore justifiée, il suffit que
lesej et e’ tendent vers 0 avec le St;p d(f}j) uniformement, ou encore gue l'on puisse

ecrire

m{f;) %&{f-c] ¢ Eifj) ¢ m(ni}[sHP f+ol
avec ¢ tendant vers 0 quand le safp difyj) tend vers 0.

Le point de vue integral qui vient d'étre presente necessite a
l'inverse du point de vue différentiel, un controle global de la situation, en
principe plus couteul.

Pourtant, dans bon nombre de problémes, le cadre de {a mesure est le
cadre naturel et le passage au point de vue différentiel oblige 2 un
changement de point de vue : il s'agit en fait de passer d'une conception de
l'intégrale en termes de mesure 2 une conception de lintégrale en termes
de primitive.

Ce changement s'observe tres frequemment dans les manuels des quily a
effort de légitimation. L'exemple du calcul du volume de ia sphere par
encadrement, présenté dans les questionnaires, en est un exemple typique.

Dans ce paragraphe, nous avons cherche a formuler des
conditions de controle de [a procédure intégrale avec l'idée qu'une
meilleure opérationalisation de ce contréle permettrait dans certaines
mises en equation de concilier un colt de legitimation raisonnable avec le
respect du cadre naturel de la mesure.

Reprenons par exemple le calcul du volume de la sphere :
La justification de type différentiel se base sur l'encadrement suivant
associé au découpage en tranches (cf. questionnaires) :
Min [S(z)]. Az< A¥ < Max [S(z)]. Az

Or cet encadrement peut directement s'interpréter d'un point de vue
intégral :

Si 0 est le segment {-R, R] et si f est la fonction définie sur Q qui
a z, associe l'aire de la section d'altitude z : S(z), 'encadrement fourni est du
type réquis par la condition 2.

f étant intégrable puisque continue, on en deduit alors :

11



R
V - rlsumu:

Et la démarche se généralise immédiatement a toute surface de révolution
bornée pour laquelle [a fonction aire associée est intégrable Riemann.

113 - DEUX EXEMPLES

Pour terminer cette annexe, nous traiterons deux exemples, en
adoptant dans le premier le point de vue intégral et dans le second le point
de vue différentiel.

A - la Jongueur d'un arc de courbe :

Soit C une courbe associée a une fonction f a valeurs reelles,
définie et continiment différentiable sur un segment {a,b].

La longueur d'une courbe étant définie comme {2 borne supérieure des
longueurs des lignes brisées dont les sommets sont sur la courbe ou, ce qui
est équivalent, comme la limite des longueurs des lignes brisées obtenues
par subdivisions successives de [a,bl, la question est de montrer qu'avec les
hiypothéses faites, C admet une longueur finie et den trouver une
expression en fonction de f.

- En prenant comme espace de mesure Q - [ab], la définition
donnée de la longueur verifie bien {a condition d'additivite.

- Sion découpe [a, b] en n intervalles: [j...Ia, il correspond i ce
découpage une ligne brisée construite sur la courbe. La longueur d'un
segment de cette ligne brisée déterminé par les points M d'abscisse x et M’
d'abscisse X' est égale 2 :

MM = J(z-x')2 + (f(x)-f(x))2

Par application du théoréeme des accroissements finis, il existe un réel c
entre x et X' tel que:
flx') - f(z) = (x'-x) f'(c)
Il s'ensuit que MM’ peut s'ecrire :
MM’ = |x-x'| .V 1+f'(c)2
et donc que l'on a, en désignant par Lilj} la longueur du morceau de ligne
brisee correspondant a tintervalle 1;, pour chaque i:

mf\! +f'{x (1)< L)< s \;1+f‘(x}2. m(I;)

12



On a donc ici un encadrement du type requis par la condition 2 avec comme
fonction sur 0 : g = V1+2 . [" étant continue sur [a, bl, g est intégrable sur

(a. b] et I'on est assuré que lorsque le pas de la subdivision de [a, b] tend

vers 0, la longueur des lignes brisées construites sur 1a courbe tend vers :
b

L- N1(x2ds
a
C a donc une longueur finie dont l'expression en fonction de { est [ournie
par l'intégrale ci-dessus.

B- Laire d : soluti

Soit une courbe I d'equation y=f(x), [ étant définie et
continuement dérivable sur un intervaile [a, bl et § la surface de révolution
d'axe Ox et de génératrice I. On note A(S) l'aire latérale de S et A(S)(x)
l'aire latérale de la portion de surface définie sur [a, x] :

A(S)(x)
L'aire laterale A(C)(x, Ax) d'un tronc de cone dont les bases sont définies
par {x, flx)) et {2+ Ax, {(x+ Ax)) est donnée par la formule :

A(C)E, Ax) = RIE(x) + F(x+AT)]Ax2+AL2
en notant Af : f(x+Ax) - f{x).

(x,H(x)) (x+AX,f(x+AX))

A(C)(x,Ax)

- [ etant continue :
j+f } = 2f(x} ) a i -
f(z) + [(z+AX (x}+e(xAX) avec 2;'1,0‘3 0
- f étant derivable et Ax supposé positif ;

VAT2+AL2 = Ax [V 141302 + £(x.A%)] avec

lim ¢=0
Ax—0

13



D'ou :
A(OAx, AX) = 2nf(x) N 1+ (2)2 Ax + e(x.AX).AX gg_ﬂe=0 (15)

Si on définit A(S)(z) comme {a fonction, si elle existe, dont la variation est
approchée au premier ordre par l'aire du tronc de cone associé, de (15) on
deduit immediatement, [' etant continue sur [abl], que [a fonction aire
existe, est derivable et de derivee :

A'(S)x) = 2nf(x) N 1+F'(x)2

donc que :

b
AlS) =2n Jf(x)\/hf'(x)zdx
a

Ce qui est bien la formule classique.

Bien sur, la encore on aurait pu procéder par encadrement et
passer par la procedure intégrale, soit en utilisant des arguments de
convexité, soit en admettant que A(S} est comprise entre l'aire du cylindre
de rayon minimum et de génératrice L{I') et l'aire du cylindre de rayon
maximum et de méme génératrice.
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VOTRE OPINION SUR LA BROCHURE

ool PRRAS

"QUESTIONNAIRES DE TRAVAIL SUR LES DIFFERENTIELLES"

La brochure "Questionnaires sur les différentielles” a été réalisée i l'issue d’une
recherche interdisciplinaire sur ’enseignement des différentielles en mathématiques et
en physique au niveau du premier cycle de l'enseignement supérieur avec I"espoir
quelle pourrait 8&tre utile aux enseignants de I'une ou Il'autre discipline. Nous
aimerions savoir si c’est réellement le cas ; c’est pourquoi nous vous serions trés
reconnaissants de bien vouloir nous communiquer vos impressions personnelles, en

répondant au questionnaire c¢i-joint.

1 - Vous étes enseignant(e) de :
mathématiques physique

2 - Yous enseignez en :
premier cycle d’université classe préparatoire 1uT

3 - La brochure vous a semblé globalement :
trés intéressante intéressante peu intéressante
Pouvez-vous dire bridvement pourquoi ?

4 - Yous avez trouvé 'annexe :
trés utile utile peu utile
Pouvez-vous dire briévement pourquoi ?

autre(préciser)

inintéressante

inutile

5 - Parmi les questionnaires proposés, lesquels avez-vous préférés et pourquoi ?

6 - Parmi les questionnaires proposés lesquels avez-vous le moins aimé et pourquoi ?

7 - Avez-vous été étonné(e) par les informations fournies concernant les réponses des
étudiants & certaines questions ? Par lesquelles particulierement et pourquoi ?

8 - Avez-vous été étonné(e) par certains commentaires figurant dans la rubrigue

"réponse attendue" des questionnaires ? Lesquels ? Pourquoi ?



9 - Pensez-vous exploiter cette brochure dans votre enseignement ? Pourquoi ?

10 - Si vous avez répondu oui & la question précédente, pensez-vous exploiter cette
brochure

- en proposant certains questionnaires 4 vos étudiants ? Et si oui, lesquels en
priorité?

- autrement (précisez)

11 - Avez-vous des critiques a faire autres que celles éventuellement faites dans les
réponses aux questions précédentes ? Si oui, lesquelles ?

12 - Avez-vous des suggestions 4 faire aux auteurs pour améliorer la version actuelle
de cette brochure ? Si oui, lesquelles ?

13 - Avez-vous d’autres commentaires 4 faire ?

14 - Si au moment o0t vous répondez a ce questionnaire, vous avez déja utilisé cette
brochure pour votre enseignement, pouvez-vous nous donner des informations sur ce
que vous avez fait et sur la fagon dont les étudiants y ont réagi (Si vous n’avez pas
encore utilisé les questionnaires et que vous ayiez I'intention de le faire, n’hésitez pas
a nous envoyer ultérieurement vos commentaires).



