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Cette brochure constitue le rapport final d'une recherche pluridisciplinaire sur
la notion de différentielle menée dans le cadre du GRECO "Didactique et Acquisition
des Connaissances Scientifiques® du CNRS (théme “"Enseignement supérieur
mathématiques et physique™).

Cette recherche a été menée par des didacticiens appartenant 3 trois équipes :

- Péquipe de didactique des mathématiques de 'IREM Paris 7 : DIDIREM,

- le laboratoire de didactique de la physique dans I'enseignement supérieur :
LDPES

- Péquipe de didactique des mathématiques et de I'informatique de
I’Université de Grenoble 1

Y ont participé:

Daniel Alibert, Denise Grenier, Marc Legrand et Frangoise Richard pour I'équipe de
Grenoble, Michéle Artigue et Maryvonne Hallez pour DIDIREM, Jean Marie
Courdille, Jacqueline Ménigaux et Laurence Viennot pour le LDPES,

Cette recherche a fait Pobjet de deux subventions contractuelles : la premiére,
dans le cadre de I"Action Concertée Education et Formation, a concerné les travaux
de DIDIREM et du LDPES, la seconde, dans le cadre de ATP "Transitions dans le
Systéme Educatif”, a concerné I'équipe de Grenoble,

La premiére partie de ce rapport reprend, avec quelques légéres
modifications, le texte de la présentation faite par le groupe : "Enseignement
supérieur ;: mathématiques et physique" au Colloque du Greco Didactique qui s’est
tenu 4 Sévres en mai 1987. Elle est complétée par six annexes présentant de maniére
plus détaillée un certain nombre des travaux réalisés dans le cadre de la recherche.
L’annexe VII, constitue, gquant a elle, une mise au point sur la notion de
différenticlle et les procédures différentielles et- intégrales, adaptée au niveau
d’enseignement envisagé dans la recherche. L’annexe VIII, enfin, fournit la liste des
publications associées a cette recherche.

En ce qui concerne ces publications, nous voudrions mentionner tout
particuliérement la brochure : "Questionnaires de travail sur les différentielles”. Il
s’agit d’une brochure destinée aux enseignants de mathématiques et de physique,
enseignant au niveau du premier cycle, 4 'Université, en IUT ou dans les Classes
Préparatoires aux Grandes Ecoles. Elle reprend !a plupart des questionnaires élaborés
pour les besoins de la recherche, en les présentant comme des outils possibles pour
U'enseignement. Elle est diffusée avec un questionnaire d’svaluation qui, bpcus
I'espérons, nous permettra d'étudier 'efficacité d'une telle démarche.

Pour teminer cette introduction, nous voudrions remercier tous les collégues
qui nous apporté leur concours dans la réalisation de cette recherche, en acceptant de
soumettre des questionnaires 2 leurs étudiants, de répondre eux-mémes i certains
d’eux ou d’expérimenter les séances d’enseignement que nous avions élaborées.

Paris, janvier 1989.



_ LE THEME "DIFFERENTIELLES"
UN EXEMPLE DPE COOPERATION MATHS-PHYSIQUE DANS LA
RECHERCHE

I - INTRODUCTION

Le théme "différentiefles”, sur lequel nous avons choisi de centrer ['exposé
des travaux du groupe Math/Physique/Enseignement Supérieur, est en queique sorte
un théme idéal pour nouer une collaboration entre didacticiens des mathématiques et
de la physique : c’est en effet, de notoriété publique, un point de cristallisation des
conflits entre les enseignants des deux disciplines, et ceci crée un véritable défi
didactique.

LA PREHISTOIRE DE LA RECHERCHE

Ce défi, nous I'avions "pédagogiquement” relevé dans Ia section
expérimentale de DEUG créée 4 !'Université Paris 7, en 1979/80. L’analyse du
fonctionnement de I’enseignement dans cette section en 79/80 et en 80/81, Péchec
partiel des tentatives de coordination entre mathématiciens et physiciens avaient,
nous semblait-il, révélé certains noeuds du conflit (cf.[1]) :

- les différences de statut de i'objet différentiel : application linéaire
tangente pour le mathématicien, essentieliement petit accroissement d'une grandeur
physique pour le physicien,

- les différences de role et d’utifisation : faible role en mathématiques,
I’enseignement se focalisant sur I'algorithmisation liée au calcul et a la manipulation
des dérivées partielles et matrices jacobiennes ; utilisation en revanche extrémement
fréquente en physique dans les calculs approchés et dans la mise en équation de
problémes conduisant soit au calcul de grandeurs globales par sommation de quantités
élémentaires (intégrales), soit 4 I'obtention de lois de variation globales a partir de
relations locales (équations différentielles).

Cette expérience nous avait amenés aussi a schématiser de la fagon suivante les points
de vue des enseignants des deux disciplines :

- les physiciens jugeaient inutilement lourdes et compliquées les notions,
notations et méthodes préconisées par les mathématiciens. Pour eux, il n’y avait pas
vraiment 12 de probléme didactique : certes, les étudiants avaient quelques difficultés
au début mais ensuite, 'habitude aidant, tout finissait par s’arranger. Les méthodes
qu’ils utilisaient étaient pratiques et efficaces, pourquoi les auraient-iis modifiées ?

- les mathématiciens étaient tout aussi s0rs d’eux. Ils se posaient en
champions de la rigueur et se sentaient capables de l'exporter en vphysique. Les
réticences manifestées par les physiciens leur apparaissaient comme les survivances
d’un lointain archaisme. Un bon objet : 'application linéaire tangente, des notations
précises et non ambigués, des méthodes explicites et rigoureuses dans le cadre
fonctionnel devaient lever i leurs yeux I'essentiel des probléemes d’enseignement.

Notons qu'a I'époque déja, certains faits mettaient en cause des interprétations aussi
simplistes, en particulier les résultats des tests math/physique régulidrement crganisés
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{nombreuses erreurs dans les exercices de mise en équation, coupure persistante entre
les modes de résolution mathématiques et physiques, difficultés avec les notations
mathématiques introduites... {cf.[1]).

La création du GRECO en 1984 a été 'occasion de reprendre ce travail,
en respectant 1’approche interdisciplinaire initiale, mais dans une perspective
proprement didactique, en se fixant comme objectif prioritaire la compréhension de
I'économie du systéeme d’enseignement, dans ce domaine, dans les deux disciplines.

L’ORGANISATION DE LA RECHERCHE
LES EQUIPES

Trois équipes du GRECO y ont participé : la Jeune Equipe CNRS de
Didactique des Mathématiques et de !'Informatique de Grenoble avec D.Grenier,
M.Legrand, F.Richard et, plus récemment D.Alibert, le Laboratoire de Didactique de
la Physique dans I'Enseignement Supérieur de I’Université Paris 7 avec J.Ménigaux,
L.Viennot et plus récemment J.M.Courdille, 'Equipe de Recherche en Didactique des
Mathématiques de I'IREM Paris 7, de la méme Université avec M.Artigue et
M.Hallez, M.Artigue et L.Viennot ayant par ailleurs participé 4 la mise en place de
la section expérimentale initiale.

LES DIRECTIONS DE RECHERCHE

Compte-tenu des résultats des travaux préliminaires, les recherches se
sont alors orientées dans trois directions {cf. le rapport intermédiaire du GRECO en
1985)

- l'analyse des objets d’enseignements actuels et une étude de leur
évolution historique pour repérer, si possible, l'origine de la coupure constatée entre
les approches des deux disciplines,

- l'analyse des conceptions des étudiants et la détermination dans les
difficultés rencontrées 4 propos de mises en équations de problémes, des facteurs
propres 4 ['aspect différentiel ot des facteurs plus généraux comme ceux liés a la
prise en compte de P'aspect fonctionnel des grandeurs utilisées,

- I'élaboration, I’expérimentation et I’évaluation d’ingénieries didactiques
dans ce domaine,

LA COLLABORATION ENTRE EQUIPES

La collaboration entre les trois équipes devait permettre de mener a bien,
nous semblait-il, dans un délai raisonnable, un tel projet. Elle ne fut pas
rigoureusement planifiée dés le début du travail mais chague équipe essaya plutdt,
tout en conservant ses problématiques et méthodologies propres, d’apporter sa
contribution & une ou plusieurs des questions posées concernant I’enseignement, les
conceptions des étudiants, la possibilité d’ingénieries didactiques adaptées.

En effet, mathématiciens et physiciens avaient des "traditions" de recherche et des
problématicues sensiblement différentes :

- pour I’équipe physicienne, il s’agissait d’une tradition liée A I'étude des
raisonnements des étudiants, alliéc 4 une méthodologie privilégiée d’utilisation de
questionnaires, en particulier sous forme d’explications de textes, et d’une problé-
matique globale d’étude des dépendances fonctionnelles (cf. [21,{3] par exemple),
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- pour les deux équipes de mathématiciens, il s'agissait d'une tradition
d'approche systémique des phénomeénes didactiques conduisant & centrer I’analyse
sur les interactions maitre/éléve/savoir, avec une méthodologie expérimentale faisant,
en conséquence, une part privilégiée a I'ingénierie didactique.

L’équipe grenobloise était d’autre part engagée dans une recherche sur la notion de
débat scientifique, les différentes catégories qu'elle recouvre, les conditions
d'établissement en situation d’enseignement, les modes d’évaluation qui doivent
I'accompagner et les techniques pédagogiques transmissibles pour <ce type
d’enseignement (cf. [4]).

L’équipe parisienne était, elle, particuliérement intéressée i I'étude du pole savoir de
la relation didactique et espérait approfondir, 4 I'occasion de cette recherche, le
concept de transposition didactique introduit par Y.Chevallard (cf.[5]).

Par la suite, les réunions de coordination permirent, tout en respectant ces

préoccupations spécifiques, de mettre en place une réelle collaboration : mise au point
commune de questionnaires, utilisation de questionnaires ou de situations problémes
élaborés par d’autres, utilisation pour I'analyse de I'enseignement en physique de
classifications élaborées lors de I'étude mathématique, par exemple.
Ces réunions furent aussi Poccasion de confronter méthodologies, résultats et
interprétations, de chercher 4 identifier dans la diversité des travaux menés les lignes
de force permettant une analyse cohérente, d’infléchir ensuite dans certains cas nos
directions de recherche pour tester ces cohérences hypothétiques.

Il résulte ainsi de P'activité du groupe un ensemble de travaux que nous
percevons un peu comme les pidces d'un puzzle. A nos yeux, c’est I'assemblage
cohérent de ces piéces qui détermine la validité de la recherche.

LES DIFFERENTS TRAVAUX MENES

L’analyse menée dans les paragraphes suivants essaiera de faire ressortir
la cohérence des résultats obtenus suivant quelques lignes de forces essentielles. Elle
s’appuiera, sans détailler nécessairement chacun d’eux, sur Vensemble des travaux
menés. Il nous semble nécessaire, avant de nous lancer dans cette synthése de dresser
au moins 1 liste de ces travaux,

Nous reprendrons pour dresser cette liste Ia séparation en trois directions
de recherche précédemment introduite, les nouveaux titres donnés essayant de rendre
compte de I'évolution au cours de 1z recherche.

ANALYSE DES OBJETS DE SAVOIR ET D’ENSEIGNEMENT
Les études menées dans ce domaine ont concerns :

- I'évolution du statut de la notion de différentielle dans le savoir
scientifique, Papparition de ia notion de différentiabiiité, le passage au starut
d’application linéaire tangente,

- les programmes et instructions de mathématiques de enseignement
secondaire, des classes préparatoires aux grandes écoles, depuis le début du siécle, la
comparaison de ces derniers avec les programmes universitaires,

- Dlintroduction de la notion de différentielle dans divers traités et
manuels de mathématiques choisis pour leur représentativité, de la fin du dix-
huitiéme siécle 3 nos jours,



- les débats sur [Ienseignement des différentielles dans la revue
I'Enseignement des Mathématiques, depuis sa création en 1898 (18 articles concernés),

- IYintroduction et 'utilisation du langage différentiel dans divers manuels
de physique, depuis le début du siécle.

ETUDE DES CONCEPTIONS DES ETUDIANTS ET DES ENSEIGNANTS
Dans cette rubrique, les travaux suivants ont été réalisés :

- élaboration d'un questionnaire visant A tester les différents registres
mathématiques associés a la différentiabilité ainsi que la possibilité de s’y référer
pour justifier des calculs d'incertitudes, d’aires ou de volumes (deux versions
successives ont été réalisées et soumises respectivement 2 35 et 50 étudiants de
niveau licence en mathématiques),

- un questionnaire enseignant math/physique, approximativement sur les
mémes thémes, pour lequel nous n’avons malheureusement recueilli que peu de
réponses,

- un ensemble de & questionnaires de physique ayant donné lien 2
environ 300 réponses d'étudiants et 38 réponses de "pré-experts". Les thémes
explorés sont : les conditions dans lesquelles I'emploi des différentielles est utile,
"’exactitude” des procédures différentielles et intégrales et la légitimité des
démonstrations associées, enfin le statut de P’élément différentiel, notamment du
point de vue fonctionnel,

INGENIERIE DIDACTIQUE
Dans ce cadre, les travaux suivants ont été réalisés :

- expérimentation, dans trois groupes de travaux dirigés de DEUG
premiére année, d’un atelier de mise en équation de problémes,

- expérimentation dans une section de DEUG premiére année d’un
enseignement d’intégration portant sur 12 séances en 1984/85 et sur 14 séances en
1985/86,

- organisation d’ateliers interdisciplinaires dans une section de DEUG
premiére année,

Pour toutes ces expérimentations, des enregistrements des phases coliectives ont été
effectués.
i1 - LES APPORTS DE L’APPROCHE HISTORIQUE

Trois questions nous paraissent essentielles, dans ce cadre, compte-tenu de notre
problématique :

- dans quelles circonstances, la notion de différentielle introduite par
G.W.Leibniz vers 1675 a-t-elle pris, dans le savoir mathématique, le statut
fonctionnal qui est le sien actuellement ?

- comment a évolué Penseignement dans ce domaine ?

- comment ont évolué les rapports math/physique ?



Essayons de voir dans quelle mesure les études menées apportent & ces questions des
éléments de réponse.

LE PASSAGE AU STATUT FONCTIONNEL

Méme si, 4 partir des travaux d’Euler, il est clair que Panalyse
infinitésimale s’inscrit dans une perspective fonctionnelle (cf. par exemple
I.Dhombres [6]), la différentielle, définie par Leibniz comme un petit accroissement,
n’a réellement acquis le statut d’application linéaire tangente que nous lui connaissons
aujourd’hui qu'au début du 20éme sidcle. A la fin du 19¢me siécle, ce sont les
notions de dérivée et de dérivées partielles qui dominent le calcul différentiel. La no-
tion de différentielle se situe trés en retrait. Définie a la suite des travaux de Cauchy
comme le produit de la dérivée par un accroissement arbitraire de la variable, elle
tend 2 se dégager, au moins au niveau de sa définition, de la métaphysique des
infiniment petits et du registre de 'approximation, pour prendre un caractére de plus
en plus formel (cf. A.Voss [7]). Le changement de statut, dans ce contexte, va se
situer 4 la conjonction de deux problématiques :

- la premiére consiste 3 déterminer, pour les théorémes fondamentaux du
calcul différentiel classique a plusieurs variables, des hypothéses minimales
susceptibles de se substituer aux hypothases grossiéres que le souci accru de rigueur
et la mise en évidence de pathologies ont conduit & introduire dans les énoncés.
Cette problématique conduit 2 la définition de la différentiabilité par O.Stolz en
1893 [8], et indépendamment par W.H.Young en 1908 [9]), ce dernier soulignant le
parallélisme qui s’établit A travers cette notion entre les énoncés du calcul 4 une et
plusieurs wvariables. Mais si elle resitue la différentielle dans le registre de
'approximation, [I'introduction de la  différentiabilité ne modifie pas
fondamentalement son statut qui reste celui d'une expression.

- la deuxiéme consiste a étendre le calcul différentiel aux fonctions d’une
infinité de variables. A son origine se situent les travaux du mathématicien italien
Volterra sur les fonctions de ligne [10]. Pour généraliser 2 ce cadre fonctionnel la
notion de différentielle et pallier I’absence de dérivées partielles, M.Fréchet remanie
2 son tour les définitions du calcul différentiel classique, revenant au registre de
l'approximation et reformulant la vieille présentation de la différenticlle comme
partie principale de 'accroissement qui avait été fortement critiquée. Il arrive ainsi 2
une définition équivalente 4 celles de Stolz et Young. Mais la perspective
fonctionnelle le conduit & voir, au-deld de I'expression différentieile, 'application
linéaire tangente et & expliciter ce caractére fonctionnel [11].

Diverses définitions concurrentes de la différentiabilité seront proposées, 4 cette
époque, privilégiant les propriétés d’invariance formelle comme celle d’Hadamard
[12], ou cherchant & se ramener, par le biais de dérivées directionnelles, a la
dérivation des fonctions d'une variable (Gatesux [13], Lévy [14]) mais la définition de
Fréchet qui se généralise immédiatement aux espaces normés, deviendra la définition
clasique.

L’EVOLUTION DE L’ENSEIGNEMENT

Nous nous limiterons ici, bien que I'étude menée ait été plus large, au
20éme siécle et 4 ’enseignement supérieur élémentaire {premier cycle des Universités,
classes préparatoires aux Grandes Ecoles).



1 - LES PROGRAMMES ET INSTRUCTIONS

- En mathématiques, 'analyse des programmes et instructions montre que
cette évolution du statut de la différentielle n’a été prise en compte gue tardivement
dans I’enseignement.

Prenons I'exemple des classes préparatoires aux Grandes Ecoles. La différentielle est
officiellement au programme i partir de la réforme de 1903, mais réduite jusqu’aux
années soixante au role d’outil de caicul formel :

"Les éleves doivent étre exercés & calculer directement avec les différentielles comme
avec les dérivées ; ils doivent s'en servir couramment lorsgue le choix des variables
indépendantes reste arbitraire, et savoir les utiliser pour des changements de variables
simples et dans les calculs de fonctions implicites.”

(commentaires du programme de 19235, repris lors de la réforme de 1956)

Un changement timide s’amorce en 1964 mais it faut attendre la réforme de 1972
pour que I'enseignement soit unifié autour de la notion "moderne”, présentée dans le
cadre d’espaces vectoriels normés de dimension finie sur R ;

"L’obligation nouvelle d'introduire la notion d’application différentiable modifie assez
sensiblement Uétude du calcul différentiel.”
(commentaires du programme de 1972)

Enfin, la derniére réforme en date, celle de 1984, vise 4 "revaloriser une
approche intuitive et concridte des mathématiques sans pour autant sacrifier la
rigueur”. En analyse, il s'agit en particulier d’éviter la recherche d’hypothéses
minimales, au profit de la mise en place de méthodes efficaces pour un ensemble
assez large de situations. Ceci conduit 2 se limiter au cas C! en premiére année, en
insistant plus sur P’aspect approximation via la notion de développement limité 2
P'ordre 1 que sur le statut fonctionnel de la différentielle.

Notons que I’évolution des programmes universitaires précéde de plus de dix ans celle
des programmes des classes préparatoires dans ce domaine, la présentation moderne
intervenant des les programmes de 1958.

- En physique, la situation est tout autre ; la différentielle est un outil et
non un objet d’enseignement explicite, étiqueté comme tel dans les programmes. A ce
titre, elle fait néanmoins Pobjet d’une présentation officielle dans les rappels de
mathématiques qui servent de préliminaires ou d'annexes 4 de nombreux ouvrages.
Nous y reviendrons dans le paragraphe suivant.

2 - LES MANUELS

- En mathématiques, I'analyse menée porte sur une vingtaine d’ouvrages
dont la premiére édition se situe enfre 1875 et 1983, choisis pour leur
représentativité,

Cette étude confirme ce que laissaient supposer les programmes et notamment la
stabilité formelle de la notion sur la premiére moitié dn siécle en méme temps que
sa marginalité. Par exemple, dans “"L’introduction & la théorie des fonctions d’une
variable”, lere é&dition (1886), 2&me édition (1904), J.Tannery, ne mentionne méme
pas la notion de différentielle.

Il existe dés le début du siécle quelques ouvrages connaissant une audience certaine
qui, comme ceux déja cités de Stolz et Young, définissent la différentiabilité (par
exemple ceux de Pierpont [15] et de La Vallée Poussin {16]). Mais, dans la plupart
des ouvrages, la présentation est celle héritée de Cauchy et Duhamel ; 1a différentieile
est définie comme produit de la dérivée par un accroissement arbitraire de la variable
et la différentielle totale, dans le cas de fonctions de plusieurs variables, comme la
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somme des différentielles partielles, sans que les problémes de différentiabilité soient
évoqués. Et méme le mathématicien P.Lévy, qui a été au coeur du développement de
I'analyse fonctionnelle, présente en 1949/50, dans son cours 4 I'Ecole Polytechnique
[17], exactement les mémes rappels sur les différentielles qu'en 1928/29, mettant
Paccent sur les seules propiétés d’invariance formelle.

Il faut souligner aussi que la correction des énoncés fondamentaux du calcul
différentiel (théoréme de Schwarz, théoréme des fonctions composées par exemple)
n’est acquise que progressivement, les conditions de validité apparaissant au détour
des démonstrations, avant d'atre intégrées dans les énoncés.

Face 4 cette stabilité, la réforme des années. 72 apparait comme une
rupture, méme si des ouvrages comme le Cagnac, Ramis, Commeau [18] témoignent
quelques années auparavant du changement gui s’amorce. Le Lelong-Ferrand,
Arnaudiés [19], dont la premiére édition remonte 4 1972, est en quelque sorte le
reflet typique de cette nouvelle approche,

Parallelement, il v a passage d’une problématique du calcul 4 ce que I'on pourrait
appeler une problématique de la définition. Les exercices visant a préciser la situation
du concept par rapport aux concepts voisins se multiplient (rapporis différentiabilité/
existence de dérivées partielles/continuité...).

L’algorithmisation, nettement marquée par P'algébre linéaire, concerne l'autre versant
des exercices et les applications qui se couleraient plus difficilement dans ce moule
tendent 4 disparaitre,

- En physique, ’étude menée qui porte sur des manuels publiés depuis le
début du siécle et des polycopiés rédigés depuis 1968, montre qu'a partir de 1964-65
apparaissent dans beaucoup d’ouvrages des préliminaires ou annexes comportant des
rappels ou compiéments de mathématiques. La notion de différentielle y est
présentée,

1'analyse des registres de définition, reprenant les catégories définies dans la grille
mathématique, montre que dominent deux registres : le registre de type Cauchy déja
décrit et le registre "développement limité i Pordre 1", une évolution vers ce dernier
se produisant depuis 1974 environ. La définition en termes d’application linéaire
tangente ne figure que dans deux ouvrages publiés aprés 1984 : Le Belilac [20] et
Hulin et Coll. [21] (il se trouve que leurs auteurs ont été en contact avec nos
travaux).

Lorsqu’elles sont données, essentiellement dans les polycopiés, les justifications
avancées pour l'utilisation des différentieiles sont associées au calcul d’incertitudes.
Le registre de la mise en équation est, en général, a peine suggéré. On se borne a
insister sur la simplification apportée par I'utilisation des différentielles dans les
calculs, en ne mentionnant qus trés rarement le lien entre simplification et linéarité.

Au niveau de la mise en oeuvre effective des différentielles dans les mises en
équation de problémes, la plupart des documents ne fournissent que des recettes
d’utilisation, l'usage de queiques mots clefs comme "élément", “"petit é&lément",
"élémentaire”, tenant lieu de légitimation de la procédure employée. Ces quelques
extraits en témoignent :

"En passant & la limite, nous remplagons le signe = par le symbole intégrale et les
A par des 4. {(Kroning [22])

"Découpons la sphére en tranches circulaires et considérons une tranche comprise entre
z et z+dz. C'est pratiquement un cylindre de rayon r et de hauteur dz... Son volume
est dv = reridz.” (Gié [23])



"Pour dm, on commence & écrire dm =g¢-ds oit ds est donné par le produit du périmétre
de cette couronne, 2w Rsin®, par I'élément de corde Rde .” (Valentin [24])

LES RELATIONS MATHS/PHYSIQUE

Les relations maths/physique sont rarement abordées explicitement dans
les programmes. On trouve néanmoins dans les commentaires des programmes de
mathématiques, en 1964 :

"L'important est gue les éleves sachent utiliser les différentielles dans les probiéemes
de changement de variables, qu'ils aient compris aussi guel raisonnement correct mais
fort abrégé on fait souvent en physique quand on "assimile” différentielles et
accroissements, quelques exemples tirés de la physique seront utiles.”

En fait les diverses sources consultées montrent clairement que Ila coupure
maths/physique, a laquelle ces commentaires font allusion, est déja consacrée au
début du siécle et déja posée en termes de conflit entre rigueur et opérationalité.
A.Voss, par exemple, dans son article de 'Encyclopédie des Sciences Mathématiques,
[8], oppose Pinutilité théorique de la différentielle 4 son importance pratique. Et il
ajoute que les applications de Panalyse infinitésimale i Pétude des phénoménes
physiques sont facilitées lorsqu’on se place 2 un point de vue différent du point de
vue rigoureux de Cauchy, ¢’est 2 dire lorsque I'on "entend par le symbole dy, non pas
la différentielle f’(x)dx mais un accroissement variable suffisamment petit de la
fonction y = f(x)".

Mais il faut reconnaitre que si la coupure existe, elle n’est sans doute pas
vécue comme a I’heure actuelle. Certes, on critique déja les compléments sur le calcul
infinitésimal écrits A l'usage des physiciens :"la honte de la littérature mathématique”
écrit M.Timerling dans un ouvrage cité par le rapport Beke [25], publié en 1914, 4
P'issue d'une enquéte de la CIEM (Commission Internationale pour PEnseignement des
Mathématiques).

Mais d’une part, le souci de fournir un enseignement des mathématiques utile pour la
physique est encore trés présent. H.Poincaré, par exemple &crit justement & propos
des différentielles [26] :

"C’est ainsi que lU'on apprendra & raisonner correctemtent sur les infiniment petits,
qu'on se familiarisera avec la théorie des petites erreurs, si importante en physique,
qu'on comprendra comment des petites variations des données peuvent influer sur le
résultat : et cela aussi, les physiciens ne s'en plaindront pas.”

D'autre part, on pense généralement que cette coupure n'est gue provisoire.
L’évolution récente, a I'époque, de Ienseignement des mathématiques dans ce
domaine, le fait que des problémes de rigueur y subsistent encore, par exemple au
niveau des calculs d’aires et de volumes, renforcent cet optimisme. L’extrait suivant
du rapport Beke témoigne de cet état d’esprit :

"Nous sommes loin de considérer la transformation de [Denscignzment de lc
physique, comme achevée dans tous les états, mais ['intérét de Uenseignement
secondaire exige impérieusement gue les idées nouvelles dont nous aspirons a4 la
réalisation dans Uenseignement mathématique pénétrent a4 fond [Uenseignement
physique. Celui-ci deviendra plus vrai, plus sincére, plus simple, plus économique,
plus complet par les forces et le temps gagnés et il réagira, a son tour, sur
lenseignement mathématique en le rendant plus pratique, plus facile a comprendre,
plus uni et répondant mieux a l'idéal scientifique”.



Quatre vingt ans plus tard, on peut penser que H.Poincaré était plus
lucide. En effet, il écrivait, en 1904, [26] :

"Croit-on que les mathématiques aient atteint la rigueur absolue sans faire de
sacrifice?... C'est en s'éloignant de [a réalité qu'elles ont acquis [a pureté parfaite. On
peut parcourir librement tout leur domaine autrefois hérissé d'obstacles, mais ces
obstacles n'ont pas disparu. Ils ont seulement été transportés a la frontiére et il faudra
les vaincre de nouveau si Pon veut franchir cette frontiére pour pénétrer daons le
royaume de la pratique.”

EN CONCLUSION
Divers points ressortent de cette partie de la recherche :

1- Le statut fonctionnel achevé de la différentielle est apparu
historiquement pour les besoins de I'analyse fonctionnelle et non pour ceux du calcul
différentiel classique a une ou plusieurs variables. Bien str, il n'est pas question d’en
déduire que P'accés des étudiants A une vision fonctionnelle des différentielles passe
nécessairement par un cheminement analogue. Les contraintes de la genése historique
et celles d’une genése scolaire somt, on le sait, bien différentes. De plus, la
banalisation de I'algébre linéaire change, dans ce cas particulier, radiczlement les
données du probléme. Mais on peut cependant supposer que Ia maitrise du registre de
I'approximation, essentielle ici, peut commencer i se développer efficacement, pour
le calcul différentiel classique, sans l'explicitation compléte du statut fonctionnel. Il
semble bien dlailleurs que les récents programmes de mathématiques aillent dans ce
sens.

2- En mathématiques, la notion de différentielle est restée dans
P'enseignement, pendant toute la premiére moitié du siécle, un simple outil de calcul
formel. C’est, comme en témoignent de nombreux débats, a la fois un outil apprécié
pour 'accés algorithmique au calcul différentiel et intégral qu’il autorise, et un objet
de méfiance, du fait de son association historique a une pratique mathématigue moins
soucieuse de rigueur que d'efficacité, de sa charge métaphysique, de 'ambiguité des
notations et des risques de dérapage formels chez les débutants. Les conditions se
modifient radicalement dans les années soixante. Le développement de I'enseignement
de l'algébre linéaire, 'esprit des réformes, favorisent I'introduction de la différen-
tielle sous sa forme moderne : application linéaire tangente, et ¢’est théoriguement
autour de la différentiabilité gue s’unifie 'enseignement du calcul différentiel. Mais,
dans la pratique, le registre algorithmique formel associé au calcul de dérivées par-
tielles et matrices jacobiennes domine toujours celui de I"approximation.

3- En physique, la différentielle n'est pas un objet d’enseignemant
officiel mais un outil. La présentation qui en est faite, 4 partir des années soixante,
sous forme de rappels ou d’annexes, est marquée par la référence gquasi-exclusive au
registre du calcul d’incertitudes, I'utilité y apparaissant liée, de fagon floue, a I'idée
de simplification des calculs. Les procédures de mise en équation différentielle de
problémes sont, quant a elles, présentées comme des recettes. Au mieux note-t-on
P'explicitation d’une convention de calcul au premder ordre par rapport aux
accroissements des variables, '

4- La coupure entre les enseignements des deux disciplines que nous
vivons actuellement est déja présente au début du siécle, méme si elle est vécue avec
plus d’optimisme, du fait de Pévolution récente, a I’époque, de l'enseignement des
mathématigues vers la rigueur, dans ce domaine, Ne faut-il pas voir dans cette
opposition qui se formule déja en termes de conflit entre rigueur et opérationalita,
Pexpression d’un conflit entre deux types de savoir, savoir "savant” d'une part, savoir
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"d'utilisation” de l'autre, soumis a des exigences et des critéres de validation distincts
et peut-étre difficilement compatibles ?

IIl - L’APPORT DES QUESTIONNAIRES

Les éléments que nous avons rassemblés 2 propos de I'évolution
historique du statut de la différentielle - objet de savoir et objet d’enseignement -
rejoignent ceux que nous ont apportés nos premiers titonnements sur le terrain pour
suggérer les lignes suivantes d’analyse :

-_Enquéte d'utilité : quels sont, pour nos étudiants, les registres
d’utilisation des différentielles en mathématiques et en physique ?

- _Registre approché-exact : comment nos étudiants évaluent-ils l'aspect
exact ou approché des résultats obtenus par les procédures différentielles et
intégrales, la rigueur des démonstrations ?

- Le statut fonctionnel des différentielles : quel statut nos étudiants
attribuent-ils 3 I’'élément différentiel, jusqu’d quel point percoivent-ils la nature

fonctionnelle des relations différentielles ?

Sur ces thémes, qui bien évidemment s’entrecroisent, les questionnaires élaborés en
mathématiques et en physique ont permis de rassembler les éléments suivants :

L’ENQUETE ID’UTILITE

i- En mathématiques, la différentielle est, on Pa wvu, actuellement
introduite comme une notion liée 4 'approximation locale mais, dans le méme temps,
les exercices usuels, 2 ce niveau élémentaire, soit se situent dans le registre que nous
avons qualifié de registre de définition, soit visent la mise en place d’un certain
nombre de pratiques algorithmiques ot dominent le calcul des dérivées partielles et
matrices jacobiennes.

Les réponses des étudiants aux questionnaires témoignent directement ou
indirectement de cet état de fait ;

A la question qi (cf. encadré 1), les réponses concernant les points fondamentaux se
répartissent comme suit :

- 33 citent les liens entre différentiabilité, dérivabilité, continuité,
existence de dérivées partielles....,

- 11 citent le registe algorithmique décrit ci-dessus,

- 10 citent le rdle de la différentielles pour I'approximation locale,

- 5 la propriété de la différentielle d'étre une application linéaire,

- 2 enfin les problémes de notation.

Le registre de la définition domine donc ici et devance nettementi les registres
algorithmiques et d’approximation qui apparaissent, eux, avec des pourcentages tras
proches. Au deld de ce niveau "déclaratif”, les réponses aux auires questions
montrent en revanche le poids dominant du registre algorithmique.

Ainsi, pour répondre a la question q2 et montrer que la fonction f est différentiable,
alors que cette fonction est explicitement donnée sous forme de développement limité
a Pordre 1, 62% des étudiants se précipitent dans ie calcul des dérivées partielles de
f. Onze seulement reconnaissent le développement limité et il faut souligner qu’ils
font tous partie des 35 étudiants ayant passé le test 4 I'issue d’un enseignement ds
calcul différentiel ot "approche "développement limité" a été explicitement favorisée.
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En revanche, le calcul de dérivée partielle seconde de fonction composée, question
q3, bien que situé en fin de questionnaire est abordé par 86% des étudiants.

Ces indications sur I'importance du registre algorithmique sont encore
renforcées par la réticence des étudiants & aborder des questions d'autres types. Ainsi
celles qui portent sur le calcul d’incertitude (q4) ou bien sur la validité de Ia
procédure de découpage en tranches (q5) sont-elles trés peu traitées. De méme celle
qui concerne [Pinterprétation géométrique de la différentielle en termes de plan
tangent (q6). Toutes ces questions non algorithmiques apparaissent semble~t-il comme
"hors contrat".

ENCADRE 1: EXTRAITS DES QUESTIONNAIRES MATHEMATIQUES

Q1! : Si un étudiant de premier cycle venait vous demander ce qu’est une
différentielle,

- quelle définition donneriez-vous ?

- quelles notations utiliseriez-vous ?

- sur quels exemples vous appuieriez-vous ?

- sur quels points fondamentaux insisteriez-vous tout particuliérement ?

Q2 : La fonction f de R? dans R définie par :

f(x,y) = 2x + 4y + y3NT=cosx + x ]
est-elle différentiable au point (0,0) ? Justifiez votre réponse.

Q3 : Soient g et h des fonctions de R2 dans R deux fois continuement
différentiables et f Ia fonction définie par:

f(x,y) = g(y,h(x,y)
Calculer la dérivée partielle seconde : 3 f/4xdy.

Q4 : Pouvez vous, en utilisant les différentielles, justifier les formules bien connues
du calcul d’incertitudes :
Auv/uv =Au/u + ov/v alu/vyi/(e/v) = su/u + av/v

Q35 : Pour calculer des volumes en physique, on les coupe souvent en tranches
élémentaires et on approche les tranches par des cylindres.

Pourquoi des cylindres ? Si on prend une autre approximation, est-on sr de trouver
le méme résultat final ?

Par exemple, pour la sphére, si on approche
- par les troncs de cOne - par les troncs de cone
engendrés par les cordes : engendrés par les tangentes:

SN\ S

/ N / \

Q6 : Soit f la fonction de R? dans R définie par :
f(x,y) = exp(y?+x).sin(x.y)
- Déterminer la différentielle de f au point (1,0) et en donner une
interprétation géométrique.
- En déduire une valeur approchée de f(1.001,0.01).
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2- En physique, les étudiants de premiére année de DEUG voient les
différentielles s’introduire, bien souvent, de fagon urgente sinon précipitée, "parce
qu'on en a besoin" en mécanique, en thermodynamique. Nous avons voulu savoir si,
et comment, ils pouvaient caractériser ce besoin, qui ne s’était pas du tout manifesté
lors de leurs études secondaires.

Dans un premier questionnaire, cette question se présente a4 propos d’un calcul

particulier : celui de Ia pression atmosphérique. On donne 'amorce du calcul,

découpage en tranches et bilan de forces 4 'appui, jusqu’a 'expression différentielle :
dp = -pg dz (p: masse volumique, cf.encadré II)

qui est censée concerner un "élément de volume”.

Interrogés sur la nécessité de considérer la hauteur dz comme "petite”, des étudiants
de premiére année universitaire (N = 18, 26, 49, pour ce test) répondent massivement
oui (83%, 96%, 90%).

Cette unanimité s'assortit d’abondantes références aux termes “"tranche",
"élementaire”,.. Dans des arguments mieux spécifiés, on reléve la dépendance de Ia
pression vis & vis de Paltitude (66%, 15%, 35%). La dépendance de p par rapport 2
z, qui différencie ce probléme des problémes linéaires du secondaire, n'est, elle,
évoquée que trés minoritairement (0%, 11%, 12%).

ENCADRE II
Lil‘g A3
—
z hY
Soit un élément de volume cylindrique
de surface de base (horizontale) S et
gz de hauteur dz.
- -~
q
z
Force due 2 la pression sur la face inférieure S.p(z).0,
Force due a la pression sur la face supérieure S.p(z+dz).(-ﬁ’z )
Poids pg.S.dz(-T, )
Equilibre des forces S.p(z)-S.p(z+dz)-pg.S.dz = 0
dp = -p.8.dz
Question ;
dz est supposée PETITE lare année Universitaire
n=18§ n=26 n=49
Est-ce nécessaire ? ‘ _
é i OU1 ZZA 2R 2
Si oui po oi ?
pourquoi car p(z) o @ | T
car p(z) ou g(z) — ] T i
- 2 H LM L) H E] 9
Est-ce nécessaire s’il s'agit ’EAU ? NON ! g B l

Ce dernier point est confirmé par les questions suivantes du méme
questionnaire, ol I'on demande si ce calcul est d'une part légitime, d'autre part -
nécessaire, pour le calcul d’une pression hydrostatique, la masse volumique étant cette
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fois constante, La nécessité de la procédure différentielle, dans ce cas hydrostatique,
est encore affirmée (58%, 30%). Et (15%, 13%) seulement des étudiants signalent que,

étant uniforme dans le cas de 'ean, la relation linéaire entre p et z est légitimée
d’emblée,

Ces premiers résultats sont confirmés par un sondage auprés d’étudiants
de I'ENSET (Ecole Normale Supérieure de I’Enseignement Technique) (4 abstentions
sur 8, 3 réponses correctes sur 8 pour ¢e gquestionnaire), ainsi que par les réponses
d’étudiants de premiére année universitaire (N = 55) ou de mathématiques spéciales
(N = 44) a un questionnaire demandant, directement cette fois, ce qui rend nécessaire
Pemploi des différentielles. L’ensemble de toutes ces réponses suggére fortement que
les étudiants n’ont guére eu I'occasion d'expliciter, ni d’entendre expliciter 4 quel
besoin répond lintroduction des procédures différentielles, ni quelle difficulté (la
non-linéarité) est ainsi contournée.

Ce théme des registres d'utilisation en mathématiques et en physique fait
donc apparaitre peu d’interactions entre les deux disciplines et, dans les deux cas, une
prédominance de procédures algorithmiques sur Ies préoccupations de Ilégitimité
d’utilité ou d’interprétations.

REGISTRE APPROCHE/EXACT

Une notion tout & fait constitutive de celle de différentielle est celle
d’approximation. Il est surprenant qu'elle se soit aussi peu manifestée dans les
résultats de notre enquéte d’utilité, en particulier en physique,

1- En mathématiques, nous avons déja signalé, malgré la présence de
références 2 I'approximation, le peu de faveur dont jouissaient les questions portant
sur le traitement des approximations ou la rigueur des démonstrations. Lorsqu’eiles
sont abordées, ces questions sont souvent mal traitées. Ainsi sur les 31 étudiants qui
abordent I'interprétation géométrique dans q6 , 8 seulement parlent de plan tangent et
sur les 11 qui répondent a q5, 4 seulement proposent des justifications acceptables
basées sur l'ordre de grandeur de -la quantité négligée (2) ou le paralléle avec
Pintégrale de Riemann (2).

Il faut souligner de plus que :

- plus de iz moitié des développements limités produits dans les
différents exercices somt incorrects et que, massivement, les erreurs se situent au
niveau des restes,

- sur les étudiants qui dans la question g2 cherchent a montrer que
la partie non linéaire est un reste, 2 seulement aboutissent.

Il semble bien que pour la plupart, la rigueur dans la manipulation des
approximations se réduise a 'écriture d’un "¢", "o" ou "Q", au choix, 4 la fin des
expressions.

2- En physique, ncus avons voulu savoir si, pour nos étudiants, ce
registre de I'approximation, qui est celui des exemples introductifs classiques, se
conciliait avec le caractére rigoureux des calculs fondés sur les relations
différentielles (intégrations ou résolutions d’équations différentielies).

Un premier questionnaire proche de celui sur la pression atmosphérique nous

apprenait qu'une petite moitié d'étudiants universitaires de premiére année admettait
que le résultat d’une intégration :

- 14 =



v
F= j pression(z).d(surface(z))
°

était exact, alors qu'un tiers environ répartissait ses réponses entre Paffirmation nette:
"Uintégrale aura une valeur approchée™ et cette autre, parfaitement ambigiie
"Uintégrale sera exacte si on a sa valeur limite” en passant par tous les "pourvu que dz
soit petit” possibles (les réponses négatives, contrairement 4 ce que l'on pourrait
penser, ne se référant jamais a des approximations au niveau du processus de
modélisation lui-méme).

Une autre maniére d’aborder la question est d’examiner la rigueur des
démonstrations. Invités 4 le faire 4 propos du calcul du volume d’une sphére (encadré
IIT), des étudiants de premiidre année (N=19), deuxiéme année (N=26) universiizires
ou de mathématiques spéciales (N=44) se sont révélés mal 2 ["aise, noyant leurs
justifications dans un déferlement de "dz aussi petit que possible”, et préférant
exhiber des coordonnées cylindriques ou sphériques (30% dans certains groupes)
qu'évoquer une procédure d’encadrement, avec passage 4 la limite (20% au plus) ou le
fait que le terme négligé est du deuxiéme ordre (toujours moins de 10%). Et c’est un
élave de PENSET qui déclare ; "C'est peut-&tre par coincidence qu'on obtient le
volume de la sphére avec ce calcul puisque rigoureusement on ne peut pas prendre :
dv =7 dez“.

ENCADRE I

Lire le texte suivant :

On se propose de calculer le volume d'une sphére de rayon R. A cet effet, on
découpe celle-ci en tranches élémentaires paralléles 4 un plan de symétrie de la
sphére (plan xQy, cf schéma ci-joint) et d’épaisseur dz petite.

A P
Le volume d’une tranche d’altitude z est :
P R
dV =Yp2dz =M(R? -z%)dz yd ™
o N
Donc le volume total est : #R / P \
V = [W(R2 -22)dz / A \ -
pt- 3 14 g
\ y /=
Question ; \ J
\\ /’
_ e g . o . .
Pouvez-vous justifier plus rigoureusement ce calcul ? ~——

Si oui, comment ?

Pour présenter cette question de légitimité sous forme plus percutante
nous avons construit une parodie de démonstration (encadré IV) a propos du calcul
de la surface de la sphére. La question est cette fois : on est I'erreur ? Le sondage
effectué auprés de 12 enseignants ou pré-enseignants (ENSET) révéle le méme
malaise : 3 explicitent correctement le noeud de I'affaire (terme négligé du premier
ordre), 5 refont seulement le calcul juste, 4 s’abstiennent ou ne savent pas répondre.
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ENCADRE 1V

Pour calculer le volume d’une sphére de rayon R, on peut la découper en tranches
élémentaires paralléles 3 un plan de symétrie de Ia sphére (par exemple le plan x0y,
comme sur le schéma ci-aprés) et d’épaisseur dz.

-
e .
Ve r N\
pn 2t odz
{ >9/ 4
i !
\ I}
A 4
\\\ '/-
. -
ey

On assimile alors le volume dV d’une petite tranche d’altitude z a celui d'un cylindre
de méme épaisseur dz ayant pour section droite 'une des faces planes de la tranche
de sphére considérée.

dV = %r3dz =x(R2 -z2)dz

Donc le vomume total est :
+R
V = fuR? -28)dz = 4/3NR3
Si on utilise la méme méthode (qui consiste a assimiler tranche de sphére et cylindre)
pour évaluer la surface de la sphére, on obtient, pour l'aire latérale d'une tranche
élémentaire 2 altitude z :

dS = 2%rdz = 2nVR2-Z22 dz

dong, pour I'aire totale :
R <
S =j 2WYR2 -z2 dz = ]2KR23in26d9=T\‘.2R2
42 ()
Pouvez-vous expliquer pourquoi la méme méthode donne dans le premier cas un
résultat correct et dans le second un résultat faux ?

Nous sommes donc amenés pour cette rubrique "approximation-rigueur"
3 une conclusion un peu surprenante : nées pour ainsi dire dans et pour
Iapproximation, objets de débats pendant plus de deux siecles scus I'inculpation
d’atteinte a la rigueur, les procédures différentielles apparaissent, i travers les
réponses de nos étudiants, comme relativement détachées de ce concept constitutif
d'approximation quant 2 leur finalité, st comme libérées de toute nécessité de
justification sérieuse quant & leur rigueur. Plus précisément chacun semble camper
sur queiques acquis, en mathématiques, ["utilisation de critéres forts de
différentiabilité, de quelques théorémes puissants, en physique le fait bien connu que
"¢a marche".

LE STATUT FONCTIONNEL DES DIFFERENTIELLES
Trés tardivement dégagé, au tournant du siécle dernier. le statut
fonctionnel de ia différentielle est mainternant au coeur de cette notion. Clest du

moins le cas dans la définition mathématique. On le sait, 'usage en physique ne

- 16 -




valorise guére l'aspect fonctionne!l mais plutot I'idée de "petit accroissement de...",
quant ce n’est pas encore plus simplemnt I'idée de "petit morceau de...". Le troisiéme
volet de notre enquéte explore donc ce point.

1- En mathématiques, les résultats des questionnaires semblent confirmer
la disponibilit¢ du registre fonctionnel. A la question ql, 51% des définitions
exprimées le sont en termes d'application linéaire (contre 14% de définitions
de type exprassion : P(x)dx+’(y)dy .. et 14% de définitions matricielles), la
domination étant cependant moins marquée chez les 50 étudiants ayant rempli le
questionnaire a I'entrée en licence. Mais ce statut fonctionne! n’est plus dominant dés
qu'il s’agit de résoudre des exercices : 26% seulement des différentielles fournies en
réponse aux questions q2 et q6 le sont sous forme d’applications (contre 26%
d’expressions et 33% de matrices). Il apparait un peu comme un statut de fagade.

2- En physique, un point de vue trés répandu est celui de cet étudiant de
mathématiques spéciales :

"Pour intégrer, il ne faut surtout pas penser a ce que représente dl, mais procéder
mécaniquement, sinon on est cuit”

ou celui de cet autre, universitaire ;

"(Cette méthode)... on Uappliqgue mécaniguement, en oubliant la notion de
différentielle, c'est une sécurité... on est str de ne pas se tromper”,

Nous avons cherché dans quelle mesure ce point de vue était d’une part général,

d’autre part opérationnel. Ainsi P’encadré V rassemble un ensemble de citations
obtenues a propos des divers questionnaires.

ENCADRE V

- _immatériel, marqueur de la variable d’intégration

* je ne vois aucune nécessité de représentation de Uintégration

* dx est irréel

* dx est immatériel, abstrait, purement conceptuel

* la longueur dl est fictive

* en fait ¢a nwa aucune importance, quand on iniegre, dl devient une variable
d'intégration

- petit bout de ...
* di est une petite longueur
* di est un petit bout de fil
* un petit morceau dl du fil
* on couvre tous les dz possibles donc toutes les parties subdivisées de la sphere

- non_caractérisé, rituel
* dz c'est la limite de bz gquand Az >0
* variation élémentaire, élément infiniment petit

On y reléve deux tendances extrémes :

- ceile qui vide P'élément différentiel de toute signification autre que
celle de marqueur de la variable d’intégration {notons que ceci rejoint dans une
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b
certaine mesure le point de vue mathématique : dans I'intégrale ‘[f(t)dt , t est une
variable muette),

- celle qui donne a P'élément différentiel un contenu "matériel” qui peut
étre exclusif, parfois, d'autres significations,

Bien entendu, entre ces deux attitudes extrdmes se situe le marais des définitions du
type !

"dz est la limite de 8z quand 8z -»0" - "dl : élément infiniment petit" - "non
mesurable” - "variation élémentaire” - "on ne peut pas trouver plus petit” - "cela veut
dire ultra simple, on comprend”.

Définitions participant au rituel déja évoqué, et probablement liées davantage a la
premiére attitude qu’a la seconde.

Un questionnaire concerne plus spécifiquement ce volet fonctionnel ainsi
que les significations attachées a IPélément différentiel et leurs implications
opératoires. Il reprend un calcul tout a fait classique en physique : celui du champ
créé par un fil infini parcouru par un courant. L encore, le début du calcul est

donné et I’on arrive 4 devoir intégrer la contribution : I
P
dB = w1 dl cos® st
grer? .
d'un dlément dl du fil, pour employer le langage usuel, " 1o

a

Les questions de ce questionnaire qui se sont révélées les plus riches sont les
suivantes :

- Imaginez-vous dl comme représentant le méme nombre tout le long du
fil. Est-ce nécessaire pour intégrer ?

- dB peut-il étre considéré comme différentielle de fonction ?

- Méme question pour dl.

Ces questions nous ont permis de mettre en regard l'image que les étudiants
(Mathématiques spéciales, N=44) ont des objets qu'ils manipulent et Ieurs
performances techniques (puisqu’on demandait aussi Ia fin du calcul).

Les divers registres d’interprétation du "dl" ont déja été caractérisés plus haut, 2
partir de réponses a plusieurs tests, dont celui-ci, ou d’entretiens. Ici on apprend en
outre {tableau 1) :

- que l'on peut "intégrer", "sommer" des dB sans pour autant considérer
dB comme une différentielle de fonction (ici Bfp)), alors méme que le calcul final fait
intervenir un changement de variable,

N=44 Math. Spé oul1 NON Sans réponse

dB différentielle ? 52% 27% 21%

dl différentielle ? , 32% 27% 41%
Tableau 1

Nous avons regroupé les commentaires sur "dB" et "d1":
- d'une part des étudiants qui font Ierreur classique consistant 4 écrire :
dl = rd8 (30% du total)
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- d’autre part de ceux qui parviennent a la relation différentielle correcte:
dl = ad® /cos28 (7% du total).

Les premiers se caractérisent globalement par le refus du statut de "différentielle"
pour I'un au moins des objets dB ou d! (3 une exception prés), le refus de considérer
les fonctions B(§), 1(8), d’autant plus que la variable disparait dans le résultat final, et
pour "dI" I'abondance d’interprétations soit "vides” ; "dl est fictive” soit "matérielles” :
"un élément ... du fil".

Les seconds (rares !) ont tous qualifié dB et dl de différentielles, avec une
abondance de spécifications fonctionnelles : "B@) ou B(r) ou B(HP) ; dl=d(HP), HP®),
HP(r)".

Le sondage auprés des éléves de 'ENSET confirme la difficulté qu’il y a
4 voir dB et dl comme des différentielles : 2/8 éléves I'acceptent, dont un "aprés
réflexion” ; un autre, nuancé, déclare que dB "n'est pas a proprement parler...”, et que
dl "est peut-étre..” une différentielle, 2 refusent net). Ils préféerent les considérer
respectivement comme une "contribution élémentaire® ou "un petit bout de fil".
Mais ce sondage ne confirme pas la coincidence rigoureuse entre calcul juste et
compréhension fonctionnelle des écritures dB et dl comme si, I’habitude aidant, sans
pour autant modifier leurs conceptions, les étudiants apprenaient 4 déjouer les piéges
les plus grossiers,

Sur ce troisiéme sous-théme d’étude, les versants mathématique et
physique de la notion de différentielle se rejoignent en partie : dans les deux cas le
caractére fonctionnel est en réalité peu marqué. En mathématiques, il disparait sous
diverses pratiques algorithmiques et n’est pas appuyé par une vision géométrique. En
physique, il est occulté notamment par les idées de "contribution" ou "d’empilement"”,
d’olt I'aspect variationnel et donc fonctionnel est absent.

EN CONCLUSION

Les éléments d’information rassemblés ici convergent sur les points
suivants :

- les registres d'utilisation des différentielles dans les deux disciplines
ne sont pas articulés entre eux et sont de plus, surtout pour la physique,
insuffisamment explicités. Les étudiants réalisent trop rarement que la notion
d’approximation linéaire tangente est utilisée en physique pour pallier une non-
linéarité. Une telle aptitude suppose au passage que I'on ait bien situé, 'une par
rapport i 'autre, les notions suivantes :

"formules” de notre enfance: V=SH , U =Rl
et "intégrale d’une fonction constante”": V = j S.dh par exemple,

Ce lien suppose lui-méme que l'on puisse penser une relation V=S.H comme une
dépendance linéaire : V(z=H) = S.H

- le traitement de Il'approximation, la critique sur la rigueur des
démonstrations semblent majoritairement trés déficients, aussi bien en mathématicues
qu'en physique : il y a la méme réticence pour évaluer le comportement d’un reste
que pour chercher la faille dans un raisonnement ou sa justification. On exorcise le
tout par un "pourvu que dz soit petit". Il faut relativiser sans doute cette remarque
par une autre beaucoup plus générale : l'inaptitude a la critique est un trait
d’ensemble chez nos étudiants. Sur ce point, c'est donc une éducation globale qu’il
faudrait entreprendre.
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- enfin le statut fonctionnel des différentielles reste peu marqué dans
les deux disciplines. Deux éventualités en particulier lui font obstacle : la vision
"nulle” (il ne faut surtout pas penser a4 ce que représente di ..) et la vision
"empilement de contributions élémentaires”. La prédominance des exercices de type
algorithmique contribue évidemment & évacuer la question du statut des objets en
cause,

IV - LES APPCRTS DE L’INGENIERIE DIDACTIQUE

Ce paragraphe s’appuie sur les résultats de Pexpérience de coopération
interdisciplinaire menée en DEUG A a Grenoble, depuis 1984.

QUELQUES CONSTATS PRELIMINAIRES

Les premigres expériences de coopération interdisciplinaire menées [1] et
les résultats des questionnaires laissent apparaitre une grande stabilité dans la double
coiitume didactique suivante :

1 - Les étudiants ont un comportement semblable face 3 la preuve et 2
la rigueur en mathématiques et en physique : tout ce qui dans une explication ne
reléve pas directement du calcul algébrique tend 3 étre évacué quand la situation le
tolere ; et lorsque la situation exige un minimum de contréle des opérations
effectuées, ce contrdle se réduit 4 une formalité, c’est 3 dire 4 I'invocation purement
conventionnelle des raisons de validité, C’est le cas, par exemple, dans les problémes
de traitement du reste dans les développements limités ou de légitimation de
procédures d’intégration par découpage en tranches.

2 - Les étudiants (et les enseignants) font une disjonction trés forte entre
les deux disciplines, méme lorsqu’elles prétendent traiter un méme objet, par exemple
les différentielles. Cette disjonction, assez universellement constatée et regrettée par
les enseignants, est i Porigine d’un certain nombre de palliatifs didactiques dont
P'insuffisance est notoire, par exemple :

* L’interdisciplinarité de facade :

On unifie les notations et on coordonne les calendriers de présentation de ia ou des
notions concernées dans les deux disciplines. C’est certes un atout favorable mais cela
ne résoud en rien le probléme de fond.

* L’interdisciplinarité séparée :

Elle aboutit a4 la création de deux nouvelles disciplines, les "mathématiques du
physicien", la "physique du mathématicien”. Les rappels et compléments de
mathématiques des manuels de physique, dont il a été précédemment question,
constituent une manifestation typique de la premi2re. Quant a4 la physique du
professeur de mathématiques, elle se réduit souvent A une introduction de type
culturel ou historique et a DI'étude rapide de quelques exemples, une fois la
présentaticn de la théorie achevée,

OBJECTIFS ET HYPOTHESES DE L’EXPERIENCE
1- Obiectifs :

Il s’agissait d’analyser les avantages et les limites d’une coopération interdisciplinaire
qui ne serait pas de facade et s'attaquezrait suffisament séricusement au probléeme de
la disjonction entre les disciplines pour conduire [étudiant vers une réelle
compréhension et initiation & Ia démarche scientifique,
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2- Hvpotheses :
Cette expérience s’est appuyée, au départ, sur les hypothéses suivantes :

* Les mathématiques, qui sont considérées comme des outils en sciences
physiques, peuvent néanmoins si elles sont traitées en compréhension aider
considérablement A [I'instailation et a I'approfondissement de certains concepts
fondamentaux de la physique et de la chimie.

* En sens inverse, les difficultés rencontrées dans la modélisation de
situations concrétes peuvent contribuer a rendre plus approfondie et plus efficace
I'épistémologie que 'étudiant se crée autour des concepts et méthodes mathématiques.
Par exemple, elles peuvent &tre 4 la base de la constitution dun concept
mathématique comme celui d’intégrale, les situations physiques ou chimiques et leurs
exigences permettant de définir progressivement "le cahier des charges" que devront

satisfaire le concept et les algorithmes de traitement qui lui sont associés,

* La complexité des taches 2 assumer dans les sciences expérimentales
peut servir A justifier les efforts de rigueur consentis dans les constructions
théoriques mathématiques. Par exemple, une procédure intégrale qui permettrait un
calcul systématique du résultat a 10 décimales prés ne serait satisfaisante que pour un
nombre restreint d’applications particuliéres : pour la plupart, elle serait d’une
précision inutile, pour d’autres insuffisamment précise. Ceci renforce 'utilité de
Iexpression consacrée du mathématicien : "ye>0..", qui permet de s'ajuster a
n'importe quelle précision donnée 3 Pavance.

LES DEUX PHASES DE L’EXPERIENCE

La premiére phase s’est déroulée de 1984 a 1986, Dans cette phase, les
enseignants de mathématiques et de physique se sont rencontrés réguliérement pour
essayer de coordonner leurs enseignements, mais ¢’est essentiellement le professeur de
mathématiques qui a infléchi sa pratique en s’appuyant, conformément aux
hypothéses faites, sur des situations physiques pour introduire certains concepts
mathématiques.

La deuxieme phase a débuté en Octobre 1986 et est actuellement en
cours. Les méthodes et concepts fondamentaux de chacune des trois disciplines :
mathématiques, physique, chimie, sont discutés en profondeur au cours de rencontres
hebdomadaires entre les enseignants des trois disciplines. Ces discussions donnent lieu
4 des réalisations communes avec les étudiants (ateliers interdisciplinaires) et a des
réinvestissements dans les cours propres 2a chaque discipline.

UN EXEMPLE DE FONCTICNNEMENT EN PHASE 1 : L’'INTEGRALE

Voici les principales phases d'une séquence d’enseignement visant,
conformément 4 ce qui précéde, 4 définir le cahier de charges de I'intégraie (c’est a
dire le pourquoi de Iintroduction de ce nouvel outil e: les exigences qu’il doit
remplir), en s’appuyant sur la modélisation de situations physiques.
1L’expérience rapportée a été menée en DEUG premidre année, en Janvier 1985.

Notons que cet enseignement de l'intégrale de Riemann s’adresse 4 des étudiants qui
ont déja rencontré de nombreuses fois le symbole :

]: f(t)dt
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en mathématiques comme en physique et qui "savent" que ce symbole est un appel au
calcul de F(b)-F(a) pour une primitive quelconque F de la fonction f, mais qui "ne
savent pas” pourquoi il faut faire ce calcul et surtout pourquoi cette expression
apparait "miraculeusement” dans la mise en équation de nombreux problémes de
physique.

1- L’enseignant de physique vient, au début du cours de mathématiques,
pour établir historiquement la loi d’attraction universelie entre deux masses
ponctuelles m et m’ situées 4 une distance r, loi qui conduit 2 I'expression numérique
suivante pour l'intensité de la force d’attraction :

[i;l= G.m.m’/r2

2- Le cours de mathématiques débute ensuite par la situation suivante :
Probléeme : Quelle est I'intensité de la force F qui s’exerce entre une masse
ponctuelle M de 2kg et une fine barre de 18kg et de 6m de long placées de la fagon
suivante :

Cette situation est gérée par Penseignant suivant la méthode du débat scientifigue :

- Les étudiants cherchent individuellement ou en petits groupes &
résoudre le probléme posé pendant environ 10mn.

- Ils proposent ensuite leurs résultats numérigues, sans commentaires. Ces
résultats sont écrits au tableau par I’enseignant et I'ensemble des étudiants se situe par
rapport aux propositions faites par un vote.

D’ou le tableau suivant :

Propositions de G/6 G 4/3G 8G 24G ZIF)
valeurs pour F
Nombre d’étudiants 1 20 10 8 3 24
adhérant & ce
résultat

Tableau 2

De plus, quelques uns déclarent ne pas pouvoir se¢ prononcer.

- Suit un débat entre les étudiants, géré par 'enseignant qui écrit au
tableau les raisonnements et calculs proposés mais n’arbitre pas, ¢’est 4 dire ne prend
pas parti sur la validité des arguments et des résultats.

Pour ceite séance, les principaux points du débat ont été les suivants :

* 1la valear F= G, correspondant, pour les valeurs numériques données, a
I’application d’un principe du centre de gravité (tout se passe comme si la masse de la
barre était concentrée en son centre de gravité) est contestée parce que ce principe
*entre en contradiction avec lui-méme” quand "on découpe la barre en deux parties
égales”,
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* Le principe de modélisation ¥ =£\l?ilqui traduit 'additivité des forces exercées
par chaque morceau quand on découpe fictivement la barre est discuté, puis il est
demandé qu'il ne figure pas dans le tableau des résultats puisqu’il correspond non &
un résuitat mais 4 une méthode.

* Les valeurs extrémes proposées : G/6, 24G et 8G sont éliminées par 'encadrement
grossier obtenu en concentrant fictivement la masse de la barre a Pune ou l'autre de

ses extrémités :
4/9G < F < 4G,

* Les partisans de la valeur correcte : 4/3G, les redoublants en particulier, ne se
manifestent pas violemment dans le débat. Il semble qu’ils n’aient pas d’explication
recevable a fournir 4 leurs camarades pour justifier un calcul qui résulte essentielle-
ment d'un mimétisme de pratique.

* L'encadrement grossieg de rapport de 1 & 9 ne permettant pas de discriminer les
valeurs 4/3G et G, arrivent des propositions de découpage de la barre pour obtenir
des encadrements plus fins, comme le découpage en 6 qui élimine la valeur G.

* Les partisans de la valeur 4/3G proposent alors de "pousser le découpage" et de
"passer & Ia limite" pour voir si on peut ainsi récupérer leur valeur comme valeur
limite.

3- Premiére conclusion sur cette situation probléme :

Sans vouloir idéaliser la situation (le débat géré par V'enseignant est bien évidemment
orienté par lui), on constate :

- que cette situation est bien porteuse des principaux concepts et
algorithmes mathématiques propres 4 la procédure intégrale : découpage, encadrement
par des phénoménes fictifs localement constants, passage a la limite,

- que son analyse par les étudiants, en cours de mathématiques, les plonge
au coeur d’un probléme auquel ils restent le plus souvent étrangers en physique : les
algorithmes et méthodes mis en place et les résultats qui en découlent représentent-ils
effectivement une réponse plausible au probléme concret initialement posé ?

4- Pour lutter contre I'effet réducteur d'un concept théorique trop ancré
sur une situation concréte de départ, cette premiére situation physique est suivie de
I'stude de quatre autres, gérées plus directement par l'enseignant. Elles visent 2
renforcer les aspects précédents et en aborder de nouveaux.

En particulier, lorsque I’on considére une fonction f : JiL »R,

- 52 peut &tre un intervalle représentant une longueur comme dans la
premiére situation, mais aussi un intervalle réel associé a une autre grandeur, par
exemple un temps : étude de la consommation de courant d’un groupe d’immeubles
au cours d’une journée,

- £L peut aussi étre un morceau du plan ou de V'espace : étude du
volume d’un étang dont la surface est donnée avec ses lignes de niveau. Cette
situation permet aussi d’introduire les encadrements de P'intégrale par lintégrale de
fonctions en escalier,

- enfin, méme lorsqu’ fL est un morceau de plan ou d’espace, on peut
souvent se ramener a un intervalle de R, c'est le principe du "découpage en
tranches”. En étudiant les variables dont ne dépendent pas les grandeurs physiques
considérées, on obtient un découpage et un régionement astucieux mais non
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"miraculeux” sur lequel les phénoménes physiques sont "presque constants” : étude de
la force résultante exercée par 1'eau sur la paroi verticale d’un barrage.

CONCLUSIONS SUR LA PREMIERE PHASE DE L’EXPERIMENTATION

L’ensemble des situations physiques choisies a effectivement permis de
définir, en coopération avec les étudiants, trés concrétement, le cahier des charges
que doit remplir la procédure intégrale. Il a permis en outre d’introduire
’opérationalité du vocabulaire et des notations sophistiquées (subdivisions, additivité,
fonctions en escalier, mesure..) indispensables a4 la construction rigoureuse de
'intégrale de Riemann. Notons que leur raison d’étre échappe le plus souvent a
P’étudiant de premier cycle quand ils sont introduits sous les seules considérations
mathématiques.

Une réserve cependant : la coopération mise en place et les changements
introduits en mathématiques n’ont pas eu les répercussions attendues sur
Penseignement de la physique. En effet :

- les étudiants, pourtant sensibles 2 ce nouvel état d’esprit, ne s’en sont
pas moins constitué une "physique du mathématicien", pour certains plus (et
inutilement) compliquée que la physique habituelle, pour d’autres pius rigoureuse
que la physique présentée par I'enseignant chargé de cette discipline, dont
I'enseignement s’est trouvé par contre-coup dévalorisé,

- trés peu de transferts entre les disciplines ont été introduits, les
méthodes restant disjointes : celles du physicien, simples et efficaces si I'on sait ce
qu'il faut ou ne faut pas faire, celles du mathématicien conduisant 4 remettre en
cause des évidences de maniére compliquée (exemple du calcul de la surface et du
volume de la sphére ¢ité en III) et surtout insuffisamment opérationnelles.

LA DEUXIEME PHASE DE L’EXPERIENCE

Si I'objectif était comparable 2 celui de la premiére phase, en revanche,
les résultats de la premiére phase ont conduit a faire ’hypothése supplémentaire
suivante :

Toute forme de coopération interdisciplingire dans laquelle les enseignants des
différentes disciplines ne sont pas amenés structurellement a discuter sur le fond de
leurs procédures et de leurs concepts fondamentaux (en particulier par Uanalyse et la
comparaison des méthodes de modélisation et de mise en équations de problémes) n'a
guére de chance de provoquer des changements d'épistémologie suffisants pour
permettre de dépasser la coiitume didactique, selidement enracinée, de disjornction des
disciplines.

L'organisation de l'expérience dans la seconde phase, en particulier
Porganisation d’ateliers interdisciplinaires, vise A prendre en compte cette deuxiéme
hypothése. Il s'agit, plus précisément, de nouer la cocpération autour de la mise en
équation de probléemes réels de physique-et de chimie, en prenant en compte les
différents aspects de cette modélisation :

- position du probleme et choix des variables pertinentes,

- désignation explicite des lois utilisées, en particulier si la mise en
édquation est différentielle pour le controle du reste,

- désignation explicite de la relation fonctionnelle que i'on va choisir
de déterminer et résolution des équations correspondantes,
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- confrontation entre les valeurs obtenues dans le modéle et les prévisions
qualitatives, choix des dispositifs expérimentaux de vérification adéquats.

Les ateliers sont préparés et assurés conjointement par des enseignants des trois
disciplines.

L’expérience indique que la tenue de tels ateliers est possible. Il a été
observé que la majorité des étudiants s’implique fortement, avec imagination et
efficacité dans cette démarche et qu’il y a réinvestissement : comportement global
des étudiants plus scientifique, en particulier esprit critique plus grand vis 4 vis des
assertions, les leurs comme celles des autres.

Dans le méme temps, elle permet de mieux cerner les difficultés qui s’opposent 4 ce
type de pratique :

- difficultés liées au probléme du contrdle des activités : il faut laisser
s'épanouir les possibilités mais arriver finalement 2 établir un résultat effectif,

- difficultés lies au développement de I'incertitude et des paradoxes lors
des débats ; risque d’induire chez les étudiants un doute irrémédiable sur une
discipline particuliére ou sur la méthode scientifique elle-méme,

- difficultés lies aux coltumes didactiques en vigueur qui se traduisent
notamment, lors de Ia mise en équation, par P'occultation des choix effectués et des
raisons épistémologiques de ces choix.

EN CONCLUSION

L'ensemble de notre démarche d’ingénierie est, rappelons-le, basé sur la
conviction que la compréhension des concepts de base de mathématiques et de
sciences physiques, P'initiation a la démarche scientifique, constituent des tiches
prioritaires de I’enseignement de premier cycle universitaire.

Une telle approche conduit nécessairement aux questions suivantes :

1- Un tel apprentissage est-il possible ? A quel cott ?

2- La coopération interdisciplinaire est-elle un moyen privilégié, voire
indispensable pour la réalisation d*un tel objectif ? Si c’est le cas, jusqu'ol doit-on la
pousser ? Ne prend-t-on pas le risque de dénaturer ce qui fait la spécificité de
chaque discipline ?

Les résultats obtenus dans le cadre expérimental construit ici, semblent montrer la
possibilité d’approches interdisciplinaires efficaces et viables. Il semble de plus qu’une
coopération en profondeur, loin de dénaturer les méthodes et concepts fondamentaux

chacune d’entre elles.

Mais il n’est pas question pour autant de minimiser les obstacles qui
s'opposent a4 Ia mise en place de telles pratiques. C’est vers l'analyse fine de ces
difficultés, I'élaboration et I'étude de la transmissibilité de propositions concrétes
d’ingénierie didactique (choix de situations-problémes "exemplaires ou fendamentales”
adaptées a l'introduction des concepts de base et a4 I'approche des problemes de
légitimation, analyse sur des situations types de mise en équation des colits comparés
de diverses métodes de résoluticn, par exemple) que nous comptons orienter nos
recherches.
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CONCLUSION GENERALE

La différentielle est, en mathématiques comme en physique, une notion
liée 4 Papproximation. Elle intervient dans ce cadre dans les deux disciplines, mais il
nous semble nécessaire pour interpréter les différents résultats obtenus de faire
intervenir un autre cadre, celui de 'algorithmisation,

En mathématiques, dans le savoir savant, coté objet, comme dans Ia

pratique des mathématiciens, coté outil, & ’heure actuelle, ces deux cadres sont en
étroite interaction.
Cela n’a pas été toujours le cas, comme 1'a montré "étude historique. A une épogue,
la différentielle, suspecte de servir de support A des pratiques peu rigoureuses,
relevant davantage du registre de "l'approximatif’ que de celui de “Papproximation”,
a été cantonnée dans un cadre d’outil commode de calcul formel. Mais depuis la fin
du siécle dernier, avec l'introduction de la notion de différentiabilité, puis celle
d’application linéaire tangente, le cadre de I'approximation a repris 4 la fois ses droits
et ses lettres de noblesse.

Dans P'enseignement, on I’2 vu, au moins au niveau auquel se situe cette étude :
celui du début de I'enseignement supérieur, la réduction au cadre algorithmique
formel a résisté plus longtemps. Ce n’est qua partir des années soixante que
différentiabilité et application linéaire tangente ont restauré sa place au cadre de
I'approximation, cette évolution s’accompagnant pendant un temps d’une certaine
hypertrophie du pdle objet de l2 notion par rapport 4 son pdle outil.

Mais, comme I'ont montré les réponses aux questionnaires, si le cadre de
I'approximation est présent au moment de lintroduction de la notion et mobilisable
au niveau déclaratif des définitions, il est peu présent au niveau des pratiques. En
effet, & P'algorithmique de I’époque précédente liée aux propriétés d’invariance de
Pexpression différentielle (resp. de la différentielle totale pour les fonctions de
plusieurs variables) dans les changements de variables, a succédé une algorithmique
basée sur la manipulation des dérivées partielles et matrices jacobiennes, légitimée
par quelques puissants théorémes clefs.

Certes l'approximation est au coeur de théorémes relais comme le théoréme
d’inversion locale ou celui des fonctions implicites mais, méme dans le cas ou les
hypothéses sont données en termes de différentiabilité, en fait on a recours, et
¢’est naturel, 34 des critdres suffisants comme Pexistence de dérivées partielles
continues qui aplatissent "approximation sur le cadre algorithmique algébrique.

Les questions qui nécessitent une utilisation effective du cadre de I'approximation
sont quasi-absentes et pergues par les étudiants en conséquence comme hors contrat
dans les questionnaires.

Si en mathématiques donc, l'enseignement peut se situer de fagon
cohérente, presque exclusivement a4 c¢e niveau, dans le cadre algorithmique
algébrique, en revanche en physique, la prise en compte du cadre de I'approximation
est incontournable, puisque l'on part de situations physiques. Mais de fagon
traditionnelle, le passage au cadre du iraitement algorithmique est escamoté, par une
argumentation de type recette ou convention. Les étudiants s’y adaptent en apprenant
4 reconnaitre les mots clefs d’appel des procédures différentielles : “petit",
"élémentaire”, "infiniment petit” et comme ces derniers sont toujours présents dans
les énoncés, ils atteignent finalement une efficacité raisonnable.

En fait, il ne faut pas se leurrer, cette organisation de I'enseignement est
stable parce que cohérente, opérationnelle et oprimisant en un certain sens un
ensemble de contraintes. La viabilité de la prise en compte effective pour
I'enseignement des relations entre les deux cadres sur d’autres modes n’a rien
d’évident,
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Considérons par exemple le paradoxe suivant :
L'accroissement Af d’une fonction en un point x, correspondant i I'accroissement Ax
de la variable n’est générale.ment pas égal 4 P'accroissement linéaire qui correspond 2
la différentielle df. Leur différence est un reste r(ax)} qu'on ne peut pas en général
calculer exactement, qu'on ne cherche d’ailleurs pas a calculer exactement - sinon &
quoi bon les différentielles et les simplifications qu’elles apportent ! - Cependant le
modéle linéaire choisi n'a de sens que si ’on sait contrdler le reste et se convaincre
qu'il est.négligeable devant ax, lorsque Ax est assez petit,
Ainsi donc, si on insiste sur l'obligation du controle du reste, on remet en question
I’aspect simplificateur de la différentielle et son caractére opérationnel, si on néglige
cette obligation, le choix de ce que I'on peut négliger échappe totalement a P’étudiant
qui se trouve dépouillé de son autonomie scientifique.

Les pratiques usuelles de I’enseignement, en mathématiques comme en
physique, permettent de contourner ['obstacle didactique qui en résulte, mais & quel
prix !

Il faut savoir de plus que les recherches en didactique des mathématiques,
ces dernieres années, ont mis en évidence les difficultés des étudiants débutants avec
les outils mathématiques de base de l'approximation que sont les valeurs absolues,
majorations, minorations, raisonnements par conditions suffisantes. Face a ces
difficuités, le registre algorithmique algébrique est un refuge sir pour I'enseignement,
et les mames pratiques se retrouvent, qu'il s’agisse de calcul différentiel,
d’intégration, de continuité ou de limites : mise en place rapide de théorémes
puissants qui permettent, par un fonctionnement plus algébrique, de contourner
PPobstacle.

En physique, les contraintes du systéme didactique pourraient s’exprimer
ainsi : les différentielles sont victimes de leur succés. La multiplicité des occasions
de s’en servir, la confirmation notoire des résultats par I'expérience n’incitent guére
aux controles de rigueur, ni d'ailleurs au controle pragmatique par Pexpérience.
C’est finalement Pargument d’autorité qui prévaut ou, de maniére plus implicite, la
conviction de I'enseignant que "¢a marche”.

On peut donc résumer de la fagon suivante notre analyse du
fonctionnement actuel des mathématiques et de la physique relativement i
I'enseignement des différentielles :
les clichés usuels, om I'a wvu, opposent I'opérationalité physique et Ia rigueur
mathématique, ou cherchent méme 4 réduire le registre physique au cadre de
Papproximation et le registre mathématique au cadre algorithmique. Les différences 2
nos veux se situent davantage dans la facon dont les deux disciplines avec leurs
exigences et leurs moyens de controle propres traitent les rapports entre ces deux
cadres, Chacune vise une optimisation entre rigueur et opérationalité. Pour le
mathématicien, cette recherche d’optimisation wva passer par [’établissement de
théorémes puissants, valables pour une large classe de situations, permettant une
transition opérationnelle entre les deux cadres. Le physicien. qui n’est pas assujetti a
un contrdle de type "démonstration” mais peut se satisfaire d’un contrdle pragmatique,
utilisera & fond P’économie de ce controle.

Une telle analyse de la situation actuelle dans les deux disciplines
laisse augurer une trés grande stabilité, compte-tenu des contraintes évoquées et de la
relative opérationalité des choix de fait qui y prévalent.

Est-ce A dire qu'il n’y reste aucune intervention possible ? Notre réponse présente
est : non, mais toute tentative d’infléchir la situation actuelle dans tel ou tel de ses
aspects doit nécessairemsnt &tre associée 4 wune réflexion sur nos objectifs
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d’enseignement. En particulier peut-on concilier opérationalité et rigueur en dehors
d’une perspective globale d’initiation 2 la démarche scientifique ?

Ainsi les documents que nous nous proposons d’établir & la suite de cette
étude ont-ils autant pour but de sensibiliser les enseignants et les étudiants sur des
aspects actuellement peu en faveur de Denseignement des différentielles que de
servir d'outil pédagogique proprement dit. Nous nous assignons comme but de
produire, en particulier :

- des documents un peu percutants susceptibles de redonner de Pintérét
aux questions portant sur le  statut, Putilité, la légitimité des objets et des
raisonnements utilisés, et donc par 1a d'illustrer des objectifs d’enseignement
envisageables. Nous pensons que les questionnaires utilisés pour nos enquétes, qui
visent chacun des points trés spécifiés, répondent largement a cette définition. Nous
souhaitons donc les mettre en forme et éventuellement en étendre le nombre pour

diffusion auprés des enseignants(l),

- une mise en forme des résultats des expériences d’ingénierie didactique
en cours 2 Grenoble qui en facilite I'accés a4 des personnes qui n'y ont pas été
impliquées : c'est 1a une entreprise difficile mais d*une cruciale utilité(2),

- une analyse plus fine des critéres susceptibles de légitimer & moindre
colt I'emploi des différentielles dans diverses catégories de probléemes physiques,
ceci afin de faciliter toute tentative visant A sensibiliser les étudiants sur ce point.
Nous avons nous-mémes réalisé tardivement la difficuité, parfois I'impossibilité,
qu’il y a souvent 2 utiliser la procédure d’encadrement ave¢ passage & la limite. Sur
cette question de légitimité, si peu en faveur, il faut viser & abaisser le "coat" (sans
pour autant tomber dans P'algorithmique pur) sous peine de s’exposer 4 I'échec total.

Nous en faisons maintenant une tiche prioritaire(3).

Actuellement, un objectif raisonnable, pour !'enseignement est peut-étre
le suivant : les préoccupations exprimées ici, visant a dépasser une pratique trop
exclusivement algorithmique, feraient I'objet d'un accent temporaire mais marqué
dans I’enseignement des différentielles au moment de leur introduction, dans le but
d’établir un point d’ancrage solide pour les développements et pratiques ultérieurs.
Les premiéres conclusions de I'expérience grenobloise laissent penser que le bénéfice
n'en serait pas de pure forme.

Enfin, il est apparu 4 de multiples propos que ces préoccupations, ainsi
que les aptitudes qu'elles mettent en jeu, dépassent largement le cadre des
différentielles : aptitudes A rentrer dans le cadre fonctionnel pour la modélisation
ou aptitudes a la critique de textes sciemtifiques, pour ne citer qu’elles. Ce sont 1a
autant d’aspects dont le développement est couteux, difficile a évaluer, mais qui
méritent qu'on s’y attache, de fagon permanente cette fois, sans référence a un
domaine précis, car ce qui peut étre considéré comme trop coiteux dans une

économie locale peut s’avérer plus rentable dans une économie plus globale.
NOTES

(1)} La brochure : Questionnaires de travail sur les différentielles, diffusée par 'IREM
PARIS 7 et le LDPES avec un questionnaire d’évaluation répond 24 cette
préoccupation.

(2) Pour plus de détails sur ['avancée du travail dans cette direction depuis le

Collogue du GRECO, on pourra consulter les publications suivantes de I’équipe
Grenobloise :
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ALIBERT D. : "Adlteration of didactic contract in codidactic situation”, Proceedings
of the Eleventh annual Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education, Montréal, Juillet 1987, p. 379-385, Ed. Bergeron, Herscovics,
Kieran, Montreal.

ALIBERT D. : "Codidactic system in the course of mathematics”, Proceedings of the
Eleventh annual Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education, Weszprem, Juillet 1988, p. 109-116, Ed. A.Borbas, OOK,
Weszprem.

(3) L'annexe rédigée pour accompagner la brochure de questionnaires citée plus haut
et reproduite dans le présent rapport (annexe VII) a été congue dans cet esprit.

BIBLIOGRAPHIE

[1] ARTIGUE M. : “"Une expérience de coordination des enseignements de
mathématiques et de physique en DEUG SSM", Séminaire de Didactique et Pédagogie
de 'IMAG, Grenoble, Cahier 22, 1981.

[2] VIENNOT L. : "Limplicite en physique : les étudiants et les constantes”,
European Journal of Physics, Vol. 3, p. 174-180, 1982,

(3] MICHAUD S. : "L'implicite en physigue :@ les étudiants et les fonctions de
plusieurs variables”, Actes de la 3éme Ecole d'Eté de Didactique des Mathématiques,
Orléans, 1984, Ed. IMAG Grenoble.

(4] ALIBERT D., GRENIER D., LEGRAND M. et RICHARD F. : "Introduction
du débat scientifiqgue dans un cours de léere année de DEUG A a UUniversité de
Grenoble”, Rapport ATP "Transitions dans le Systéme Educatif”, 1986, Ed. IMAG
Grenoble.

[5] CHEVALLARD Y. : La transposition didactiguez, Ed. La Pensée Sauvage,
Grenoble, 1985.

{6] DHOMBRES 1. : Les présupposés d'Euler dans Uemploi de la méthode
fonctionnelle”, Revue d’Hist. Sci., Vol, XL/2, p. 179-202, 1987,

[71 VOSS A. :"Differential und [Integralrechnung”, dans Encyclopddie der
Mathematischen Wissenschaften mit einschluss ihrer anwendungen, Tome II 1.1, p.
54-134, Leipzig, Ed. Teubner, 1899-1916, Traduction frangaise de J.Molk : "Calcul
Différentiel” dans 'Encyclopédie des Sciences Mathématiques, Vol. I-1.

[8] STOLZ O. : Grundziige der Differential und Integral Rechnung {Tome I), Leipzig,
Teubner, 1893.

[9] YOUNG W.H.: The Fundamental Theorems of Differential Calculus, Cambridge
Tracts in Mathematics, N°11, Cambridge University Press, 1909.

[10] VOLTERRA V.: “Sopra le funzioni dipendanti da inee”, Rend. Lincei, Ser.
IV, vol II1, p. 225-230, 1887.

[11] FRECHET M. : "Sur la notion de différentielle”, Note aux Comptes-Rendus
de ’Académie des Sciences, Tome 152, N°i3, p. 845-847 et 1050-1051, 1811.

[12] HADAMARD J. : "La notion de différentielle dans I'enseignement”, Scripta Uni.
Ab. Bib. Hier., Jérusalem, 1923,

[13] GATEAUX M.R. : "Sur diverses questions de calcul fonctionnel”, Bull. SMF,
Vol. 45-47, p. 70-96, 1917-1919.

[14] LEVY P. : Legons danalyse fonciionnelle, Paris, Gauthier Villars, 1922,

[15] PIERPONT 1. : Lectures on the Theory of Functions of Real Variables (tome 1},
Boston, Ginn, 1905,

[16] DE LA VALLEE POUSSIN J. CH. : Cours d’Analyse Infinitésimale {tome 1),
3ame Edition, Paris, Gauthier Villars, 1914.

{171 LEVY P. : Cours d'Analyse de I'Ecole Polytechnigue, Paris, 1949-50.

[18] CAGNAC G., RAMIS E. et COMMEAU 1. : Traité de Mathématiques Spéciales
{Tome 2), Paris, Masson, 1970.

[19] LELONG-FERRAND J. et ARNAUDIES J.M. : Cours de Mathématiques (Tome
2), Paris, Dunod, 1972,

[20] LE BELLAC M. : [Introduction & la Mécanique, Paris, Belin, 1985.

- 29 -



[21] HULIN M. et QUINTON M.F. : Outils Mathématigues pour la Physique, Paris,
Armand Colin, Coll. U, 1986.

[22] KRONING R. : Précis de Physique Générale, Paris, Dunod, 1960.

(23] GIE H. : Dynamique, Paris, Ed. J.B.Bailliére, 1981.

[24] VALENTIN L. : L'Univers Mécanigue, Paris, Hermann, 1983.

[25] BEKE E. : "Les résultats obtenus dans [l'introduction du calcul différentiel et
intégral dans les classes supérieures des établissements secondaires”, L’Enseignement
Mathématique, Vol. 6, p. 246-284, 1914,

[26] POINCARE H. : “Les définitions en mathématigues”, L’Enseignement
Mathématique, Vol. 5, p. 255-283, 1904.

- 10 -



ANNEXE 1

LE PASSAGE DE LA DIFFERENTIELLE TOTALE A LA NOTION
D’APPLICATION LINEAIRE TANGENTE (1)

M.Artigue

Ce changement de statut de la différentielle, au début du vingtiéme sigcle, dans le
savoir savant, se situe dans un contexte général de régression de cette notion
supplantée par celle de dérivée, L’ouvrage célabre de J.Tannery : "Introduction & la
théorie des fonctions d’une variable" [1], publié en 1886, par exemple, ne fait aucune
mention des différentielles.

Dans les traités de 1'époque, il est classique, en faisant référence au point de vue
développé par A.L.Cauchy, de définir les différentielles aprés les dérivées ou
dérivées partialles et comme des expressions construites a4 partir de ces derniéres.
C'est un point de vue formel sur la notion qui domine, le cadre de l'approximation
originel, suspect de servir de base a4 des traitements mathématiques peu rigoureux,
ayant été relégué au second plan.

Reportons-nous, & titre d'illustration, 4 'Encyclopédie des Sciences Mathématiques,
élaborée 2 la fin du XIXéme sidcle en Allemagne et dont la version frangaise est
publi¢e au début du XXéme sigcle. Lrarticle "Calcul Différentiel” - Tome II3 - y est
rédigé par J.Molk, d’aprés l'article en allemand de A.Voss [2]. La notion de
différentielle n’apparait que dans le dernier paragraphe consacré aux fonctions d’une
variable et elle v est définie comme suit :

12. Différentielles. Si y = /(=) est une fonciion univoque de z
dérivable au point z, les aceroissements correspondents &z, Ay dels
variable r et de la formction y au point z sont lids par ume relation
de la forma

Ay = f{zx)Az + RAz,
ot R tend vers zéro avec Aum

Envisageous Az comme un guelcongque des accroissements de 2.
Nous dirons alors, avee .4 L. Caucky'™), qus le produit fai™?)

'@V ag,
qui figure dans la relafion précédente, est la différenbicile’') de la
fonastion f{2) au point z.
La différentielle d'une fonction y = f{z) en um point r est doue
ls produit de la dérivée [{z) de cette fomction au point z par une

guantité finie arbitraire Az [suffisamment petite]. Nous désignercns

la différentielle .do y » f{z) un point z par le symbele dy. .....

Pour faire concorder cette notation avec le cas partieulier od
F(z) se réduit 3 z et od par suite (%) se réduit 3 I, on devrs
représenter par dz la quaniits finie arbitroire Az eb dire de cetie
quantité finie whitraire quelle est la diférentiells de la variable in-
dépendante z au point envisagé z.

En résumé on a, par définition, an point z, la relution™?)

dy = f'{z)dz,

dans laguelle chucun des deux membres est une quaniité fnie arbi-
traire, ou si l'on veut une suriuble indétermince, inféricurs 3 une certaine
borne finie.
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On passe ensuite & Pégalité : dy/dx = £(x) , qualifiée de relation symboligue, puis
aux différentielles d’ordre supérieur définies, toujours suivant A.L.Cauchy, par:

dry = fl)(x)dx®

Notons que ax ou dx désignent ici des quantités finies arbitraires et non des
infiniment petits, mais le crochet : "suffisamment petite" comme la fin de la citation :
"su si Ion veut une variable indéterminée, inférieure 4 une certaine borne finie"
témoignent du flou qui persiste encore, au deld de cette position de principe.

Pour les fonctions de plusieurs variables, I'analogue de la différentielle est la
différentielle totale, définie & partir des dérivées partielles comme I'expression :

df = £',dx + f'ydy + -
dx, dy, ... désignant des accroissements arbitraires des variables indépendantes : x, v,

e

Le méme article illustre bien le statut de cette notion dans le savoir de 'époque, un
statut ol s’opposent visiblement inutilité théorique et importance pratique :

JEn fait la notation leibnizienne est ‘hepriguement superflue™?).

Pratiguement elle a uwae graude impertance. Cela lient en partie 4 ce
que, dans cetta notation, la variable est bien spécifie et em partie 3
co quo plusicurs thdortmes du culeul différenticl envisagé comme une
sxtension du problime des tangentcs se présentent sous uze forme
intuitive irés simple: le ihdoréme des fonctions composdes [a® 6], pur
egemple, se présents sous la forme

d dy dz

E% = Zl..f: dt
Comme on la verra dams larticle 114, limportance de la notation
leibnizienne tient aussi et surtout & ce que ceite notalion convient
gussi au caleul intégral envisagd comme ume extensign du probléme
des quadratures, en sorte gqwelle met en dvidence l'identité de ce
probléme st du probleme inverse de celui du caleul de la dérivée. La
notation leibmizienne offre de plus quelques avsntages de symédiris dans
les formules de calcul différentiel se rapportant asux fonctions de piu-
gieurs variables et I'usage de ces formules en est singulitrement facilité.”

o s’opposent aussi deux points de vue : celui du mathématicien, représenté par les
définitions de A.L.Cauchy et axé sur la rigueur et celui de I'utilisateur, représenté
par le physicien, proche du point de vue originel de G.W.Leibniz et axé sur
Popérationnalité :

convient, une fois pour touies, que l'on entendra par le symbole dy
non pas la différentielle f*(z)dz mais wu accroissemend variadle suifi-
samment petit de la fonction y = f(z), tel toutefois que, si dz 23t ac-
croissement wvariable de z, la relation qui lie y & z continue 2 2fre
vérifide quand on y remplace simultanément z par - dz ety pary+dy.

Uune formule dijferenticlle, ¢'est-i-dive upe relation enire z, ¥, dz
et dy, devant esprimer, par exemple, la loi d'un phénomdne physigue
n'c plus alors, il est vral, aucun sens precis. Elle est toutefois o plus
souvent commode 3 établir et il 'y & aucun inconvdnmient & en faire
usage, car pour lui faire acquérir un sens préeis il suffit de diviser
ses deux membres par dz ot d'sffectuer ensuite un passage i la
limite 2n fuisani tendra dz vers zéro, e par suife aussi dy vers zéro,

¢n tenant naturellement compte de la relatior gqui lie y & ». La formule
différentielie s'est ainsi fraasformée ea une dquation diférentielle.
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Les symboles dz et dy ne sont iei que des infermédiaires qui
permettent d’obteair rapidement les relations dnales (équations At
rentielles) dans lesquelles ils me fgurent plus™*).

Pour obtenir des équations fnales exactes, il ne faut d'aillcurs
jamais oublier, en passant & Ia limite, de femir compte de la fagon
dont dy devient infiniment petit velativement & dz, quand dz tend
vers zéro. Si dy devient infinimeat petit per rapport & dz il fnat

3 ls limite remplacer dens l'équation fnale ]-E par zéro; si 3-% tend vars
ume limite finie (positive ou négutive) il faut, dans I'dquation finale,
remplacer - a¥ % par [ (z). On dit, dans le premier cas, que dy est un

icfiniment petxb d'ordre supérieur i celui de dz, dans le second cas,
que dy et dz sont des infiniment petils de méme ordre.

A DPorigine du changement de statut qui nous intéresse ici vont, semble-t-il,
concourir deux problématigues :

- 1a premiére consiste & déterminer, pour les théorémes du calcul différentiel
classique A plusieurs variables, des hypothéses minimales susceptibles de se substituer
aux hypothéses grossiéres que le souci accru de rigueur et la mise en évidence de
pathologies ont conduit & introduire dans les énoncés.

- la deuxiéme consiste A étendre le calcul différentiel classique aux fonctions
d'une infinité de variables.

Précisons tout ceci.

1 - L’UNIFICATION DES CALCULS DIFFERENTIELS A UNE ET PLUSIEURS
VARIABLES

A la fin du XIXeme siécle, toute fonction de plusieurs variables admettant des
dérivées partielles admet de ce fait une différentielle totale qui n’est autre que
I'expression déja citée :

df - f’xdx + f’ydy o orenen

L’invariance de cette forme par changement de variable constitue un des intérits
majeurs de la différentielle. Cette propriété d’invariance, pendant longtemps, n'a pas
été subordonnée 2 des hypothéses particuliéres, pas plus gue ne [P'était la possibilité
d’interversion de I'ordre des dérivations dans le calcul des dérivées partielles d’ordre
supérieur (cf. annexe IIT).

En cette fin de siecle, ce n’est plus le cas, le souci de rigueur accru, la mise en
évidence de pathologies, I'intérét pour ces derniéres aidant. B.Riemann a proposé en
1854 une fonction discontinue en chaque point de Q mais néanmoins intégrable
(mémoire publié¢ en 1867), K.Weierstrass a donné, dans son cours & Berlin, en 1861,
le premier exemple de fonction continue, non dérivable en tout point.

Divers ensembles d’hypothéses ont été formulés, mais en général on suppose la
continuité des dérivées partielles aux points considérés, hypothése qui se greffe tout
naturellement sur les démonstrations usuelles utilisant le théoréme des accroissements
finis. C'est ce que soulignera M.Fréchet, dans la note qu’il présentera en 1911 aux
Comptes-Rendus de I'Académie des Sciences, sur la notion de différentielle, tout en
dénongant différents inconvénients de cette approche {3]:

Je me propose de moatrer que la définition généralement adoptée pour
la differentielle d'une fonction de plusizurs variables présente, aux points de
vue loyique et pédagogique, de graves inconvénients qu'on paut éviter en
modifizat cette définition.
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On convient généralement de dire qu'une fonction de plusieurs variables (2,7, ...}
admet une dilléremieile au point (o, Yau o} lorsqu'elle admet en ce poiat upe
derivée partielle par rapport & chacune des variables; et cette diérentielle east
alors fle, 22 = R4y + .. ..

Oc si lon se doune Iz peine de comparer les enoncds des theoremes foadurnentaux
du Caleu!l ditléceatisl, relalils, les uas au cas d'yne variable, [es autres au cas de
plusieurs variables, on sera frappé de ce fait que, la ok les uas supposenl seulsment
l'existence de la diffirentieils en ua poiat, les autres imposent des conditicns suppldé-
mentaires teiles que I'existence de Ja différentielle dans une région et méme sa conti-
suite. It est facile de montcer que saus ces hypothéses, les énonces seraient inesacts.
Et, d'autre part, on se rend biea compte que ces hvpelhéses sont trop restrictives.
Eo d'autces termes, la définition usuelle de la dilférentielle pour le cas de plusizurs
vaciables est ihéoriquement‘u‘op large, peatiquensent (cest-3-dirs justaposée 3 cus

_hypothises supplémantaires) trop gtroite.

La défiaition usuelle a sncore d'autres defauts tels que de (aive dépendre I'exisience
de la différantielle du choix des axes de coordonndes choisis pour les variables z,
Y. ..., %t de ne pas faive assez ressortir son importance dans la méthode des infini-

nenl petits,

Et, a la suite de ces critiques, il propose une définition nouvelle de la
différentiabilité, d’abord dans le cadre géométrique pour bien montrer combien elle
est naturelle, ensuite dans le cadre fonctionnel :

Une fonciion f (z, y) a une differentielle @ mon sens au point (&, v,), st la
surface = = f(x, y) admet en ¢z point un plan tangeat unigue non parailcle
@ 0z:s—z,=p(x— 5, = q{¥ —y,)- Ltalors cette differensielle est par
definition (expression

PAz g dy,

o Ax, Ay sonl des accrotssements arbitraires de ., y.

< [ne fonction f(z,y,z,¢) admet une dijférentielle @ mon sens au porny
(s Yor 3ur Loy 1l existe une fonction lineaire ct homogeéne des accroissements,
sott A.Ax + B. Ay + C. Az - D). 3¢, qui ne différe de laccroissement \f de la
fonction & partir de la valeur fu.zy, ¥4 3o t,) que d'un infiniment _ue(.z}', par
rapport @ [deart A des poinis (T4 ¥or Zar ), (Zy=Az, ..., fy5 L),
Et alors la différentielle est par definition
cdf == ALde B.Af'-.- C Ar=D.aw

-
On peut entendre par ¢cart des deux points 'axpression R Y

Ay Az — . . . -~ A ou 2ncore la plus grande des quantités jAzf, ..., [
Cette définition est exprimée par la formule
Af =df 34,

N oL . [ s . .

ol ¢ tend vers zéro quand A tead vers zévo. Llle rappelle donc Mancienne
définition par la partie principale et en présente tous les avantages, mais en
schappant aux objections de rigueur qu'ou lul avait justement adressées.

Je montrerai d'ailleurs qu'au woyen de cette nouveils détinition, on peut développer
i¢s principes fondamentaux du Caleul diFarantie!, ¢'une fagon anssi élémantaire qu'avec
Vancienne définition; 2l qu'an obtient des énoncés qui, se modalant sur ceux gui 320t
reiatifs au cas -d'une variable, soot 3 la lois plus simeples 3t plas généraux ‘qua las
énoncés classiques. Je mentionne qu'oa peut trziter de méme le cas des diférantielles
d'ordre supérieur.
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En fait, O.Stolz avait déja, en 1893, introduit dans son ouvrage : "Grundzige der
und Integral Rechnung® [4] une définition équivalente de la
différentiabilité et montré qu'il s’agissait 1a d’une définition permettant d’assurer,
sans hypothéses supplémentaires, I'invariance par changement de variable :

Differential

_  Weun fla - &b - ) sich auf die Form (3) bringen
fafst, so tunn, was immer auch die Functionen p(3,7) uud
o, n) sein mécen, wenn nur fir sie die Formeln (4) be-
:Siehen, aus deu. Zusatze £g 4 yo weder ein in § poch
2 jn 9 lineares Glied hervorgehen. Dalier sagen wir,
falls fla + & 5 + 7) die Gestalt (3), also anck die (5)
nnehmen In.nn die Function f(z, y) habe an der
Stelle 2 == g ¥ ===b ein erstes vollstiindiges Dlzferen-
':}fi, indem wir unter diesem Dilferentinl die Summe der '
tlieder erster Dimension oder Ordnang «f - 87 odex

e, by, 3fia, )

“Fa T T !

Teesteben, welehe kurz mit df{a, B) bezsichnet wird.

les expressions (3), (4) et (5) ayant été précédemment définies par :

fla 45D 4 ) == fa,b) 4 a§ 4+ 30 + 505, ) + nol§,n) (

3)

ist, worin «, 3 Copstante sind und die beiden Functionen

a(§ ), o(& ) der Bedingung

lim o5 ) = 0 lim 0%, 7) == 0 )

§am = Faxd tt==l)

geniigen.

ot 5D 4 1) = 1l ) + 22

3f(a, b e (3)
+ L&Dy 4+ sos, 1) + no (s )

Une définition analogue est également proposée, indépendamment,
W.H.Young [5]:

17. Differential. A function f{r,y) of two real variables i
said to Aave a total first dierential at ths point (a, 0} if

A. The partial difereniiul coefficients
e )
G

both exist and ars finits at the point (g, D).

B. A¢ all poinis (e+4, b+ k) of a closed neigibourhood of the
point (a, b) the function can be expressad as follows

Fla+h b+ By =fla by +ifa+vkfovhe+ld eeemeeen(1),

whers z and & Aave each the unique doubls limit zero when 4 and &
approack zero in any manner whatever.

Note 1. For brevity the word fotal is usually omicted.

Note 2. Afu+ k) is often called the first diferential of f(z, y) and

dencted by df. It shou'd be noticed that this name is only properly
applied when an equation of the form (1} holds.

PR
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Et, contrairement '3 O.Stolz, W.H.Young explicite, comme le fera M.Fréchet en 191}
dans: .le texte déja cité, D'intérét fondamental de cette définition : permettre
I'unification des calculs différentiels 4 une et plusieurs variables :

A knowiedge of these partial differential coefficients, which thea
take the place of the successive differential coefficients of a fuaction of
a single variable, uo longer gives us the squivalent icformation. The
importancs in the case of a funetion of a single varinble of the
differencial coefficients consists in the fact thut, from the very definition
of a differential coefficient, the theorem of §13 holds for n=1, and
henee, zalso, as we have seen, for all values of ». No corresponding
theorem, even in the case of n =1, follows from the mere existence of
the parcial dilferential coefficients. In the theery of functions of two
or mare variahles the proper correlative of the differsatial coeficient,
in the case of & function of a single varizble, is not che cnsemble of
the partial differential coefficients of the first order, bat what is called
the diferentiul. We proceed therefore to give a brief account of its
theory, confining our attention in the frst instance to two variables.

Le théoréme du paragraphe 13 auquel il est fait allusion étant celui qui garaatit, si la
fonction f admet une dérivée n-éme au point x=a , l'existence pour f d’un
développement de Taylor-Young a I'ordre n en a.

Le changement apporté par la définition de O.Stolz pouvait sembler, 4 premigre vue,
relativemnent limité, Certes, la notion de différentiabilité était introduite mais la
différentielle ne changeait pas véritablement de statut et restait I'expression qu’elle
était jusqu'alors. De ce fait, on pouvait ne voir dans la définition introduite qu’une
hypothése parmi d'autres possibles pour divers théorémes dont celui d’mvarxance par
changement de variable de la différentielle.

Une lecture de ce type est, par exemple, implicite dans Particle déja cité de J.Molk :
les références aux travaux de O.Stolz v sont nombreuses, mais les résultats de ces
travaux sont simplement présentés dans le cadre d’améliorations des hypothases des
théorémes fondamentaux du calcul différentiel et 1a définition de O.Stolz n'est méme
pas citée.

A propos de la dérivation des fonctions composées par exemple, J.Molk écrit en note:

"173) La continuité de ces dérivées n’est pas nécessaire pour que la régle s’applique ;
cf. O.Stolz [Grundziige 1, p.140] qui formule une régle plus générale encore.”

Dans I'ouvrage de W.H.Young, en revanche, méme si la différentielle reste toujours
une expression et si le caractére linéaire de cetre expression n’est pas vigoureusement
mis en relief, I'explicitation de la problématique d'unification donne une tout autre
dimension 4 la définition introduite : les hypothéses introduites par le biais de la
différentiabilité ne sont pas simplement des hypothéses parmi d'autres possibles, plus
générales que celles formulées jusqu’alors, ce sont les "bonnes hypothéses".

Dans le Compte-Rendu a PPAcadémie des Sciences présentéd par M.Fréchet, I'approche
est sensiblement différente : il s’agit certes de formuler des hypothéses minimales,
mais il s'agit surtout de formuler une définition qui permette une généralisation aux

espaces plus généraux de I'analyse fonctionnelle. Ceci est explicité dans [3]. Aprés
avoir défini la différentiabilité d'une fonction de plusieurs variables, M.Fréchet y
écrit :

Mais je uens enfla & insister sur 'avantage esseatiel gue pre:ente cotta
définition. Eile est immeédiatement proprea une rénéralisation danslecalcul
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fonctionnel. M. Hadamard a indiqué une condition a lequelle doit logi-
quement satisfaive la vartation d'uns fonctionnelle : c'est d'dire une fonc-
tionnelle lindaire. Sil'on tient compte d'une partds cette indication, d’autre
part de Iz nouvelle forme donnée plus haut a la difinition de ia différen-
tielle, on arrive, presque nécessairement, 4 la définition suivanta (dont je
me propose d'indiquer aussi les applications).

Une fonctionneile U admet, pour Lélément A,, une diffirentielle, sl exisie
une fonciinnnelle linéaire par rapport & l'accrodissement XA, soit V' y,, qut ne
différe de U'accroissement de U, & partir dz A,, que d'une quantité infininent
petite par rapport a Ugcart des éléments A, A, = 1A,

Et, ayant sans doute été informé aprés la publication de cette note des travaux de
W.H.Young, il publie la méme année le rectificatif suivant, destiné entre autres i
marquer 'originalité de sa démarche :

Je viens de m’apercevoir qu'une partie de ma derniére Note, iaseres
dans les Comptes rendus du 27 mars, était présentée & tort comme nou-
veile.

L'objet principal de cette Note était de présenter nne définition de la
lifférentielle d'une « fonctionnetle » (*), définition qui permet une exten-
sion compléte des théorémes fondamentaux du Calcul différentiel. dutan:
que je sacke, cette definition est bien nouvelle.

Mais pour la justifier, j'avais indiqué comme cas particulier une défai-
tion de la différentielle d’une foaction de plusieurs variables, définition
qui est plus restrictive que la définition classique et que je n'avais rencontrs
nulle part. En fait, une définition enticrement équivalente cvaic £t donnse,
en 1908, par M. W.-H. Foung (*), qui avait, en outre, développe explicite-
meant les conséquences.

Tt y 2 lisu cependant de cemarquar que [z forms sous faguelle sa définition ast pré-
sentée se préte moins immédiatement 3 une géaéralisation dans le Caleul fonctionnel.
Ea outre, je crois qu'il nest pas inutile d'indiquer (comme je 1'ai fait dans ma Note)
que cette déficition n'est pas aussi arbitrsire gu'eile parait I'3tre et justifics seulement
par Iz généralitd da ses enasdquences, qu'au contraire ¢’sst la traductioa analytique
d'une définition géometrique qui sa présente 2o quelque sorte aves uao zaractire de
pécassité,

Comme on le verra dans le paragraphe suivant, c'est effectivement cette nouvelle
problématique qui conduira 4 remettre au premier plan, explicitement, le role
d’approximation de la différentielle mais cette fois dans un cadre fonctionnel : celui
de 'application linéaire tangente.

I1 - LA GENERALISATION AUX FONCTIONS D'UNE INFINITE DE VARIABLES

Le mathématicien italien V.Volterra est généralement considéré comme le pare de
I'analyse fonctionnelle pour ses travaux sur les fonctions de ligne publiés dés 1837
[6]. Dans une conférence organisée en 1914 par la Société Mathématique de Berlin
[7], il retrace les débuts de sa recherche dans ce domaine, en insistant sur ia
continuité avec le Calcul des Variations qui s’est développé das le sigcle précédent,
mais aussi le changement de point de vue que son approche implique : une
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fonctionnelle sera conmsidérée comme une fonction d’une infinité de variables et
I’objet du Calcul Fonctionnel sera de généraliser 4 ces nouveaux objets les méthodes
et résultats du Calcul Différentiel classique :

J’ai imaginé d's0ord 2n 1883, ! cr*qu' j'al commencs 1 donnar une fooz
concrite 1 mes idées, (2 'concapt de fonciion qui dépand de'toutas las valauc
‘d'une aume fanction, an la considéranc comime la limite d'une foncdon ¢&
olusieurs variables, lorsque le nombre de ces vanzbles croit indéfinimant
d'une maniere concnue. Une courbe peut ére engendrée par la limite d u.._'
ligne polygonale; de méme une foacton des ordoanédes das sommatsda Zz
ligne polygonale deviear 1 la limize une foncden des indnies ordonndes de.
tous les points de 2 courbe. Clast ainsi que je suis arrivé, par un passage &
la limite, des foncticns d'un nombrs fAni aux fonctions d'un nombre infnd
et continu d= variables, ot 'on comprend par (2 pour quelle raisen j'ai faiz
usage indiféremmeant, depuis mes premiers ravaux, des dénominations quéf

3

j'al rappeléss toutr 2 {'heur=.

Jétais saisi de la nécessité de considérer les fonciions ds lignes, cir
une grande partie dzs phénoménes narurals, dis qu'on les snvisags d'une
manidre aporofondie, conduit 2 das quanutds qui dépendent d'un nomors
infini de variables. Beaucoup de probiémes d'znalyse meanent aussi aux mé
mes quanttés. Leur concsprion et leur définicion se présentaienc donc nams~
rellement, J'ai pensé qu'il aurair 428 udie de les envisager cormme das fidmenc
qu'on pourrtair érudier par eux-mémss. [ls devaient aussi constituer une
catégorie 3 part d'antitéds dont on powTait obrtenir das propridtds communes
et qu'on pourrait considérer dans lewr ensemble.

Mais une simple concaption géndrale et une défnition n'ont pas de wvral
intérét philosophique, si l'on ns donne pas la maniére d'appliquer le caleud
qux élémenrs inmoduizs. Ce qui simposaic & mon espeic du premier abord
eait done de crier une anzlvsa proprs 2 embrasser les prooriiés des fonctions
de lignes &t leurs reprdsentations e¢ de comsuicuer ua caleul qui doandc le
moyen de poser d'une maniére exacie les probigmes qui l2s concernens ac
d’en obeenic das solutions rigoursuses.

{l y avait un exemple dans le calcul des variations, car c2 cdlebre caleul
érudie les prablémes des maxima 2t des minima de ceriaines intégrales de:n-
_pies, ac les intégrales déinies peuvenrt justemen: &us e-wisage‘gs comm

7 des qua.nutes qui dépendent de toutes les valeurs des fonctions qui paraissent
fscus le signe d'intégradien.

; Pour ent donner un exemple, sxaminens (e probléme ds {2 Srachystecrone,
_I::: temps de chute d’un grave s'exprime par une intégrale définie qui est une
"{on‘cnOﬂ de [2 ligne que le corps est obligé 2 parcourir. Résoudre cz probiéme
'é.;nsx_ste 4 envisager cette ligne comme Uinconnue et i [z décarmines par
,1:. ‘condiden que le temps soit ua minimum.

" Mais le caloul das variations, tel que Lacravcz 'z congy, st limicg 3
Trmc classe spéziale de pmol:ma. C'est ainsi que le caleul des variations ordi-
nam; ne fzit pas sortr du champ des équations différandelles, st dans son
"dama.me classique ne rentrent pas d'auzres quesiions.

:'Sr. Ion voulait garder 3 la catégorie d'andeds qui se présencait touts sa
I'exernple du calcul des variatons n'étaic pas sufisane Il érait
®idcasszire d'en sortic complétemens o1 de oder de nouveaux ééments pro-

Fowwren

Ypees 3 une analyse tout i fait générale

.a"_‘-_
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Ce que V.Volterra essaie de généraliser en premier lieu, c’est la notion de dérivation,
imaginant donc une ligne L comme la limite d’une ligne polygonale et une fonction
de cette ligne &(L) comme la limite d’une fonction des sommets de cette ligne
polygonale. L'analogue des dérivées partielles est alors obtenu en déformant la ligne
L au voisinage d*un point M d’abscisse § et en calculant la limite du rapport de la
variation de ® a l'aire o« comprise entre la courbe primitive et la courbe déformée,
lorsque la largeur de Ulintervalle de déformation et I'amplitude maximale des
accroissements verticaux tendent simultanément et indépendamment vers 0.

Supposons L définie par la fonction f sur [a,b]:

I i
! !

! i

}
1
\-._s/
4
Si cette limite existe et ne dépend que de L etde S, elle sera notée :

3°{L,s]lou FNEX)P 51
et représentera la dérivée de § par rapport a f au point %,

Pour V.Volterra, la filiation par rapport i la notion de dérivée partielle est évidente
et essentielle :

On voit se dessiner. dis le premier sbord une rigie qui =5t au fornd Iz
clef d'un graad nombrs de résulrats nouveawe Elle s'énoncs ainsi: les :{
indicss 1,2, -+, m se& changent dans toutss las valeurs d'une varizble cor;i-“'
dnue; c'est pourquei les 7= indices qui paraissent Gang ¥e,ae i Fn devien-;
neat toutes les valeurs de = dans 7 (=) et les = indicas des dénivées partielles.

Y!lyij"'ly"
deviennent toutes les valews de la variabie &.
1l s’agit ensuite de généraliser la notion de différentielle totale. LA encore V.Volterra

procéde par analogie avec le calcul différentiel classique, en interprétant la
différentielle totale comme un calcul au premier ordre :

Dans i'analyse crdinaire on passe des derivéss pardeiles V., Y., ¥a
i la difécencisile totzle
(1) 4F = ¥, dy. ~ ¥ dy, +- -+ Tudzai

i1 faut de méme calewler V'élémen: znalogue gour @, c'est~a~dire décerminer
lz variation de @, lorsque la courte L devienc L’ de manigre que las varia-
rions de toutes les ordonndss ¥ soieat infiniment pecites du gramier ordre at
que l'on adglige daas le calcul de la variation da @ les quantitds infiniment
petites d'ordre sugérieur.

Sous certaines conditions relativement générales, V.Volterra montre que cefte
variation peut se mettre sous forme intégrale, comme dans les cas classigues du
Calcul des Variations, 2 savoir :
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at, il commente :
"I a somme qui parait dans la différentielle (1) est ici remplacée par une intégrale."

Notons que les possibilités ouvertes par I’analogie avec le calcul différentiel classique,
bien illustrées ici, seront soulignées par plusieurs auteurs, notamment J.Hadamard et
P.Lévy qui seront étroitement associés aux débuts de son développement. P.Lévy, par
exemple, écrit en 1922 dans les "Legons d'analyse fonctionnelile” [8] :

. Lo passage du fini 2 Pinfini. — Des progris si rapides que Vont
éut cenx du ealeul foactionnel n'auraivat sans doute pas éié possibles
st Iétude de chaque chapitre du caleul fonctionnel n'était facilitée
par la connnissance du chapitre eorrespondant de Uanalyse ordinaire,
et st le procidé qui permet de passer de celui-ci & celoi-ld a'¢tait pas
toujoars le méme : le passage de find & Uinfini. Clest encore”
M. Volterra qui a mis en évidence le parti 4 tirer de 'utilisation sys-
tematique de ce procéddé.

Une fonction continue z(¢) définie dans un intervaile (0.¢) est
connue d’une maniére approchée si, cet intervalle dtant divisé en un
nombre trés grand n d'intervalles égaux, on connait les valeurs
moyennes z,%,--., £, de la fonction dans chaque intervalle. f:}nc
fonctionneile dépendant de z(¢) st alors représentée d’une maniére
approchée par une fonction f(&¢ 2.5 z,). L'étude des problemes
concernant les fonctionnelles résultera ainsi de {"étude des problimes
analogues concernant la fonetion f{Z¢;T2y--+1 Tn)- il suffic de sup-
poser que n devienne infini pour étre conduit i la solution Jdu pro-
bléme considérs de calcal fonctionnel, et si souvent le procédé-
employé ne conduit pas & démontrer exactitude de la solution, qu'il
faut vérifier autrement, il n'en constitue pas moins un procédé de
découverte d'une fécondité remarquable.

Clest ainsi que s'est formée, pour prendre I'exemple le plus simple,
la notion d'intégrale. La somme

By Pad=. . i Tn

devient infinie si # augmente indéfiniment, mais la moyenne de ces
n nombres tend vers une limite qui, Uintervalle considéré étant égal i
Vunité, est lintégrale de la fonction z{¢) dans cet intervalle. On voit
que lintégrale généralise la notion de moyenne plutét que celle de
somme, Temarque qué nous aurons i atiliser dans la suite, et #i {in-
tervalle d'intégration est divisé en intervailes ¢qui ne sont pas fgaus.
il est tout naturel de donner a chacun des #; un poids égal & Uinter-
valle cocrespondant. 'Si Vintervaile total n'est pas égal a 1. la limite
de la moyerne sera naturellement, non lintégrale, mais son quetient
par cet intervalle. .

Le méme procédé de passage du fini 4 Iinfini s'applique & la diffe-
rentielle totale

3 o
(@1, o0y Ta) = U?{C{J-'t"-'---'-" u"‘;dfn

et 4 la limite on est conduit & penser que la variation d'une fonction-
nelle U dépendant d'une fonction z(¢) délinie entre o et 1. seTa une
expression de la forme

i
0= [ s(8)ia(e)de

(')

C'ast la variation considéree par Lagrange et M. Volterra. qui s'p-
: 4 . . - . L
plique =n effer & une catégorie fort dtendue Je fonctionnelles,
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Mais revenons aux travaux de V.Volterra. Assez vite, il s'avére que la formule
intégrale de variation citée plus haut ne peut s’appliquer 4 des fonctionnelles pourtant
trés simples ; la fonctionnelle qui, 4 une fonction continue sur [a,b], associe sa valeur
en un point de I'intervalle (mesure de Dirac) ou celle qui lui associe la valeur de son
maximum sur [a,b], par exemple. Et, méme dans les cas classiques de calcul des
variations, elle ne s’applique pas aux variations d’intégrales si les extrémités ne sont
pas fixées.

J.Hadamard propose de considérer comme fonctionnelles aunxquelles on peut étendre
les méthodes du calcul infinitésimal toutes celles dont la variation est une
fonctionnelle linéaire de la variation de la fonction considérée,

La recherche se déplace alors vers la caractérisation des fonctionnelles linéaires, en
premier lieu dans le cas de fonctionnelles définies pour des fonctions continues sur
un intervalle fermé borné.

J.Hadamard, le premier, en 1903, obtient la représentation suivante [9] :

4,
U@ T = tim [ Ft,p) x(0 dt
pae Iy

2 i LN i L (.
avec F(L,p) = Ulfe H0-t)] /j e™ (°-t) ge
-]
mais cette décomposition présente I'inconvénient de ne pas étre unique.

F.Riesz, en 1909, obtient alors la caractérisation suivante {10] :

b
U] = Jmf(x)d[u(x)]

u étant une fonction a variation bornée et 'intégrale étant prise au sens de Stieitjes,
c’est 4 dire ;

UIf] = lim Z £(8;) [ u(x) - u(x;.y) ]

ol X;, Xg, ....., X, désigne une subdivision du segment [a,b] et <, un point
arbitraire du segment [ x;_, , x; ], 1a limite &tant prise quand le pas de la subdivision
tend vers 0.

Enfin, M.Fréchet montre en 1913 dans [11] que "toute fonctionnelle linéaire peut se
mettre et d’une seule maniére sous ia forme de trois fonctionnelles linéaires de types
essentiellement différents” : .

b

U] = Zaf(c)+ [y« dt + jf(t) ae ()

la série étant absolument convergente et les T, dans le segment [a,b], la fonctiona
étant intégrable Lebesgue et la fonction ¥ & variation bormée, continue, a dérivée
presque partout nulle,

Ceci n'est autre, notons-le, que le théoréme de caractérisation des mesures sur [a,bl.

Dans le méme temps, M.Fréchet essaie de définir précisément la notion de
différentielle. Dans [12], il explique rétrospectivement, trés clairement, ce qu’a été sa
démarche :

"La premiére chose & faire pour appliquer au Calcul Fonctionnel les méthodes du
Calenl Infinitésimal, c’est de définir la différentielle et d’en tirer seulement comme
conséquence ’expression de la variation. On comprendra notre pensée en 'appliquant
au cas des fonctions ordinaires de plusieurs variables numériques. C’est en effet
seulement aprés avoir défini la différentielle totale de telles fonctions qu’il v a lieu
de donner la réegle de dérivation des fonctions composées.®

- 41 -



Pour arriver 4 une telle définition, pour lui on doit répondre 4 deux questions :

- Quelle doit étre la forme de la différentielle 7 Et 14, il se rallie aux idées de
J.Hadamard pour lequel écrit-il ; "le résultat fondamental du Calcul Différentiel est le
suivant ; Ia différentielle d’une fonction est une fonction linéaire des différentielles
des variables - et [qui] exige donc que la différentielle d'une fonctionnelle soit une
fonctionnelle linéaire, c’est 4 dire distributive et continue,”

- Comment doit-elle se déduire de la fonctionnelle donnée ?

Et 14, pour pallier 4 Pabsence de dérivées partielles, M.Fréchet déclare avoir été
amené A essayer de reprendre I’ancienne définition abandonnée de la différentielle :
la différentielle comme partie principale de I'accroissement de la fonction lorsque
Paccroissement de la variable est considéré comme infiniment petit, et 4 remanier Ia
notion mal formulée de partie principale®,

C'est ainsi qu’il aboutit a4 la définition de la différentiabilité des fonctions de
plusieurs variables publiée en 1911 qui, par sa formulation, est effectivement tout a
fait adaptée & une généralisation aux espaces de fonctions.

Et aprés avoir défini par analogie la différentielle d'une fonctionnelle, il prolongera
cette définition au cas d’applications entre espaces vectoriels normés, dans une note

aux Comptes-Rendus de 1'Académie des Sciences publiée en 1925 [13]. Dans le
mémoire qui développe cette note et porte le méme titre : "La notion de différentielle
dans Panalyse générale" [14], il écrit ;

Nous remarquons qu'en regacdant la diférentielle d’une transfor-
mation comme une transformation simple, approchée, au voisinage
d’un point, de la transformation donnée, nous sommes sirs de rosior
dans [a voie tracte par les cecateurs de [a nation de diférentielle d*une
fonction ct nous pouvons attendre de cefte dilférentielle genéraliséo

les mémes services qu'a rendus la dilférenticlic classique dans un
domaine plus restreinl. C'est seulement dans Uinterprétation de Iu
définition que nous risquons de faire faasse route.

Il analyse alors la définition et montre qu’il est aisé de lui donner un sens si les
ensembles abstraits considérés sont des "espaces topologiquement affines o la
définition des points d’accumulation peut-étre donnée par l'intermédiaire d’un écart
nureérique”. En fait, il se bornera dans Particle cité 4 ce qu'il appelle des "espaces D-
vectoriels" et qui ne sont autres que les espaces affines associés a des espaces
vectoriels normés. La différentielle y sera définie comme suit :

Définition de la différensicile d'une transformation  penctuelle
abstraite. — Conformément aux explications que nous avons données
dans Platroduction, uous divons qu'une wansfornation ponctuclle
M =T(m) d'un point m d'un espace () vectoriel en un poine M &'un
espace (©) vectoriel, disunct ou non du pricident, est différentiuble au
poni my, §'il existe une trans formation vectorielle Knéaire W (im, )\ de
Caccrossement Am, de la varinble, qui ne différe de Paccroissemnent
correspondans A¥(m,) de la jonction que par un vécteur o(Am,)
infiniment peat par rupport ¢ Am,.

On a ainsi
(3) AF{my) = W(Am,) = o(Am;),

12 notation o(Am,) signifiant que le rapport z de {a loagueur du
vecteur v(dsm, ) a fa loagueur du veeteur Amy, tend vars zéen avec cotle
derntlre longueur,
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Le développement présenté ici semble tout i fait linéaire. Nous voudrions, pour
terminer cette annexe, corriger quelque peu cette impression, montrer que le point de
vue de M.Fréchet recentrant la notion de différentieclle sur celle d’approximation et
mettant au premier plan son statut d’application linéaire, méme s'il s’est rapidement
imposé, ne fut pas le seul & étre développé. D’autres définitions de la différentiabilité
furent proposées au début du siécle, privilégiant les propiétés d’invariance formelle
de la différentielle ou cherchant & se ramener dans tous les c¢as, par le biais des
dérivées directionnelles, 4 Ia seule dérivation de fonctions d’une variable,

IIT - D’AUTRES TENTATIVES

1 -.Hadamard propose en 1923 dans [15] de définir la différentielle totale
d’une fonction de plusieurs variables comme un pur symbole d'opérations :

dz = 2z/3x .dx +dz/oy.dy + - (1)

L’égalité ci-dessus signifiant que si Xx,y,... et dés lors z=f(x.,y,...) sont exprimés en
fonction d’'une variable auxiliaire u quelconque, on a, quelles que soient ces
expressions, si elles correspondent 4 des fonctions dérivables au(x) point(s)
considéréré(s) :

dz/du =3 z/2 x .dx/du +d>z/dy . dy/du + -~ (2)

Ceci le conduit donc 4 définir une fonction différentiable comme une fonction :

- admettant au point considéré des dérivées partielles au premier ordre,

- satisfaisant le théoréme de dérivation des fonctions composées exprimé dans
la relation (2).

Cette définition met donc I'accent sur les seules propriétés formelles de la
différentielle, le cadre de I'approximation étant complétement absent. On la retrouve
par exemple dans les cours donnés 4 I'Ecole Polytechnique par J.Hadamard mais aussi
par P.Lévy (cf.annexe III).

M.Fréchet y fait allusion au début de son article consacré & Ia notion de différentielle
dans l'analyse générale. Il1 souligne que I'approche de J.Hadamard permettrait de
ramener le cas de la correspondance M = ¥{m) entre deux éléments abstraits au cas
ou le second élément est un nombre, mais ne poursuit pas dans cette voie estimant
que ce point de vue présente le défaut de ne pas mettre en evidence le fait que la
diffarentielle d'une fonction est "une expression simple, approchée de cette fonction”.

En 1937, dans un texte dédié 4 J.Hadamard [16], il reprend cette définition, montre
son équivalence avec celle de O.Stolz, puis I'étend au cadre de I'analyse fonctionneile.

Pour cela, il "exprime tout d’abord la définition sous une forme équivalente plus apte
a la généralisation, i savoir .

Nous ‘dirons qu'une fonction ordinaire f{z, y) (fonction numé-
vigue'de deux variables numériques) est différentiable au point a, 4
‘su-sens:de M. Hadamard, sl existe une expression lindaire en da
el dy, soil Nufw 4D dy, telle que si z, y sontl deux fonetions de o
égales en u, & -a.et & et dérivables en ce point, f[z(u), ¥(x)] soit

aussi dérivable ed.u, st.qu'on ait, couru=u,,

d . ..
Z‘LL{F("}’ riaY=Az,+By,.
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puis il généralise aux fonctionnelles :

La généralisation se présente alors d'elle-méme :

Une fonctionnelle U[ [ sern dite différentinble pour f= f, au sens
de M, Hadamurd généralisé, s'il existe une fonctionnelle XNV df, /i1,
linéaire pur rapport & df, telle que sé Lon considére une fonction f(t, 1)-
dértvable par rapport @ \ pour k=0, avec f(i, o)== f(t), lu fonciion
de h, U[ f(t, A)] soit dérivable en X pour h = o et qu'on att pour ) == o-

(&) "%_"U[ Fl W] =W f%s /,]

ou avdsilés notations des « variatfons »
{f bis) A SI=WIAL f]

Il montre enfin que cette définition est plus large que la sienne et conclut par:

‘Lia-3éfinition au sens'de M. Haaamaru généralisé présente surnoure

‘définition Pavantage de garder un sens pour des espaces abstraits
vectoriels non distanciés ol go:re.déﬁhitio'hne s'apolique pas(ou, tout:
‘au moins, ne‘s'applique pasfittéralement). _

Il reste 4 voir si elle conserve tes propriétés les plus importantes de
la différentielle classique en dehers de la propriéié essentielle (géné-
ralisant le théoréme des fonctions composées) qui lui sert de définition.

" Clest un point sur lequel nous reviendrons ultérieurement.

2 - R.Gateaux, dans une note aux Comptes-Rendus de I’Académie des
Sciences, parue en 1913 [17] et intitulée : »Sur les fonctionnellles continues et les
fonctionnelles analytiques”, donne quant 3 lui une définition qui correspond en fait 4

celle de dérivée directionnelle :

3. Sur la différentielle totale. — Soitdans le domaine riel la fonction de
deux variables, par exemple u(w, y) conticue par rapport a "ensemble
des variables dans un domaine D. 3i, #, y appartenant & D, la quantité
d ; . ‘
= ey (T == ddz, y=ady)== duiz, y; dr, dy)
existe et est coatinue par rapport & Vensemble des variables z, y, quels que
soient dx, dy, elle est lindaire en dz, dy et égaled u dz + u, dy.

1l mourra pendant la premiére guerre mondiale mais certains de ses manuscrits serent
publiés en 1919 dans le Bulletin de la Société Mathématique de France [I8]. Iis
concernent essentiellement la théorie de Pintégrale et du potentiel dans le champ

fonctionnel.
Dans la partie intitulée : "Fonctions d’une infinité de variazbles indépendantes”, on

trouve un chapitre consacré aux dérivées partielles de fonctions sur I'espace des suites

réelles (E,,) ou complexes {(E’w).
La variation d’une telle fonction est définie comme suit pour jouer le rdle de la

différentielle totale dans Ia théorie des fonctions classique :
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93, Fariations d nwne fonctivn, — Nous allons emprunter au
Caleul fonetionuel la notion de variation, qui nous rendra tes ser-
vices gue vend ba dillsrenticlle Lotaie dans fa théorie des fonctions
d'un nembee fini de variables.

Soit duns L., soitdans E,,, les variations sont déhintes par 'égalité

5 a4 -
3F{z) = ['d-). F(z =+ f.o:)]lﬂ,

JaF({z)= [:—% Fz - ).'::)}

Y=g

f.es variztions comprennent les dérivées comme cas parLiculier.

3 - P.Lévy, dans [8], reprend la définition de R.Gateaux qui, & ses yeux,
présente sur celle de M.Fréchet Pavantage d’étre indépendante de la définition de
distance, puis se pose la question de son équivalence avec celle de M.Fréchet, dans le
cas ou I'espace considéré est muni d’une distance :

Qg voit sans peine qu'use varialion su sens de M. Frichet vérilie
fa formule (2) si la délinition de la distance est telle que Lu distance
des denx fonctions z(¢) ot 2(¢) +Xf{1) est propoctionnelle & e
Cette condition st vérifiée par tules les définitions que nous avons
considérées, et il semble qu'nae Jéfinition qui ne la vériliernit pas
sevait sans interét.

Mais la définition de Gateanx est plus généeale. Liexpression (2)
peut nétre pas une difféventielle au sens de M. Frichet.

1™ D' rne part. si cile est homogéne el du pressier daged en sz, elle
peut n'dtre pas lindaire. Cette circonstance se rencnuire déji dans la
théoric drs fonctions de deux variables; la fonction zaw tnng-:’::
admet & Porigine une diffsventiclie au sens de Gateausx, mais ce n'est
jras une expression linéaive en da et dy.

2% Diaotre pact, ibrésulté de la deéfimition (2% que
5 U =2t

nt

m désignant le modale (onctionnei de 3z, ot 3r étant de la torme -
W), tand vers zéro quand % tend vers zéro, F{8) vestant fixe. Dour
que 3T soit une dilféveniielle au sens de M. Frechet, i faut quelle
tende vers zéro quand m tend vers o quelle rque soit la forme de f2;
autvement dit. s 3z = Wf(), gu'elle tende uniformément vers v
l_}uz\nd W tend vers 0, /1 ¢) flant une fonction quelenngue de module
binetionnel égal @ 1. 1 peut ne pas on dtee ainsi, mome si 20U est une
fonctionnelle linaire.

Done la formale {2) est plus géndrale que la Aétinition precedente.
Toutes les flois (uiil ¥ « une vamation au sens de M. Frichet, elle

s'applique; mais clle peut représenter une zxpression qui ne soit pas
nne variation au sens de M. Fréchet.

Ceci le conduit & introduire une troisiéme définition, imposant a la variation au sens
de R.Gateaux d’étre linéaire en dx.

M_Fréchet reviendra sur cette définition dans farticle dédié 4 J.Hadamard déja cité.
Se replagant dans le cadre des fonctions de deux variables réelles, il montre que ia
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définition proposée par P.Lévy ne garantit pas la différentiabilité au sens de
J.Hadamard, en considérant une fonction continue f définie comme suit :

y ye3x3
f(x,v) = 0 en dehors de la zone 4 v
~ e 'E x3

hachurée

-7
f(x,y) = x le long de la courbe £ >

;3

y = 2x3
£f(0,0)=0 -

Cette fonction est différentiable au sens de P.Lévy a Porigine et sa différentielle y

est nulle,
Mais elle n’est pas différentiable au sens de J.Hadamard en ce point puisque, si on

pose |

X=u
et y = 2us

on a, a 'origine :
d [f( x(u),y(w))]/du=1,dx /du=1 et non pas df / du =

M.Fréchet conclut alors :

# La genérahsauon naturelle d’un point.anguleux d'unecourbe plane.
st un point d'unesurface oi les tangentes forment un cone ou bien un
point d'une ligne double avee deux derm -plans tangents.

La dmerenucllc de M. Paul Lévy n'est donc pas assimilable 2 une
sgénéralisation de la dérivée & droite ou & guuche. Ft parmi les sur-
facesles plus communément éludides, on en trouvera beaucoup possé-

- dant des points singuliers de {a nature spécifide ci-dessus, mais aucune
qui soit différentielle uu sens de-M. Lévy sans I'étre au sens de Stolz-
Young. n résumé, la plus grande généralits de ia différentielle de
M. Lévy ne: parait guére suscepuble d’appucanons dans ['Analyse
classique. Lile poyrrait, pac contre, rrendre désservices dans la théorie
des ensémbles et pariicu'iécement d‘.ns cette théorie des « contingents
at par‘nmgents » dout 1utzhte a été slvnale= d'abord par M.«Beppo
Lievi, puis par M. Séveri, mais doat on:doit & M.-Bouligand et A ses
eﬂeves -d’avoir enirepris | etude systcmauquc Enfin, M. Lévy a hien
voulu nous signaler lui-méuié Uintérét qu'il y a aussi « & partird’une
définition trop géadrale, pour montrer qu'elle n'a toutes les pmpm.!.r.:,
(qu’on attend d'elle que si 'on introduit des conditions restrictives ».

Dans sa deuxiéme édition des Legons d’analyse fonctionnelle, publide en 1951 sous le
titre "Problémes concrets d’analyse fonctionnelle" [19], P.Lévy revient longuement sur
cette question. Il présente d'abord la définition de M.Fréchet, affirmant que :
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Naturellement cette délinition dépend esscatiellement de celle
de r. Elle est surtout utile dans le cas od r est uae loagucur, ou dans
celui o r{lz(¢)], sans éire proportionnel & [A, est au ‘mcins
pour | %[ trés petit de lordre de grandeurde [1{. Alors la variatien aU
read les mémes services qu'une dérivée daus la théo rie des fonctions
d’une variable; c'est dhailleurs la dérivée de U{z(¢) 423 z(¢)] par
rapport 4 }; et une formule donmant 3U en fonclion de z(¢) ot & z()
joue, pour P'étude dela variation de Ulelong d’une courbe dounde de
I'espace fonctionnel, le méme réle qu'une équation différenticlle dans
Ia thdorie des fonctions d'une variable.

I n'en serait pas de méme si r[%dz(¢)} était par exem ple un inh-
niment petit comparable & /7. Alors une variation de Fordre de gran-
dear de dA serait o(dr), et Uon poucrait avoir des fonctionnelles tris
diférentes les unes des autres, dont les dilférences secaient variables,
et qui pourlant auraieat partoul la méme variation. Une équali.on
donnant U ne pourrait domc pas étra intégrée. St au coatraire
r{ad=(t)] était par exemple delordre de grandeur de 13, nae fonc-
ticanells non lindaire n'aurait pas de variation, sauf peut-étre en
certains points exceplionnels.

C’est done seulement dans le cas J'un dearl permetiant de définmir
uge longueur que la variation au seas de M. Fréchet joue un rdle con-
parable i celui de la différentielle en Analyse classique.

Ensuite, il propose pour s’affranchir de ces difficultés de revenir 2 Ia définition de
Giteaux gui revient a définir la variation pour des déplacements rectilignes dans
I'espace fonctionnel et, aprés discussion, introduit la condition de linéarité déja
présente dans la premiére version. Il fait état des critiques de M.Fréchet et de la
définition proposée par ce dernier pour généraliser les idées de Y .Hadamard. En fait,
cette définition présente elle aussi des inconvénients puisqu'une fonctionnelle linéaire
peut ne pas avoir de variation :

"Si par exemple ¥ = x’{T) , T étant une valeur particulidre de t, méme en se
restreignant 4 l'espace des fonctions a4 dérivées continues, il est bien clair que
I’existence de ?x /oA n’entraine pas celle de U /oA ."

D'ou une cinquiéme définition, connue écrit-il sous le nom de définition d'Hadamard
- Fréchet :

X /A doit non seulement exister mais appartenir au champ fonctionnel € ou U
est définie et c’est cette condition plus restrictive qui doit entrainer Pexistence de
U =1, dAa, dont on précise toujours que c'est une fonctionnelle linéaire de Dx(t).

P.Lévy pose ensuite le probléme du type de convergence envisagé :

+

Mais il v a encore quelque chose qui n'est pas tout ¥ faic satisfaizant.
Saus doute n'a-t-om pas parlé d'dcart, ai de distance, ni de voisinage.
Mais n'estce pas parce quon a adoptd, 4 propos des fonctions

! 7 = ; i - s -
ﬁ{x(t, hemdny— 24, 3)] et SR

la définition particulidre de fa limite qui vonsiste 1 considéver que leur
différence tend ver: zéro avec o% si. pour chaque ¢ fixe, ¢ife tend vers 2éro?
Et si Iom 12 place dans un espace & oit un made de couvergence (en géndral
lid & un éeart) a dtd délini, n'est—ce pas ce mode de convargence qu'il convient
de considérer? Ce serait ainsi une sizidme defindtion, trés pey diffdrente
de ta cingquidme, mais qui ne lui est pas ideniique.
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1 introduit encore une septiéme définition, dans le cas de fonctionnelles localement
Lipschitziennes, avant de revenir en conclusion au point de vue de M.Fréchet,
reconnaissant que "puisque les notions de convergence ou d’écart qu'on avait cru
écarter se réintroduisent subrepticement, notre conclusion sera que : il vaut mieux
s'en tenir a4 la premiére définition de M.Fréchet, qui est simple, et ou I'introduction
d'an écart défini dans le champ fonctionnel ot U est défini est au fond tras

naturelle.”
En fait, la notion de différentielle au sens de R.Géteaux et P.Lévy continuera & é&tre

utilisée en mathématiques, en particulier en théorie de I'optimisation.

4 - Notons enfin que, dans un article de synthése destiné aux étudiants et
paru dans la revue I’Enseignement Mathématique en 1967 [20], M.Fréchet fera état
d’une autre définition encore introduite en 1953 par le mathématicien italien dans ses
"Lezione di Analisi" [21] et équivalente & la définition usuelle :

Severi [12] a rédussi & douner la délinition moderne de la
différentiabilité la plus analogue a la définition antérieure. Au
lieu de supposer seulement l'existence de dérivées partielles au
point considéré, il exige 'existence en ce point de dérivées par-
Liclles resbreinkes (plus tard, Ostrowski a &té conduit A la méine
définition & une nuance prés dans la définition équivalente, des
dérivées partielles restreintes).

Nous dirons, avec Severi, que f(z, y) a au point (z, b), une
dérivée partielle restreinte par rapport A = si le rapport:

f(xl y) “f(‘h}’)

x -4

tend vers une limite finie et déterminée 4, quand (zx—2) 2+ (y - 5)*
~b

tend vera z6ro de fagou gue i—-——; reste hornée 1), §'Il en ast

aingi, cela aura lieu, en particulier, quand y = b, ¢’est-a-dire que

f(xs b) "f(ﬂ,b)

x =-d

—~ 4 quand x —a.

Autrement dit, quand f(z, y} a au point (g, b) uno dérivée
partielle restreinte, par rapport 4 g, elle a aussi une dérivée par-
tielle au sens ordinaire par rapport 4 a et la premitre est égale
A la seconde /..

On dira de méme que f(z, y) a au point (e, 4) une dérivés
partieile restreinte par rappart 4 y, si le rapport

f(X,}‘)"'f(X,b)
y=-2b

(20)

y=b
reste bornée. Et alors {{z, y) a une dérivée partieife f, au sens
ordinaire au point {a, b) 2t le rapport (20} tend vers f,,

Ceci étant, nous dirons que f (z, y) est différentioble au point
{a, b) au sens de Severi, si cu ce poink, [z ¥) a ses deux dérivées
partielles restreintes par rapport a z et y. Et alors la différentiells
de f (z, y) au paint (g, b) au sens de Severi sera eucore

& une limite quand (r—a}® & (y—6)2- 0 de sorte ue

df =fdx + [, dy (19)

'Sum:l) Hav reatile, Severl suppose que g FApPect 4 dae nite, muig qutl reste Surnd
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NOTE :

Nous avons eu connaissance trés récemment d’un article de Angus E.Taylor intitulé :
"The Differential : Nineteenth and Twentieth Century Developments”, publié en 1974
dans Archive for History of Exact Sciences. L’auteur y étudie de maniére trés
détaillée le contexte d’apparition de la notion de différentiabilité et plus rapidement
les développements ultérieurs liés aux besoins de 'analyse fonctionnelle. La lecture de
cet article complétera trés utilement, pour le lecteur intéressé par ces questions, le
travail que nous avons réalisé dans cette annexe I ainsi que dans I'annexe III, pour les
besoins de 1'analyse didactique.
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ANNEXE 11
PROGRAMMES ET INSTRUCTIONS DE MATHEMATIQUES
M.Artigue

I - LES PROGRAMMES DE L’ENSEIGNEMENT SECONDAIRE

Dans les programmes de I'enseignement secondaire, sur tout le vingtiéme
siécle, la notion essentielle dans ce domaine est celle de dérivée. Elle est généralement
introduite, jusqu’en 1970, en classe de premiére, comme la limite du quotient des
accroissements de la fonction et de la variable.

La différentielle apparait pourtant, timidement, avant 1970, & deux reprises :

- dans le programme de la classe de philosophie-sciences créée en 1941 :
“Définition de la différentielle - interprétation graphigue”,

- dans les programmes de premiére et de terminale scientifiques, lors de
1a réforme de 1966 :
"Dérivée d'une fonction pour une valeur donnée de la variable, dif férentielle” (classe
de premiére)
"Différentielle premiére d'une fonction d’'une variable, interprétation géométrique,
usages” {classes de terminale C, D et E).

11 faut noter que les objectifs de ’enseignement des mathématiques dans la classe de
philosophie-sciences, qui deviendra aprés Ia guerre : classe de sciences
expérimentales, sont utilitaires. Il s’agit “d’apprendre aux éléves a appliguer
correctement les résultats a I'étude de problemes concrets”, précisent les instructions
gqui accompagnent les programmes, A nos yeux, ce n’est donc nullement le fait du
hasard si c’est dans un tel enseignement qu’apparaissent justement les différentielles.
Les programmes de cette classe restant etrangément stables, la définition de la
différentielle s’y maintiendra jusqu’en 1967, c’est a dire jusqu’a la réorganisation des
classes de terminale.

Mais c'est avec la réforme dite des mathématiques modernes de 1970 qui
rentre en application en 1971 en premiére et I'année suivante en terminale qu’un
changement important intervient. La notion d'application linéaire tangente est
introduite et c’est elle qui sert désormais de support 4 la définition de la dérivée :
"Fonction linéaire tangente en un point & une fonction donnée ; dérivée en ce point”
(classe de premiére)

"Fonction linéaire tangente en un point a une fonction donnée ; notation différentielle
" (classe de terminale).

Les commentaires du nouveau programme consactent un paragraphe i cetie nouvelle
définition, soulignant "gu'elle se rapproche de l'usage des physiciens et se préte
aisément i des généralisations ultérieures”.

On peut noter que ce changement de défintion de la dérivée ne se formule pas en
terme de différentielle mais en terme d’application linéaire tangente, le mot
"différentiel" n’apparait que dans Uexpression trés réductrice : ‘“notation
différentielle”. On peut voir 13 le souci de se démarquer nettement de la vielle notion
de différentielle, trop péjorativement connotée pour pouvoir servir de support verbal
3 la rénovation entreprise.

Ces programmes qui voient également le développement de ’enseignement
de P'algébre linéaire, dés ia classe de seconde, resteront en vigueur jusqu’a la réforme
de 1981 qui entrera en application en 1981 en premiére et I'année suivante en
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terminale. Cette réforme manifeste elle aussi une rupture : I’accent est désormais mis
sur une approche expérimentale des mathématiques et la résolution de problémes et
non plus sur I'apprentissage de structures ; le formalisme est fortement réduit. On
note ainsi un repli de I'algébre lingaire et le retour d’une géométrie plus classique
basée sur transformations et configurations, En ce qui nous concerne ici, la
differentielle, application linéaire tangente, disparait des programmes mais le cadre
de I'approximation demeure central puisque le nombre dérivé est introduit 4 partir de
1a notion de développement limité 4 'ordre un :

"Développement limité d’ordre un ; nombre dérivé, interprétations cinématique (vitesse)
et géométrique (tangente)” (classe de premiere),

le programme des classes de terminale C et E précisant quant 4 luoi :

"On donnera les notations df/dx, d%f/dx®.. des dérivées, mais la notion de
différentielle est en dehors du programme”.

La derniére réforme en date, appliquée en 1985 en classe de premidre et
1986 en terminale, est en fait une réforme d’ajustement. Il s’agit de tenir davantage
compte des rythmes d’acquisition des é&laves et des difficultés conceptuelles présentées
par certaines notions. En ce qui nous concerne, en premieres S et E, le terme de
développement limité disparait et on revoit apparaitre une formulation en terme
d’approximation fonctionnelle :
"Approximation par une fonction affine, au voisinage de 0, des fonctions qui a h
associent (1+h)2 , (I+h)3 , 1/1+h , VT+h .
Lorsqu'au voisinage de h=0, f(a+h) peut s’écrire sous la forme :
flat+h) = f(a) + Ah + RE(R) avec lim  4E(h) = 0 . on dit que la fonction f admet A
pour nombre dérivé au point a”,

Les commentaires, intégrés aux programmes, mettent I’accent sur le principe
d’approximation commun aux démonstrations des régles de dérivation :

"Les démonstrations de ces régles ne sont pas au programme, mais on mettra en valeur
l'idée fondamentale qui conduit a ces résultats : on néglige au cours des calculs les
termes d'ordre supérieur a 1, c'est & dire du type h&(h) o lim S0E(h) = 0.

"En terminale, on note peu de différences avec la version précédente, si ce n’est
Pexplicitation du caractére purement symbolique des notations différentielles
introduites pour les besoins de ia physique :

"En liaison avec les sciences physiques, on donnera aussi les notations purement

symboliques df/dx, dif/dx2...., la notion de dif férentielle i'est pas au programme”.
II - LES PROGRAMMES DES CLASSES PREPARATOIRES

Dans les Classes Préparatoires aux Grandes Ecoles (mathématiques
supérieures et spéciales), la situation est sensiblement différente de celle de
Penseignement secondaire. A partir de la réforme de 1903, qui définit pour la classe
de mathématiques spéciales un programme waximum que les programmes des
concours d’entrée aux différentes écoles n’auront pas le droit de déborder, la notion
de différentielle est présente dans tous les programmes. Il n’en demeure pas moins
que son statut évoluera dans ’enseignement au cours du siacle.

Jusqu'en 1964, plusieurs réformes se succédent : 1925 - 1941 - 1956, Les
différentielles figurent dans tous les programmes avec un statut identique a celui
qu’elles ont dans la réforme de 1903. Ce sont des expressions formelles qu’il est bon
de savoir utiliser dans les calculs :

"Différenticlle premiére d’'une fonction d’une variable
Différentielle totale d'une fonction f(x.y...) définie par la formule
df = fdx + [ydy + ...
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Transformations de cette expression lorsque l'on remplace x, y, z par des fonctions
d’autres variables” (programme de 1903).

"Définition de la différentielle totale d’une fonction de plusieurs variables. Intégration
de fxdx + fydy = 0. Changement de variables dans une différentielle totale.

Application au calcul de dérivées. Fonction scalaire d'un point. Gradient.,” (programme
de 1956).

Ft les commentaires de ce programme font méme explicitement référence a ceux de
la réforme de 1925 :

"L'usage des différentielles a été, bien entendu, maintenu au programme et sans doute
convient-il de reprendre le commentaire de 1925 : "les éleves doivent dtre exercés &
calculer directement avec les différentielles comme avec les dérivées. Ils doivent s’en
servir couramment lorsque le choix des variables indépendantes reste arbitraire, et
savoir les utiliser pour des changements de variables simples et dans les calculs sur
les fonctions implicites.’

Les termes employés ici : "usage", "servir", "utiliser" ne laissent aucun doute sur e
statut réel de ces différentielles.

Ce qui change essentiellement d’un programme a Pautre, sur cette longue période,
c’est 1a place d’insertion des différentielles : dans un paragraphe sur les infiniment
petits, coupé des dérivées, dans les programmes de 1903 ; dans un paragraphe spécial,
aprés les fonctions de plusieurs variables, dans les programmes de 1925 ; avec le
calcul des primitives dans les premiers programmes de la classe de mathématiques
supérieures, en 1941 ; 3 la fin du chapitre consacré aux fonctions de plusieurs
variables réelles dans le programme de 1956. Mais il faut souligner que Ila notion
occupe dans tous les cas une position marginale.

Un changement s’amorce en 1964. En mathématiques spéciales, la notion
de différentiabilité apparait & propos des fonctions de plusieurs variables :
“A - ... Définition d’'une fonction différentiable en un point. Dérivées partielles
premiéres. Une fonction qui admet des dérivées partielles continues dans un voisinage
d’'un point est différentiable en ce point...."

Mais le changement est timide comme le montre la suite dv programme. Aprés la
dérivation des fonctions composées, la formule de Taylor, les dérivées des fonctions
implicites, la différentielle apparait enfin dans un second paragraphe :

"B - Différentielle premiere d'une fonction numérique d'ume ou plusieurs variables
(aucune question ne sera posée sur la définition d'une différentielle}. Application &
des problémes de changement de variables.”

Les commeniaires reviennent sur les restrictions introduites :

"La notion de différentielle peut étre présentée de diverses maniéres. Aussi a-t-il paru
préférable d’exclure explicitement des concours toute guestion théorique sur cette
notion. L'important est que les éleves sachent utiliser les différentielles dans les
probiemes de changement de variables, qu'ils aient compris uussi quel raisonnement
correct mais fort abrégé on fait souvent en physigue quand on “assimile”
différentielles et accroissements, quelques exemples tirés de la physique seront utiles.
La notion de différentielle d’ordre supérieur reste hors du programme.”

On est donc 1a manifestement 4 une période charniére qui voit I'introduction du
registre de Papproximation dans sa forme moderne (notion de différentiabilité) et
I'interprétation, dans ce registre, des pratiques physiciennes de mise en équations tout
en respectant les valeurs formelles traditionnelles et en refusant d’effectuer un choix
théorique,
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En fait, il faut attendre la réforme de 1972 pour voir apparaitre
clairement dans les textes des programmes une présentation unifiée :
"Différentiabilité. Différentielle. Différentiabilité d'une application composée
d’applications différentiables”,
ainsi que tous les théorémes usuels reliant continuité, différentiabilité et existence de
dérivées partielles.

Les commentaires confirment 'importance du changement :

"L’obligation nouvelle d'introduire la notion d’application différentiable modifie assez
sensiblement Uétude du calcul différentiel.”

1ls détaillent ensuite une présentation adaptée au nouveau programme, dans le cadre
d’espaces vectoriels normés de dimension finie sur R.

La derniére réforme en date, celle de 1984, a pour objectif, comme celle

de 1982 dans I'enseignement secondaire, de "revaloriser une approche intuitive et
concréte des mathématigues sans pour autant sacrifier la rigueur”. En analyse, il s'agit
en particulier d’éviter 1a recherche d’hypothéses minimales, au profit de la mise en
place de méthodes efficaces pour un ensemble assez large de situations. Ceci conduit
A se limiter au cas C! en premiére année, avec une approche ici aussi en terme de
développement limité :
" ..dérivées partielles premiéres, fonctions de classe C1, développement limité & U'ordre
1 d’une fonction de classe CL, application linéaire tangente en un point. Dérivées
partielles de la composée de deux fonctions de classe C*. Notation différentielle,
dérivée suivant un vecteur.,”

La notion générale de différentiabilité est reportée en seconde année.
III - LES PROGRAMMES UNIVERSITAIRES

En France, les programmes ne seront unifiés 4 I'entrée & 'Université que
sur une courte période entre 1948 et 1968. Néanmoins cette période limitée suffit a
notre propos puisque c’est la réforme de 1958 qui voit le changement de statut de la
différentielle dans 'enseignement, & ce niveau.

Dans le programme du Certificat d’Etudes Supérieures de Mathématiques
Générales, publié en 1948, les différentielles sont introduites dans le chapitre
"Algébre et analyse”, au premier paragraphe : "Théorie des fonctions et calcul
différentiel”, a propos de I'étude des fonctions de plusieurs variables ;
*Fonctions de plusieurs variables. Continuité, Dérivées partielles. Formule de Taylor.
Fonctions multiformes, fonctions implicites. Différentielles totales, éléments
différentiels, différenticlles d'ordre supérieur au premier.”

Dans le programme du Certificat d’Etudes Supérieures de Mathématiques
et de Physique, publié en 1958, la différentiabilité et la différentielle apparaissent
simultanément précédant la définition des dérivées partielles, dans une présentation
en avance de plus de dix ans sur celie des programmes des Classes Préparatoires :
"Fonctions de plusieurs variables. Continuité. Fonction différentiable en un point.
Différentielle en un point. Différentiabilité d’une fonction présentant des dérivées
partielles continues,”

Les programmes du Diplome Universitaire d’Etudes Scientifiques, publiés
en 1966, correspondent a4 l'organisation du premier cycle universifaire en deux ans
que nous connaissons encore aujourd’hui. Le programme de premidre année s’y
limite, pour ce qui nous concerne ici a :

"Dérivabilité. Dérivées partielles. Gradient. Application au calcul d'erreurs.”

La différentiabilité est définie en seconde année pour des fonctions de R™ dans RP.
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On note donc un important décalage en ce qui concerne le changement de statut des
différentielles entre les Classes Préparatoires aux Grandes Ecoles et I'Université. On
peut faire I'hypothése que les différences de statut des enseignants de ces deux
institutions d’une part, les représentations qu'ils se forgent, compte-tenu de ces
institutions, des objectifs de leur enseignement d’autre part y ont fortement
contribué,
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ANNEXE Il

LES OUVRAGES DE MATHEMATIQUES POUR L’ENSEIGNEMENT
(XIXéme -XXéme)

Maryvonne Hallez

I - LES OUVRAGES, LES CHOIX

L’objectif de cette annexe est de contribuer & replacer 1'objet d’enseignement
qu’est la différentielle en mathématiques dans le cadre de son évolution. Pour cela,
nous avons étudié un certain nombre de traités et de manuels d"Analyse, publiés de la
fin du XVIIléme siécle 2 nos jours, en essayant de déterminer quand et comment la
notion de différentielle y était introduite. I’ai tout d’abord été étonnée par le grand
nombre d'ouvrages concernés sur la période envisagée(l). En effet, les traités et
manuels pour "commengants” et étudiants se multiplient dés le début de cette période,
chaque auteur estimant que ses prédécesseurs ont manqué quant a la clarté de
I'exposition ou quant 2 la rigueur des démonstrations(2),

Notre choix de traités et manuels, pour I'enseignement supérieur a été guidé,
d’une part par 1a liste donnée par Martin Zerner dans son exposé sur les fondements
du calcul différentiel dans les traités de 1870 A 1914 [1], ceci en privilégiant les
ouvrages ayant eu plusieurs éditions, d'autre part par la liste des manuels de
mathématiques spéciales donnée par Anne Rehfeld dans la brochure "80 ans
d’Analyse” [2].

Pour l'enseignement secondaire, nous avons essayé de choisir des manuels largement
diffusés correspondant aux différents types d’intervention des différentielles dans les
programmes répertoriés dans I'annexe IIL

Le travail réalisé reste limité. D’une part, nous nous sommes surtout attachée
a lintroduction des différentielles, d’autre part, dans le cas d’ouvrages 2 éditions
multiples, nous n'avons pas cherché a étudier systématiquement une éventuelle
évolution de cette introduction au fil des éditions. Souvent, nous n'avons eu & notre
disposition qu'une seule édition et pas nécessairement I'édition originale. De plus,
termes d'objectifs ou de public. Or il v a sans aucun doute des différences
importantes a ce niveau : le traité de Lacroix par exemple se veut encyclopédique et
présente toutes Ies méthodes utilisées au XVIilleme sigcle, celui de Cauchy se veut
constructif : il élabore une méthode, celui de Duhamel se veut didactique....

I1 - CATEGORISATION DES MANUELS RETENUS

Dans 'exposition du calcul infinitésimal, on distingue classiquement deux
approches qui persisteront jusque vers 1880 :

- P'approche de Lagrange basée sur le développement en séries selon les
puissances de 'acrroissement de la variable (Lagrange, Hermite, Brasseur...) ol la
dérivée est définie comme le coefficient du premier terme de Paccroissement de la
fonction,

- Papproche par les limites (Cauchy, Souchon, Houel, Gilbert, Duhamel,
Todhunter...) ot la dérivée est définie comme la limite du rapport des acrroissements
respectifs de la fonction et de la variable.

La deuxiéme approche fut la plus répandue au XIXéme siécle. Citons a ce
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propos Jean-Louis Ovaert dans [3] (p.189):

"Les mathématiciens du XIXéme abandonneront, a la suite de Cauchy, la these de
Lagrange comme point de départ du calcul différentiel” mais "les résultats de
Lagrange, sous leurs différents aspects, constituent encore aujourd’hui lossature du
cours de calcul différentiel”.

Le principe de 'approche de Lagrange est exposé par Lacroix dans la préface

de son "Traité élémentaire du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral” (lére édition
1797) [4] :
C'est celui de "la comvergence des séries ordonnées suivant les puissances d'une
quantité préte & s'évanouir d'aprés lequel un terme de ces séries peut étre rendu plus
grand que la somme de tous ceux qui le suivent” (p. XXXiij), Lacroix étant d’ailleurs
sensible aux cas particuliers pour lesquels "ces méthodes deviennent insuffisantes”
(ibid.p.viij).

C’est Cauchy qui introduit la seconde approche. A partir de 1880, I'utilisation
du théorgme des accroissements finis dont Dini donne une démonstration rigoureuse
en 1878, lui apporte une nouvelle rigueur. La deuxigéme édition du "Cours d’Analyse”
de Jordan (lére édition 1882) est un des premiers exemples typiques de cette
présentation.

Au tournant du XXéme siécle, pour le probléme qui nous intéresse ici, un
changement apparait en mathématiques avec la définition de la différentiabilité par
Stolz et celle de la différentielle comme application linéaire tangente par Fréchet (cf.
Annexe I).

Nous constituerons une troisidéme catégorie pour rendre compte des ouvrages qui se
siteent dans ce cadre.

Pour compléter cette vue perspective, l'étude de quelques manuels de
I’'enseignement secondaire publiés de 1940 a nos jours nous a paru importante pour ce
qu’elle montre de 'enseignement en train de se faire face aux divers changements de
programme et d’approche qui s'enracinent dans Ihistoire de P'étude locale des
fonctions et dans celle du statut de Papproximation en mathématique.

III - GRILLE D’ANALYSE DES OUVRAGES CONCERNANT L’ENSEIGNEMENT
SUPERIEUR

Nous avons essayé plusieurs grilles d’analyse avant de nous arréter 2 celle
finalement utilisée et, 4 la suite de ces essais, nous avons d'ailleurs éliminé certains
manuels qui nous semblaient par trop redondants. Nous donnons en annexe Ia liste
des ouvrages finalement retenus.

Pour chacun d’eux, nous avons photocopié la table des matiéres et la préface et une
fiche, de 2 4 4 pages, selon I'importance du manuel a été rédigée et archivée, en
suivant la grille d’analyse.

La grille d'analyse comprend six rubkriques :
- informations générales sur Pouvrage : titre, auteur(s), date de premiére édition,
éventuellement nombre d’éditions et édition(s) consu'tée(s),
- introduction des différentielles dans I’ouvrage : chapitre(s) de définition des
différentielles, type de définition donné, notations utilisées, interprétations et
commentaires proposés, relations éventuelles explicites avec dérivabilité, continuité...,
introduction de différentielles d'ordre supérieur et dans ce cas, type de définition
donné,
- définition et statut des infiniment petits dans Pouvrage : présence ou non des
infiniment petits, chapitre de définition, mode de définition, principes de gestion et
en particulier existence de références explicites aux principes de substitution,
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- traitement réservé a quelques grands théorémes (théoréme de composition des
dérivées ou différentielles, théoréme de Schwarz) : énoncé proposé, type de
démonstration, rigueur de la démonstration,

- présence ou non d’un chapitre sur les développements limités,

- remarques complémentaires.

Les deux premiéres rubriques s’imposaient. La troisiéme nous a semblé nécessaire du
fait des liens étroits entretenus entre infiniment petits et différentielles dans 'histoire
mathématique. Les deux suivantes sont plutdt des rubriques "d’environnement” : il
s*agit de se faire une idée du type de traitement des objets mathématiques réalisé
dans P'ouvrage, a4 partir de quelques éléments qui ont paru discriminants dans une
premiére lecture, compte-tenu du théme particulier étudié.

Le lecteur intéressé trouvera a la fin de cette annexe quelques résumés de
fiches. Dans ce paragraphe, nous allons développer trois points qui nous ont paru
particuliérement significatifs :

- PPorganisation de I'ouvrage quant a I'introduction des différentielles,

- la place et le statut des infiniment petits,

- la fagon dont sont définies les différentielles.

ORGANISATION DE L’OUVRAGE QUANT A L INTRODUCTION DES
DIFFERENTIELLES

Nous avons retenu ici quatre questions, destinées 2 éclairer le statut des
différentielles dans I'ouvrage et a aider & cerner les relations entre différentielles et
dérivées :

- Dans quel(s) chapitre(s) sont introduites les différentielles ?

- Les différentielles sont-elles introduites avant ou aprés les dérivées ?

- Sont-elles introduites dans le méme chapitre que les dérivées ou font-elles
I’objet d’un chapitre spécial ?

- Sont-elles introduites & propos des fonctions d’une seule variable, 4 propos
des fonctions de plusieurs variab!es, ou dans un autre contexte ?

Les éléments les plus saillants qui ressortent de I’analyse sont les suivants :

En dehors du livre de Lacroix déja cité (lére édition 1797, édition consultée
1810) qui présente la différentielle & partir du développement en séries, tous les
livres consultés définissent la dérivée avant d’introduire la notion de différentielle.
Mais, le plus souvent, la différentielle du premier ordre d’une fonction d’une variable
réelie est définie dans le méme chapitre que la dérivée et souvent dans le méme
paragraphe.

Un regard rapide sur quelques tables des matiéres éclaire ces données :

Duhamel, professeur 2 I'Ecole Polytechnique de 1830 a 1869 en dehors d’une bréve
interruption, publie par exemple pendant cette période ses "Eléments de Calcul
Infinitésimal” [5] (1&re édition 1856, édition consuitée 1874).

Les différentielles sont introduites d’abord 3 propos de I'étude des fonctions d'une
variable, dans le chapitre II, apres les dérivées, avant les théorémes de différentiation
de fonctions. Le chapitre IIT, consacré aux fonctions de plusieurs variables, voit la
définition des différentielles partielles et totales :

CHAPITRE 1L

Des dérivées, des différences et des différentielies des

fonctions d'une seule variable, Notations. ... ... cee. o 227
Des fonctions simples, des fonetions de fonctions et des

fonctions COMIPOSEES.. . .o vvveritnn v enncncns.in. 230
Différentiation des fonctions de fonctions . ............ 23t
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Différentiation des fonctions inverses.........c.oevsen 233
Différentiation des fonctions composées., .. .....ov et 236
Théoréme des fonctions homogénes... .. .o.ovevvivuve 237
Dilféventielle d’'une somme, d’un produit ou 'un quotient. 238
Comment la différentiation de toute {onction explicite se

ramene i celle des fonctions simples. ... ..ovvenn o ns 230
Différentiation des fonetions simples. .. oo vov ot 240
Différentiation des fonctions implicites.... . ... coevnn e 249
Expression du rappert des accroissements finis de deux

fonctions d’une méme variable.. . ... ... e . 251
Différentielles et différences d'un ordre quelconque de fone-

tions d’une seale variable....... ... ..o i 258

CHAPITRE 1IL

Différentielles, dérivées et différences partielles des divers
ordres, des fonctions de plusieurs variables indépen-

dantes. Différences ct différentielles totales........... 264
De Pordre dans lequel se succédent les différentiations... 267
Différentielles totales des fonctions de variables indépen-

dantes. .o .iei i e 269
Différentielles totales des divers ordres des fonctions de

variables dépendantes . ... ... .. s 273
Différentieiles des divers ordres des fonctions implicites.. . 274

Cette organisation se retrouve dans bon nombre de manuels :
Par exemple, dans son "Cours de Calcul Différentiel et Intégral” [6] (lére édition
1868, édition consultée 1879), Serret ne fait, par rapport au livre de Duhamel, que
séparer les différentielles et dérivées d’ordre supérieur de celles du premier ordre et
consacrer un chapitre a part aux différentielles totales des divers ordres des fonctions
de plusieurs variables.

On ne rencontre que plus tardivement le report de lintroduction de la

différentielle d'une fonction d’une seule variable au chapitre sur les fonctions de
plusieurs variables. C'est le cas par exemple dans le "Cours de Mathématiques
Générales” de Vessiot et Montel [7] (12re édition 1921, édition consultée 1951).
Dans le tome d’Analyse du "Cours de Mathématiques” de Lelong-Ferrand et
Arnaudiés [8] (Iere édition 1972, édition consultée 1977), la différentielle est méms
introcduite directement dans un cadre plus général, celui d’applications entre espaces
affines associés a des espaces vectoriels normés de dimension finie sur R.

On peut noter que I'étude des dérivées et des différentielles se fait
paraliélement excepté dans le "Cours de Calcul Mathématique, Algébrique,
Différentiel et Intégral® de Laboureur [9] ot les différeniielles font l'objet d’ume

étude séparée. On est tenté de lier ce fait avec la spécificité du public auquel

s'adresse ce livre : des ingénieurs et, au deld, avec l'idée d’une spécificité du
traitement des différentielles en physique (cf.annexe V).

Goursat énonce en 1943 dans son "Cours d’Analyse Mathématique” [10] (p.5) :
“L'origine de la notation différentielle se trouve dans la considération des Infiniment
petits”. Cela semble évident d’un point de vue historique et, malgré les critiques
virulentes dont cette notion a pu ou peut faire 'objet au moment ou ces ouvrages
sont écrits (cf. par exemple [lI1]), tous les manuels consultés, jusgu'en 1970,
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définissent les infiniment petits. Et, dans le manuel déja cité Lelong-Ferrand et
Arnaudiés, méme si les infiniment petits ne sont pas définis, on peut lire :

A la limite, si on imagine un « accroissement infiniment petit » de la variable,

noté dx, on peut convenir de dire que {"accroissement correspondant de {a fonction,
soit df;, vérifie « exactement » la relation

(&) df = f{a).dx ;

ce langage est couramment utilisé en physique, et donne une vision intuitive des
différentielles ; mais il n'a pas de signification mathématique rigoureuss . il n'existe
pas, en effet, de mystérieux vecteurs « infiniment petits », mais seulement des variables
vectorielles parcourant des voisinages de I'origine.

C'est pourquoi il nous a semblé utile de rendre compte ici du statut des infiniment
petits dans les différents ouvrages consultés,

LE STATUT DES INFINIMENT PETITS

A - Préliminaires :

Carnot, dans ses "Reflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal”, [12]
définissait I'analyse infinitésimale comme :
"lart d'employer auxiliagirement les quantités infinitésimales pour découvrir les
relations qui existent entre des guantités proposées” (p. 14) , sans faire de distinction
entre les méhtodes du moment que 1’on utilise les limites, méme si elles ne sont pas
clairement définies, et non I'approche de Lagrange.

En construisant l'analyse a partir du concept de limite, Cauchy libére cette

derniére "des imprécisions du XVIIleme siécle” comme Pécrit Dhombres dans
"Nombre, mesure et continu” [13]. et on pourrait penser que, cette étape étant
franchie, la méthode des limites va s’imposer trés rapidement et que les infiniment
petits, devenus inutiles, vont disparaitre de la scéne mathématique. En fait, ce ne sera
pas le cas : infiniment petits et limites vont continuer 4 coexister pendant une longue
période.
Comme le souligne Dhombres, dans I'ouvrage déja cité, la difficulté a s’imposer de la
méthode des limites est peut-étre liée a Pabsence de statut des nombres réels a
I'époque et on trouve dans Cauchy méme “une sorte d’hésitation de langage entre le
concept de limite et Putilisation des quantités infinitésimales.” (p.184)

Houél, en 1878, écrira par exemple dans son "Cours de Calcul Infinitésimal”
[14] :
"il n'existe qu'une seule méthode rigoureuse : la méthode des infiniment petits, ceile de
Cauchy et de Duhamel... et c'est la méme que celle des limites.” (p. VII)

Quant a de La Vallée Poussin, dans Pintroduction a son "Cours d’Analyse
Infinitésimale" {15] (édition consuitée 1920), il distingue nettement comme deux
méthodes différentes, la méthode des limites et la méthode infinitésimale :

19. Méthode des limites. — Lorsque 'on a obtenu une
relation entre des variables (ui subsisie pour une infinié de
valeurs de celles-ci, on peut, en s’appuyant sur les principes
précédents, remplacer dans cette relation les variables par
leurs limites. Celte opéraiion porte le nom de passage & la
{imite. Ceite nouvelle régle qui s’ajoute aux qualre régles
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fondamenlales de arithmélique, caraciérise Vanalyse infini-
tésimale.

La méthode des limites cousisle A trouver des relatious
entre les quantilés par passage a la limite.

20. Méthode infinitésimale. — Une variable qui a po'ur
limite zéro est une guantité infiniment petite ou un infiniment
petit. Au contraire, une (uantité infiniment grande est une
quantité variable qui augmente au-dela de toute limite
assignable.

La méthode infinitésimale est celle olt 'on se sert de la
considération des infiniment petits. Dans le caleul différentiel,
on considére les quantités comme limites du rapport de deux
infiniment petits. Dans le calcul intégral, on les considére
comme limites d’une somme d’un nombre indéfiniment crois-
sant d’infiniment petits.

Dans cette bartie, nous essayerons de cerner le statut des infiniment petits en
étudiant comment ils sont définis dans les ouvrages consultés et par quels principes
ils y sont gérés,

B - Définition des infiniment petits :

Dans tous les ouvrages consuités parus avant 1970, nous l'avons signalé, les
infiniment petits sont définis. [ls sont, excepté peut-étre chez Lacroix, définis non de
maniére statique mais dynamique : il s’agit de variables. Les ambiguités de leur
définition semblent en fait surtout liées i I'utilisation de ce terme de "variable”, les
formulations en terme de "fonction tendant vers 0" n'apparaissant que tardivement.

Les définitions qui suivent, présentées dans I'ordre chronologique, illustrent
bien ceci :
Carnot : "J'appelle quantité infiniment petite toute quantité qui est considérée comme
continuellement décroissante, tellement qu'elle puisse étre rendue aussi petite que I'on
veut, sans qu'on soit obligé pour cela de faire varier celle dont on cherche la relation”
[12] (p.13)
Lacroix : "Quantité parvenue au dernier degré de petitesse” [4] (p.13)
Cauchy : "On dit qu'une quantité variable devient infiniment petite lorsque sa valeur
numérique décroit indéfiniment de maniére a converger vers la limite zéro” [16]
Duhamel : "Toute grandeur variable dont la limite est zéro” {5) (p.13)
Houél : "Variable qui peut prendre une valeur moindre que toute grandeur donnée ou
comme on dit d'une maniére abrégée une variable est dite infiniment petite lorsque
prise en valeur absolue elle peut satisfaire i toute inégalité de la forme E¢x”
[14] (p.104)
Serret : "Lorsque une quantité variable tend vers la limite zéro on dit qu'elle devient
infiniment petite on la nomme alors infiniment petit " [6] (p.4)
Jordan : "Quantité variable qui tend vers zéro" [16] (p.16)
Goursat : "le nombre x est dit infiniment petit lorsque sa valeur chsolue finit par
devenir et par rester plus petite que tout nombre donné a I'avance” [10]
Vessiot et Montel : “une fonction y=f(x) est un infiniment petit si la valeur absolue de
v devient aussi petite que l'on veut, pourvu que la valeur absolue de x soit prise
suffisamment petite. " [T}

Notons que chez Goursat, le mot "variable" ne figure pas, mais que le

dynamique est cependant présente i travers le verbe "devenir" et que la forme
fonctionnelle élaboree n’est présente que chez Vessiot et Montsl.
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C - Gestion des infiniment petits :

Dés les débuts du calcul infinitésimal, la gestion des infiniment petits repose
sur la prise en compte de leurs ordres respectifs. En résumant trés grossiérement, on
peut considérer comme égales soit deux quantités qui ne différent que d’un
infiniment petit, soit deux quantités infinitésimales qui ne différent que d’un
infiniment petit d’ordre supérieur. C’est ce principe de gestion que Carnot pose en
théoréme dans son ouvrage déja cité (p. 27), en introduisant la notion "d’équation
imparfaite" :

34. Pour éwre certain qu'une équation est nécessairement
et rigoureusement exacte, il suffit de s'assurer :

1o Qu'elle a été déduite d’équations vraies ou du moins impar-
faites, par des transformations qui ne leur ont point 6té le carac-
tére d’équations au moins imparfaites,

20 Qu'elle ne renferme plus aucune quantité infinitésimale,
c’est-d-dire, aucune quantité autre que celles dont on s’est proposé
de trouver la relation.

"Théoréme" qu’il illustre de nombreux exemples, par exemple celui-ci :

3. Par exemple, soit proposé de mener une tangente au point
donné M de Ia circonférence MBD (Fig. 1).

T

Fi. 1.

Soit C le centre du cercle, DCB 'axe; supposons 'abscisse
DP = x, 'ordonnée correspondante MP = y, et soit TP la sous-
tangente cherchée, '

»2y + NO)

TP =5 5 ™Mo

Si donc MO et NO étaient connues, on aurait la valeur cher-
chee de TP ; or ces quantités MO, NO sont trés petites, puisqu’elles
sont moindres chacune Hue le c6té MN, qui, par hypothése,
est lui-méme trés petit. Donc {2) on peut négliger sans erreur
sensible ces quantités par comparaison aux quantités 2y et 2x—2a
auxquelles elles sont ajoutées. Donc Péquation se réduit a

TP =

[y

4 ol ce qu'il fallait trgover.

a
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4. Si ce résultat n’est pas absolument exact, il est au moins
évident que dans la pratique il peut passer pour tel, puisque les
quantités MO, NO sont extrémement petites; mais quelqu'un

qui n'aurait aucune idée de la doctrine des infinis serait peut-
2

y L]
a—x
non seulement approche beaucoup du vrai, mais est réeflement
de la plus parfaite exactitude ; c'est cependant une chose dont il
est aisé de s’assurer en cherchant TP, d’aprés ce principe que la
tangente est perpendiculaire 4 I'extrémité du rayon, car il est
visible que les triangles semblables CPM, MPT donnent CP :
MP : : MP : TP; d'o0 ['on tire TP = Mp? = y—z, comme ci-

CP a-x

étre fort étonné, si on lui disait que I'équation TP =

dessus.

Cet exemple montre bien le caractére opératoire de la méthode. Quelqu’un qui
n’a "aucune idée de la doctrine des infinis", comme écrit Carnot, est obligé de se
rendre a 'évidence : cela marche. Notons que Carnot définit par ailleurs une quantité
infiniment petite relativement 3 une autre et utilise les différences d’ordre des
quantités infiniment petites.

Au XIXéme sigcle, le travail sur lordre des infiniment petits (Cauchy,
Duhamel...) va conduire & baser plus précisément la gestion sur deux principes dits de
substitution, le premier concernant le rapport de quantités infinitésimales servant au
calcul différentiel, le deuxiéme concernant la somme de quantités infinitésimales et
servant au calcul intégral. En voici la fomulation donnée par Serret, dans son ouvrage
déja cité (p.10) :

8. Premien prixciee. — La limite du rapport de deux
infiniment petits n'est pas changée quand on les rem-
place par d’autres infiniment petits dont les rapports
avec eux ont respectivement pour limite U'unité.

La limite du rapport de deux infiniment petits n’est
pas changée quand on augmente ou gu'on diminue
chacun d’cux d’une quantité infiniment petite par rap-
port & lui.

Exearere. — Si I'are x est infiniment peiit et que m
etz soient des constantes, les quantités sinmz et sin nx
seront infiniment petites. D’ailleurs leurs rapports aux
ares mx, nx ont pour limite 1"unité; done on a

. Sinma .. mxr m
1 . =lim — = .
sinna nxr n
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9. Deuxikye pPrNciee. — Soient
Ry gy 3y = e uy Uy

des infiniment petits positifs dont le nombre m crott
indéfiniment. §i la somme de ces infiniment petits est
égale & une quantité déterminée S, ou si, cette somme
étant variable, elle tend vers la limite S, et que

&gy E2y I3y c vy Epy
désignent des infiniment petits, la somme
ag bty ey .. by 2,

tendra vers [a limite zéro ou sere infiniment petite.

Il est intéressant de signaler que Duhamel énonce ces principes de substitution
dans son cours A I'Ecole Polytechnique 3 un moment ot la définition des infiniment
petits était bannie des programmes (cf. [11]).

En fait, comme |’écrit Martin Zerner dans [1], le premier principe est tout a
fait valide et "nous [l'enseignons encore aujourd’hui sans lui accorder un caractére
fondamental™ (p.10). Mais il n’en est pas de méme pour le second, s’il est utilisé,
comme il le fut a époque dans le calcul intégral (c’est 4 dire pour des sommes
infinies), sans hypothése supplémentaire. C'est ce que fera remarquer Péano, dans sa
critigue du manuel de Jordan et cette mise en défaut du second principe de
substitution contribuera sans aucun doute 2 la disparition progressive de I'utilisation
des infiniment petits comme outils de démonstration.

Héléne Gispert dans sa thése sur Camille Jordan et les fondements de 1'analyse [17]
signale Pévolution de Jordan [ui-méme dans son "Cours d’Analyse” quant au
traitement des infiniment petits :

"Ainsi dans le tome de 1882, Jordan consacre une partie importante de Uintroduction a
la définition, au role, aux propriétés des infiniment petits. Dans le tome de 1893, les
théoremes sur les infiniment petits sont présentés 4 lintérizur du paragraphe sur les
limites..." (p.49)

Par la suite, les infiniment petits restent définis dans les manuels du
supérieur, comme nous 1'avons déja souligné. La forme fonctionnelle se généralise, ies
principes sont parfois présents comme dans le de La Vallée Poussin déja cité ou le
second principe est énoncé avec upe hypothése supplémentaire de convergence
uniforme, mais les infiniment petits sont en fait peu utilisés.

LES DEFINITIONS DE LA DIFFERENTIELLE

Jai été amenéde i distinguer quatre types de définition pour la notion
différentielle :

1) la différentielle comme partie principale de 1'accroissement de la fonction,

2} la différentielle comme produit de la dérivée par un accroissement
arbitraire de la variable,

3) la différentielle comme expression obtenue 4 partir de la définition de la
différentiabilité,

4) la différentielle comme application linéaire tangente.
Notons que la répartition entre les deux derniers types peut paraitre difficile a
effectuer, comme on I'a vu dans Pannexe [-; en fait, nous avons choisi de ne
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répertorier dans la derniére catégorie que les définitions insistant explicitement sur le
point de vue "application linéaire tangente".

1) La différentielle partie principale de l'accroissgement :

En général, dans les textes qui se situent dans ce registre de définition, la
dérivée est définie en premier et la différentielle est ensuite déduite de I'égalité :
Ay = f(x).5x + €.AX & tendant vers 0 avec AX
et interprétée comme la partie la plus considérable de I'accroissement, Ce qui est mis
en avant, ce n’est pas le fait que le reste est négligeable par rapport 3 Ax (point de
vue "développement limité 4 I'ordre 1" qui sera essentiel dans le registre 3), mais le
fait que le rapport A/dy tend vers 1, ce qui légitime la substitution de dy & ay.

En fait, comme le rappelle une citation de Fréchet dans I'annexe I, cette
interprétation, tout a fait adaptée a I'usage des principes de substitution, n’est pas
équivalente 4 I'interprétation moderne : oy n’est équivalent & dy que si dy ne s’annule
pas ; si I'on a affaire a une fonction d’une variable, c’est le cas si £'(x) est non nul au
point considéré {et l'on voit d'ailleurs cette restriction apparaitre progressivement
dans les manuels qui adoptent ce point de vue), mais si l'on a affaire & une fonction
de plusieurs variables, quelles que soient les valeurs des dérivées partielles, on pourra
toujours trouver des valeurs non nulles des accroissements qui annulent la
différentielle.

On trouve ce point de vue par exemple dans Pouvrage de Lacroix déja cité ;
la différentielie est présentée comme "la partie la plus considérable de la différence”
et 'auteur énonce comme une évidence qu'il y a d’autant moins d’erreur 4 prendre la
différentielle pour la différence que I'on suppose plus petite la  valeur de
I’accroissement de la variable.

Mais on le trouve encore dans I'édition consultée de P'ouvrage déja cité de
Goursat, en 1943 :
"La différentielle est la partie principale de Uinfiniment petit ay si U'on considére px
comme Uinfiniment petit principal.”

2 différentielle produit de la dérivé run roissement grbitraire de la
variable

Ce point de wvue est classiquement attribué a Cauchy et d'ailleurs
fréquemment désigné par "A la maniére de Cauchy" (cf. aussi annexe I). Dans ses
"Legcons sur le calcul différentiel”, publiées en 1829 [18], Cauchy définit les
différentielles dx et dy ¢comme :

"des quantités dont les rapports sont équivalents aux dernieres raisons des
accroissements petits que peuvent prendre simultanément ces méme variables” .

Il obtieat ainsi que dy=y'dx et indique que dx reste arbitraire, que l'on peut la
"supposer égale a une constante finiz ou méme la considérer comme une gquantité
Infiniment petite”.

Ce point de vue est le plus communément adopté de 1823 jusqu’a la fin du
sigcle. Jusqu'en 1970 (cf. annexe II), les manuels du secondaire I'adoptent également
dans les sections ol la différentielle est au programme (cf. annexe II).

3) La différentielles expression obtenue A partir de la différentiabilitd

L’introduction de la différentielle par la définition de la différentiabilité est
initialement due 3 Stolz (cf. annexe I). Elle commence 4 apparaitre vers 1920 dans les
manuels. Le livre de de La Vallée Poussin, déji cité, semble &tre un des premiers
manuels de large diffusion typiques de cette formulation qui permet d’établir un
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consensus provisoire pour I'exposé rigoureux du "Calcul” dans [I'enseignement
supérieur. Les débats sur I'enseignement des différentielles en Grande Bretagne dont
se fait I’écho "The Mathematical Gazette", de 1931 2 1934, se réclament d’ailleurs de
ce manuel et de celui de Young [18] (cf. annexe IV).

Nous reproduisons ci-aprés la définition donnée par de La Vallée Poussin:
"Nous dirons gu'une fonction f(x) est différentiable au point x si elle est finie et
déterminée aux environs de ce point et si donnant & x un accroissement arbitraire
ax, la différence correspondante Af(x) peut se décomposer en une somme de deux
termes A Ax +sax, A étant indépendant deax et & tendant vers 0 avec Ax. Alors le
premier terme qui est simplement proportionnel a ax prend le nom de différentielle de

¥, (p. 51)

4) La différentie]le application linéaire tangente :

Ce dernier type de définition met Paccent sur le caractére fonctionnel,
linéaire de la différentielle. (cf Annexe I) I faut souligner que I'importance de la
linéarité a été pressentie, explicitée avant méme que I’on arrive a une formulation de
type Fréchet. Tannery, par exemple, dans ses "Legons d’algébre et d’analyse 2 'usage
des éléves des classes préparatoires” [19], en 1906, définit la différentielle totale
comme une forme linéaire en dx, dy et dz.

Cette définition est celle qui correspond A la présentation universitaire
actuelle. Dans ies ouvrages consultés, nous la retrouvons dans le manuel déja cité de
Lelong-Ferrand et Arnaudies. La définition est donnée A propos d'applications entre
espaces affines associés 4 des espaces vectoriels normés sur R et nous la reproduisons
¢i-apras :

Définition V.2.1. Soit V un voisinage du point a dans A, et f une application de V
dans B. On dit que f est différentiable au point a s'il existe une application
linéaire continue L de E dans F telle que

1) lim ——[fa@ + 1) = f(@) — L] = 0

w—o h 2 llg

soit, avec les notations de Landau (cf. §1V.7):

fla+uw) — flay = L) = ol « lg) -

Soulignons que cette définition est suivie d’un commentaire sur I’équivalence de la
différentiabilité de f au point a et de I'existence d’une application affine "voisine” de
f, dite tangente 4 f en a, et les auteurs ajoutent ;

“Cette interprétation est fondamentale en géométrie et nons conduit & la notion de
variété affine tangente.”

IV - LES MANUELS DE L’ENSEIGNEMENT SECONDPAIRE

Nous avons vu dans Uannexe Ii que la différentielle occupe peu de place dans
les programmes de Penseignement secondaire.
Avant la réforme de 1970, les différentielles, lorsqu’elles sont au programme, sont
définies comme produit de la dérivée par un accroissement arbitraire de la variable,
c’est 4 dire une définition de type 2. Cette définition s’accompagne en général d’une
interprétation géométrique de la différentielle comme accroissement de Pordonnée de
la tangente 2 la courbe représentative pour un accroissement arbitraire de la variable.
Et 'on signale éventuellement que la valeur approchée et commode de 1'accroissement
de la fonction que fournit la différentielle est d’autant meilleure que 'accroissement
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de la fonction que fournit la différentielle est d’autant meilleure que l'accroissement
de la variable est petit. L’extrait suivant de [20] en témoigne :

Utilisation des différentielles. -~ Reportons-nous i la figure™
84, figure sur laquelle on a

I\I;_ls = Ax =dx, PM = Ay, PN = fi(x)dx = dy.

On peut considérer PN comme une valeur approchée de PM. La dif-
férentielle d"une fonction donne donc une valeur approchée de I'accrois-
sement de celte fonction qui correspond i un accroissement donné dx
de la variable, valeur approchée d’autant plus satisfaisante que dx est
plus petit.

Ce qu'on vient de dire suppose, naturellement, f’(x,) différent de
zéro,

Pour beaucoup de fonctions, dy est beaucoup plus simple que Ay ;
c’est pourquot, dans la pratique, lorsqu’on doit évaluer un accroisse-
ment Ay d'une fonction, dy en fournit une valeur approchée commode.

Peu d'exercices accompagnent cette partie du cours, il n'y a pas de mention des
infiniment petits.

Avec la réforme de 1970, la définition devient du type 4 : application linéaire
tangente. Le manuel écrit par Condamine et Vissio [21), paru en 1970 et trés
largement diffusé, est typique de [I'esprit des nouveaux programmes. Des
I'introduction du chapitre, le probléme est nettement posé en termes d'approximation:

Etant donnée une telle fonction f, définie sur un voisinage de X,, nous nous
propesons le problime d’approximation suivant : comment « approcher » loca-
lement, c’est-d-dire sur un voisinage de x,, Ia fonction f par une fanction « aussi
simple » que possible?

puis illustré par un exemple : la vitesse d’un automobiliste. La définition de la
différentielle, définie comme une application précéde celle de ia dérivée :

D, Une fonction numérique §, définie au voisinage de x, est dite différentiable
au point x,, s'i/ existe ;
un voisinage “2{x,) de %,
un réel A ’ ’
et une fonction v,
tels que, pour tout x appartenant & V(x,) :

fl) =) + x—x)-[A + 7(n] avec  lim 5(x)=0
Ce qui se note également, en posant x= x,+ A :

flxo =+ RY=7[(x) + h-[A+ ()] avec il_l‘:(‘}o e(h)=0

D, Lafonction linéaire — notée  dfs, — qui, & h réel, fait correspondre

A . h estl'application différentielle de fau « pointn x, cu application
linéaire tangente de 7 au « point » x,.

Par suite : dfz (= A -h

Mais, dans les exercices situés a la fin du chapitre, cette composante d’approximation
constamment présente dans le cours est peu développée : sur les 25 exercices et 5
problémes proposés, 2 exercices seulement traitent vraiment d’approximation.
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Enfin, 3 partir de la réforme de 198!, conformément aux nouveaux
programmes, la différentielle disparait officiellement des manuels méme si, comme
en témoignent 'extrait suivant issu de {22], P'idée d’approximation au premier ordre
et méme d’approximation fonctionnelle reste centrale :

f est une fonction définie sur un intervalle I et a est un réel de I.
Dire que le réel I est le nombre dérivé de f en a signifie que L’UNE ou
L’AUTRE des deux conditions suivantes est réalisée :

_ fla+h)~fla)
h

2. on peut écrire pour toul réel k suffisamment proche de zéro,

fla+h)=f(a)+lh + he(h)

ou la fonction ¢ a pour limite zéro en zéro.

1. la fonction h ¢ a pour limite [ en zéro;

Lorsque f admet un nombre dérivé en ¢, on dit que f est dérivable en a.
En outre comme lim ¢ =0, on dit que le réel he(h) est négligeable devant h.
[

{omumenteaires

e Une fonction f admet donc un nombre dérivé | en a si et seulement si, pour tout réel 2 suffisamment
proche de zéro, le réel fla + h) est la somme de f(a)+1h et d’'un terme négligeable devant h.

o Selon les problémes a étudier, on choisira 'une ou 'autre des formulations de Ia définition 1. La
premiére est utile en particulier dans les définitions et calculs de grandeurs instantanées (voir
paragraphe 2.1.}; la deuxié¢me dans les études d’approximations.

Un paragraphe est consacré 3 [Papproximation iocale des fonctions, un autre aux
applications de la dérivation 4 d’autres disciplines et les activités de travaux pratiques
proposées mettent également 'accent sur cet aspect, dans différents contextes.

Y - CONCLUSION

La différentielle apparait, surtout jusqu’'a la fin du XIXéme siécle, comme
une notation, une expression que I'on manipule, gui constitue une commodité
formelle pour les changements de variables, qui permet un calcul facile et un recours
a l'intuition géométrique ainsi gqu’une automatisation grace i la symétrie des formules.
I’accent mis sur la différentielle comme partie principale, partie la plus considérable
de Paccroissement c¢’est 4 dire ay-dy infiniment petit par rapport 4 y a longtemps
coexisté avec l'accent mis sur la différentielle comme produit de la dérivée par un
accroissement arbitraire de la variable. .

Le débat autour de la différentielle tourne autour de I"opérationalité et de la rigueur,
et plus concrétement autour de algorithmisation et de 'approximation.

L’algorithmisation était controlée au départ par la "vérité" a la maniére de
Leibniz, d’Euler ou de Carnot. Pour Euler, par exemple, le dy=f"(x)dx est "vrai méme
si les termes entre lesquels il existe sont évanouissants” [23]. Cela suffit a lever tous
les doutes et a mettre le "calcul” "hors de towt soupcon". "L'expression p=dy/dx est
parfaitement réelle, du méme coup l'égalité dy=pdx est acceptée a juste titre, gquoigue,
dans aucun des deux membres, aucune quantité ne soit connue.” {(p.78). La part
d'implicite et les expressions utilisées marquent ’évolution avec le temps des besoins
de rigueur.

Mais 'opérationalité a ses limites. Elle satisfait les élaves "qui font juste” mais
les enseignants doivent prendre en compte la nécessité de porter lattention sur
I’essentiel du calcul infinitésimal & savoir "minorer, majorer, aprrocher” comme 'écrit
Dieudonné dans [24] (p.13). Cette préoccupation donne un espoir d’équilibre : de
nouveaux chapitres intitulés : "Approximation iocale par une fonction affine" au
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lycée, "Encadrements et approximations” au collége s’inscrivent bien dans ce retour 2
"approximation comme notion de base.

La pensée mathématiqe se déploie selon une rigueur qu'elle s'impose et qui
varie. La question de la rigueur est directement liée aux procédés de contréle.
L’analyse faite met en évidence au moins quatre types de controle :

- L'encadrement suivi d’un passage & la limite qui semble étre le procédé de
controle le plus souvent convaincant, la confiance dans le "calcul” venant souvent du
fait qu’il donne les mémes résultats que la procédure lourde dite d’exhaustion,

- Le controle par des principes de substitution des infiniment petits qui bien
que largement utilisé a été i Porigine de tant de débats,

- Le controle adossé a I'intuition géométrique, lul aussi fortement critiqué
mais également souvent considéré comme utile, pour les "commengants" au moins.
Jules Tannery, dans son "Introduction a la théorie des fonctions d’une variable" {24]
(lere édition 1886, édition consultée 1904) refuse ce recours au géométrique,
craignant que ['utilisation d'une figure géométrique ne soit le signe “d’une
impossibilité a combler les trous d'une démonstration avec les seules ressources de la
logique”. Ultérieurement, ces craintes lui sembleront "puériles” et il ne se privera plus
de cette aide pédagogique.

- Le controle, enfin, fondé sur D'utilisation de théorémes démontrés
rigoureusement sans appel & I'intuition, comme chez Jordan.

Le probléme pourrait alors s’énoncer ainsi :

Comment jouer avec les différents procédés de contréle pour permettre 4 1’étudiant
d*accéder a 'autonomie scientifique ? Lesquels privilégier éventuellement et quand ?
Nous concluerons par cet extrait d'un manuel du secondaire [25] :

"La distinction entre différenticlle et nombre dérivé peut paraitre artificielle et
inutile... cependant ... c’est bien la différentielle l'outil essentiel de I'approximation du
compliqué par le simple”,

NOTES

(1) Ceci est peut-étre lié 4 I'insistance mise sur la nécessité de diffuser les méthodes
et les résultats mathématiques, insistance apparente dés la fin du XVIiléme siécle,
Clest la Révolution qui, en France, conduisit a lier recherche mathématique et
manuels, (¢f Dhombres : Mathématisation et communautté scientifigue frangaise 1775
- 1825 , Archives Int. Hist. Sc., 1986, V0l.36)

(2) A nos yeux, le manque de rigueur de ces exposés est en particulier 1ié 4 'absence
de la notion de convergence uniforme, A ['acceptation a priori de lexistence de
certaines propriétés des fonctions ainsi le consensus établi comme "fait analytique” de
"la propriété commune & toutes fonctions d'admettre une limite dans le rapport de
leurs accroissements a ceux de la variable” [4] (Préface p. XXV).
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ANNEXE IV

LA NOTION DE DIFFERENTIELLE DANS LA REVUE
L’ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

M.Artigue

La revue : "L’Enseignement Mathématique” a été créée en 1899, a I'initiative
du mathématicien allemand Felix Klein, fondateur également de la CIEM
(Commission Internationale pour 'Enseignement des Mathématigues). Il nous a paru
intéressant d’essayer de repérer A travers les articles publiés par cette revue les débats
qui avaient pu marquer I’enseignement des différentielles et son évolution, au cours
de ce siécle, débats susceptibles de nous éclairer sur les déterminants des choix opérés
par le systéme didactique. '

Nous avons répertorié dans la revue, 18 articles publiés entre 1899 et 1964, abordant
le probléme des différentielles :

- Trois articles (C.Laisant, 1903 - P.Appell, 1904 - Ch.Bioche, 1914)
concernent strictement les programmes et confirment les informations données par
I’analyse de ces derniers. Nous ne les détaillerons pas.

- Deux articles {E.Beke, 1914 - W.H.Cockcroft, 1962) concernent des rapports
sur enseignement et manuels. Le premier a été établi 2 la suite d’une enquéte
organisée par la CIEM en 1913-14. Cette enquéte, menée dans les pays membres de
la CIEM, visait par l'analyse des réponses des différents pays & un questionnaire
(reproduit 2 la fin de cette annexe), i faire le point sur l'introduction du calcul
différentiel et intégral dans les enseignements de niveau lycée. Le second concerne
une analyse des manuels anglais de Calculus de 1900 a 1960.

- Deux articles (G.Fontené, 1899 - C.de Losada y Puga, 1938) proposent des
suggestions pédagogiques sur des points précis, utilisant des interprétations
géométriques des différentielles.

- Enfin dix articles présentent des points de vue généraux concerpant ce
domaine mathématique et son enseignement (H.Laurent, 1899 - H.Poincaré, 1899 -
JF.Bonnel, 1903 - H.Poincaré, 1904 - A.Schiilke, 1911 - E.Dareste, 1928 -
W.Winants, 1929 - T.Lyche, 1930 - P.Delens, 1930 - M.Fréchet, 1964).

Notons que le premier article de H.Poincaré est une réponse & celui de H.Laurent,
celui de W.Winants une réponse a I'article de E.Dareste et ceux de T.Lyche et
P.Delens des réponses aux deux précédents. L'article de M.Fréchet, lui, se veut
didactique et accessible 4 des étudiants de premiére année d'université. Il reprend, en
les détaillant, les idées développées dans les articles antérieurs de 'auteur (cf. annexe

I).

Ces différents articles témoignent, au deld de U'impression de stabiiité et de
consensus donnée par la lecture des programmes sur la premiére moitié du siécle, de
I'existence de débats au sein de la communauté enseignante. Des débats qui
concernent non seulement les choix pédagogiques mais aussi le contenu mathématique
lui-méme.

I - LES DEBATS SUR LE CONTENU MATHEMATIQUE

Ils perdurent jusqu’en 1930, dans la revue, sans référence aux développements
mathématiques de la fin du 19&me siécle et du début du 20éme (travaux de Stolz,
Young, Fréchet... cf. annexe I).
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Citons-en quelgues exemples :

- T'article de J.F.Bonnel, publié en 1903, s’intitule : "Les limites et i’atome".

L'auteur y récuse i la fois le point de vue de Leibniz et celui de Cauchy et propose
une définition en terme d’atomes qui, selon lui, l1éve toutes les difficultés :
"D'aprés la théorie de lUatome, il y a toujours un accroissement & de la variable
indépendante, qui est le plus petit auquel puisse correspondre un accroissement 5 de la
fonction ; le rapport »/& est, par définition, la dérivée de la fonction, de telle sorte
que l'on a Uégalité vraie : v/e = fi{x) [.. ] Toutes les contradictions que nous
avons signalées, toutes les difficultés gu'on rencontre & se mettre en face de zéro et de
Uinfini ou a vouloir les éviter disparaissent avec l'atome et son inverse qui est
Uindéfiniment grand.”

- L’article de E.Dareste, publié en 1928, est lui essentiellement consacré 2 la
notion d'infini en mathématiques. L’auteur y distingue Pinfini éthymologique
abstrait, inaccessible au calcul et 'infini dérivé synonyme de trés grand. Selon lui, le
calcu! intégral utilise, malheureusement sans les différencier, I'une et ’autre notion,
tandis que dans le calcul différentiel la notion d’infiniment petit, qui correspond a
une décroissance limitée par 0, fait nécessairement référence 4 un infini dérivé.
Faisant référence aux travaux d’Euler, de Carnot zinsi qu’a des ouvrages plus récents,
il s'interroge sur les divergences existant entre les différents auteurs quant a savoir si
un infiniment petit peut ou non prendre la valeur 0. Pour lui ces divergences
dureront probablement toujours, faisant de cette question :"un fait unique ou presque
dans les sciences exactes”.

- W.Winants, en réponse a Particle de E.Dareste, essaie de montrer que le seul

moyen d’éviter les incohérences dans le maniement des infiniment petits, est de les
définir comme des quantités variables qui tendent vers 0. Et il critique de maniére
virulente le point de vue atomiste qui a semble-t-il encore a I’époque des partisans :
"Il est tout & fait regrettable que cette conception fausse ait influencé, qu'elle influence
encore certains mathématiciens qui donnent des infiniment petits linexacte définition
que voici : pour eux tout infiniment petil est une quantité moindre que toute guantité
donnée ; d’aucuns vont jusqu'a dire : un infiniment petit est tellement petit qu'on ne
peut imaginer unm nombre plus petit | Tout cela n'est qu'un charabia que l'on ne pewt
admettre quand on réflechit un moment aux notions de limite et de continuité. Ce qu'il
faut dire expressément, c’est qu'un infiniment petit doit pouvoir DEVENIR, en valeur
absolue, moindre que n'importe guoi...
Aux amateurs d'infiniment petits absolus, aux personnes désireuses d’arriver & les
fixer, nous poserons la question suivante : soient x et x+dx les abscisses de deux
points consécutifs ; si U'on suppose dx>0, oit se trouve le point répondant & 'abscisse
x+dx2”

- R.Tambs Lyche fera remarquer que I'expression de variable tendant vers 0,
utilisée par W.Winants, n'a pas de sens précis :
"Les variables sont des quantités "libres”, dans le sens de "quantités que !'on peut
choisir a volonté parmi les valeurs appartenant & un certain ensemble” [...]
L'expression "x tend vers a” n'a pas de sens précis. Au contraire, Pexpression "y tend
vers b lorsque x tend vers a” remplace celle~-ci : étant donné un nombre positif
quelconque &, on peut désigner un autre nombre positif 4 tel que 1y-bt se trouve

inférieur & & si I'on choisit pour x un nombre pour lequel ix-al est inférieur & 4 ."

Les articles de W.Winants, T.Lvche et P.Delens sont en fait essentiellement consacrés
i la question du statut des différentielles d’ordre supérieur. Pour W.Winants, le point
de vue classique, qui consiste a supposer dx constant, conduit a une contradiction :
"1° Les infiniment petits sont des quantités essentiellement variables ;

2° Les différentielles sont des infiniment petits ;

3° L'on posera dx = constante,
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La troisieme proposition jure évidemment avec les deux autres. Pour tourner la
difficulté, d'aucuns auraient voulu que dx fit un pseudo-infiniment petit, c’'est a dire
une constante inférieure & n'importe quel infiniment petit ; or, les mémes auteurs,
désireux d'insister sur le [°, font observer qu'une constante infiniment petite est
rigoureusement nuile.”

11 développe alors la solution proposée par un mathématicien belge, J.Deruyts, qui
constitue, A ses yeux : "un chef d'oeuvre de logique mathématique”. Elle consiste 4
différencier I'expression y'dx sans supposer dx constant, pour aboutir a :

d(dy) = d?y+y’d(dx)
et 4 montrer que, dans les tiches classiques de changement de variables, cette
formule conduit aux formules classiques, le coefficient des termes différentiels du
type d(dx) s’annulant nécessairement comme on peut le démontrer en utilisant un
raisonnement en termes de coefficients indéterminés.

R.Tambs Lyche lui rétorque que la contradiction qu’il souléve n’est qu'apparente :
’expression y'dx est une fonction de deux vartiables : x et dx, supposer dx constant
est une fagon d’exprimer que 1'on caicule une dérivée partielle par rapport 4 x.

P.Delens reprend ce point de vue, tout en s’associant aux remarques de W.Winants. Il
constate que la question des différentielles :

"est un des points des mathématiques, oit celui qui cherche des précisions ne trouve pas
toujours, prés des meilleurs auteurs méme, les éclaircissements souhaités. Les
prudentes recommandations quant au mode d'emploi des différentielles d'ordre
supérieur, qui accompagnent généralement l'exposé, permettent sans doute de calculer
correctement avec les différentielles ; le_but de l'enseignement n'est pas seulement
cela,

Il conclut en faisant référence aux généralisations de la notion de différentielle qui
ont été introduites en analyse vectorielle et en calcul différentiel absolu et qui
pourraient servir "¢ modifier de facon favorable I'exposé du calcul différentiel usuel”
et en souhaitant que la revue recueille d’autres opinions sur le sujet.

Il faut noter que c’est le seul article, en dehors de celui de M.Fréchet, qui fasse
référence 3 ces travaux "récents”.

II - LES DEBATS D’ORDRE PEDAGOGIQUE

Plusieurs articles témoignent de la méfiance dont est eantourée la notion de
différentielle dans la premiére moitié du 20&2me siécle et éclairent les choix constatés
au niveau des programmes. Dans son rapport, E.Beke écrit, par exemple :
"L'impression qui se dégage de la littérature est que les différentielles ont vécu.”

Cette méfiance apparait lide & différents facteurs :

1} L’incertitude scientifique qui semble régner encore quant a la notion et
quant 2 son statut, au début.du siécle. C’était sensible dans les articles déja cités, ce
Pest aussi dans le rapport E.Beke :

"En effet, la littérature scientifique nw'a pas pris nettement parti parmi les diverses
définitions des différentielles. La définition de Cauchy, dont nous avons déja parlé,
présente Pavantage qu'une relation homogéne quelconque entre les différentielles se
raméne immédiatement a une relation entre les dérivées, il n'y a pour cela, qu'a diviser
par une puissance convenable de dx. Mais on définit souvent la différentielle d’une
fonction y=f(x) par l'égalité :

dy = [f(x) + »n]dx,

on dy désigne laccroissement total de la fonction y pour laccroissement dx de la
variable indépendante et limg,_qn = 0.

Si U'on adopte cette définition qui parait convenir mieux aux applications géoméiriques
et physiques, les relations homogénes existant entre les différentielles ne sont que des
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relations approchées qui ne deviennent exactes qu'en divisant par une certaine puissance
de dx et en passant & la limite dx=0."

2) La charge métaphysique de la différentielle qui semble inconciliable avec
le souci de rigueur que P'on essaie de développer dans I’enseignement. Dans les
arguments de ce type, différentielle et infiniment petits voient, comme I'on pouvait
s’y attendre, leur sort étroitement lié :

"Nous sommes, je crois, unanimes & désirer gue brouillard métaph
Linfiniment petit wentre pas dans lenseignement secondaire. Je suis d'avis que la
méthode la plus sage est de ne pas introduire du tout les différentielles dans
I'enseignement secondaire. Cette vue est justifiée par la tendance qui veut les éliminer
de toute la Science... Combien parait-il plus nécessaire de rejeter de ['enseignement
les notions qui donnent lieu & tant de malentendus.” (rapport Beke)

3) Les risques d’erreurs produits par un traitement automatique des
différentielles, chez les débutants en particulier. Citons 4 ce propos les articles de
H.Poincaré :

*Dés que 'on passe aux dérivées du second ordre, on nage dans Uabsurdité ; soit z une
fonction d'une variable y qui est elle-méme fonction de x ; jécris :
d2z/dx® = dlz/dy*. dy*/dx*+ dz/dy . dy/dx?

Dans cette formule j'écris deux fois d*z , et ce symbole a deux significations
différentes [....]
La difficulté s'aggrave si I'on a plusieurs variables indépendantes ; j'écris :

dz =dz/dx . dx +dz/dy . dy
La encore nous avons trois fois le symbole dz avec trois significations différentes [...]
Que de piéges & éviter ? Aussi les débutants ne les évitent-ils pas. J'ai vu un éléve
intelligent et déja avancé exposer comme suit la théorie de la vitesse du son, en
masquant seulement par quelques artifices ce que sa démonstration avait de choquant.
Nous avons @ intégrer Uéquation ; .
diz/dt? = a% . d2z/dx?
Je divise par d?z et je multimlie par dx® ; jai :

dx2/di? = g2
doit : dx/df = +a

ce qui prouve que le son peut se propager dans les deux sens avec la vitesse a.”

Et, pour H.Poincaré, ['utilisation des © est un palliatif insuffisant ; le seul moyen
d'éviter ces erreurs c¢’est d’oublier P'origine des notations, de considérer les quotients
comme des blocs, en un mot de penser en dérivées. Un point de vue analogue est
développé par J.Hadamard.

En fait, s’il faut enseigner les différentielles, c'est selon H.Poincaré, essentiellement
pour des raisons de communication :

"Sans doute il faut connaitre la notation différentielle ; il faut pouvoir manier ce
langage qui est celui de tout le monde, de méme qu'il faut savoir parler l'allemand
bien que cette langue ait des régles de construction ridicules et un alphabet qui n'a pas
de sens commun, parce qu'elle est parlée par 60,000,000 d’hommes dont beaucoup sont
des savants.”

Cette méfiance se traduit, au niveau pédagogique, par les propositions
suivantes :

- dans Penseignement secondaire, pas de différentielles,

- dans {'enseignement supérieur élémentaire, priorité aux dérivées et dérivées
partielles, utilisation limitée et sous leur contréle du langage différentiel du premier
ordre, pas de différentielles d’ordre supérieur,
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Ceci correspond bien au choix des programmes. Mais il faut noter cependant que ce
point de vue est loin d'étre unanimement partagé. H.Poincaré le concéde dans son
premier article, répondant 3 celui de P.Laurent :

*Dans un article trés intéressant de M. H.Laurent sur les mathématiques spéciales en
France, je lis la phrase suivante : "Ce n'est pas, je pense, ici quil convient de
montrer combien la notation différentielle est plus commode que celle des dérivées ;
C'est aux gens compétents que je m'adresse et non a des éléves, et je pense que
personne ne contestera la haute portée philosophique de la dif férentielle.”

Je ne dirai pas que j'ai lu cette phrase avec étonnement ; car elle exprime une opinion
assez répandue...”

Les arguments cités dans ce sens concerment 4 la fois les commodités

d'utilisation formelle de la différentielle et son pouvoir heuristique, comme le
montrent les articles de P.Laurent et A.Schiilke, publiés respectivement en 1399 et
1911, concernant I'un les classes préparatoires aux grandes écoles, lautre
I’enseignement secondaire :
"Le programme est muet au sujet de la notation & employer pour représenter les
dérivées : les professeurs avaient le choix entre les fluxions démodées, que l'on ne
connait plus, mais qui avaient du bon ; la notation des accents de Lagrange, née d'une
idée fausse, rejetée par tous les peuples civilisés, rejetée par Lagrange lui-méme qui
nen a jamais fait usage dans ses mémoires, et la notation des différentielles de
Leibniz, universellement employée comme étant la plus simple, la plus expressive, la
plus commode. Eh bien ! le croirait-on ? C'est la notation de Lagrange que la plupart
des professeurs ont adoptée. Et tout cela pour économiser une demi-heure ! Mais ceite
demi-heure est largement rattrapée par la facilité avec laquelle on expose les
doctrines de la notation différentielle.” (P.Laurent)

A.Schiilke, lui, estime inadaptées a I'enseignement secondaire, parce que trop
délicates, les méthodes utilisées pour I'enseignement du calcul différentiel et intégral
a4 Puniversité, basées sur la notion de limite et les dérivées. Selon lui, il faut
introduire les différentielles qui, dans la plupart des situations, constituent le
véritable point de départ (il donne I'exemple des calculs d’aires et de volumes). Mais
une notion de idfférentielle appropriée :

"Je ne parle pas des fameuses quantités qui sont plus petites que toutes les autres sans
cependant étre nulles, ni les valeurs introduites par la définition dy=f(x)dx ; mais
Jentends les petites quantités finies qui sont couramment employées en Physique,
Astronomie, Géodésie et dans toutes les mathématiques appliquées, par exemple le
travail pour un déplacement ds, soit dW=Fds ; le moment statigue dS=dm.r
L'’expression "petite” sera caractérisée par le fait qu'on pourra négliger dx* et dx.dy
relativement 4 dx."

Et il conseille, pour prouver que le procédé conduit & un résultat rigoureusement
exact, de montrer, par de nombreuses expériences numériques, que les erreurs
commises peuvent &tre rendues plus petites que toute quantité fixée a Pavance.

Plusieurs auteurs critiquent également le point de vue purement symboliste,
qui consiste 3 ne donner du sens qu’aux seuls symboles dy/dx, d?y/dx2...., et conduit
selon eux, dans la pratique, 4 toute sorte de compromissions. Citons par exemple
R.Tambs Lyche :

“Certains auteurs suivent une autre voie, en considérant dy/dx comme un seul symbole
équivalent & y'. Pour ne pas devoir renoncer aux avantages indiscutables de l'utilisation
des différentielles, ces auteurs considérent dx et dy comme des symboles dépourvus de
sens, en affirmant seulement qu'on puisse, dans beaucoup de cas, effectuer les calculs

comme 5i dx et dv étaient des quantités.”
Notons que I'on trouve trace dans la revue anglaise "The Mathematical

Gazette” de débats similaires entre 193! et 1934, suite 4 un article de E.G.Phillips ol
ce dernier regrette que des étudiants puissent arriver a 'université sans avoir entendu
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parler de différentielles. Il propose de les introduire dés les débuts de "I'Elementary
Calculus”, a partir de la définition moderne de la différentiabilité, comme partie
simplement proportionnelle 4 Ax de l'accroissement de la fonction. Il s’ensuit une
polémique ou I'on voit se manifester, a2 propos des différentielles du premier ordre,
et avec autant de virulence, les différents points de vue et arguments déja répertoriés
ici.

Cet ensemble d’articles permet également de se représenter ce que pouvaient
&tre les relations maths/physique au début du siécle, dans ce domaine et c’est ce
point que nous allons maintenant développer.

IIT - LES RELATIONS MATHS/PHYSIQUE

Le rapport Beke laisse penser que la coupure actuelle entre les deux

disciplines était déja sensible en 1914, mais qu'elle n'était sans aucun doute pas vécue
dans les mémes termes, les modifications de I'enseignement des mathématiques étant
toutes récentes A I’époque :
"Le mouvement réformiste ne peut-étre considéré comme achevé tant gue nous voyons
les notions fondamentales de la Mécanique enseignées indépendamment des éléments
du Calcul infinitésimal. L’avenir fera régner certainement I'harmonie, si désirable au
point de vue pédagogique, entre les enseignements qui s’occupent, l'un de Détude des
Jonctions et U'autre des phénoménes physiques et chimigues.”

Certes, on critique les Compéments sur le calcul infinitésimal, écrits a I'usage

des physiciens ("la honte de la littérature mathématique” écrit M. Timerling dans un
ouvrage cité dans le rapport Beke) ; mais on estime que la distorsion constatée ne
devrait étre gue passagére :
"Nous sommes loin de considérer la transformation de I'enseignement de la physique
comme achevée dans tous les Etats ; mais U'intérét de Uenseignement secondaire exige
impérieusement que les idées nouvelles dont nous aspirons a la réalisation dans
Uensecignement mathématique pénétrent a fond lenseignement physique. Celui-ci en
deviendra plus vrai, plus sincére, plus simple, plus économique, plus complet par les
forces et le temps gagnés et il réagira, & son tour, sur l'enseignement mathématique en
le rendant plus pratique, plus facile a comprendre, plus uni et répondant mieux a
l'idéal scientifique.”

D’aillsurs, pour confirmer cet optimisme, il suffit de constater que des
problémes analogues subsistent dans des branches internes aux mathématiques. Dans
le paragraphe consacré aux applications géométriques, E.Beke écrit :

"Pourtant, il me faut constater une fois de plus qu'on continue & appliguer, pour la
détermination des aires et des volumes, les méthodes anciennes et, dans la plupart des
cas, le principe sans beaucoup de valeur didactiqgue de Cavalieri, méme aprés avoir
exposé les notions fondamentales du calcul intégral.”

Mais, citant F.Klein, il voit dans ce phénomeéne le simple effet de I'hystérésis du
systéeme d’enseignement,

Le rapport annexé de Ch.Bioche, concernant I'enseignement en France, fait

méme état d’une lettre de M.Wallon, représentant le burean de ['Union des
Physiciens, qui se félicite de Iintroduction dans Ienseignement secondaire de
mathématiques des notions élémentaires du calcul différentiel et intégral :
“Il est certainement avantageux pour nous, de trouver nos éléves capables d'utiliser
dans les cas, simples d’'ailleurs, ott nous en avons besoin avec eux. les méthodes de
calcul dont il est question. Les comprennent-ils bien ? Ceci est autre chose, mais je
puis dire que nous les y aidons, et nous pouvons, a cet égard, invogquer leur témoignage
méme ; nous leur fournissons, en effet, Uoccasion d’appliguer a des choses concrétes,
des notions un peu abstraites.”
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De plus, dans de nombreux articles, la référence & la physique est présente et
utilisée pour justifer P'introduction des différentielles ou certains choix pédagogiques,
en particulier Pabscence de distinction entre d et A . H.Poincaré, par exemple, écrit :
"Il est un cas cependant oit la notation dif férentielle reprend tous ses avantages, oir ses
inconvénients disparaissent et ot on ne peut lui refuser une haute valeur philosophigque
et éducative, C'est celui ot U'on envisage gue des différentielles du premier ordre, a la
condition de wen faire qu'un emploi judicieux. C'est ainsi gque l'on apprendra a
raisonner correctement sur les infiniment petits, qu'on se familiarisera avec la théorie
des petites erreurs, si importantes en physique, qu'on comprendra comment de petites
variations des données peuvent influer sur le résultat : et cela aussi, les physiciens ne
s’en plaindront pas.”

De méme, toujours dans le rapport Beke :

"Pourtant, des mathématiciens comme M.Schiilke et ceux qui arrivent au calcul
différentiel par la voie de la physique, comme M. Richter, penchent plutét & la
conservation des différentielles.”

Ainsi donc la coupure, si elle est indéniable, n’est en rien comparabie avec ce
qu'elle est aujourd'hui et surtout elle est vécue comme un état provisoire, lié 4 la
nouveauté des changements de 'enseignement des mathématiques. Alors méme Qque
cela apparait de maniére flagrante dans Pensemble des textes cités, il n'y a pas
identification de deux régimes de savoir obéissant chacun 2 des contraintes et des
finalités propres et questionnement sur la compatibilité possible de ces contraintes et
finalités. Ce probleme est cependant quasiment explicite dans Particle déja cité de
H.Poincaré sur les définitions mathématiques. Il y écrit & propos de la rigueur :
"Croit-on que les mathématiques ont atteint la rigueur absolue sans faire de sacrifice?
we Clest en s'éloignant de la réalité qu'elles ont acquis la pureté parfaite. On peut
parcourir librement tout leur domaine autrefois hérissé d'obstacles, mais ces obstacles
n'ont pas disparu. Ils ont seulement été tramnsportés a la frontiére et il faudra les
vaincre @ nouveau si U'on veut franchir cette frontiére pour pénétrer dans le royaume de
la pratique.”
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QUESTIONNAIRE SUR L’INTRODUCTION DES PREMIERES NOTIONS
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL DANS LES ECOLES MOYENNES :

{Questionnaire pour la Sous-Commission A
sur l'introduction des premiéres notions de Calcul différentiel
et integral dans les Ecoles moyennes.

ftemarques prélimineires. — 1. Le Comilé centeal pose ces questions de
maniére i dlre renseigné sur les matidres et la méthode d'exposition de cel
mpoctant chapitre du plan d'étndes de Penscignement moyen. I tient & rap-
peler & nouveau «qu'il ne prend pas parti pour unc tendance déterminée, mais
qu'il se proposc avant tout de mettre en lumitre les divers points de vun vt
Jes rdsullats obtenus. .
2. — Nous entendous par écoles moyennes les établissements de 'ens i
. gnement secondaire supérieur désignés sous les noms de lyeées, gymnases
classiques ou réaux, ou établissements similaires des divers pays. Il serait
wtile d'avoir nussi des renseignemcents sur ce qui ee fait d.me les écoles nor-
mules d'lnstituleurs, 27l y a lien.
[. — Dans quelle mesare a-t-on indr oduit les premiers éliments de Caleul
d:[]‘wennel et intégral dans les écoles moyennes de votre pays?
Nous désirons nolnmment &tre renseignés sur les points suivants:
n} Le Caleul dilférentiel est-il limité aux fonetions d’une variable ou con-
sidlére-t-on nussi des fonctions de plosieurs varviables ¢
bi Quelles aout fen fonetions auxquebles on applique le Calen] différenticl ?
¢) Fait-on du Calgul fntégral? si oui, suilvaut qued programme?
"d) Expose-t-on le théoréme de Taylor?
e} [nmégre-t-an des équations difféventiclles simples ? Lesquelles?
M. w Quel est le degré de rigueur dont on [ait nsuge dans Uintroduction
dex concepls fondamentanr el dans les démoastrations ?
aj Se eontette-t-on d'une introdoetion géométrigue an Caleud ditférentiol,
sens adopter d'une fagon expresse la notion de iimile, ou utilise-1-on cette
notion 7 Dans [alfirmative, est-ce que I'on présente une démonstration rigou-
reuse, QU envisage-t-on comme évidents des théorémes tels gque celni-ci:

[im — = = ?

a lima

b} Fait-on usage des diflérentielles? Dans Palfivmative présente-t-on le

Caleul différenticl cosmme une sorte de eafcul approximatif, ou caicnle-i-on

avee des infiniment petits comme avee ded grandeurs existant effectivement ?
¢} Dans le théoréme de Taylor tient-on compte du reste ou non?

d} Signale-t-on l'existence de fouctions won dérivables?

¢) La notion de nombre ireationnel esi-elle présentée sous une forme
rigoureuse, ou sc¢ eonleote-t-on de parfer senlement occasionnellement des
nomhres irratiounels, par exemple 3 Poceasion du ealeul des racines ?

HI1, — fuelles sont les considérations mr,‘fhudr’qau:s fque L'on suil dans
Vintrodustion an Caleul diffirentiel et intégral ?

a) Cette introduction est-elle déji préparée daus les classes pl‘l;(‘l:dl'!ﬂl"ﬂ
par une elude d!)p{‘ﬂ[l"'l’ des fonctions simples ot de lear représentation
grapiurluc de maniére e ces nouvelles mwatieres e eonslitoent pas un
supph‘»nmnt A progeamoe, maiy comie an ehapitee qui xe rattache élroite-
menl & ee qui a déja clé vu,
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b) Emploie-t.on la notation différentielle de Leibniz, ou bien les dérivéey
ot les integrates sont-elles désignées autrement?

¢) Commence-t-ou Uexposé par le Caleul diffirentiel ou purle Caleul lutda
gral, ou étudie-t-on simultancment les deux?

d) L'intégrale est-elle préscenide comme limite d'une somme {intégrale

définie} on comme fouction peimitive {inlégrale indélivie) ? Si F'on opére des

denx maniéres, dans quel ordre et daus quel lieu expose-t-on ces deus -

notions ?

e) Fait-on usage d'un mannel ? Quels sont les ouveages caractéristiques .

dont o# ticut compte? {fndication complite du titre, de 'éditenr et de
T'édition), .

IV. — Qaelles sont les applications du Calenl différentiel el intégral que .

I'on donne dans ce premier enseignement? Telles questions d'analyse, de

géoméirie ou de physique utilisaut la notion de limite et gui, par leur im-~ .

porlance, se¢ trouvaiont déja parti¢llement ou eulitrement introdoites dans

- T'enseignement, sont-elies maintenaat attachées direclement i I'étude du -
Caleul dilferentiel et intégral, de mouilre i obtenir un exposé plus écono- -

migue des watieres i étudier ?
Nous signalons notamment les poinis suivants:
e} ba ihéorie des maximn el wrnimna.

b) 5i Von étudic la série de Taylor, quelles sont les fonctions dont on &m—.—

- Je développement eu série entiére? .
¢) Aun cas ol Vou tient comple dut reste dans la série de Taylor, fait-on

usage des sérvies enticres pour Vinterpolation, Uextrapolalion ou pour fe

Caleul des erevurs ?
dj An eas oi o étmdie le Caloul intdgeal, applique-t-on celui-ei au

caleui des aires [par exemple de la parabole, de Vellipse) et au calenl des -

volumes ?

ej Pour guels concepls fondumentaux de la Méeanique, (vilesse, acedléra-
tion travail, monent d'inertie, ete) fait-ou usage du Caleul dillérentiel et
intogeal ?

[) De la inéme manidre en Physique, en particulier pour I'optique (courbes

enveloppes, ete.) et en f::lc(:tt'odynamique {lignes de force, etc.).

V. — Lintroduction dua Caleul différentiel el intégral a-t-elle amené un
allégement du plan d*dtudes en su.pprimaut d'aulres théories ? Dans affir-
mative, de quelle maniére ?

V1. — fuels sont les résultats oblenns par Vintroductivn de Calenl diffé.
rentiel et intégral? Est-elle reconnue comme wne réfurme nécessuire p Dans
quelle mesure rencontro-t-elle de Uepprobation ou de Uopposition? En par-
ticulier qquelle est lopiniou des représentants des mathématiques et de la
physiyue ?

Si vous avez i sigualer dlautres observations ou remarques concernant
I'enseignement du Caleul diftéreutiel et intégral, veuiliex en faire mention
dans volrs réponse & celle place,

Quels sout les passages des eapports publiés par volre sous-commiseion
epncernant fa question de Peuseipuement du Caleul diflérentiel et intégral?
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ANNEXE V
LA DIFFERENTIELLE DANS LES MANUELS ET POLYCOPIES DE PHYSIQUE

J.Ménigaux

En physique, la différentielle est un outil mathématique intensivement utilisé,
pour la mise en équation de problémes, dés le début de la premiére année d’¢tudes
universitaires, alors que cet outil est inconnu des éleves de fin de terminale.

Dans le cadre de la recherche, il nous a paru intéressant de déterminer si I'évolution
du statut de la différentielle en mathématiques et la répercussion de cette évolution
sur les programmes de I'enseignement secondaire et universitaire (cf. annexes
précédentes) avaient influencé P'utilisation et/ou la conception que les physiciens
font, ou ont, des différentielles.

Nous avons donc consulté des ouvrages destinés, pour la plupart, aux
étudiants de premiére année d’études universitaires :

- manuels de physique publiés depuis le début du siécle jusqu’a nos jours :
références [2] & [20],

- polycopiés de cours de physique rédigés par des enseignants, depuis 1968 :
références [21] 4 [30],

- enfin, des manuels de mathématiques congus a I'usage des physiciens :
références [31] a [34].

Trois points vont étre abordés :
1) quelles définitions le physicien donne-t-il de la différentielle ? Ces définitions
sont-elles stables ou évoluent-elles au fil des années ?
2) quelles justifications le physicien donne-t-il du traitement réservé en physique aux
différentielles ?
3) de quelle maniére le physicien utilise-t-il les différentielles dans la mise en
équation de problémes ? Y-a-t-il ou non évolution dans cette utilisation ?
Nous nous limiterons, dans la mesure du possible aux fonctions d’une variable.

Le fait le plus marquant est que, jusqu'en 1965-1968, aucun des manuels

consultés ne définit la différentielle ni ne justifie ['utilisation qu’on en fait en
physique. De toute évidence, une telle définition ou justification est alors du ressort
des mathématiciens.
A partir des années 1965-1968, beaucoup de manuels et la plupart des polycopiés de
cours comportent des rappels ou compléments de mathématiques en préliminaire cu
annexe des chapitres consacrés 4 la physique. La définition de la différentielle y est
alors toujours présente et, & cette occasion, une explication plus ou moins élaborée de
Iutilité de la différentielle en physique est fournie.

Quelle peut étre la raison d’un tel changement de pratique des physiciens ?
On 2 vu dans I'annexe II que la réforme des programmes de mathématiques - 1953,
pour les études universitaires, 1964, pour les classes préparatoires - voit s'amorcer un
changement de statut de la différentielle avec I'apparition de la notion de
différentiabilité et que ces mémes programmes mettent I’accent sur "la différence de
traitement des différentielles en mathématiques et en physique”. Ainsi l'apparition de
rappels sur les différentielles dans les manuels et polycopiés de physique pourrait
correspondre au besoin que ressent alors le physicien de se justifier face & 'évolution
de la pratique mathématique.
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I - DEFINITION DE LA DIFEERENTIELLE PAR LE PHYSICIEN

Lorsque le physicien définit la différentielle, dans une annexe ou des
compléments mathématiques, c’est d’abord pour les fonctions d’une variable, y=f(x) ,
puis il généralise la définition aux fonctions de plusieurs variables. Une telle
procédure, qui n'offrirait que peu d’intérét en mathématiques puisque la notion de
différentielle ne prend tout son sens que pour les fonctions de plusieurs variables, est
justifiée en physique car la majorité des problémes de premiére année se résolvent
soit directement avec des fonctions d’une variable, soit en se ramenant a de teiles
fonctions.

On observe que deux registres dominent jusqu'en 1985 :
- le registre de type "Cauchy" : la différentielle dy d’une fonction d’une variable
y=f(x) est donnée par 'expression :

dy = f’(x) dx oi1 dx = Ax est un accroissement arbitraire de la variable,

- le registre "développement limité 4 'ordre 1" ;

f(x+h) - f(x) = f'(x).h + h.¢(h) avec limy, o €.(h)=0.
Mais cette seconde formulation s’accompagne, en général, d'un commentaire
présentant la différentielle comme une expression donnant la partie principale de
I'accroissement ( Ay ~dy) - avec éventuellement mise 4 I'écart du cas on £(x)=0 - ce
qui sous-entend la "vieille" lecture de cette approximation a 'ordre | (cf. annexe III).

1- Jusqu'en 1974, le registre Cauchy prédomine dans les documents de
physique ([13], [15], [22], [24), [25], [28]) ou de mathématiques pour physiciens [32].
dx=Ax est le plus souvent présenté comme un accroissement quelconque de la variable
"accroissement donné” [22), "quelcongue” [24), "fini” {25), "arbitraire” [32).

Mais dans [24], I'auteur précise tout de méme :
"Lorsque Ax est petit, on le note dx".

Dans la majorité de ces documents, la définition de la différentielle est suivie
de Tl'interprétation géométrique classique (avec dessin de courbe et tangente o0
’erreur parait souvent aussi importante que la différentielle).
Cette interprétation est accompagnée d’une formulation en termes d'approximation de
1a différentielle, du type :
lorsque dx = Ax tend vers 0, I'accroissement Af de la fonction peut étre écrit sous la
forme :

Af = £(x).dx + o (dx).dx = df + =% (dx).dx ol & (dx)=- 0 quand dx~0
écriture qui permet 4 la plupart de ces auteurs de souligner que la différentielle df
est une bonne approximation de Af si Ax=dx est petit.

"La différentielle df, partie principale de Af, est une bonne approximation de b f si
dx est suffisamment petit” [25]
"df constitue une approximation de Af d'autant meilleure que aXx est petit” [24].

2 - A partir de 1974, la définition majoritairement donnée dans les
documents de physique ({15], [29], [30]) et de mathématiques [33] reléve du registre
"développement limité 4 'ordre 1" précédemment décrit ; la lecture ancienne de la
différentielle y prédomine au moing implicitement [15], [29], exception faite de [30}:

"Ax = dx est un accroissement infinitésimal” {15]
"La dif férentielle df est la partie principale de U'accroissement " [29]
"C'est aussi la forme linéaire de Af obtenue en négligeant le reste” [30].

3 - Enfin, le registre de définition de la différentielle comme application ou
fonction linéaire tangente n'apparait que trés récemment dans deux manuels, 'un de
mécanique {20], 'autre consacré aux outils mathématiques pour la physique [34]. Pour
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leurs auteurs, il s’agit vraisemblablement de donner la définition mathématique
actuelle de la différentielle pour mieux souligner, ensuite, le fraitement que les
physiciens font de cette notion.

Considérons une fonction f(x) au voisinage d’un
point x,. Pour un mathématicien, dire que la
fonction f{x) est dérivable, ou différentiable en x = x,
revient & affirmer que :

fxo +u) = flxo) = au + e(u} [u]  (B.12)
ol lllin't, g(u) = 0. Naturellement a n'est pas autre

chose que la dérivée de f(x) en x,: a= f'(x,). La
quantiteé : ]
au = f(xo)u

est appelée application linéaire tangente, ou différen-
tielle de fen x = x,, et elle est notée d,, f{u)

do S (u) = f(xo)u (B.13)

Comme son nom ['indique d,, f{u) est une fonction
linéaire de u, et ’égalité (B.13) est vraie pour tout 1. {201

2’3 D’un psint de vue mathématique, la différenticlle de Ia fonction f en x, sera définie
comme la fonction linéaire de Iz variable 4 :
h =[xt (1

Cette différenticlle cst notée 45, I'indice x, pouvant dailleurs étre sous-entenduw. La
définition (2.17) peut donc étre notée plus précisément :
ifa, {2179
h— f(xqth

ou, avec les notations en termes de « fonctions» ;
dfi (i) = f'(xo}h 218

- Compte tenu de (3.16), et conformément d'ailleurs aux propriétés générales du
développement de Taylor, on voit quion 2 :

Slxg + By — flxo} = df{h) + ha(k) (2.19)

Ains, 1a différentielle représente-t-elle 'accroissement de la fonction 4 un infiniment
Petit prés d’ordre plus grand que 1 relativement & Paccroissement h de la variable. Elle
constitue une approximation de cet aceroisserment de la fenetion au premier ordre par
rapport 4 r'accroissement de la variable : comme on le verra, c'ast cat aspest qui est essentiel
e Physique.

Ces considérations sont utilement iHustrées par une référence géométrique :soit{€) le zraphede f,
M le point de (G) abscisse %g,{T)1a tangente 4{C) ea My, M le pointde (€} d'abscisse x, + A{Fig. 2.1).
Sut le graphique. on observe en HM laceroissement de la fonction lié 4 F'accroissement & de labscisse,
°0 HP la valeur de la différentislie pour la valeur k d# sa variable. (On notera effectivement que dans

{217) ou (X18), Iz variable t'est plus x ou ]
(o + B}, comme pour f, maijs h) Ce qu'exprima
(2.19), c'est Is fait que la différsmee PM entre ces
deux quantités, autrement dit la différence
d’drdonnee emire (C} ¢t (T) pour une méme
abscisse (xq -+ k) tend vers zéro plus vite que &
quand / tend vers zéro, parce que la courbe (G)
«accompagae» sa tangente {Th Quant i ia
différentieile df, (R, elle est :

— soit identiquement nulle — quel que sort i —
Pour f*{xo) = 0;
— soit un infiniment patit du premier ordre en A,

Tx

Figure 2.1

Il convient dés maintenant d'indiquer les notations usaelles, plus pratiques que glles
présentées jusqu'ici, notations auxguelles nous aurons désormais systématiquement fecours.
On les obtient essentiellement en convenant dadopter pour Paccroissement & de la varizble x
ane notation sembiable 4 celle qui note la différentielle de la fonction, seit 2x. Supprimant
Pindice x4 {ou x} gui est sous-entendu, cous réécrirons dinsi (2.18) sous Iz forme :

ldf = 09 . dx | (2:20)
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Si I'an a4 posé y = f{x), (2.20) pourra également prendre la forme :
dy = f1(x). dx (220
Cette substitution de dx a h peut, entre autres, s¢ justifier par la remarque que, pour la
fonction flx)=x,0na:
dfyfhy=dx=h

Une fois adoptée ¢ette nouveile notation, trés pratique, tmaig dont il faut admettre le
caractére conventionnel, on notera qua (2.20) peut se transformer en :

af '
== (2.21)

¢ qui fournit une nouvelle notation pour les dérivées de fonctions, la notation

«différentielle » 4 laquelle nous 2urons désormais presque exclusivement recours. Dans le
2.

prolongement de (2.21), on notera i- (‘Lf_) , 50it cucorei-j; 1a dérivée seconde f"(x), ot ainsi

dx \dx dx3'
de suite :
g=f"‘(ﬂ (222)
341
II - JUSTIFICATION PAR LE PHYSICIEN DE LUUTILISATION DES

DIFFERENTIELLES EN PHYSIQUE

1 - Jusqu’en 1965-1967, aucun des manuels consultés ne justifie 'utilisation
des différentielles faite en physique.

2 - A partir de 1967, la justification clairement avancée dans plusieurs
polycopiés et manuels ([24], {25], [30]) est associée aux calculs d'incertitude (par
exemple sous forme d’un paragraphe suivant la définition de la différentielle et
intitulé : "Applications"). Une telle utilisation des différentielles des fonctions de
plusieurs variables est en effet incontestable en travaux pratiques mais elle ne
constitue pas, & notre avis, la principale justification du traitement réservé aux
différentielles en physique.

Le registre primordial d’utilisation - et donc de justification - celui de la mise en
équation est, en général, & peine suggéré (quelques lignes voire un court paragraphe).

Trois idées se dégagent de ces suggestions : lorsqu’on se contente, comme c’est
le cas en physique, d’étudier le comportement local d’une fonction f au voisinage
d’un point x :

- une valeur approximative de Paccroissement Af(x) est fournie par la
différentielle df(x) ; 'approximation faite est d’autant meilleure que dx est petit,

- la différentielle est plus facile A calculer que l'accroissement ; on simplifie
donc les calculs,

- la différentielle est, contrairement a l'accroissement, une fonction linéaire
de la (ou des) variables ; on a donc effectué une linéarisation,

En général ces trois idées sont rarement reliées entre elles et l'ordre de
I’approximation n’est jamais clairement mis en évidence (cf. par exemple [21], [25],
[29], {301, [32], [33]) 4 une exception prés [15]:

"Quand dx est suffisamment petit, Af est équivalent a df, ce qui explique que dans
beaucoup d’ouvrages technigues, on désigne par dx une quantité trés petite, df étant
pratiquement confondu avec Paccroissement correspondant de la fonction” [32}

"Ay = dy + wAx avec «-» 0 quand Ax -0, C'est pourquot on use fréguemment dans
certains calculs numériques de U'égalité approchée y dy ce qui simplifie les calculs”

(129}, 133D



"Pour un petit déplacement du point M noté par le vecteur dﬂ-z( dxdydz),
Paccroissement de la fonction Af est "a peu prés égal” a df.... Cest pourquoi on dit
quelquefois que dx, dy, dz sont des accroissements "infinitésimaux” des coordonnées et
que df est U'accroissement infinitésimal de f en M.” [30]

"df(x,), facile a calculer, est, pour dx suffisamment petit, une approximation correcte
de Af(x,), difficile a calculer.” [25]

"Physiquement. méme pour des accroissements finis, on écrira souvent : Ay = y.AX.
Ceci signifie qu'au voisinage du point xy, X,, ...X, , on assimile la fonction & une
fonction linéaire des variables.” [21]

“Si les calculs se bornaient au premier ordre, il resterait la relation algébrigue simple
Ay = f'(x).Ax . La notion (et la notation) différentielle(s) permet précisément de
profiter de cette simplicité. Les nouveaux symboles dx et dy remplaceront les
accroissements Ax et Ay avec Uhypothése implicite d'une limitation des évaluations au
premier ordre par rapport aux infiniment petits. Nous powvons écrire maintenant "en
toute rigueur” ; dy = fi(x).dx.” {15]

Remarquons, de plus, qu'aucune des trois idées suggérées n’est illustrée d'un
exempie concret,

3 - Quant au registre de la mise en équation, il faut attendre les deux
manuels introduisant la différentielle comme fonction linéaire tangente ([20], [34])
pour trouver un essai de justification plus solidement étayé de [’utilisation
"rigoureuse” des différentielles faite par le physicien, illustré d’exemples (cf. {20] ci-
aprés).

La notion de différentielle est une source de conflits
entre le point de vue du mathématicien et celui du
physicien, et je vais essayer dexpliciter les manipula-
tions qu'un physicien effectue de fagon tellement
automatique qu'il ne prend pas en général la peine de
les justifier. Je me limite 4 une seule variable pour
simplifier, mais ce qui suit se généralise 4 plusieurs
variables.

F.. .3

Pour les besoins de ses raisonnements, le physicien
considére des quantités « petites »; si x est une quantité
physique (longueur, vitesse, pression...), il souhaitera
étudier ce qui se passe au voisinage de x = x,, c'est-a-
dire pour u« «petit», I} écrira :

Af = flxo + u) = flxo} = [{xo)u  (B.14)

Cette equation est « presque» la méme que (B.13),
mais l'interprétation est tout a fait différente. Af n'est
pas une application linéaire, mais 'accroissement



d’une fonction; ia dilférence se lit sur la Nigure, &u)
étant l'erreur commise en remplagant AS par f'(xg)w
En général, les fonctions rencontrées en physique sont
suffisamment dérivables pour que 'on puisse écrire :

Af = flxg +u) = flxe) = [{xg)u + 0(!‘2)

L’errcur &(u) est alors d’ordre u?.

b 1) .

Hxo + w)

f (xg)

Fig. 2.

En général u sera noté Ax et ;

Af = f(xg + Ax) — flxo) = f'{xo) Ax + 0{Ax)?
Une fois établie I"équation cherchée, le physicien fait
tendre Ax vers O et écrit Af - df, Ax —dx

df = f'(xo)dx -
- Les résultats trouvés de cette maniére sont fondamen-

talement corrects, bien que la méthode manque
incontestablement de rigueur.

e Exemple : calcul de I'aire d’un cercle de rayon R par
un physicien

Le cercle est découpé en couronnes circulaires
comprises entre r et r+ Ar. L'aire AS de cette
couronne ¢st approximativement 2nr Ar, en négli-
geant des termes O(Ar)%.. (En tout cas on a
'encadrement rigoureux

2rr Ar < AS < 2x{r + Ar) Ar)
A la limite Ar—0:
dS = 2nr dr

R
S =j 2xr dr = zR2
0

Noter que la différentielle dS de 'aire du cercle est bien
2nr dr : avec les notations de {B.13)

d,5(u) = 2nru

166

Fig. 3.

De cet extrait, nous ne commenterons que l'exemple choisi par I'auteur, en
remarquant tout d’abord que les points suivants :
- affirmation que ['aire de la couronne circuiaire est, au second ordre prés, égale a
ceile d’une rectangle de longueur 2wt et de largeur ar,
- affirmation de Pexistence de I'encadrement rigoursux de cette aire par :
2wr.Ar < AS < 2N(r+Ar). Ar,
- passage 4 la limite et transformation du AS en dS,

ne sont pas justifiés.

En fait, v a dans ce texte le souci indéniable de mettre en évidence ie
fonctionnement de Papproximation au premier ordre caractéristique de 'utilisation
des différentielles, mais malheurement & propos d’une situnation pour laquelle la
reconnaissance du fait que approximation choisie est bien une approximation au
premier ordre et la justification de I'encadrement proposé n'ont rien d’évident.

En effet, 'encadrement exact fourni qui légitime Paffirmation d’approximation a
I'ordre 2, a une évidence intuitive certaine basée sur le "déroulement" de la couronne
circulaire, mais sa preuve rigoureuse échappe 3 cette évidence intuitive. Notons de
plus que cet encadrement permet d’affirmer que AS est égal au second ordre prés a :
2rr.Ar, donc d’écrire directement, sans invoquer un "ar+{" quelque peu rituel, comme

le fait le texte : dS=2¥rdr.
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Dans le second livre cité [34], un paragraphe intitulé : "Utilisation en
Physique”, faisant suite 4 la définition de la différentielle, fournit le point de vue des

auteurs :
Indiquons maintenant dans quelles conditions Pon utilisera, an Physique, Uoutil
«différentielle »,

L'attention sera centrés, psndant toute la mise en équation qui consitue la phase
d'analyse proprement physique des problémes, sur 'aspect « petite variation traitée de
maniére approximative », en fait « petit accroisserment d'une fonction traité au premier ordre
par rapport 3 I'aceroissement de la variable ». Une fois ies équations abtenues — en général
des équationy « différentietles » faisant intervenir certaines fonctions en méme temnps que leurs
dérivées — les differentizfles ou rapports de différeatieties du rype (2.21) reprennent leur réle
purement mathématique ot le gardent pendant [a phase de résolution des équations qui
traduisent la situation physique étudiée.

En d'autres termes les dx, dy, df, etc. remplacent essentiellement les «petits
accroissements » 3x, §y, 5f ... de l'enseignement secondaire, avec Ia convention sous-jacente
fondamentsle que les calculs sont systématiquement menés au premier ordre seulement par
rapport & ces quantités petites : tous les termes d'ordre supéricur provenant de produyits de ces
quantités sont liminés. '

C'est ta le point important avec lequel
z ' \ il convient de se familiariser, et auquel il
convient de conformer sa pratique de calcul
Le débutant peut se heurter 3 'obstacle sni-
vant: soit la fonction f, considérée en x, ot
x + dx, avec ua agcroisseroent gqu'on va
traiter, au premier ordre, en [I'assimilant
i la différentielle df = f{x} dx; certains
répugneront i cette assimilation, car ils se
référent implicitement 4 ue schéma tei que .
22 et hésitent & confondre df = PQ et l'ac- Figure 2.2
croissement de la fonction 8, f = PN; ou encors, ils ont en téte le «théoréme des
accroissemments finis»* et souhaiteraient raffiner sur 'expression d¢ accroissement d f 21
remptagant f'(x) dx par f(x + 8 dx) . dx avec 8, (0 < & < 1), biea choisi

Ce qu'il faut bien comprendre,

-~ glest qu'on se limite 4 une évaluation au premier ordrs en dx (c"=st-d-dire qu'on ignore
toutes les quantités qui tendront vers zéro plus vite que dx quand dx tendra vers 28r0),
- et que, dans cetts approximation :

a) PN est équivalent 4 FQ {et méme si cs n'est pas «évident» sur un schéma tel
que 2.2}

b) fx+8ds)de est 2n (f(x)dx + f7x +9,dx}(dx)*} et ne différc donc de
F(x) dx = df que par un terme en (dx)* qui, par suite, est négligeable.

Ces principes généraux une fois bien notés, ¢’est la pratique qui indiquera comment
recourir 4 ces notions et notations différentielles extrémement commodes et d'un smploi
permanent en Physique.

L’argumentation des auteurs est donc la suivante : en physique, I'utilisation de
la différentielle pour la mise en équation est une convention, commode certes, 2
laquelle I'"étudiant débutant doit se familiariser en la pratiquant. Une telle confiance
des auteurs dans la pratique - alors qu’ils ne fournissent aucun exemple concret -
peut paraitre un peu suspecte quand on constate la pratique "usuelle” des étudiants et
des physiciens en ce domaine. 1! semble également dommage que l'accent soit aussi
fortement mis sur P'aspect "convention" de I'utilisation des différentielles puisque,
dans le chapitre consacré a I’intégration, dont nous donnons un extrait, les auteurs
prouvent qu'ils ne fenctionnent en fait pas selon un te! registre :

PR P X

ix +Ie de) x4+dx

2. SURFACE D'UNE BANDE PLANE

On considére, dans le plan rapporté
aux deux axes orthogonaux x'x et 'y, une
bande limités par ies deux courbes (G} et
(C;) et les deux perpendiculaires 4 Vaxe des X
abscisses d'équations x=a et x =5 (On
suppose que {C,) ¢t (C;) n'ont nulle part de
tzangentes e d'asymptotes verticales.)

Soit 5{(x) l'aire ds la portion de cette
bande limitéde par 1a droite x =a et par la
perpendicuiaire @ x'x d'abscisse x, qui Figure 3.1
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coupe (C,) en M, et (C;) en M,; S(x) est une
fonction de x, visibiement nuile pour x = a
et égale, pour x = b, 4 [aire totale de la
bande, soit 5,

Soit f(x) la distance catre les deux Ps
points M, et M. Quant x augmente de dx,

e,)
Z
p zugmente de
S(x) augmentc une quamlte ega & 3 lalire e < é <+ dx x
7
2z

de la zone du plan limitée par les deux
droites paraliéles — et trés voisines -

d’abscisses x ot (x + dx), et les arcs M M|

Cr aet : M Hy
de (C,) &t M, M3 de (Cy), (Fig. 3.2). 2 14
Au premier ordre en dx, cette aire ey
peut étre confondus avec Paire du ree-
tangle M,H H,M,. En effet, lerreur Figure 3.2

commise correspond & aire des triangles _
curvihignes M, M H, et M, M3 H,. Or, pour chacun d’eux, il s’agit d’une quantite d'ordre
M H, x H M} (resp. My H, x H,M3)soit (dx} x (variation de ['écart 4 x"x de (C;} 0u (C;)
sur une distance dx = quantité au plus du premier ordre en dx) oc {dx)*. (Comme 'était le cas
dans la section 2 du module 2, consacrée aux différentielles, il convient de se méfier des figures
qui ne permettent pas d'ordonner de maniére évidente, les uns par rapport aux autres, des
infiniment petits d'ordres différents.) ’

Conformément aux indications de la section 2 du module 2, on voit donc que l"aire
M, H,H, M, fournit la valeur de !a différenticile 45 de S{x). On a donc:

ds = f(x) dx % = f{x) (33)

Et 'on voit ainsi que S(x) est une primitive de f(x); compte tenu d'une remarqus faite plus
haut, on peut méme dire que c'sst ig primitive de f{x} qui s"annule pour x = q.
Revenons un instant sur la manipulation de la différentieile. Le débutant pent avoir des

scrupules 4 traiter aussi superficieilement )
I'évaluation de l'aire M| M; M1 M, ot cher- M%/‘
cher a raffiner, par exemple en la prenant de #_ A e
dx M, !
la forme f (x +—) . dx, de maniére a ;
2 /

introduire une compensation entre les aires
négligées (Fig. 3.3), Quand il s'agit d'une
étude analytigue, et au contraire de ¢2 qui
peut se passer dans le contexte d'un caleui % £ %+ dx x
numérique, comme on | verra dans les exer- S :
cices 3.8 4 3.11, il faut apprendre a perdre - s dx
¢e type de scrupales: le caleul nt'a de sens
qu'au premier ordes en dx, quantité destinée \
4 tendre vers 7éro; le passage de f(x) dx a

H
dx . Hy Pl
f (x * —2—) . dx, ou toute autre modifica- P My ey

tion du méme type inspirée du théoréme " Figure 3.3

des accroissements finis, est uae complication inutile; 1a présence du facteur dx assure 3 elle
seule que 'exprassion ast évaluée au premier ordre, comme il convient, dés que I'expression
qui vient en facteur de co dx est évalués «en ses termes finis » — c’est-d-dire indépendamment
de toute contribution lide & dx, et destinée 4 tendre vers zéro avec cette différentielle. En
d'antres termes, le facteur de dx doit étre pris dans [a limite de dx = 0 :c'est pourquoi, ici, il se
raméne purement et simplement 2 f(x).
On nous pardonnera cetts longus digression; mais it nous parait utile d'éclaizer, sur un
cas trés concret, les conditions d'emploi da cet outil fondamental qu'est la diffécenticlle.
Compte tenu de (3.3). si le calcul 2 fourni une primitive quelconque de f(x), soit F(x), on
voit qu'on pourra prendre : S(x) = F{x) = Fla}*
avec : S = S(b) = F(b) — Fla) (3.4

Dans cet exemple de calcul de surface d’une bande plane, la différentielle est
effectivement présentée comme une approximation linéaire tangente puisque l'ordre
de grandeur du reste y est correctement évalué sans aller trop loin dans la précision

des calculs. Deux points essentiels sont soulignés :

- dans cette démarche, contrairement 4 ce qui peut tre souhaitable dans une
perspective de calcul numérique, il est tout & fait inutile d'aller plus loin que
I'approximation linéaire, par I'utilisation du théoréme des accroissements finis par

- Papproximation linéaire permet de récupérer la dérivée d’une fonction et,
par 12 méme, la fonction elle-méme par intégration ou résolution d’une équation

différentielle,
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IIT - UTILISATION DES DIFFERENTIELLES DANS LA MISE EN EQUATION DE
PROBLEMES (EN DEHORS DES RAPPELS)

Plusieurs types de mises en équation ont &té retenus dans la mesure ol le
traitement effectué est instructif sur la fagon dont l'auteur d'un manue! ou d’un
polycopié utilise les différentielles. Il s’agit :

- en mécanique : de Ia notion de travail d’une force et du calcul d’un moment
d’inertie, -

- en electrostatique : du calcul du champ électrique E et/ou du potentiel V
créés par une distribution continue de charges, du flux de E 3 travers une surface, de
la circulation de E, —

- en magnétostatique : du calcul de I'induction magnétique B créée par un
courant, du flux de B,

- de fagon générale : des calculs de surface, de volume, d'angle solide.

Au niveau de la mise en oeuvre effective des différentielles, rien ne distingue
les documents consultés jusqu’en 1985. Qu'ils comportent ou non des rappels ou
compléments sur les différentielles, la plupart des documents ne fournissent que des
recettes d'utilisation, I'usage de quelques mots clefs tenant licu de légitimation de la
procédure utilisée. Ces mots jamais définis sont :"élément”, “petit élément”,
"élémentaire”, "tranche”.

Les découpages en "petits éléments" ou en "tranches", la confusion permanente entre
accroissement et différentielle sont de régle et, souvent, I'auteur laisse planer un
doute sur I'exactitude de la procédure utilisée, Ces quelques extraits de manuels en
témoignent :

"On divise la trajectoire en petits éléments. Ces éléments sont choisis suffisamment
petits pour que f] puisse 8tre considérée comme constante le long d'un tel élément et
que U'élément d¥ puisse étre considéré comme rectiligne.” [7]

"Découpons le cylindre en couronnes cylindrigues : la couronne comprise entre les
cylindres de rayon r et r+dr a une masse 2wrdrlp...." [5]

— -
*Si le point M se déplace infiniment peu pour venir en M’ tel que MM = di |, la
circulation élémentaire est par définition d€= Z.dI" [6]

" Découpons la sphere en tranches circulaires ... et considérons une tranche comprise
entre z et z+dz. C'est pratiquement un cylindre de rayon r et de hauteur dz... Son

volume est dv = mridz" [12]

"Lorsqu'on a affaire a une distribution continue de charges, on la divise en petits
éléments de charge dq élémentaires, assimilables & des charges ponctuelles.”

“Pour avoir la longueur totale de la trajectoire, il suffit de la découper en petits
éléments d’arc que I'on confond avec des segments de droite et d'en faire la somme,
Le résultat sera d’autant plus juste que les éléments as sont petits.” [13]

"Pour dm, on recommence & écrire dm =odS oit dS es¢ U'élément d'aire de lc couronne
considérée... Ensuite, on écrit que dS est donné par le produit du périmetre de cette
couronne, 2WRsin®, par I'élément de corde Rd9.” [17]

Ces extraits de manuels suffisent sans qu'il soit besoin de citer des polycopiés.
Enfin, en 1985, deux documents de mécanique déja cités ([20], [30]) font
apparaitre le passage & la limite dans la mise en équation, lorsqu’il s’agit d’obtenir des

équations différentielles du premier ordre. Lorsque c’est possible, I'accroissement AX
d’une grandeur physique X apparait sous la forme d'un développement limité par
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rapport 4 l'accroissement Ax de la variable. Le calcul de la dérivée de X par rapport
4 x, par passage a la limite quand Ax tend vers 0 du rapport BX/Ax, permet alors
d’obtenir la solution X(x) par intégration, sans que les mots clefs précédemment cités
soient la base de la justification, sans confusion possible entre accroissement et
différentielle.

Le raisonnement ainsi mené se situe, sans nul doute, dans un contexte de rigueur
auquel ia majorité des documents consultés ne nous avait pas habitué. Nous citerons
seulement un extrait de [20] :

¥
Al e ae N
N
1N
- RN
Iy Y
1 \
L Y O S S
_ ; i
A |
I : jl
@ | i x
o A, A,
Fig. 17
F X on obtient & 'ordre & :
._J MOUVEMENT CIRCULAIRE A=A, — Az
ApmAz+A,

Rotation d’un vecteur

c'est-a-dire sous forme vectorielle :

St un vecteur A = OM ct A” = OM’ le vecteur qui A m A eia A+ D

~i déduil de A par une rotation d"angle 0 autour d'un
secteur unitaire fixé A passant par Q. Le sens de
ratation awiour de i est fixd par la régle du tire-
bouchon : parexemple sur la figure 166 > 0. On peut
togjours choisir /i comme axe des 2 : 5 = #{si vous ne
voulez pas (zire de choix d'axes, of. exercice 24).

Q
Fig, 6

Pour simplifier, je me place d'abord dans le cas
ou fe vecteur A se trouve dans le plan xOp. Ses
composamtcs sont {¢f. hgure 17) ¢

A, =Acosy A, = A sin g

Aprés rotation, A devient A de composantes !
Al=Acos(p+ 8 =Acos pcos
—Asingsinf=A, cosf ~A,sind
A= Asin{p +N=Acos ¢sin
+Asinpcosd= A sinf+ A cosf
Supposons que @ soit infinitésimal ; 4 = g; en utili-
saqtl ]

sin ¢ = £ + OgY) cos £ = [ + Oeh

Cette formule reste valuble méme si A, % 0 : e effot
la composante : reste invarianie dans la rotation
AL =A,et:

0 A, T-A
0 AfA, =] A,
A, 0

Revenant 4 un axe de rotation quelconque, nous
obienons unc relation fondamentale entre cotation
infinitésimale et produit vectoriel :

A=A LeinA + 0 %)
Une remarque : pour un mathématicien. un vecteur
est avant tout un élément d'un espace vectoriel, ce gui
permet de définir Faddition de deux vecteurs et la
multiplication par ua scalaire, Pour un physicien, Ia
propriété essentielle d'un vecteur de l'espace ordinaire
est sa loi de transformation par rotation. que nous
venons tout juste d'écrire.
Lorsque I'angle de rotation 0 varie, je peux consi-
dérer A’ comme un vecteur fonction de l'angie 8 : le
transformé par rotation de A. [l est donc naturel de [e
noter A(f). Notez que A(f + ¢) se deduit de A(D) par
une rotation infinitésimale d'angle ¢, et d"aprés ce que
nous venons d'obtenir

A6 + 5) = A(B) = ol A ADY + OfeD)

La dérivée par rapport 4 9 de K{U‘; est par définition
1 = v .
Itm; [A(E + &) —~ A(#], soit :

e=0

da |, -
W =1t A AlD) 18)

-
Un seul commentaire a cet extrait : le calcul de la dérivée dA/d® par passage
a la limite quand €-0 d_e. la relation : .
A(B+€) - A(B) =& (T AA(S) + ({eD)
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est inutile puisqu'on peut faire une interprétation directe de D’écriture du
développement limité 4 'ordre 1 : la différentielle dA est:

dA = (TAA(Q))e = (T AA(R)) dB.

Dans [30}, de nombreux calculs de grandeurs physiques sont menés 4 partir de
I'expression des accroissements puis calcul de la dérivée par passage i la limite mais
13 aussi la lecture directe de la différentielle a partir de Vécriture du développement
limité a I'ordre 1 de P'accroissement est absente.

IV - CONCLUSION

Un cours de physique rédigé avant 1950 ne peut &tre confondu avec un cours

rédigé depuis 1968 méme si le phénoméne étudié est identique : le formalisme
mathématique y est de plus en plus élaboré (relations vectorielles, utilisation
d’opérateurs, de matrices, de tenseurs...}, suivant en cela I'évolution de I'enseignement
des mathématiques, aussi bien dans le secondaire que dans le supérieur. En
conséquence, il semblerait logique que, pour les différentielles, 'évolution soit elle
aussi incontestable. Or que constate-t-on ? Le physicien, rédacteur d'un document
écrit, sous forme d’un manuel ou d’un polycopié, a évolué ; il a été amené a définir,
depuis 1965-1968, la différentielle d'une fonction et la définition qu’il en donne s’est
modifiée de 1965-1968 & nos jours : au registre de type "Cauchy" majoritairement
cité jusqu'en 1974, s’est substitué le registre "développement limité 4 P'ordre 1" et,
tout récemment, le registre "fonction linéaire tangente”.
En revanche, en ce qui concerne la justification du traitement réservé en physique
aux différentielles et la mise en oeuvre effective de celles-ci dans les mises en
équation, il faut attendre 1983 pour qu’apparaisse un nouvel état d’esprit, plus
rigoureux, estompant la coupure entre objet d’enseignement mathématique et objet
d*utilisation en physique. Mais c¢ela ne concerne encore que deux documents.

Cette tendance devrait pouvoir se généraliser & tout document de physique
destiné a4 une diffusion aupris des étudiants : il n’est pas question d'abandonner la
pratique physicienne des différentielles, performante parce qu’efficace et rapide,
mais de situer cette pratique, & chaque fois que la mise en équation le permet, dans
un contexte de rigueur qui lui a fait défaut jusqu’a présent.
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ANNEXE VI
ATELIER DE MISE EN EQUATION DE PROBLEMES

Michele Artigue

La présente annexe rend compte d’une séance de mise en équation de problémes
organisée dans trois groupes de travaux dirigés de premiére année de DEUG SSM, a
’Université Paris 7. Quatre problémes, dont le texte est donné ci-aprés avaient été
choisis. Il s’agissait de mettre en évidence les différents types de situations dans
lesquelles intervient au début des études universitaires l'outil différentiel, répertoriées
dans la recherche :

- calcul approché (probléme de la sphére dorée),

- calcul d’intégrale (probleme de la coupe),

- établissement d'une équation différentielle (probléme de I’absorption).
Le quatritme probléme, celui du nageur, était un probléme d’optimisation. Sa
résolution passait par 1a recherche du minimum d'une fonction. Il utilisait donc I'outil
différentiel (la recherche du minimum étant liée 4 celle des zéros de la dérivée de la
fonction temps de parcours) mais sur un mode dont nous faisions ’hypothése qu'’il
était plus familier aux étudiants.

L'objectif de cet atelier était :

- du point de vue de la recherche, d’étudier les modes de résolution
proposés par les étudiants, les difficultés rencontrées, la fagon dont elles étaient
éventuellement surmontées, d'analyser en quoi elles dépendaient de facteurs propres 4
I'aspect différentiel ou de facteurs plus généraux comme le repérage des variables
pertinentes et la prise en compte de I'aspect fonctionnel des grandeurs utilisées ;

- du point de vue de I'enseignement, de mettre en évidence Ia
diversité des situations dans lesquelles interviennent les notions de différentielle et de
dérivée et de fournir aux étudiants des moyens pour, ayant pris conscience de cette
diversité, mieux la gérer.

Une seconde séance datelier était prévue, dans cet esprit (cf. paragraphe ).
Malheureusement les contraintes de temps n’ont pas permis de I’expérimenter.

I - TEXTES PROPOSES AUX ETUDIANTS
ATELIER 1

La nageur
Un baigneur situé en un point A de la mer désire atteindre un point B de la cote. La

cote est rectiligne et la mer sans courant. Le trajet du baigneur peut étre mixte (nage
et marche). Sa vitesse de nage est de Zkm/h, sa vitesse de marche de 4km/h.
Déterminer le wrajet le plus rapide dans les deux cas suivants :

1} AH = 500m et HB = 400m
mer 2} AH = 500m et HB = 200m

B H terre

La sphére dorée ;

On veut dorer a P'or fin une sphére de rayon R. Sachant que I'épaisseur e de dorure
est uniforme et trés inférieure a la valeur de R, donner une valeur approchée de Ia
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quantité d’or nécessaire en fonction de R et de e {la masse volumique de l'or est de
19,3g/cm3).

L'absorption lumineuse :

Soit I [Iintensité d'un faisceau de rayons X de section constante arrivant
normalement sur un échantillon métallique d’épaisseur e. L'intensité transmise est
inférieure 2 P'intensité incidente I,. En effet, par suite d’interactions diverses, une
partie de I'énergie est absorbée par ’échantillon. L'intensité absorbée par une tranche
élémentaire dx, située a la profondeur x est proportionnelle 4 son épaisseur dx et a la
valeur de Iintensité I en x, le coefficient de proportionnalité étant le coefficient
d’absorption linéaire p caractéristique du métal.

Donner la loi de variation de I en fonction de I'épaisseur de métal traversé et en
déduire les épaisseurs e,, et ep, d'aluminium et de plomb que doit traverser un
faisceau de rayons X pour que l'intensité incidente du faisceau soit réduite d'un
facteur 100,

On donne py=ldcm-1 et Pp,=1600cm-1,

e
€= = =4 - =
i J‘&
ID iy oy It
ﬁ-ﬁ-mx!

La QQI.IQQ .
On se propose de déterminer la quantité de vin contenue dans le verre ci-dessous en
fonction de la hauteur h de liquide. On sait que la section du verre est parabolique et

a pour équation y=2x2 dans le repére ci~dessous :

y

8cm

<
t

ATELIER 2
Au verso de cette feuille, figurent les textes de 6 problémes. Avant de vous lancer
dans la résolution de ces problémes, nous aimerions que vous répondiez pour chacun
d’sux aux questions suivantes :

question 1 : quelles sont les grandeurs qui interviennent dans ce probleme ?

guestion 2 : quelles sont les variables et les fonctions que vous pensez introduire dans
la mise en équation du probiéeme ?

question 3 : avez-vous déja une idée qualitative de la solution et si oui, laquelle ?
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guestion 4 : pensez-vous que la résolution va é&tre purement algébrique ou qu’elle va
faire intervenir des dérivées, des différentielles, des équations différentielles, des
intégrales ? Sur quoi se fonde cette opinion si vous en avez une ?

guestion 5 ; savez-vous comment vous allez vous ¥ prendre pour résoudre le
probleéme ? Si c'est le cas, pouvez-vous décrire trés brizdvement la démarche que vous
vous proposez de suivre ?

Population ; La population de la ville X était de 5000 habitants en 1960. Elle a
augmenté réguliérement de 1964 4 1984 avec un accroissement annuel proportionnel &
la population existante, Elle est actuellement de 135 000 habitants. Si elle continue A
croitre de la sorte, combien y aura-t-il d’habitants en I'an 2000 ?

Centre de gravité : Déterminer le centre de gravité d’une plaque métallique ayant la
forme d'un demi-disque de rayon R.

Mise_en page : Un texte doit occuper un rectangle de 3 em? sur une feuille de
papier. Les marges inférieures et supérieures doivent é&tre de a cm, celles de droite et
de gauche de b cm. Quelles sont les dimensions du rectangle qui permettent la plus
grande économie de papier ?

Température : La vitesse de refroidissement d’un corps quelconque dans 'air est
proportionnelie 3 la différence de température entre ¢e corps et I'air ambiant. Dans
une piéce a 20°C, on considére un objet dont la température, de 90°C a linstant 0,
est de 60°C 20 minutes plus tard. Déterminer I’évolution de la température de I'objet,
de I"instant t=0 a Pinstant t=2h.

Cuve 3 mazout : De combien baisse le niveau d’une cuve 4 mazout assimilable & une
cylindre de rayon 1m et de hauteur 2m posé horizontalement sur le sol, lorsqu’on y
prélave 20 litres ?

Naphtaline : Une boule de naphtaline s'évapore progressivement au cours du temps.
Quelles hypothéses qualitatives et quantitatives faites-vous concernant ce phénoméne
? Quelles expériences suggérez-vous pour les tester ?

II - ORGANISATION PREVUE POUR LE DEROULEMENT DES ATELIERS

Il était prévu d’organiser les étudiants en équipes au début de la séance, chaque
équipe choisissant librement les problémes qu'elle désirait traiter. On prévoyait une
heure environ de recherche par équipes, cette recherche étant suivie d’une phase de
synthése odi, probléme par probleme, on analyserait le travail des différentes équipes.
1 était prévu que l'enseignant interviendrait peu dans la phase de recherche, si ce
n'est en cas de biocage complet des équipes. Aprés un premier probléme choist
librement, il pouvait conseiller 3 une équipe donnée un probléme non encore choisi,
si le cas se présentair. Il devait animer la phase de synthése, en veillant 4 faire
expliciter et analyser les difficultés rencontrées puis conclure conformément aux
objectifs de la séance. Enfin, il devait distribuer 2 la fin de ia séance la fiche
correspondant 4 l'atelier II aux étudiants, en leur demandant de préparer le travail
pour la séance suivante et en précisant bien le type de reflexion demandé.

Le premier atelier s'est a4 peu prés dérouié comme prévu. Les trois groupes de
travaux dirigés comportaient respectivement 19, 19 et 20 étudiants. Mais, dans tous
les groupes de travaux dirigés, la phase de recherche a été plus longue que prévu. De
ce fait, si !a synthése a bien eu lieu, la phase de conclusion et d’institutionnalisaticn
a, elle, été quasiment inexistante. La fiche du second atelier a été distribuée comme
prévu en fin de séance mais, comme nous savions & ce moment 13 qu'il serait
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impossible d’organiser le second atelier, nous avons demandé aux étudiants de rédiger
leur travail sur cette fiche, 2 titre de probléme.

Il faut souligner que les étudiants ont été souvent génés au début par le statut de
cette activité. Elle rompait avec les activités mathématiques traditionnelles. Plusieurs
ont demandé pourquoi on se mettait & faire de la physique en travaux dirigés de
mathématiques et ont manifesté quelques réticences & s'y engager. Une mise au point
de I'enseignant a été nécessaire. Ensuite, 'intérét a été soutenu.

La fiche correspondant au second atelier a, elle, posé des difficultés d’une autre
nature, les étudiants se déclarant incapables dans leur grande majorité de suivre la
démarche proposée. Finalement trés peu d’étudiants ont rendu ce probléme et le plus
souvent en avouant avoir répondu aux questions aprés la résolution des probiémes.
Nous n’analyserons doac pas leurs productions ici.

IIT - L’ATELIER 1

Le tableau ci-aprés présente la liste des problémes abordés par les différents groupes,
les nombres renvoyant aux numéros des équipes.

Problemes | Nageur Sphere Absoption| Coupe
Groupe I |1 ~-35 3-4 2 1-3-4
Groupe Il {2 - 4 1 3-4 1-2-4
Groupe III{3 -4 -5 1-2-4 1 2

Total 7 6 4 7

Tableau 1 : Répartition des problémes abordés par équipes

Si I'on regarde plus précisément, pour chaque probléme, & quel ordre de choix le
nombre total donné correspond, on obtient ;

ler choix | 2é&me 3éme
Nageur 4 3 0
Sphere 2 4 0
Absorption| 2 i 1
Coupe 6 i 0

Tabeau 2 : Ordras de choix des problémes

Comme on le voit, ces deux tableaux opposent le probléme de la coupe, qui bien que
situé a la fin de la fiche attire visiblement les étudiants, et celui de I'absorption
lumineuse, lui, au contraire, peu attractif. En fair, les étudiants reconnaisssnt
d’emblée dans le probleme de la coupe un probléme d’intégration et ils sont
justement en train de commencer en mathématiques I'enseignement de I'intégrale de
Riemann. Quant au probléme de Ilabsorption, il semble déja les rebuter par la
longueur de son texte.

Nous présenterons bridvement les résultats de Pobservation probléme par probléme.
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LE NAGEUR

7 groupes ont travaillé sur ce probléme. Aucun n'a rencontré de difficulté pour
démarrer la résolution. La citation suivante, extraite du bilan du groupe I, témoigne
bien de la stratégie mise en oeuvre dans tous les groupes.

A

B O H

- "On s’est dit au début qu’il y avait plusieurs possibilités, par exemple aller tout
droit ou aller d’abord dans I'eau et puis marcher sur la terre. Bon, la vitesse dans
Peau est plus petite que la vitesse sur la terre, donc on s'est dit : pourquoi il
nagerait pas d’abord jusqu'en O et ensuite il ferait le reste 4 pied. Alors 1d on g'est
dit : cet angle c'est 'angle «, on connait AB, on connait AH, donc on connait &, il
est de I'ordre de 50° & peu prés. Bon, on sait ici qu'on a un angle droit donc 90°%
alors en fait si le nageur fait un trajet comme ¢a, il va former un anglef, et cet
angle B est compris entre « et 90°, donc 8 il va de 90° 2 %, donc il diminue, donc en
fait il faut trouver le temps, il faut trouver une relation entre le temps et &, et &, jé
veux dire, et si on trouve B , on aura le temps minimum. [.....] En fait, si on trouve
le temps, on cherche I'angle pour le temps minimum, aprés c’est de 'algébre.”

Enseignant : "Comment vous faites pour chercher I'angle correspondant & un temps
minimum?”*

- "Quand on a la relation t égale fonction de §, on sait que lorsque la dérivée
s'annule, t est minimum, donc on prendra la dérivée de t par rapport & 3."

La variable choisie pour exprimer le temps du trajet est, suivant les équipes, un angle
ou I'abscisse du point 0 tracé dans le schéma ci-dessus. On ne note donc pas de
difficulté dans la mise en place du cadre fonctionnel nécessaire i la résolution. En
revanche, le traitement qualifié "d’algébrique” par I'étudiant prend beaucoup de
temps. Sur les quatre équipes qui démarrent par le problame du nageur, une seule
aborde un des autres problemes, De plus, I'automatisme "minimum = zéro de la
dérivée” rend difficile dans tous les groupes l'interprétation des résultats obtenus dans
l1a seconde situation proposée.

En effet, avec les notations introduites ci-dessus, on obtient pour la fonction t({):

W(p) = AH/V sing + BH/V,, - AH/V g p
V_, désignant la vitesse de marche et V,, la vitesse de nage.
Donec, pour la dérivée :

t(p) = AH [1/V,, - cos/V, J/sia'p

cette dérivée s’annulant pour :

cosp = V/V,, cest 2 dire ici cosg = 1/2
Pour AH = 500m et HB = 200m, 'angle « étant supérieur 3 60°, ceci correspond 3 un
point O extérieur au segment [B,H].

Quelques uns, n'érant pas revenus 4 la situation physique, n'ont pas remarqué la
difficulté : les autres refusent la valeur obtenue par le calcul qui oblige le nageur &
rebrousser chemin et ils proposent, sans étre vraiment certains de leur réponse, le
trajet AB. Aucune équipe ne parvient seule & résoudre la contradiction apparente.
Méme, lorsque collectivement on aura exprimé la fonction temps pour O entre H et
B, puis pour O au dela de B, montré qu'il y a décroissance jusqu’en B puis croissance
a partir de B, ils resteront perplexes devant ce minimum qui correspond 3 un point
anguleux de ia courbe.
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LA SPHERE

Le probléme de la sphere a été jugé facile par toutes les équipes qui 'ont abordé. La
sratégie généralement utilisée a consisté & exprimer le volume exact de la tranche par
différence du volume des deux sphéres de rayons respectifs R et R+e, puis ¢

- soit développer I'expression obtenue et ne conserver que le premier

terme,
- soit écrire directement un développement limité 4 l'ordre 1 sans

préciser les termes d’ordre supérieur.

La citation suivante, extraite de l'enregistrement d'une équipe du groupe I1I, en
témoigne :

"On va calculer le volume entre les deux sphéres puis on fera un développement
limité. Pas de probléme, on sait faire.”

Quelques éléves se demandent pourquoi aprés avoir calculé le volume exact, on fait
un développement limité. Les explications fournies par les autres sont toujours
données en référence au texte et aux procédures d’appel qu'il contient :

- "Comment t’as fait, toi 7"

- "J'aj fait la différence des volumes puis un développement limité."

- "Oh! Tu as fait comme en physique un développement limité ! Moi, j'avais fait le
truc exact, pas d’approximation.” :

-"Oui, mais ils te disent : "e trés petit devant R" et "valeur approchée”, alors Jai
simplifie."

-"Oui, t'as raison c’est sans doute ¢a qu’il faut faire.”

Une autre de I'équipe, en riant :

"Ah oui ! Si on a dans un texte un "e trés petit devant R", ¢a veut dire : faites un
développement limité." (extrait groupe III}

Il faut signaler que, dans une équipe, les étudiants ont procédé différemment,
"intégrant - comme ils disent - la surface de la sphére entre R et R+e"- c'est & dire
calculant l'intégrale :

R+e
I= f wr? dr qui est en fait basée sur I'approximation demandée.
(3

Aprés avoir obtenu I'expression exacte du volume, ils ont comme les autres supprimé
les termes en e? et e3, estimés négligeables vues les indications de P'énoncé.

Lors de la phase collective, I'enseignant voudra faire remarquer qu'a la base du calecul
de I'intégrale, il y avait justement I'utilisation de I'approximation obtenue 4 la fin, Il
aura beaucoup de mal 4 se faire comprendre, les étudiants voyant dans l'intégrale
écrite une simple formule sans rapport avec une quelconque procédure
d’approximation.

L’ABSORPTION LUMINEUSE

Sur les quatre équipes ayant abordé ce probléme, deux le traiten: rapidement,
écrivant :

dl = - p1dx
et intégrant ensuite en passant par ’écriture :

dI/l = - pdx
Les deux autres ont rencontré de trés grosses difficultés. Les résumés de leur
recherche que nous reproduisons ci-aprés en témoignent,

Groupe I:

Aprés s'étre demandé quelle est I'unité d'intensité, les étudiants de l'équipe concernée
repérent trés vite la phrase clef de 'énoncé et essaient de la traduire par une relation.
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La premiére écriture proposée est:
Ly = I
Elle les satisfait. Puis se pose le probleme de traduire la double proportionnalité. 1is
sont embarrassés :
- "I1 faudrait qu'il y ait dx."
- "Peut-&tre que p c'est 1/dx."

Je les quitte & ce moment 13 pour une dizaine de minutes. Quand je reviens, ils sont
passés dans le registre d’interprétation “linéaire” et donnent une description
qualitative du probléme. Un résume pour moi ol ils en sont :

- "L'intensité absorbée par chaque tranche dx, c’est la méme puisque le métal est
homogéne ; et puis on nous parle du coefficient d'absorption linéaire. Donc I{(x) en
fonction de x c’est une droite décroissante qui part de Iy et arrive 4 [,."

1ls ont d’ailleurs dessiné la droite et trouvé une interprétation satisfaisante & p-:  c'est
I,-1, /e , c’est la pente de la droite, ¢a ne dépend pas de I'épaisseur traversée, juste

du métal.

Mais un des étudiants du groupe n'est pas tout  fait convaincu. Ca le géne qu'il y ait
des dx dans le texte et qu'il n'y ait pas besoin d’intégrer pour trouver la solution.
Cela lui semble trop simple :

- "Pour chaque partie dx traversée, ¢a diminue d'un petit dI, pourquoi il faudrait pas
intégrer ? C'est bizarre.”

- *"Nous aussi on a dI, mais puisque toutes les tranches absorbent la méme chose, c’est
pareil.” 4

Le premier acquiesce. La situation semble stable.

Au bout d'un moment, je la déstabilise en leur demandant de relire Ia phrase du
texte qui leur a paru particuliérement importante pour la mise en équation et j'attire
leur attention sur la proportionnalité de I'absorption 2 lintensité en X. Celui qui est a
'origine de l'interprétation linéaire récupére tout de suite I'information :

- "Mais alors, ¢a ne peut pas &tre une droite I L

- "Plus ¢a.va, moins ¢a absorbe.”

Le premier reprend :

- "Ca devrait &tre comme ¢a (et il trace la courbe
ci-contre), c'est du log ou une exponentielle.”

L

|

Les deux autres membres de I'équipe interviennent alors dans la discussion :
-*I1 doit y avoir une équation différentielle.”
- "Oui tu sais, comme quand ¢a frotte ; dI/I et puis ¢a fera du log."

Ceci ne suffit pas a les tirer d’affaire. L'inventeur de la droite essaie, sans se référer
au texte, de procéder par analogie avec le cas évoqué du frottement. Il écrit :

oY = dx/dt

I =pdl/dx
mais ensuite ne sait pas quoi faire de cette égalité.

Sa voisine écrit, elle :

dl = I, dx

Log I = x + cste

I=1,ex
mais n'est pas trés satisfaite de sa production. Elle se demande si proportionnel "¢a
peut vouloir dire aussi inversement proportionnel” :
- "Ca pourrait étre aussi I/dx ou dx/L S
Je réponds 2 sa question sur la proportionnaliité et elle reprend :
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- "Alors c’est I, dx et il faut que je rajoute p.”
Elle écrit : dI = p-T, dx et semble satisfaite. Elle relit une fois de plus la phrase et

conclut :
- "Ca, ¢’est siir, ce coup-ci c’est juste.”

Les autres proposent de voter mais elle dit quelle va leur expliquer. Elle le fait,
convaine et résoud en rajoutant un signe moins pour avoir une fonction decroxssante,
ce qui ne dérange personne.

Groupe II:

Iis lisent le texte en faisant des commentaires :
- "Tu comprends le schéma, toi 7"

"dx, c’est quoi ?"

- "C’est une petite épaisseur.”

*Et x, c’est quoi ™

"C'est la position de dx."

i

Iis discutent ensuite pour savoirs’il s'agit 13 d'une coupe rabattue, puis l'un d'eux
écrit :
Idx = F— dx Ix

et dit aux autres :

- "On nous dit que l'intensité absorbée par une tranche ....., c'est simple ; y a qu'a
traduire.”

- "Mais il faut tenir compte de la profondeur parce que plus x va augmenter, moins
¢a va absorber.”

- "Oui mais alors dx va changer lui aussi, ¢ga marche.”

- "Ah non ! dx, il change pas lui I"
Un autre interrompt la discussion :
- "C'est proportionnel alors L;-I5 = Iy (e-x) dx."
- "Et p, tu I’écris ou dans ton truc ?"
- "Je I'ai pas encore fait mais je vais le mettre.”

Un autre, au bout d'un moment de silence :
"Y a sGrement une histoire d'intégrale 1a-dessous.”
- "De toute fagon, dés que tu vois dx..."
- "Et puis tu as I,-I,, ¢a ressemble & quelque chose pris entre 0 et t.”

Au bout d'un moment, celui qui avait proposé la premiére formule y revient et dit :
- "En dx, c’est proportionne! a I, , mais au début <est proportionnel 4 I; ; ¢a va
faire :
[ =I;-ndxI)x
Un autre écrit : [ = Iy dx | un autre encore : L=pLx+C puis cherche 2
déterminer la constante C:
- "Quand x=0, L =1, ¢a fait: C=lz”
11 ajoute trés vite :
- "Mais ¢a va pas, avec mon truc l'intensité grandit.”

Ils commencent 3 se sentir un peu perdus. Un étudiant me demande :
-"Est-ce-que proportionnel, ¢a peut &tre multiplié par 1/p- 7% Je réponds que non.
Celui qui avait proposé : I, =pL.x dx + C intervient & nouveau :
- *J'ai trouvé gquelque chose mais ¢a me parait trop simple.”
En fait les autres ne Pécoutent pas vraiment. Daux reviennent a I’équation :
Idx =} dex
et disent qu'il faudrait lintégrer mais ils ne voient pas comment faire.
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Devant leur désarroi, je leur suggére d’analyser tous ensemble ce qu'ils savent et de
chercher a4 préciser les variables et les fonctions & introduire. Ils me répondent
aussitdt que ¢a c'est simple : les variables, ¢’est x et dx. Un seul n'est pas d’accord
car, pour lui, dx est constant. Les autres {ui rétorquent qu’il est peut étre constant
mais qu'il vient aprés I'épaisseur x. Mais aprés réflexion, ils conviennent de garder
une seule variable : x.

Je demande alors guelles fonctions vont intervenir. La, l1a réponse est unanime : [ et
Ii.- Je leur demande alors de préciser de quelles fonctions il s’agit.

- "I, ¢’est lintensité au point X."

- "I4, c'est lintensité au point, ah non ! ¢a va pas, on a I’intensité dans une position
par exemple I; et on nous demande l'intensité en x+dx. Si par exemple I(x} ¢est ply.x
(il I'écrit)..."

Un autre le coupe :

- "Ca va pas ton truc, plus x augmente plus Pintensité augmente !"

11 répond:

- "Mais c¢’est normal que ¢a progresse c’est I'absorption.”

Je reinterviens et les aide a exprimer ’intensité absorbée par une tranche par :
I(x) - I(x+dx).
Un me dit :
- "C’est un détour gu’on- fait, parce qu*on nous demands juste I, mais essayons.”
Un écrit : I{x+dx) = L ~I3, =plpx-¢l.dx.
Je 1ui demande s'il est sor du ply.x. i dit que non et remplace par I, puis arrive 4 :

I(x+dx) = I, (I-pdx)
Les autres sont d’accord.
Un fait remarquer que cette expression ressemble a la définition d'une récurrence :
- "Y a qu'a partir de I, et avancer de dx & chaque fois."
- "Oui et puis on fera la somme de tous les morceaux. Ah ! C'est 13 qu'elle intervient
I'intégrale.”

Mais ensuite, ils vont de nouveau patauger car ils ne voient pas comment résoudre la
récurrence ni quelle intégrale écrire. Je finis donc par intervenir encore une fois en
demandant ce qu'ils veulent sommer.

- "Et bien, toutes les petites absorptions.”

- "Alors, ¢a va s’écrire : I(x+dx)-I(x) "
L3
- "Qui entre 0 et e et ¢a fait f I(x)dx mais 1A qu'est-ce-qu’on fait puisque I(x) on
0
le connait pas 7"

Je leur explique alors qu'ils ont raison. Quand ils intégrent, c’est une fonction
connue. Ce n’est pas le cas ici, I(x) n’est pas connue. En fait, ce qu’il y a derriére ce
probléme, c'est une équation différentielle, c’est a dire une relation entre une
fonction inconnue et sa dérivée, Bien sOr la résolution d’une équation différentielle se
raméne souvent a un calcul d'intégrale mais la situation est fondamentalement
différente. Un m’interrompt alors :

- “Alors la fonction c’est I(x) et il faut chercher 2 faire intervenir la dérivée 2"
Paquiesce et ils reviennent courageusement & la relation : I{(x)-I(x+dx) =L, dx.

Trés vite un déclare qu'il a la dérivée, Il suffit de diviser par dx. Les autres ne sont
pas d’accord : la dérivée n'est pas le quotient I(x+dx}-I(x})/dx mais la limite de ce
quotient quand dx tend vers Q. Celui qui a trouvé essaie de balayer I'objection :

- "Mais ton dx, il est tout petit, alors tu peux faire comme si.”

Un auire rejoint son point de vue :

- "C'est comme en maths ; on fait par encadrement pour les surfaces et on peut faire
aussi par les dx."
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Ce paralléle avec le travail fait en intégration suffit 4 convaincre les autres. lls
achévent rapidement l'exercice puis me demandent de leur expliquer ce qu’est dans
ce cas la méthode par encadrement,

Il faut souligner également que, dans la phase collective du groupe III, ¢’est un des
élaves faibles de Iéquipe ayant résolu le probléme aisément qui vient présenter la
solution. Une partie des difficultés apparues dans les autres équipes ressort a cette
occasion, en particulier la difficulté & expliciter le cadre fonctionnel et le téiéguidage
par analogie pour la résolution de 'équation différentielle

LA COUPE

Le probléeme de la coupe, on I'a vu, attire les étudiants qui démarrent I'enseignement
de I'intégration en mathématiques 4 ce moment 13. Il est clair qu’il rentre plus que les
autres dans le contrat usuel : traiter en travaux dirigés des applications du cours
magistral actuel.

Les observations montrent des comportements assez proches dans les groupes [ et III,
distincts de ceux observés dans le groupe II, pour lequel 1a séance d'atelier se déroule
une semaine plus tard, ¢’est a dire aprés le début des travaux dirigés sur ce domaine,

Dans les groupes [ et 1II, le lien avec I'intégrale est immeédiat mais il se fait, dans
trois équipes sur quatre, par l'intermédiaire de la représentation donnée dans le plan
et non dans l'espace. Les trois équipes concernées commencent donc par calculer
I'aire hachureé sur le schéma ci-dessous :

¥

7

o ol 3

~
e
»

puis, sachant que la coupe est obtenue par rotation de cette section, il essaient de
trouver un moyen mathématique de rendre compte de cette rotation. Les deux
équipes du groupe [ bloquant sur le probléme et au bout d’un moment abandonneat
cette stratégie. Spontanément dans I'une et par diffusion dans I'autre, les étudiants
s'orientent alors vers la considération de coupes horizontales, L'aire d'une telle section
horizontale est donnée par : wx? et il suffit, comme plusieurs disent : "de sommer
ces surfaces”. 1l s'agit donc d’un processus trés proche dans son esprit de la méthode
des indivisibles de Cavalieri. Qui dit sommation dit intégrale et les étudiants passent

sans hésitation de A =7x? A Uintégrale e
I= f T x? dx

Q
dx jouant ici simplement son réle usuel de marqueur de la variabie d’intégration.
Le résultat obtenu aprés intégration les laisse cependant perplexes : ils n'ont pas eu &
tenir compte de la forme parabolique de Ia coupe, il ¥y a sans doute une erreur
quelque part.

L'intervention de ’enseiznant est alors nécessaire pour débloquer la situation. Mais il
suffit qu'il demande si c'est vraiment des surfaces qu’'on empile pour calculer un
volume pour provoguer le déclic:

- "Ah! bé non! Ca devrait étre des volumes pour faire un volume au bout."

- "Ah oui! Et 1a hauteur ¢a va étre dy. Ca y est j’ai yi"

Une fois le "y" récupéré et, grice a lui, la parabole, ils achévent -trés vite la
résolution.
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Les étudiants du groupe III, eux, font un paraliele avec le volume du cylindre
calculé la veille en physique par l'intégrale “

k3
I=/4RHd®
(=]
En faisant tourner donc un rectangle d'zire R.H autour d’un axe, on obtient un

volume égal 4 :

7tR?H : on a donc un moyen mathématique d'exprimer la rotation : il suffit de
multiplier I'aire considérée par TR.

Pour R, un des étudiants propose Vh/2, ¢'est A dire le rayon au bord de la coupe. lis
ne sont pas trés sirs que ce soit [a boane valeur 4 prendre, mais comme aucune autre
proposition n'est faite, ils continuent les calculs avec R = Vh/Z, obtenant pour le

volume Tth2/3.

Pour justifier la méthode 4 I'enseignant qui passe a leur table, ils font le dessin ci-
J

aprés, expliquant : -

/

[*] '

- "Ca marche pour le cylindre ; ben alors, maintenant, ma surface, je I'assimile 4 un
parailélépipede, comme ¢a "

Notons que le parailélépipéde ainsi tracé correspond & une valeur de R strictement
inférieure 4 R, L'enseignant ne se prononce pas, et ceci suffit 4 renforcer les
doutes que certains peuvent avoir :

- "On ne peut quand méme pas étre tout & fait s0rs, c'est logique, mais on ne 1'a pas
vraiment démontré.” dit I'un d'eux.

L’enseignant propose alors de traiter de la méme fagon le cas de la sphére dont ils
connaissent le volume, a titre de vérification.

Aussitét 'un d’eux trace un cercle admettant I'axe vertical comme axe de symétrie,
hachure le demi-cercle correspondant aux abscisses positives (exactement comme
pour la parabole) et dit:

-"La surface hachurée c'est TWR2/2 , on multiplie par R , donc ¢a fait w?R3/2."
Bien sir, a I'évidence, ce n'est pas la valeur attendue. Iis le reconnaissent mais
voudraient bien savoir pourquoi leur méthode ne marche pas. Les explications de
Penseignant arguant de la non constance du rayon qui distingue le cylindre de ia
sphére et de la coupe ne les convainquent pas. En fait ceci sera repris 2 la séance de
travaux dirigés suivante : 'enseignant fera étudier les volumes engendrés par rotation
de rectangles de méme aire mais de dimensions différentes, puis énoncera le
théoreme de Guldin pour montrer aux étudiants que leur conviction de départ anait
tout de méme raisonnable,

Sur le moment, il leur conseille de chercher une autre méthode et, spontanément, les
studiants proposent assez vite d’empiler les sections horizontales. Puis ils ont
exactement le méme itinéraire que les deux autres équipes déja citées.

La derniére équipe du groupe I a cherché directement I'équation du paraboloide, en
passant en coordonnées cylindriques (x=r1sin®, y=y , Z=rcoso j. Nous n'avons pas suivi
leur travail de recherche mais ils ont fourni un texte écrit.

Partant de I'équation donnée, ils écrivent d’abord :
y = 2x2 = 2r?s5in®©
y = 222 = 2r%cos? @
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donc 2y = 212

Cette ligne est ensuite barrée et remplacée par: y= 22,
Ils évaluent I'aire S du cercle qui se trouve a l'altitude y =h , soit wth/2 puis écrivent

-*On fait la somme de toutes ces surfaces, pour trouver le volume Y.

On a donc la méme stratégie que dans les autres équipes : on somme des aires et on
rajoute un marqueur de variable d’intégration, mais ici 'aire étant exprimée en
fonction de h, I'intégrale écrite est la bonne :

-vajvh/zdh

Dans le groupe II, la situation est différente. La séance d'atelier a lieu une semaine
plus tard. Entretemps, ils ont eu en mathématiques une séance de travaux dirigés sur
les calculs d’intégrales par encadrement et appliqué ceci au calcul du volume de Ia
sphére. Sur les trois équipes qui traitent le probléme de la coupe dans cette équipe,
deux procédent par encadrements :
Le volume de la tranche V(x+ AX)-V(x) est encadré par celui des deux cylindres
engendrés par rotation des rectangles dessinés ci- contre.
Dol :
wx? [f(x+ax) - £(x)] & V(x+8x) = V(x) € W{x+2x)? {f(x+a8X) - {(x)]
En divisant par Ax et en faisant tendre AX vers 0, on obtient :

rx? £(x) g V'(x) «wx2 £(x)

donc : Vi(x) = ¥ x? £(x)
et: Vin) :j‘rr x? f(x) dx
Ce qui donne ici: NE

Va 4'n‘/ x3 dx
Q

Lors du bilan final, un étudiant ira présenter ce calcul au tableau. 1l le fera trés
clairement mais, aprés avoir obtenu I'encadrement de V'(x), il ajoutera :

- "Donc on voit que l'encadrement, que les choses qu'on avait négligées étaient
vraiment négligeables et que V'(x) est bien égal 4 ..."

Preuve que la situation était sans doute moins limpide, méme dans ce cas, qu’elle
pouvait le paraitre au premier abord.

La derniére équipe a coupé en tranches élémentaires d'épaisseur dy , évalué le
volume élémentaire Ve de chaque tranche : 7x2? dy , puis intégré pour calculer le
volume global.

Lors du bilan, elle présentera sa méthode en insistant sur le fait qu'eile est plus
rapide que celle des encadrements, tout en conduisant au méme résultat.

IV - CONCLUSION

Cette expérimentation, de type étude de cas, met clairement en évidencs,
nous semble-t-il, un certain nombre de faits concernant aussi bien les difficultés liées
a lutilisation de P'outil différentiel au début des études universitaires, que les
stratégies développées par les étudiants, face a Penseignement qui leur est dispensé,
pour les surmonter. Nous voudriens pour conclure souligner quelques points qui nous
semblent particuliérement importants.

1 - Les difficultés rencontrées par les studiants sont apparues ici situées
dans les registres propres au calcul différentiel et intégral plutét que dans un registre
fonctionnel général. Dans le probiéeme du nageur, 'identification du cadre fonctionnel
ne pose de probleme 2 aucune des équipes. Ceci n’implique pas que ce cadre
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fonctionnel soit bien maitrisé lorsqu’il doit étre utilisé dans des contextes .moins
familiers que la recherche d'un extrémum. Dans la résolution du probléme de
I'absorption, on voit apparaitre des notations indiciaires que 'on pourrait qualifier de
pré-fonctionnelles. En effet, elles permettent de prendre en compte une certaine idée
de dépendance mais ne sont pas systématiquement soumises aux contraintes du
registre fonctionnel. Elles peuvent de ce fait créer un blocage & un niveau ne
permettant pas la résolution, les étudiants étant persuadés avoir rendu compte dans
leur formulation des données et hypothéses de P’énoncé.

2 - Dans les difficultés observées ici, on retrouve bon nombre de
difficultés mises en évidence dans I'analyse des réponses aux différents questionnaires
envisagés dans I'ensemble de la recherche, par exemple :

- les difficultés lies au statut des éléments différentiels : globalement, la
recherche a mis en évidence deux conceptions dominantes opposées : matérialité pure
ou statut purement formel et I'obstacle qu'elles constituent I'une st I'autre 4 la mise
en place d’une vision fonctionnelle souvent nécessaire 4 la résolution. On retrouve ces
conceptions ici et 'on peut également mesurer certains de leurs effets pernicieux : la
vision exclusive de dx comme petite quantité constante conduvit une équipe a se
perdre dans une itération discréte dans le probléme de Pabsorption, la vision
exclusive de dx comme simple marqueur de la variable d’intégration conduit plusieurs
équipes 3 commettre -la méme erreur dans la résolution du probléme de la coupe.
Soulignons gue cette vision est alors soutenue par celle du volume comme empilement
de surfaces, dans une perspective comparable 3 celle des indivisibles de Cavalieri.

- le poids du modéle linéaire et la non-distinction entre linéarité locale et
globale ; ces difficultés apparaissent ici de facon manifeste dans le probléme de
I'absorption oit l'on voit le modele linéaire global appelé par divers indicateurs
linguistiques comme : "proportionnel”, "coefficient d’absorption linéaire".

3 - Dr’autres, non apparentes dans les réponses aux questionnaires vu
Péventail des questions posées, mais prévisibles si ’on se référe & I'analyse effectuée,
se manifestent ici : la présentation du probléme de P'absorption, par exemple, en
termes d’empilement de contributions élémentaires, tend 2 faire assimiler ce probléme
4 un simple probléme d’intégration alors que, les contributions élémentaires étant
interdépendantes, ce n’est le cas que si I'on s'intéresse aux contributions relatives. De
ce fait, I"objet "équation différentielle”, qui est au coeur du probliéme, reste masqué
et soit les étudiants, par analogie avec des situations déja rencontrées, embrayent
mécaniquement sur dI/I = .. et P'intégration par les logarithmes, soit ils restent
blogués.

4 - Au deld du repérage de ces difficultés, ces séances nous permettent
de mieux identifier les stratégies des étudiants et nous aident 4 comprendre ce qui les
détermine.

L’observation montre par exemple que, dés que la résolution ne leur parait pas
évidente, les étudiants se jettent prioritairement dans la recherche d’indices formels
au niveau du texte du probidéme proposé. Ces mémes indices sont également utilisés a
titre de contrdle ou comme moyen d’emporter 'adhésion des autres dans les
discussions, sans qu'un contréle intarne au probléme soit nécessairement Invoqué : on
a déchiffré le rebus, on a découvert ce que I'enseignant attendait de nous, donc on a
raison. En termes didactiques, la dévolution de la situation a-didactique n’est pas
réalisée.

On voit ici fonctionner un certain nombre de telles associations : la mention "¢ trés
petit devant R" appelle un développement limité, la présence d’éléments différentiels
ou de tranches élémentaires appelle un calcul d’intégrales, les termes "proportionnel”,
"linéaire”, "homogéne” appellent le modéle linéaire.

D’autres associations peuvent parzitre de nature différente comme celle qui
fonctionne dans le probléme du nageur : un probléme de minimum se résoud en
cherchant le zéro de la dérivée d’une fonction, ou les associations "sommation-
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intégrale" rencontrées dans le probléme de I'absorption, ou encore I'analogie avec le
probléme du frottement subodorée a partir d'un tracé de courbe ressemblant 4 une
exponentielle décroissante mais, bien que de nature plus conceptuelle, elles restent
souvent sommaires et ne se situent pas dans le cadre d'une identification claire des
différents registres d'utilisation de I'outil différentiel.

Si Pon se place, non plus seulement au niveau cognitif, mais sur le plan
du fonctionnement du systéme d'enseignement, on ne peut manquer de voir dans les
attitudes des étudiants, les stratégies qu'ils développent, 'effet d’ume adaptation
efficace des étudiants & ce systéme, basée sur une connaissance, implicite au moins,
de certaines des lois qui le régissent. Ainsi la résolution de ces problémes de mise en
équation, choisis, volontairement classiques, peut étre efficacement basée sur la
stratégie suivante :

- repérage dans I'énoncé des termes clefs et indices,

- choix, en fonction de ce repérage, d’un algorithme de résolution,

- exécution de I'algorithme,

cette stratégie fonctionnant parce que les énoncés eux-memes sont surdéterminés par
tout un systéme d’indices qui assure un niveau de réussite satisfaisant 4 qui sait
intégrer la coutGme didactique. Les étudiants observés ici sont encore des débutants,
lautomatisme de certains branchements scolaires n'est pas encore parfait, mais on
peut faire "hypothése que confrontés aux mémes problémes, des étudiants de fin de
DEUG obtiendraient des résultats trés satisfaisants, et ceci sans que leurs conceptions
des objets du calcul différentiel et intégral comme des raisons de recourir & ces
objets aient fonciérement évolus,

Si nous voulons aller plus loin qu'une telle adaptation au scolaire et
favoriser chez les étudiants la constitution d’une épistémologie plus satisfaisante, il est
clair que nous devons modifier profondément les codtumes didactiques qui sont a
I'origine de ces adaptations. C’est par exemple l'objet des travaux de I'équipe
grenobloise impliquée dans cette recherche, dont I'ingénierie didactique se fonde sur
Iinstauration d’une pratique de débat scientifique et, pour 'objet qui nous concerne
plus spécifiquement ici, 1a mise en place d’ateliers de modélisation pluridisciplinaires.
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ANNEXE YII

PROCEDURES DIFFERENTIELLES ET INTEGRALES AU NIVEAU DU PREMIER
CYCLE UNIVERSITAIRE - UNE MISE AU POINT

D.Alibert et M.Legrand

L'outil différentiel est utilisé au début des études
universitaires, en mathématiques et en physique, essentiellement
comme outil d'approximation locale :

- soit ay niveau purement local (petites variations autour
d'une situation donnée) : étude des fonctions de plusieurs variables
ot des variétéds associées (courbes, surfaces), calcul d'incertitude,

- soit pour le passage du local au global : mise en
équations de problémes non linéaires aboutissant & des équations
différentielles ou des intégrales.

C'est dans ce contexte que nous nous sommes situés dans
cette brochure. Nous n'avons pas en particulier évoqué la notion de
forme différentielle qui, introduite ultérisurement, améne a
repenser la notion de différentielle et les liens entre calcul
différentiel et intégration.

I - LE NIVEAU LOCAL
11 - LE MODELE LINEAIRE

Le probléme général est le suivant : on se donne une
fonction f : connaissant sa valeur en un point M, que peut-on dire de
sa valeur en un point M', si M' est "suffisamment voisin® de M {(de
fagon générale, f désignera ici une application de R0 dans AP , M un
point de R, MM’ la distance euclidienne des points M et M' ou toute
autre distance équivalente).

- La continuité_de f en M permet une premiére
approximation (ordre 0) puisqu'alors on a, au voisinage de M :

f(M") = f(M) + e(M,M")| (1)
avec g(M,M") tendant vers 0 quand MM’ tend vers 0.

En d'autres termes, en premidre approximation, on peut considérer
la fonction f comme constante au voisinage de M.

- La différentiabilité_de f en M permet d'améliorer cette
approximation (ordre 1) : on peut alors approcher f au voisinage de
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M par une fonction affine g avec la garantie que I'écart entre f(M')
et g(M') sera non seulement petit avec MM', mais négligeable par

rapport a MM".
En effet si f est différentiable en M, on a au voisinage de M :

M) = g(M') + e(M,M"). MM'| (2)
avec g affine et &(M,M’) tendant vers 0 guand MM’ tend vers 0,
autrement dit :

FHM") = f(M) +-L(ME') + e(M,M").MM'| (3)
avec L application linéaire et toujours les mémes condition sur
g(M,M').

L'application affine g .est I'approximation au premier ordre
de f en M, l'application linéaire L associce a g est la différentielle
de f en M, notée en général dfy. Elle est déterminée de fagon unigue
par la relation (3).

Par exemple :
- si f est une fonction de R dans R, elle est différentiable
en x, si et seulement si elle est dérivable en ce point et on a alors,

pour h suffisamment petit :
f{x+h) = f(x) + f'{x).h + g(h).h avec Li_n;toe(h) = 0

La différentielle dfx n'est autre que l'application linéaire de R dans
R qui au réel h associe le réel f'(x}.h. Elle est définie sur R tout
entier mais bien s(r,ne présente un intérét pour l'approximation de
f que pour h petit (sauf si f est déja affine).

- si f est une fonction de RN dans R, différentiable en M,
on montre de méme que la difiérentielle dfm s'exprime & partir des
dérivées pariielles de f en M (qui alors gxistent nécessairement) :

n
dtm(he,...., h -Yd—h-
M1,y ) = Y gch
i=1

-t

autrement dit :

n

df
f(M") = f(M) + z d—n(M)(x;(M')-xi(M)) + g(M,M). MM’
f=1 |
avec toujours fa méme condition sur g(M,M").
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L'effet de !'application linéaire dfm sur le vecteur MR
s'interpréte donc comme le produit scalaire de ce vecteur par un

vecteur V. dont les composantes sont les dérivées partielles de f
au point considéré.

Ce vecteur V, déterminé de maniére unique par la relation (4) ci-
aprés :

FM') = £(M) + MM'V + &(M,M).MM'| (4)

avec toujours la méme condition sur e(M,M"),
fournit la direction dans laquelle la fonction f s'accroit le plus au

voisinage de M. C'est le gradient de f au point M noté : Gré’?ifM.

- si f est plus généralement une application de RN dans
RP, différentiable en M, sa différentielle en M sera une application
lindaire de RM dans RP codée dans les bases canoniques de RMet de
RP par sa matrice : la matrice jacobienne ou matrice des dérivées
partieliss.

- Géomsétriguement, le peint de vue différentiel tel qu'il
est présentd ci-dessus conduit en dimension 1 a une conception de
la tangente qui n'est pas la conception classique : tangente en M
comme position limite des sécantes passant par M, mais plutdt la

suivante :
- ia tangente en M a la courbe C associée a f est la droite

qui approche le mieux localement C, plus précisément, c'est la
seule droite qui approche C au premier ordre au voisinage de M,

ou encore :
- la tangente en M & la courbe C est la droite avec

laquelle tend & se confondre la courbe C lorsque l'on agrandit par
zooms successifs un voisinage de M.

2 - LE CONTROLE DE L'AFPROXIMATION
Les définitions données dans le paragraphe 11 le sont sous
forme d'égalité asymptotiques. Elles ne permettent pas d'obtenir

directernent encadrements ou majorations.

Lorsque 1'oh, écrit :
MY = §(M) + dfM(M_fd') +e(MM) MM avec tim eMM) = C
MM'—=0

on ne fournit pas de réponse au probléme suivant :
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Comment choisir r pour que sur la boule B(M,r) de centre M et de

rayon r, f(M") soit évalué par f(M) + dfM(MIW') a telle ou telle
précision donnée ?

La réponse a ce probléme passe par un meilleur contréle du "reste” :
g(M,M').MM'
Des hypotéses plus contraignantes sur f peuvent fournir ce
controle. C'est par exemple le cas, en dimension 1, si la fonction f
ast deux fois dérivable sur lintervalle [x-a, x+a] et si sa dérivée
seconde est majorée en valeur absolue par A sur cet intervalle. En
effet, la formule de Taylor permet alors d'écrire, dés que X + h est
dans [x-a, x+a] :
fix+h) = f(x) + f(x).h + h2f"(c) avec ¢ compris entre x et x+h

donc d'obtenir [a majoration :

| f(x+h) - f(x) - F{x).n] < %?-A

Pour garantir une précision «, il suffit alors de choisir pour r .
, [2a.
f = inf (a, \/ e

Pourtant, en ce qui concerne le calcul d'incertitude, les
formules classiques, par exemple la formule Auv = UAV + VAU sont
souvent pergues comme une simple traduction des énoncés du
caloul difiérentiel a l'ordre 1. Qu'en est-il exactement ?

Prenons, pour simplifier I'écriture, une fonction f réelle
de deux variables différentiable en (xo.yo). Le probléme est le
suivant :

Dz étant un ordre de grandeur d'erreur donné, peut-on déterminer Ax

et Ay pour que lorsque x varie dans lintervalle [xg-4X, Xo+4X] et y
varie dans lintervalle [ye-4y, Yo+Ay], on puisse garantir que la
valeur z = f(x,y) restera dans lintervalle [zo-AZ, Zo+4Z] ?
Et en sens inverse, étant donnés Ax et Ay, peut-on apprécier Az ?
L'hypothése de différentiabilité permet d'écrire :
gf - df .
f(x,y) = f(xo0.Yo) + d_x(xo'YO)-(x'Xo) +a';(xo.Yo)-(Y'Yo) + MoM.g(Mo,M) (5)

avec :
Mo = (Xo,Yo), M = (x,y) et &(Mo,M) tendant vers 0 quand M tend vers Mo.

: df . df
Posons : ao =a‘;(xo.yo) et Bo =av(xo,yo)
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Les formules usuelles du calcul d'incertitude consistent & glisser
de la relation (5) & :
Az = |ag lAx + | BojAy (6)

avec intuitivement l'idée que, dans ce glissement, on a majoré

'écart possible entre f(x,y) et f(xo,yo) sur lensemble considéré et

que l'on a, en fait, pour tout (x,y) dans [xo-AX, Xo+AX].[yo-AY, Yo+AY] :
[f(x,y) - f(xo.yo) | S laglax + {Bolay

(cf. les réponses au questionnaire).

En fait, ce n'est pas vrai, méme pour une fonction aussi
simple gque le produit.
En sffet, dans ce cas particulier, la formule (6) devient :
Alxy) = |yolax + Ixo 1Ay
Or, pour (Xo,Yo) = (1,1) et {x,y) = (1.01, 1.01) on a:

XY - XoYo = 0.0201

alors que la formule (6) avec ax=0.01 et Ay=0.01 donne pour A(xy) la
valeur strictement inférieure 0.02.

Et, aussi petits soient-ils, des écarts positifs sur x et y conduisent
3 la méme contradiction.

La formule (6) ne peut donc pas étre interprétée comme
fournissant une majoration des ecarts [ f(xy) - f(xo.Yo) | . Mais, elle
est quand méme précieuse car elle fournit une approximation de
"bonne qualité® de la borne supérieure de ces écarts (par exemple
dans le cas particulier traité : 0.02 au lieu de 0.0201, soit une
estimation 4 10-4 prés, pour des incertitudes sur Xo et Yo de 10-2).

En effet, de la formule (5) on déduit :
ltixy) - fixoyo) | S looiax + 1Bolay + le(Mo,M) .MM
et par conséquent :

8z < loolax + [Bolay +  Ax2+ay2. le(MoM) ]
avec lim e(Mo,M) = 0 quand MoM tend vers 0.

Ceci signific qu'en prenant |aglax +18oiAy comme estimation de
Az, on peut avoir certes une estimation trep faible, mais que

Perreur commise sera d'ordre supérieur & celui de ~ ax2+ay2 .

En d'autres termes, lerreur sur l'erreur est négligeable.
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I3 - INVERSION LOCALE ET THEOREME DES FONCTIONS
IMPLICITES

Bien que cette question soit peu abordée dans les
questionnaires, nous voudrions pour terminer cette partie évogquer
ces théordmes clefs du calcul différentiel que constituent le
théoréme d'inversion locale et le théoréme des fonctions
implicites, car ils illustrent particuligrement bien le contrle sur
les objets apporté par I'approximation linéaire.

Soit f une fonction de RN dans R", contindment
différentiable au voisinage du point Mg. Le théoréme dlinversion
locale garantit que si dfmo est une application linéaire inversible
(donc si le jacobien est non nul} alors f est elle-aussi inversible
sur un voisinage convenable de M.

De plus, l'application inverse est elle-aussi différentiable et sa
différentielle n'est autre que linverse de la différentielle de f.

Le théordme des fonctions implicites, qui s'en déduit
facilement, permet de répondre & la question suivante :
Soit f une application de RP dans RP (p<n) ; on suppose que f(M) = k.
Que peut-on dire de la ligne de niveau k de f au voisinage de M 7

Considérons pour simplifier une fonction f de R2 dans R (les
questionnaires proposent un exemple correspondant a une fonction
de R3 dans R2) et (Xo,¥o) un point satisfaisant f(xo.yo)=k.

Quelle est au voisinage de ce point, ['allure de la ligne de niveau k
de f ? Peut-on l'exprimer comme une fonction de x, de y ? Peut-on
connaitre sa tangente?

Si f est continGment différentiable dans un voisinage de (Xo.Yo), '@
théoréme des fonctions implicites affirme que, 14 encore, les
propriétés "passent” de ['approximation affine a la fonction, plus
précisément que si l'éguation :

f(Xo,Yo) + do{X-Xo) + Boly-Yo) = K| (9}

(lindarisée de I'équation f(x,y)=k) peut se résoudre en fonction de x
(Bo#0), localement, la ligne de niveau pourra s'exprimer elle aussi
comme une fonction ¢ de x et que l'équation (9) sera justement
celle de la tangente & la ligne de niveau en {Xo,Yo).

En d'autres termes, on aura, au voisinage de X :

o(x) =@(Xo)‘%2'(x‘xo) + (x-Xo)e(Xo,X) avec [lim e(Xo,x)=0
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La situation est analogue, en échangeant les réles de x et y, si ao=0.
{l- LE PASSAGE DU LOCAL AU GLOBAL

Ce passage va se poser dans ['étude de phénoménes non
linéaires et aboutira & I'écriture d'une équation différentielle ou
directement d'une intégrale.

Dans certains cas, il permettra d'étendre la définition d'un

concept et en deviendra par la&-méme un élément constitutif, le cas
particulier connu é&tant exploité comme modéle d'approximation
locale du cas général.
C'est ce qui se produit par exemple lors de l'extension du concept
de travail d'une force du cas cill la force est constante et le chemin
rectiligne au cas d'une force non constante sur un chemin non
rectiligne.

Deux points de vue sont souvent possibles :
11 - LE POINT DE VUE DIFFERENTIEL

Il consiste & traduire les informations sur la situation,
localement, par une égalité pouvant s'interpréter comme une
approximation au premier ordre et & passer au global par
“intégration" de la relation différentielle associée.

Par exemple, ayant & déterminer la relation liant deux
grandeurs x et y, on cherchera s'il est possible de modéliser les
informations données (pour des valeurs de x et y, dans un certain
domaine et des accroissements Ax et Ay de ces grandeurs
suffisamment petits), par une relation d'une des deux formes
suivantes :

Ay = a(X,y)AXx + e(X,y,AX,Ay).Ax avec J;Eoego (10}

ou
Ax = P(X,y)Ay + g(X,y,AX,Ay).Ay avec [R{EOE=O {11}

Bemargue 1 : notons & ce propos qu'en mathématiques, if n'y a aucune difficulté a
comparer les ordres de grandeurs de Ax, Ay et e, les ionctions n'ayant pas de
dimension. En physique, en revanche, il peut y avoir |a un obstacle : si y désigne une
masse el x un temps, on ne pourra effectuer la comparaison qu'en considérant 1. Ax
, 1 désignant par exemple ici 1g/s.
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.Dans le premier cas, la lecture de (10} comme écriture
d'approximation au premier ordre conduira & chercher comme
solution globale une fonction ¥ de la variable x solution de
I'équation différentielle

y' = a(xy)
c'est a dire satisfaisant sur un intervalle approprié :
w'(x) = afx, ¥(x))

Dans le second cas, on cherchera de maniere analogue
comme solution globale une fonction I' de la variable y, solution de
I'équation différentielie

x' = B(x,y)
c'est & dire, satisfaisant sur une intervalle approprié :
r'(y) = B{T'(y), ¥)

Bemarque 2 ; C'est cette lecture différentielle qui est implicitement suggérée par
certaines formulations “physiciennes®, par exemple : "L'absorption d'intensité par
une tranche élémentaire est proportionnelle & I'épaisseur de la tranche et a lintensité

fraversant la trancha”
Lindicateur "élémentaire” est 1a pour signifier quil ne faut pas interpreter I'eégalité
annoncée au pied de la lettrs mais comme une égalité au premier ordre prés ou une
égalité différentielle.

Bemarque 3.: Lorsque Vexpression a(x,y) ne dépend pas de y (respectivemnent B(x.y)
ne dépend pas de x), la mise en équation conduit directement & un calcul de primitive,
puisque ['on arrive & :

¥'(x) = a(x) (respectivement I'(y) = Biy}))

Nous présenterons pour terminer ce paragraphe une
méthode souvent employée pour obtenir la relation cherchée entre
AX, Ay, x et y, basée sur la continuité d'une fonction auxiliaire (cf.

aussi les questionnaires).
On cherche a déterminer y comme fonction de x. Notons f cette

fonction inconnue.

Si I'sn sait que, sur un certain domaine :

gm(x,Ax) € f(x+Ax)-f(x) £ gm(x,AX). Ax] (12)
g étant une fonction continue sur le domaine, gm et gm désignant
respectivement l'inf et le sup de csite fonction sur le segment [X,

x+Ax] , alors on peut :
. soit, en vtilisant la continuité de g, écrire directement :

f(x+Ax) - f{x) = [g(x) + e(x,Ax}].ax avec Al)l_rgoe(x,Ax) =0
ce qui prouve gue f est dérivabie en X, de dérivée g(x},
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- soit, en divisant (12) par Ax arriver & :
f(x+Ax)-f(x)
gm(x,AX) S— = gm(x,4x)
et faire tendre Ax vers 0. g étant continue, gm et gm tendent alors
simultanément vers g{x) et donc f est dérivable en x, de dérivée

g(x).

Lintérét de ce point de vue différentiel est de permetire
d'effectuer le contrdle de la mise en équation au niveau

strictement local.
Ce n'est pas le cas pour le point de vue intégral que nous allons

présenter maintenant.

i12- LE POINT DE VUE INTEGRAL

On se place dans la situation suivante :

On cherche a évaluer une grandeur E (masse, aire, volume, force...). E
dépend des valeurs prises par une fonction f de la variable x, x
variant dans une partie Q mesurable de la droite, du plan ou de

l'espace..., de mesure m{Q).

On sait calculer E lorsque la fonction f est constante sur Q :sif
" est égale a k sur , E(Q) = km(Q), on a affaire & un probléme

linéaire.
exemple : masse d'un corps de masse volumique homogéne, volume
d'un solide de section horizontale constants....

Mais le probldme & traiter ne rentre pas dans ce registre ou l'objet
du probléme est justement de généraliser la définition de E & une
classe plus large de foncticns.

On sait alors que la réalisation des trois conditions suivantes
suffit a4 légitimer la procédure intégrale c'est 4 dire le passage du
local au global par intégration :

condition 1 - Pour des partitions finies Qi) de Q,
Q=01uQo...uQn, de calibre arbitrairement petit, le résultat global
est la somme des contributions de chaque partie :

n
E(Q) = ,215(9;)
| =
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(principe du découpage en tranches)

Condition 2 - Sur chaque partie Qj on a 'encadrement
suivant, en notant m{£j) la mesure de Q;

mi.m(Q) € E(Q) € Mi.m(Qj) | (13)
avec mj = E{\Iff et Mj = %‘P f

Condition 3 - f est intégrable Riemann sur Q.

En effet, si la fonction f est intégrable Riemann, les deux quantités

n n

Ymim(Qi) et 2Mi.m(e)

jeu i=1
convergent, lorsque I'on raffine la subdivision de Q et gque le sup
des diamatres des Q;{diamétre d'une sphére minimale contenant
Q;) tend vers 0, vers le méme nombre qui n'est autre que l'intégrale
de la fonction f sur Q.

De I'encadrement

n n
Zm;.m(Qi) SE(Q) < ZMi-m(Qi)
jm j=1

obtenu en utilisant les conditionsi et 2, oa déduit alors que
nécessairement:

E@ = [f(x)dx
Q

Bemargue 1 : on a raisonné ici en supposant lexistence de E(Q). Si le probléme
posé est celui de I'extension de la définition de E, le prccessus intégrale conduit &
élargir ia définition de E 2 la classe des fonctions f intégrables Riemann sur £ en
posant :

EQ) = [fix)dx
o

Notons que les fonctions utilisées en physique éiémentaire sont toutes intégrables
Riemann sur les ensembles de mesure finie Q@ considérés parce que par exempie
bornées et monotones, ou bornéas et continues car morceaux.

Remarque 2 : Trés souvent la fonction { n'apparait pas de fagon manifeste das le

début de la mise en équation (cf.exemple ci-aprés}. Elle ne s'impose réellement que
lorsque Yon cherche & réaliser I'encadrement de E(Q) cui correspond & la condition 2.
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Bemarque 3 : Souvent aussi, méme si une fonction s'impose, 'encadrement obtenu
ne sera pas exactement de la forme (13) mais plutdt de la forme :
m (i) }glf f-eil< EQi)s m(ﬂi)[&‘-&gi f+ e

avec g et ¢ petits avec d{Qj), le diametre de Qj.

On montre alors que pour que la procédure intégrale scit encore justifiée, it suffit
que les zj et ¢'j tendent vers 0 avec le sqp d(Qj) uniformément, ou encore que on

puisse écrire :

m{< i) ‘tg}‘f e] € E(Qj) < rn(Qi){s&? f+e]
avec e tendant vers 0 quand le s?p d{Qi tend vers 0.

Le point de vue intégral qui vient d'étre présenté nécessite
3 linverse du point de vue différentiel, un contréle global de la
situation, en principe plus colteux. |
Pourtant, dans bon nombre de problémes, le cadre de la mesure est
le cadre naturel et le passage au point de vue différentiel oblige a
un changement de point de vue : il s'agit en fait de passer d'une
conception de I'intégrale au terme de mesure & une conception de
lintégrale en terme de primitive.
Ce changement s'observe trés fréquemment dans les manuels dés
qu'il y a effort de légitimation. L'exemple du calcul du volume de la
sphére par encadrement, présenté dans les questionnaires, en est
un exemple typique.

Dans ce paragraphe, nous avons cherché a formuler des
conditions de contrle de la procédure intégrale avec I'idée qu'une
meilleure opérationalisation de ce contréle permsttrait dans
certaines mises en équation de concilier un colt de légitimation
raisonnable avec le respect du cadre naturel de la mesure.

Reprenons par exemple le calcul du velume de la sphére :
La justification de type différentiel se base sur I'encadrement
suivant associé au découpage en tranches (cf. questionnaires) :
Min [S(z)]. Az € AV £ Max [S(z)]. Az

Or cet encadrement peut directement s'interpréter d'un point de vue
intégral

Si O est le segment [-R, R] et si f est la fonction définie
sur Q qui a4 z, associe l'aire de la section d'altitude z : 5(z),
rencadrement fourni est du type réquis par la condition 2.

$ étant intégrable puisque continue, on en deduit alors :
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R
V= [S(z)dz
-R

Et la démarche se généralise immédiatement & toute surface de
révolution bornée pour laquelle la fonction aire associée est
intégrable Riemann.

113 - DEUX EXEMPLES

Pour terminer cette annexe, nous fraiterons deux
exemples, en adoptant dans l'un ie point de vue diffférentiel et dans
fautre le point de vue integral.

A - 1a longueur d'un_arc de courbe :

Soit C une courbe associde & une fonction f & valeurs
réelles, définie et continiment différentiable sur un segment {a,b].

La longueur d'une courbe étant définie comme la borne supérieure
des longueurs des lignes brisées dont les sommets sont sur la
courbe ou, ce qui est équivalent, comme la limite des longueurs des
lignes brisées obtenues par subdivisions successives de [a,b], fa
question est de montrer qu'avec les hypothéses faites, C admet une
longueur finie et d'en trouver une expression en fonction de f.

- En prenant comme espace de mesure Q = [ab], la
définition donnée de la longueur vérifie bien la condition
d'additivité.

- Si on découpe [a, b] en n intervalles : Iy,...I5, il
correspond 2 ce découpage une ligne brisée construite sur la courbe.
La longueur d'un segment de cette ligne brisée déterminé par les
points M d'abscisse x et M' d'abscisse x' est égale a :

MM = V{(x-x")2 + (f(x)-f(x"))?

Par application du théoréme des accroissements finis, il existe un
réel ¢ entre x et x' tel que :
f(x) - f(x} = {x'-x) (c)
Il s'ensuit que MM’ peut s'écrire :
MM' = [x-x'|. V1+F(c)2
et donc que I'on a, en désignant par L{l;} la longueur du morceau de
ligne brisée correspondant & l'intervalie I, pour chague i :
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Erixlf Yi+f(x)2. m(l) £ L{I) € syp NV 1+f(x)2. ml)

On a donc ici un encadrement du type requis par la condition 2 avec

comme fonction sur Q : g = V1+f2 . f étant continue sur [a, b], g est
intégrable sur [a, b] et lon est assuré que lorsque le pas de la
subdivision de [a, b] tend vers 0, la longusur des lignes brisées
construites sur la courbe tend vers :

b
L= N1+f(x)2dx
a

C a donc une longueur finie dont I'expression en fonction de f est
fournie par l'intégrale ci-dessus.

B - L'aire d'une surface de révolytion

Soit une courbe I' d'équation y=f(x), f étant définie et
continuement dérivable sur un intervalle [a, b] et S la surface de
révolution draxe Ox et de génératrice T. On note A(S) l'aire latérale
de S et A(S)(x) l'aire latérale de la portion de surface définie sur
fa, x] :

A(S)

A(S)}x)

L'aire latérale A(C){x, Ax) d'un tronc de cdne dont les bases sont

définies par {x, f(x)) et (x+ Ax, f(x+ Ax)) est donnée par la formule :
ACHX, AX) = T.[f(X) + f(x+Ax)].Y Ax2+APR

en notant Af : f(x+AX) - f(x).

{x+Ax, f{x+Ax))

\
\

U T

A(C){x,Ax)

{x.f(x}))

- 123 -



- f étant continue :
f(x) + f(x+Ax) = 2f(x) + e(x,Ax) avec Al im 0e=0

- f étant dérivable et Dx supposé positif :
\AX2+AR = Ax.[N1+f(x)2 + g'(x,Ax)] avec A!;_ngoseso

D'ol:

A(C)(x, AX) = o §{x). N 1+f'(x)2 .Ax + e(x,AX).AX :_\Ii-ma 03:0 (15)
Si on définit A(S)(x) comme la fonction, si elie existe, dont la
variation est approchée au premier ordre par [aire du tronc de cbne
associé, de (15) on déduit immédiatement, f étant continue sur [a,b]
que la fonction aire existe, est dérivable et de dérivée :

A(SHX) = 2m.f(x) N T+F (x)2

b
AS) = 2n Jf(x)V1+F(x)2dx
a

donc que :

Ce qui est bien la formule classique.

Bien sir, |4 encore on aurait pu procéder par encadrement
et passer par la procédure intégrale, soit en utilisant des
arguments de convexité, soit en admettant que A(S) est comprise
entre l'aire du cylindre de rayon minimum et de génératrice L(I") et
laire du cylindre de rayon maximum et de méme génératrice.
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