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AVERTISSEMENT

Ce fascicule, consacré a la Géométrie dans le second cycle,n’est
pas du tout un cours, méme si certains passages contiennent des
démonstrations de propriétés.

I1 n'est pas non plus un recuell d’exercices traitant de fagon
exhaustive toutes les parties du programme d’une classe déterminée (Voir
sommaire). Nous n'avons ,par exemple,pas ou trés peu d'exercices de
géométrie analytique et peu d’exercices sur les nombres complexes...

Mis en chantier dés la parution des nouveaux programmes de
Terminales,ce fascicule nous semblait pouvoir ,dans une modeste
mesure,remédier a 1’'absence d'ouvrages 4 ce moment-la. Sa parution ayant
beaucoup tardé,l’esprit et la letire des programmes se sont maintenant bien
répandus et des nouveaux ouvrages ont paru (ou paraissent). Les sujets de
Baccalauréat depuis 3 ans ont confirmé que notre fagon de comprendre les
instructions officlelles semblalit é&tre correcte...

Nous avons utilisé assez largement des exercices,des idéesg,des
commentaires qul ont fait 1’cbjet de travaux et d’échanges entre collégues
au cours des séances I.R.E.M consacrées a4 la géométrie en 86-87 et 87-88.
Nous proposons beaucoup d’'exercices,souvent trés faciles (1'énoncé de ces
exercices est en italique). Nous ne donnons que rarement leur correction
compléte - quoiqu’un gros effort goit & demander aux éléves dans le domaine

de la rédaction - mais seulement des indications.

Nous tenons enfin A remercier Madame Martine LAMY qui a assuré la

dactylographie de ce fascicule.

Les auteurs.
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CHAPITRE O
METHODES - GENERALITES

I. INTRODUCTION

Ce modeste fascicule a seulement pour ambition d’apporter une aide
éventuelle aux collégues des classes de 1e S E et terminales (C,E,D) que le
nouveau programme de géométrie inquiete et gqui se sentent un peu désarmés

devant le peu de connalssances solides des é&léves.

Avant de développer dans ce chapitre un certain nombre de notions
simples sur la résolution des exercices de géométrie, il nous semble utile

d'insister sur quelques obligations.

* Reprise patiente et trés élémentaire des bases de la géométrie (par
exemple, utilisation des configurations, chap. 1), sous forme de bilans
rapides accompagnés d’exercices trés simples. I1 importe de redonner
confiance aux éléves et de leur montrer qu’ils peuvent réussir des

exercices.

* Recherche, pour les notions nouvelles ou qui représentent un
prolongement des connaissances des classes précédentes, d’exercices ireg
gradués, en commen¢ant par des questions faciles utilisant les éventuels
acquis des classes antérieures. Conformément aux instructlions, il ne s’agit
pas de développer un cours bien élaboré mais de faire fonctionner, le plus

146t possible, tous les outils qui permettent de faire de la géométrie.

* Insictance constante sur l'aspect concret de la géométrie. Il n’est
pas possible d'envisager un probléme de géométrie sans réaliser une figure

(soignée, avec utilisation 4’instruments}.

* Utilisation, sans hiérarchie, de tous les outils : vecteurs,
géométrie analytique, calculs algébriques, transformations, propriétés de

géométrie pure attachées a des configurations, nombres complexes,



Loin d’imposer une méthode, il serait bon de laisser les élaves
cholisir, parmi tous ces outils, celui ou ceux qul leur paraissent le mieux

adaptés.

Dans ce premier chapitre (chapitre 0) nous préciserons gquelques unes
de nos idées visant a aider les éléves et nous donnerons des exemples
simples (ou trés simples) de différents types de questions ou de

raisonnements particuliers a la géométrie.



II. LA RECHERCHE D’ INFORMATIONS ELEMENTAIRES A PARTIR DES DONNEES

De nombreux exercices de géométrie sont résolubles par nos éléves a
partir de connaissances élémentaires, du niveau du ler cycle ocu de la
classe de seconde. Il convient d’entrainer les éléves a chercher, depuis
les hypothéses, des propriétés ne figurant pas directement dans les données
et non demandées dans le texte,

L’éléve aura souvent la surprise de s'apercevoir que les informations

obtenues résolvent la question effectivement posée dans 1’'exercice.

Exemple 1

Soit un rectangle ABCD. Un point M variable décrit la dreoite (AC).
- =
Soit M' tel que DM'= CM,

La perpendiculaire mende par M' a4 (DM') coupe (AD) en P. Montrer que
{AM’) est perpendiculaire a (PM).

Indications P

De 1'étude de la figure on \jSff”/q -
obtient : (DCMM’ ) i M
parallélogramme, (MM') // (DC) B

(M) L (AD), (M'P) L (AC).
I1 suffit alers de remarquer

que A est orthocentre de PMM’ \

Exemple 2
ABC étant un triapgle isoc2le (AB = AC), O le milieu de [BC]l, H la

projection orthogonale de O sur (AC) et 1 le milieu de [OHl, montrer que
(AL) est perpendiculaire & (BH).

En pensant 4 utiliser J milieu de
{HC] on trouve une droite paralléle
a (BH) : {(QJ).

(1J) est alors paralléle 3 (BC) et
perpendiculaire a (QA), I est
1’orthocentre de {(AQJ).

D'ou (AI) L (0J) et (AI) L (BH).




Remargue
Les éléves, peu entrainés, hésitent & compléter une figure et a

utiliser des éléments non définis par le texte. (ici, 1'utilisation du
peint J). Il ne faut pas hésiter, méme pour les classes de lére et
Terminales, & expliciter des consells qul ne sont assimilés qu’'aprés un
long apprentissage. Par exemple

* voir, dans une figure compliquée, un extrait qul se raméne a une
configuration simple {ici, un segment Jjoignant les milieux de 2 c¢6tés d’un
triangle, ou une homothétie).

* compléter une figure par une construction judicieuse {ici, 1’emploi
du point J).

Dans cet ordre d'idées, il nous semble qu'un éléve gqui commence un
exercice doit s’astreindre a tirer le maximum des propriétés données par
hypothése, et ceci dés le début, avant toute recherche précise concernant

les questions effectivement posées.

i



Interprétation des données

1) En liaison avec la connalssance et 1'exploitation des
configurations élémentaires, il est trés rentable d’entrainer les éléves 3
traduire par de nouvelles propriétés les conditions données dans un
exercice. Citons un certain nombre de ces “"traductions” élémentaires, qui
devralent acquérir un caractére quasi réflexe.

* Si ABC est un triangle isoceéle (AB = AC), la médiatrice de {BC] est
un axe de symétrie. ’

* Si ABC est rectangle en A, A appartient au cercle de diamétre [BC].
(et réciprogquement),

* Si [AB] est une corde de
milieu I dans un cercle de centre 0O, A
(01) est médiatrice de [AB].
Si AB reste constant dans le cercle

fixe, O0I reste constant.

* Si ABC est équilatéral, ses angles géométriques sont égaux, les
pdints remarquables du triangle sont confondus, il y a 3 axes de symétrie

(et des réciproques appropriées).

c
B

2) La construction d’une figure doit étre productrice d’informations

et ne pas se réduire 4 une réalisation matérielle,.

a) Par exemple : soit un triangle A B C et G son centre de gravité.

L’élave qui trace 1la figure
doit, en méme temps, noter, sur sa
figure et au brouillon : que G est a
1’intersection des 3 médianes ; que
2 meédianes suffisent pour déterminer
G ; que G est Iisobarycentre de
A,B,C ; que G est situé, sur chaque

médiane, suivant une position

remarquable (et qu’il pourra utiliser
— — —d - —
aussi bien A'G = 35 A’A, que GA =-2 GA', que AG = Z AA').

[AY)

1
3
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b) ¥oit un panallélogramme A B C D et O le point d’intersection des
diagonales.

L’éléve doit rassembler sur la figure, et sur son brouillon (et dans
sa téte 1) des informations immédiates : co6tés paralléles, vecteurs égaux,
0 centre de symétrie, passage possible de la droite (AB) & (CD) par cette

A \R

symétrie .

Parmi ces renseignements, certains
ne seront pas exploités pour 1l’exercice.
Mais il faut habituer 1’éleéve a
cette recherche d’information accompagnant 0

iz construction de la figure. c

II1I. LES SIGNIFICATIONS DU MOT "CONSTRUIRE"

Sans prétendre A 1’exhaustivité, 1l apparait que 1'emploi du mot

"construire" dans des énoncés d'exercices recouvre plusieurs concepts.

1. "Déterminer®” 1’existence d’un point ou d’une figure géométrique
vérifiant des conditions données, la construction effective n’étant pas
demandée. C’est le cas assez souvent dans l'espace oG une figure est
rarement exigée. Par exemple : "Construire 1’isobarycentre de 4 points de
'l’espace“ ; "construire la perpendiculaire commune 4 deux droites" (aprés
aide pour 1la démonstration puisque cette question ne figure pas au
programme de TCE). Il faut remarquer que 1’on pourrait exiger une véritable
construction de 1’isobarycentre sur une représentation en perspective

cavaliére ou en descriptive.

2. "Tracer" une figure, les instruments & utiliser n’étant pas
spécifiés : en particulier, 1’emploi d’'une regle graduée, d'un rapporteur,

d’une équerre, d’'approximations sur les mesures n’étant pas exclu. Exemple

: construire un carré de coété V[;kl’unité étant choisie).



3. "Faire une figure ; donner 1’allure d’une courbe”.

Par exemple : construire une conique connaissant un foyer, la
directrice associée et 1’excentricité. Il s’agit en fait de placer au sens
2. les éléments caractéristiques et de tracer une courbe d’allure
acceptable.

Autre exemple : construire la représentation graphique d’une fonction

dans un repére donneé.

4. "Construire a la régle et au compas". Cette limitation impérative
des instruments conduit & des problémes intéressants.
- Mais le programme actuel ne semble pas insister sur cet aspect de la
géométrie. Il est cependant utile de comnaitre quelques constructions
élémentaires (qui devraient faire partie de 1'acquis des éléves de 2nde):

Construction de la médiatrice d’un segment ; de la perpendiculaire
menée d’un point A& une droite ; de la paralléle menée par un point a une
droite ; construction des bissectrices d'un couple de demi-droites ;

construction d’un triangle équilatéral ; report d’un angle ; A et B étant
— - - -
donnés, construire M tel que AM = E AB (pe N, ge N ).

Construction détaillée:

Sur une demi-droite [Az), on porte I
— - — >
et £ tels que :Al = pu et AE=qu
+
{(u arbitraire) ; on trace (BE),

la paralléle a (BE) passant par I A \ \B
coupe (AB) en M.

Sur le plan pratique on ne demandera pas (ou exceptionnellement !) le
détail de ces constructions. (Voir cependant 1’épreuve “CAPES-Interne"
session 1988 sur la notion de points et figures constructibles & la régle

et au compas).

5. On pourrait ajouter des constructions n’utilisant qu'un matériel
réduit , volontairement appauvri : constructions & la régle simple, non
graduée, et sans compas ; constructions a la régle & bords paralléles (Voir
activités en lére, [REM de Lyon).



En conclusion :

I1 est souhaitable que le sens .du mot construire soit précisé, au
moins par le contexte. Dans les cas usuels rencontrés par nos éléves (en
particulier aux examens) ils devralent pouvoir reconnaitre s’il s’agit des

significations 1 ou bien 2, ou bien 3.

Exemple d’un énoncé suscepiible de différentes interprétations

On donne les points Q, A, B, C. Construire 1’image D de C par la
similitude directe de centre Q qui envoie A en B. (Q,A,B non alignés).

a) Déterminer le point D (au sens du 1)

b) Construire le point D & la régle et au compas

¢} Construire D en utilisant une propriété géométrique de la

similitude (Voir chapitre Similitude).

a) D est déterminé par :
— = — —>
(1) mes (£C,0D) = mes (QA,0B) [2r]

(2) o = 2 x oc.
- —>
b) On reporte l'angle (QA,QB) par la
construction ¢lémentaire.Puis on reporte
9C1 = QC sur [QA] et on trace la
paralléle & (AB) passant par C1 qui
coupe (QB) en Dx' On reporte ensuite
o = QD1 sur la demi-droite obtenue dans

le report de 1'angle.

c)40n sait que le point d’intersection de deux droites homologues, le
centre de la similitude et deux points homologues sur les droites sont
cocycliques : QABI sont cocycliques ainsi que QCID ; on détermine d’abord I
4 1’intersection de {(AC) avec le cercle (QAB) puls D & 1’intersection de
(B1) avec le cercle (§CI).



IV PROBLEMES DE CONSTRUCTION

1) 11 s’agit d’un type de probléme assez particulier, souvent mal
dominé par les éléves. On commencera par des exercices trés simples. En
principe le raisonnement se décompose en deux étapes : analyse, synthése.
Pour 1'analyse d’une figure répondant aux conditions imposées, il est bon
de signaler aux éléves qu'ils ont deux possibilités : faire une figure
approximative (inexacte) ou bien une figure exacte mais réalisée dans un

ordre différent de celui qu’impose le probléme.

Exemple élémentaire

Etant donné deux droites sécantes DI, D2
et un vecteur 3, construire Mle D1’

.-..--) ‘.)
Mae D2. tels gque M1M2 = 4.

Indications

* Analyse: Si (ba’Mz) est une solution, on passe de M1 a Mg par tg
et M e t> (D).

2 u 2

* Syntheése: Soit D; = t3 (D1) : D; coupe D2 en M2 et M1 est
1’antécédent de Mé par t3 .

Remarquons que souvent, dans ces problémes, un élément est défini de
fagon théorique mais que sa détermination concréte graphique est plus
simple.

Par exemple, ici, M1 = t_g(Mz) alors que M1 est 1’ intersection de D1

avec la droite passant par P% de vecteur directeur 4.

2) Exemples de  problémes de  construction utilisant les
transformatlions.
a) Construire un triangle O A B équilatéral de sommet O donné et dont

les sommets A et B appartiennent a des courbes simples données.

b) Méme probléme pour OAB ayant une "forme" imposéde: OB = 2 0A ,

ACB = grad.). (On utilise évidemment une similitude directe de centre A)



¢) L’exercice 2 du Bac C 1985 Paris (Réciproque & préciser). L’énoncé
simplifié pourrait étre : Soit ABC un triangle de sens direct.
;| 1’ extérieur du triangle ABC, on construit le triangle isocéle ABR
rectangle en B, le triangle isocéle BCP rectangle en C et le triangle
isoceéle CAQ rectangle en A. Le triangle PQR étant donné, construire un
triangle ABC tel que les constructions précédemment indiquées redonnent ce
triangle ABC.

3) Construction de figures P YARANY'
! ‘\
R/ | \\C
a) Construire un carré MNPQ SER RN
inscrit dans un triangle donné / ‘\
p f
(M sur [ABl, N sur [ACl, P et Q 1!/ ‘\ 1
{
sur {BC)). / Y
E 5 AC,
A

Analyse: Un carré solution est homothétique de BCC'A’ (voir figure)

dans une homothétie de centre A.

et passant par un point donng.
Analyse : & cherché est homothétique
d’un Eb particulier dans X(Q, k).

(Il y a deux solutions).

. —

4) Méthode par intersection de lieux géométriques
Il s’agit de construire un point répondant a certaines conditions,
chacune de ces conditions imposant au point d’appartenir & un lieu 2. Les

exemples 1), 2.a), 2.b) se rattachent a cette méthode.

Exemple

a) On donne 3 points ABC alignés, dans cet ordre (AB # BC) et une
droite A. Construire un point M de A tel que AﬁB = Bﬁc (point d’ot 1’on
voit [AB] et [BC] sous un méme angle).

10



Indications

MA _ BA
M appartient au lieu p= = g= M A
Il y a évidemment une discussion

{(On peut prendre A passant par C).

e 7RG

V RAISONNEMENT PAR L’ ABSURDE

Nos éléves n’ont gueére utilisé ce mode de raisonnement (sauf peut-étre en
4éme !) qui, par ailleurs, ne bénéficie plus d’'une mise en forme (méme
modeste) par la logique qui a disparu des programmes. Quelques exemples

simples devront étre présentés.

Exempie
(Une partie d'une démonstration possible de la réciproque de

Ménélaus). Soit 2 points B' et C’ respectivement sur les cotés (AC)} et (AB)
d’un triangle ABC, tels que : 1ﬁ:

RN »
S x=—eR - {1} C /

FA OB B

Montrer que (B’C’) coupe (BC).

Indication I/B r:
Si (B’C’) était paralléle & (BC), on aurait ?:g =CB d’ ol
o BA CTA
BC x CA_ 1 (on écarte aussi B’ en C ou A, C' en B ou A).
B’A C'B

S11



VI IDENTIFICATION D’ ELEMENTS
Les éléves doivent rencontrer ce type de raisonnement qui ne leur est

pas tres familier.

Exemple 1.
, , . MA NA
Si deux points M et N d’une droite (AB) vérifient — = — ,alors M =N
MB NB
M est barycentre de (A,B) avec les mémes coefficients que N.
— — 3 -3 —
MA -k MB=0=NA-kNB ™M
T ™
A N B
Exemple 2.

Etant donné deux droites strictement paralleles, D et D', déterminer

1’ ensemble des homothétles transformant D en D' (géométrie plane).

D
B

le centre d'homothétle ne peut r p’
pas appartenir a4 l’une des droites
(par 1’absurde).
Si A est un point quelconque du plan, non situé sur D ou D’, scit une

droite ABB’ passant par A et coupant D en B et D’ en B’ : L’homothétie de

[

centre A et de rapport é%— transforme D en une droite D" passant par B’ et

paralléle a D. D’ou D" = D’. L'ensemble des centres d’homothéties est le

plan privé des deux droites ; a chaque centre est associé un unique rapport

AB" indépendant de la sécante ABB’ choisie.
AB

Exemple 3.
Recherche des homothéties "dchangeant" deux cercles de rayons
diffdrents.

Analyse:
Si R(Ql,k) envoie § sur &', 6

— g
Q0==-0Q0 \\
¢} R o

ou 0 I\ 5%
——— —

» - _ R _ -
910 = - R 910 (i=0 ou i=1).
Svnthése:
Les deux homothéties R(Qo, %—) et R(Ql. - %—) transforment bien le

cercle & en &'

12



VII ANALYSE ET SYNTHESE
Des exercices simples doivent montrer que la recherche d’un exercice
ne doit pas se limiter a4 1'analyse.

Etude des centres d’homothétie de 2 cercles de l’espace

Soit 2 cercles B(0O,R) et €(0',R'}) dans des plans P et P’ de 1’espace
(R # R et O # 0°). Déterminer 1’ensemble des homothéties qui envoient ©

IS ii 5
[T

£

Analyse:
Si une telle homothétie, de centre § et de rappoyt k, existe, alors

|k|= g et @ est barycentre de ((0,R), (0',R'}] ou ((0,R), (O’,-R’)).

Synthése:
L’ homothéthie (Q, % ) transforme € en un cercle de centre 0’ de rayon

R’, situé dans un plan paralléle & P. Si P’ n’est pas paralléle a P, €' # €
et 1'homothétie n’est pas une solution Si P’ est parallele & P ,on vérifie
que les deux homothéties (R, & ) et (O,

identifiant €' par chacune de ces homothéties.

% ) sont bien solutions en

VII1 LIEUX GEOMETRIQUES

Des exemples variés d’'exercices de ce type figurent dans le fascicule.
Nous voulons simplement 1ici présenter des remarques d’ordre général,

accompagnées d’'exemples.
1) Utilisation 4’une transformation bijective.

On connait 1’ensemble £ des points M et on a démontré que 1’on passe

de chaque point M au point M’ par une transformation bijective du plan, f ;

13



alors le lieu géométrique de M’ est f <€ >. (Réciproque non indispensable).
En effet, si M e f <, M a un antécédent unique M par f et pour cet
antécédent, d’aprés la partie directe, f(M) = M posséde la propriete’

caractérisant M.
Exemple élémentaire

On donne 2 points  fizxes
distincts A et B et une droite fixe A
‘qui coupe {AB)} en M .Un point M décrit A.
Déterminer le lieu géoméirique du

centre de gravité du triangle ABM. ~ ,/?¥ o ZE ¥ -3

On passe de M a G par H{I, l) ; le lieu de M est A - {MO}. le lieu de

3
G est A~ {M;}. (ot T est le milieu de [AB] ,A’ et Mé sont les images de A
et M0 par 1’homothétie ).

Remarque
I1 convient cependant de bien limiter le "lieu" du point M (dans
1’exemple, ce serait A si on employait 1'expression isobarycentre au lieu

de centre de gravité).

2) Cas général

Une réciproque est logiquement indispensable, sous la forme souvent
d’une reconstruction de figure (veoir exercices du chapitre 8). On peut
essayer, quand c’'est possible, d’'utiliser des équivalences pour se ramener

a4 un lieu géométrique classique, mals ce n’est pas toujours possible.

Exemple. (Une généralisation de la droite de Simson).

On donne un triangle non aplati ABC. A tout point M du plan non situé
sur les cétés du triangle ,on associe les points A’, B’, C' situés sur (BC),
{AC), (AB) tels que :

A A A
— — - — -y — -
mes(BC,A’M) = mes(CA,B’M) = pes(AB,C'M) = a (n) (o donné, « € 10, §I).
Déterminer 1’ensemble des points M tels gque
e ey
mes(A’B’,B'C’) = 8 (n). (B donnd). En particulier, ensemble des points M
tels que A’, B’, C’ scient alignés.

14



Indications

On met en évidence des points
cocycliques (A'M B’C) (B’A C'M).
On établit, pour tout point du plan
non situé sur les c¢étés du

triangle :

- N RN -t
mes{MA, MC) = mes{A’BR’,B'C’) + mes(BA,BC) ()

0

Sous forme d’équivalence : -

——-‘)A-——) ---)A—) /}3 1 \

M e & « mes(MA,MC) = 8 + mes(BA,RBC) (=)
En particulier :
A’B'C’ alignés o M € Cercle (ABC) sauf
les sommets.
Pour étre complet ,il convient d’examiner des cas singuliers tels que

B' =C" = A",

15






CHAPITRE |
LES CONFIGURATIONS DU PLAN ET DE L'ESPACE

Les configurations Jouent un rdle important en geométrie, un réle
analogue & celuil que Jouent les jdentités remarquables en algabre.

I1 s’agit de savelr extraire dans un exercice de géométrie des
configurations élémentaires, sur lesquelles on a établi des propriétés qui
pourront étre utilisées sans avoir besoin de les redémontrer.

Dans ce cadre, 1les configurations sont un outil egsgsentiel & la

résolution de probléemes en géométrie.

I LES CONFIGURATIONS LIEES AU MILIEU D’UN SEGMENT

B
1 Lz médiatrice d'un segment
e - <
2 Pour tout point M de &, MA + MB = 2 MI A

(ot I désigne le milieu de [AB))

3 La praojection orthogonale du centre d’un

cercle sur une ¢orde de ce cercle est le

i

milieu de cette corde.

Soit [MN] une corde variable d’un cercle fixe & telle que

MN= 1 (1 > O donné).
Montrer que, lorsgque M et N varient, 1 milieu de [MN] se déplace sur

une courbe fixe que 1’on précisera.

Soit € de centre C et de rayon R, OIM est un triangle rectangle en I

/ 2
01 = R - i = r, ! appartient au cercle C'de centre O et de rayon r.

Remarque : on peut deéterminer le lieu géométrique du point 1 en démontrant
que tout point du cercle g (0,r) est le milieu 4’une corde [MN] de & telle
que MN = 1.
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IT LES CONFIGURATIONS LIEES AU TRIANGLE

1 Inégalité triangulaire
la - b] < ¢ < a + b est une condition nécessaire et suffisante

pour que les réels a, b et ¢ (positifs) soient les mesures des cdtés d'un

triangle.

2 Points et droites remarguables d’un triangle

i.le centre de gravité G de ABC

T T - - - —
GA +GB + GC =0 ou (VMef) MA + MB + MC = 3 MG
- 4 o
ou IG = 3 IA (I milieu de [BCl)

Soit A et B deux points fixes d'un plan ? ; a tout point M de 7
variant sur une droite D, on associe M’, centre de gravité du triangle
ABM. Déterminer le lieu géométrique de M’ quand M varie.

— -~

Soit I le milieu de [AB], IM' = 1 IM, I est un point fixe, M’ est

3
M 9

1’image de M par 1'homothétie h de centre I et de rapport %.
/
M\%

h<D>=2. Dol le lieu de M

< A1 B A g

+D-{C} siDdn (AB) ={C}

> D si D paralléle a (AB)

ii. le centre du cercle circonscrit au triangle

iii. l'orthocentre d’un triangle

Soit ABC un triangle, 0 le centre du cercle circonscrit & ce
e e T T
triangle, H le point tel que OH = QA + OB + QOC ; démonirer que :

1°) H est I’orthocentre du triangle ABC
2°) 0, H et G centre de gravité de ABC sont alignés.

e T T e i G -—
Puisque OH = OA + OB + OC , AH = OB + OC = 201 (I milieu de [BC])

donc (AH) est perpendiculaire & (BC). De méme (BH) et (CH) sont
e

respectivement perpendiculaires a (AC) et (BA) ; de plus OH = QA + OB +
— —
0C = 30G.
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iv. Le guadrangle grthocentrique

Soit ABC un triangle et D son orthocentre, chaque point du gquadruplet

{(A,B,C,D) est 1'orthocentre du triangle formé par les trois autres points.

Soit ABC un triangle d’orthocentre H. Par chaque sommet du triangle
on fait passer une droite parallele au cété opposé au sommet ; ces droites

se coupent deux a deux en M N et P. Quel réle joue le pcint H pour le
triangle MNP 7.

H est le point d’intersection des médiatrices de MNP.

3 Triangles particuliers

i. On doit savoir caractériser un triangle isocéle ou
équilatéral.
ii. L'hypoténuse d’un triangle rectangle et isocéle de cété a
est avZ.
iii. La hauteur d’un triangle équilatéral de cédté a est E%g_

iv. Un triangle rectangle est inscrit dans un demi-cercle et

réciproquement, tout triangle inscrit dans un demi-cercle est rectangle.

4 Propriété des bissectrices
Seit ABC un triangle tel que AB = AC, et 1 et J les pieds des
bissectrices issues de A sur {BC) alors 1B _JB _AB
Soit (BD) paralléle a (AJ) et D «(AC)
(BE) paralléle a (AI) et E €(AC)

Alors T " i (AEB isocéle car D

J .
De méme S ol e (ABD isocéle,

(AI) est & la fois bissectrice et hauteur).

3 B8 I <

On peut aussi utiliser des réflexions.

Bemargue:Cette propriété est encore,a 1’heure actuelle, du domaine du
savoir-faire.
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S Points d'une droite divisant un bipoint de cette droite dans un

rapport donné.

Soit un bipoint (A,B) (A # B) et un réel strictement positif k, un

point M divise (A,B) dans le rapport k si g% = k et M €(AB)

Si k=1, Mest le milieu de [AR].
Si k# 1, il existe deux points divisant (A,B} dans le rapport k,
M1 barycentre de ((A,1), (B,k}) et Mé barycentre de ((A,1), (B,-k)).

On peut alors facilement démontrer une "réciproque" de la propriété 4.

III LES CONFIGURATIONS LIEES AUX QUADRILATERES

Caractérisations d’un parallélogramme ABCD
— —
AB = DC ou [AC] et [BD] ont le méme milieu O

ou 0 est centre de syméirie de ABCD etc ..

. Caractérisations d’un losange ABCD
AB = BC = Chb = DA ou ABCD est un parallélogramme tel que AB = BC
ou ABCD est un parallélogramme dont les diagonales sont

perpendiculaires.

ou [AC] et [BD] sont des axes de symétrie de ABCD.

. Caractérisations d’un rectangle
Quadrilatére ayant trois angles droits ou parallélogramme ayant un

angle droit ou parallélogramme dont les diagonales ont méme

longueur etc...

. Caractérisations 4’un carré
Losange ayant un angle droit ou rectangle ayant deux cétés
consécutifs égaux ou gquadrilateére ABCD tel que si r est la rotation de
centre O {0 # A) et d’angle de mesure g ou —g alors B = r(A), C = r(B) et
D =r{(C) etc ..
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IV LES CONFIGURATIONS LIEES AUX CERCLES

1. Positions relatives d’une droite et d’un cercle gy
J S
¢, : ‘G H A H

OH < R CH = R OH > R
D sécante 4 C D tangente a4 C D extérieure a C

2. Positions relatives de deux cercles

a). Cercles de centres distincts

0 o’
Cercles extérieurs Cercles tangents extérieurement
o' > R + R 00’ =R + R

@ A

\/

Cercles sécants Cercles tangents Cercles intérieurs
intérieurement 1’un & 1’ autre
|R - R| < 00" <R+ PR 00’ = |[R - R'| CO’ < |R - R'|

b).Cercles concentriques

t 6

E
V LES CONFIGURATIONS LIEES A L’HOMOTHETIE
1.La configuration dite "du trapéze"”
Soit ABCD un trapéze de bases [AB] et [CD]
le point d’ intersection des cébtés A B
obliques, le point d’intersection des M > N
diagonales et les milieux des bases sont o s 5 e -

alignés. (On suppose AE®CD).
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En effet, il existe deux homothéties qui transforment [AB] en [CD],
1’homothétie de centre E qui transforme A en D et 1'homothétie de centre F
qui transforme A en C, et ,puisque 1’'homothétie conserve les miliews, E , I
et J sont alignés ainsi que F, I et J ; on démontre de plus que la droite
passant par F et paralléle aux bases coupe les cdtés obliques en deux
points M et N tels que FM = FN.

Encore une propriété du domaine du "saveoir-faire”...

2. Cercles "échangés" par homothétie

Etant donnés deux cercles ®{(0,R)} et ®(0’,R’) de cenires et de rayons

distincts ,il existe deux homothéties transformant & en €' de rapports g et

¥

- R leurs centres appartiennent a la droite (00'}.

Ce résultat se démontre par analyse-synthése :

Analyse : S'il existe une homothétie h transformant € en ¥ alors h{0) =0’

’ £

et h a pour rapport k tel que k| = R -

Ce gqui donne donc deux possibilités pour k

_ R' . Rl
k = R ou k = R -
Quant a Q centre de l'homothétie h, il 0
est le barycentre de ((0',1),(0,-k)). //,/

Synthése : Considérons les homothéties h1 et hz sulvantes:

h1 de centre Ql barycentre de ((0',1J},(0,- g )} et de rapport k1 = g .
h2 de centre 92 barycentre de ({0’,1), (0, g )} et de rapport ka = - %.
On démontre facilement que h1 <6 >=86 et h2 <E>=8
Remarques :
Construction des centres d’homothétie (R # R') : on trace deux

droites paralleles passant chacune par le centre d’un cercle et on
reconstitue le "trapeze".
Lorsque les cercles sont tangents, le point de contact est 1’un des

centres d’homothétie,
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Démontrer que, si D est une droite tangente & deux cercles © et §&°,

alors T passe par 1’un des centres d’homothéties qui transforment € en ¥’.

Seit B(0O,R) et ©(0',R') deux cercles tangents intérieurement en A,
R # R ; un point M varie sur &, la droite (AM) coupe &'en M et soit N le
point de €' diamétralement opposé a M'. Démontrer que la droite (MN) passe

par un point fixe.

Puisque R # R’, il existe deux homothéties transformant & en & ,1’une

— >
a pour centre A puisque AQ' = % A0, 1'autre a pour centre Q barycentre de
(0, 1), (0, = 2.

On démontre gque 1'image de M par 1’'homothétie h de centre Q et de

rapport - g est N et par conséquent la droite (MN) passe par Q.

Soit ®(O,R) et ¥'(0°,R') avec R = R’, deux cercles tangents
extérieurement en A ; un point M varie sur €, scit N un point de €' tel que

MAN scit droit. Démontrer que la droite (MN) passe par un point fixe.

M

Construisons N' € &' ,N’ diamétralement opposé & N .0On démontre que M ,
A et N sont alignés ( MAN=90" J,et que N est 1'image de M par
1’homothétie de centre A et de rapport - E .

— R’ — — R?—»
D’od O'N =- - OM et par suite O’N= 8 OM.

On montre ensulite que N est 1'image de M par 1'homothétie positive qui

transforme & en ©°, d’od (MN) passe par 2 centre de cette homothétie.
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VI LES CONFIGURATICONS DE L’ESPACE

* Le cube : on doit connaitre ges différents éléments de symétrie

I %
-
(0]

le parallélépipéde rectangle

| *

Le tétraeédre

Son centre de gravité est le point G
- 5 S = >
défini par : GA + GB + GC +'GD = 0 .

Il est le point d’'intersection des 3
droites Jjoignant les milieux des
arétes opposées et des 4 droites
Joignant un sommet au centre de

gravité de la face opposée,

Soit ABC un triangle, M un point variable d’une droite D tel que ABCM

solt un tétraédre.

Déterminer le lieu géométrique du centre de gravité G du tétraédre

lorsque M varie sur D.

— —

Soit g le centre de gravité du triangle ABC , gG = i gM , donc G est

1’image de M par 1'homothétie de centre g et de rapport = .

a

* La sphére : positions relatives d’une sphére et d’un plan

* Axe d’un cercle : ensemble des points équidistants des points d’un

cercle.

Vil QUELQUES ENSEMBLES DE POINTS
2

* a2 o MB% = 2 M1% + 2B (1 nilieu de [AB])

2

* Ensemble des points M tels que MA° + MB° = k (kK € R)

2 ——

* Ma® - MB® = 2 TH x AB (I milieu de [AB],

sur {AB)).

23
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* Ensemble des points M tels que MAZ - MB® = k

—_ —
* MA.MB = MIZ - 1A% (I milieu de [AB]).

- —
* Ensemble des points tels que MA.MB = k (étude du cas particulier

k=20).

A N
UM = QA x QH ol QA =4 et H projeté orthogonal de M

sur (QA).

—
* Ensemble des points tels que T.oM = k

=

* Ensemble des points tels que = = k

&

24



Un exemple d’exercice construit pour wutiliser les configurations

élémentaires.

- 5,
On donne 3 points fixes A,B,C du plan P tels que AB = 3 AC

Soit O le milieu de [AB] et & le cercle de centre O passant par A et
B. Un point variable M décrit € et la parallele & (BM) passant par le point
C coupe (AM) en D.

(Les parties I et II sont indépendantes dans une large mesure et on

recommande de faire deux figures sépardes pour étudier chacune d’elles).

1 1) Montrer que D appartient 4 une courbe fixe que 1’on précisera.
2) La tangente & © passant par B coupe (CD} en I et (AM) en L;
les droites (Al) et (CL} se coupent en P.

Montrer que P appartient & une courbe fixe que 1’on précisera.

II On note N le milieu de [BM] , N’ le milieu de [CD] et E le point
d’ intersection de (BD) et (CM).

1) Montrer que N appartient & une courbe fixe que 1’on précisera.

2) Montrer que les points A ,N ,E et N’ sont alignés.
EN
Eﬁ:
centres E et A) ; montrer que E et A sont barycentres des points N et N’

3) Montrer que = - {(on pourra utiliser des homothéties de

al &l

avec des coefficients numériques fixes que 1’ on précisera.
— —
4) Exprimer AE en fonction de AN et en déduire que E appartient a une

courbe fixe que 1’on précisera.
5) Soit H le projeté orthogonal de E sur (AB). Montrer, en utilisant
les points A et E que SHN? - 4HN'® = 0. En déduire que (HE) est une

bissectrice de 1’angle NHN’.

Une remarque : cet exercice a été proposé aux éléves sous forme de
contréle, i1 s’'agissait de vérifier leurs connaissances sur quelques
configurations élémentaires. D'autre part, nous avons choisi de ne pas

demander de lieux géométriques en ce tout début de cours de géométrie.
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CHAPITRE 2
BARYCENTRES

0. INTRODUCTION

Nous ne reprenons pas le cours sur le barycentre, noticn connue des
éléves depuis la classe de seconde. Nous insistons cependant dans cette

introduction sur quelques remarques utiles pour les exercices.
— -
* La formule ZaiMAi = (Zai) MG (avec Eai £ 0) a un double réle :

a) Elle permet de simplifier le ler membre ; les éleves doivent & ce
__)
sujet acquérir une sorte de réflexe {transformation automatique de Z“iMAy

par exemple exercice 3).

b) Elle peut servir A construire ou a caractériser le barycentre d'un
systéme. Elle doit étre préférée, aprés choix d’un point M, a des calculs

confus et incertains utilisant la relation de Chasles et partant de
— -»
EaiGA1 = 0.

* Pour utiliser la fonction scalaire de Leibniz, 11 est important de

rappeler que tout produit scalaire peut s’exprimer en fonction de distances
2= 42 2 2 |
par : AB.AC = i(AB + ACT - BCY).

(Voir par exemple exercice 11 pour calculer GA2)

* Jes exercices ont été, approximativement, regroupés suivant les thémes :
Formule du Barycentre - Associativité. 1.2.3.4.
Exercices utilisant la notion de coordonnées barycentriques 5.8.7
Relatlon de Leibniz ; formules de la médiane.

Etude d'une transformation géométrique.

— — .
1. Soit A,B,C trois points vérifiant AB = AAC {(heR - {1})

a) Démontrer sans calcul gque C est barycentre de A et de B munis de

coefficients a préciser.
- — — —
b) Calculer BC en fonction de AB et AC en fonction de BC.
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Indications

—3 -3
— -
1 T2 _AB+ (A - 1) A, -
a) AC = 3 AB = -1 d’ ot C barycentre de (A, A 1) (B, 1)
= 3 1 —
b) BC = Y AB (formule f&: ZaiOAi) ;
— 1 —
AC = =5 BC (ici, d’apreés la définition).

2. Assocliativité du barycentre, dédoublement
Soit ABC un triangle.
—3 —

Soit H vérifiant CH = % CB et G le centre de gravité de AEC.

Démontrer que le barycentre E de (A,1) (B,2) (C,3) est sur la droite
(HG)
Démontrer que (EG) est parallele & (AC).

G est le barycentre de (A,1) (B,1) (C,1) et H est le barycentre de
(B,1} (C,2),
d’ou E est le barycentre de (G,3) (H,3) c’est & dire le milieu de (G,H).

1= g -3

.GE = 5 CH = 5 (A'H - A’G)
1 — 1
=5 (A'C - A’A) = 5 AC

{o0 A’ est le milieu de (B,C)).

3. On donne trois points A,B,C. Déterminer 1’ensemble des points M

du plan tels que :

—> ~ -3 - >
2 MA + 3 MB - MCH = IIMA + MBI
' — - = —
Déf'inir G1 et G2 tels que 2 MA+ 3 MB - MC =4 MGI

- -
et MA + MB =2 MGa"'
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4. Coefficients barycentrigues

Soit treois points A,B,C, non alignés dans un plan P. Soit M un point
quelconque du plan.

a) Démontrer qu’ il existe 3 réels, «,8,y, de somme non nulle, tels que
- M soit barycentre du systéme ((A,a) ; (B,B) : (C,¥)). Les coefficients
o, B,y sont appelds coefficients barycentriques de M par rapport aux points
A,B,C.

b) Démontrer que tout triplet de coefficients barycentriques de M par
rapport aux points A,B,C est de la forme (k&, kB, ky). (C’est & dire que
les coeffijcients  barycentriques sont définis a un facteur de

proportionnalité prés).

Indication
—_ —
a) Dans le repére (A, AB, AC) on a
—3 — — 1 - — —3
AM = x AB + y AC = ({1 - x - yJAA + x AB + y AC)

(1 - x-y)+x+y

d’ol M est barycentre du systéme ((A, 1 - x - y), (B,x),{(c,¥)}).

b) Si M est barycentre de ((A,a),(B,B8}),(C,7)) et de
((A,2'), (B,B"), (C,»')) alors

—3 1 —_ = 1 — -
s e B _ B’ y _ 7
D'et g ~ TR S wEy B
y v _ B4y’
Soit B = kB et ¥ ky en prenant k “wiBy

(a+B+y) k = o' +8°+y’ d’olt enfin o« = ka.

5. Soient K et F deux points distincts et soit e > 0, e # 1,
On consideére A1 et A2 les barycentres de (F,1) (K,e) et de (F,1)
(K,-e). Soit QO le milieu de (A1'A2)'

a) Déterminer (w,B) tel que 0 soit le barycentre de (F,a) et de (K,B).
- —
b) Calculer OA1 en fonction de FK.
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Indications

- ;2 — — 1 — —
a) DA1 = e (OF + e OK ) et OA2 = e ( OF- e OK }
— — >
oo 1 1 11 _

I’ou : (1 e + T e) OF + e(1 P 1= e) 0K = 0

— 02— 2
c'est A dire OF + ( 2) 0K =0

1 ~e 1 - e

On en déduit que O est le barycentre de (F,1) , (K, —e°).

Remargue : [Ai’Azl est un diamétre du cercle de centre 0, lieu des poinits M

2
du plan tels que EEE = ea.En utilisant la fonction scalaire de Leibniz, on
: MK

retrouve que 0O est barycentre de (F,1) (K, —e?).

— — —
b) Puisque (1+e) OA1 = 0F + e CK
— — -3 — —>
et (1l-e) OA2 = OF - e OK (avec OA2= - OA1)
— — - -
ona 2e OA =20F et20A =2 OK
- —
Dol O0A = —= FK
1
1 -e
Remarque :

Cet exercice peut intervenir au début de 1’étude des coniques.

6. Coordonnées barycentriques

Soient A,B,C trois points non alignés de 1’ espace §. Soit O un point

hors du plan (ABC).
—_ — —
(0,0A,0B,CC) est donc un repére R de 8.

a) Soit M de coordonndes (e,B,y) dans R. Trouver une relation entre «,
B, et ¥ qui caractérise 1’ appartenance du point M au plan (ABC).

b) En déduire que tout point M du plan (ABC) est barycentre de (A, «a)
(B,B) (C,¥) avec ¢ + B + ¥ = 1.

On appelle coordonnées barycentriques de M par rappert a (ABC)

1’unique triplet (a«,B,y) de somme égale 4 1 : ce triplet s’appelle encore
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triplet de coefficients normés (d’aprés 1’'exercice 4 , ces coordonnées sont
indépendantes de 0).

¢) On considére les points M et N définis par : M barycentre de (A,1)
(B,-3) (C,1) ; N de (A,2) (B,1) (C,1).

Caractériser par leurs coordonnées barycentriques (e,B,¥) les points P

du plan (ABC) appartenant & la droite (MN).

Indications

a) Me (ABC) si et seulement sit ¢ + 8 + 5 = 1

— o — i
OM =« CA + BOB + 7 OC
b) M e (ABC) ssi {a+3+q=1

st M barycentre de (A,a) (B,8) (C,7)
a+ B +y =1

¢} Les coordonnées barycentrigques de M sont (-1,3,-1) et de N (

Un point P appartient & (MN) si et seulement si P appartient
et au plan (OMN) puisque (ABC) n (OMN) = (MN).
Une équation de (OMN) est : - 4a + B + Ty = O,

D’ou P appartient & (MN) si et seulement si

-4a + B+ 7y =0
a+ B +7y=1

7. La deuxiéme formule de la médiane (Leibniz)
Soit A,B,C un triangle et A1' 81’ C1 des points des droites (BC), (AC)
et (AB).

On note 1h s @B, 1% les perpendiculaires & {BC), (AC), (AB) en
1 1 1
A, B, C.
1t "1’ 1
Démentrer que :

93 . DB , ﬂc sont concourantes si et seulement si

1 1 1

(AB®-AaC® + (BC?-BaAY + (cal-cBd =0
1 1 1 1 1 1
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» Soit 0 le point de concours. D’aprés la Zéme formule de la médiane
(ou Pythagore) on a :
AB* - AC® = 08" -0c® , BC®-BA®=o0C
et CA°-CB®=0a"-08" doule résultat.

2 2

- DA

L[}

« Utilisation de la partie directe. Soit L 1’intersection de @A et de
1
ﬁB (L existe car (BC) et (AC) ne sont pas paralleles). Soit C2 la
1
projection de L sur {AB}.

On a :
2 2 2 2 2 2.
(AzB - AIC )+ (B1C - BzA )+ (CzA CzB l] =0

D'ot C.A% - ¢ B® = c A% - cB?
2 2 1 1
Donc C:l et C2 appartiennent a une méme droite perpendiculaire a (AB).

{ Lignes de niveau de M —— MAz-MBz) D' ou C1 = C2 et le résultat.

8. Soit ABC un triangle et {a,8,7) dans R° tel que : « + B + y # O
Soit M le barycentre de (A,«) (B,B) (C,v)

Déterminer, lorsque c’est possible, un triplet {(m,8’ .7’ ) de R® tel que
A soit le barycentre de (M,m) (B,B') (C,x’)

M étant le barycentre de (A,a«) (B,B) (C,¥)

- — —
on a : (a+B+y) AM = B AB + y AC
- - — 3

c’est a dire (c+B+y) AM - B AB -~ y AC =0

Sia+ g8+ 720, (x=0), A est le barycentre de Mla + 8 + %)
(B,-8) (C,-7).

S1 « = 0, A n'est pas le barycentre de M, B, C. Cela correspond a
M e (BC).
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8, Projeté d’un barycentre

Soit ABC un triangle rectangle en A avec AC = 3 et AB = 4

Soit H le pied de la hauteur issue de A.

On appelle coefficients barycentriques de M dans le repére (B,C) tout
couple de réels (B,y) tels que : B + ¥y # O et M barycentre de (B,B), (C,7).

a) Déterminer des coefficients barycentriques entiers de H dans le
repére (B,C).

b) Soit G le centre de gravité de ABC et L son projeté orthogonal sur
{BC).Déterminer des coefficients barycentriques entiers de L dans le repére

(B,C).

a) Soit (B,7) des coefficients barycentriques de H

— —> -
8 AB + 3 AC
on & ST Erw
— —
H pied de la hauteur issue de A gssi AH.BC = O et H € (BC)
— — — —
ssi B AB.BC + y AC.BC = O
- — — -
Or AB.BC = - AB® et AC.BC = AC®. d’o - 18 B + 9y = O.

On peut prendre B8 =39 et ¥y = 16

b} G est barycentre de (A,1) (B,1) (C,1) donc L est barycentre de
(H,1) (B,1) (C,1) (conservation des barycentres par une projection).
- 4, = = a1 =

D'ocu BL = 3 (BH + BC) = 75 BC ;

donc L est barycentre de (B,34}) (C,41).

Remarque
Dans le cas ABC non rectangle en A,
R ) -
on a : AB.BC = -AB x BC x cos B
-— "
et AC.BC = AC x BC cos C. B
On peut prendre B = AC cos C
et 9y = AB cos B ou, en utilisant
AC = 2R sin B et AR = 2R sin C, A x
~ ~ ~ ~ /
B=sinBxcos C et y =sin C x cos B. ////
\ \
5
¢ A4 . 5
H
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10. Soit ABC un triangle d'un plan P . On note 1,J,K les milieux de
(B,C}, (C,A), (A,B). Scit M un point du plan tel que :
M A M=z2zB M=C
(AM) et (BC) se coupent en Au ; (BM) et (AC) en BH :
(CM) et (AB) en CH

a) Quel est 1'ensemble ¥ des points M vérifiant ces conditions 7

On note AH , BH , CH les symétriques de Au , BH , CH par rapport a I,
J K.

On veut démontrer que les droites (AA;).(BB;) (CC;) sont concourantes

en N appelé point réciproque de M.

b) On suppose, dans cette question, M sur un des cétés. Démontrer le

résultat. Quel est le point réciproque de M ?.

¢) On suppose M hors des cétés. Démontrer le résultat en considérant M

comme barycentre de {A,a) (B,B8) (C,7) a+ B+ 7 %0

d) Déterminer 1'ensemble des points de K gqui sont leur propre

point réciproque.

e) Quel est le point réciproque d’un point réciprogque gqui est dans H 7

Remargue
L’exercice ne suppose pas connu le théoréme de Ceva.

Indications
a) =7 - { AL AL Ac}
A paralléle a (YZ) passant par X avec {X,Y.Z2} = {A,B,C}

b} Si M e (BC) - {B,C} , les droites se coupent en A donc N = A,

¢) M est barycentre de (A,a) (B,B) (C,3) (e + B + 7 = 0).

On a d’aprés a) B+ 3y %0, o + 8 =0, o+ 3 = 0.
- — — —
_BAB-BAC _ BCB

(En effet si B+ 3y =0 ona i BTy R

d'ou (AM) // (BC))
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Donc AH est barycentre de {((B,8) , (C,y)) et, puisque la symétrie S
de centre I conserve le barycentre,
A; est le barycentre de (B,y) (C,8).
Or =0 et y# 0 car M n’appar-
tient pas aux cétés . On a donc

1 1
B) (C,?).

Par associativite, on a

A; barycentre de (B,

(AA;) (BB;) (CCQ) concourantes en N

1
B

barycentre de {A, i) (B,2) (C,%).

c} M est son propre point réciproque ssi M appartient a (AAH) et a

(AA’). Dot A =A" =1 et B =Bl =J et cC =C =K
M H L M i H H

On en conclut que M est le centre de gravité de ABC.

d} Il est clair que pour tout point de ¥ hors des cdtés, le point
réciproque du point réciproque est lui-méme ; en notant #' 1’'ensemble ¥
privé des cb6tés, 1’application de H sur H'qui a2 M associe N est

involutive.

11. Fonction de Leibniz
Soit ABC un triangle d’un plan ?. On note AB=c, AC=b, BC =a,

- 2t b+ c
2 3
Soit {a,B,7) un triplet de R vérifiant a + B + y =0

et (0&;3,7) * (0,0,0}.

On note La 8.y ={Me?/« MAZ + g MBZ + ¥ Mc? = 0}

a) Déterminer la nature de La By ' Montrer qu’ il contient un point Q
fixe indépendant du choix de («,B8,7).
b) Démontrer que pour toute droite A contenant Q, il existe un triplet

(e, B,7) tel que L A

o, B,y

¢) Déterminer («,B,y) dans les cas suivants :
1) A = (QA)
2) A médiatrice de (A,C)
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3} A = (C) G centre de gravité de ABC (ABC non équilatéral)

4) A

(Q1) 1 centre du cercle inscrit (ABC non égquilatéral)

a) Soit O le centre du cercle circenscrit au triangle ABC:O e Lm 8,y
D’aprés la fonction de Leibniz avec des coefficients de somme nulle :

La 8,7 est une droite contenant O dont un vecteur normal est

—3 - — — — —3
BAB+y AC(=aCA+BCB=uaBA+ gy BC)

b} Soit A une droite contenant O dont un vecteur normal est 3 ; il est
— —3

possible de trouver deux réels non tous nuls tels que 8 = B AB + v AC ; on

rend ensuite oo = - - et on bien A = L .
P F-v abie a, 8,7

cl) 1) Ae La 8.y ssi B 2 o+ ¥ b2 =0
Choisissons 8 =--b2 et ¥ =c2 ;on a alors «a= b2-02

d’'olu Lb;wz'_bzmz = (0A)

2) A contient le milieu de (A,C) si A=1L

1,0,-1
— —_
=, 2 2 2
3] Cn a GAa = AGE = {AB + AC)Z = 2bh + 2c¢ 5
3 g
2 2 2 2 5 2
GC2 = 2b + 2a Lo et GB2 - 2a° + 2¢° - b
S g
En effet:
T+ i - = — —>
(AB ; AC)2 = % [A32 + AC2 + 2 AB.AC] or 2 AB.AC = ABZ . ACZ— BC2
- -
D’ olr (éﬁﬂg_gg)z - é [2AB% + 2AC2 - BC?)
On peut prendre « = B2 -, B = ?-afet y=2a- b2 d’ou

(6G) =L2_ 2 2_,2 _2 .2
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Remarque :

On peut poser la méme question avec (OH) ce qui prouvera (0OG} = (OH).

4) I est barycentre de (A,a) (B,b) (C,c¢)

- — —
d’ou AI = b AB + ¢ AC
2p
2 1 2 .2 2 .2 — =
Al™ = — {b™ AB®” + c° AC”™ + 2Zbc AB. AC] d’olt
4p
Al® = —15 [b%c? + ¢%p% + be (b° + ¢ - a°)]
4p
= EEE [(c+m)2-a%=bElP-2)
4p p

De méme BI2 = EELE—:—EL et C12 = EELE—:—El

P P
On peut prendre a« =afl{c - b) , B=bla-c} et ¥ =cl(b - a).

12, Soient 91, @2, @3 trois droites de 1’espace non coplanaires.
Soit A appartenant 2 R - {0, 1}

Déterminer 1’ ensemble ﬁi des points M2 de @2 vérifiant :

Il existe une droite passant par M2 coupant ﬂl en M1 et 93 en Mé de
facon que Mz soit le barycentre de (Mrhj at (Ma’ 1 - A)
(Distinguer les cas a) 91, ﬁz' ﬂs non paralleles a un méme plan

b) D1’ 92’ 33 paralléles 3 un méme plan).

Indications

Soit A une droite coupant ﬁl et ﬂa en A1 et en A3.

Soit Az le barycentre de (A1’ Al o, (A3,1 - A)
Considérons TI et ?3 les plans contenant @1 paralléle a @3, contenant
93 paralleéle a ﬁl . Tout barycentre d’un point M1 de Dl affecté du
coefficient A et d’'un point Iﬂs de 93 affecté du coefficient {1 - A)
appartient au plan Il paralléle a ?1 et contenant A, (Thalés).
% Si 91, 32, ﬁa ne sont pas paralléles a un méme plan, 92 et le plan I
se coupent en un point B2 et on a RA = {Bz}
= 51 31, 92, ﬂs sont paralléles A un méme plan, 32 est paralléle a II.
Si Ig c T H =2

A

2
Sid «m H, =9.
2 A
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CHAPITRE 3

ANGLES

Programme de lére SE:

Mesure de 1’'angle orienté d’un couple de vecteurs dans le plan
crienté.
Commentaires : on n'hésitera pas a faire les abus de langage et de
notations wusuels, confusion d’écriture entre un angle et une de ses
2 2 T )
mesures, telle que (4,v} = 3 ou (Ox, Ox') = m, ou encore, pour un angle non
orienté, AOB = % .

Programme de TCE :

— =
Ensemble des points M du plan tels que (MA, MB) = « modulo m ou modulo

2n. Exemples d'emploi des nombres complexes pour 1'étude d’une
configuration plane.

Commentaires : les éléves doivent connaitre la condition de cocyclicité de
quatre points qui en résulte ... ils deivent savoir évaluer un angle a
1’aide de 1’argument d’'un quotient et traduire 1’'orthogonalité ou la

celinéarité de deux vecteurs.

Notons la disparition de 1la notion d’angles de droites. Nous nousg
sommes permls de suggérer un plan de cours (plus ou molns détaille),
montrant que 1’on peut travailler avec des vecteurs (et sans introduire la
notion d’angle de droites].

Conformément a 1'esprit du programme, nous avons fait des abus de
langage, en particulier pour la notion de bissectrice. En toute rigueur, un
angle ne devrait pas étre confondu avec deux demi-droites qui le
représentent et on ne devrait pas parler de la “bissectrice d’'un angle"

mais de la bissectrice d’un couple de deux demi-droites de méme origine...
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I RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES ANGLES ORIENTES :

1) Des propriétés utiles sur les mesures des angles

A
5
a) Si o est une mesure en radians de (u,v), toutes les autres mesures
sont les nombres o + 2kw (k € Z)
S5 . SR
*(u,v) = o ou (41,v) = a + 2kr
A
S5 >
ou (U,v) = « [2r] ou mes(u,v) = « [2x]
A A
> > 7 > 2 >, D
*(u,v) = (u’,v') équivaut a (4,v) = (0",v’)} [2n]
-
Ay
b} . Echange des extrémes ou des moyens :
i
s AN S SN z e
(u,v) = (0',v') » (u,u’) = (v,v') -
Falre beaucoup de manipulations du style :
— —y -3
(AB,CD) = (BA,CD) + & i2n]
— — —
(AB,CD) = (BA,DC) [2r]
c) Effets des applications usuelles sur les angles
Translations - homothéties - réflexions - rotations
d) Mesure principale 4'un angle
9 ¢ ]-nmn]
2) Congruence modulo m :
si (2,9 = a [x], alors 2(4,¥) = 2a [2n]
Soient I et J des points quelconques sur (AB) {distincts ...} et E, F

——— —
sur {CD}, on a toujours (AB,CD) = (IJ,EF) + kn

5 3 — — 55 - —
Si (q,v} = (u',v') [2r], alors (u,v) = (v ,v’) [n] mais la réciproque

est fausse.
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3) Relation de Chasles

3> > 55
(U,W)} + (W, V) + 2kn
> o 5 >

(LW + (W,V) + k'n

> >
* (U,V)
>3
* (U, V)

It

* Forme

Exercices d’application :
» > >
a) Soit UL Y et vLiv

b) Somme des angles d’un triangle
— —3 — — - —
(AB, AC) + (BC,BA) + (CA,CB} =n

c) Construire un triangle isocéle

soustractive (3,3) = (3,3) - (w,

>3 >

; mentrer que (U,V) = (U,V') + kn

2

+ 2kn

ABC de sommet A sachant que

- = A
(AB,AC) = 0 [2r], BC =1 {6 et 1 donnés)
4) Alignement et orthogonaliteé /3 2o
A,B,C sont distincts {ou plutét A = B et A = C)
-3 —3
A,B,C alignés ssi (AB,AC) = 0 [=n]
— — x
(AB) L (AC) ssi (AB,AC) = 5 [l
Exercices :
a) AMN alignés (A#+ M et A= N)
B distinct de A tel que (AM) # (AB) > M=N
(MR, MB) = (N, NB) [n]
Exercice illustrant la condition nécessaire et suffisante

d’alignement.
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b) Exercice illustrant la 2éme propriété d'orthogonalité

A
Soit ABC non rectangle et H son orthocentre
—y —3 — —
Montrer que {AB,AC} = (HC,HB) [n]
B H P
7 [ ‘
5) Bissectrices

a) Bissectrice de deux demi-droites de méme origine

b) Bissectrices de deux droites sécantes

zZ - a

8) Argument de %

7) Cosinus et sinus d’un angle

8) Un résultat utile :
A A A
B T T YN S
Dans un triangle ABC, les trols angles (AB,AC) (BC,BA) (CA,CB) ont des
mesures principales de méme signe.

Si ces mesures sont positives, on dira que le triangle est direct.

g\

IT COCYCLICITE

1) Théoréme de 1'angle inscrit 0
T A
A A
— — Ear s J = ]
2 mes(MA,MB) = mes{0A,0B) [2n] AN ” / i .
1 A
IiK /
— — - — S ; '
Dans OAB isoceéle : (DA,OB) = w — 2(AB, AQ) [2n '
— - 3 >
Dans OMA isocéle : {OM,0A) = w - 2{MA, MO) [2n]
— — — —
Dans OMB isocéle : (OB,0OM) = n - 2(MO,MB)} [2n]
SO NONEN
d'od 2 mes {MA,MB) = - mes (OB,0A) + 2kn
— -

mes (OA,OB) + 2Ku
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A
——
2} La bissectrice de [MA,MB) est la droite (MI) ot I milieu de 1’arc AB ne

contenant pas M,

a) Soient I et J les milieux des arcs AB ;
NANIN
La bissectrice de (MA,ME) coupe [AB]
donc coupe 1'arc AB' en un point K.
I1 suffit de démontrer que K = I.

En effet :
—_— - —_ — - —
(MA,MB) = 2(MA,MK} = (0A,0K) [2n]
—) > - —
= 2{MK,MB) = (0K,0B) [2n]
- =" ="'

Puisque (0A,0K) = (OK,OB), (CK) est la bissectrice de (0A,OB),
donc  K=1 .

D' ot
— — —_ - 5
(MA,MB) = (0A,01) [2r] si M € AB
— —3 —_— —

(MA,M’B) = (0A,0J) [2rn] si M e AB

b)Conséquence:

si M et M sont sur le méme arc AB
— — —_ —
{MA,MB) = (M’A,M’'B) [2n]

g1 M et M’ ne sont pas sur le méme arc
— — ——3
(MA,MB)} = (M'A,M’'B) + = [2r]

c) Tangente en A

Pour tout peoint E de la tangente en A,

— — — -
(AE,AB) = (0A,0I) =)
—_ —
= (MA,MB) [=]
- - - —
Lorsque S est "du cdté” de I (AS, AB) = (0A,01) [2n]
— -3 —_ —
Lorsque T est "du cété" de J (AT, AB} = (0A,0J) [2n]
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- -
3) Enzsemble T des points M tels que (MA,MB) = a + kn

a) cas « = 0 [n] (F est la droite (AB) moins les points A et B ).
M
b} cas o« 2 0 [m]: 4 13
. Supposons qu’'il existe un point M de T: 0
A,M,B ne sont pas alignés puisque a £ 0 [m].
Considérons alors le cercle & circonscrit a & " 3

A ,M ,B: la droite 7 tangente en A & ©& est s
- -3
telle que (AS,AB) = « [n] donc D est fixe et le centre 0O du cercle est

fixe.
Tout point de § est donc un point de &.

. Réciproquement, on construit & & partir de D et O.
- ) —_ —

Si Me ¥, alors {MA,MB) = (AS,AB) [n] (siM=z2A , M= B)

d’oli: T

€-{AB}

MorA

* Remargue : avec « [r], cas particulier déja connu.
F

N
4) Ensemble I’ des points M tels que (MA,MB) = ¢ + 2 Kn.

Parler "d'arc capable" (?) ; en faire construire concrétement aux

éleves avec des valeurs numériques.

5) Condition pour que 4 points soient cocycliques (ou alignés)

ITI EXERCICES

1. Symétriques de 1’orthocentre :
a) Hx’ H , H_ sont sur &

b} En déduire que (BHz] est une
A
bissectrice de HH H
321

c) Démontrer gque, dans un triangle,

le triangle formé par les pieds des

hauteurs (PQR) admet pour bissectrices
les  hauteurs (AH), (BH), (CH) et les
cotés (AB), (BC), (CA}.
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- = —y
a) (HIB,H1C) = - (HB,HC) [2m]
— -
= -~ (AC,AB) [=n] {Cf. un des exercices d'application)
—_ >
= {AB,AC) [=n]
b) B est milieu d’un arc H1H3 (HaB = BH = BHl) done (HzB) est
A

une bissectrice de HaHzHi'
(Si A ou C est obtus, (HEB) est la bissectrice extérieure ...)

¢) PQR est 1’image de H1H2H3 par Hom (H, é)

2. Droite de Simson

L’ensemble des points M dont les projetés orthogonaux sur les cétés
d’'un triangle sont alignés est le cercle circonscrit ¥ au triangle.

* les sommets A, B, C répondent a la question

¥ Soit M non sur les cétés (AB), (BC), {(CA) et distinct des points Al.
B1’ C1 diamétralement opposés & A,B,C sur le cercle €. ; soit A’, B, O

les projetés de M :
_— —
A', B', C’ alignés ssi (B'A’,B'C') = 0 [n]

N 5 LN

ssi (B'A’,B'M) + (B’M,B'C’) = 0 [m]
—_ —> —y )
ssi (CA’,CM) + (AM,AC’) = 0 [m]

(Car B’A'M C cocycliques ainsi que B'C’'M A)
— —3 —3 —3
ssi (CB,CM) = (AB,AM) [=x]

On vérifie ensuite que AI, B1 et C1 conviennent.
L'étude de ces cas singuliers se justifie car on pourrait aveir, par

exemple A’ = C'. ..

3. Méme principe que I’'exercice précédent mais en construisant A,

— —_ — - —
B’, C' sur (BC),{CA),{(AB) tels que {(MA’ ,BC) = (MB’,CA) = (MC',AR) = a [n]

ot « est un nombre donné, o £ 0 [n]. (Cf. chapitre 0).

(La droite de Simson est alors la version avec « =

T
2)
La démonstration est identique.

Faire remarquer que A',B’,C' existent bien puisque a % 0 (#]
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4. ABCD est un quadrilatére et M un point de (BC). Les cercles ABM et
CDM se recoupent en P.
a) lorsque (AB) et (CD) se coupent en E, démontrer que P appartient au
cercle AED.
b) lorsque (AB) et (CD) sont paralléles, démontrer que P appartient a la
droite (AD).

Exercice trés abordable par 1’éléve moyen ol interviennent beaucoup

les propriétés sur la colinéarité de vecteurs et les congruences modulo .

On a toujours :

—_ — — — - —
(PA,PD) = (PA,PM) + (PM,PD) [m}
- — e
= (BA,BM} + (CM,CD) {=l
— -3
= (BA,CD) [n]

a) Lorsque (AB) et (CD) se coupent en E, on obtient :
- — — —
(PA,PD) = (EA,ED) [u]

b) Lorsque (AB) et (CD) sont paralléles, on obtient :
—_ —
{(PA,PD) = 0 (=]
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5. Deux cercles J et J° de centres O et 0’ sont sécants en A et B.

Une droite passant par B recoupe ¥ en M et T"en M.

— - - —
Démontrer que ( AM, AM’) = ( AO0, AQ’) [zm].
&)
/
U ]

—_ —> - —
* On démontre facilement que (AM,AM’) = (A0, AQ) {n]

-3 —> — — _— —
En effet, (AM,AM’) = (AM,MB) + {(M'B,AM’) [n]
—3 — —_— -
= (0A,00°) + (0'0,0°A) [m)
—y )

(CA,0°A) [n]

* Pour démontrer la congruence modulo 2n, il faut envisager les deux
—3 3 - —
cas : (BM,BM’) = nw [2n] ou (BM,BM’') = O [2m], et utiliser des propriétés
— — - —

du style (MA,MB) = (DA,00") [2n] si M se trouve sur l’arc "extérieur" a J'.

* On peut utiliser la similitude S de centre A transformant T en T’ et

montrer que, si M" = S{(M), alors M, B, M" sont alignés, d’ol M'" = M et
> —_ —
(AM,AM') = (AO0,AD0’) [2n] (conmservation des angles orientés par une

similitude directe).
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- — — —
* On peut aussi remarquer que (MA,MM’) et (M'A,M’M) sont constants
- - - —
modulo m ; on peut alors démontrer que (MA,MM') et (M’ A,M'M) sont constants

modulo 2n.
—_ - —_ —
D’oll on déduit que (AM,AM’) = (0A,0'A) [21n]

6. Soit ABC un triangle et § son cercle circonscrit.
On note A’ ,B’,C' les points 4d’intersection des bissectrices intérieures de
ABC avec §.
Démontrer que (AA’), (BB’), (CC’) sont les hauteurs de é’B’C'

*I1 s’agit de montrer par exemple
—_—— x
que  (C'B’,A'A) = 3 [n]

—_— — —_— —_ — —p ey
Or (C’B’,A’A) = (C’B’,BB’) + (BB’,BA) + (BA,A’A) [2n)] ,
—_— —— g >
(C'B’',BB') = 5 {0C’,0B) [mn] (théoréme de 1’angle inscrit)
— — — =

et (0C’,0B} = (CA,CB) [2m] (C' point d’intersection de la bissectrice

intérieure issue de C avec B).

_ — ]
d’od  (C’B’,BB’') = 5 (CA,CB) [n]
de plus (BB',BA) = 3 (BC,BA) [n] et {AB,AA’) = 5 (AB, AC) [m]
— -3 —_ — — 3

D'autre part (CA,CB) + (BC,BA) + (AB,AC) = xn [2n)
— —
d'od (C'B',A'A) =  [n]
* Autre méthode utilisant les axes de symétrie :
Seit I le point de concours des bissectrices (AA'), (BB’), (CC’').
Puisque A’ et B’ sont de part et d’autre de (BC) et A' milieu d’un arc
BC, (A’B’) est 1’axe de symétrie des demi-droites [B’B) et [B’C).
Donc (B’C) est 1’image de (B’I) dans la symétrie d’axe (A’B').
De méme, (A'C) est 1’image de (A’I) dans la symétrie d’axe {A’B’) et C
est 1'image de I dans la symétrie d’axe {A'B’).
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7. Reconstitution de figures

Les notations sont celles de 1'exercice B avec A1’ B1’ C1 les points
d’ intersection des hauteurs de ABC avec ©.

a) Connaissant A’B'C’ reconstituer ABC

b) Connaissant AlBlc1 reconstituer ABC

a) On suppose A’ B’ C’ acutangle (i.e avec angles aigus)

* D’aprés 1l'exercice 6, les droites (AA’), (BB’) et {(CC’) doivent étre
les hauteurs de A® B’ C’. Donc le centre I du cercle inscrit a ABC est
1’orthocentre de A’ B’ C’'. On construit A, B, C.

Puisque les angles de A’B’'C’ sont aigus, l’orthocentre I est bien le
point de concours des bissectrices intérieures de A B C (Cf. exercice 1).

Remarque :

Si, par exemple, B'A’C’ est obtus, 1l’'orthocentre I du triangle A'B’C’

est alors le centre du cercle exinscrit dans 1’'angle A.

* Une autre approche :
Puisque A" B" C" a ses cotés
paralléles & ceux de A B C, il est
I"homothétique du triangle A B C. Par

cette homothétie, O (centre du cercle

inscrit 4 A" B" C"} a pour image I, ce

qui domne la construction de I.

b) A, B, C étant domnnés, si A, y c
B, C, existent, on doit avolr B milieu
d’un arc A1C1 ete...(Cf. exercice 1) ’
11 ¥y a2 4 triangles répondant 4 la 1
question (A’B"C" ne convient pas par u
exemple). A
h
A\ 1c
Cf
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8. Seit A et B deux points fixes et un réel 8 tel que 6 2 0 {2n]
——)A——Zo A
Trouver l'ensemble des points M tels que (AM,AM’') = 8 ot M’ est le
symétrique de M par rapport a B.
* Soit A’ le symétrique de A par rapport a B.

Par la symétrie sa, on a

- NN
(AM,AM" ) = (A'M’,A'M)
A A

—_ — > —
et (A'M,A’A) = (AM',AA")

s A -
Done si (AM,AM") = 8 , alors (MA, MA') = ¢ + 8 [2n]

ce qui prouve que M est sur 1'arc capable [ d'angle w + 8 associé au
bipoint (A,A%) (M= A et M= A")

* Réciproquement, si M est un point de I' - {A,A’}, on montre que
RN A
(AM,AM') = 8 .

A
-
9. Construire un triangle ABC ofi [BC] est donné et mes{AB,AC) = g {2n]
et AH = h (H pied de la hauteur issue de A et h donnéd). Discuter.

I
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CHAPITRE IV
TRANSLATIONS - HOMOTHETIES - ROTATIONS

Il nous semble important d’entrainer les éléves a plusieurs types

d’ exercices :

* 1’apprentissage de "1'outil transformation", il s’agit la de faire

des exercices simples qui permettent de comprendre ce qu'est wune

translation, une homothétie etc ... par exemple démontrer que si A’, B’, C’
sont les milieux des cétés [BC], [AC], [AB] d’un triangle ayant G pour
centre de gravité, 1’homothétie de centre G et de rapport - g transforme

(ABC} en (A’B'C’).

¥ les transformations sont des "outils" permettant de faire apparaitre

une propriété particuliére d’une figure.

* plles sont utilisées pour des problemes de lieux géométriques et

pour des problémes de construction.
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I TRANSLATIONS
On utilise une translation pour faire apparaitre une propriéteé

1. Soit un rectangle ABCD et un point M du plan. Scit C' le projeté
orthogonal de C sur (AM), D’ le projeté orthogonal de D sur (BM) et M le
projeté orthogonal de M sur (AB). Démontrer que les droites (DD’), (CC') et

(MM' ) sont concourantes.

M' _ | =
A= m, B Soit t la translation de vecteur BC.
\“\ f £(B) = C et t(A) = D
M~I Soit B’ et A’ les projetés orthogonaux
' c' de B et A sur (AM) et (BM).

| ;?r\\‘ (BB'), (AA’), (MM’) concourent en

D\‘ /,C 1’orthocentre H du triangle ABM.
;¥E§/ /' On montre alors que les images de ces

AN

trois hauteurs par t sont (CC'), (DD')

et {MM’) qui concourent en X = {(H}.

Exercices de lieux géométriques :

2. Soit A et B deux points fixes, un point M décrit un cercle % (ou
une droite D). Déterminer le lieu géomstrique du point N tel que ABMN solit

un parallélogramme.
- =
MN = BA d’ol le lieu de N

3. On donne un triangle fixe ABC el deux points D et E tels que BCDE
soit un parallélogramme. Soit E’' et D' les projetés orthogonaux de E et D
sur (AC) et (AB) respectivement.les droites (EE') et (DD’) se coupent en M.
Déterminer le lieu géométrique du point M lorsque le point D décrit une

droite D.
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On considére les hauteurs (BB') et (CC’) du triangle ABC issues des
points B et C et soit H 1'orthocentre du triangle ABC.

— —
On montre que HM = CD
- —

Par suite DM = CH, M est 1’image de D par la translation de vecteur
._....)
CH, d’ou le lieu du point M.

4. Soit € un cercle de centre O et [AB] une corde de ¥ ;

M décrit € - {A,B}.
— - — e
a) Soit H le point tel que OH = OA + OB + OM ; montrer que H est

1’ orthocentre de ABM.
b) Trouver le lieu de H.
¢) Soit E et F les points d’ intersection des cercles de centres M et H

et de rayon MH .Déterminer les lieux de E et F quand M varie.

—3 —
a) AH = 2 OB’ol B’ est le milieu de [BM], donc H appartient a la

hauteur issue de A, et on montre de méme que H appartient aussi & la

hauteur issue de B.

— —
b) MH = 2 O o1 I est le milieu de [AR], donc H est 1’image de M par
—
la translation de vecteur 2 OI.
—_ -
Le lieu de H est le cercle € de centre Q' tel que 00’ = 2 0I passant

par les points A et B et privé des points A’ et B’, images de A et B par la
H
translation de vecteur 2 OI.

A A
c) ME = MF = MH = HE = HF, donc MEHF est un losange et EMH = HMF = 60°.

Soit 1 et V les vecteurs tels que

> —" n
a8 =00 et (0O ,u) = - 3
5 =2 g
I vi =00 et (00,v) = 3
- -

Cn a alors ME = 3, MF = v

d’ol E et F sont les images de M
par les translations de vecteurs 3

2 .
et v respectivement.
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5.S0it B un point fixe et C un point variable sur une droite D passant
par B ; on construit un triangle isocele de base [BC] et de sommet M.

Déterminer le lieu géométrique du point M sachant que le cercle
circonscrit au triangle BMC a un rayon donné R,

Soit Q le centre du cercle circonscrit au triangle BMC, BQ = R, et par
conséquent on établit facilement que le lieu géométrique du point Q esti le
cercle de centre B et de rayon R privé des peints B1 et Bz' intersection de

ce cercle et de la perpendiculaire a (BC) en B.

On remarque que le point M est 1ié au point Q par 1’une ou 1’autre des
— > — >
deux relations WM =R Jou M =-R J
_>
J étant un vecteur unitaire dont la direction est orthogonale & celle

de D.

Le lieu de M se déduit de celui de Q par les translations de vecteurs
- >
RJet - RJ: c’est 1'union de deux cercles symétriques par rapport a la

droite D privée des points B, B’ et B".

Des exercices de construction

(On utilisera le raisonnement par analyse - synthése)

8. On donne deux dreoites sécantes Dl et 92 et un vecteur V.
- >
Construire un point M1 de 31 et un point M2 de @2 tels gue Mle = v,
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7. On donne un cercle ¥ et un vecteur distinet du vecteur nul.

— >
Construire deux points M1 et M2 de & tels que M1M2 =V

Le probléme n’'admet de solutions que si # 71 <2R ol Rest le rayon

du cercle F.

8. Soit 91 et ﬁz deux droites strictement paralléles, A un peint du
demi-plan de frontiére 91 qui ne contient pas ﬂz et B un point du demi-plan
de frontiére ﬂz gqui ne contient pas 91, A n’appartient pas a ?1, B
n’ appartient pas a ?2.

Construire un point M de @1 et un peint N de D2 tel que le chemin

AM + MN + NB soit minimum , (MN) ayant une direction donnde.

N

Indication:
M
)

Ay b 4 — N
3 AN - Soit A' tel que AA' = MN = v
A y —
2 N MN est un vecteur fixe ; N est tel que
2 A', N, B solent alignés

II REFLEXIONS

1. Soit ABCD un losange, 0 son centre.
Soit M un point de (AD) - {A,D}. La droite (MB) coupe {CD) en N.
On note P le projeté de M sur (AB) parallélement a (BD)
On note Q le projeté de N sur (BC) parallélement a (BD)

Démontrer que les points P,D,Q sont alignés.




Indications

Montrer que les milieux I et J de (M,P} et de (N,Q) sont sur la
droite (AC).

Utiliser la réflexion d’axe (AC)

2. On donne un cercle fixe € de centre O et de rayon R, [AB] une corde
fixe de ce cercle. Soit M un point variable décrivant le cercle ¥ privé des
points A et B. La paralléle a (AM) passant par B recoupe & en N. Etudier le
lieu du milieu I de [MN]. |

Indications

* les cordes [AM] et [BN] ont la méme
médiatrice passant par 0. [MN] est
symétrique de [AB] par rapport a cette
médiatrice. 0I = OI0 (Io projeté ortho-
gonal de O sur (AB)),la corde [MN] =

une longueur constante ; I & €'(O,OIO].

* Réciproque. Scoit I un point du cercle
§7
rapport a (0A)). La paralléle a (IOI)

menée par A coupe & en M. Dans la symétrie dont 1'axe est la médiatrice

(sauf I0 et son symétrique par

commune de [AM] et {IOI], B a pour image un point N de & et I est
symétrique de IO.
Remargue. On pourrait utiliser une similitude de centre O envoyant M sur I.

11T HOMOTHETIES
1. Soit un tétraeédre ABCD de centre de gravité G. A chaque point M de

1’ espace on associe le point M’ tel que :
— e e e T
M{" = MA + MB + MC + MD

a) Démontrer que les points M, G, M' sont alignés

b) Démontrer que les droites (M'A), (M'B), (M’C), (M'D) sont
respectivement paralléeles & (MA"}, (MB"), (MC"), (MD"), o A", B", C" et D"
sont les cenitres de gravités respectifs des triangles BCD, CDA, DAB, ABC.
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- - — —
a} On obtient facilement MM’ = 4 MG d’ou GM’ = - 3 GM

M est 1’image de M par 1'homothétie de centre G et de rapport -3.

b) L’homothétie h transforme A" en A, B" en B, C" en C et D" en D

{configuration du tétraédre) et M en M’ ; on en déduit le résultat demandé.

Homothéties "échangeant" deux cercles, deux garrés

2. On donne dans le plan, deux cercles & et €' de centres 0 et ¢
distincts, de rayons R et R' différents.

a) Démontrer qu’il existe deux homothéties transformant ¥ ou & (en
précisant comment sont déterminés les centres de ces homothéties).

b) Démontrer que toute tangente commune 34 € et ©° passe par 1’un des

centres d’ homothétie.

3. Soit maintenant deux cercles ¥ et €' tangents extdrieurement en A et
un point B & 1’ intérieur de ©.

a) Une droite variable passant par B coupe & en M et N. Les droites
(AM} et (AN) recoupent le cercle ¥ respectivement en M’ et N’. Démontrer
que la droite (M'N’) passe par un point fixe,

b) Faire une figure en prenant R = 2R'. Pour toute position de la

droite (MN), on considére G le centre de gravité du triangle AMN et G’
— —
celui de AM'N’ . Trouver une relation entre les vecteurs AG et AG'.

2. En raisonnant par analyse-synthése on démontre gqu’il existe deux

homothéties transformant © en €', 1'une a pour centre 91 barycentre de

((0’,R}, (0,-R’)) et pour rapport g , l’autre a pour centre 92 barycentre

de ((0',R), (O,R’}) et pour rapport - g {cf chapitre 1).
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3. a) La droite (M’N’) passe par le point B' image de B par

1’homothétie de centre A et de rapport - g .
—3 1
b} AG' = - 5 AG.

4. On donne deux cercles 6(0,4) et €' (0’,2) de centres respectifs O et
0’ de rayons 4 cm et 2 cm avec 00’ = 6 cm.

On trace deux demi-droites variables paralléles et de méme sens,
passant respectivement par O et O’ et coupant respectivement & en M
et 6'en M.

a) Montrer que la droite (MM') passe par un point fixe Q que 1l'on
précisera et que 1’'on construira .

b) Soit 1 le point d’intersection des droites (OM') et {(0'M).

Démontrer qu’ il existe une homothétie de centre 1 qui envoie M en O’

et O en M’ . Préciser le rapport de cette homothétie.
—-— —
Exprimer le vecteur 0’1l en fonction de O'M.

c) Déterminer le lieu géométrique du point J milieu de [MM'] lorsque M
déerit §.

5. Soit les carrés ABCD, A’B'C’'D’ tels que {AB) parallele 4 (A'B’) et
(BC) parallele & (B’C’). Déterminer les homothéties transformant ABCD en
A'B’C’D.

Exercices de lieux géométrigques

6. A et B sont deux points fixes, M un point variable du plan (ou de
1’ espace) décrit une droite ou un cercle (ou un plan, ou une sphére). Lieux

des milieux de [AM] et [BM] et du centre de gravité de ABM.
Les lieux de I, J et G se déduisent directement de celui de M par une

homothétie.

7. Dans un plan, on considére un cercle fixe (I') de centre O et de
rayon R, et A un point fixe de ce cercle. Deux points B et D décrivent (r)

de telle sorte que DB =1 (0 < 1 < 2R).
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a) Lieu géométrique du point 1 milieu de [BD]
b) Lieu géométrique de G centre de gravité du triangle ABD.
¢) Lieu géométrique du point H orthocentre du triangle ABD (on

— —

démontrera que OH = 3 OG}.
d) Lieu géométrique du point C, quatriéme sommet du parallélogramme

ABCD.
a) On démontre que I appartient au cercle de centre O et de rayon
2 17
R™ - i et que réciproquement tout point de ce cercle convient.

b) Le lieu de G se déduit de celuil de I par 1’ homothétie de centre A
(i1 faudra enlever les points qul correspondent aux cas

et de rapport g
B=AouD=A).
¢) Le lieu de H se déduit de celui de G par 1’homothétie de centre 0

et de rapport 3.
d) Le lieu de C se déduilt de celui de I par 1'homothétie de centre A

et de rapport 2.

i 2
t
i
i
|
s 12
lieu de I : cercle € de centre 0 et de rayon R1 =y R® - Y
= 27 2
= = ADQ) et de rayon §R1

lieu de G : cercle €1 de centre 01 (AO1 =3
cercle €2 de centre A et de rayon 2R1 moins deux points

— -3
- 0A et de rayon ZRf

iieu de H :
(ceux correspondants aux cas B = A ou D = A).
lieu de C : cercle ga de centre A’ tel que OA’
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8. Soit ABC un triangle ; B et C sont deux points fixes et A décrit un
cercle €.

Déterminer les lieux géométriques des points B’ et C'  milieux
respectifs des segments [AC] et [AB] et du point 1 milieu de [B'C’].

Déterminer le lieu géométrique du point G centre de gravité du

triangle ABC.

Construction de figures

9. Inscrire un carré EFGH dans un triangle ABC tel gque E et F
appartiennent 2 [BCl, G a [AC] et H & [AB].

C’est un probléme classique, on construit (par exemple )} le carré
BCDD’, on trace la droite {(AD') qui coupe le cété [BCl en E, 1’ image du
carré BCDD' par 1’homothétie de centre A qui envoie D' en E est une

A g

solution.

f‘ \ \

P D §\<D

10. De méme, inscrire un triangle équilatéral EFG dans un triangle
quelcongue ABC tel que E appartienne & [BCl, F & [AC] , G & [AB] et (GF)
parallele & (BC).

Composées d' homothéties
11. Soit ABM un triangle, A et B sont des points fixes et M un point

variable. A tout point M on associe le point M’ tel que, si N est le milieu
-3 3 =
de [BM]}, AM' = 5 AN.

Démontrer que la droite (MM') passe par un point fixe.
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Indication

M est 1'image de M par !’application composée h2oh1 ol h1 est
1’ homothétie de centre B et de rapport % et h21’homothétie de centre A et
de rapport 2,

2
hoh1 est 1’homothétie de centre Q et de rapport % ou O est defini
— —
par AQ = 3AB.

La droite (MM’) passe par Q.

M
/////7¥ e ;::>k’
{ / \
1 —
i i S
|8 R ¢

Autre méthode (Cf. chapitre 2 : Barycentres}
A et B étant donnés, 3 tout point M  on associe le barycentre M du
systeéme (A,a) (B,B) (M,7) («,8,7 donnés ; a + B + y # 0).
si @« + B # 0, en considérant le barycenire Q de (A,a) (B,8)

1'application ¢: M =—> M’ est une homothétie de centre Q.

sia+B8=0, ¢ est une translation.

12. On reprend les mémes hypothéses : A et B sont des points fixes, a
- —>
tout point variable M on associe M’ tel que AM' = 2AN ou N est le milieu de

[BM]. Démontrer que la droite (MM') a une direction fixe.

Plus généralement, on peut associer au point M le point M’ barycentre
de {{A,1), (N,a)} et suivant les valeurs de & préciser si la droite (MM')

passe par un point fixe ou a uhe directlon fixe.

13. Soit A et B deux points fixes, M un point variable de 1’ espace,
M’ le milieu de [AM], M" le centre de gravité de BAM' ; montrer gue la

droite (MM") passe par un point fixze.
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M’ est 1'image de M par 1'homothétie h
de centre A et de rapport % etM" est
1'image de M’ par 1'homothétie h' de
centre O et de rapport % donc
M" = h’oh(M) (0 étant le milieu de

[AB]).h'oh est 1’homothéthie de centre

C et de rapport 1 tel que si A" = h'{A)

— 1 = 8
(oA = 3 OA),alors C est barycentre

de {(A’,8),(A,-1)}

12, A et B sont deux points fixes, M un point variable et G le
— -
barycentre de {(A,1),(B,2),(M, 1)}, Soit M’ le point défini par AM’ = 4AG,

démontrer que la droite (MM') garde une direction fixe.

M ,-/\\_ . /‘M‘
y \ L
; N .
i : . /
7/ . - /
p & .
/ _ /r-’
; ’,/ ‘\
A / -~ - ':C \\ B
- 5 -, =
51 C est le barycentre de {(A,1),(B,2)} (AC = 3 AB), alors CG = i CM ;
—3 —

d’'autre part AM' = 4AG, M’ est 1’'image de M par 1’application h’ch ou h est
1'homothétie de centre C et de rapport 1 et h' 1'homothétie de centre A et

4 > > -
de rapport 4. h’oh est donc la translation de vecteur V tel que V = CC1 ol
— —> > —> — —

C1 est 1’image de C par h’(AC1 = 4AC) 4’01t V = 2AB donc MM’ = 2AB ,ce qui
prouve que la droite (MM') est paralléle a la droite (AB).
Remarque: On peut obtenir directement ce résultat & 1’aide d’'un calcul

vectoriel:
— - -
G barycentre de (A,1) (B,2) (M,1) & 4 AG = 2 AB + AM
— - - - —3
d'ou AM'= 2 AB + AM et par conséquent MM'= 2 AB
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15. Scit A, B et C trois peints fixes et M un point variable tel que
— —

ABCM soit un tétraeédre. On considére le point M' tel que AM’ = 4AG ou G est
le centre de gravité du tétraédre ABCM. Démontrer que la droite (MM’ )} a une

direction fixe quand M varie.

Le raisonnement est analogue & celui qui est fait dans 1’exercice

précédent.

-
Si 1 est le centre de gravité du triangle ABC, (G = i QM.

M’ est 1’image de M par 1'application hom(A,4)ohom(Q,l) qui est une

I _ - =
translation de vecteur V = AB + AC (V = QO° = 3AQ = AB + AC).
- — - - — - -3 5 = > —3

Remarque: MM’ =AM’ -AM =4 AG- AM = (AB + AC + AM )-AM = AB + AC

Symétrie centrale
16. Soit un cercle fixe € de rayon R et de centre O el un point A fixe

extérieur au cercle tel que OA = d. Soit [MM'] un diametre variable de .

La droite (MA) coupe en P la paralléele & (OA) issue de M et la droite

(M’A) coupe en P’ la paralléle & (0A) issue de M.
a) Montrer que la droite {PP’} passe par un point fixe.

b) Trouver le lieu gdométrique des points P et P’.
A A

¢) Construire le diamétre [MM’] connaissant 1’angle MAM' = «,
discuter. (On pourra faire intervenir le projeté orthogonal de A sur

(et }).

a) On montre que la symétrie centrale de centre A transforme M en P
et M en P' (O milieu de [MM'] et (OA) paralléle & (M'P) donc A milieu de
[MP] ) ; par suite (PP') passe par Q' symétrique de O par rapport au point
A (et O’ milieu de [PP']].
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b} Les lieux de P et P’ se déduisent de ceux de M et M par la
symétrie centrale de centre A. P et P° ont pour lieu le cercle &
symétrique de ¥ par rapport &4 A privé des points d’intersection de ce

cercle avec la droite (0OA).

¢) Dans le triangle AMM’ : MM’Z = AM2 + AM’2 -2 AM x AM’cos «
.2
et AM® + A = 220° + B
, 2
240° + m; - mvr ? I
d’oll : AM x AM’ = done AM x AM® = ——
2 cos o oS «

D’autre part AM x AM’ sin « = AH x MM’ ou H est le projeté orthogonal

de A sur (MM') (aire de AMM’ = % AM x AM’ sin ¢ = % AH x MM’)
d’ol AH = 935%—53 tan « (e < g puisque A est extérieur a €).

Le point H doit appartenir au cercle de diamétre [CA] et au cercle de
centre A et de rayon —3~%§Ef tan @ ; H n'existe que si ces deux cercles
sont sécants c’est & dire si:

g - QEE%—B? tan «| < g< g + gfiﬁﬁgf.tan a (e)

(La droite {MM') est alors tangente en H au cercle de diamétre [AH]).

d_ d_ d°-&”
La condition 5 < > + T tan a est toujours vérifiée
2 2
. _d 4 _&L-R 4
d’'on (e) @ > <2 5] t a<2
2 2
d” - R
(e) o ~5R tan ¢ < d
(e)  tan & < if‘dz
d"- R

Donnons une interprétation géométrique de cette condition :
Soit [MONOI le diamétre perpendiculaire & (0QA).

(o] R
« oM 2 tan — 23
tan =2 = —2 =2 $ou ten « = =
2 CA d o 2
2 o R
I-tané—-— 1"-'“5
d
2Rd
soit tan ao = > 3
d - R
d' ol (e) o tan a < tan <

(e) & < a
o]
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IV ROTATIONS

1. Soit ABC un triangle direct, C' et B’ deux points du plan (ABC)

tels que les triangles AC'B et ACB’ soient édquilatéraux directs. Démontrer
—t s

que les segments [CC'] et [BB'] ont méme longueur et que 1’angle (BB’,CC’)

est constant.

Commentaire. Il est important de faire
comprendre aux éléves que lorsque 1l’on a
un triangle équilatéral on peut faire

apparaitre des rotations de centre un
sommet et d’angle % ou - E, ou de centre,
3 3 2n
le centre du triangle et d’angle 3~ °u
an

Ici la rotation de centre A et d’angle permet de résoudre le

WA

probléme.

2. Soit ABC un triangle équilatéral direct et © son cercle circonscrit
et soit M un point de I’arc ﬁE ne contenant pas le point A. Démontrer que
MA = MB + MC.

Indication :Faire intervenir le peint 1
P\ de [MA) tel que MI = MB, il reste 2

démontrer que AI = MC et I appartient

bien & [MA].
Démonstration :

A A -
—_ —_ — o
{MI,MB} = (CA,CB) = ]

(angles inscrits interceptant le méme

arc)

La rotation de centre B et d’angle -
transforme A en C et I en M d ol AI = MC.

WA

D’autre part, la médiatrice A de [AB]
coupe ¥ en C et M et B sont du méme cé6té de A ;d'ol MA > MB donc MA >MI
(ce qui prouve bien que I appartient a [MA]).
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3. Soit ABC un triangle direct ; on construit les points P et Q tels
que les triangles PAC et QBA soient rectangles et isocéles de sommets P et
Q et scient directs.

Etudier la nature du triangle A’PQ ou A’ est le milieu de [BC].

Commentaire : D’aprés la figure on peut

A N P conjecturer que A'PQ est rectangle en A’

n 1
g) ’ /)T et isocéle ; il faut donc démontrer que
v/ AP = AQ
~ (A’P) 4 (A’Q)

Les triangles rectangles et isocéles de

B A C sommets P et Q suggérent de considerer
les quarts de tour indirect de sommets P

et Q.
Démonstration

Soit rs et PQ les quarts de tour indirect de sommets P et Q.
rQ (o} rp est le demi-tour qui transforme C en B, son centre est donc A’
r or, =8
Q P A?
sA,(P) est le point P’ symétrique de P par rapport au point A’.
D'autre part P’ = Ty (PP(P)) = rq(P], par suite le triangle PQP’ est
rectangle et isocéle de sommet Q et , puisque A’ est le milieu de [PP’},

QA’ = A’P et (QA’) est perpendiculaire a (A'P).

Autres méthodes possibles :
a) Par les nombres complexes
(avec z' = z, = i{z - zo) ouz -z =- i(z - ZO])
b) Par le produit scalaire en faisant intervenir les milieux de [AB] et
[AC].

¢) Par les rotations vectorielles:

A', B® et C' étant les milieux de [BCI, [CA], [AB]

— —3 —_ — . — .
A'P=A'B + B'P = A'B + T - (B*A) (r X rotation vectorielle
2 )
d’angle - g)
> > > > . —
AQ = A'C +C°Q=A'C + T:(C'A)
2
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] —_— — —3
or A'C’ = B’A et A'B' =C'A
C— — —> — — —_
D'ou A’Q = B'A + EH (A’B’) = Fn (B’P + A’B") = FK(A’P

2 2 2
{(On a utilisé la linéarité de la rotation vectorielle).

)

d) Par les similitudes en composant les similitudes s, et S, i S, de centre
- A
B, d'angle g et de rapport v 2 et 5, de centre C, d’angle g et de rapport
1
V2

4. Soit ¥ et €' deux cercles de centres O et O et de méme rayon,
sécants en A et B, et soit r la rotation de centre A qui transforme € en
6'. M étant un point de € et M’ son image par r, démentrer que la droite

(MM’ ) passe par B.

SENANEN
La rotation r a pour "triangle directeur" A0O’, son angle est (AOQ,AQ’).
— —
I1 s’agit de montrer que (BM,BM') = 0 [x)
—_ — - — - —
(BM,BM’) = (BM,BA) + (BA,BM’) fn]
- — — —
or 2(BM,BA) = (OM,0A) [2n]
— - — —
2(BA,BM’') = (0’A, O'M") {2n]
- — — —

et (OM,0A) = (O'M", O’A) [27] ( conservation des angles orientés
par une rotation).

D'on1
—_ —
(BM,BM’) = Q [w]

5. Soit © et B deux cercles de centres Q0 et 0'et de méme rayon; a tout

point M de © on associe le point M de € tel que
— — x

(oM, O’M') = 3 [2r]

Démontrer que la médiatrice de [MM'] passe par un point fixe.
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_lé’

—_ —

Puisque OM = O'M’ et (OM,0’M’ ) = ’3_‘

rotation d’angle g- transformant O en 0O’. Son centre O appartient & la

médiatrice de [00'] et a 1’'arc capable d'angle

[2n] ,1i1 existe une unique

il
3
M’ est 1’image de M par cette rotation, i1 en résulte que la

pour le segment [0C’].

médiatrice de [MM' ] passe par Q.
(Remarque : (MM’ est un triangle équilatéral direct).

8. Soit ABC un triangle isocéle de sommet A, M un point variable du
segment [BC)}. Les paralleéles a (AB) et a (AC) menées par M coupent [AC] en
F et [AB] en E.

Montrer que la médiatrice de [EF] passe par un point fixe.

Commentaire : étudier la figure ; pour
montrer qu’une médiatrice passe par un
point fixe on peut penser & faire

apparaitre une rotation.

Démonstration
A A
—y s —_ -
EM = BE = AF et (BE, AF) = (BA, AC)
SERATEN

La rotation r d’angle (BA,AC) qui

transforme B en A, transforme le point E
en le point F.
Le centre de la rotation, w, appartient & la médiatrice de [AB] et a l'arc
"=
capable de (BA,AC) décrit sur [BA]. On remarque que w est le centre du
cercle circonscrit au triangle ABC :
A A A A
- -5 ) - - — -
(wB,wA) = (BA,AC) = m + (AB,AC) = 2(CB,CA)
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7. Scit un triangle ABC, M un point du segment {ABl ; soit N un point
de la droite (AC) tel que CN = BM.
Montrer que la médiatrice du segment [MN] passe par un point fixe (on

distinguera deux cas suivant la position de N sur la droite (CA)).

\ * N appartient & la demi-droite [CA)
BM = CN
A A A
— — - — — -3
{BM,CN) = (BA,CA) = (AB, AC)
LN

La rotation r d’'angle (AB,AC) qui
transforme B en C, transforme M en N. Le
centre 1 de cette rotation est le milieu
de 1’arc '§KE du cercle circonscrit au

triangle ABC.

* N' appartient a la demi-droite opposée

a [CA).
~ \ BM = CN’
- \ A A A
- - —> — -3 - — ~
A (BM,CN’) = (BA,AC) = [(AB,AC) + =]
NJ
A
~ —_ —>

La rotation d’angle { w + (AB,AC) qui transforme B en C, transforme le
point M en N°. Le centre I' de cette rotation est le point diamétralement

opposé a | sur le cercle circonscrit 2 ABC.

Utilisation de la rotation pour des problémes de lieux géométriques

L'exercice qui suit est un exerclce élémentaire qui a pu étre fait en
lére.

B. A est un point fixe et M un point qui décrit une droite 2 ou un
cercle €. A tout point M on associe le point M’ tel qus le triangle AMM’
soit équilatéral direct (ou rectangle et isocéle de sommet A direct).

Déterminer le lieu de M.
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9.0n donne un arc de cercle ;ﬁ‘et M un point variable sur cet arc.
On porte sur la demi-droite [AM) le point N tel que AN = BM.
Quel est le lieu géométrique du peoint N 7.

Puisque M décrit un arc 5&i 1’angle
— s
(MA,MB) est constant

1 — -
Posons {MA,MB) = « [2n]

— >
On a alors (AN, BM)

il

o [2m]

Par conséquent :

- —
< (BM,AN) = - o [2n]
BM = AN

)

Puisque o # 0 [2r], il existe une unique
rotation r d’angle - o« qui transforme B
en A. Cette rotation transforme M en N.
s -
Son centre est le point @ vérifiant QA = QB et (QA,QB) = &, c'est le

Vo
milieu de 1'arc AB.

Le lieu de N est 1’image de 1’'arc AB par la rotation r.

Soit B, 1'image de A par r:

1 - =
r: BsA {AB, BiA) 2 - o [2n]
A B1
d’ol
Y — — —

(ABl, AB) = (MA,MB) (n]
(ABl) est tangente a 1'arc AB en A.

)
Le lieu de N est l'arc AQBI admettant (AB) comme tangente en A.

10. On donne un cercle €& fixe de centre 0 et un point fixe Q.0n
construit un triangle dquilatéral direct ABC de centre Q dont le sommetl A
décrit le cercle %. Trouver les lieux géométriques des sommets B et C.

Reprendre le méme probléme avec un carré direct ABCD ou un hexagone
régulier ABCDEF direct de centre (.
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Cas du triangle éguilatéral

On passe de A & B par la rotation de centre Q et d’angle gE et de A 3
C par la rotation de centre Q et d’angle - %E .
Remarque : les centres 0, 0’ et 0" des cercles lieux de A, B et C

forment un triangle équilatéral direct de centre Q. g ™~

Cas du carré ou de 1’hexagone

Le probléme se traite de la méme facon. \ !

Exemple de probléme de construction

11. Soit ABCD un parallélogramme ; construire un carré MNPQ dont les
sommets appartiennent aux supports des cétés du parallélogramme. On pourra

montrer que le centre du carré est confondu avec le centre du

parallélogramme.
Analyse
M Soit 0O le centre du carré et ?0 la

A _-____,_»—ﬂ‘;" symétrie centrale de centre O.

Puisque ?O(M) =P et (AB) // (CD) on a
?O <(AB)> = (CD).
De méme ?o<(BC}> = (AD).
Ce qui prouve gque
{ f (B) =D
o
?O(C) = A

0 est le centre du parallélogramme.
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Soit M un sommet du carré appartenant A la droite (AB), N est 1’ image

-~ -~

de M par la rotation de centre O et d'angle g {ou - g} par conséquent N est
le point d’intersection de la droite (BC) et de 1’image de (AB) par cette

rotation.

Synthése
On construit 1'image de (AB) par le quart de tour direct (respt.

indirect) de centre 0 ; si ABCD n’est pas un rectangle, cette droite coupe
(BC) en un point N. On construit ensuite M image de N par la rotation
réciproque, puils les points P et Q symétriques de M et N par rapport &4 0 et
on montre qu’ils appartiennent bien & (CD) et (DA) respectivement.

Le probléme admet 2 solutions si ABCD n’est pas un rectangle.




CHAPITRE 5
SMLITUDES PLANES DIRECTES

0. GENERALITES

Le cours sur les similitudes vient coiffer 1’étude des isométries et
des homothéties., De trés nombreux exercices sont a envisager, en commengant
par des cas d’emploi direct du cours. Nous avons groupé par thémes un peu
arbitraires, un certain nombre de petits problémes. Nous n’avons repris
aucun exercice basé uniquement sur 1’emploi de la formule complexe

¥

z’ = az + b.

I. CONSTRUCTIONS ELEMENTAIRES LIEES A LA SIMILITUDE

1. Une similitude plane directe £ de centre O transforme A en A'.

0,A, A" donnés - Soit B un point distinct de O et A. Construire le
point B' = Z(B).

Soit A tel que : A e [0A) 0A = A’
81 le point d’intersection de Ila
paralléle a (AB) passant par A et de

(0B).

1
Ona: ———= == =

-5 NN
De plus (OB, OB’) = (0A,04°) d’ou

B’ appartient au cercle @(O,OBI) et a la

demi-droite (0z) telle que:
AM
A A
— —
([CB},0z) = (OA,CA’)
11 v a évidemment d'autres constructions possibles - une, par exemple,

utilise la propriété intéressante donnée au IV 10.

2. Une similitude plane directe ¥ de centre Q transforme A en A’.
D est une droite donnée.
Déterminer et construire le(s) point{(s) M tel(s}) que M et son

image M appartiennent & D.

Si M existe,.M’ est le point d’intersection de D et de 1'image de D

ﬁa
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AN A
3. Soit ABC un triangle, on pose (BC,BA) = 6.
Scoit D un point de ]B,C[ autre que le milieu.
Constuire le centre Q de la similitude I de rapport g% , d’angle 8 gui

transforme B en C.

Q appartient aux deux ensembles suivants Ri et ﬂ%:

MC _ DC - =
Rl ={Me?/ VB = 58 =k } ﬂé ={ Me?P/ (MB,MC) =8 (2n) }
H1 est le cercle de diamétre [DE] avec E barycentre de (C,1) (B,-k).
™M

Pour construire E, prenons un point M sur
[BA); 1’intersection N de (DM) et de la

paralléle & (AB) passant par C est
1’image de M par 1'homothétie h de centre

D qui transforme B en C .

Prenons K le symétrique de N par rapport
a C. E est le centre de l'homothétie
transformant (C,K) en (B,M).

Hz est un arc de cercle dont la tangente en B est la droite (BA’)

symétrique de (AB) par rapport a (BC).

A
- —
4.0n donne un triangle ABC rectangle en A tel que (BA,BC) = 5

20

Déterminer et construire le centre §l de la similitude qui associe au

bipoint (A,B) le bipoint (C,A).

Q est le pied de la hauteur issue de A . Le rapport de la similitude

est 1 , son angle %.

v 3

e
4
o

4R
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II. SIMILITUDES DIRECTES ET TRIANGLES PARTICULIERS.
Chaque triplet de points (A,B,C) permet de définir une similitude
directe dont A est le centre et qui envoie B sur C. On peut dire que ABC

est un triangle directeur de la

SRS AC
similitude (A ; (AB, AC) ; i 1. La
reconnaissance d’ une telle
situation est  particuliérement

efficace lorsque ABC est un

triangle remarquable (isocéle rectangle, demi-équilatéral, etc ...).

5.Lieu géométrique simple:

On donne un point fixe A. Le point B décrit une droite donnée A.
Déterminer les lieux géométriques des points C et D respectivement 3éme et
4éme sommet d’un carré direct ABCD.

On reconnait des similitudes directes fixes de centre A pour passer de

: g) et de B a C (similitude d’angle L-‘- , de

rapport ¥ 2 ). Il sera bon d’obliger les éléves a tracer effectivement les

B 4 D (rotation de centre A

images A’ et A" (en employant de préférence la projecticn orthogonale de

A). {

o)

AP
_m

6.0n donne un point fixe A et un dercle B(0,R). On considére un
triangle équilatéral direct ABC, B décrivant le cercle ©.

Lieux géométriques du milieu 1 de [BCl, du centre de gravité G du
triangle ABC, du milieu J de [AC].

Dans chaque cas les triangles ABI, ABG, ABJ fournissent les éléments
de la similitude directe a employer.
Remargue: Si le point wvariable M est 1ié au triangle ABC par une
construction conservée par la similitude (par exemple, un barycentre}, le
probléme est moins facile et demande 1’emplol de triangles directement

semblables (voir utilisation des similitudes croisées).

7.Méme guestion pour ABC rectangle et isocéle de sommet B.
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II1I. TRIANGLES DIRECTEMENT SEMBLAELES

On peut retrouver nos anciens cas de similitude, & titre d’exercice.
8. Soit deux triangles ABC et A’B’C’ tels que:
BRSAEN —r " -
mes(AB, AC) = mes(A’B’,A’C’) (2n) et mes(BA,BC) mes{B'A’,B’C") (2nr).
Montrer qu’il existe une similitude directe unique qui transforme ABC en
A'B'C’.

On sait qu'il existe une similitude envoyant (A,B)} sur (A’,B"). Par

identification C est envoyé en C' (ce genre de raisonnement par
identification" est assez délicat pour les éléves). A
<!
A'
Bl
< B
F

9. Méme question pour deux triangles vérifiant:
AN —_— AR’ ACe
mes{AB, AC) = mes(A’B’,A'C') (2n) et = ° i

La similitude directe (unique) qui envoie (A,B) en (A',B’) transforme

la demi-droite [AC) en la demi-droite [A’Z’) telle que :
— —3 )
(A’B’,A’z') = (AB,AC), d’ou [A’2’) = [A’C’). Le point C a pour image C1'

appartenant a [A’2’) et tel que A'C_ =k AC = A'B x AC = AL« AC = AC.
1 AB AC
y o _ B'C _ AP
D’'cl C1 =(C’. On peut en conclure que o k = I et que

NN —
(BC,BA) = (B'C’,B’A’) (conservation des angles orientés).
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1V. SIMILITUDES CARACTERISEES PAR LA TRANSFORMATION VECTORIELLE ASSOCIEE

I! nous semble que les éléves doivent savoir reconnaitre que si
— —3
A'M' = k AM et mes(AM, A’M’) = « (2r), alors il existe une similitude

directe qui envoie A sur A’ et M sur M’, le rapport étant k; 1l'angle w.
Cette caractérisation interviendra souvent avec A, A' fixes , k et o

donnés. La construction du centre Q, sans figurer explicitement au

programme, doit pouvoir étre réalisée par les éléves : intersection d'un
arc capable et du lieu géoméirique ensemble des points M tels que g%- = k

(A, A’ donnés, k fixé).

10. Une propriété intéressante :
Le centre de la similitude Q appartient aux cercles (IAA’) et (IMM')
(I étant le point d’intersection de (AM) et (A'M’)}.

Indication <k
A A
— ey —_ —
mes{QA, QA') = mes(QM, M’} (2m)
A A A
-y — —
mes(AM, A’M*) = mes(IA,IA’) (@)
— -y —

{IA colinéaire a AM et 1A’

)
colinéaire a A'M').

11. On donne un arc de cercle I' de centre Q, limité par deux points A
et B. Un point M décrit cet arc (sauf A). Sur la demi-droite [AM) on
»
construit M’ tel que AM’ = k BM (k € R)). Lieu géométrique de M’ (on peut

se contenter d’une valeur numérique simple de k}.




= .

D'aprés AM' = k BM et mes(BM,AM’) = « (2mn), il existe une similitude
directe de rapport k, d’'angle ; qul envoie B en A et M en M. Son centre
est le g?int S de I' tel que g% = k. Le lieu de M’ est 1'image de I par
sim(S,k,a). Pour construire pratiquement cet arc I'" on peut placer 1’image
A’ de A (sur la demi-tangente & I’ en A, et telle que AA’ = k AB) et par
conservation du contact, utiliser (AB) tangente en A a I,

(La demi~tangente [BT) est transformée en [AT)).

12. Soit deux cercles B(O,R) et € (0’°,R"). (0 = 0, R = R'). On
considére deux points M et M' qui décrivent respectivement & et &’ tels gue
SN, N
mes({OM,0M’) = g [2n] {ou une valeur «). Montrer qu’il existe une similitude
directe fixe envoyant M en M'. Déterminer les éléments de cette similitude

dans le cas ot § et 6’ sont sdcants en A et B.

R’ ' i4
D’aprés O'M° = . OM et mes(OM,O'M’} = 5 [2n], 11 existe une
similitude directe fixe, de centre Q, d'angle g , de rapport g— qui enveie
MenM (et & sur € ).

Le centre ] est le point d'intersection de 1l’arc capable : ensemble

UL TIEN A
des points M tels que {(MO,MO’) = g avec le lieu géométrique : ensemble des
points M tels que MO' _ R
MO R

Si les cercles § et & sont sécants en A et B, ce second lieu est le

cercle passant par A et B et qul admet pour extrémités de son diamétre sur
A
(00’ ) les pieds I et I' des bissectrices de 0AQ’.




V. SIMILITUDES DIRECTES "CROCISEES" DE MEME CENTRE

Cette propriété peut étre utilisée dans de nombreux exercices mais ne
peut, dans les conditions actuelles, é&tre considérée comme faisant partie
du cours. Il conviendrait donc d'en reprendre la Jjustification & chaque

utilisation.

13. S’il existe une similitude directe de centre Q0 qui envoie M en W
et A en A', alors il existe une similitude directe de méme centre Q, qui

envoie AenMet A’ en M

RO s
mes{OM,OM') = mes(0A, QA ) (27)
et

9&:&:1{
QM QA
d’olt
A A
—d —_— —

mes(QA, QM) = mes(QA’ ,OM')  (2n)

o
QA QA
f
™
. . A2 A . . A oM
Ainsi, si SQ { MM alors il existe SQ { A 5 M

Noter que si A est fixe et M variable, cette deuxiéme similitude S’

varie,

Conséquence
Si A est un point fixe et A’ son image, le triangle OMM' reste

directement semblable au triangle fixe QAA’ (d’aprés la similitude S').
En particulier

A A
, , —p oy Y
MM _OM_ oM ; mes(MQ,MM’) = mes(AQ,AA’) [2n]
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14. Figures directement semblables
a) Exemple :0n donne un point fixe A, une constante k € R\ {0,1}, un
cercle fixe €{O,R). Un point B décrit le cercle ¥, soit C le 3e sommet du
. A
— —

triangle rectangle isocéle ABC direct (AB = AC, mes(AB,AC) = ). Déterminer

2
le lieu géométrique du point M de la droite (BC) tel que

M8

MC

o!
M est barycentre du systeme ‘
{(B,1) ; (C,-k)}. Seit 0’ 1’'image
de O dans Rot(A, 3) et M le
barycentre de {(0,1) ; (0',-k}}. Il

existe une similitude directe {ici,

une rotation) de centre A qui envoie Ben C et O en O'.

D’aprés la propriété des similitudes croisées, Il existe une
similitude de centre A qui envoie 0' > C.
0 »B
Dans cette similitude Mb > M (conservation du barycentre}.
En utilisant &4 nouveau la propriété des similitudes croisées, il
existe une similitude de centre A: 0 - Mo
B » M
On passe de B 4 M par la similitude directe de triangle directeur (AOMO)

{et de centre A). M décrit le cercle déduit de & par cette similitude,
AM

c'est & dire le cercle de centre Mo, de rayon R x Kﬁg

b) Généralisation (notations inchangées):

Le méme type de raisonnement sera utilisable & chaque fois qu’il
existe une similitude directe fixe de centre A faisant passer d’un peint M
(décrivant une courbe ¥ connue) a4 un point M. Pour tout point P 1ié au
triangle AMM’ par une relation conservée par une similitude directe, on
utilisera le point P0 1ié & un triangle fixe AMOM; par la méme relation.
Une similitude croisée déduite de la similitude initiale envoie

M en M ,M en M et P en P.
0 o 0
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D’oﬁ une similitude de centre A: M > P _
o Q A
M > P

Mo
Et le point P décrit 1’image du lieu de M par cette similitude de

centre A et de triangle directeur AMOPO.
Le point P peut, par exemple, étre : un barycentre des polints AMM  un

orthocentre, etc...

Bien entendu, de tels exercices, avec le niveau actuel en géométrie
_des éléves de TC, ne peuvent &tre proposés que dans ces cas concrets,
choisis assez simples et permettant une construction effective des lieux
géométriques. Lorsque la similitude initiale est simple et que le point P
est choisi aussi de fagon simple, on peut faire apparaitre directement la

similitude qui envole M en P. (Cas du 2e exercice proposé dans le II),

VI. SIMILITUDES ECHANGEANT DEUX CERCLES

1S. On donne deux cercles B(Q,R) et €' {0',R’) (avec O = 0" et R # R’,
pour éviter des discussions). '

Déterminer 1’ ensemble des similitudes directes transformant © en 6.

On suppose connue la propriété concernant 1'image d’un cercle par une
similitude directe S : cercle de centre 0’ = S(Q) et de rayon kR.
* Analyse: Si A est le centre d’une telle

. AD" _ R’
gsimilitude , alors 0 -
* Synthése: {Réciproquel.
St A appartient au cercle T

lieu des points M tels que

L
MO R
directe de centre A, de rapport

, alors la similitude

"
et d’angle (A0,AQ’)

R
R
transforme © en ©' (identification).

Comme cas particuliers, on retrouve les deux centres d'homothéties Ab et A1

et les deux hemothétlies échangeant les cercles.
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16. Une intéressante propriété de deux cercles sécants:
Soit deux cercles sécants en A et B, de centres respectifs 0O et 0', de
rayons R et R’.

a) Montrer qu’il existe une similitude o directe de centre A
transformant € en €.

b) Si M’ est 1’image par o d’un point M de €, montrer que M,B,M sont

alignés.

a) La similitude de centre A,
R’ NN
de rapport 7 d'angle {AQ,AQ’),

transforme bien ¥ en & (cas

particulier de 1’exercice pré-

-cédent).

b) Plusieurs démonstrations sont ©possibles pour cette propriété

qui fournit le départ de nombreux exercices:

N NN NN -
* Tn évaluant mes(BM,BM’) = mes(BM,BA) + mes{BA,BM') (2n) ;
—_ = 4 —_ —
avec les angles inscrits dans € et €', on a mes(BM,BA) = 5 mes (OM, OA)} {w]
- 1 —
et mes{BA,BM’ )= §(O’A',O’M')[n].

BURATEN 1 — sy
D'ol mes(BM,BM’) = §(mes{OM,OA) + mes{Q'A ,QO'M")) [m].

Or, puisque la similitude directe conserve les angles orientés,
" — SN
mes{OM,0A) = mes{O’M ,0°A") [2r], d’ou mes(BM,BM') = O [ml.

NN N TN NN sy
* Variante: mes(MB,M’'B) = mes(MB,MA) + mes{MA,M A) + mes{M' A,M’B) {2=n]
" AN SENATN NN
mes(MB,MA) = mes(00’',0A) [n] ; mes(MA,M’A) = mes(0A,0’A) {2n] (angle de la
N st

similitude); mes(M’A,M'B) = mes(0’A,0°0) {n].
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* En supposant déja connu que le triangle AMM' reste directement
N
semblable & ADO’, on a : (MA,MM’) constant et la droite (MM') recoupe € en
un point fixe de €.

De méme, on montre que (MM’) recoupe & en un point fixe de B'. Le

point fixe est B.

* In utilisant les similitudes croisées et la construction du centre
de la similitude échangeant deux couples de points.
On considéere la  sécante MOBM(’) €
perpendiculaire en B & la droite (AB),

les points MO et M; sont respectivement 0

les points diamétralement opposés a A
sur & et €. Soit (MBM') une sécante @[

variable.

D’aprés une propriété connue il existe une

similitude unique envoyant MO en M et M(’J en M'. Son centre est a
1’ intersection des cercles circonscrits a (I*MOB) et (M'M{')B), c'est donc le
point A. D’aprés le principe des similitudes croisées , il existe une
similitude de méme centre A qui envele Mo en M(') et M en M : cette
similitude peut étre caractérisée par le triangle AMOM(’) ou ACO’. Ainsi le
point M', deuxiéme point d’intersection de (BM) avec €', est 1'image de M

— ,

dans la similitude (A, (AQ,AQ'), ﬁ—) qui envoie € en .

17. Exercice utilisant la propriété précédente et la notion de
figure directement semblable du III :

Soit deux cercles ©(0,R) et &' (0’,R’') sécants en A et B. Une droite
variable passant par B coupe § en M et €' en M. Montrer que l’on passe de
M a M’ par une similitude directe fixe de centre A. En déduire le lieu
géométrique du milieu de [MM'] (ou de centre de gravité de AMM’, de

1’ orthocentre,...).
Indication

On trouvera un cercle passant par A et dont le centre est le point

correspondant 1ié au triangle ACO'.
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18. Trois cercles ’31(01.R1), €2(02.R2}, €3(03,R3) ont un peoint commun

I. @1 et ?2 se recoupent en C, ?2 et ES se recoupent en A, El et @3 se

recoupent en B. Soit M un peint de El ; {MC) recoupe §2 en M’ et (MB)

recoupe €é en M". Montrer que M'AM" sont alignés.

On passe de M a M par sim(l,

10 — "
3

10_°
2

10, — s

! (102'101}) puis de M & M" par

sim(I, —", (103,101)) donc on passe de M’ a M" par la composée de ces deux

10
1

similitudes, quil est la similitude de centre I qul envole ?2 en €3. D’ aprés

la propriété vue au §16 ,les points M’A M" sont alignés.

Variante: On peut aussi, en utilisant des angles inscrits dans les cercles,

-
évaluer mes{AM, AM").

YII. COMPOSITION DE SIMILITUDES

19. Exercice simple (peut étre traité de nombreuses fagons):

Soit un triangle ABC de sens direct. On construit, a 1’extérieur du

triangle ABC les triangles rectangles Iisoceéles directs MAC et M BA

(rectangles respectivement en M et M’ ). Soit I le milieu de [BC] ; étudier

le triangle MIM.

{On peut évidemment donner une indication plus précise : montrer que

MIM’ est rectangle isocéle, mais il nous semble intéressant d’entrainer les

&éléves A une étude des configurations ol les réponses ne scolent pas
[}

systématiquement indiquées).

1 C
A A

B’
™
A 3 T

‘1 I "C' B K!/’/\c'
Al ' 7 j
AR t ) >
- ‘_I ‘/ ]
T ‘
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Indications
On passe de M & A par la similitude directe Sl(C, g ,¥2) puis de A &

M par la similitude directe S (B, &, 1,
2 4 \/i
T

On passe donc de M & M’ par Szo 51 qui est une rotation d’'angle 5 - Pour
déterminer le centre de cette rotation on peut vérifier que I est invariant
par S0 S1 : 820 81(1) = 52(1’) = I, (On pourralt aussi chercher 1’'image de

C par S0 S1)’

* |’exercice se résout facilement avec les complexes : on calcule, en

fonction des affixes a, b, ¢ des points A,B,C les affixes de M et M’, puis
— —
des vecteurs IM et IM'.

* On peut aussi faire étudier f = rot(M',g) 0s 0 rot(M,g) ;
f{A}) = A, £ = 1d d’ou:
= . r = » T
sI(M) = rot(M’, 2) o rot(M , 2] (M) = rot(M", 2) (M).

20. Complément :Soit MleMsM4 les sommets des triangles rectangles
isoceles construits sur les cétés du quadrilatére ABCD.(cf figure ).
Démontrer que MM_ = MM et (MM ) L1 (MM).

13 24 13 2 4

E) : M > M
1 2

2
M > M
3 &

Si I milieu de [BD], par la rotation (I, +

21. Exercice du méme genre:
On construit a paftir d’un triangle ABC les triangles équilatéraux directs
CB'A, AC'B, CBA’'. Soit L,M,K les centres de gravité de ces trois triangles.
Montrer que le triangle LMK est équilatéral direct.

Indications
Le produit S_(B,- LI ) 0o S (A - =
227 B Ve TR - 1

envoie L en K. Son centre est M (on vérifie que M est Iinvariant par

¥3) est une rotatlion d’angle - z qui
3
Szo SIL D'olt le résultat.

* variante: ici également, les nombres complexes fournissent une

solution assez rapide.
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CHAPITRE 6
GEOMETREE DANS L’ESPACE EN CLASSES SCIENTIFIQUES

Dans ce chapitre, nous avons regroupé quelques exercices de difficulté
variée : certains se rattachant aux intersections sont presque possibles en
Seconde, d’autres assez compliqués sur les isométries conservant un solide
usuel (nous avons essayé d’étre assez complet sur ce dernier point - a
titre d’information ~ mais il ne sera pas facile de le rendre accessible a
1’&lave moyen).

Nous n’avons pas proposé d’exercices sur 1’analytique de 1’espace, ou

sur le produit vectoriel.
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1. Un exercice simple sur I’octaédre régulier .
On donne un carré ABCD de centre 0, de c6té a. Sur la perpendiculaire en
0 au plan P on construit deux points E et F, de part et d’ autre de 0.

1) Calculer OE et OF de facon que le polyeédre ABCDEF scit formé de B
triangles équilatéraux isométriques (octaédre régulier).

2) Nature des quadrilatéres BEDF et AECF.

3) Montrer que 1’ octaédre régulier admet une sphére circonscrite

4) Montrer que la droite joignant le milieu I de [EC] au milieu J de
{AF] est un axe de symétrie de l’octaddre. Préciser les axes de symétrie
analogues.

5) Déterminer 3 autres axes de symétrie de 1’octaédre régulier.

6) Montrer que les faces BCE et DAF sont paralléles et que 1%octaedre
est invariant par deux rotations dont 1'axe est la droite joignant les
centres de gravité G1 et G2 des faces BCE et DAF.

Indications

1) Par Pythagore OE = OF = 2

vZ

2) Ce sont des carrés de centre 0
{diagonales égales, orthogonales,

sécantes en leur milieu)

3) La sphére de centre O de rayon

DA = OF = 2 |
V2

4) Axe de symétrie du carré AECF.
{(I1J) est aussi une médiatrice de

[BD]. Au total, six axes de ce

groupe, Joignant les milieux de

deux arétes opposées.

5) Trois autres axes de symétrie tels que (EF) (Joignant deux sommets
opposés) (BDj, (AC).

8) Par la symétrie de centre O, les faces sont échangées ainsi que les
centres de gravité G et G, Les rotations d’axe ((ﬂGz} et d’angle E% et
_2% permutent les sommets BCE d’une part, DAF d'autre part.
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2. Dans le cube ABCD A’B’C’D’ de centre O, soit G le centre de gravité
du triangle BCC’'. Déterminer les intersections de (0G) avec les plans des
faces du cube. (On précisera la position des points trouvés par rapport aux

peints du cube).

’ ¢’
]
i
)
'
G : 8’ |
—-—-...,.___—_-_ I "./
! '9"‘“'-- G
] -.-—_‘“—-—-._. G&F
| I S - ——mna)
f‘
Pk ¢
B

* (OG) n (A'D'DA)
Par la symétrie de centre O, on a SO(C)-= A SO(B) =D ; SO(C') = A,
D’ ou Sb(G} = G1 centre de gravité du trlangle AD’A’, est 1’'intersection de

(OG) et de (A’D'DA)

S T —
G1D =3 A'D = 2GC donc (GGI) et (DC) sont coplanalres et se coupent en G2

tel que C est le milieu de [Ganl.
Donc (0G) coupe les plans (ABCD) et (DCC'D’') en Gz'

* On aura de méme, {(OG) coupe les plans (ABB'A’) et (A’R'C'D’) en G3,

image de Gé par So‘.

Pour les éléves : faire remarquer que 0 est centre de symétrie pour

le cube.
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3. Dans le cube ABCD A'B'C'D, soit ? le plan passant par le centre O
du cube et perpendiculaire & (A’C). Déterminer la section du cube par P.
Puisque O est le milieu de [A’C], P est par définition le plan

médiateur de [A’C].
La section du cube par ? est alors formée du polygone dont les

sommets sont les points des arétes (du cube) équidistants de A’ et de C ;
on obtient 1'hexagone I I (LA =1C= a!E)
1 ] n n 2

Les points In sont les milieux des arétes ne contenant ni A’, ni C.

Cet hexagone est régulier (de cété 2.

V2

/

D 7 ¢
f 35
: / Xg
1y,
7
|
{
,L- —— — — -
// i,
Ts%
s N
i
L3,

4. Méme exercice mais autre dnoncé possible:
On définit Il, Iz""'Ia comme milieux de {BB’1, [BA]... {B'C’}.
Mentrer que les six points sont coplanaires et é&tudier la figure

formée par ces points.

On considére le plan P formé par 111213 (non alignés)
—

—_ 1
1114 = BD (par translation de vecteur 5 BB')
—_
= 2 1213 donc I4 e P
—_— 1T T
On a de méme I et I dans ? (par exemple i, = 5 BC = LI, )

Conseil pour les éléves : on les invite & chercher des points équidistants

de A’ et de C, donc des points de P.
Remarque: Cet exercice est plus complet dans la version Paris E-87 ou 1’on

montre que 1'hexagone régulier 11....1e est convexe.
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S. Soit un cube ABCD A'B’'C D’ et les peoints I,J,K tels que :

> > >y > = 2
A'l = ) A’B" ; C'J = i C’D" ; BK = i BA .

Déterminer la section du cube avec le plan (IJK) ; faire la figure de

cette section en vrale grandeur (on calculera les mesures des cétéds et des

angles connaissant la mesure a d’une aréte du cube).

Notons 7 = (IJK)

a. Intersection de ? et de (CC’DD’)

C'est une droite paralléle a (IK) et passant par J (puisque (AA’B'B)
est paralléle a (DD'C’C)).

—

Soit (ik) la projetée orthogonale de (IK) sur (CC'D’'D) (D'i =
- 4o _

et N le milieu de [D'C] ; on a aussi iIN = 7 IC d’ou (NC) // (ik) 7/ (IK).

J étant le milieu de [NC’], la paralléle & (NC) passant par J

—
DC = kC)

) =

passe par le milieu L de [CC’].
?n(CC°D'D) = (JL) ou L milieu de {CC’] et (JL) 7/ {IK)

b, Intersection de P et de (ABCD)
On a de méme P n (ABCD) = (KM) ol M milieu de [BC] et (KM} // (1J)

c. Les plans 7 et (AA’D’D) se coupent en dehors de la face

La section est un pentagone IJLMK et (DCB'A’) en est un plan de
symétrie.
{(On peut par exemple démontrer que (A’B'C) est le plan médiateur de
[LM] en démontrant que A'L = A’M ; B’L = B’'M; CL = CM....)

p’ 4 N ,; c!

|
Y L
\
\
e\
-
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d. Mesures des cdtés et des angles du pentagone (AB = a)

*IJ=1K=a gg (par translation, IJ = A’N)
B 12 132
* = = e— P—— ——J—
JL KM a Z (JL 5 NC 5 1K}
* IM=2  (KJ=BC = aV3)
V2
A 2 2 2
* cos KIJ=IJ2;JHI{K KJ =é
A 2 Va1
* cos JIM= - = (JM = - a)
vio
A A

d’ou KIJ = 78°28" ; JLM = 129°14°

Faire remarquer que la somme des angles du pentagone est égale a 540°,

6. On donne deux droites D et D' non coplanaires. Peut-on déterminer
un plan P tels que les projetés orthogonales de D et D’ sur P soient
paralleles?

Analvyse :

Soit ?1 et Té les plans projetant respectivement T et 2’ en d et d’
sur P ; ?1//9’2 {(tous deux perpendiculaires a ?). :
Les droites D et 2’ sont paralléles a tout plan paralléle a ?1 et a ?2.

Synthése ;
Soit € un plan parallele a D et D' (par ex. passant par un point Q).

On construit (OB} // D , (OB') // D'; tout plan P perpendiculaire a ¢

convient,
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7. Déterminer un plan P sur leguel un quadrilatére gauche ABCD donnég
se projette suivant un parallélogramme.

* Soit I le milieu de [BD] et J le milieu de [AC]. Puisqu'on doit
avoir I' = J' , la direction de la projection est celle de (IJ).
Tout plan ? perpendiculaire & (IJ) convient bien.

* Remarquons que si A,B,C,D étaient coplanaires :

solt I = J et tout plan ? de 1’espace conviendrait

soit I # J, seuls les plans perpendiculaires & (IJ} conviendraient (le
parallélogramme A’B’C’D’ serait aplati ...).

* On peut aussi traiter cet exercice en utilisant deux fois la méthode

de 1'exercice précédent.

8. Rhomboédre : parallélépipéde ABCDA’B'C’D’ tel que ABCD et A'B'C’'D’

soient des losanges constituds de deux triangles équilatéraux (de coété a) ;
A A
A'AB = A’AD = 860°. Les autres cdétés du parallélépipede mesurent

également a.
Montrer que toutes les faces sont des losanges formés de deux triangles

équilatéraux et calculer le volume du rhomboédre en fonction de a.

a} On a faclilement : ABA’' équilatéral
A
puisque AB = AA’ = a et A’AB = B0°

b) Le plan (AA'C'C) est un plan de

symétrie f
? = (AA’C’C) est le plan médiateur de [BD]. ﬁ' 7 B

De méme, ? est le plan médiateur de [B'D'].

c) Volume du rhomboédre

_V¥3 2
* sﬁ(ABCD) = :.2'-' a A

* Calcul de la hauteur :
ABDA' est un tétraédre régulier ;soit H le projeté de A’ sur (ABD)

DH=§ ‘2-/—§=§- et A’H2=A’D"'-DH2=§a2
i)
2 a.a
d’cli h = 3 a et Vv ==
V2
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9. Soit un cube ABCDA'B’C’'D’ de cété a.
1. Montrer que le tétraédre ACB'D’ est régulier et calculer son veolume.
—3 —

—
2. Onpose AB=1, AD=1, AN’ =R R(A, D12

a) déterminer la section du cube avec le plan P d*équation
X+y+z=1.

b) en déduire I’ensemble des points M du cube dont la somme des
distances aux plans (ABCD), (ADD'A’) et (ABB’A’) est égale a 1.

a
’/Jy
A I 7
1. ACB’D’ est un tétraédre régulier de Tr ; B
]
coté av2 i
1 .3 -
Son volume V est égal a 3 a K J
{volume du cube - 4 x volume de ABDA’) > :D__ - —f = — =Je
-3 /
(=
2. a) P est le plan (A’BD) A >3

b) M(x,y,2z) (0=x=1 : O=y=1 ; 0szs=s1)
La somme des distances de M aux plans donnés est égale a x + y + z donc

x+y+2z=13ssi Mest 4 1’intérieur du triangle A’BD.

10. Ensemble des points de & dont la somme des distances & trois plans

perpendiculaires deux & deux est constante (dgale & 1 par exemple).

On se raméne A& la situation précédente

— - —
dans le repére R{A, AB,AD,AA")
L’ensemble cherché est constitué d’'un /A ./
"u'e
octoagdre régulier : on peut faire | } 4:(' ‘.".,L
LA v Y
rechercher des éléments de symétrie et l J,." 'o' % ‘-"-..
u F .' L]
donc se limiter a "1/8" de 1’espace & I o s -L .'-,
R i A R A i b
({ xz20, yz 0, z 20 dans le repére AR ER W C o oadene
3 3 = // f.;‘:.'F'- '..1-"’.:“‘ >
(A, AB, AD, AA’)). e, N g
[ o*
I r... ‘. a "
o] o M &
l - R '—v'?.
% & ¢ T >
e ] T L~

a1




11. Soit un cercle € de diamétre [ABl, d la droite passant par A et

perpendiculaire au plan de &, D un point de d (D # A).
Seit M un peint variable de © ; on projette A sur la droite (DM) en H.

* Supposons M= Aet M2 B S
Soit A’ le projeté de A sur (BD)
les plans (AMD) et (AMB) sont

perpendiculaires ( puisque
d = (AD) est perpendiculaire
au plan de ® } donc (BM) est

7

Déterminer une courbe fixe sur lagquelle se déplace H quand M varie sur €.
perpendiculaire au plan (AMD)

1
_" .
{puisque (BM) L (AM)) d’ou (BM) \ ‘ '
\.. (4
M

B

orthogonale & (AH). }
La droite (AH), orthogonale
a3 (BM}) et (MD) , est donc l

orthogonale & toute droite du plan (DMB) et en particulier a (HA’},soit

A
AHA' = 90°.

On en conclut que H appartient A4 la sphére de diamétre [AA’].

De plus, la dreoite (DB) est perpendiculaire a (AA’) et a (AH) ((AH)
perpendiculaire a (DMB)) donc {(AHA’) est le plan fixe passant par A et
perpendiculaire a (DB).

On en conclut que H appartient au cercle de diamétre [AA']l, contenu
dans le plan passant par A et perpendiculaire a (BD).
*Sl M= A, alors H= A
*Si M=B, alors H= A’

It

Remarque :
On peut poser la question sous la forme "lieu géométrique de H".

Cela impose une réciproque (cf Paris C-Juin 88).
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12. Soit ABC un triangle fixe, M un point variable de 1’espace, E,F,G
les milieux de [BCl, [CA], [AB], P, Q et R les milieux de [MA], [MB], [MC]
et I 1’ isobarycentre des points A, B, C et M.
1°) Déterminer la nature des quadrilatéres PQEF, QRFG et RPGE.
2°) Déterminer 1’ensemble des points M tels que :

a) PQEF soit un rectangle

b) PQEF et QRFG scient des rectangles. Que dire alors de RPGE 7
3°) Déterminer 1’ensemble S des points M tels que le rapport des longueurs

des diagonales de PQEF soit dgal a k (k > 0) (gg = k).

4°) On suppose ABC équilatéral (AB = BC = CA = 2a). Trouver I’ensemble £
des points M tels que le rapport des diagonales de PQEF soit égal a %
{gg = %) et tels que le quadrilatére QRFG soit un rectangle.

Faire une figure en vraie grandeur dans le plan (ABC)

1°) Les quadrilatéres PQEF, QRFG et RFGE sont des parallélogrammes

- =, o
PQ = FE = 5 AB etc ...
- -
2°) a) PQEF est un rectangle ssi PQ L QE et P2 Q et Q= E
- -
ssi CM L AB et M= C
ssi M appartient au plan ?1 passant par C et
perpendiculaire & (AB} privé du point C
Remarque

La trace du plan ?1 dans le plan (ABC) est la hauteur issue de C dans
le triangle AEC.

b} PQEF et QRFG sont des rectangles ssi M appartient a ?1 N ?2
?2 est le plan passant par A et perpendiculaire a ({BC) ;(?2 contient la
hauteur issue de A du triangle ABC).
On remarque que H 1’orthocentre de ABC appartient a ?1 n ?2 .

Les plans ?1 et ?é sont sécants puisqu’ils sont respectivement
perpendiculaires aux droites (AB) et (BC).

De plus ils sont perpendiculaires au plan (ABC) puisque le plan (ABC)
contient les droites (AB) et (BC) respectivement perpendiculaires a ?1 et
?2 i par conséquent A la droite d’'intersection des plans ?1 et ?2 est
perpendiculaire a (ABC].

L'ensemble des points M tels que PQEF et QRFG soient des rectangles
est la drcite A passant par 1’orthocentre du triangle ABC et perpendiculaire
au plan (ABC).
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Le parallélogramme RPGE est alors un rectangle :
e e T e
en effet, pour tout point M, MA.BC + MB.CA + MC.AB = 0

— = - e T - 5 -
(MA, (MC - MB) + MB. (MA - MC) + MC.(MB - MA) = 0 }); -
- = — — — -

par conséquent, si MC.AB = 0 et MA.BC = O, on en déduit MB.CA = Q.
On peut également remarquer que, si FQEF et QRFG sont des rectangles,
alors PE = QF et QF = RG d’olt PE = RG, ce qui prouve que le parallélogramme

RPGE est aussi un rectangle.

3°) Me Z o %g =k (E et F sont des points fixes)

(I étant 1’'isobarycentre des points A,B,C,M est le milieu des
segments [EP], [QF] et [RG]).
On applique alors un résultat du cours :

si k=1, £ est le plan médiateur de [EF]

si k# 1, £ est une sphére centrée en un point de (EF).

On détermine ainsi le lieu des points I et puisque I est tel que
—3 —
gM = 4 gI (si g désigne le centre de gravité du triangle ABC), le lieu de M

se dédult de celui de I par 1 homothétie de centre g (point fixe puisque
ABC est fixe) et de rapport 4.

4°) * Déterminons 1’ensemble des points I tels que %g = % ;
appliquons la formule de Leibniz :
2IE = IF o 4IE° - IF° =0
o 3I0° + 40E° - F° = 0
2
o mzzgﬁ—
— . =
ou Q est le barycentre de {(E,4), (F - 1)} donc EQ = - 3 EF.
On a posé AB = AC = BC = 2a
d’ ot EF=a QE=3, 0F = 2
— =2
Le lieu des points 1 est la sphére de centre Q tel que EQ = - §EF et

de rayon % a,

* ABC est un triangle équilatéral, par conséquent 1' orthocentre H et
le centre de gravité g de ABC sont confondus ; et par suite 1’image du plan

?é par 1’homothétie de centre g et de rapport é est ?2 lui-méme.
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le lieu des points I tels que g% = % et tels que

QRFG soit un rectangle est 1’intersection du plan ?2 et de la sphére % de
2
centre @ et de rayon 32
Etudions ce qui se passe dans le plan (ABC) qui est un plan de
symétrie pour ?2, pulsqu’il lui est perpendiculaire, et pour I puisque
c’est un plan diamétral.
La trace de ?; dans le plan (ABC) est (AE) et la distance de 0 & ?;
est QQ' (Q' projeté orthogonal de Q sur la droite (AE)).

L E:E
XY = QE 0053 5 A

£
T
K
B c
a s

m

'nfl

/]

Le plan ?2 et la sphére I sont sécants (O < gi), ils se coupent
sulvant le cercle & situé dans ?2 de diametre [KL], X et L points

d’intersection du cercle de centre Q2 et de rayon %E situé dans le plan(ABC)
avec la drcite (AE).

Q’Lazm..z-m'2=§a -



Le lieu des points 1 tels gque g% = % et tels que le quadrilatére QRFG

soit un rectangle est le cercle €1 situé dans le plan médiateur de [BCl, de
— —

centre ¥’ projeté orthogonal de Q (définil par EQ = - % EF) sur (AE) et de
rayon 2 és ; et le lieu des points M est 1'image © de Q par 1’homothétie

h(g.4), g centre du triangle ABC.

C’est le cercle situé dans le plan médiateur de [BC] de centre Q" tel

_ 2
que gQ" = 4gQ’ (Q"€(AE)) et de rayon §a¢T§.

13. Intersection de sphéres -~ Formule de Leibniz
On considére un carré ABCD de cété a et de centre 0. Sur la droite
perpendiculaire en A au plan du carré, on considére un point E tel que

AE:?‘._
ve

1. 2) Déterminer T = {M e & / MAZ + MB® + MC% + MD? = 4a%)
b) Déterminer € = £ n (ACE)
2. Soit ' = {Me & / ME = V2 MA}
a) Montrer que I’ est une sphére dont le centre Q est le symétrique du

i

point E par rapport & A.
b) Déterminer € = T’ n (ACE)
3. Démontrer que £ n ¥’ est un cercle I dont on construira le centre H et

dont on déterminera le rayon.

1. a) I est la spheére de centre O passant par A, B, C et D
b) Puisque (ACE) est un plan diamétral de Z, & est le cercle du plan

(ACE), de centre 0 et de rayon OA = 2.

V2

2. a) * Puisque v2 # 1, I' est une sphére de diamétre [Gle} ol G est le
barycentre de (E,1) (A,v2) et G, celul de (E,1) (A,- V2).

- gy —
On détermine alors le centre Q de Z' en posant A} = E(AG1 + AGz)
= 1,1 1T 2 -
d'ou AQ = =( + JAE = - AE d’o0 le résultat,
2 1+V2 1-v2

Remarquons qu’il est encore plus simple de caractériser Z' par

T = {Me &/ ME® - 2MA% = 0} pour déterminer Q ou par la formule de la

médiane : ¥ M e &€ ME® + MQ® = 2MAZ + 2aE% d’ou ME = VOMA o MO%= 24E%= a2
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b) On a de méme & est un grand cercle de centre Q et de rayon a

(2’ passe par O puisque OE = v2 0A).

3.2=90, %) ; £ =g£Qa OR=a.
va a a
Z et ' sont sécantes puisque a - <0< a+ —
V2 v2

Donc I' = £ n £’ est un cercle dont le plan est perpendiculaire a {0Q);
son centre H est le point d’intersection des droites (0') et (IJ) (ou I et
J sont les points d’intersection de € et &').

Déterminons le rayon r de I E ¢
A

dans le triangle OQJ, cos 0QJ =

W] L
v o

2 A
( g =2a% - 222 cos OJ ) d'on 0

A
gin OQJ = !f et r=a fz .
4 A

AN

o

On peut également déterminer H

A

avec la relation :

OH x 00’ = 0J° ( O’ étant le point

diamétralement opposé & O sur §').
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Recherche de symétries ou de rotations laissant

invariant un solide usuel donné

L’objet du programme n’est pas de rechercher avec les éléves toutes les
isométries laissant invariant un solide donné. En particulier, on ne peut
évoquer le falt gqu'une application affine est déterminée par la donnée des
images de 4 points non coplanaires. Nous avons cependant, a titre d’exemple,
essayé de rechercher foutes les symétries et toutes les rotations laissant

invariant le cube.

I PROPRIETES IMPORTANTES UTILISEES

* Si deux plans P et P’ sont perpendiculaires, Spo SP, = SP,o SP est
le demi-tour d’axe D (D = P n P").

Réciproquement, un demi-tour d’'axe D peut s’écrire comme la composée
de deux réflexions par rapport a des plans perpendiculalres sécants selon

la droite D.

* La composée de deux demi-tours d’'axes D et D’ sécants en 0O est une
rotation d’axe A, la perpendiculaire commune & D et D’ {en 0).
Si de plus, D et D' sont perpendiculaires en G, SDoSD, = SD’OSD est le

demi-tour d’axe A.

* Soit une droite D perpendiculaire en O au plan P et les trois
symétries So’ SD, Sp. La composée de deux de ces applications est la
troisiéme application.

Donc la composée des réflexions par rapport & trois plans
perpendiculaires deux & deux est la symétrie de centre 0, ou 0 est le point

commun aux trois plans.
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I DES ISOMETRIES LAISSANT GLOBALEMENT INVARIANT UN CUBE

(réflexions ou rotations ou ///E,! 1 - H
symétries centrales ....) r . P é:///
|
USRS o 1 SN .
[Xz //////gl— :— - - =0

s
A,% - —

1) Soit f une isométrie conservant globalement le cube de cété a.

* Chaque sommet a pour image un sommet :
En effet la distance maximale de deux points du cube est av3 donc 1’égalité
f(A)F(G)

sommets opposés. On peut alors démontrer que chaque diagonale a pour image

AG = av3 prouve que f{A) et f(G) seront nécessairement deux

une diagonale.

* Chaque face a pour image une face et donc chague aréte a pour image une

aréte.

* 0 est invariant par £ (O est isobarycentre des 8 sommets, ou O est le

milieu de chaque diagonale).

2) O est centre de symétrie

3) Recherche des plans de symétrie:
a) Tout plan de symétrie P est nécessairement le plan médiateur d’une

paire de sommets :

En effet, un point au moins n’est pas invariant par Sp (A par exemple} : P
est alors le plan médiateur de [Af(A)].
b) Il y a 13 plans médiateurs possibles :

les plans P1'P2’ P3 (respectivement médiateurs de [AB], [AD], [AE]}
chagque plan est médialeur de 4 arétes du cube.

les plans Q1’ Ceee, Q6 {respectivement médiateurs de [AC], [AH],
tarF], [BD], [BE], [CF])
chaque plan est médiateur de 2 diagonales de faces

les plans médiateurs des diagonales du cube : [AG], [CE], {DF],
{BH].



¢) On vérifie que seuls, les neuf premiers plans cités conviennent :

Le cube a neuf plans de symétrie,

4) Recherche des axes de symétries
Un tel axe A passe nécessairement par le centre de symétrie 0, donc
d’apres les propriétés rappelées au § I, A est un axe de symétrie ssi son
plan perpendiculaire en O est un plan de symétrie,
Le cube a neuf axes de symétrie:
les trois droites joignant les centres de deux faces opposées
(A1’ A, As).

2
les six droites joignant les milieux de deux arétes opposées

5) Recherche de rotations (autres que les demi-tours déterminés au
§4)).

Les plans de symétrie déterminés au §3) sont tous sécants deux a deux
suivant une droite contenant O ; s’ils sont perpendiculaires (P1 et P2 par
exemple), la composée des deux réflexions redonnera un demi-tcur trouvé au
$4) (szo SpI = SA:3 = S01 o SQ4).

4
¥ S o SP est une rotation autour de Aa’ de mesure 3 dans un sens ou

1 1
dans l’autre, qul laisse le cube invariant.

De méme, Ai, A2 sont des axes de répétition d'ordre 4 pour le cube

®S e SQ est une rotation R autour de {AG)

Q

5 8
(Qs = [ADGF) : Qs = (ABGH) ; Q4 = (ACGE) : Q:3
Q1= (BDHF})

ar RI(B) =E ; R1(D) =B ; R1(E) =D
Donc, puisque (AG) est 1l’axe du triangle
équilatéral EBD, on en déduit que R1 est

une rotation d’angle %E dans un sens ou

dans 1'autre.

Les guatre diagcnales du cube sont des axes de répétition d’ordre 3

On obtient ainsi 15 rotations (y compris 1’identité) autres que des

demi~-tours, qui laissent le cube invariant.
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6) Y a-t-il d’autres isométries ?

En étudiant toutes les possibilités de permutations des huit lettres
A, B,... H, on trouve 48 iscmétries possibles laissant invariant le cube (B
isométries tq f(A) = A, 6 tq f(A) = B etc ...). Les paragraphes précédents
nous ont permis d’en trouver 34 simples : 24 positives et 10 négatives.

Les 14 autres sont des antidéplacements (ayant O comme seul point
invariant) qui peuvent s'écrire comme produit d’une réflexion Sp et d’une
rotation 2 d'axe D (qui peut-étre un demi tour) avec D non perpendiculaire
a P. (Ces deux isométries conservant le cube).
ce © TOt (A, 80°) donne EABFHDCG

et S o rot(a_,- 90°) // BFEACGHD
BOFH 2

Par exemple S

111 RECHERCHE DES ROTATIONS LAISSANT LE CUBE INVARIANT
On note R cet ensemble

1) Soit f un élément de R

a) Puisque f(0) = 0, 1l'axe de f contient O.

b) L’image du centre d'une face ¥ est le centre de la face f < ¥ >,
donc l'axe de f est inclus dans le plan médiateur des deux centres s’ils
sont distincts, ou est la droite joignant le centre 0O du cube au centre de

la face ¥ s’ils sont confondus.

c) Une face ¥ peut étre:
soit globalement invariante (type I)
soit transformée en une face "adjacente" (type II)

soit transformée en la face "opposée” F (type III)

c 9y E, ~ o
; Iy
: el /
=5 ~1
%, % ;. ' i
N

A P /P‘ P
Bt et /

't\%pr,ﬂ : %4@71 7=T§?. j\:UQ\'ﬁj\:" %4C§;>:'§fﬁ'}
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2) Recherche des axes "possibles" d’un élément de R

a) S’il1 existe une face ¥ globalement invariante, % 1’est aussi et %
et ¥ sont les deux seules faces globalement invariantes : A:' Az, A3 sont
les axes possibles.

b) Si aucune des faces n’est globalement invariante :
supposons par exemple que f < ?1 > = ?é (type I1).

L' image de ?3 est du type I1 ou de type III :

* avec par exemple, f < ?3 > = ?1 (type 1I), 1’axe de f doit é&tre dans
le plan contenant ?1 n 93 et O et dans celul contenant ?1 n ?é et 0 : c’est
une diagonale du cube.

* avec par exemple, f < ?s >= ?é {(type III), 1l’axe est dans le plan P3
et dans le plan contenant ?1 n 92 et 0 : c’est une droite Jjoignant les
milieux des arétes opposées.

En examinant le cas ou f < 91 > = ?; {type III), on retrouve avec

f < ?5 > du type III ou du type Il les deux cas précédents.

En résumé, les axes possibles d’une rotation de R sont :
~ les droites A, A, A

1 2" 73

-~ les 4 diagonales du cube

- les 6 droites joignant les milieux des arétes opposées

3) Etude des rotations de R

* £ d'axe A1 : on est ramené aux rotations planes conservant un carré,
il y en a troeis : rot(AI, g k) (1 =k = 3), soit 9 rotations.

* f d’axe une diagonale du cube : on est ramené a 1’étude des
rotations conservant un triangle équilatéral ; on obtient pour (AG),
rot ((AG), 2%) ou rot((AG), 2%), solt 8 rotations de ce tyve.

* f d’axe la droite joignant les milieux de deux arétes opposées

seul le demi-tour convient, soit 6 rotations de ce type.

En résumé ;:

Il ¥y a 23 rotations distinctes laissant un cube invariant et
1"identité, soit 24 déplacements. (Pour vérifier qu’'il n'y en a pas
d’autres, on peut par exemple démontrer que toute isométrie de € est la

composée d’au plus trols réflexions). L’application ¢ : £ > Sp'° f est
1

alors une bijection de 1’'ensemble ﬂ; des déplacements du cube sur
1’ensemble des antidéplacements du cube.

Il y a donc 48 isométries laissant invariant le cube.
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IV DES ISOMETRIES LAISSANT INVARIANT UN TETRAEDRE REGULIER

Pulsque AB = AC et DB = DC, les points A et D sont dans le plan
médiateur de [CD] ; de méme, B et C sont dans le plan médiateur de [AD].

Ainsi, [AB] et [CD] sont orthogonales et leurs plans médiateurs se
coupent suivant la perpendiculaire commune (IJ) (I et J milieux de [AD] et
[BC}). Le point O , centre du tétraddre, est aussi le milieu des segments

perpendiculaires communs aux arétes opposées [IJ], {KL], [MN].

1) Soit f une isométrie conservant le tétraddre,
de méme que pour le cube, . O est invariant par f

. tout sommet a pour image un sommet

2) Le tétraddre admet 6 plans de symétrie, les plans médiateurs de ses
arétes.
3) I1 admet 3 axes de symétrie, les axes (IJ), (KL), (MN)

4) Par la symétrie de centre 0, on obtient le cube AC’RD’B’DA’C.

Puisque chaque diagonale du cube est un axe de répétition d’ordre 3,
chacune des droites (AA’) ..., (DD’} est un axe de répétition d’ordre
d'ordre 3 pour le tétraédre : On obtient ainsi 9 rotations (y compris idg)

autres que les demi-tours du §3)).

5) Y-a-t-il d’autres isométries ?

Puisque chaque sommet est équidistant des trois autres, le nombre
d’isométries est exactement le ncmbre de permutations des 4 lettres
A, B, C, D, soit 24 isométries.

Nous en connaissons déja 18 simples : 12 positives et 6 négatives

Les 6 autres sont des antidéplacements (ayant O comme seul peint
invariant} qui peuvent s’écrire comme produit d’une des six réflexions et
d’une des rotations d’axe (OA) .... (0OD).

Ils sont définis par leurs images de A BC D :

BCDA BDAC, CADB, CDBA, DABC, DCAB.
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V DES ISOMETRIES LAISSANT INVARIANT UN OCTAEDRE REGULIER

L’octagdre régulier ABCDEF e
est inscrit dans le cube
afydefypd , chaque sommet

de 1’octaédre est le centre

d’une face du cube.

z)-

1) Seit f une isométrie laissant invariant 1’octaédre
. chaque sommet a pour image un sommet (idem le cube f(E)F(C) = EC = a
donc f(E) et f(C) sont deux sommets opposés).

. D est invariant

2) I1 y a 48 isométries possibles { 8 isométries tg f(A) = A, 8 tg
f(A) = Bete ....)

3) Toute isométrie "du cube" est unme isométrie "de 1’octaédre"
En effet, toute isométrie f laissant le cube invariant transforme le
centre d’'une face en le centre de la face image ; donc tout sommet de

1’octaédre a pour image par £ un sommet de 1’octaddre.

4) Nous avons recensé 48 isométries laissant le cube invariant.
D’ou les isométries conservant 1’octaédre régulier sont les isométries
conservant le cube dans lequel il est inscrit.
En effet, on peut soit vérifier que toute isométrie "du cube" est une
isométrie de son octaédre inscrit,
soit remarquer qu’une isométrie "de 1’octaédre" est
aussi une isométrie conservant le "petit " cube inscrit lui-méme dans

1'octaédre.
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CHAPITRE 7
GEOMETREE EN TERMINALE D

Le programme de géométrie en Terminale D "ne comporte que des travaux
pratiques mettant en oeuvre les connaissances de géométrie du plan et de
1’espace figurant aux programmes des classes antérieures, et notamment de
Seconde et Premiére".

“Les activités géométriques répondent a deux objectifs principaux :

- entretenir la pratique des objets géométriques usuels du plan et de
1'espace ;

= exploiter des situations géométriques comme source de problémes,
notamment en analyse, et, inversement, entretenir une vision géométrique
grace a la mise en ceuvre d’activités graphiques permettant de représenter
les objets mathématiques étudiés dans les différentes rarties du
programme".

Ces activités géométriques sont donc a voir sous forme de travaux
pratiques tout au long de 1’année (et sans cours structuré). Les élaves
seront amenés a manipﬁlér les solides usuels de 1'espace : calculs d’aires,
de volumes, recherche de symétries et de rotations laissant invariant un
solide usuel (voir les structures moléculaires en fin de chapitre).
Certains problémes conduisent a 1’étude de courbes planes paramétrées (on
pourra en faire 1’illustration avec un ordinateur)}. Il faudra penser
également & l'utilisation des nombres complexes (reconnaissance de

- b
—2 ).

' ia c
2 =z+a et z' =e "z ; module et argument de a
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1. Extrait d'un exercice (Aix juin 86. série D)
On consideére 1’ hexagone régulier ABCDEF. On choisit au hasard 3 points

distincts de cet hexagone.

B
A
£

Quelle est la probabilité d’obtenir :
a) un triangle égquilatdral?
b) un triangle isocéle non équilatéral? C
c) un triangle rectangle ? \\\\
Y-

I1 y a 20 triangles possibles, 2 sont équilatéraux, 6 sont isocéles
mais non équilatéraux et 12 sont rectangles.
Faire remarquer qu’un triangle possible est nécessairement de 1’un des

3 types précédents.

2. Dans un coffre de voiture (Cf. figure - cotes en cm), on veut
mettre une valise (parallélépipéde rectangle). Quelles doivent étre les

dimensions de la valise pour que son volume soit maximum 7

r

D’abord remarquer que la largeur de la valise doit étre de 105 cm ;
notons y (en cm) la profondeur de la wvalise, x (en cm) la hauteur de la
valise et V (en cm3) son volume (x étant fixé, Q0 = x = 50, y est choisl le
plus grand possible).

¥ g1 0 =x = 20, vy =70 et V(x) = 7350 x

*s1205x550, y=4(50-x) et V(x) =245 (50 - x) x

(y est une fonction affine de x, d’aprés Thalés)

Puisque pour O = x = 20, V(x) = 20, le volume est maximum lorsque

(50 - x)x est maximum, soit lorsque x = 25 V (25) = 153125 (cm°).
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3. Un baigneur se trouvant en B se trouve en difficulté a 100 m du
rivage. Son ami se trouvant en A veut le secourir. Ou doit-il se metire &
1’eau pour parvenir en B en un minimum de temps 7 (cf.figure).

a) L’ami est un sportif : il fait 8 métres par seconde
sur terre et 1,5 m par s dans 1'eau
b) L’ami fume trop : il fait 3 métres par seconde

sur terre et 1 m par s dans 1'eau

Solt M 1'endroit ou il va se
mettrea 1’eau et AM = x (en métres)

= = 300 }. ,

-
[

faut donc déterminer M pour que

MA + §§~ soit mimimum (version a))
8 1,5
ou MA 4+ B (version b)) ,avec s ;PF hi
3 / A 7 /’/ // A /
A . : C /
MB = v (300 - x)2 + 10% 340 m

* Pour la version a), notons f{x) le temps (en s) mis par A en se

Jjetant & 1'eau en M.

£(x) = g + % Y (300 - x)2 + 10°
£ = k- 2(300 - x)
2 4
SV/(3OO - x)" + 10
R V/ 2 4
f est minimun lorsque 3V (300 - x)° + 10" = 16(300 - x) (0 = x = 300),
2
soit lorsque 300 - xo = 3.10 . On trouve xo = 280,9 m.
V247
f(xo) = gﬁ (3 + V247 ) d’ou f(xo) ~ 103 s.
* Poyur la version b)), f(x) = g + V/(BOO - x)2 + 104
f est minimum pour X, = 100(3 - —l—) X, 264,66 m
2v2
£x ) = 100 + 400 £x ) = 194 s.
3v2

Pour la commodité des calculs, 11 était préférable de prendre MC (et

non MA)} comme variable.
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4. Dans un chauffe-eau, Ia chaleur perdue est proportionnelle a la
surface totale. Pour un chauffe-eau de volume donné, constitué d’un
cylindre (de hauteur h) fermé par deux demi-sphéres , quelle doit étre la

hauteur du cylindre pour que la chaleur perdue soit minimale ?.

7 r°h + % el = rz(h + % r) ////f#h‘ \\\

V =
S = 4ur? + 2nrh = 2nr(h + 2r) T
\______\;_‘3/ f?\
i
Le volume étant donné, :f
Ry
rth + % r) = a {constante)
dot h=2-%2 r et j
2 P :
r 3 - C o~ v
- 2 a - 2 2 a ~— 7,;.:/
S=a2nr (3r+ =) an(z r° + 2) — //

= 0, soit _

S est mimimun lorsque ar

lorsque 4 r - EE =~-h=0 douh-=0.
3 r

le chauffe-eau doit é&tre en fait de forme sphérique.....

8. Exercice similaire :
a) Quelles doivent étre les dimensions d’une boite de conserve

cylindrique pour que la surface totale soit minimale ? (lorsque son volume

sera donne).
b) Méme question si la bolte est A base carrée

c) Méme question avec une casserole cylindrique.

11 faut comprendre que 1’on veut une surface S minimale pour un volume

Y donné.
T
T 2 A
a) S=2rrh + 21 r° = 2r{rh + re)

V=orx r2h avec rzh = a jm
On a2 S5 miminum pour h = 2r
(On a alors V = 2mnr° et S = BnrzL

ios



b) S = 4xh + 2x° = 2x(2h + x) e /L
V = x°h M |
S est miminum pour h = x h 7 l
(On a alors V = x° et S = 6x°). N
A
{ ///7

c) S=2nrh + n r°=nr(2h + r)

v

2
7 r°h avec r''h = a
S est miminum pour h=r

(on a alors V=nr> et S =31 raL

B. Un probléme intéressant : Bordeaux - septembre 84 - série A1

(forme d’un carrelage et approche par une fonction du 3° degré).
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STRUCTURES MOLECULAIRES ET GEOMETRIE. ..

Dés la classe de seconde, et surtout en premiére, sont étudiées (en
chimie} quelques structures moléculaires. Si certaines molécules simples
sont planes, la plupart ont une configuration spatiale plus ou moins
complexe : les éléves peuvent étre alors déroutés par la représentation
d’une figure de 1'espace.

Dans les exemples suivants, interviennent les notions de liaison et
angle ég liaison (ou angle valentiel) ;dire que, dans la molécule d'eau :

* la liaison O - H vaut 0,096 nm veut dire que la distance entre les
noyaux des atomes d’oxygéne et d’hydrogéne est statistiquement égale &

0,096 nm (1nm = 10 " m = 10 A)

A
* 1’angle de liaison vaut 104°30° (ou 105°) veut dire que l'angle HOH

est statistiquement égal a 104°30’...

On peut donc, & propos des structures moléculaires vues dans le cours
de chimie, dégager pour certaines molécules, des axes ou des plans de
symétrie, ou montrer {(par exemple dans le méthane) que leur structure

“réguliére” permet de calculer des angles de liaison.
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1. L'eau : H20
liaison O - H : 0,096 nm
angle de liaison : 104°30°

Calculer la distance H - H

A
Utilisation de la formule aZ = b® + c?® - 2bc cos A, ou plus simplement,
0
utilisation de cos 193539 .

2. L’ammoniac : N H3

Structure spatiale ou les noyaux
des atomes H forment un triangle
équilatéral, le noyau de 1'atome N se
trouve sur la hauteur issue du centre
de gravité du triangle équilatéral.
liaisecn N - H : 0, 1015 nm

angle de liaiseon : 108,80

hauteur de la pyramide : 0,038 nm

a) Calculer la distance H - H, connaissant la distance N - H et
1’angle de liaison.
b) En déduire la hauteur de la pyramide; ce résultat est il conforme a

celui annoncé ?

nl

On utilise de plus h = a {(dans un triangle équilatéral)

3. Le méthane : C H4
Structure spatiale ot les 4 noyaux d’atomes H forment un tétraédre
régulier, 1’atome C se trouvant au centre du tétraédre.
Liaison C - H : G,108 nm
angle de liaison : 108°28’

{D’une fagon expérimentale, 1’existence d’un seul chlorure de méthyle
CH3 Cl prouve 1'identité des quatre atomes d’'hydrogéne de CH4 et la
neutralité électrique de CH4 s'explique par 1’identité des liaisons C - H

et par leur dispeosition tetraédrique).
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a) Calculer la distance H - H

b) Vérifier que, dans tout tétraédre régulier ABCD de centre de
A A
gravité G, on a AGB = 109°28° (cos AGB = - %).

c) Rechercher les éléments de symétrie de la molécule ; on pourra pour
cela montrer qu’'un tétraédre régulier ABCD de centre G est inscriptible

dans un cube de centre G, dont A, B, C, D sont 4 des 8 sommets.

Ho
; / \‘\ N

/ AN

‘ C | : H
/ 0
H ',,rffffl()‘ }
@‘:— \ Ve

~ QDi%

Cet exercice fait intervenir la configuration d’un tétraddre ABCD avec
son centre de gravité G. Faire réviser que G est élément de 7 droites
remarquables et ses positions sur les 7 segments. Si ABCD est régulier,

(AG) est perpendiculaire au plan {(BCD).

4. L'éthane : C2 H6

En quelque sorte une "réciproque" de la structure du méthane : les
quatre liaisons d'un atome de carbone sont orientées vers les sommets d’'un
tétraédre régulier puisque les angles sont égaux (2 109028’).

Chaque atome de carbone est au centre d'un tétraédre régulier dont
troils sommets sont occupés par des noyaux d’atomes H, le 4éme sommet &tant

situé sur le segment Jjoignant les noyaux des deux atomes de carbone.

liaison C -~ C : 0,153 nm (ou 0, 154 nm) Qv @
liaison C - H : 0,108 nm ot \ /
angle de liaison : 109°28" \O O--....._@H

AR

o H @

112



Chacun des groupements CH3 peut tourner
librement autour de l'axe C - C
(principe de libre rotation).

Donc les liaisons C - H du premier

carbone peuvent faire un angle «

quelconque avec les lialsons C - H du

deuxiéme carbone.

On réserve le nom de conforméres aux

o]

deux conformations pour lesquelles a = 0° (conformére éclipsé) et a« = B0

{conformére décalé).

Représenter les deux conforméres de 1’'éthane. Démontrer que le
conformére décalé a un centre de symétrie et chercher des axes et des plans

de symétrie du conformére éclipsé.

o H/@\ / Y
/ \‘ / \ He a

/ NG C //f \ / \ G G /,‘?/ |‘,
i O ! O\( 0 !

o | |
l /;»;Z Néu 4 N

H ¢
H Hg e -
o y \@/H
conformére éclipsé conformére décalé

D’une fagon générale, les alcanes (Cnsza) ont une structure
A A

analogue : chaque angle de liaison HCH ou HCC ou CCC est égal a 109%s8°
donc chagque atome de carbone oriente ses quatre liaisons vers les sommets

d’un tétraédre régulier.

5. Le benzéne : CsHs

Module plane - les noyaux C forment un hexagone régulier et tous les
angles sont égaux a 120°
liaison C -~ C : 0,140 nm
liaison C - H : 0,109 nm

Démontrer que la distance H - H est dgale

4 la distance C - C plus la distance C - H.
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Remardgue : -

Les liaisons C~-C ne sont ni doubles {pour lesquelles
C=0C: 0,133 nm) ni simples (pour lesquelles C - C : 0,154 nm). On admet
que les 6 élecirons w appartiennent en commun aux 6 atomes de carbone. On
dit que les liaisons m sont délocalisées et on les représente par un
cercle pointillé ou par la lettre p.

En remarquant que 2x0, 133 ; 1x0,154 0,140 on pourrait ainsi

interpréter que cette liaison "intermédiaire" entre une liaison double et

une liaison simple mesure 0, 140 nm.

6. Le cyclchexane : CSH12

Ici, la chaine des carbones est fermée (CSH12 fait partie des
cyclanes, de formule générale Cgﬂm). Les angies de lialison & partir de
chaque atome de carbone sont tous égaux a 109028’. Cette géométrie
tétraédrique se retrouve chaque fois que 1'atome C engage quatre liaisons

simples avec des atomes voisins. (On a donc liaison C - C : 0,154 nm).

Pour CSH12 il existe deux conformations : 1’isomére chaise (de loin le

plusfstable) et 1’ isomére bateau.

Q

H?/H »;\\\H

forme chaise forme bateau
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CHAPITRE 8
PROBLEMES DE SYNTHESE

Principe du miroir . Probléme de minimum .

1°} Soient D une droite de 1’espace & et A un point n’ appartenant pas a D.

Déterminer 1'ensemble des points M et N de D tels que MN = 1 (1 donné) et

AM + AN minimum. A Ay éa,
Soient A et A, les points de la _fﬁ_,.“#~-n?<:*’ﬁ"’féﬁd_
paralléle 9 & 9 passant par A et M/ NN 3
= T
tels que AA1 = AA2 = 1. .
Pour tous points M et N de D tels que . N -
MN =1, ona: AM+ AN = AM + AN //L, ,
ou AM + A1M _ A/:.:' '1. £
On est ramené au probléme du “miroir". . N >
On obtient une paire unique solution : _ﬂ___ﬂ;j;,iz_gliji_,__p—a——55

AM + AN = AM + AN’ (ol N’ est le symétrique de N par rapport a I’').

AM + AN' est minimum lorsque MN = 1 etM ,A ,N° sont alignés, c’est a
dire lorsque MN =1 et AM = AN. D'o0 le résultat : (AIl) médiatrice de [MN].
Remarque:0On peut aussi utiliser les symétriques de A1 et A2 par rapport a D.

2°) Soient ﬂl et 32 deux droites non coplanaires de &, A et B deux points
de 91.
On se propose de déterminer les paires {M,N} des points de 32 vérifiant :

MN =1 (1 donnég)
1"ajre du tétraedre ABMN est minimum

&) Démontrer qu’une paire {M,N} de points de 92 vérifie ces conditions
si et seulement si : MN = 1 et d(M,ﬂl) + d(N,Q} minimum.

b) Scit T le plan perpendiculaire a 91 et passant par A. En supposant
I’existence d’un tétraeédre ABMN répondant & la question et en considérant
son projeté orthogonal sur 1, montrer que les projetés M1 et N1 de M et N
sont solutions du probléme posé .

c) Résoudre le probleme.
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a) L’aire a du tétraéedre ABMN 4 N, '593
est la somme des aires des faces : B M T
A(ABM) = % AB x d(4,D,) j :
4(ABN) = % AB x d(N,D ) | g/
T2 X 71 _ | P
A(AMN) = % MN x d(A, D)) = cte A %
‘ 4
40MNB) = 5 MN x d(B,D)) = cte /) !
P
On a d MN = 1 ssi MN = 1
n OR¢ 1 & minimun d(M,ﬁI] + d(N,@l) minimun

b) Supposons 1’existence d’un tétraédre ABMN répondant a la question
d(M,ﬁl} = AM1 et d(N,ﬂl) = ANI.
On a M1N1 = 11 (11 est fixe et ne dépend que des positions relatives de
D et D).
1 2
Donc 1’'existence d’une paire de points de Dz répondant au probléme est
équivalente a 1’existence d’une paire de points de 9; répondant au probléme
du 1°) pour 1.= lf
c) D'ol 1'existence d’un tétraédre unigque pour lequel le plan médiateur
de [M N ] contient D,
11 1
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Lignes de niveaux.

Soit ABC un triangle équilatéral d’un plan 7

1°) Soit M un point de [BCl. Démontrer que d(M, (AB)) + d(M,(AC)) = h ou
h est la hauteur du triangle ABC.

2°) En déduire que, pour tout point M intérieur au triangle ABC, on a :
d(M, (AB)) + d(M, (AC)) + d(M, (BC}) = h.

3°) Retrouver le résultat précédent par des considérations d’ aires.

4°) Soit £ 1" application de P dans R, définie par :
f{(M) = d(M, (AB)) + d{M, {AC)) + d(M, (BC}).

Déterminer les lignes de niveau de f.

A
Y
1°) Soit A la droite symétrique de (AC) 7’ 4 =
par rapport & (BC).A est paralléle a (AB) sz/ ///
donc MM_ + MM = MM_ + MM’ / 5':1* /
2 1 2 1 BJ/ Mo S
= d({AB),(AC)) = h ﬂi\? ~C
/"M;_
2°) Pour tout point M intérieur au
triangle ABC, le triangle ABC est j;ﬁk\\
équilatéral ((B1C1) // (BC)). qu;% _\Ca
Donc d(M, (AB)) + d{(M, (AC)) = AH M
et f(M) = AH + H H = AH,
1 1 a | \\C
H
3°) J(ABC) = 4(AMB) + A(AMC) + 4(BMC)
= 52 [d(M,(AB)) + d(M,(AC)) + d(M,(BC))] = L en.

4°) * On a vu que, pour tout point M intérieur a ABC, £(M) = h
* Soit M un point a l'extérieur du triangle ARC:
.a) S1 M est dans la zone 1, en considérant la droite DH paralléle & (AB)
et passant par M, on a :
(M) d(M, (AB)) + d(C,ﬂHJ)
£(M) h + 2d(®h,(AB))

h + Zd(A,DH).

]

.b) Si M est dans la zone 2, d(M,{(AC)) + d(M, (BC)) = d(A,ﬂé)
f(M} = h + 2d(A,®;).
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Notons qu’'il y a invariance par la rotation de centre G (centre du

triangle ABC) et d’angle %n.

D’ od, en pesant Lk = {M/f(M) = k}

si k<h Lk =g
si k=h Lk est 1’intérieur de ABC (frontiére comprise)

. > :
si k>h Lk est un polygone de sommets A1A23132L1L2

avec AA_ = AA = CC_=BB, =BEB_ = !g {k - h).
1 2 2 1 2 3 @ <
?\q\\ “— A M
\\
.\R
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Formule de la médiane . Sphéres.

1°) Soit ABCD un rectangle de 1’espace €. Démontrer que pour tout M de &,
MaZ + Mmc® = MB® + D

2 AC?

YMe€ MA +MC2=2M12+_2_-=2M12+_2_=MB + MD

ol I est le centre du rectangle ABCD.

2°) On considere deux sphéres .?1(0,R1}, .?2(0,R2) de méme centre O (R1<R2).
Soit P un point fixe quelconque tel que OP =d (d < Rl).
a) On considére les rectangles PAQB tels que A € 3’1, B e ?1.Béterminer
le lieu géométrique de Q.
b) On considére les rectangles PEHF tels que E ¢ 5’1, F e .?’2. Déterminer

le lieu géométrique de H.

a) * Soit Q un point répondant a A — 7@
N -
la question (e Aet B sur .9; tels ok AT l
) <
que PAQB soit un rectangle). \—H" \#\\4—/
- \‘ %
op? + 0% = 0a? + oB® P % <
. y
d’ott 0Q = VZRf - d% et Q appartient 0

a la sphére £(0, V 2Rf - d3.

* Réciproquement, scit Q un point de cette sphére :
Q est extérieur a 3’1 (0Q > R1)'
Placons nous dans le {ou un) plan {OPQ):
le cercle de diamétre [PQ] coupe le cer-
cle Qen A et soit B le 4°™ sommet du
rectangle PAQB.

On a OP% « 0Q% = 2Rf = 0A%+ OB®
d’oul B € .‘f’1.
(€, est 1’ intersection de la sphére

—j’i ek du plan (OPQ)).

b) De méme qu’au a) on démontre que le lieu de H est la sphére

200,V Rf + Rz -d%  (op®+ d® = Rf + Rz = OE® + EF°%)
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3°) Soit ¥ la sphére de centre O et de rayon R. Soit P un point vérifiant :
oP =d (d < R).

On considére 1’'ensemble des parallélépipedes rectangles ayant pour
sommet P et dont les extrémités des arétes issues de P, notées A,B,C

appartiennent a ¥.
On note A’, B’, C', Q les points diagonalement opposés & A,RB,C,P.

Déterminer les lieux gédométriques des points A’,B’,C,Q.

n appliquant les résultats du 2°) a) on trouve le lieu de A’,
(rectangle PBA’C), la sphere #(0, vV 2R® - d°) (de méme pour B’ et C’).
Pour Q, on applique les résultats du 2°) b) avec 0OC' = vV 2R® - d° et

OC = R d'eou le lieu de Q : la sphére #(0, 3R2 - 2d2L

O
g

N
|
|
i
|
T
|
V2]
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Probléme de lieu . Angle . Extrémum.
— —
Soit ABC un triangle tel que (AB,AC) =8 [2n], 0 < 8 < =.

A tout point M du segment [BC] privé des points B et C on associe les
points N et P définis par :

N e [BA) ; Pe [CA) ; BN = BM ; CP = CM.

1°) Démontrer que le centre du cercle circonscrit a MNP est fixe
lorsque M varie sur 1BC[. On note F ce point.

2°) Démontrer que les points NPFA sont cocycligues.

3°) Déterminer le lieu géométrique du centre Q du cercle NPFA lorsque
M varie.

4°) En déduire la position du point M pour lagquelle NP est minimum.

1°) Démontrons gue F est le centre du cercle inscrit au triangle ABC

Les triangles BMN et CMP sont isocéles : les médiatrices de [MN] et de
[MP] sont les bissectrices intérieures des angles de sommets B et C du
triangle ABC. F est par conséquent le centre du cercle inscrit au triangle
ABC.

2°) N,P.F,A sont cocycligues
Puisque F est le centre du cercle circonscrit au triangle MNP

—3 - - -
(FN,FP) = 2(MN, MP) [2n]
— —> —_ —
Exprimons (MN,MP) en fonction de (AB, AC):
— — — — —> —
{MN,MP} = (MN,MB) + (MC,MP) [n]
ey ey - -
Le triangle BMN étant isocéle : 2(MN,MB) = w - (BM,BN) {2n])
- — — —
De méme, le triangle CPM étant isocele : 2(MC,MP) = nm - (CP,CM) [2m]
- = —_— - - —
D’olt 2(MN,MP) = (BN,BM) + (CM,CP) {2r]
—_ — -3 )
or (BN, BM) = (BA,BC) [2n]
—y —> —_ =
et (CM,CP) = (CB,CA) [2r]
- — —3 > - -
donc 2(MN,MP} = (BA,BC) + (CB,CA) [2r]
Or dans le triangle AEBC ,on a
-3 - - — - —
(BA,BC) + (CB,CA) = w - (AC,AB) [2n]
—_ —
Donc 2(MN,MP) =1t + © [2m]
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— - - —
11 en résulte que (FN,FP) = (AB,AC) [nl]
—_ - — 3
d’ou (FN,FP} = (AN, AP) [n]

On reconnait la condition de cocyclicité des points F,A,N,P puisque

fil

les points N, A et P ne sont pas alignés en général.

Démontrons que Q est 1’image de N par une similitude fixe de centre F.
Pour cela, considérons le triangle isccéle ONF et H le milieu de [NF].

-) En utilisant le théoréme de 1l’angle inscrit
- —> - —

on a, (QN,QF) 2(AN, AF) [2n]

— —

(AR, AC) f2m]

2] [2n}

n

1i

FR _FR _ 1
FN~ ~ ZFH 2sing

-)

- —
-} Evaluons {(FN,FQ): //
N :

Dans le triangle isocéle ONF on a :
—_ — —_ —
2(FQ,FN) = n - (ON,QF) [2n]
—_ — o
soit (FQ,FN) = % -3 (m]
— — o — — n
Ce qui donne soit (FQ,FN) g -5 [2r] soit (FQ,FN) = - 5 -
- =

6
2

Or, le triangle QNF est direct puisque (ON,QF) = @ avec 0 < 8 < T par

[2n].

conséquent FON est aussl un triangle direct, ce qui implique que

INAN
(FQ,FN) admet une détermination comprise entre O et n .
. o T+ 0 @ T 8 I
< < - - - = = - = —
orsio<e <, - W <« 5 <- 3 et § < 5-35 < ;-
- — T 6 - = n
Par suite (FQ,FN) = 5 "3 (2n] et (FN,FQ) = 5 3 {2x].
En conclusion, @ est 1’image de N par la similitude s de centre F , de
rapport et d'angle de mesure . LY
e 2 2
2sin §

Le lieu de Q se déduit de celui de N par s ; le lieu de N est le segment
[BB1] ol 81 est le point de la demi-droite [BA) défini par 881 = BC, celuj
de Q est !’ image de [BB1] par s:

Posons QO = s(B) et Ql = s(BI);le point no est tel que BFQO soit un
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triangle isocéle de sommet QO, donc QOB = QOF ,ce quil prouve dque QO est le
point d’intersection des médiatrices de [BF] et de [AF].

De méme le point Ql est tel que BiFQ1 scit isocéle de sommet 91’ d’ou
Q1B1 = 91F1 ce qui prouve gue 91 est le point d’'intersection des médiatrices
de [BiF] et de [AF].

Le lieu de Q est donc le segment [Qoﬂll.

Remargques :

* Soit C1 le point de [CA) tel que CC1 =CB ; si M= B alors P = C1

donc Qo est centre du cercle circonscrit a BFCiA et puisque CB = CC1’ QO
appartient a (CF), puisque (CF) est médiatrice de [BC1]. De méme on montre
que 91 appartient a [BF] et que Q1 est le centre du cercle circonscrit a

CFBiA (si M=C, N= B1 et P = C).

* Montrons gue les peints QO et n1 appartiennent au cercle circonserit

au triangle ABC.

-) Qo est le centre du cercle circonscrit au triangle ABF, en utilisant le

théoreéeme de 1'angle inscrit on obtient
—_ — — —>
(QOB. QOF} = 2(AB, AF) [2n]

BEGIN - — - —
et, puisque (AF) est bissectrice de (AB,AC) : 2(AB,AF) = (AB, AC) [2=n]
—_— —> —_ —
d’ ol (QOB, QOF} = {AB, AC) [2n]

— — — —
donc (QOB, QOC) (AB, AC) [2r]

Le point Qo appartient au cercle circonscrit au triangle (ABC) ;plus

précisément, il appartient a 1’arc sous-tendu par la corde [BC] contenant A.

-) On montrerait de méme que Q1 appartient au cercle circonscrit a ABC.

4°) Position du point M pour que NP goit minimum

Exprimons NP en fonction de QN dans le triangle ANP.
Soit € le cercle circonscrit au triangle ANP, de centre Q et N1 le

point diamétralement opposé & N sur .

A A A
(fig.2) -) Si BNC est aigu, 0 < 8 < ’2—’- , NNP =6 et NP=20Nsin®
A —_—
(fig.3) -) Si BAL est obtus, g< o <m (NN, NP) sm+a i2nl
A
on a alors gn <1t + 6 <2n d’ ol mes NNlP =2r - (m+8) =@~ 8
et NP = 20N sin(m - 8) = 20N sin @

N n
) 8i BAC est droit, @ = 5 NP = 20N.
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Dans tous les cas NP = 20N sin 6 et QN = QF ; par conséquent NP est
minimum =i et seulement si OQF est minimum et ceci est réalisé si et
seulement si Q est le milieu O de [AF].

Le cercle de diamétre [AF] coupe [AB] en N, et [AC] en P, tels que
A A
FN A = FP A = 90°,
o 0

N0 et Posont les projetés orthogonaux de F sur [AB] et [AC] et Mo est

le point de [BC] tel que BMO = BN0 , ﬂo est donc le projeté orthogonal de F

sur [BC].
Remargque :
La 4éme question peut étre traitée sans utiliser Q. Si 1’on utilise la
relation .2 o 2R (actuellement hors programme), pour le triangle MNP,
— —

alors NP = 2MF |{sin(MN,MP}| est minimal pour MF minimal.

-
! / //;// T
/ / \\\ | %L 452
N &v/‘ _f%fp
N K
\\\V /,//
\‘_,_,——’/
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Probléeme de construction.

Construire un tétraadre ABCD connaissant les milieux P,Q,R,S de quatre

des six arétes.
On pourra envisager le cas out P,Q,R,S sont coplanaires puls le cas ou

P,Q,R,S ne sont pas coplanaires.

Pour tout tétraédre ABCD, notons I,J,K,L,M,N les milieux des arétes ;
il y a C: = 15 possibilités de les
grouper par quatre.

1JKL, LMJN, IMKN sont des
parallélogrammes (deux points sont pris
sur une face de ABCD, deux autres points

sur une autre face)

Pour tout autre des 12 quadruplets
restants, les points ne sont pas coplanaires (trois points seront pris

sur une méme face de ABCD).

1°) Supposons P.Q,R,S coplanairesg
* GSoit ABCD un tétraédre répondant 2 la question. Il est alors

nécessaire gue P,Q,R.S soit un parallélogramme (& 1’ordre des lettres
prés).

® Supposons que P,Q,R,53 solt un
parallélogramme.

Soit A un peint gquelconque hors du
plan (PQRS) ; construisons les points
B,C,.D tels que :
sp[A) =B, sQ(A) =C et sR(C) = D.

- =, =
On a donc SR = PQ = 5 BC d’ou S milieu de [BD].
Remarque :
On pourrait, en utilisant les propriétés des homothéties -

translations, démontrer que s o s = s os_=t d’'oll . 0s _0s_=¢5
@ P R S e R 0 P

5
et SS(D) =B .

Il y a donc une infinité de solutions,

125



2°) Supposons P,0.R.S non coplanaires

(Nécessairement trois points appartiennent a une méme face).
Les points P,Q,R étant donnés, on construit d’une fagon unique (a

1’ordre preés) les points A,B,C tels que:
- =2 -

BR=RC=PQ et A= s, (B) = SQ(C)'

On peut alors choisir D = ss(C) (ou SS(B)).

D’aprés le préliminaire, il y a 12 solutions (& l'ordre preés).
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Tangentes & une parabole et similitudes.

1°) Soit une droite D, un point F n’appartenant pas D et S, une similitude
de centre F. Démontrer que, lorsque M décrit D, la droite (M SF(M)) reste
tangente & une parabole (de foyer F) & préciser.

(On rappelle qu’une droite (D) est tangente & une parabole de foyer F
et de directrice (A) si et seulement si le symétrique de F par rapport a (D}

appartient & (A)).

Soit K le projeté de F sur 2.

K—K’ . . s
On a s, {#~+M’ : donc i1 existe une similitude sF {de centre F)
telle que { Sr (X) = M (similitudes croisées).

s. (X') = M

D' ol s;(L) = 1", ot L et L’ sont les projetés de F sur (KK') et sur
(MM’ ) {conservation de 1’ orthogonalité) et s;(I) =1, oo I et I’ sont les
symétriques de F par rapport & (KK') et & (MM }.

Il existe donc une similitude s; {de centre F} telle que
{ s, (M) = I

s; (K =1

On en conclut que le lieu de I' est 1'image de D par s, puisque cette

droite sp < P > = (II') est fixe, la droite (MM') reste tangente a la

parabole P de foyer F et de directrice (II’).

Remarques :
* (KK') est la tangente au sommet donc s; (L) = L' ¢ (KK') et, puisque
K,K’' et L sont alignés, leurs images (par s; ) M, M et L’ sont alignées.
* le point de contact de (MM’} avec P est L" = s; (L)
|




2°) Soit P une parabole de foyer F et de directrice (4).

a) Démontrer qu’ il existe au plus deux tangentes a P issues d’un point
M du plan.

b} Soit 91 et 502 deux tangentes 4 P en M1 et Mz' Démontrer qu’ il existe
une similitude directe unique de centre F, notée s, vérifiant s(@l) = 332.

En déduire que, pour tout point M de fDl, la droite (M s(M)) reste
tangente a P.

c) Réciproquement, démontrer que toute tangente a P est du type

précédent.

a) Supposons gqu'll existe trois tangentes a P issues de M ; les
projetés F‘1, Fz’ F3 de F sur ces trois droites seraient alignés (puisque
leurs images par Hom(F,2) sont sur la directrice). Or ils appartiennent au

cercle de diameétre [FM].

b) S’il1 existe une similitude s vérifiant s < ‘Dl> = ?)2, 1'image par s de
Fz’ projeté de F sur ‘I)I, est le peoint F2, projeté de F sur 502 (F1 # Fz).
La similitude de centre F transformant Fl en F‘2 répond a la question.
D’aprés 1°}, la droite (M s(M)) reste tangente A une parabole ?’de
foyer F dont deux tangentes sont ‘Dl et 92 (en effet si Q est le point
d’ intersection de D et D, alors (@ s(@)) = D et (s7(Q) @) = D). Or, il
n'existe qu’une parabole de foyer F admettant deux droites sécantes pour
tangentes, celle dont la directrice passe par les symétriques de F par

rappert aux deux droites. On en conclut que P’ = P,

¢) Soit une tangente T &4 P, T # ‘Dl et {Q} =T n fDl et 5 la similitude

de centre F telle que s < 501 >=T, Onaalors T = (Q s(Q)).
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Géométrie dans 1’espace.

Soit ABC un triangle d’un plan ? de 1’ espace §&.

On considére les sphéres ?1, ?2, 93 de diamétres respectifs [AB], [BC]
[AC] . Le but du probléme est de déterminer une condition nécessaire et
suffisante pour gue :

Y n¥ n¥ =o
1 2 3

A). On note ® 1’ intersection de ?1 et de Ya.
1°) Quelle est la nature de ¥ ? Déterminer 1’ intersection de H et de P.
2°) a) On suppose qu’il existe M dans ?1 n ?2 fa ?3. Caractériser son
projeté orthogonal sur P par rapport au triangle ABC.
b) Déduire de a) une condition nécessaire sur le triangle ABC pour
que ?1 s} ?2 n ?3 ® 2.
c¢) Démontrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que

?1 al Yz n ?3 # @ est que ABC ait tous ses angles aigus (acutangle).

B). Retrouver le résultat de la partie A} en utilisant les propriétés du

produit scalaire et du résultat suivant & justifier :
—_ - = -
?1 n ?2 n ?3 ={Me &/ MAMB =MB.MC = MA.MC = O}

C). Déterminer un cube tel que les droites lissues d’un méme sommet et

contenant des arétes passent par trois points donnés A, B, C.

Indications
A) 1°). R est le cercle de diamétre [BB’] (B’ pied de la hauteur issue de B
dans ABC)situé dane le  plan perpendiculaire a P passant par B .
L’intersection de X et de ? est {B,B'}.
(P est un plan de symétrie pour ?1 et ?2, donc pour H .
2°). a) Supposons l’'existence de M dans ?1 n Yz n ?3,
Soit p la projection orthogonale sur 7 :
ona p(M) e [BB'] ; p(M) € [CC’] ; p(M) e [AA'] (A° et C’ pleds des
hauteurs issues de A et de B dans ABC)
Donc p{M) est 1’'orthocentre de ABC (remarquons que p{M) est intérieur au
triangle ABC) .
b} Donc pour que M soit dans ?1 n ?2 n ?3, il est nécessalre que les
angles de ABC soient aigus. (Si 1’un des angles est droit, 1’orthocentre est

le sommet correspondant).
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c} Réciproquement, soit un triangle ABC ayant tous ses angles aigus et H
son corthocentre.
La perpendiculzire au plan P en H coupe ¥ en deux points Ml et M2 (puisque H

appartient 4 [BB']) qui sont symétriques par rapport a ?.

* Si ABC esgt rectangle en B, M1 = M2 =B et ?1 N ?2 fal ?3 contient B.
* Si1 ABC n’est pas rectangle Mlt A, M1¢ B et M1 # C ; montrons que M1
appartient a ?3 :
(M A) L (MB) (M &%)
d’autre part le plan MIHA' est perpendiculaire & (BC), donc
(AM ) L (BC) d’ou (M A) L (M BC)
et (M A) L (MC).

On en conclut qu'une condition nécessaire et suffisante pour que

?1 N ?2 N ?3 ne seit pas vide est que le triangle ABC soit acutangle ; on a

alors ¥ n¥ n¥ ={M ; M_}.
1 2 3 1 2

—_
B). * Yi ={Me &/ MA.MB = (O}
— s T
* Pour tout point M de & et K = p(M), MA.MB = MK~ + KA.KB
, T
MK™ + KALKB = 0
, T
*MePNPNn¥ ssi J] MK + KB.XC = 0 (%)
1 Y2 73 .,
MK™ + KC.LXKA =0
LK = pM)
2 02 — —
ME' % KAKB =0 MK® + KA.KB = O
() & Eﬁ'gg =0 (2) ¢ { K orthocentre de ABC
KC.AB =0
K = p(M) K = p(M)
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On en conclut gqu’il existe un point M de ?1 f 92 n ?3 ssi son projeté
K orthocentre de ABC

orthogonal K vérifie 0 — —>
MK™ = - KA.KB

o
D’oit M existe ssi l’orthocentre K du triangle ABC vérifie KA.KB £ O.

— = — —
Or KA.XB =C'A.C’B
—_ = — —
KB.KC = A’B.A’C
) =y ey ——>
et XKC.XA = B'C.B’A
—_ —
Dot KA.KB < O scutvaut 4 | K intérieur au triangle ARC
K orthocentre de AEC ! K orthocentre de ARC

On retrouve bien la conditioen trouvée au A).
C). Une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme soit

possible est que le triangle ABC soit acutangle (ou rectangle).

Dans ce cas, le sommet (du cube) cherché est un point de ?1 n ?2 n ?3.
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Lieux. Rotation vectorielle.

Dans le plan orienté, on considére 1'ensemble H des parallélogrammes

AMPN vérifiant :

Adonné ; AM=1; AN =k o1 1 et k sont deux réels positifs donnés
(k > 1).
1°). Déterminer les lieux des points M,N,P.
2°). Soit un parallélogramme AMPN de ¥ ; on associe alors les points Q et R
(P) ; R = Rot (P) ot 8 est un réel donné (6 # 2nm).

N, -0 M, 8
a) Démontrer que R est 1’ image de Q dans une rotation fixe que 1’on

tels que Q = Rot

précisera.

b) Déterminer les lieux de Q et de R.

1°) Soit AMPN un parallélogramme de ¥

* Le lieu de M est le cercle €1 = 6(A, 1)
* le lieu de N est le cercle 62 = §{A, k)
* Lieu de P :
On a k - 1 < AP < k + 1 (en considérant que AMP est un "vrai®
triangle).

Réciproquement, soit un peint P de la couronne circulaire "ouverte"

délimitée par les cercles €(A,k - 1) et G(A,k + 1).

Le cercle de centre P et de rayon 1
coupe ﬁz en deux points N1 et N2 :
(puisque k = 1 < AP < k + 1) ;la paralléle
A (PNx) passant par A coupe ?1 en deux
points M et M_ :

1 2
1’un des deux répond & la question

pour N1 (1’autre convient pour NZL

Donc le lieu de P est la couronne circulalire © délimifée par les

cercles B(A, k - 1) et G(A, k + 1},
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2°)} a) Notons r. la rotation vectorielle d’angle 6.

2
T —
AQ = AN + NQ = AN + r__ (NP) N
-y — 6 —_ - //,////

= AN + T g (AM) (puisque AM = NP) _f,//

-5 o = — - ~C7Te
Or AR = AM + MR = AM + g ( AN) A\\\ T

- e —> — \%
d'ot r. (AQ) = r_ (AN) + AM = AR Nl L -~
=) e M —— IR

R est donc 1’image de Q par la rotation de centre A et d'angle 8.

b) Soit AMPN un parallélogramme de ¥ ; puisque P appartient 2 %, le
peint Q aussi, donc le parallélogramme AQ'QN est ¢élément de 1.
(NP = NQ =1donc k - 1< AQ <k + 1).

On en déduit que le lieu de Q est celui de P ; il en est de méme pour R.
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Couronne circulaire.

Soit @1 et @2 deux cercles de centres respectifs O1 et 02, de rayons R1
et Rz'
On note m 1’ ensemble des parallélogrammes ABCD tels que :

A et D appartiennent a El, BetCa €2.

Le but de 1’exercice est de déterminer le lieu ¥ des centres des
parallélogrammes de .
1°) Démontrer que M appartient 4 H si et seulement si

|R-R|]<OM <R +R, ou M = Hom{ol,z)(M)=SM(01).

2°) Déterminer ¥ .

SM(A) =C ; SM(D) = B
1°). M est centre d'un parallélogramme ABCD de w ssi <A € %’1 : D e %’1
Cet® ; Bek®
2 2

ssi < €1 >n ?2 = {B,C}

SM

Or SM < ?1 > est le cercle de centre M’ = SM (01) et de rayon R1 et

S, < € > et §_ sont sécants en deux points ssi |R, -~ R | < MO_ <R + R.
M 1 2 2 1 2 1 2

2°). Soit O le milieu de [01021
D’aprés le 1°), M appartient & H ssi |R2 -R | < O2 M < R, + R,

Donc # est la couronne circulaire

délimitée par les cercles de centre

R.-R R +R
Q et de rayons 1—375——1] et "E_E__l
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Quadrangle orthocentrique. Application vectorielle.

Soit deux points distincts B et C de 1’ espace 8.
On note ?1 et ?2 les plans perpendiculaires 4 (BC) en B et en C.
Pour tout point M de (BC)U?1U?2 on pose f{M)=M.
Pour tout point M n’appartenant pas & (BC)U?lu?2 on associe le peoint f{M)
orthocentre du triangle MBC.
1°}) Démontrer que 1’application f ainsi définie est involutive. En
déduire que f est bijective.
2°) Déterminer 1’ensemble ¢ des points de & invariants par f.
3°) Est-il possible de définir 1’application vectorielle associde 4 £ 7
4°) Déterminer 1'ensemble H des points de & pour lesquels f(M) est

intérieur au triangle BC.

1°) Notons D = (BC)U?iu?2

* Si M appartient a D ,f(M) = M.

* 81 M n'appartient pas a4 9 ,posons f(M) = M":
* si M= M, on a bien fof (M) = M

* si M # M, puisque (BC) L (MM') et (MC) L (BM') , M est
1'orthocentre de M'BC d’olt fof(M) = M.
L’application f est bien involutive et par suite f = £t

2°) * On a évidemment D ¢ &
* S1 M n’appartient pas a D,alors

M est invariant par f ssi M est 1’orthocentre de MBC
- =
ssi MB L MC

ssi M appartient a la sphére ¥ de diamétre [BC].
En résumé § = (BC)Y U ?1 8] ?2 u #.

3°) Pour définir une application vectorielle associée a f, il est
>
nécessaire que, pour tout vecteur U de représentants (M,N) et (P,Q) on ait

5

FOMEN) = £(P)FQ).
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- —
Soit M un point de ¥ (M = B) et N le point de & tel que MN = BC.
_— — y > e
On a F(BIF(C) = BC et F(M)E(N) = MF(N) -
—_  —
Or N g ¥ donc f(N) # N et BC # MF(N) ;

on ne peut donc pas définir une

application vectorielle associ¢e a f.

4°) Soit T, {resp. nz} le demi-espace ouvert contenant C (resp. B)

et de frontiére ?1 (resp. ?2).

* 0n a ¥ ¢ L N, de plus, si M appartient 4 H, M est extérieur 2

la sphére ¥ {(sinon M = 90°).

* Réciproquement, si M e LI SN ext ¥, M e H.

— — —_ -3
Remarque X ={ Me & BC.BM>0 , MB.MC > 0, CB.CM > 0}
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Construction de carrés.

1°) Soit une rotation r d’angle g {ou - g ) et deux droites 91 et Da

paralleles.

Que peut-on dire des droites r < @1 > et r < ®2 > 7 Quelle est la

figure obtenue 7

2°) Soit gquatre points distincts non alignés A,B,C,D.
a) Construire un carré PQRS tel que
Ae (PQ) ; Be (QR) ; Ce (RS) ; D e {(5P).

Combien de carrés est—il possible de construire en général ?

b) Déterminer une

gqu’ il

1°)

condition nécessaire et

suffisante pour

soit possible de construire une infinité de carrés.

Les droites r < Dl > et r < wé > sont paralléles, perpendiculaires

a 91 et & ﬂz. Les quatre points d'intersection sont les sommets d’un carré.

2°) a)*® Analyse :
supposons de plus PSRQ direct.

//,04 A\

Soit un carré PQRS répondant aux conditions posées

Soit T, la rotation d’angle %
tg r, (A) = B.
Soit r, la rotation d’angle - ’2—‘

tq r, (A) =B .
r et r, transforment (PQ) en (QR).
Notons C =r {(C) et C_=r (C) ;
1 1 2 2

. a une droite A
perpendiculaire a  (RS) et la
distance de cette droite A & (QR) est
égale & la distance de {(PQ) a (RS)

c appartient

donc C1 appartient & (PS) ou a la droite symétrique de (PS) par rapport a

(QR}.

Dans le cas ou C, n'appartient pas a (PS), alors C, appartient a {PS).
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* Synthése :
Soit A,B,C,D quatre points distincts non alignés, T, et r, les
rotations d’angle ; et - g transformant A en B et C1 = rl(C), C2 = rz(C).

* 8i C1 # D et C2 # D, la droite (PS) est soit (DCI), soit (DCz), on
construit alors la droite perpendiculaire a (DCi) passant par C, on obtient
S puls P et Q en prenant les droites passant par A et B et perpendiculaires
aux précédentes. FQRS est bien un carré (rl(PQ) = (QR) et PI(SR) = (SPJ)).

¥ Gi C1 = I on a donc PI(A] = B et ri(C) =D, ce qui est équivalent &
SENATIN -
AC = BD et (AC,BD) = .
D’aprés la question 1°), on en conclut qu'on peut prendre n'importe
quelle drolite A passant par A.
La figure A, r (A), A’', r (A') (A’ paralléle & A passant par C) forme
un carré dont les cétés contiennent A,B,C,D.

A

b} D’'apras la gquestion précédente,il ¥ & en général deux
solutions, la droite (PS} étant soit (DC1) soit (Dcz}.
Si D= C1 ouD = C2, nous avans vu qu'il y avait une infinité de soluticns.
Dans le dernier cas o D ,C1 et C2 sont alignés avec D = C1 et D = Cz,il n'y
a pas de solution.

Remarquons que D=C, ouD=C, ssiAC = BD et (AC)L(BD)

D, C etC, alignés ,D#C et D=C_ ssi AC # BD et (AC)-L(RD).

En conclusion ,il y a une infinité de solutions lorsque les

droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires et AC = BD .
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MOTS CLES :
Mathématiques
Géométrie
Analyse-synthése
Lieux géométriques
Constructions géométriques
Configurations
Barycentres
Isométries
Similitudes
Angles
Espace

RESUME : .

Ce fascicule propose des exercices qui devraient permettre aux ¢leves de progresser
en géométrie. i
11 est destiné aux classes scientifiques de premire et terminale (C,D,E).
Les principaux thémes traités :

* Méthodes de raisonnement

* Configurations du plan et de I'espace

* Barycentres

* Angles

* Translations-Homothéties-Symétries-Rotations

* Similitudes

* Espace

* Géométrie en Terminale D . . !
T recouvre la plus grande partie du programme de "géométrie pure”.
Le dernier chapitre fournit des probiémes plus intéressants.
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