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AVERTISSEMENT

QOBJECTIF
La présentation des "angles et rotations" décrite dans cette brochure

a été expérimentée en classe de 1° S ; elle prend en compte les

constructions a la régle et au compas, et les manipulations du rapporteur

déja plus ou moins bilen connues des éléves.

"Elle a pour objebtif de mettre en évidence les résultats importants en

tant qu’outils de résolution de problémes. Ce sont :

* La distinction entre angles de secteurs angulaires et angles de
couples de demi-droites (ou angles de rotation).

* Le calcul angulaire, introduit sans utiliser les "mesures" de chaque

angle et les relations entre les deux notions ; les analogies et les

- différences de fonctionnement entre le calcul angulaire et le calcul

vectoriel.

* Le fait qu’une rotation est la composée de deux réflexions.

* L’expression angulaire de l'alignement ou de la cocyclicits. et

1’utilisation des angles et des longueurs pour exprimer 1’é&galité
vectorielle ocu la colinédarité,

* L'effet des différentes transformations sur les angles et leur

~utilisation dans le calcul angulaire.

DEMARCHE

_ La démarche que nous avons suivie repose essentiellement sur la
propriété suivante :
Propriété des angles

Etant donné quatre pointé A,B,CD
d'un cercle I' de centre 0, les

phrases suivantes sont équivalentes:




a) 1'angle de la demi-droite {OB) aveec la demi-droite [QA) est le
méme cque celui de la demi-droite [OD) avec la demi-droite [(OC) ; ce
qu’on écrit, en utilisant des'vecteurs directeurs des demi—@roites

=t =N
(0A,0B) = (OC,0CD).

b) la rotation de centre 0 qui transforme [0A) en [OB) transforme
[OC) en [OD).

c) les demi-droites [DA), [OD) d’une part, et les demi-droites [OR),
[OC) d’autre part, ont méme axe de symétrie A. Cela peut se dire

aussl : les segments [AD] et [BC] ont la méme médiatrice™ A.

SO NN SRANN
d) (0A,0D) = (0A,0B) + (0A,OC)
ou
A AL A
—_ = —_— —_ -

(0B,0C) = (OB,0A) + (0OB,0D) ete.

Cette propriété présente une grande analogie avec la propriété
relative aux vecteurs et aux translations rappelée ci-dessous. Le passage
des vecteurs aux angles se falt en remplagant les points par des
demi-drbites et le milieu d'un bipeint par 1'axe de symétrie de deux

demi-droites de méme origine.
Propriété relative aux vecteurs
Etant donné quatre points A, B,

C, D du plan, les phrases
suivantes sont équivalentes :

*St 1'mn de ces seguents est réduit A un  point, il faut remplacer la

médiatrice du segment [XX] par le diamétre de I' passant par le point X.

a) le bipoint (A,B) et le bipoint (C,D) représentent le méme vecteur,
—_ =
ce qu'on écrit ;: AB = CD,

b) la translation qui transforme A en B, transforme C en D.

c) les segments {AD] et [BC] ont méme milieu I.

- = - - =
d) AD = AB + AC ou BC = BA + BD etec.

CONCEPTION
Cette brochure présente la progression établie au cours de trois

années d’enseignement en premiére S.

Certains exercices présentés en cours de chapitre font partie de cette
progression. Par contre les exercices placés a la fin de la plupart des
chapitres sont destinés A faire manipuler les notlons qui viennent d’étre
introduites (blen évidemment certains d’entre eux peuvent étre traités plus
rapidement &4 1'aide de notions plus élaborées). Ils constituent des
exemples et n'ont aucun caractére d’exhaustivité (ainsi il n'y a pas

d’exercice sur la droite de Simpson...).

Le chapitre XV est destiné & faire une mise au point sur les notions
introduites et a4 les replacer dans leur environnement mathématique et
gcolaire. Son contenu peut étre éventuellement abordé plus tét (a partir
du chapitre VII) ; il convient alors d’adapter les notations des chapitres
ultérieurs.




CHAPITRE I

CONSTRUCTIONS VUES EN PREMER CYCLE

I-1 Construction 4'un secteur angulaire de méme angle qu’un secteur donné

Le secteur BAC étant donné tel que AB = AC, construire, & partir de la

demi-droite [DP) donnde, un secteur ayant méme angle que le secteur donné.

figure 1 figure 2

On trace le cercle T de centre 0, de méme rayen que le cercle de
centre A passant par B et C. Ce cercle T coupe la demi-droite [DP) en E.

On trace le cercle de centre E, de rayon BC, qui coupe T en Flet Fa‘

Chaque demi~droite [DF1) et [DF2) définit avec la demi-droite [DP) un
secteur angulaire salllant (comme le secteur donné) de méme angle que le
secteur BAC.

I-1.2 Utilisation du rapporteur semi-circulaire

Les rapporteurs usuels

comportent {(généralement) deux
graduations: 1l'une extérieure, que
nous noterohs G, 1’autre intérieure

que nous noterons g.

al




On peut contrdéler ou remplacer la construction au

compas par la
manipulation suivante :

figure 1 figure 2.1

figure 2.2

On place le rapporteur sur la premiere figure de telle sorte que le
..centr‘e soit en A et gque la demi-dreite [AB) passe par le zéro d’une
graduation (celle pour laguelle la demi-droite [AC) est située dans le
demi-plan du rapporteur - dans notre exemple la graduation intérieure g) et
on 1lit le nombre k permettant de repérer la demi-droite [AC) (ici k = 40).
On place ensuite le rapporteur sur la deuxiéme figure, centré en D de
maniére que la demi-droite [DP) passe par le zéro de 1’une ou l’autre des
graduations., La demi-droite d’origine D repérée par k convient (ici c’est
{DFl) qui correspond & g et [DFZ) qui correspoend & G).

I-1.3 La manipulation que nous venons d’'évoquer permet de distinguer entre

les deux sclutions obtenues par la construction au compas ; elle donne en
fait une réponse au probléme suivant.

I-2 Construction d’une demi-droite dans une position donnée relativement a
une demi-droite donnée.

dvec les mémes donndes que plus haut, construire la demi-droite [DF)
dont la pasition*relativement 4 la demi droite [DP) est la méme que
la position de la demi-droite [AC) relativement 3 la demi-droite [AB).
C’est-a~dire telles que, par glissement, on puisse superposer le calque du
dessin du couple des demi-droites d’origine A au dessin du couple des
demi-droites d’origine D.

I-2.1 Cela revient & choisir entre les demi-droites [DF'i) et [DFz_)
construites précédemment. '

* .
Les Grecs aurajent dit : "tel que [DF) soit & {DP) ce que [AC) est & [AB)".

Dans la construction au compas, ce choix ne peut se faire qu’a 1l'ceil :

on tourne dans le méme sens pour aller de [AB) a {AC) et pour aller de [DP)
a [DFx)'

Avec le rapporteur usuel, chacun des deux sens est matérialisé par une
graduation et la réponse est obtenue en utilisant la méme graduation pour
les deux figures. Mais, pour une figure donnée, 1’une des deux graduations
seulement convient et c’est la manipulation qui permet de savoir laquelle.

I1 existe un autre type de rapporteur, présenté ci-dessous, qui
supprime toute hésitation. '

I-2.2 Utilisation 4’un rapporteur Circulaire
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On place ce rapporteur sur la premiére figure de telle sorte que A
»
soit au centre et que g{[AB)) = 0 ; on 1lit alors g([AC)). Puis, on place le

rapporteur sur la deuxiéme figure de telle sorte que D soit au centre et
que g([DP)) = 0. On a alors g([DF'I)) = g([AC)).

*.on notera g{[AB})) ou pius simplement g(B) le nombre permettant de repérer

la demi-dreite [AB),

le centre du rapporteur étant en A




I-3 Remarques

I-3.1 Par translation on peut se ramener au cas oU D est en A. Dans les
deux procédures décrites ci-dessus, la manipulation revient alors a faire

tourner le rapporteur autour de A.

I-3.2 Dans le cas du rapporteur circulaire, et dans ce cas seulement, on

peut procéder autrement : on centre le rapporteur en A et on le fixe dans

une positioh quelconque ; on lit g(B), g{C) ; on calcule k = g(C) - g(B).
Par exemple : g{B) = 100 g(C) = 40 , d’ou k = B0. Puis,

Si on lit g(P)} = 180
le point F‘1 sera tel que
g(Fl) = g(P) + k
(st le zéro est extérieur au
secteur saillant PDFl)

ou
Si on lit g(P) = 330
le point F‘1 sera tel que
g(Fl) = g(P) + k - 380
{si le zéro appartient au

secteur saillant PDF1)

Selon le choix de la position du zéro, les différences g(C} - g{B) et
g(FI) - g(P) sont, soit le méme nombre, soit des nombres dont 1’écart est
de 360. Ces nombres sont des mesures possibles en degrés de l'angle de [AB)
a4 [AC), qui est aussi 1l’angle de [AP) a [AF1)‘

I-3.3 Les deux problémes I-1 et I-2 que nous venons de veoir font référence
a4 des notions d’angle différentes : dans le premier il s’agit d’angle de
secteurs, dans le deuxiéme il s’agit d'angle de couples de demi-~droites. Le

changement de type de rapportesur permet de mieux marduer cette différence.

I-3.4 L’objectif des chapitres suivants est de substituer & l’utilisation
du rapporteur circulaire une construction & la régle et au compas
permettant de donner un statut théorique & la notion d’angle de coupleé.de
demi-droites . '

* Nous préférons. le vocable "angle de couples A “angle orients", pour des

ralsons exposées dans le dernier chapitre.

CHAPITRE 1I

VErs LES ANGLES DE COUPLES

II-1 Probléme

Pour aboutir & 1la notion d’angle de couples de demi-droites (les
demi-droites étant tout d’abord de méme origine), nous devons résoudre le
probléme suivant : _

Etant donné trois demi-droites 81, 62, 63 d’origine 0O, ccnstruife la
demi-droite 6&, d’origine O, telle que la position de 64 par rapport a 63
soit la méme que celle de 62 par rapport i 51. (voir 1.2)

(On dira aussi : telle que l’angle de 53 A 64 solt le méme que 1’angle
de 61 a 62).

Les constructions faites précédemment, de méme que la manipulation du
rapporteur circulaire, nous conduisent a définir chaque demi-droite a
1’aide de son point d’intersection avec un cercle de référence , de centre
0, et de rayon arbitrairement choisi mais fixé une fois pour toutes.

Si m, m, m 3, &

2 3’ 2’ T3 4
avec ce cercle , les constructions rappelées montrent que nécessairement

m, sont les points d’intersection de 61, 8
les cordes [m1m21 et [m3m4] ont méme longueur.

Nous allons étudier cette situation dans treis  exercices
prélininaires.

IT-2 Exercices préliminaires

11-2.1 Premier exercice
Etant donnés un cercle T de centr2 Q, de rayon R = 3 ¢m et un point 1

distinct de O et intérieur au cercle, construire la (ou les) corde(s) [MN]
ayant I pour milieu.

S1 [MN] est une corde répondant
a4 la question, c'est & dire ayant
I pour milieu, on doit avoir :

IM = IN , ¢’est-a-dire que I doit
appartenir 2 la médlatrice du
segment [MN]




De plus, M et N étant des points de I', O appartient a2 la médiatrice du
segment [MN]

11 en résulte que la médiatrice du segment [MN] est la droite (OI),
c’est~a-dire la perpendiculaire & [MN] en son milieu I.

Comme 1l n’existe qﬁ’une seule droite passant par un point et
perpendiculaire & une droite donnée, on ne peut construire qu’une seule
corde [MN] ayant I pour milieu, celle obtenue en tragant par I la
perpendiculaire & la droite (OI).

Calcul de MN, connaissant Ol = ¢ (avec & < R).
Le triangle OIM est rectangle en I, donc MIZ = OM° - 0I% = R - £

d’ou MN = 2 vV R%- £2

Réciproquement, si MN = d est denné, on peut calculer OI :

2 2
or? =-0M2-M12=Ra—§ dou Ol = R? - i—

I11-2.2 Deuxiéme exercice

Etant donné le cercle ' de centre 0 et de rayon R, deux cordes
[AB] et [CD] de méme longueur 4 et de milieux respectifs 1 et J et
la médiatrice A du segment [1J],

soit des segments [AC] et [BDI]
soit des segments [AD] et [BC]

La médiatrice A du segment [lJ] passe par O ; on a en effet :

montrer qﬁe A est la médiatrice {

A
e ce qui entraine que : 0I =/ R® - ¢
QA=0B=1R qu que : i
et . .
CD =4d ) 2 _d
OC =0D =R } ce qui entraine que : OJ =/ R i

Il en résulte que O = OJ et que 4 est un diameétre du cercle T.

La réflexion S, par rapport & A transforme I en J et conserve le

cercle I' ; notons A' '1’image de A et B’ 1’1mage de B par s,. Comme dans une

, A
réflexion, 1’image du milieu d’un segment est le milieu du segment image, J

est le milleu du segment {A’B’], corde du cercle T.

% Dans le cas od 1l’un de ces seqments seraft reéduit A wm  point X, il
faudrait, iel et dans touts la suite, remplacer "nédiatrice du segment
{XX]" par “"diamétre passant par le point X",

10

Or on a vu dans l’exercice précédent qu’il n’existe gu’une seule corde
du cercle ayant J pour milieu.

Conclusion : les segments [CD] et [A’B’] sont confondus.

La corde [AB] étant donnée, on a quatfe cas de figures :

1} Les cordes [AB] et [CD] ne sont pas sécantes

Configuration (1) Configuration (2)
A | A
¢ D

SA %A

A— C A —— D
B B
B «~—= D B——C
A est - ol A est
D A :

A médiatrice , médiatrice
de [AC] et (BD] de [AD] et {BC]

(ACDB) est un trapéze isocéle
2) Les cordes [AB] et [CD] sont sécantes
Conf'iguration (1’)

{ADCB) est un trapéze isoceéle

Configuration (2')

mémes mémes
résultats résultats
que (1) que (2}

(ABCD) est un trapeze isocéle {ADBC) est un trapéze isocale

I1-2.3 Iroisiéme exercice

4 1*aide du rapporteur circulaire, comparer les ﬁesures de 1'angle de
[OA) & [OB) et de 1’angle de [OC) a [OD). Pour cela :

Placer sur un cercle de centre 0, de rayon 5,5 cm, deux cordes [AB] et
(CD] de longueurs égales & 9,8 cm.

Lire les nombres g(A), g(B), g{(C), g{D).

Calculer g(B) - g(A) puis g(D) - g(C)

Comparer les résultats obtenus.

11




Quatre types de situations différentes sont repérés par les éléves : Situation 3 -

A
Situation 1 A
‘ g(A) = 57

g(B) = 180
g(C) = 275

g(Aa) = 70 g(D) = 38

g(B) = 188

g(C) = 51

g(D) = 286 o
g(B) - g(A) = 123 résultats
g{D) = g{C) = =237{ teis que

lewr différence

o g{B) ~ g(A) = 125 } résultats solt égale & 380°

g(D) - g(C) = 235 tels que

la somme solt édgale & 350°
méme chose
avec cette
configuration

méme chose
avec cetie
configuration 3

Situation 4

g{A} = 10
g(B) = 133
(A) = 12 g(C) = 227
g(B) = 138 g(D) = 350
- g(C} = 346
g(D) = 223 7
g(B) = g(A) = 123 | résultats
giD) - g(C) = 123 égaux
g(B) = g(A) = 123 | résuitats
g(D) - g(C) = = 123[ opposés A .
TS
méme chose
avec cette
méme- ch::e configuration c
avec cette
configuratlion

13




On peut remarquer que :

* rasultats opposés et résultats dont la somme est 380 correspondent a

la méme configuration (1) ou (1'), c’est a dire celle ou : S,

*résultats égaux et résultats dont la différence est 360 correspondent

3 la méme configuration (2) ou (2'), c'est & dire celle ou : Sy
A —— D

B ——C

14

CHAPITRE III

Les AncLes DE CoupLes DE Dem-DROITES ou DE VECTEURS

III-1 Les conséquences du chapitre II

III-1.1. Dans la configuration (1), pour laquelle A est la médiatrice des
segments [AC] et [BD], ce sont les couples ([QA)}, [CB)) et ([OD), [GC)) qui

donnent le méme angle.

III-1.2. Dans la configuration (2), pour léquelle A est la médiatrice des
segments [AD] et [BC], ce sont les couples ([0A), [OB)) et ({CC), [QOD)} qui
donnent le méme angle.

ITI-1.3. Inversement, si M, N, P, Q sont quatre points du cercle C tels que
les couples ([OM), [ON)) et ([OP), [OQ)) donnent le méme angle, alors les
cordes [MN] et [PQ] ont la méme longueur, et les segments [MQ] et [NP] ont

le méme axe de symétrie passant par O.

ITI-1.4 On a ainsi vérifié graphiquement 1’équivalence entre la congruence
modulo 360 des mesures au rapporteur, et l’'existence d’'une réflexion

conservant la figure, pour laquelle la premiére demi-droite nommée

'correspond a la quatriéme et la deuxiéme & la troisieéme.

Cela Justifie les définiﬁions suivantes :

| III-2 Définitions

III-2.1 Premiere définition (égalité d’angles de couples de demi-droites)

Soient M, N, P, Q quatre points d’un cercle I' de centre O.
Si les demi-droites [OM) et [CQ) ont méme axe de symétrie A que les
demi-droites [ON)} et [OP), on dira que 1’angle du couple des demi-droites

([oM), [ON)) est égal & 1’angle du couple des demi-droites ([OP), [0Q)), et
A A
on écrira : : ({oM), [ON)} = ((OP),[0CQ))
1 — |

(fea Uena indiquent les polnte qui se conespandent dana la neflexion)

15




- Remarques :

i. 81 les points sont distincts, cela revient A dire que les segments

[MQ] et [NP] ont la méme médiatrice A.
‘ ) . A A
it. Si P = M alors Q = N. En effet {[OM),{ON)) = ([OP),[0Q)) devient
A A
(LOM), [ON))= ([OM),[0Q)), c’est & dire que les demi-droites {ON)et [0Q) ont

toutes deux pour image [OM) dans la réflexion S, c'est-d~dire qu’elles

sont confondues et N = Q.

1ii. Il résulte immédiatement de la définition que 1’égalité
' S A A

({oM), [ON)) = ([OP),[{0Q))

est équivalente aux trois autres égalités :

A A
({oM), [OP)) = ([ON),[0Q))

A A :
(10Q), [ON)) = ([OP), [OM))

A A
([0Q), [0P)) = ([ON),[OM))

iv. Formellement on obtient ces nouvelles égalités par permutation

"des moyens” ou permutation "des extrémes”.
v. Les quatre angles ainsi nommés sont en général différents.

vi. Cette écriture n'est pas trés lisible ; c¢’est pourquoi nous
utiliserons plutét les vecteurs directeurs des demi-droites, et nous

.—¢Aw+ RN
scrirons : (OM,ONJ= (OP,0Q),

ce qui conduit & la définition plus générale suivante :

1I1-2.2 Deuxiéme définition (égalité d’angles de couples)

Les demi-droites [OM) et [ON) étant données comme précédemment, on

considére quatre points du plan A,B,C,D vérifiant les relations :
— - — —

+
AB=aOM et CD=BO0ON , o« et B sont des éléments de R*
: — —>
On dit gue 1’angle du couple de vecteurs (AB,CD)} est égal a 1’angle du
-y

couple de vecteurs (OM,ON), et que c’est aussi 1’angle du couple de
demi-droites ([AB), [CD)) ou 1l’angle du couple ([OM), [OP)) ; cet angle
est noté indifféremment :
A A .
- — A , —_ = A
(AB,CD) ou ([AB),ICD)) ou {(OM,ON) ou ([OM),[ON)).

Interprétation géométrique
— —
L’égalité vectorielle : AB = « OM , dans laquelle « est un réel
—
strictement positif, indique que le vecteur AB est un vecteur directeur de

la demi-droite [OM) aussi bien que de la demi-droite [AB) ;i ce qgu'en
exprime également en disant que les demi-droites [AB) et ([OM) sont
paralleéles et de méme sens. [l en est de méme pour les demi-drecites [CD) et
[ON).

 D'ou 1la regle : 1’angle d'un couple de demi-droites d’origines
quelconques est égal a4 1'angle du couple des demi-droites d’origine O (le

point choisi comme origine du plan) respectivement paralléles aux
demi-droites données et de méme sens .

Remarque
' Cette régle est utilisée dans 1la recherche, avec le rapporteur
circulalire, d’une mesure de l’angle d’un couple de demi-droites n’ayant pas

la méme origine ; on centre alors le rapporteur 2 1’origine du plan.

III-3 Transitivité de 1’égalite

[ =t N
(CA,0B) = {0OC,0D) A A
, — —_
si on a: et alors (0A,0B) = (OE,QF)
- s NG TS
| (0C,0D) = (OE, OF)

Observons ce que cela veut dire (on suppose les points distincts)

-t e I, N
(0A,0B) = (0OC,0D) (oC,0D) = (QE,OF)

Les segments [AD] et [BC] les segments [CF] et [ED]
ont méme axe de gymétrie A ont méme axe de symétrie A’
=4 2,
A A
A =3 D D —— E
Bw-——msTC et _ C s F
(AB = CD ' CD = EF,
: Y
AB = EF

D’aprés- le deuxieme exercice du chapitre

précedent, 11 existe une droite A" telle que le

1"Cll'l a el une bonne occasion de reveir la définition vectorislle - d’une
demi-droite.
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segment [AB] ait pour image le segment [EF] dans la réflexion Syn

Mais, on ne sait pas si Sy ou ' Sy
A—>E A —>F
B——F 8 —s E

Cet argument ne permet pas de conclure sur la transitivité de
1’égalité des angles de couples _
Avec les éléves, nous avons admis explicitement cetie transitivité,

dont la vraisemblance est rendue évidente par 1'utilisation du rapporteur.

III-4 Comment démontrer la transivité
Les deux propositions suivantes sont équivalents :
i.L"égalité des angles de couples est transitive
ii. . la composée de trols réflexions d’ axes concourants en 0 est une

réflexion d’ axe passant par Q.

III-4.1 11 == i (cette démonstration n'est pas dans l'esprit du programme
actuel des lycées ) On reprend la situation précédente en notant A1 la

médiatrice du segment [EF] ; 11 existe une droite‘A2 passant par 0, telle

que : SA1° sA,e SA = sAz; ¢’ est-a-dire :
sA SA’ sAl
A > D > E > F
B - > F > E A A
> — — — —
Sy donec (04A,0B) = (QE,OF)
2

I11-4.2 1 =w» ii (cette démonstration peut &tre donnée en exercice aprés
1’étude de 1’effet d’une réflexion sur les angles au chapitre VII)
Considérons trols droites Ai,Azet A3 passant par le point O, et les
transformés successifs Al,Az,A3 et M1’
Mz’ M3 de deux polnts A et M, selon le
schéma :

= = ]

A1 Az A3
A—-—>A1—>A2-——->A3
M——->M1~—->M2—)M3

Notons A la médiatrice du segment

[AA,]

et montrons que : sA =8, ° SA ° SA'

18
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La réflexion Sp permet d'écrire l'égalité (QA,OM) = (0M1’0A1J'
1
N A
La réflexion s, permet d’'écrire l’égalité : (CM_,04 ) = (OA_,OM ).
s S | 2’ 2
A A
—_— —_—
La réflexion Sp permet d'écrire 1'égalité : (OAZ,OMZ) = (OMs’OAz)'

3 A A
— — —_— —
Il en résulte 1’égalité : (OA,OM) = (OMS,OASJ. qui signifie que les
segments [AAS} et [MMsl ont la méme médiatrice A. Le point générique M a
pour image M3 dans la réflexion Sy cqfid
III-5 Démonstration de la propriété ii dans le cadre de la théorie des

isométries planes

II1-5.1 On suppose établie la propriété suivante:
Si une isoméirie a deux points invariants P et Q, elle est :
scit 1’ identité (alors tous les points du plan sont invariants)

soit la réflexion de droite (PQ) (alors seuls les points de la droite
(PQ) sont invariants) '

III-B8.2 Lemme La composéde de deux réfleiions ne peut étre une réflexion.

Solent A et A’ deux droites ; supposons que f = Sy ° Sy

réflexion de droite A" ; considérons un point C de A n’appartenant pas a la
droite A' et notons D son image par s Alors £(C) = D et A" est la

soit une

A
médiatrice du segment [CD], c’est-a-dire 4&’.
On obtient : sA.= SA,o SA ; soit encore, par composition avec SA’ : Id = SA

Cela est impossible donc s

A ° Sa n’est pas une réflexion.

III-5.3 Solent Al, Az’ Aa trois droites concourantes en Q.
Cherchons la nature de 1’application f = Sy ° Sy ° S,
a 2 1
Soit A un point de A1 distinct de Q, et B = f(4A) ;
on désignera par A4 la médiatrice du segment [AB] si A et B sont
distinets, la droite {QA), (c’est a dire A1) si A=B.

s s £ =1d

A
(sA s £f) (A) = A == ou 4
4
Sy ° f = Sy {(car A € A1 et O e A1)
1 1
Sl s, +f8=g5, , alors s, o g, o8 o8, =g
A4 Al o A4 A3 A2 Ai Ai

ig




A A R
- = — = - =
. les déflnitions, gue : (BA,BC) = (DA7,0B") = (CB,CA}.

par composition avec s, : g, 085, o5, =1Id

Ai A4 Aa Aa
et par composition avec Sy ¢ S, T8, ° 8,
4 4 3 2
Cela est imposible d’apreés le lemme, donc Sy ° £ est l'identité et T,
4
égale & Sy est une réflexion.
4

III-5.4 Remarques

i si A4 = A1’ alors s §. o8, o 5, entraine g, o 5,= Id et Az = A,

AT A TA A & "A 3
11 Comme une réflexion est upe involution (égale & sa réciproque ), on
obtient en prime le résultat intéressant suivant :

Si trois droites Al,Ae et A3 sont concourantes on a 1’'égalité :

5. 0o 5 ¢ 8§, =8, o5, o5
A1 A2 As .A3 Az Ai

Exercices

Exercice III.1 _ A N
Dans le triangle isocéle ABC (AB = AC), on a l’égalité : (BA,BC) = (TB.CA)

Indicatlon : A étant la perpendiculaire esn C a (ABR), on_)note A' et B’ les
transformés de A et B par sA ; on montre- que : OA" = BA, et, en appliquant

A

Exercice III.2

1) On considére un paralldlogramme ABCD, dont on trace la diagonale (AC).
Nommer toutes les demi-droites dessinées (par ex. [AB), [BA)...).

Combien y a~t-il de couples de demi-droites ?

2) Etant donné un point O on place les points P, Q... tels que OP = aB
{vecteur directeur de [AB), = BA...Combien y a=-t-il de tels vecteurs 7
Combien de couples de vecteurs de la forme (0.,0.) obtient-on ?

3) On trace un cercle C de centre 0 qui coupe les demi-droites [OP) en p,
[0Q) en q... En revenant 3 la définition, chercher les égalités d’angles
de couples. Combien y a=-t=-il d’angles de couples différents ?

4) En utilisant un rapporteur circulaire, mesurer chacun des angles de

couples : _

d’une part en faisant pivoter la demi-droite origine autour de O
d’ autre part en laissant le rapporteur fixe et en calculant les
valeurs g(ql=-g(p)... Que peut-on dire ?

N.B. 11 est possible d*utiliser jes  expressions “angle nul®, "angle plat”,
"angles opposés” qui seront Introdultes au chapitre VI.

neponoes heapectivea :91, 38, 14.
Exercice III.3

Un parallédlogramme ABED et un ingle e« étant donné, on construit le

points E et F tels quertﬁa,ﬁgi = (DC;DFY = &, BE = BA et DF = DA. Montrer
que les points 4, F, E sont alignégs.

20
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Démonstration L'origine @ du plan €étant cheisie, on

construit les peolints U, Y, W Z tels que

—
\\\4%//,{’  oU =0z, OV = oW et (3U,0W) = & = (av,02).
‘. Y Done les deux paires de demi-droites (OU),

[0z2) st [ovy, (oW ont le méme axe de

- - —_ —3 g — —
F o = BC (= D), OV = AB (= DO), oF = BE et
zZ 02 = DF. on a :
. A A

= symétrie A. Par sulte, la réflexion Sp
transforme U 2n Z ot ¥V en W.
I1 en résulte que, les points X et L
. e e I
R définls par OK = QU + 0OZ
Y, e A I ¢
et QL = OV + OW,
appartiennent & la  droite A. (car 0O et les milieux des gegments (uzi et
[VHW] appartiennent a A), Autrement dit, les vecteurs ‘0-1? at, Ef sont
colindaires. - - -
Mais comme : O = 00 + 02 = A3 + DF = A%
e SR SR =" 'Y
et 0L_=)0V+OH=AB+BE=AE
‘128 vecteurs R et AE - sont Dbien colindalres, et les points A, F, E sont

alignés.
woln auasd VIIT.2 et XIII.2.
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CHAPITRE IV

RoTAaTioN DE CENTRE O

iV-1 Définition
Etant donmné deux demi-droites [OP) et [CQ),on appelle rotation de

A
— -5
centre O et d’angle (OP,CQ) la transformation qui, & tout point M distinct
oM = OM
; ; s . et
de 0, assccie le point M' tel que : _A G IN

{(OM,0M”) = (OP,0Q)

et qui au point QO assoccie le point Q,
A

A
. . - —
On noffra R. cette rotation (ou ﬂO;(OP,OQ) , ou RO;&’ en notant «
— =
1’ angle (OP,0Q)).

IV-2 Construction de 1'image 4’un point : ,
On trace un cercle I de centre Q et
de rayen arbitraire ; ce cercle coupe
les demi-droites [OP) et [0Q)
respectivement en A et A’.
a) S1 M est un peint du cercle I', on
retrouve la construction fondamentale
précédente

- Les segments [M'A] et [A'M] ont la
néme médiatrice A ; en particulier
1’image de A est le point A’.
b) Si M n’est pas un point du cercle
I (OM # CA), on construit le peint M1
intersection de la demi-droite [OM]
avec le cercle [, puis:Ml'image de M,
par R, et enfin M’ intersection de la
demi-droite [OM)) avec le cercle'r‘1
de centre G passant par M.

Remarque :Dans la construction précédente on peut remplacer A et A’ par

n’importe quel point différent de O et son image. En particulier pour

construire M’ on aurait pu utiliser les intersections Al et A; du cercle de

centre O passant par M avec les demi-droites [OP) et [0Q).
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i{V-3 Propriétés immédiates de la rotation RO (GP, 0Q)

IV-3.1 O est un point fixe.

IV-3.2 Le point O est le seul point fixe, si et seulement si les demi
droites [OP) et [0Q) sont distinctes ; dans le cas contraire l’application
est 1’ identité. A A
: - — —_ —

Fn effet, s’il existe un autre point fixe C, on a : (OC,QC) = (QA,OB).
Cela veut dire que les demi-droites [CA) et [OB) sont toutes deux images de
la. demi-droite [OC) par la méme réflexion, et par suite A = B. En
substituant dans ce railsonnement A 2 C, M (point générique) a A et M
(image de M) & B, on obtient M = M’ ; tout point du plan est un peint fixe,
et 1’application est 1’identite.

La contraposée de la propriété que 1’on vient de demonirer s’ énonce

5’1l existe un point ne coincidant pas avec son image alors il en est
de méme pour tout point différent de 0. (avec les éléves 11 convient de
faire ici un raisonnement par 1'absurde)

s
IV-3.3 La rotation R’, de centre O et d’angle (0B,0A), est telle que :
ReR =R R =1Id.

En effet, si M est le point générique, posons : M = R(M) et M1 = R' (M)

— JERATIN —_— SFATEN
Nous avons donc : (OM,0OM’) = (OA,OB) et (OM", OM )} = (0B,04A) .
st "

La premiére égalité est équivalente a (OM’,OM) = {OB,0A). L’égalite :
—_— AN
COM’,OMi) = {OM’,0M) entraine : [OM) = [OM1) et, pulsque OM = OMI: M=»M.

1
On a bien : R + R = Id. (démonstration analogue pour R o R’ = id).
I1 en résulte que R est une bijection, dont R’ est la réciproque.

Iv-3.4 Conséguences

~ Par la rotation R, 1’image d’un cercle T de centre Q est ce cercle T,
et 1’image d’une demi-droite [OA)} est la demi-droite [OA’) (A’ désignant
1’ image de A).

Montrons d’abord que R(T) < I' et que R([0A)) « [CQA’].
Soit M un point du plan et M’ son image par R. En effet :
siMerl, ona Q¥ =OMdonec M €T 7
sl M e [0A), la construction de M’ vue en IV-2 montre que M’ € TI.

Montrons maintenant que [ ¢ R(I) et que [0A’) < R([0A}).

On peut appliquer le résultat précédent 4 R ; on obtilent :
R (T) «T et R([OA")) < [OA), et, en appliquant R A& nouveau, on obtient :
= RR' (M) ¢ RT) et [04’) = R(R"([0A’}) < R([0A)).

La conjonction des inclusions nous donne le résultat annonce.
Exercices

Exercice IV.1

A
Soit OAB un triangle isocéle (QA = OB) ; on pose':Aﬁ = (52,5@). & dtant
donné, on note R la rotation de centre Q et d’'angle &, gpi transforme A en

A’ et B en B’'. Montrer que QOA'B’ est isocele et que (GA” 5§$) 8.

fea exencicea de conatruction qui  aulsent llustnent £ idée que les
nelationa angulainea aont plus Llmpontantes que Le centre de fa natation
(c’ eat le cancept de nolation wsectonielle qui sot sous-jacent).

Exercice IV.2
1) On considére trois peints non alignés ABC et on note & 1’angle (Kﬁ ).
Le point O et le point M étant donnés, le transformé M de M par la
rotation de centre Q et d’angle & peut étre obtenu de la maniére suivante :
On construit le peint P tel que = 5§, puis le point P', transformé de P
par la rotation de centre A et d’angle & ; alors M’ est tel que oW = AP’.
2) Montrer gque cette constructzon peut se tradulre par la relation :
R(0; &) = t o R(A; &) o t=

exercice IV 3
On considére un triangle isoceéle ABC (AB = AC) ; on note D le transfcrmé de

A par la rotation de centre B et d’angle &, é&gal %.\ (ﬁ _C.}) et E le
transformg de 4 dans la rotation de centre C et d’angle «.
1) Montrer que

'2) Montrer que E est sur la droite (BD).

Indlcation : on peut ukillser 1"axercice précédent en introduisant le point
P tal une AP = BA, le polnt Q lmage de P par R (rotation de centre 4 et
d*angle &) et le point R image de Q par R.

exercice IV.4
On considére un triangle ABC rectangle en C et son cercle circonscrit T, de
centre 0. A tout point Mde T on asiocie le point P, transformé de O par la

rotation de centre M et d’angle (3B, iC).

1) Construire plusieurs poiants P, dont le point obtenu pour M =

2) Hontrer que les points obtenus sont sur un cercle de centre O.

3) On note D le milieu de l’arc BC de ' qui ne contient pas A. Montrer que
le rayon du cercle précédent est BD. Indication : prendre ¥ en B.

4) Reprendre cet exercice en supposant que le triangle ABC est équilatéral.




CHAPITRE V

ADOITION DES ANGLES

V-1 Composée de deux rotations

V-1.1 Théoréme

La composde de deux rotations de centre O est une rotation de centre
0. L’ordre dans legquel on compose ces rotations est indifférent.
Cholsissons arbltrairement un point I du plan distinct de O.

Soient ?1 et Rz deux rotations de centre 0. On appelle A 1'image de I

par RI et B 1'image de I par Ré. Cela permet de nommer les angles de ces
- —" s
rotations : (OI,0A) et (OI,OB). Notons C 1'image de B par Rl.

Nous allons montrer que Réo Rl est la rotation de centre 0, et d’angle

'
(0I,0C).
Il suffit de montrer que, si M est un point quelcongue du plan, en
R R, AN SENON

posant : M — Mf&——é M, ona : (OM,OM) = {0I,0C) ; car, par ailleurs,
on a OM=OM1=OM’.

Notong I le cercle de centre O
contenant les points [, &, B et C.
Notons m, m, m' les intersections
respectives des demi-droites [OM),

[OM) et [OM') avec le cercle T.

- NN
(0I,0A) = (0B, 0C)
d’une part : {et M, SN
(01,04) = (Gm,Omz]
BTN RN
entraine : {OB,0C) = (om,oml)

et, par suite, les segments [Bmll et [Cm] ont la méme médiatrice ;
NG TN —_
d’autre part : (QI,0B) = (Oml,Om’}
et, par suite, les segments [Bm1] et [Im’] ont la méme médiatrice.
En définitive, les segments [Cm] et (Im’] ont la méme médiatrice,
SERAEN SN
¢’est-a~dire : (0I,OC) = (Om,0m’)
A A A A
- —_ - — - -y — — -
De la relation : (0I,0A) = (OB,CC), on tire : (OI,OB)= (0A,0C). Donc C
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est aussli 1'image de A par ﬂg. C’est le méme point C qui serviralt pour

1’ étude de ﬁio ﬁz. Il en résulte que Rlo R2 est aussi la rotation de centre
= '

0 et d’angle (0I,QC), c¢’est-a~dire : Rlo R =RoR.

V-1.2 Manipulation

A 1’aide du rapporteur circulaire, on releve g(I), g(A), g(B) et g(C),

puis on compare g(C} - g{I) avec [g(A] - g(I)] + [g(B) - g(I)J et on
constate que ces quantités sont égales ou different de 380 , selon la

position du rapportieur.

V-2 Somme de deux angles

V=-2.1 Définition
| ' : SIS
Avec les notations précé%gntes, on dlt que 1’angle (0QI,0C) est la
—_ = ]
somme des angles {(0I,0A) et (OI,CB) ; ce qu’on écrit

- =t -
(o1,0C) = {0I,0a} + (OI1,08B).
V-2.2 Deuxiéme définition

Rappelons que, dans la construction précédente, le point C est 1’ image
A’ o A est la médiatrice du segment [AB] si A et B
sont distincts, et la droite (0A)} si A et B sont confondus. D'ol la
nouvelle formulation :
; N — s

L’égalité (0I,oC) = (0I,0A) + (OI,OB) signifie que la demi-droite
[OC) est symétrique de la demi-droite [0I) par rapport a 1’ axe de symétrie

des demi-droites [OA) et [OB).

de I par la réflexion s

Formellement, cette phrase est analogue & celle définissant la somme

de deux vecteurs :
e : ]
L'égalité QC = QA + QB signifie que le point C est symétrique du

point Q par rapport au milieu du bipoint (A,B).

V-2.3 Relation gh Chasles gg les angles

SENATEN SENATEN - AN
Puisque (0I,0B) = (0A,0C) nous peuvens substituer (04A,QC) & (0I,0B)
' - NI -3

dans 1’égalité (OI,OC) = (0I,0A) + (OI,CB),
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et nous obtencns 1'égalitée : (0I,0C) (01,0A) + (0OA,0QC) .

C'est la relation de Chasles.
> 3 -
D’'une maniére générale, si u, v et w désignent des vecteurs, la
e TN
relation de Chasles s’éerit : (u,v) + (v,w) = (u,w) .

V~2.4 Changement de notations

A - A |
Pour simplifier les notations, nous écrirons « au lieu de (0I,0A) , B au
A

- A SERAREN
lieu de (OI,0B) et ¥ au lieu de (OI,0C).
Avec ces conventions, le théoréme V-1.1 s’énonce :

La composde de la rotation ﬂo-& de centre 0 et d’angle & , avec la

rotation ?0-3 de centre 0 et d’angle 8 , est la rotation RO-% de centre O
ATOA A '
et d'angle vy = a + 8.

Exercices

Exercice V.1

1) Considérons un cercle de centre O ; une droite A coupe ce cercle en A et

B et une dreoite A', paralléle a4 A, le coupe en C et D. Montrer que pour
tout point I du cercle, on a la relatlon :

A .
@5 + (3.3 = (1.3 + (37,5
Indication construlre les Xoints E et F tals que :
('? 3X) + (07,08) = (6? 0B (97,08) + (3T,08) = (37,00

et. montrer que E et F sont confondus, en utilisant la médiatrice commume
de [AB] et [CD].

2) Réciproquement, montrer que si les cing points I, A, B, C, D du cercle

de centre Q vérifient la relation précédente les droites A et A' sont
parallales.

Exercice V.2
On considere le cercle § de centre O et de rayon R, trois points A, B, C,
de ce cercle et A un diamétre du cercle. On pose : A’ = sA(A), B" = sA(B)
c = sA(C). On trace par A’, B'et C' respectivement, les paralleles a
{BC), (AC) et (AB).
Hontrer que ces trois droites sont concourantes en un point du cercle.

Indication H utllisger 1?exercice précédent. pour montrer  que les trois
droites pasgent par le pointAK du cerclx vérlfiant 1? égalité :

-y —3
(01,0K) = (DI,OA) * (OI,UB) * (OI,O—C>)

Exercice V.3 (suite de l’exércice Iv.1)

. A
' On note I et 1 les milieux de [AB] et de [A’B’]. Montrer que (OL,017) = &
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_E CHAPITRE VI
| :

} , ANGLES PARTICULIERS

f VI-1 Angle nul et angle plat

} VI-1.1 Angle nul

Nous avons vu en IV-3.2 que 1'identité du plan pouvait étre considérée

EY
de la rotation identité. Quels que soient le vecteur u, le point P ou la

| ' comme une rotation de centre 0. On appelle angle nul et on note 5 1’ angle
| demi~droite 8, on a :

| w AN A SRATIN
i e = {u,u) = (3,3} = (CP,0P)
il A ' A
L . | " s . A = A A
'I | Quel que seit 1'angle a«, on a : Ro;m s Id Id e RO;& ?O;m ,
5 *' A A A A A
mli; : ce qui se traduit par: = g +o0 =0+ a = a

A .
| _ ' ' o Autrement dit : o est 1’élément neutre de 1l’addition des angles.

Vi-1.2 Angle plat

| f _ On appelle angle plat, et on noterﬁ, I’angle d’une demi-droite avec la
demi-droite opposde. .

Montrons que cette définition est

cohérente ; c'est-a-dire que si 61 et 62

sont deux demi-droites d'origine O, 6; et
3; les demi~-droites respectivement

oppoéées, on a 1l’égalite :
A A
(51,51) = (62,62).

En effet, notons respectivement A, B, A’

et B’ les intersections respectives de 61,

‘
. | ! : 8, 8] et 8 avec un cercle [ de centre O.
+ | Le quadrilatére A B A'B' est un rectangle et les segments [A’B] et [B’A]

: _ - ' SN

‘ ont méme médiatrice ; autrement dit :  (0A,0A’) = (OB,0B’) A

g —_—) —

ol ! On peut encore dire que la rotation de centre O et d’angle (0A,0A’)

(1'angle plat) transforme B en B’ et, plus généralement, tout point M en son

symétrique par rapport a O.

J 'é La rotation de centre O et d’angle plat est la symétrie par rapport a 0.




Comme SO est une involution (S, o SO Id}, 1’angle plat vérifie 1'égalité:

o =
A A A
P+p=0
A
> +> A
Enfin, si u est un vecteur non nul, on a : (u,=-u) =p

- VI-1.3 Premiére application des notions d’angle nul et d’angle plat

Q Considérons trois demi-droites EPQ),[P1Q1)
et [Pan). Alors :
@ ' [P1Q1) est paralléle a2 [PQ) et de méme sens
1

/ ' —)'A“"‘"""') A
e - se traduit par (PQ,P1Q13 =0,
_ [quz) est parallele 2 [PQ) et de sens

A
® opposg se traduit par (PQ,P2Q2) = p.

&0

VI-2 Anglés opposeés

Vi-2.1 Définition

Considérons un cercle I' de centre 0, et deux points I et A de . Nous

avons vu en IV-3.3 que les rotations de centre O et d’angles respectifs
- SUNANIN h
(0I,0A) et (0A,0I) sont réciproques 1l’une de 1'autre.
A NN A M
En notant a 1'angle (OI,0A), et 8 1'angle (0A,0I), cela permet d’écrire :
A A A
A A =
RO;S o ?D;m = Id oUu encore : a+B=0
A A A A A
Si les angles « et B vérifient la relation « + 8 = o, on dit que ces
A A A A
angles sont opposés et onécrit : = -8, ou B =~ a.
> > TN I
Si u et v sont deux vecteurs, on a : (u,v) = - (v,u)
‘ . _ A -t
Vi-2.2 Interprétation géométrigque de 8 = {0A,0I)
Construisons le point B, image de A

B

par la réflexion S{OI) .

Alors d’aprés la  construction
donnée en V-2.2 (dans laquelle ici deux
demi~droites sont confondues avec 1’axe

de symétrie (0I}), on a :

SENATEN - St A
" (01,0A) + (OI,OB) = gOI.OI) =0 .
A =

C’est-a-dire : B8 = (01,08)
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VI-2.3 Reéférence au rapporteur

Cette notation est cohérente avec les mesures faites au rapperteur |

en effet, en centrant le rapporteur en O on constate que toute mesure de

N

(0I,04}), c.a d. g(A) - g(i), est congrue, medulc 360, & 1’opposée de toute
-

mesure de l’angle (OI,OB), c.a d. g(B) -~ g(I).

VI-2.4 Nouvelle formulation de la relation de Chasles angulaire

> 3 > - T T
Si u, v, w sont trois vecteurs, la relation de Chasles permet d’écrire :

A A A
5> Y RGN
(u,w) = (u,v) + (v,w) .
A . A : A A A
AN IS > ENAY >

Mais puisque (u,v) = - (v,u} , on obtient : (u,w) = {v,w) + (=(v,u)}) ,
A A A
5> > > - >
ce qu'on écrit plus rapidement : (u,w) = (v,w) - (v,u) , définissant ainsi
la différence de deux angles comme la somme du premier avec 1’opposé du

second. C’est la forme soustractive de la relation de Chasles.

VI-2.5 exemples particuliers

A A A A A

De la relation o +o0o =0, on tire : 0= -9,
A A A A A

De la relation p+p =0, on tire : P=-p.

Les angles nul et plat sont édgaux i leur opposé.

VI-3 Doublie d’un angle

VI-3.1 Réfinition : Etant donné un angle ;. on appelle double de l'angle :
et on note 2.; la somme ; + ;‘.
VI-3.2 Interprétation géométrigue

A

S1 o est l’angle de la rotation, de

centre 0, transformant A en B, alors
_ A SRANIN

2. = (0A,0C) , le point C étant

1’image de A par la réflexion de

droite invariante (OB).

VI-3.3 Exemples particuliers
Le double de 1’angle plat, comme le double de I’angle nul, est 1l’angle
nul. 2.8 = 2.5 =5
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I
On pourrait ensulte, par récurrence, deéefinir 3.,

vi-3.4 Généraligation :
...n.a, n étant un naturel.
VI-4 Probléme inverse

Etant donné un angle ;, peut-on trouver un angle ; tel que :
2a=8 ?
VIi-4.1 Construction géométrigge

Notons B 1'image d4’un point A par la
A
rotation de centre 0O et d’angle 3B.

Cherchons le point C du cercle T de

centre 0 passant par A et B tel que
JIRL NN A
2.(04A,0C) = 8.

D’aprés la construction directe il

faut et il suffit que le point C se

- trouve sur la médlatrice du segment

[AB]. Or celle-ci coupe le cercle T

en deux points C1 et C2 .

VI-4.2 Conclusions

A - A '
Il existe deux angles : @ = (OA,OC1] et « = (OA,Ocz),
A A A
tels que : 2.¢ =2, = R.
A N 1 2

Les angles ¢, et « ont une différence édgale & 1’ angle plat.

A A A A A A

i - [ = =
G’ est a=dire : @ =&, +p 2t ®, =a +p
A A A

En particulier, les solutions de l’équation 2.4 =0 sont o et p,
(déja vues plus haut).

Vi-4.3 Remarque sur les mesures

Dans le probléme direct, si x est un angle dont une mesure en degrés
A
est k, une mesure de 2.« est alors 2.k. On obtient quelque fois une mesure
A .
en degrés plus commode de 2.o en ajoutant ou en retranchant 380 a 2.k.
A A

(Alnsi si « a pour mesure -17% une valeur commode de 2.« sera 10).

A
Dans le probléme inverse, si une mesure de B est k, 1l'un des deux

A A

angles ®, ou a (mais on ne sait pas lequel) a pour mesure , et 1’autre a

[\S Ty

k + 180,

pour mesure 3

VI-5 Angles droits
VI-5.1 Définition
A A
Les angles droits sont les solutions de 1’équation 2.a = P

VI1-5.2 Construction géométrique

Ja Considérons le cercle T de centre 0O, de
rayon R, et un de ses diamétres [IJ].
—ef—»
L’angle (0I,QJ) est plat. Les points D de
: -

3 ° . T I, tels que l'angle (0I,O0D) soit droit,
sont sur la médiatrice de [IJ],
c’est~a~dire sur le diamétre

_ perpendiculaire a {I1J].
D
2

VI-5.3 Propriétés
Les drolites (1J) et (DlDz) sont perpendiculaires, ce qui Jjustifie le
vocable angle droit .

Les deux solutions 01 et D2 gont symétriques par rapport a (IJ), ce
qui veut dire que

A SERLEEEN A =
les deux angles d1 = (OI,OD1) et d2 = {OI,ODZ) sont opposés.
A A A A A A A A A A A A A A
Ona:p+d =p+d +d -d =p+d +d +d =p+p+d =4d_.
' Al A al 1 1 A A 1 2 A A 2a B
De méme : + d _ : - = - =
p s = d1 » OU encore : p d1 d1 | et P d2 d2
Ces relations permettent de montrer que sur la figure on a:
A s RN "
d1 = [ODl.OJ) = (OJ,ODZJ = (ODZ,OI)
A — ="y "
et de méme : cl.2 = (GDE,OJ) = EDJ,ODI) = fODt,OI] .
VI-5.4 Convention
A
On a 1l'habitude d’appeler angle droit direct et de noter d, celui des
deux angles dont une mesure en degrés est E%Q = 80 ; l'autre , de mesure

A
270 est noté - d.




Exercices

Exercice VI.I

A
' A ¥ 3 \
Soient 4 et V deux vecteurs. On pose : o (4,v). Calculer, en fonction

A .
deAm les afgles suivants i

(3,3, 3,9, @ -, (7.-D, (<3,-N, (-3, D, -(-§,-N, ete.

Exercice.VI.Z% 5 aAé
Les vecteurs U et v sont donnés. Considérons les rotations ﬂlto,(u.v)) et

A _ .
RQ(O,(3.~3)). Quel est 1’angle de la rotation Rza Rl ?.
AN SN s
Par défipition, cet angle est : (u,v}) + (q,-v)
or 1 (3,-}?) = (g,f) + (?,-w-r:)' = (3,3) + S

S 4 5 3y S5y A
d'ott 1+ (u,v) + (a,-v) = 2({u,v) + p.

Exercice VI.3
'~ On considére le demi-cercle € de diamétre [AB], de centre 0 et de
rayon R. On construit %es points C et Dde © tels que : AC = BD = R.

Montrer que 3.(0&,00)= p

Selution : Soit A la médiatrice du segment [AB],
! Solent C' et D' les projetés orthoge-

' naux respectifs dee C at b sur-  ia
droite (AB). Comme :

R=AC = 0C = QA = 0B = 00 = ED
lea triangles (GCA) et {0ODB) sonk
dquilatéraumx.
c? et D? sont les milisux respectifs
des segments [0A]l ot [OBI.
A est un axe de symstrle de la figure
AB

: — oy = ] e =
T =Cp=08 + B = 5+(AG + OB)=

[ ] W

donc : €D = R = OC = 0D et le triangle {(COD) est équilatéral.
Par suite D  est lil réfléchﬁ de A par rapport a (OC), c¢e qul se traduit en

i I e
terme d’angle par : (0A,0C)= (0C,00) A A A

— - — — =
A étant axe de symétrie de la figure, on a : {o%,63) = -{0B,00) = (03,08)
A ey e SUPAIY =" — =
denc ¢ p = (DA,DE) + (0C,0D) + (QR,OB) = 3(04,0C) A A
— A — A — - A -3 = A
de plus : 8.(0K,00) = O 8.(3C,08) = O 8.(52,00) = 6 6.(08,08 = O

L'une des mesures possibles de chacun des angles est done Q, 80, 120,
180, 240 ou 300 degrés.

Exercice VI.4
Etant donné un triangle quelgonque, ABC, calculer :

BB + (R + @R

- ey
Remarque : le premier angle (AB,AC) é&tant éderit, les autres sont obtenus en
af factuant une permagtation circulaire dei lettres A B C.
> 3 > — - = —
on sait gue : (W,V) = (=4,-v) done (CA,E?) = (-CK,-CB) = (AC,50)

= =3 - — - = A
d’el (B,E) + (BC,BA) + (CA,CB) = (AB,BA) = p

CHAPITRE VII
UTILISATION DES ANGLES POUR EXPRIMER
LE PARALLELISME DE DROITES
OU L’ALIGNEMENT DE POINTS

VII-1 Paralleélisme de droites

¥ii-1.1 Scient A, B, C, D quatre points du plan tels que les vecteurs
— — -
{alors non nuls) AB et CD soient colinéaires, c’est a dire tels que les

droites (AB) et (CD) soient paralléles.

I1 existe un réel k non nul tel que :

-~ —
AB = k.CD
0 étant 1’origine du plan,
construisons les points P et Q
— —
représentant les vecteurs AB et CD,
- = — >

c’'est-a-dire : QP = AB et OQ = CD
Les demi-droites [OP) et [0Q) ont

—

pour vecteurs directeurs respectifs AB
—_—
et CD.

St k > 0, les deux demi-dreites
[OP) et [CQ) sont confondues (premiére
figure), et donc :

| == A
(AB,CD) = o
Cette égalité caractérise le falt que
les demi-droites {[AB) et [CD) sont
paralléles et de méme sens.

Sl k < 0, les deux demi-droites
[OP) et [0Q) sont opposées (deuxieme
figure), et donc :

AN A

(AB,CD) = p
Cette égalité caractérise le fait que
les demi-droites [AB)} et [CD) sont
paralleles et de sens opposés.

SENAIN A
Dans tous les cas, on pourra dcrire : 2.(AB,CD) = o




VII-1.2 Théoréme

Pour que les deux droites (AB) et (CD) soient paralléles, il faut et

=t A

il suffit que 1l’on ait: 2.(AB,CD)= o .
VII-2 Alignement de trois points

Trois points A, B et C étant donnés, dire qu'lls sont alignés revient
3 dire; par exemple, que les droiteé (AB) et (BC) sont paralléles ; d’ou le
corollaire :

Pour que trois points A, B et C scient alignds, il faut et il suffit

A A
e o A — P A

que : 2.(AB,BC) =0 ou 2.(AB,AC) =0 ou ...

VII-3 Egaliteée vectorielle
D'aprés ce qui a été dit en VII-1, 1’égalité vectorielle peut se

traduire en termes de longueurs et d’angles, de la maniére suivante :

—_ - AB = CD
AB = (D o et_aA_ek A
(AB,CD) = o

On retrouve ainsi une description de 1'égalité de vecteurs, chére aux

physiciens, par le module, la direction et le sens.
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CHAPITRE VIII
RELATIONS ANGULAIRES ASSOCIEES A DES REFLEXIONS

VIII-1 Caractérisation des points symétriques par rapport i une droite

VIII-1.1 Soit A une droite passant par O. Soient A et B deux points du
plan, A’ et B’ leurs images par la réflexion Sy de droite A,

Choisissons l’origine du plan au point O
sur la droite A.

Construisons les points U et U

: — —

Teprésentant les vecteurs AB et A’B’
- - —_ —

(OU = AB et QU’ = A’B’).

Les points U et U’ sont symétriques par
rapport & A, et si I est un point quel-

SN _ "
conque de A on a : (OI,OU) = - (OI,QU'},
SN SN NEEN
¢’ est-3-dire : (0I,AB) = - (0I,A’B").
Réciproquement, si O et I sont deux polnts d’une droite A et U et U’
AN =M
deux peints du plan tels que (OI;EU] = - (0r,0u") alors les points U et
ou = QU’

U’ sont symétriques par rapport a la droite A (puisque les demi-droites
[QU) et [OU') le sont.

La propriété que nous venons de démontrer sera utilisée par la suite
sous lz forme suivante :

VIII-1.2 Théoréme

S1 A et A’ sont deux points symétriques par rapport & une droite A de
vecteur directeur v, pour que deux points B et B’ scient symétriques par

Sa S
rapport 4 A, il faut et il suffit que l’on ait : ("éﬁB) = -(v,A'B")
AB = AD Bl

VIII-2 Effet d’une réflexion sur les angles de couples

Soient A, B, C trois points du plan et A’, B’, C' leurs transformés

par la réflexion de droite A, alors on a :

SENAEN —
(AB,AC) = - (A’B’,A'C")
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_ _ VIII- . T .
en effet, si v est un vecteur directeur de 4 on a : I11-4 Droites symétriques par rapport a une droite A

Cette ¢égalité rassemble les deux

JUN _)A _ SN SN Seoient deux droites IJ1 et Ji% de
‘ (v,AB) = ~ (v, A BA) et (:,AC) = *A(V,A C') R vecteurs directeurs respectifs u et
! 3 — > = D — P — — _
donec _ (v,AC) - (v,AB) = (v,A’B’) - {v,A’C’) u,, symétriques par rapport a la
‘_ A A ) >
1;‘ o' est—-a-dire : (AB,AC) = (A'C’,A'B’) droite A de vecteur directeur v, et
|‘ A | _ A _ . coupant celle-ci en un point P; cette
' ou encore ; (A’C’,A’B’) = - (A'B',A'C’) situation se traduit par 1’dgalité
; AN S
I i ’ =
‘ angles en leurs opposés. angulajre : 2. (UI.V) 2. (V’uz)'

|
3‘., 7 On exprime cette propriété en disant qu’une réflexion change les

. A A [
VIII-3 Demi-droites symétriques par rapport a une droite A _ relations : [u—) :) - (: :))
_ ' ‘5, Soient deux demi-droites § d’origine 1 _‘>A_) _)A__a) A
| 4 -> ; = .
1 A., ; A et de vecteur directeur u, et 3, et (a;, v (viud +p
‘ ! ! iorigine A2 et de vecteur directeur G JOSN
,j|. i l ua.; On suppose que les points A1 et Az G: Dans le ces ol (ul,v] = (v,u2J les
; } K - ' 3 :
‘ | I : sont symétriques par rapport a3 la / demi-droites d'origire A portée:par
h -l -l .
| ; ! _ M o .V D, ot D_ de vecteurs directeurs u_ et
! A | droite A de vecteur directeur v | 4 Y 2 1
i M [ M (éventuellement Al = A2 si A1 est un : . E}. u, sont symétriques par rapport a A.
2 éa/ point de A). o 2 -5 ENAIN
ES w -
Dans ces conditions, les deux propridtds suivantes sont édquivalentes: Dans le cas ol (ul.v)A (V’uz) : P
] : e —_— -3 > =
| i 81 it azsont;‘\ symétriques par rapport & A. 'ﬁ _ u‘ c’est 4 dire o (ui’ﬂ = (v,- uz]’ ce
| e = - sont les demi-droites d’origine P
| ii (u,v) = (v.uz)-. o -
3‘ r - ¥ portées par 131 et IJ2 de vecteurs
' ' — - .
En effet, puisque pour tout point Ml de 61, pa.r; définitlion, on a : directeurs u ot - u, qui sont
—men) ey A —— - > . ' 1 —» _
| (AM,u) =o, il vient : (AM,v) = (u,v) W symetriques par rapport 2 A.
| De plus, ' ‘
i , _)A _)A__) plus, si on appelle A’ la perpendiculaire a A en P, de vecteur '

et de niéme. pour tout peoint Mg de 62 on & (v.AaMz) = {v.uz) . - S A s

; directeur w, comme on a 2.(v,w) = p=2.(w,v) , on peut écrire :
‘; Choisissons deux points B, et B, de & et &8 tels que AB = ARB. Alors, —" "5 s
\ 1 2 ! 2 i 2z 2.(u,, W) = 2.(u_,v) + 2.(v,w)
i dans ces conditions : 61 est symétrique de 62 par rapport a A 1 1 "\
{ . _ 5 -3 >
| est équivalent & : B1 est symdtrique de B2 par rappoit a A = 2. (v, u23 + 2. (W, v)
? ——_)A-> D — ' SN
I j ce qui, d’aprés ce qui précéde, est équivalent a : (A1M1'V) = (V.A'aMz) 1B = 2. (w,u )
i A A . - ’ 2
*\ ' - > > — -
| Cela tre ;
ou encore A : | _ [ul,v) - (v.uz) montre que les droites ]ZJ1 et D2 sont également symétriques par

rapport a A’.

I .
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Exercices

2.@ on ne peut pas saveir
+ p est vrale. Cependant
il est possible de

En général, a partir de la relation 2.& =
. A
laquelle des deux relations &« = ou o =
1’exercice suivant nous montre un exemple dans lequel
décider.

Exercice VIII.1
Soient A, B, C trois points
suivantes sont équivalentes :
i le trlangle ABC est isoceéle (AB = AC)

non alignés. Alors les trois propositions

A
in (A = (X,T0
iii 2.(AB,B0) = 2.(8C, TR
Solution
i = 11 81 ls triangle ABC est lsoc2le (AB = AC), alors pour la réflexion
par rapport 4 la médiatrice D du segment [BC], A est Invariant, et B a pour
"lmage C. RF a donc : N A
' — =3 = v — =3 —3 =
(AB,BC) = -{AC,CHB) = ={CA,BC) ; d’ox : (AB,BC) = (BC,CA)
11 =2 lil  évident _ _
i1f = 1 : Considérons le triangle ABC et supposons vnsle la relata?n :
s — -
> 2.(18,52) = 2.(BC,CA)
~— . ‘ Tragons la_drotte A passant par B, de vecteur
C directeur CA.
- D?*apras  VIII. 4, la relation précddante montre
=~ .. que la droite A est symétrique de la droite
€> {AB) par rapport a la droite (BC).
% Le réfléchi A' de A par rapport & la droite
~ - \ (BC) e=st un point de (D).
b —~ La drotte (AA’) coupe donc la dreite (BC) en I
h-] ™ - ‘ ‘\b milisu du segment [AA’].
T~ Considérons la symétrie SI de centres 1. On a :
v~y
E]
1
A — A
d —— N mais comme A’ // A et A€ A ona: A’ = (B
(BC} —> (BC)

e

B —— B? mais comme B = AN(BC), on a : B*z A’ N(BO)

I est donc le miliew du segment [BC]l et (AA’) est la médlatrice du

segment {BC]. Le triangle ABC est donc bien lsockle (AB = AC).
Exercice VIII.2 A
Un parallélogramme AB('ED et un a}\ngle @ étant donnés on construit les

points E et F tels que (5C,58) = (DE/DEY = &, BE = BA et DOF = DA. Montrer
que les points A, F, E sont alignds.

A - =
Notons & l’angle (BA,BC), par symétrie

Démonstration
A B par rapport au point d’intersection des
: F diagonaies du para}\lblogramma _ABCD, ‘on
- - = A

. amra -égalemeg% : (DC?PAla‘ @, En outre on

- . -— - - A A

D C obtient : (AB,AD) = (£B,CH) = B .o
Dana le triangle {socale ARE, on peut

‘ E
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A

écrire : 2.{AB

A
- —

d’ofr ; 2.(AB, AF)

A
—_
d’om : 2.(:?,AE)

— =
L AE

)

il

Q> u>

A = =3

A
p + (BA,BE) = p + @ + Q

A

De méme dans le triangle lsoctle ADF an a

et les points 4, E,

A
-
: 2.(AD, AF)

F sont bien

43

A —> —3

=p + (DAADF) A

A — >

= B + (DR, DO + (DC,0F)
A A A

=p - W+ &

A A A
+p ~ W+
alignés,

Remanque : paun une autre sclutlon, plus aimple, wain III.2




CHAPITRE IX

COMPOSEE DE DEUX REFLEXIONS
PAR RAPPQORT A DEUX DROITES PARALLELES.

IX-1 Question
Etant donné deux droites paralleles A1 et Az, quelle est la nature de 1la

transformation s, o s ?
Aa AI

I¥-1.1 ' Comme A et A sont paralléles, elles

ont le méme ensemble de vecteurs

a FAN N

1 2 directeurs ; on notera v 1l'un d’'entre
P e - — - — = = o eux. Soit A un point fixé
A A4 A' arbitrairement, et M un point
- L ) quelconque du plan. On considére
,:4/ " :, leurs tranformés successifs, selon le
! schéma suivant:

3A1 sAe

A —3 A‘1 —— A

M—-->M1-—>M’

D’aprés le théoréme VIII-1.2, on a :

5N RO SEEN
O = {(v,AM) = - {v,AM)
Sy {H) M1 A O 11

' | AM =AM
et A A
D —— 3 —
[v.A1M1) = ~{v,A'M")

SA(M‘].) = M e 4 ot

2 - A M?
L A1M1 = A'M
N S
il en résultes que é:’AM) = (v,a'H)
AM = A'W
A A A Y
3 — > — —_ — > A
De 1'égalité (v,AM) = (v,A'M’), on tire 1'égalité (AM,A'M’) = (v,v) (= o).
-
, (AM, A"M) = a
L’égalité VII-3 nous donne encore 1 et = AM =AM,
AM = A'M’
e —_—
Comme cette derniére égalité est équivalente a AAT = MM, la

transformation SA ) s'.A vérifie :
2 1
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—_— —
quel que soit le point M du plan MM’ = AA’.

—
est donc la translation de vecteur AA',

La composée 5§, ° S

Az AI

IX-1.2 Remargue -
Si1 B est un peint de Al, Sy (B) = B

1
A,, A-‘z. at Sy (B) est 1le point B qui
- 2
- 5 vérifie 4 la fois A = BB et Azest
P o =y — e - |t

A ‘ A1 Al la médiatrice du segment ([BB'].
Notons I le milieu du segmant [BB’1};
' ), le vecteur de la translation est le

double du vecteur BI.
. On peut ainsi énoncer le théoréme :
I¥-2 Théoreme :

Si Alet Az sont deux droites paralléles, B un point de A1 et I le

projeté or#hogonal de B sur Az’ la composée sAz s sAl est la translation
—

de vecteur 2.BI.

IX-3 Réciproque

On démontre que si A est une droite donnée, A et B deux points tels
que la droite (AB) scit orthogonale & A, alors :
ol A’ = tl (4)

L 5B

t ° g

AT S

Al

ol A" =t (A)
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CHAPITRE X

COMPOSEE DE DEUX REFLEXIONS
PAR RAPPORT A DEUX DROITES SECANTES

X-1 Question

Etant donné deux droites A1 et Az sécantes en O, quelle est la nature da

la transformation sA ® sA ?

, — —_
Soient vl et v2 des vecteurs

directeurs respectifs de Az et A2.
Soit M un peint quelconque du plan,

différent de Q. On =a le schéma

suivant :
SA Sa
1 2
0 ++—0——>0
M -—-e'Ml——-é M’
D'aprés le théoreme VIII-1.2 on a :
r A A
—_— - ——
S, (M) = M e (OM’V1] =" (OM1’V1)
A1 1 et
[ oM = oM,
et
A A
— —) —
= W (OM_,v ) = - (OM’,v_)
saszi) = M o < ot 1 2 2
' _ L 0M1 = OM*
En utilisant les relations :
A A A A A A
—— —_— — — — — — — —

(OM.vi) = - (OM1’V1] = (v1’0M1) et (Ouz’va] = - (OM .vg) = (vz,OM )
on obtient : '

A A A A A
- —— —_— —_ —— — ey -—
(OM,OM*) = EOM,VI)h+ (vl,OMla +-$OM1,V2) + (vszM %
Vv V
A A
— — —
= l2.(V1.OM1) + 2.(OM1,V22
V.
-
= 2.(v1,v2) .

De plus, comme OM

OM1 at OM1 =0M , ona: OM=0M
La conjonction de ces deux propriétés montre que la composée étudide

est une rotation ; plus précisément, on peut énoncer le théoréme suivant.
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X~2 Théoréme

Si A1 et Az sont deux droites sédcantes en O, de vecteurs directeurs
, - — . . = A
respectifs v, et v, alors: 5A2 sAl R(O,Z.(;?,G:)J {rotation de

AN
centre Q et d’angle 2.(v1,v2) J.
X-2.1 Remargues
i. Conformément a4 ce qui a été dit. au chapitre VII, l’angle de cette
rotation ne dépend pas des vecteurs directeurs choisis mals seulement des
droites elles-mémes. '
ii.Une vérification & 1’aide du rapporteur est utile pour les éléves.

-
1ii. Dans le cas particulier ol l'angle (V1’V2) est nul cu plat, il

n'y a plus qu'une seule droite et la composée est 1’identité.

X-3 Réciproque

%-3.1 Etant donné une rotation R de centre O et une droite A passant par O,
il existe une unique droite A’ et une unique droite A" telles que :

° Sy et R = S, ° SA“;

ces deux droites passant par O.
Seit A un peint quelconque du plan
différent de 0O ; la rotation R
donnée transforme A en un point noteé
B. A étant la droits passant par O,

notons C le transformé de A par la

réflexion S, et A1 la médiatrice du
segment [BC] (ou bien la droite (CB)
si C = B) ; les points A, B et C

sont sur un méme cercle de centre 0,

si bien que 4 passe par O ;

A1 est une solution, car s, o sA(A) = s, (C} = B ; ar, d' aprés X-1, la

1 1

transformation sA °A5 est une rotation de centre 0 ; comme elle transforme
. _

A en B, c’est la rotation R donnée.

A

La soclution est unique ; en effet, si A2 est aussl solution, la
relation : sA ° SA = sA o sA donne, par composition avec SA , la relation :
' 2 1
SA2= sAl et par sulte Az = A1

De fagon analogue on obtiendra A" comme la médiatrice du segment

[ADI, D étant 1’image de B par la réflexion s (on peut aussi appliquer

A H
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la premiére partie du théoréme a4 la rotation ﬂfl. réciproque de R ).

¥-3.2 Bemarques

i. Si A = (0A) A’ est la médiatrice du segment [AB]
Si A est la médiatrice du segment [AB] A’ = (OB)

. . -1_ 1.,
ii. On a la re;atlon : R = (SA,° SA) Sp° Sy

A N
ili.Notons « 1l’angle de la rotation R. Si 7 est un vecteur directeur de
. N A
A et § un vecteur directeur de A’, on a d’aprés X-2 : 2.(i,4) = «. En
A A
d’autres termes, si on appelle Bl et Bz les deux solutions de 1'équation
A A
apgulaire 2.8 = &, chacune des deux rotations fRi et 3{2 de centre 0 et
A A .
d’angle respectif 51 et 82 transforme A en A', et ona : R = Rlo Rl = Rzo Rz
A’ = R(A) AN A A A
} == (AB,A'B') = q, donc (5,8") = a.
B’ = R(B)

%-4 Exercice : Composée de deux rotationzs de centres différents*'

A
X~4.1 Question Scient Rz une rotation de centre O1 et d’angle @, et Ra
A
une rotation de centre 02 et d’angle %, On pose £ = Rao ﬂi. Quelle est la

nature de la transformation £ ?
X-4.2 On remarque que 31 et Rz étant deux isométries, (veir XI~1}, f est
une isométrie.

On salt que toute rotation est la composée de deux réflexions par
rapport 2 deux droltes passant par le point fixe, 1’une étant choisie
arbitrairement. Il existe donc une dr'oite‘A1 de vecteur directeur 31 telle

que R: s(oloz)o sAl et une droite A2 de vecteur directeur u, telle que

A
— — A

._.)A B ] A

Ré %'Sﬂzo 5(0102). On a alors : 2.(u1,0102) = a et 2.(0102,u2} = @,

On peut donc écrire f=8, os ° s s 5, . et,

_ Az _{0102) (0102) Ax
comme : S o g = Id, on a f=g5, 08, .
(0102) .(0102) A2 A1 |
Cela permet d’'affirmer que f est, solt une translation, soit une rotation,
RN
selon la valeur de 1l’angle 2.(u1,u2).
SERAN > —" A A

Or on a : 2.(u1,u2) = 2.(u1,0102) + 2.(0102,u2) =a+a

*oe réaultat ne fait pas partie des connalssances du progqramme de premliére
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X~4.3 D'oQ les résultats :

N\ /A
AN

-

A A A
i + = rs & et A sont
‘Sl a1 “2 o, alo . s

paralleles, et f est une translation.

A A A
Si oc1+ or.g # o, alors A1 at Az sont

sécantes ; notons & leur point

d’ intersection ; f est la rotation de
A A
centre I et d'angle @+ .

CHAPITRE XI
QUELQUES PROPRIETES DES ROTATIONS

X1-1 Théoréme
XI-1.1 Une rotation est une isométrie.

En ‘effet, toute réflexion est une isométrie, et toute rotation peut
étre considérée comme la composée de deux réflexions.

XI~1.2 Illustrons cette propriété par des figures,

M — M —_— M

N — N1 — N
(MN] — [M1N1] — [M’'N’]
MN = M1N1 = MN

(la réflexion est une isométrie)

Le point O est 1’origine du plan.

U est un représentant du vecteur

— -3 —_ -5 _
MN (QU = MN ; on note u ca
vecteur).

U1' réfléchi de U par rapport a &

(8 7/ A) est un représentant de
——— = — —
Mﬂl1 (OU1 = M1N1 ; on note u, ce
vecteur).

U', réfléchi de U1 par rappert 3 &'

(& /7 A’} est un représentant de
> y > -
M'N (QU" = M'N’ ; on note u’ ce
Fiqune mectonielle aasaclee vecteur].

> -
L et ' sont des vecteurs directeurs de A et A’.

Les points U, U1 et U’ sont sur un méme cercle de centre O et on a :
NN S AN
(MN,M’N*) = (u,u’) = 2.(4,8")

XI-2 Effet d’une rotation sur les angles
XI-2.1 Théoreme

La rotation conserve les angles.

Cet énoncé elliptique veut dire que si A, B, C et D sont quatre points
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du plan, d’ images respectives A’, B, C' et IV par la rotation R, alors :
— ey SENL N
(A’B',C’D' )= {AB,CD)
En effet, si 1’'on considére la rotation R comme composée de deux

réflexions s, et S,, par rapport a deux droites A et A’ sécantes en 0, en

A
utilisant le schéma suivant :

Sy Sy
A — A1 — A
B — B1 — B
C — C1 — C
D~ D1 _— D

et en sachant que chaque réflexion

change un angle en son oppesé, on

peut écrire :

A A
s T ——

(Ain’c1D1) = - (AB,CD)
A A
sy ey —_—
et (A’B',C’D’) = -(AlBlfchi]

N s
d’ol : {A’B’,C'D’ )= {AB,CD) .

XI~2.2 Corollaire

Si deux points A et B ont pour %gages A’ et B’ par la rotation
: A —)  c—— A
R de centre O et d’angle o, alors {AB,A’B’) =«

- -
En effet, d’aprés XI-2.1, on a 1'égalité : (0A,AB)= (CA’,A’B’),
SERATIN ="y
laquelle est équivalente a 1’égalité : [QA,0A7) = (AB,A'B")

*
XI-3 Image d'une demi-droite, d’un segment, d’une droite
A d’une demi~droite & d’origine A est
(0, a) A N
la demi-droite 8’ d’origine A’ image de A par R, telle que (3,8") = a.
En effet ; soit B un point (différent de A) de la demi-droite &

XI1-3.1 L’'image dans la rotation R

-3 —3 .
d'origine A. Ona : 8§ = { M/ AM =_A AB, A e R }

*Ceci constltus une géndrallsation de la propriété vue en IV-3.4.
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AM = XA AB
—> —_ :
Comme pour A > 0, AM = A.AB est équivalent & { et A
- — A
{(AM, AB) = o

en posant A’ = R(A) , B’ = R(B) et M’ = R(M), on obtient :

A'M = ALA'B (car R est une isométrie)
. A A .

et (A'M',A'B’) =o {car R conserve les angles)

La conjonction de ces deux égalités est équivalente & : A'M’= A.A'B’
e — .
L’image de & par R est donc 1'ensemble : { M/ ATM = A A'B, A e R },
c’egt-ad-dire la demi-droite &’.
D'autre part, d'aprés XI-2.3,
A’ = R(A) SN NN A _ A A
} = (AB,A'B’) = «, donc. (§,8'}) = «.

B’ = R(B) ;
X1-3.2 L’ image par la rotation R du segment [AB] est le segment [A’B']
(A’ étant I’ image de A et B’ 1’ image de B par R).

’

Il suffit d’adapter la démonstration précédente en notant que :
—_ ——p
(AB] = { M/ AM=AAB; A g {0.1]}
XI-3.3 L’image par la rotation R de la droite (AB) est la droite (A’B’)
(A’ étant 1’image de A et B’ I’ image de B par R).
C'est immédiat : 11 suffit de considérer la droite (AB) comme réunion
des demi-droites [AB) et [BA).

F)

XI-4 Effet d’une rotation sur leg vecteurs

X1-4.1 Thécréme

La rotation conserve les relations de colindarité et les sommes de
vecteurs.

En effet, une rotation transforme un parallélogramme en un
parallélogramme (puisque c¢’est le cas pour les réflexions - ou - parce

qu'en tant qu’isométrie elle conserve le milieu des segments). Il en

résulte que :
— —
* Si les quatre points A,B,C,D sont tels que AB = CD, leurs images
—— —
A',B',C",D" vérifient : A’'B’ =C'D’
- — > >
* Si AB = A.CD, alors A'B' = A.C'D’.

En effet supposons d’abord A strictement positif et C différent de D.
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-3 —

Construisons le point E (de la droite (AB)) tel que AE = CD. On est alors
—_ —

ramené a la situation étudiéde en XI-3.1 et, de AB = A.AE on déduit :

— _— —_—  —

A'B’ = A A'E’, et, comme : A’E’ = C'D’, on a bien le résultat cherché.

SiC

1}

D ousi A est nul, en A = B et, par suite, A'= B'; c¢’est encore vral,
- T —

Si A est négatif, on écrit AB = (-A).DC pour appliquer le résultat

précédent.

—_ = - > > ¢
* Si AB = AC + AD , alors A’B’ = A’C’ + A’D’,

En effet, ACBD est un parallélogramme, donc aussi A’C’B'D’.
XI-4.2 Conservation des coordonnées

-3 e
Soit (0,01,0J) un repere du plan (orthonormé ou non) et R une rotation

de centre 0. Notons 1’ et J' les images de I et J par R, et M’ 1’image d’un
peint M guelconque du plan. Alors les coordonndes X et y de M dans ce
repére sont aussi les coordonndes de M dans le repére (0,1',J').

I1 suffit de combiner les différents résultats de XI—4.1.'en partant

-3 — —
de la relation : O = x.0I + y.0J , pour obtenir la relation :
— — —_—
oM = x.0I' + y.QJ°.
Exercices

Exercice XI.1
Hontrer que dans un carré ABCD on a les dgalités d’angle droit suivantes :

(Kﬁ i) = (Eﬁ —B) (_3 ) = cﬁK D). Géndraliser au rectangle.

Exercice XI.2

Etudier' les images d’un parallélogramme, d’'un carré, d’un cercle. .. par une
rotation donnée.

Exercice XI.3

1) Etant donné deux carrds ABCD et A'B’C'D dont les ardtes ont la méme
longueur, montrer que pour gqu’ il existe une rotation R, d’angle & (non nul)
et de cenﬁ{e 0, qui transforme le prem;er en le second, il est nécessaire

que (ﬁ?)=(AB":A =)etque:(23A’=)-A
2) Si cette condition est vérifide, construire le centre de la rotation R.

Indication ;  ©premiére méthods : montrer que les médiatrices de [AA’] et [BB’]
sont sdécantes (au point 0)

deuxisme méthode : en notant R’ la rotation de centre A et d’angle & et t
la translation de vectsur AAY, montrer que R = £ o R’ et déterminer QO en

décomposant R’ et t en réf’leﬁians.
3) Que se passe~t-il si a est nul ?
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Exercice XI.4
On considére deux droites D et A se coupant en un point Q situé hors de la
feuille de dessin. sur D on place deux points A et B tels que leurs
symétriques A’ et B’ par rapport 2 A scient sur la feuille.
1) montrer que la rotation R de centre Q qui transforme [QA) en [QB)
transforme A en A’ et B en B’.
2) Construire le transformé par R d’un point C sans sortir des limites de
la feuille

a) par composition de réflexions (deux maniéres possibles)

b) en utilisant une roggtion auxiliajre de centre 0O (& choisir en

fonction de C) et d’angle (52.5?).

3) Définir et construire la partie de la feuille dont les points ont une
image par R également sur la feullle ; montrer que cette Image est alors
constructible par le procddd b).

4) Déterminer 1’ensemble des points dont les images par R sont
constructibles par chacun des procédés de a)

Remarque : i1 eat préférable pour cet exercice de procurer aux éléeves e
feuille reprographlée sur lagquelle sont dessinés les éléments de départ.

Exercice XI.5

On se donne un angle & et un parallélogramme ABCD.
On construit le point E Image de B dans la rotation de centre C d’angle - a
et le point F image de B dans la rotation de centre A d’angle «. Mbntrer
que le point F est 1’image de E par la rotatlon de centre O et d’angle )

Démonstration Comme R(c,-m t: B—>E, on a :
. - £ A_)- A
’F‘ CB = CE et (CE,CB) = o.

A .
De méme : R(A,&) : B —> F donne :

A AS A
——y A
7 E AB = AF et (AB,AF) = . N
_,.-"" K Considérons la Arotat!on Rin,a) de
[ cantre D et d’angle &. On a : :
- )

D
Ruum? A
— A
¢ — X oo qui a DK = DC et (nczﬁk) =@
onne :
) — A
E — KF'= CE et {(XF',CE) = -¢¢
A A '
= =3 - - — =
et, par suite : (D_K),;?) = (DKADC) * (DCAAB) + (ABAAF)
= -% + Q * %
Comme, d'autre part, DK = [DC = AB = AF, on a done
- - =
parallélogramme - ; donc RA = KF = Cf A
-—+ = —_ o wd
Par ailleurs : (KF* ,CB} = (RF AE?) * (CEACB) A
= -{L + [+ ] = O
-

et. XF’ = CE = (B s done CB = KF°’.
I1 en réaulte que : KF = KF', et donc que : F = F’ A
F est blen le transformé de E dans la rotation R(n.m.

Application : Le "rotateur" d’angle &

Ls parallélogramms ABCD est, articulé,
D est flxé. Les triangles CEB et AEF
sont indéformables.

L'appareil est. un  rotateur d'angle &
autour de 0, qui fonctlonne pour tous
les points d’une cowronne de centre D.
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CHAPITRE XII

THEOREME DE L'ANGLE INSCRIT
XII-1"Théoréme
Si A, B, C sont trois points d’un cercle I' de centre 0, on a la

A A
—_ — —_ —

relation angulaire : (OA,0B} = 2.(CA,CB)
XII-1.1 Cas particulier
Le triangle ABC est un triangle rectangle en A ; [BC] est donc un
diametre du cercle T.

Soit A la meédiatrice du segment [AB]
_)
et u un de ses vecteurs directeurs.

Comme s,{A) = B, on a :

A
A A
-3 > —
(0A,u) = (u,0B), et par suite
A A A A
—— —" - — ——
(0A,0B) = (0A,0I) + (OI,OB)} = 2,{(0I,0B)

Les vecteurs OI et CA sont colinéaires,
de méme que les vecteurs OB et CB ;
A A A A
_— —3 — iy — ey — —

done : 2.(0I,0B) = 2.(CA,CB), et finalement : (QA,0B) = 2.(CA,CR)

XI11-1.2 Cas général

Le triangle ABC est quelconque. Notons C' le point diametralement
~opposé a C. Le triangle ACC' est
rectangle en A et le triangle BCC' est

rectangle en B.

- - —

On a :(0A,0B) = (0A,0C") + {0OC’,0B) or

AN — s

d'aprés XII-1.1 : (0A,0C’) = 2.(CA,CC’)

—r —

et (oc’,0B) = 2.(CC’,CB)
A : A A L
—-— . —— —_—— -y —3

d’ou : {0A,0B) = 2.(CA,CC') + 2.(CC’,CBY = 2.(CA,CB).
XII-2 Réciproque

On considére le cercle T de centre 0, A et B deux points de ce cercle
. Tout point C du plan, différent de A et de B, qui vérifie :

— s -
2(CA,CB) = (QA,0B) appartient au cercle T.
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Remarquons d’abord que les deux droltes (CA) et (CB) ne peuvent pas
étre toutes les deux tangentes au cercle I', car alors les deux triangles
OAC et OBC seraient rectangles respectivement en A et B, les quatre points
A,B,C,0 seraient cocycliques sur le cercle de diametre [OC], et on aurait
{d’apreés le Théoréme direct, I étant le milieu du segment [CC])

= - "= SERAEN SENANEN "
2. (CA,CB) = (IA,IB) et 2.(0A,0B) = (IA,IR), d'ou : 2. (CA,CB) = 2.{0A,0B),
SO AN - A

et finalement : 2.(0A,0B) = (0A,0B) et (0A,0B) = o, contraire au fait
que A # B.

Nous supposerons par exemple que la droite (CA) n’est pas tangente au
cercle T.

Soit alors C' le point d’intersection
du cercle I' et de la droite (AC): les

polnts C’, A, B étant sur le cercle T,

le théoreéme direct nous donne
r. — SINATEN
2.(C°A,C'B) = (OA,OB) , et par suite :
NN ey
2(CA,CB) = 2(C‘AAC'B)
— —

en ajoutant 2(C’B,CA) aux deux membres,

= —"
on cbtient 2(C’A,CA) = 2(C’'B,CB)
Ce dernier angle est nul car A, C, C' alignés. Donc B, C, C' sont

également alignés et comme B n’appartient pas a la droite (AC’), ¢’est donc
que C et C* sont confondus.

X1I~-3 Angle inscrit et tangente au cercle

XII-3.1 Théoréme

Soient A et B deux points d’un cercle I' de centre O, et M un point

_ ey NN
quelconque de la tangente en A a T, alors 2.(AM,AB) = (OA,0B).
Si A et B sont diamétralement opposés,
m 4 == A
' on a (0A,0B) = p. D'autre part (AM) est

. R N
perpendiculaire a (AB), donc (AM,AB)
A 3 B A A F
o . est égal 4 d ou -d, et la relation est

bien vérifise,
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Supposons maintenant A et B non
diamétralement opposés. Appelons A la
médiatrice du segment [AB]. La tangente
en A au cercle I' n'étant pas paralleéle
a A, notons P le point d’intersection
de (AM) avec A.

Les droites (0A) et (AP) d’une part,
(OP) et (AB} d’autre part sont

~ perpendiculaires.
' NN A KON
Donc : 2.(AP,0QA) = p = 2,{AB,0P} ;
=" "
ce qui donne : 2.(AP,AB) = 2.(0A,CQP)

Comme A et B sont syméfriques par
rapport 4 la droite (OP), on a :

SERATN RATN
2{0A,0P) = (0A,OB) -
- SENANEN

et par suite, pour tout point M de (AP) : 2. (AM, AB) = {0A,OB)

XI1-3.2 Réclproque
SEANN s
Si un point N du plan, différent de A vérifie :  2.(AB,AN) = (QA,CB),
alors la droite (AN) est tangente en A au cercle T,

En effet, =i M est un point de la tangente en A au cerle T, dfaprés

' SO —e‘—a JINL TN SERLIEN
XII-3.1 on a : 2.(AB,AM) = (0QA,0B), et par suite : 2.(AB,AM) = (AB, AN),
—+~—+ A —_ -—

d’olt 1’on tire : 2.(AM,AN) = o ; les vecteurs AM et AN sont colinéaires et
la droite (AM) est égale A la droite (AN).

Exercice

Exercice XII
Soit ' un cercle de centre O, de rayon R. Soient D1 et D2 deux droites

coupant respectivement le cercle I' en A et A', et en B et B'.
Montrer que :

A A A A A
2.(AK”,BB%) = (3X,08) + (OA®,08") (égal encore a (0&,0B8") + (DA°,0E))

Déhonstration

A A A
—_—— — = ey
Relation de Chasles : 2. (A A58 ) = 2.(AA’AAB ) 2.(AB’ABB’)
2y — —_—
colinsarité - 2.(R’Aaa') = 2.(%\ LABY) + 2.(5'4,5°8)
— -
angle inscrit : 2.(x%*,58") = (oa’,08") + (0R,08)
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CHAPITRE XIII

CONDITION NECESSARRE ET SUFFISANTE POUR QUE

QUATRE PCINTS SOIENT COCYCLIQUES.

XIII-1 Théoreéme
Pour que quatre points A, B, C, D scient sur un méme cercle, il est

A
—_—
nécessaire et suffisant que 1’angle 2.(CA,CB) soit égal a 1’ angle
NANIN
2.(DA,DB), et que cet angle ne soit pas nul.
XIII-1.1 Condition nécessaire
c 3 En effet, si A,B,C,D sont quatre
points d’un cercle I’ de centre 0,
on peut écrire :
_ T A " "
' AB,C sur I «» 2.(CAACB) = (OAAOB)
— -5 — —
A,B,D sur T « 2, (DA,DB) = (0A,O0B)
A A
D _ — —> —_
d’ ou : 2.(CA,CB) = 2.(DA,DB).
XIT-1.2 Condition suffisante _
Soient A,B,C,D quatre points d'un plan vérifiant la relation :
LN SPUEIN
2.{CA,CB) = 2.(DA,DB).
* 81 cet angle est nul, alors A,C,B sont alignés et A,D,B aussi ; les

quatre points A,B,C,D sont alignés.

* Si cet angle n'est pas nul, A,C,B ne sont pas alignés ; soit alors T le
cercle circonscrit au triangle ABC, et O son centre.

. ' =t -
D'apreés XII-1 on a : 2.(CA,CB) = (0A,0B)

A A A A
—_ = — —> —_ = —_ =

et comme : 2.(CA,CB) = 2.(DA,DB), on obtient : 2.(DA,DB) = (0A,OB).
D'aprés XII-2, cela veut dire que D appartient au cercle Fy; les quatre
points A,B,C,D sont cocycliques.

XI1I-1.3 En résumé

Si A,B,C,D sont quatre points d’un plan, pour que ces points soient

SERATEN SENANEN
alignés ou cocycliques, il faut et il suffit que : 2.{AB,AC) = 2.(DB,DC).
A A A A A

Notons « cet angle ; si @« = o les points sont alignés ; si a # ¢ les points

sont cocyecliques.




Exercices

Exercice XIII.1

1) Soient Fl et F2 deux cercles de
centres 91 et Qa’ sécants en A et B.

Soient deux droites AI et Ag passant
par B. Elles recoupent FI et T

. 2
respectivement en P1 et Q1’ et en

P2 et QQ. Montrer que 1l'on a :
A

(QF

11

A
,Qile = (nzqi'anz)

2) Mentrer que si P et Q sont deux
points appartenant ggspectivemqgt &
r et T, tels que (3B, A2]) = (Kﬁ?,Kﬁ:)

alors la droite (PQ) passe par B.

Démonstration ;
. A A A
S el — s —— ) —— )
(R ,QP) = 2(8p = =
PP = (s 1,5P2) 2(301,13(32) (onl,nzoz)

Réciproquement, si PI' B et Ql sont.  allgnés (Ple Cle.t Q1€ Cz), et sif P

et Q sont deux points des cercles l"'l ot 1"2_ tels que :
A

A
oy ey "y
fﬂlPi,QlP) = (QBQI’QZQ)' alors les points P, B et Q sont alignés.
A A
2} Sotent P et Q deux points de r’l ot 1"2 tels qus (IF?,B}= (Aﬂi.Aﬂz).
Appslons Po at Qo les points diamétralement opposés A A sur [ et ', Le

1 2
mliiew I du sagment [AB] est un point du segment. {Qlﬂzl.

Appelens h  1’'homothétie de centre A
et de rapport 2 : on a :

h
A —_— A
Q=3 B
1 9
Q — @
2 -]
I — B

Pulsque I € (R Q 1, alors 8 € (P Q ]
12 CIE

Seit P & I"l. Appelons (’ le point d’'intersection de la droita (PB) avec

A A
le cercle 1"2. Q étant le point de C2 tel que (rl;),ﬁj = (Aﬂi,Aﬂ )
. 2
A
. _ — - an3y
on a ausgl : (AP,:E?)} = (APO,AQOJ
Il reste a démontrer que Q = Q!
A A
A A A A —_ — —>
- —_— — — — =
(AF,AQ) = (APQ,AQQ) > fAPo,AP] = (AQO,AQ) = 2.(AP°,AP] = 2.(4Q ,Aq)
o

—— ey ) ’

dlott (QIPO,QiP) = CQZQQ,QZQ ) ; mals d’apréz 1), comme FP,B,Q' sont alignés,
A A
— ey ey

alst que P ,B8,Q , ona : (2P ,0P) = (QQ,00°) et, par suite

oA [+ A 1¢ 1 20 2

(9200,920) = (ng 1920’)» d’ot Q = Q” et P, B, Q sont alignes.
o

Exercice XIII.2

Un carré ABCD étant donné, on construit le peint E extérieur au carré
tel que BCE solit un triangle équilatéral, et le point F intérieur au carré
tel que DCF so0it un triangle édquilatéral.

Montrer que les points A, F, E sont alignés.

Démonstratlon :
A —
Notons d 1’angle droit (CD,CB).
B I étant le <centre du carrs, les rotations
F de centre 1 qui consarvent le carré
permttggt d’écrire également
PR SO T fr T ¢ .
La rotation R de centre C et d*angle d
transforme D en B et le trian'gll\e COF en le
A — -
triangie CBE donec F en E : d = (CF,CE)

< : Le triangle  CEF étant isocale, (1 admet wmn
a:keA de symétrie passant par c, doix :

- =3 - -
(EC,EF)= =-(FC,FE)
d'atit.re part, ji\ans le triangle ECF, on peut écrire :

=2 D - —3
(EC.E{‘-) + (E'),CE) «I-A(l_“?,FC) =$ ¢e qui donne :

— —_— = A A A
{1) 2.{(EC,EF) = p + (CE,CF) = p ~d = d {car p = 2d}
Le cercle de centre B, passant par A, passe également par C et E
d’ou (Th. dx 1’angle lxscrit)
— = —p A
(2) 2.(EC,EA} = (BC,BA) Y d A
= =
(1) et (2 antraineA: 2‘.(EC,EA.)A= 2.(&?,3) A
- = 5 =3 A — = A
801t encore : 2.(EC,EA) =~ 2.(5.'.C),EF) = 0, ou : Z2.{(EF,EA} = 0

Les points E, A, F sont donc alignés.

NOTA BEME : pouwr trogver une géndralisation de ce probleme et un autre type
de solutlon, se reporter em VIII.2
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CHAPITRE XIV
ARC cAPABLE

XIV-1 Introduction

Considérons sur un cercle I' de
centre 0, deux poinis A et B de T,
la médiatrice A du segment [ABl qui
coupe le gercle 'en I et J.

On sait que quelque soit le point M
du cercle I, distinct de A et B, on

a la relation

E AN SENL TN
2.(MA,MB) = (0A,OB)
%T . A —)A-—)
w C’est & dire que sl @ est 1’un des deux angles vérifiant 2.a = (0A,OB)
-—)A —_ A -—#A---) A A
ona: soit (MA,MB) = «, solt (MA,MB) = a + p.

La droite (AB) partage le plan, en deux demi-plans (1) et (2).

Nous allons préciser la valeur de ces angles.

XIV-2 Théoréme
-t
XIV-2.1 Si M appartient au demi-plan (1), 1’'angle (MA,MB) est toujours le

A
méme (nous choisirons de le noter o), et si M appartient au demi-plan (2),

- A A
1"angle (MA,MB) est alors o« + p.

{ M Sait M un point du cercle T distinct
| de A et de B. Soit A 1l'axe de
symétrie des demi-droites. [MA) et
[MB). A coupe le cercle I' en M et le
recoupe en un peint que nous

nommerons K. On a :

RN -

(MA,MK) = (MK,MB), si bien que :
AN SINASIN =" S RN
(0A,0K) = 2. &MA, } = Z.ACMK,MB') = {0K,0B)

— — — -
La conjonction des deux égalités : (0A,0K) = (OK,0B) et 0OA = OB

implique que la droite (OK) est la médiatrice du segﬁent [AB]. Le point X
est done l'un des points I ou J. Nous démontrercns en XIV-3 le lemme
suivant




XIV-2.2 Lemme

Si M appartient au demi-plan (1), alors X = J et si M appartient au
demi-plan (2), alors ¥ = I.

XIV-2.3 Démonstration du théoreme

e e, ol

Supposons que le point M soit dans le demi-plan (1), alors K = J et

SERAEIN - SN
(MA,MB) = 2.(MA,MJ) = (0A,0J). Cet angle est donc le méme pour tout point M

A
de l’arc de cercle AB contenu dans le demi-plan (1). Notons le «.

De méme, si M est dans le demi-plan (2), alors K = I et :

feﬁ—+ SENANEN A A
(MA,MB) = (0A,0I). Cet angle est également et vaut « + p car ;

—9A—e NN - =
{0A,0I) = (0A,0J) + (0J,0I) = g + P
XIV-3 Démonstration du lemme

XIV-3.1 Premiére démonstration

Les points A et B sont dans les deux demi-plans opposés de bord A. Le

segment [AB] coupe donc la droite A en un point C situé entre A et B ; ceel
' —> 3 _— —>
se tradult par 1’inégalité : CA.CB < 0. Or CA.CRB est la puissance du point
- — :
C par rapport au cercle " et peut aussi s’écrire CM.CK, en utilisant la

droite 4 qui coupe le cercle I' en M et K.
- -
Donc CM.CX < Q. Autrement dit, C est entre M et K : M et K sont de

part et d’autre de la droite (AB).
S1 M est dans le demi-plan (1), X est dans (2) et X = J. De méme si M
est dans le demi-plan (2), K = I.

XIV-3.2 Deuxiéme démonstration

Considérons le repere orthonormé
(M, T, 7 ot T est un vecteur
T4 _ directeur de A. Il existe un réel
| ~ m, nen nul, tel que dans ce repeére
~/L le point A ait pour coordonnées a
™. et ma, et le point B pour

. ' Lo coordonnées b et ~mb, avec la
condition : ab > 0.

BB

y *+ mb _m{(a + b)

La droite (AB) a pour équation : v —5
2ahb
Le point C, intersection de A vec (AB), a pour abscisse : X = 775
| ) a+b _m{a - b)
Le milieu L du segment [AB] a pour coordeonnées : X === et V.S s
On obtient 1’abscisse x_ du point K intersection de A et de la
X — —
médiatrice du segment [AB] en écrivant que LK.BA = 0, c’est a dire :
(x - & ; b).(a - b) + :_E;Lg*:_gl m. (b + a) =0, ¢’ est-a~-dire :
4
2
2 (1 + m%).(a +b)
a+b m s R . =
- —_— - =0, U finalement : ¥ =
g 2 2 (a +b) 0 i ° _ K 2

4
Calculons maintenant le rapport il nous obtenons ¢
c

* 2
kx_+m)(a+b) a+tb_(1+nd).(a+b)?
X 2 * T2ab dab '
c
2
(a + b)
ona:1+m2>1 et Tzl;
(a + b)? (a - b)? ,
en effei P - 1= =5 > o] {(car ab > Q) -
donc : — > 1 et, par suite, K et M sont de part et d’autre du point C.
X
(o
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CHAPITRE XV
LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE ET LA MESURE DES ANGLES

XV-1 Le cercle trigonométrique

Le cercle trigonométrique, que nous noterons T est ﬁn cercle vérifiant
les propriétés suivantes ;
i il est centré a4 l'origine du plan et son rayon est 1'unité de longueur u
ii sur ce cercle sont placés deux points I et J tels que l’'un des deux arcs
d’extrémités I et J ait pour longueur le quart de la longueur du cercie,
c’est-d~-dire w/z2.« (l’autre ayant pour longueur zm/z.u)}
1ii1 1'origine des abscisses curvilignes sur le cercle T est le point I
iv le sens de parcours positif sur T est celul de I vers J en suivant 1'arc
de lohgueur /2. U
v tout point du cercle posséde une infinité d’'abscisses curvilignes; deux
d’entre elles différent d'un multiple de 2;m ; en particulier les abscisses
de I scont de la forme 2xm et celles de J de la forme m/2 + 2xm, kx étant un
entler (élément de Z).

XV~1,2 Dessin du cergle trigonométrigue
Si 1'unité de Ilongueur n’est pas

J : préalablement imposée, le rayon de ce
' cercle peut étre choisi
arbitrairement : il détermine alors

1'unité de longueur (1’expérience

montre que, . sur le papler, une
longueur de 2cm est scuvent une bonne
unité).

La convention généralement admise est

de nommer I le point le plus 2

droite du cercle et de nommer J le point le plus haut. éela.revient A
choisir pour sens positif "le sens inverse des aiguilles 4'une montre" ou
“le sens giratoire" de la circulation des véhicules en Europe continentale.
En classe de premiére, comme en classe de seconde, les abscisses
curvilignes peuvent é&tres introduites soit par le chemin parcouru, compté
positivement dans le sens positif et négativement dans le sens négatif,

501t par l’enrculement 4d’une ficelle, moyen de reporter sur le cercle la

. graduation d’un axe.
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XV=-1.3 Remarques

Tout ce qul vient d’étre dit est purement conventionnel et ne fait pas
partie de la théorie mathématique ; celle_ci peut &tre illustrée aussi
bien par un dessin que par le méme dessin regardé dans un miroir.

Il est possible de superposer par glissement des dessins répondant aux
mémes caractéristiques (méme unité et méme orientation), les points ayant
méme abscisse dans les deux dessins venant alors en coincidence ; 1’intérét
d’une convention est de permettre la communication des 1nformation$ sur les

points du cercle par 1’intermédiaire de nombres.

XV-2 La mesure des angles de couples

XV—2.1 ﬁbsures d’un angle de couples

On peut considérer le cercle trigonométrique comme un rapporteur
circulaire fixe gradué en radian ‘et pour lequel, 2 chaque point de la
graduation correspondent, ocutre le nombre indiqué par le rapporteur, tous

les nombres qui s’en déduisent par addition d’un multiple entier de zm.
A

A chaque angle de couples «, quelle que soit la manieére dont il ast défini,

on falt correspondre le point P du cercle T image de I par la rotation de
A

~centre O et d'angle a ; puls & ce point P on fait correspondre 1'ensemble

A
de ses abscisses qu’on appelle ensemble des mesures (en radian) de c.

Inversement, A tout réel x, on peut associer le point Q du cercle T dont

_ A —r

X est une abscisse curviligne, puis 1’angle de couples 8, égal a (0I,0Q)
A A

X est une mesure de B, les autres mesures de 8 différent de x d’un multiple

entier de 2m,

XV-2.2 Déterminations grincigales

Comme il n'est pas toujours commode d’'associer a un angle de couples
une infinité de réels, on convient parfois de choisir parmi ces nombres ;

soit celle des mesures qul soit celle qui appartient a

appartient & 1'intervalle [o, 2| 1'intervalle l-m,+u].

T

2

bia

J
|
+id

Dans 1’un et l'autre cas on parle généralement de détermination
principale et seul le contexte permet de savoir de Iaquelle il s’agit.
Nous conviendrons, dans ce chapltre de désigner la premiere par le

vocable "détermination principale positive” et la deuxiéme par le vocable

"détermination principale symétrique". Bien évidemment il n'y a pas

d’'amblguité pour les angles dont une mesure est comprise entre o et .

La détermination principale symétrique permet de donner un sens & des
expressions, souvent utilisées par le physicien, mais que le mathématicien
trouve également commodes, telles que :

* un angle peositif ou un angle négatif

* un angle "petit", etec...

XV-2.3 Addition des angles et addition des mesures

En nous appuyant sur les manipulations effectuées antérieurement avec

le rapporteur (gradué en degré), nous admettrons que si x est une mesure
A A A A
de @ et y une mesure de B8, x + y est une mesure de o + B,
. A
De cette propriété résulte que -x est une mesure de - «, X - ¥ une
A A ] A
mesure de « - B et, quel que soit 1'entier m, mx une mesure de m.o.

On peut transférer les calculs sur les angles aux calculs sur les
mesures ; mais les cbservations faltes au cours des chapitres précédents
montrent que, si x et y sont des déterminations principales (de l'une ou

1'autre nature), il n’en est pas toujours de méme pour X + ¥, POUr X - ¥,

ni pour mx.
XV-2.4 Division des mesures par un paturel
A A . A A
Considérons deux angles de couples o et B liés par 1’égalité : 2.a = B ;
A A
Si x est une mesure de a, alors 2x est une mesure de 8 ; neotons y le nombre
A
2x + 2n ; c’'est aussi une mesure de B ; mals y/2, égal a x + w, n'est pas
A A A
une mesure de « ; c’est une mesure de o + p. Plus généralement en divisant
A ] . A
par 2 n’importe quelle mesure de B on obtient : soit une mesure de o
: A A
solt une mesure de a + p.
A A A .
On retrouve ainsi le fait que l'équation d'inconnue 7y : 2.y =B
A A A

a deux solutions qui sont : a et ¢ + p.

Il n’est pas ici envisageable de démontrer quoi que ce soit puisque nous
ne disposons pas de modéle mathdmatiqus de la manipulation phyatque par
laquelle est introduite la notion d’abgcisse curviligne
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A A A
Le méme procédé, appliqué a 1’équation d’inconnue T o n.y = ¢ (n
naturel), permet de démontrer qu’elle admet n solutions.
“A . ' A A
Exemple : Notons d 1l’angle droit de mesure n/2 ; TIOUS savons que : 4.4 = o.
A A AN
L'équation d’'inconnue y : 4.y = o, conduit & 1'infinite d’ équations
d’ inconnue réelle x : 4x = k.2x (de paramétre k) dont les solutions sont
A
dgs mesures de d si k est de la forme : 1 + 4q (g entier)
A
des mesures de p si k est de la forme : 2 + 4q
A

des mesures de -d si k est de la forme : 3 + 4g
A
et des mesures de o si k est de la forme : 4q.

Remarque : Il ne semble pas souhaitable d’aller beaucoup plus loin dans
cette direction en classe de premiére, car 1'étude de 1’ensemble des angles

de couples dont les mesures sont de la forme rx (ol x désigne n’ importe
A

quelle mesure d’un angle o) est un probléme d’arithmétique si r est un
rationnel et un probléme d’analyse 81 r est irrationnel (étude de
sous—groupes additifs discrets ou partout denses de R).

XV-3 Dénominations, notations et abus de notations

XV-3.1 Radian et Degré
Soit P un point du cercle trigonométrique T et X 1’un des points de
1’axe que 1’enroulement de la ficelle permet de lul associer (ef XV-1.2) ;

SN
1’ abscisse x, de K est 1’une des mesures en radian de 1’ angle (OI,0P). Si,

au_lieu de prendre le rayon du cercle T comme unité de longueur u, sur
1’axe , on choisit 1’unité de longueur u, obtenue en divisant la longueur
de ce cercle par 360, on obtient une nouvelle abscisse x2 de K, qui est
. -t
1'une des mesures en degré de 1’angle (OI,OP),
En particulier, la plus petite mesure positive en degré de 1’angle
plat est 180,
En faisant varier P ou K, mais en utillsant le méme point X pour
évalyer X, et X, on obtient des nombres proportionnels (changement d’unité
X
sur 1’axe), la relation de propertionnalité étant : —- = . .
X, 180
Cela permet de dire que si 2 est une mesure en degré d'un angle de

T
couples, le nombre a x 50 est une mesure en radian de ce méme angle,
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Exemple Soit « l'angle de couples dont une mesure en radian est le
A
nombre - Eg et B 1l’angle de couples dont une mesure en degré est le nombre
60. Une mesure en radian de ce dernier angle est le nombre : 80 x Tga )
‘A A
égal a g : et, comme : g - (- Eg) = or , on en déduit que : & = g8 .

XV-3.2 Notations et abus de notations
Nous venons de mettire en- évidence, & propos d'un angle. de couples,
trois notions qui sont : ' N
A > >
* l'angle de couples lui-méme, noté, entre autres, « ou {u,v)
* 1l'ensemble de ses mesures en radian

* 1’ensemble de ses mesures en degré ;

Pour les deux derniéres notions nous n’avons pas introdult de notation.

Chacune de ces trois notions est utile ; 1’angle de couples pour.la
résolution de problémes de géométrie, les mesures pour la transmission de
1’information, pour l'utilisation des fonctions trigonométriques et plus
généralement pour le calcul analytigque. Les disciplines techniques
utilisent souvent le degré, les mathématiques le radian ; on trouve les
deux (et aussi le grade) sur une calculette.

Le programme des classes de premiére propose powr ces trois notions
ﬁne seule notation : celle du couple. A condition d’étre averti et de ne
pas la prendre dans son sens premier,cette notation unique permet d’alléger
les écritures et il est, sans aucun doute, souhaitable en premiére
d'arriver a 1’introduire ; cela d’autant plus que, par la suite, les éléves
seront contraints d4d’adopter cette attitude tout-a~fait général isée,

Cependant quelques précautions 4’'écriture nous semblent utiles pour

que le contexte permette de savoir de quol il est question. Ainsi :
2 —_ — :
(g, v} = (uv’,v") peut signifier 1’égalité des angles de couples ou

1’égalité de mesures de ces angles {en radian ou en degré indifféremment) ;
ceg trois significations apportent la méme Information et 1'ambiguité est

sans lmportance pratique,
> 3 —_ —
(u,v) 2 (¢ ,v') mod(zn) précise qu'il s’agit de nombres (des mesures

en radlan) différant d’un multiple de 2m, mais apperte la méme information

que la phrase précédente et que la phrase suivante :
5 > —_—
(u,v) =2 (@ ,v') med{380) dans laquelle 11 s’agit de mesures en

degre.
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>
Plus ambigiie est la phrase : (u,v) = 1 ; g’agit-il de radian ou de
>
degré ? Méme si bien souvent, comme dans la phrase : (u,v) = & la
s H)

présence de la lettre m incite a penser qu'il s’agit de radian, il vaudrait
mieux éviter ce genre de phrase et choisir le deuxiéme type 4’'écriture
dvoqué ci-dessus ; ne serait-ce que pour rappeler aux éléves que s’ilsg

utilisent la calculette, il faut la mettre en position rad.

XV-4' Autres types d’angles

XV-4.1 Leg angles de secteurg

Soient A,B,C trois points non alignés. Considérons les deux angles de
A A
- -3 o A
couples (AB,AC) et (AC,AB) et les deux angles de secteurs : le saillant BAC
oo v — s
et le rentrant BAC. L’un des deux angles, (AB,AC) par exemple a une mesure

en radian comprise entre o0 et m ; nous la noteronsla. Alors 2m - a est une
s )
mesure de (AC,AB) et ce nombre est compris entre w et 2.
A v
La mesure du saillant BAC est a et la mesure du rentrant BAC est zm - a.
La encore le programme indique de ne pas introduire de notation

7 A \%
nouvelle pour les mesures et d’écrire : BAC = a et BAC = 21 - a.

XV-4.2 Les angles de droites
P
Nous avons montré (of VII) que deux vecteurs non nuls colinéaires u et

A
— 3 3 A

u’ vérifiaient la relazation : 2.{u,u’) = o. Cela peut se traduire par
> -y ' > -
(y,v’) = o mod(w) . Il en résulte que sl u et W sont des vecteurs
> -~
directeurs de la droite D, v et v’ des vecteurs de la droite A, on a :
S5 > — '
(u,v) 5 (W',v') med(n)

L’utilisation de relations de ge type permet d’éviter 1’introduction

du concept d’angle de couples de droites, lequél n'est plus au programme du
Lycée, et falt ainsi faire 1’ économie d’une nouvelle notation.

XV~4.3 Nouvelles formulations de la cocyclicité

Quatre points non alignés A,B,M,P sont cocycliques si et
—_— = —_ —
seulement si on a : (MA,MB) = (PA, PBE) mod(n} ; alors M et P sont de

. , ) A A
part et d’autre de la droite (AB) si et seulement si on a : AMB + APB = 7.
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En effet nous avons montré en XIII et XIV que ces points non alignés

seraient cocycligques si et seulement si on avait :

— -eﬁee

soit (MA,MB) = (PA,PB) quand M et P sont du méme coté de la droite (AB)
AN - = A

soit (MA,MB) = (PA,PB) + p quand M et P sont de part et d’autre de (AB)

Cela s’écrit encore
- — —_ - - — —
(MA,MB) = (PA,PB) mod(2r) ou (MA,MB) = (PA,PB) + m mod(an).

On peut rassembler les deux termes de cette disjonction en :
— —3 -

(MA,MB) = (PA,PB) mod ()
A
Posons maintenant a = APB ( en radian ; donc o0 < a < @ ) et supposons
: —p
que, par exemple, on ait : a = (PA,PB) med{zm). Pulsque M et P sont de
- — - —
part et d’autre de (AB) ona : (MA,MB) = (PA,PB) + m=2a + mod(2m).
— -
Soit ‘encore : (MB,MA} = mw - a  mod(2w), et comme : 0 < w - a < mw, c’est
A A A

quea : AMB = w - a ; on a donc bien AMB + APB = w, et les salllants sont

supplémentaires.

XV-5 Quelques remarques sur ce chapitre

Ce chapitre est essentiellement un chapitre de mise au point et
d’institutionnalisation en vue des autres disciplines et des études
ultérieures. La plupart du tenps 11 n'est pas possible dans une classe de
premiére d’attendre sl longtemps pour aborder certaines notations que des
éléves ont déja vues ; c¢'est une ralson de plus pour faire a un moment
donné cette mise au point. Il nous semble que celle-~ci peut intervenir
n’ importe quand aprés le chapitre VI, et qu’'on peut alors enchainer sur le
chapitre ¥XVI si on le désire.

Exercice

Exercice XV : LE POINT AVEC TROIS AMERS

Trois amers (en navigation cdtiére, points de repére sur la cdte) A,
B et C sont identifids sur la carte respectivement en a, b et c,

Il s’agit de construire sur la carte le point m correspondant a la
position M du bateau , & 1’aide des angles (R, 1B) et (ME, M) que 1’on peut
relever. .

La construction, qui ugtillise la ragle;, 1t équerres et le rapporteuw, mais

pas le compas, est la sulvants: _ —
1.0n construit une ' demi~droite [bp) telle que (ba,bp) = (MA,HB)} wod(T)
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—3 —=)
{bq,be)

. ==
et - une demi-droite ([bgq) telle gque = (MB,MC) mod(71). (Utilisation du

rapporteur). .

2.Les perpendiculaires en a A (ab) et en b a (bp) sSe coupent s=n &. De
méme les perpendiculaires en ¢ A (be) et en b & (bq) se coupent en B.
(Utilisation da 1’édquerre).

3.0n trace la droite (). (Utllisation de la ragle).

4.Le polnt m cherché est le projeté orthogonal de b sur (afy.
{Utilisation de l’é4querre}.
Sur la figure sont tracés en pointillés les traits utiles a la Justification

Justification :

Le cercle de diamétre [b&], da cantre
Ql est circonserlt au triangle abX et
tangent an b a la droite (bp). Pour
tout point d de ¢= cercle on a :

- - T
(da,db) = (ba,bp) 5 (MA,MB) mod(m)
m dolt donc &tre um point de ce cercle.

De méme le cesrcle de diaméetre [bB), ds
centre Qz, est circonscrit au triangle

bef et tangent en b a la droite (bg).

Pour tout polnt e de ce cercle, on a
- . - P

(eb,ec) | (bg,bc) = (MB,MC) mod(w).

— iy m doit: done étre um peint de ce cercle.

I1 en résulte qus m est le point d'intersection de ces deux cercles
(autre que b).

Les points m et b sont symétriques par rapport A la droite (Qlﬂz),
et comme l’homothétie de centre b, de rapport 2, transforme Ql en o et Q

en B, elle transforme le millew I du segment (bm) en m. Comme les droites
(Qlﬂa) et (bm)  sent perpendiculaires en I, I est le projetéd orthogonal de b

sur mlna;, donc m est le projeté orthogonal de b sur (@f8).
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CHAPITRE XVI
EXPRESSIONS ANALYTIQUES DE LA ROTATION ET DE LA REFLEXION

¥VI~1 Rotation de centre Q

Considérons un repére orthonormé
— >
(0,0I,0J), et la rotation R de

centre O, d'angle de mesure 8 (en

=

1
1
1
1
'
{

—
. kY

radian), qui a un point M de

4
=1
d

i ‘
\ : T coordonnées (x,y) associe le
’
‘ \\ ! I\ 1! peint M’ de coordonnées (x',y’).
‘ M I Nous noterons I' et J’ les images
\\: A "

de I et J par R

\\E>\
—
()

— — —
Nous savons, que nous avens les relations : OM = x.0I + y.0J.

x.0I" + y. 0

et (d’aprés XI-4) OM°
-y
Comme par hypothése : (0I,OI’} = 8 mod(z2r), nous avons
—_— —_ —
0" = cs8.0I + sing.0J

4

: — —>
Cherchons les coordonnées de J' dans le repére (0,0I,OJ). Pour cela,

appelons 2 la rotation de centre 0 (et d’angle droit) qui transforme I en J.

L'image de J par n est aussi 1’image de I par nen (rotation d’angle
— —3
plat) ; c’est donc le point, que nous noterons Ii, défini par : OI1 = - QI.

D’autre part nous avons : J=2=R(J})=Roen(l) =R (I)=n(I").

En résumé : a{l) = J, alJ) 'Ii et A{I’) = J' et, d’aprés ¥X~4 nous

ey —_ —_—
pouvons denc écrire : 0J" = cos0.0J + sinG.OI1
— —
. = ¢c0s8.0J - sine. QI ,
—— —_ )
et par substitution dans OM' = x.0I' + y.0J*, nous obtenons :
a3 — —

OM’ = (x cos0

y sina};OI + (x siné + y cos@).0J.

%' = X cosg8 ~ y sing
D’ ot les coordonnées de M’ _ '

y' = x sind + y cose
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XVI-2 Réflexion dont 1’axe passe par O
—_ —
Considérons un repére orthonormé (0,0I,0J) et la réflexion S, par

rapport 2 la droite A passant par O et de vecteur directeur u. Notons 8
— 3
une mesure de (OI,u).

Comme S0 Sea1)™ R(o,z.a) , on peut écrire, en composant avec S(01)

Sa = R0,2.0)° S(on)
ce qui donne Ile schéma. suivant : S(OI} 2(0,2-9}
M - > M1 —> M’
{x,y] (xl,yi) (x’,y")

pour lequel on a :
X, =X x’

et{ _ et )
Y=Y Y

les coordonnées de M’

x1¢os 20 - y sin 28

x,8in 20 + y cos 26’ D’ou, par substitution,

X cos 20 + y sin 26

A,
%'l x.
1] ']

¥ sin 20 ~ y cos 28

XVI-3 Remarque

Les formules trigonométriques de 1l’addition des angles etc. peuvent

8’ obtenir classiquement &4 partir de 1’expression analytique de la retation.

Exercice

exercice XVI

OF note t la translation de vecteur 5? et R la rotation de centre Q et
d’angle a (dont une mesure en radian est notée o). Montrer que  les
transformations t o R et R « t sont des rotations d’ angle & dont

on déterminera les centres respectifs par leurs coordonndes dans le repére
orthonormé direct (0,5?,53).

Remarque cet exercice peut se trajiter entlérement par l& <calcul, mals on

peut aussi commencer par composer dag réflexions et salculer len
coordonndes des centres snsuits. :
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L ENSEIGNEMENT DES ANGLES ET SON EVOLUTION

Le lecteur aura pu remarquer que, dans c¢e qui précéde, nous n’avons
pas donné de définition d’'un angle de couple de vecteurs, ou de couple de
demi~-drottes. Nous avons introduit un langage avec ses reégles de

fonctionnement, et nous avons montré comment ce langage permettalt de

- traduire certaines propriétés des figures ponctuelles, et, gréce au calcul

angulaire, d’'en déduire de nouvelles.

-1 L’angle dans la figure

Un angle de couple de vecteurs ou de demi-droites n’est pas une figure
ponctuelle. Par contre, une figure ponctuelle, si elle est accompagnée
d’une information, permet de représenter un angle : en plus de la donnée de
la figure formée par deux demi-droites, 11 faut préciser quel est le couple
que l'on considére ; pour cela il suffit de 1’ énoncer, oralement ou par
écrit. '

On peut aussi utiliser une convention graphique (généralement réservée
aux demi-droites de méme origine) : une fléche courbe partant d’un point de
la. demi-droite premier terme du couple, et arrivent a un point de la
demi-droite deuxiéme terme du couple.

Comme dans le cas des vecteurs ol la fléche, rectiligne cette fois,
permettait 4’indiquer le preﬁier et
le deuxiéme terme d’un cgouple de
points, cette convention graphique
n'est utilisable qu'un petit
nombre de fois par dessin, car ires
vite on n'y "voit" plus rien. Par
une sophistication supplémentaire,
qui, curieusement, n’est jamais

employée pour les .vecteurs, on

peut, en utilisant des types de
fléches différents (fleches
simples, doubles, barrées, ... ),
indiquer que certains couples de
demi-droites ont, ou n’ont pas, le
méme angle. De méme que pour les vecteurs, les fléches ne sont pas sans
ambiguité, et nécessitent quelques explications lors de leur introduction

éventuelle aupres des éléves.
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-2 Définitions possibles

Si un angle n'est pas une figure ponctuelle, alors qu’est-ce ?. On
pourrait, d'une maniére un ped sommaire mais que l'on va préciser, dire
qu’ uh angle est une classe d’dquivalence de figures munies d’une légende ;

en'a le cholix des figures sur lesquelles on travaille.
* Si on cheoisit 1'ensemble des couples de demi-droites du plan, la

situation est compliquée ; on peut procéder ainsi Ayant choisi

un point O une fois pour toute, on dira que le couple ([AA’),[BB')) est

équivalent au couple ([CC’'),[DD’)), s'il existe une rotation R de centre 0,
> — }
des translations t_ et t’ de vecteurs AOQ et OB, et des translations t et t'
— N 1 2 2
de vecfeurs CO et OD telles que t; s R - t1 transforme la demi-droite

[AA’) en la demi-droite [BB’) et que t; e R o t2 transforme la demi-droite

[CC’) en la demi-droite [DD’).
Le fait de n’utiliser qu'une seule rotation R permet d’affirmer qu’'on a
bien une relation d'équivalence, car ce procédé définit une application de
l’ensemble des couples de demi-droites dans l’ensemble des rotations de
centre C.
* Si 1’on cholsit des demi-droites d’origine O, on fait 1’économie des
translations et la définition est simplifidée : on dira que le couple
([0A), [OB)) est équivalent au couple ([OC),[0D)), si c’est la méme rotation
R de centre O qui transforme la demi-droite [OA) en la demi-droite {OB) et
la demi-droite {QC) en la demi-droite {OD).

En fait, derrieére les deux définitions précédentes se cachent les

rotations vectorielles, pulsqu’un plan ponctuel muni d’une origine O est en
Y

bijection avec le plan vectoriel (A chaque vecteur u on associe le point U
e A
tel que QU = u).
L On peut donc considérer 1’ensemble des couples de vecteurs du plan
e — —

vectoriel et dire : Le couple (ui,uz) est équivalent au couple (vl,v ) s'il
- ' — - NN

existe une rotation vectorielle R qui transforme u, en u, et v, en v..

— —
L’angle, classe d’équivalence de (ui,uz) est alors le graphe de la rotation

-

‘vectorielle R.

Cette derniére définition est tout a4 falt analogue & la déflnition
d'un vecteur comme graphe d’une translation, mals, dans le cas des
vecteurs, 11 s’agissait de transformations ponctuelles, alors que dans le
cas des angles il s’agit de transformations vectorielles.
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-3 A propeos de ces définitions

Remarquons que ces trois définitions sont impraticables en classe de
premiere S,

* La premiéfe prend en compte tous les couples de demi-droites du plan :
il faudrait vérifier que. les classes restent les mémes lorsqu’ on
change de peoint O.

" La deuxiéme est la restriction de la premiére & une partie des couples
de demi-droites (celles d’origine Q) et chaque classe de la seconde
définition est incluse dans une classe de 1la premiére. 'Il conviendrait
ensuite de_ généraliser, c'est A& dire. théoriquement, de manipuler une
infinité (ayant la pulssance du continu) d’ensembles quotienis et de
montrer leurs isomorphismes.

Dans les deux cas ces questions ciseuses n’apportent rien a la
comprehension car il est évident que les angles n’ont d’'intérét - que pour
"tourner", et non pour "rester paralléle” !, _

De plus, ces définitions sont plus abstraites qu’'il n’y parait, car,
outre 1l’introduction d’'ensembles quotienté, elles font intervenir des
couples de parties du plan et non des couples de points (comme dans le cas
des vecteurs). En toute rigueur, i1 y a abus de langage et de notation
lorsqu’on parle de transfobmée d’une demi-droite par une rotation ; on
pourrait d’ailleurs remarquer qu’il n'existe pas pour les angles de mot
analogue au mot équipollent utilisé dans la définition des vecteurs.

D’un point de vue théorique, le falt d'utiliser les rotations
ponctuelles pour définir les angles n’entraine pas de "cercle vicieux", car
on peut définir une rotatlion comme la composée de deux réflexions, mais
cette définition trouve sa place dans une théorie préalable des isométries
(que nous avons briévement évoquée A propos de la transitivité de
1’égalité),

* La troisiéme définition est en apparence plus sinmple car les

1som6rphismes signalés ont été étudié dans le passage au vectoriel ; mais
pour pouvolr l'utiliser 1l faut disposer du concept de vectoriel, d4’'un
niveau ensembliste plus élevé, et qui, de toutes fagons, n'est plus au
prﬁgramme de premiére S. Dans les programmes de 70 on utilisait des
rotations vectorielles introduites analytiquement pour définir les angles,
mals le passage au ponctuel était si tardif qu’il produiséit une géoméirie
sans figure et trés absiraite.

Quoiqu’on fasse, l’isomorbhisme entre la structure des angles et celle

des rotations vectorielles ou ponctuelles de peoint fixe donné est
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