/5 INSTITUT
" DE RECHERCHE
3 POUR L'ENSEIGNEMENT

S ™
Feproduction de fextes anciens
nouvelle serie 0’ 3
Gilles-Personne de Roberval
Traité des Indivisibles
L J

UNIVERSITE-PARIS VII







SHeproduction de fextes anciens
nouvelle sevie n° 3

Gilles-Personne de Roberval

Traité des Indivisibles







DE
MATHEMATIQUE

ET

DE PHYSIQUE
Par Meffienrs de I Academie Royale des Sciences.

DE IMPRIMERIE ROYALE.

M. DC. XCIIL






GILLES PERSONNE DE ROBERVAL

16021675

LR

Drarigine  pavsanng pauwviers,  ROBERVAL nalt en 1507 dans 1=

AT

villagse dg FRoberval, pras de Senlis. fprés avolr vovansd s France

- comme DESCARTES, 11 va au sisge de la Rochells — 2n domnant  deas
legoms de mathematigues, (1 arrive an 1828 4 Faris, of 11 =2 lis
d'amitié avec I2 Fare MERSENNE gui 1 inmbrodult dans  ls  milien
srisntifigus parisisn.

Nomme en 1532 professsur de philosochie au collége de Maitre
Gervais, 11 ebtient en 1634 la chaire cré@ par RAMUS au Collage
Raval. Catltes annés “1]l démontra gue 1 esspacs de la roulestts eot
le Triple de la rous gul la forms" (F&ECAL, Histoire de 1a
rouletta: ' clest sa célebre guadrature de la cyeloide, gus
ROBERVAL appelaitt trochoide (nom tireé du gree, gui corressond ag
mat  frangais rouletts). La chaire de RAMUS &tait )l obist  dun
concours trisnnal, 2t ROBERVAL la comnsserva touts sa visg. Il ==t
aommE manbere de 1 TAcademies Royvale des Scisnces & sa crgfation  en
1a4b, T1 meurt & FParis le & octobres 1&75.

D'humewr  "bhizarre et capricisuse =t d'un amour  propre
sxcessid" {(Biograpnis Uniwsrsells de MICHAUD:), ROBERVAL  cachait
avec sSoin ses mEthodes pour  conserver Sa supsrioritd,  daq
d innonbrazles qusrel les de priorits. I ot unm =rinaemi
irréductible de DESCARTES, dont i1 attagua violesmmend 1a
Sgometri=z. ROBERYASL ne publia de son wiwvanh gus dsuxr ouvragss,
citzs dams la biblicgraphies ci-dessous. La description de =
célabre balamca, gpréssntds & 1 'Académis ls 1 aodb 16567, a2
trouve dans le de 18670 de
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LE TRAITE DES INDIVISIBLES de ROBERVAL

-

ROBERVAL ne reconnaissait & som trait & aucume autre source d'inspiration
qu'ARCHIMEDE. Il est pourtant tr&s probable qu'il avait &t&, dans une certaine

mesure, influencé& par KEPLER (Nova stereometria, 1615) et des parties de son

ouvrage sont trés proches des idées de STEVIN et de VALERIO (De centro gravi-

tatis solidorum .., 1604) ; mais on n'a aucune certitude. Il serait intéres-

sant de savoir dans quelle mesure 1'oeuvre de STEVIN &tait connue en France
lors de la premiére moitié du XVIIéme siécle. La ressemblance de quelques unes
des idEes exprimées par ROBERVAL et PASCAL avec celles qui figurent dans les
Ecrits de STEVIN, un demi siécle plus tdt, est frappante ; mais ces scientifi-

ques n'ont jamais fait allusion & l'ingénieur de Bruges dont les oceuvres avaient

pourtant &té publifes plusieurs fois en flamand, en latin et en frangais.

ROBERVAL &tait indiscutablement familier avec 1'oeuvre de CAVALIERI qu'il
a défendue contre de violentes critiques ; mais son pdint de vue sur les indi-
visibles apparait beaucoup moins naif que celui de l'italien. Il dit tout 3 fait
Ql&ir&ﬁént que, dans cette méthode, il n*a pas consid€ré une surface comme réel-
lement composée de lignes, ou un solide comme constitué de surfaces, mais cons-
truit en fait 3 partir de petits morceaux de surfaces et de solides respective-
ment, ces ''choses en quantit& infinie" &tant considérées' comme si elles &taient

indivisibles".

DPans son Traité, ROBERVAL précise que, tout au long du raisonnement, il
faudra entendre : '"la multitude infinie de points se prend pour une infinité
de petites lignes et compose la ligne entidre" et que "1'infinité de lignes re-
présente 1'infinité des petites superficies qui composent la superficie totale',

et ainsi de suite (Traité&, p. 249-250).

ROBERVAL défend le point de vue de CAVALIERI en disant que ce dernier n'ex-

primait pas qu'une surface est réellement constituge de lignes ; mais en cela,



il est trés indulgent. Influencé principalement par les cuvrages classiques
d'ARCHIMEDE, il se refusait 2 reconnaitre que, dans 1'oeuvre de CAVALIERI,

tout comme dans celle de GALILEE ocu de TORRICELLI, les traditions atomistes

et scolastiques modifiaient la pensée et la pratique de 1'auteur dans la mé-
thode des indivisibles. A la différence d'ARCHIMEDE pourtant, ROBERVAL subs-
titue le concept d'infini & la m&thode d'exhaustion, un peu 3 la manidre de
Grégoire de SAINT VINCENT, mais sans formuler explicitement le concept de 1i-
mite. Il a pourtant introduit 1'élément essentiel que 1'on trouve dans notre
conception de 1'intégrale définie : apré&s division d'une figure en petites par-
ties, il les fait ensuite décroitre en grandeur, la procddure &tant menée d'ume
manidre essentiellement arithmétique et le résultat &tant obtenu par sommation
d'une série infinie. Cette méthode, qui constitue une extension considérable
des méthodes de STEVIN, contraste fortement avec celle des indivisibles de

caractére géométrique fixés que l'on trouve dans 1l'oeuvre de CAVALIERI.

L'équivalent du théor2me

a 1 n+l
xPdx = a

n + i
avait &té anticipé par CAVALIERI pour les valeurs entidres positives de n et

par TORRICELLI pour les valeurs rationnelles de n (sauf, bien siir, pour n = - 1),
Vers la méme &poque, ROBERVAL &tait parvenu & ce résultat, peut-8tre i 1'insti-
gation de FERMAT, & travers des consid&rations qui mettent clairement en &viden-
ce l'originalité (relative) de son ceuvre. Tandis que CAVALIERI et TORRICELLI
opérent & partir de considérations purement géométriques issues de la méthode
d'exhaustion et de celle des indivisibles, le grand triumvirat francais

ROBERVAL, FERMAT et Blaise PASCAL, combine son int&rét pour la géométrie
d"ARCHIMEDE avec un enthousiasme pour la théorie des nombres qui colore leur
oeuvre. C 'est ainsi que ROBERVAL associe les nombres et les quantités gBomdtri-
ques d'une maniBre qui ressemble fort & celle des pythagoriciens, particulidre-
ment 3 celle de NICOMAQUE. Comme nous 1'avons déji indiqué, ROBERVAL considare
un segment de ligne comme constitué d'une infinité de petites lignes, représen-
tées par des points qu'il met en correspondance avec les entiers positifs. Si,
maintenant, nous considérons successivement les triangles rectangles isocdles
dont les cOtés sont constituds respectivement de 4, 5, 6,... points ou indivi-
sibles, le nombre total de telles unités dans les triangles sont donnés de la
mani&re suivante :

1
2

Le triangle de 4 est 10 = % (4)2 + 4



Le triangle de 5 est 15 = % 1’5)2 + -% 5
. l 2 i
Le triangle de 6 est 21 = = (6)7 + 3 6

Le second terme de droite dans chaque ligne est la mcitié du cdté, et re-
présente 1'excds du triangle sur le demi-carrd. Quand le nombre de points et
de lignes croit, il diminue continuellement par rapport au premier terme. Puis-
que le nombre de lignes dans un triangle gdométrique ou dans un carré est infi-
ni, 1l'excé&s, ou la moitié& d'ume ligne "n'entre pas en considération" (p. 247-48).
I1 est d&s lors clair que le triangle est la moitié du carré. Ce résultat est
édvidemment &quivalent en gros 3 celul exprimé par 1'égalité :
a : 2
5 X dx = 5 a ",
0 2
ROBERVAL continue ce type de considérations en remarquant de maniZre analo-

gue que, si les lignes se suivaient 1'une 1'autre dans 1'ordre du carré, la

somme de toutes ces petites lignes, ou les points qui les représentent, seraient fina-
lement, prises un nombre &gal de fois, comme la pyramide est au prisme, c'est & dire
comme i est i 3. Par exemple, si nous avons une pyramide rectangulaire de points ayant
4 points par cSté, nous avons :

12522432 042=30= 3 W3+ 1 Wi+ Lo,
s'il y a cing points par c8té, nous avons :
1Ze22+ 32442 452=55= 3 3+« 1 i o5

et ainsi de suite. Dans ces relations, le premier terme de droite est le tiers
du cube, le second est la moitié du carré et le dernier est le sixi&me du nombre
de points sur le cdté de la base de la pyramide. Puisque le nombre de carrés
dans un cube géométrique est infini, les deux derniers termes sont comme rien,
de telle sorte que la somme est le tiers du cube (p.248). De méme, la somme
des cubes est le tiers de la quatriéme pulssance ; la somme des quatridmes
puissances est le sixiéme de la puissance sixidme etc... (p. 248-49). En d'autres
termes, ROBERVAL a, 3 sa manidre, obtenu 1'équivalent du th8oréme :

a 1 gn*l

X" dx = -
0 n+ 1

pour des valeurs entigéres positives de n. Il ne semble pas avoir donné de dé&-

monstration pour d'autres valeurs de n, comme l'on fait TORRICELLI et FERMAT.

Les arguments de ROBERVAL ressemblent aux "démonstrations par 1'arithmétique



de STEVIN, un demi-si&cle plus tdt, et & celles, semblables, de WALLIS, quelques
années plus tard. Toutes ces tentatives comnstituent des efforts pour dégager la
notion de limite, mais ROBERVAL, dans son traité&, occulte, d'une certaine mani&-

re, cette id8e en ayant recours a sa notion d'indivisible.

Au lieu de tirer ses conclusions des limites des suites arithmétiques qui
interviennent, il a recours, comme la plupart de ses contemporains, & 1l'intui-
tion géométrique. Utilisant l'association pythgoricienne et nicomaquienne de
nombres avec des points géométriques, il remarque que puisque le "cStE n'a point
de rapport au cube,...., si 1'on ajoute ou 1'on Ste un seul carré, cela n'opé-
rera rien." Une intuition de ce type, cenduit, dans le fait de négliger les infi-
nitésimaux d'ordre supérieur, au calcul différentiel de LEIBNIZ, plus qu'id la

- . PR . . . -
méthode des limites suggérea par NEWTON et qui s'est finalement imposée.

ROBERVAL applique ensuite avec succés cette méthode quasi-arithmétique des
indivisibles 3 divers problémes de gquadratures. Sa quadrature de la parabole est
caractéristique (p. 256-59). La procédure qu'il emploie est tout & fait différen-
te de chacune des vingt et une gquadratures de la parabole donn€es par TORRICELLI.
La mé&thode de ROBERVAL ressemble plutdt 3 la démonstration de STEVIN par les

nombres, renforc@e par 1'intuition des indivisibles.

Soit AE = 1, AF = 2, AG = 3,... (5f. fig.). Il résulte de la définition

. - ) .
de la parabole que 1'on a %ﬁ - ‘%%2 , et de méme pour les autres points de
division.
B B’ F G’ H I’ C
| i i i
A
1 | 1 P!
L e e s Haty s L4
| E i |
i i
| | i
| ! i
Ni !
R s e
BRi-——- ;--—--I—Wl ————— L-—-—---i- ————— L _____ R
L| t H k l' R
Qb——= =l bt et | it Q
A Fo P G H I D



Par suite,

aire ADC _ AE(EL + FM + GN + eea)
aire ABCD AD.AC
(AE (AE* + AF
12 Ag.ADz2
+ 2% + 3 + ... + AD

AD.AD2

2 + AG2 + o)

It

2

L
= 3

Par des méthodes semblables, ROBERVAL détermine les aires limitées par d'autres
courbes comme les paraboles de degré supédrieur, 1'hyperbole, la cycloide et la cour-
be du sinus, aussi bien que des volumes divers et les centres de gravité correspon-
dants. Il peut ainsi avoir anticipé& TORRICELLI dans la découverte de solides infi-
niments longs. Il utilise aussi une ing&nieuse transformation d'une figure en une
autre, que 1'on peut appeler la méthode des lignes robervalliennes, qui ressemble

au ductus plani un planum de Grégoire de SAINT VINCENT. De telles transformations

jouent un rdle important dans la géométrie du XVII&me sidcle par manque d'une mé-
thode facile d'appréhension des courbes dont les &quations comportent des radicaux j
elles perdent leyr popularité, et leur int&rét, avec le développement du calcul
infinitésimal.

Dans son trait&, ROBERVAL manifeste une remarquable souplesse dans son utilisa-
tion d'éléments infinit&simaux variés tels que des triangles, des parallé&logrammes,
des parallélipipddes, cylindres et couronnes cylidriques concentriques. A travers
toutes ces considdrations, 1'idée de limite est présente mais dissimulée par la
terminologie de la méthode des indivisibles. L'occultation de la méthode des limites
se traduit aussi par la manidre dont ROBERVAL réconcilie les d&monstrations par les
indivisibles et celles des anciens géomdtres. Il montre tout d'abord que la quanti-
té& inconnue est situfe entre des figures imscrites et circonsc¢rites qui différent
"de moins de toute quantit& connue proposé&e'. Il montre ensuite que cette quantité
présente avec la figure circomscrite un rapport inférieur, et avec la figure inscri-
te un rapport supérieur, au rapport proposé. Il comclut en appliquant le lemme géné-
ral suivant : Si on a un vrai rapport R : § et deux quantit@s A et B telles que pour
une petite (quantit&) ajoutée i A, alors cette somme ait 4 B un rapport plus grand
que R : S et pour une petite (quantité) soustraite de 4, le résultat ait 4 B un
rapport supérieur 3 R : S, alors je dis que A : B est comme R : 5. Cette forme de
raisonnement, qui ressemble &troitement aux propositions correspondantes de VALERIO
(qui devaient lui 8tre familigres), est &quivalente au fait que la limite d'un quo-

tient de quantités variables est &gal au quotient de leurs limites respectives.



On reconnait dans les énoncés de ROBERVAL sur les indivisibles de nombreuses
anticipations du calcul intégral, dont certaines sont équivalentes & la détermi-
nation des intégrales définies de fonctions algébriques et trigonomdtriques. Il
s'est aussi intéressé & des problémes de calcul différentiel, car il a développé
une méthode des tangentes si semblable & celle de TDRiICELLI que l'on a pu parler

de plagiat. Dans un traité Observations sur la composition des mouvements, et sur

le moyen de trouver les touchantes des lignes courbes , il consid&re toute courbe

comme trajectoire d'un point mcbile et prend poyr axiome que la direction du mouve-
ment est aussi celle de la tangente.

Interprétant le mouvement d'un point comme le résultat de deux mouvements compo-—
sants, il trouve la tangente en composant les vitesses de ces mouvements. C'est ain-
si qu'il détermine la tangente & la parabole, en utilisant le fait que, puisque cet-
te courbe est le lieu des points é&quidistants du foyer et de la directrice, elle
peut &tre considérée comme éngendré par un point qui se meut suivant un mouvement
uniforme de translation le long de la directrice et d'um mouvement radial uniforme
par rapport au foyer. Par le parallélogramme des vitesses (ici &quilat&re), il en
résulte donc que la vitesse ré€sultante - et par suite la tangente 3 la parabole en
tout point - est dans la direction de la bissectrice de 1'angle du rayon focal au
point et de la perpendiculaire abaiss@e du point & la directrice. Cette direction
&tant connue, on peut tracer la tangente. Les mouvements introduits ici sont dif-
férents de ceux utilisés par TORRICELLI pour la méme courbe, mais 1'idée sous~ ja-
cente de composition de mouvements est essentiellement la méme. Cette méthode est
gvidemment sujette & la difficulté suivante : on ne peut en aucune mani&re dé&cou-
vrir les lois du mouvement avant de savoir déteérminer la tangente. Il semble que
ROBERVAL, d'aprés sa correspondance avec FERMAT en 1636, &tait en possession d'une
autre méthode des tangentes, analytique cette fois, dont il dit qu'elle &tait liée
au probléme des quadratures. Ce ré&sultat, qui aurait ét& important dans 1'histoire

du calcul infinité&simal est apparemment perdu.

Il est difficile de déterminer 1'impact de 1'oeuvre de ROBERVAL sur les ma-

thé€maticiens de son époque, d'autant plus que son Traité des indivisibles n'a

pas été& publié avant 1693. Il est probable, pourtant, qu'il a eu une forte influ-
ence sur PASCAL le jeune dont le pére, Etiemne PASCAL, &tait un proche ami de .

ROBERVAL.

Traduction (libre) d'un extrait de 1l'ouvrage

Carl B. BOYER, The History of the Calculus and its

Conceptual Development, Dover Publications, NEW YORK

{Premi&re &dition 1949).



7
La gquadrature de la cycloide par KOBERVAL

(Traité des indivisibles , pp. 250-253 )

Une lecture moderne

Considérons le segment AC &gal 3 la demi-circonférence
AGB du cercle générateur. Partageons ce segment et cette demi-cir-
conférence en une infinité de parties égales telies que AM = AE.
Sofent m, n etc.. les points d'intersection des droites Ee, Ff etc..
avec les perpendiculaires menées de M, N etc .. & 1a droite AC ;
ces points sont les points d'une courbe appelée par Roberval, la
“compagne” 'de la roulette. Les points m', n' etc des droites Em,
Frn etc tels que Ee = m'm, Ff = n'n etc sont les points de la cyclo7-
de ; en effet, lorsque le centre du cercle générateur est sur la
perpendiculaire menée de ¥ 3 AC alors AE = Mm' etc. La compagne

[ N _—
pal

X
[ ——
-
h:

partage le rectangle ABCD en deux surfaces égales car chacun des
segments Mm, Kn etc a son égal dans 1'autre moitié. D'autre part,
1'aire entre les deux courbes est &gale & 1'aire du demi-cercle

AGB car la somme des segments e, Ff etc, est &gale 3 1z somme des
segments m'm, n'n etc. Par conséquent 1'zire sous la demi-cycloide
est égale 3 Ya moitié de 1'azire du rectangle ABCD plus la moitié du
cercle générateur, c'est-i-dire aux trois demis de 1'aire du cercle
générateur. L'astuce de ce calcul consiste en 1'introduction de la
courbe compagne qui est de toute évidence sym&trique par rapport au
centre du rectangle ABCD.

(%)

Cl'est une sinusoide
Extrait de :

CLERO (Jean Pierre)-LE REST (Evelyme}- La naissance du calcul infinitésimal
au XVIE siécle / Jean Pierre Clero - Evelyne Le Rest.-Paris : Centre National de la
Recherche Scientifique, Centre de Documentation Sciences Humaines, 1981.-
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Frilosophe et matha&maticisn allemand. Il ==t le créateur

aver  MEWTON du calowul différantiel (Mova

minimis, 1584 at sog notations sont encors smplovéss d2 QoS

MERSEMNE Marin (12B5-1445)

Religiesux Frangals de 1 ordre des sminimes. Em plus de =ses
pronres ouverages, il =st, dans la premidre partlise du VI lame

<

a plague tournante de 1 Eurcpe
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correspondances.  Ami intims de DESCARTES, défenssur w&sola du
mECant sma, il z=t l= t@moin 2t 1 animatzuwr  de la mavonlution
zzientifigue du XVWIIgme siscle.

NEWTON Isasac. (1&42-1727)

Agtronone . mathfmaticien et physicien anglals. Il a =2tablil
mathématigusment les lois de 1a mEcanigue celasts a  paritir 4L
orincipe d'inaertis  de SALLILEE st de la loi de 1 attrsction
gtiversells gu'il  a découverta 3 o0 iui  doit wune  théori=
corpusculaire de la lumiara. 11 =st le créatewr, indépendamment

de LEIBNIZ =t avec des notations tres differentes, du  calcoul

NICOMARUE. (snvirFon 100 Av. J.00

Mathématicien et théoricien de la musigus dont on sait fort
pey de chose. Fythagoricien,. 11 & assigng des naombres et des
rapports CLmEr 1 gues aux notes st aux intervalless, =1

reconnaissant 1 indivisibilite de 1 ‘cotave.

FASCAL Blaise. (1&2E~-186830

i losophe, mathématicien et physicisn francais. Les travaux
= v E

[N

"1

1

scigntifiques de FPASCAL partent sur la géométrie projectiva, la
machineg arithmétigus, la statigue des fluices 2L le probléme du
habilités, at 1 caloul diffsresntist gt

5



personnel lement  de 1 &ducation de son Fils Blaiss., ami de

MERSEMME, gui Iui dédia =on tralté des orgues {163&y, =t dgs
EORSRVAL . Son mom est restéd attaché aw limagon de FPARECAL., gqui @st

la conchoide d'un cercle par rapport & un de sss points.
RAMUS Feter (Pierre de la RAMEE). (1Z13~1373)

Yumanists =t pathématicisn framgais, d obédisnce Zalviniste.

zuprEme de o ra Vérits st 1on peut

disciple spiritusl. 11 rerncuvelle la logicue st la pEdagoglie 2n

aires. Comme maithidma

for

exigeant des deéfinitions simples et C
il a donnd ure fraduction o TEUCLIDE 2imsi gus  des QuvIEage

=

d enseignement.

SAINT-VINCENT Gréqoire de. (1384-1667)

Mathematicien et astronoms belge. 11 entre dans ! ordre des
jésuites en 14607 & Roms, o il est l'élave de CLAVIUS. IT a
gnasigns & Louvain, & Gand et & Anvers. Zon ouvrags principal
est le monumental Cpus ggpmetricorum  guadraturge zircull _éi:

sgctionum  goni, publis & Anvers 20 1647, ou il dégage l= lien

artre les logarithmes st la guadrature de 1 hvperbole.
= b

STEVIN Siman. (1348-1&200

Mathdmaticien et ingdnieur belge. I1 a &t commissalre des

fravaux publics de 1 armés sous le ragne du prince  PMAURICE da
NASSAU, dort 11 avait  éte  le pracepiteur § on lui  doit 1a
contruction d'un  sSystame d #cluses permettant de  defendre 1
Hollande par  inondation. Il a Zeorit oun important  traite de
statigue. o4& il introduit le parallalcogramma des forces, b wunm
traits  sveitamabigue dhydrostatigue. En | mabhématigues, il

=3



wMabmanaticien 2t physicien ltalisn, sléve de FALILEE auguel
il surcads commE profassswr 4 1" Académis de Florsncez. Son nom ssh
Fzstd  attachg & 1 ipvention du paromdlirs & merour2.
geomatriga (1&644) magmprennant des recherches sur l=s
st ilms Langentss guol préfigurent la caiemul imfinitésimal.
VALERIO Luca {(1D3E-14618)

Mabhématicien italisn, gui a ate L alave de CLAVIUS. I1 =&

passd  la majsurs partie de sa vie & Rome, ob 1l a snseigne 1a

i}

rhétorigue, le grec et le mathématigques. Dams son ouvirage

principal Dg ceatro gravitatis (14040, il déterming des voluonss

=t des centras de graviteg de divers solides avec des mnéthodes

archimgdiannas. SAlLILEE a dit de lui gu’il gtait "Le plus  grand
géomatre, le nouvel Archimade de notre temps" (Discorsi, 163870 .
WALLIS Johm (1&16-1703

|

it

Mathématicien anglais le maitre de NEWTON 3 1l a =nseign

Ouford de 1684 &4 sa mort, soit plus de singuants  annéas. Son

bt
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Y
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