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Les exercices proposés ci-dessous ont été choisis pour donner une
familiarité avec les notions de droites, plans, vecteurs... dans
l'espace et-dans le plan ; cela devraii permetire de mettire des images
sous les mots dans les cours ultérieurs sur espaces affines et espaces
vectoriels ; en particulier, le vacabulaire utilisé en algebre lineaire
est en partie le méme que celuil de R* ou B ¢ exemples privilégiés 1, et
souvent la possibilité de se représenter les situations a 1l'aide du plan
ou de 1'espace est une aide a la résclution des problemes.

D'un point de vue plus cognitif, une certaine aisance en géaométrie du
plan et de l'espace devrait permettre des jeux de cadres efficaces entre
1*analytique et le vectoriel (moins connu), facilitant 1' apprentissage
ultérieur de l'algébre linéaire.

Dans le méme ordre d'idées, nous insistons sur la possibilite lde
s'inspirer d'une représentation graphique pour se donner des idees.
Rappelons que la géométrie analytique a éité développée au 17me
siécle, pour étudier en particullier les courbes et les surfaces (
Descartes, Fermat ...). A ce moment-1a i1 y a eu opposition entre les
tenants de la géoméirie "pure" et de la géometrie analytique les
partisans de celle-ci tiraient la supériorité de 1'apalytique du fait
qu' une seule démonstration analytique suffisait 12 ot en géoméirie il
en fallait plusieurs fcf. cas particuliers) ; les autires geomaires
rétorquaient qu'en analytique on ne voit pas d'ou viennent les
propriétés ... Ce n'est gu'un siecle plus tard que les mathématiciens
ont pu utiliser 1'outil amnalytique ou géométrique selon les besains
spécifiques de chaque probléme. Cependant au 17me cigcle les notioms

d'algebre linéaire sous-jacentes {(a l'emplol de coordonnées par
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exempie) n'‘étaient pas du tout degagées, ce qui n'empéchait pas 1'outil
de fonctionner bien. Comme le montre J. Robinet dans son travail sur

1'histoire des espaces vectoriels (cf., cahier de didactique n’29, IREX
PARIS SUDY, il a fallu que les physiciens aient besoin du calcul
vectoriel et que les mathématiciens alent su calculer sur des objets
beaucoup pius variés que les seuls nombres pour que les premidres idées
de structure se mettent en place, puis que soient introduits et utilisés
les espaces vecioriels. En fait les problémes ou ces outlls d'algébre
linéaire sont indispensables sont des problémes difficiles (espaces de
dimension infinie) qui ne sont pas abordables au deébut des cours. Ainsi,
beaucoup d‘exercices proposés ci-dessous peuvent se résoudre sans
1'outil vectoriel, mais nous allons privilégier son utilisation & celle,
souvent plus lourde, de 1'outil analytique {du moins quand c'est

possible).

. ; % 3 . bl ;
Dans les exercices suivants R et B sont supposés munis d'un repére

grthonormé (O, ?, ?, _E)

¥ODE D'EMPLOI

a) Dans chaque série, les exercices sont suppcsés étre résolus
successivenment, mails on demande de confronter sa propre solution a celle
suggérée ici AU FUR ET A MESURE et non a la fin de la série. En effet,
des commentaires sont rédigés & la fin de chagque solution et nous
pensons que, souvent, l'apprentissage résulte de la "dialectique" entre

l'action (réscudre 1l'exercice) et le Dbilan qui en est tiré



ot

{institutionnaiisation...? et que as  deux composantes  sont
indispensables.

Quelques indications sont données pour certains exercices (avaat les

o

solutionsis); elles peuvent servir aux éléves ayant des difficulies

démarrer.

1) Le texte des commentaires est rédigé pour permetftre une certaine
progression dans la fagon de  concevoir les outils utilises., Il en
résulte certains manques apparents initiaux, certaines précisions
théoriques ne sont pas données des le début. Il ne s'agit pas du tout

d'un cours !

¢) Voici l'organisation des exercices proposés :

Premigre série : de la géométrie analytique plame aux vecteurs de (R=.

iems zérie : de la géométrie analytique dans 1'espace aux vecteurs
de _GFK
Probléme sur le tétraddre orthocemtrique : renforcement des noticns
précédentes.

Traisiems série : utilisation de 1'outil vectoriel dams le plam.






Premiere séris

—_ -

F= est supposd muni dun repere arthﬂnormé(D P

I. Des équations des droites (AB), (BC), (CA) supports des cétes d'un
triangle ABC sont les suivantes

£x + 3y -5 =90

1

x - 3y + 10 0
x-2=20

Trouver les coordonnées des sommets A, B, C du triangle,

I1. Une équation de la droite support d'un cété d'un rectangle est

2 -3y + 5 =0
Les coordonnées 4d'un des sommets du rectangle scnt (2, -3) et on donne
les coordonnées d'un point du rectangle (7/3, 0) ; ce polnt appartient a
un des cotés,
Former des équations des irois autres cétés du rectangle. Domner les

coordonnées du centre . Ce probléme a-t-il une soluticon unique 7

* 171, Les coordennées d'un des sommets d'un triangle ABC sont (2, -7
des équations de la hauteur et de la mediane issues des deux autres
sommets sont respectivement

3x +y + 11 =0

X+ 2y +7=0

Donner des équations des c8tés du triangle . Y-a-t-il unicité ?



1V. Soient A4, B, C las points de coordonnées respectives (B, 1), 2, 37,
(2, -1J.

1) Déterminer les coordcnnées du centre das gravité et de 1
du triangle ABC.#¥ Que pouvez—vous 2 daduire 7

2) Quelles sont les coprdannées du troisiéme sommet 4'un triangle
équilatéral dont les Jeux premiers sommeis Ont pour cunrdonnées (2, 27

et (-1, 2) respectivement 7

¥, Peut-on cdéterminer les coordonnées du sommet D d'un parallélogramme
AECD =i on connait celles des trois points &, B, C 7

Combien suffit-il d'équations de droites {(cdteés ou diagﬁnales) paur
déterminer les coordonnées des 4 sopmets d'un paralldlogramme ABCD 7

Construire un exemple.

V1, On se place dans R® muni d'un repére orthonarmé(o,f?,'f,qﬁy
Soient A, B, E les points de coordonnéss respectives (2, -3, -5, (-1,
3, 2) et 4, -1, D).

Déterminer les caoordonndes des sommets du parallelogramme ABCD dont B
est le centre. Donner des équations des diagonales.

% Les points 4, B, G, D sont donc coplanaires. Donner une éguation de

leur plan, Pouvez-vous transformer le probléme en un prabléme plan 7

Construire un probléme identigue.

Beavcoup de ces exerclices (ainsi gue ceuvx de la deuxieme série} scont
tirés de 1'ouvrage "Froblemes de goéométrie apalytique” de Kletenik

(Rditions de Moscou 1981,



Indications

II1140n pourra utiliser des égquations paramétriques du c<fté joignant le
sonmet donné et le sommet d'olu est issue la hauteur donnée ; cela permet
de traduire le fait que la médiane donnée coupe le cdié correspondant en

son milieu .
IVaPencez & la droite 4'Buler,

Vi%Il y a un changement de coordonness a effectuer.






Solutions et commentaires {Premiere cérie’

1. Les ccordonnées de A =f‘gbtiennent en résolvant le

4x + 3y -6 =0

A=

x-2=0 4

soit {8 +3y-5=20

x =2 | JERN

ou encore x = 2 , y = ~1

1
]
o
g
{i
Ca

On obtient de méme pour Bix =

It
]3]

~d

i
=

pour Cix

Commentalres

Outils mobilisés

Implicite : Si un point est sur une droite, ses coordonnées vérifient
1'équation de ‘la droite.
Explicite : méthode élémentaire de résolution d'un systémé linéaire da 2

équations du premier degré 4 2 inconnues.

Remargues

a) Toutes les méthodes de résolution s'appliquent, il est aussi rapide
de substituer que d‘'appliquer les formules de Cramer.

v Comme, d'aprés l'énonce, le iriangle existe, on ne =e préoccupe pas
de l'existence des solutions {assurée) .

¢) Une représentation graphique, sans s'imposer, permet une vérification

visuelle des résultatis.

8\’



4) L'exercice reléve du cadre analytique f(outil implicite) ; cependant

la résolution effective en est numérique (outil explicite).

%A
il.

Coume les coordonnées du sommet donné ne vérifient pas 1'équation
22 - 3y + 5 = 0, par ce sommet passent 2 cétés dont l'un paralléle au
cété donné ef 1'autre perpendiculaire.
Caté paralléle au cété donné : rx -3y +a=0
4 +9+a=20 {le point (2,-3?

appartient) ce gui donne 2x - 3y - 13 = 0 .

C4té perpendiculaire au céte domne : Bg + 2y + b =0

{,6 -6+b=20 {le point (2,-3>
appartient) ce qui donne 3x + 2y = 0 .
Enfin par le point (7/3,0) passe le dernier cite paralleéle au précédent

donc d*équation 3x + 2y + ¢ =0, avec 7 + ¢ = 0, sait 8x + 2y - 7 =0 .

Le centre du rectangle est le milieu de la diagonale joignant le sommet
donné et le sommet opposé. Les coordonnées de ce dernier s'obtiennent en

résolvant le systéme 2x - 3y + 5 =0



3x + 2y -7 =0
soit -9y + 15 - 4y + 14 = 0
\ Ju + 2y -7 =0
soit y = 29/13 , x = 11713
danc les coordonnées du centre sont (172 (11713 + 2),1/2{28/13 - 32
soit { 37/26, -5/13)
De plus,d‘aprés les calculs mémes, qui ont toujours une solution unique,

le probléme a une solution unigue,

Commentaires

Qutils mobilisés

Equation d'une droite paralléle a la droite dont une équation est

0

ux + vy + w = 0 ; ux + vy + w'
Equation d'une droite perpendiculaire a la droite dont une équation est
ux + vy + w =20 : ux + vy + w"' = 90

Caordonnées du milieu du segment joignant les points de coordonnées

(a,b) et (c,d) : (a + cy/iz , (b + dd/2 .

Remargues

a) Dans cet exercice une représentation graphique semble naturelle deés
le début. Elle permet d'organiser simplement les calculs grace & la
visualisation de la figure & obfenir. Ainsi vérifie-t-on tout de suite
ce qu'indique le dessin, & savoir gue les pcints donnés ne sont pas sur
la drocite donnée,

b Lee coordonnées du centre ne sont pas entléres ; cela n'est pas
Whabituel® (cf. contrat) mals ne doit pas trop dérouter : c'est le fait

gu'on obtienne toujours des coefficients entiers qui est exceptionnel !



o) Le tableau suivant rappelle les principaux résuliats sur les

équations des droites, droites paralléles et droites perpendiculaires.

droite D non paralléle a Cy cas général

D y=ax + b ux + vy t w =10

¥ et v non simultanément nuls

D// D y=ax +b ux + vy + w =10

y = ax + b’ kux + kvy + w = 0 k #0
Dy B y = ax + b ux + vy + w =0

y = -{(i/a)x + b’ kvg - kuy + w' = 0 k0

y\

11i1.

n\’

-qo-




On appelle A le sommet donné, on appelle B le sommet dont est lssu la
hauteur donnée et C le sommet dont est issue la médiane donnée.

Le cdté (AC) est perpendiculaire & la hauteur issue de B donc son
équation est de la forme x - 3y + a =0, avec 2 + 21 +a =0 Ay
appartieﬁt), ce qui donne a = -23 et l'equation de (AC) est

x - 3y — 23 = 0 .

On en déduit les coordonnges de ¢ intersection de la médiane issue de C
et du cété (AC) yx + 2y + 7 =0
{x -3y-23=0
ou encoreldy + 2y + 30 = 0
L - 3y - 23 =0
doncy=-6, x=5.
Le poinf 8 est sur la hauteur donnée et sur une droite passant par A qui
coupe la médiane issue de C en un point I aligné avec A et B et qui est
le mitieu de £AB] . C'est ce que nous allons traduire en utilisant des
‘équations paramétriques du cété (AB) ce qui permet de faire iantervenir
les coordonnées des points I at B et d'écrire que [ est le milieu de [AB]
Scit donc -f un vecteur directeur de (AB) de composantes (u,v) -)E‘ est
non nul et a tout point de (AB) correspond un réel A non nul tel que
W = )T
La droite (AB) coupe la médiane issue de C au point I de coordonnées
(x,y) vérifiant x + 2y + 7 = 0, avec x =hu+2ety=Av-7
Dorc A= 5§ / (u + 2v)
Remarquons que (u + 2v) ne pgut dtre nul car cela signifierait que le
vecteur .? est orthogonal au vecteur de composantes (1,8), ou encore que

-y
le vecteur X est linéairement dépendant du vecteur (2,-1) ; or la draoite

- -



(AB) serait alors parallele 4 la médiane issue de C ce qui est

impossible.
La droite (AB) coupe la hauteur issue de B en un point B de coordonnées
(x,y) vérifiant 3x + y + 11 =0, avec x Ay 2, 7=A -7
Danc A= -10 / Gu + ¥) |
Comme précédemment, (3u + v) ne peut étre nul car (AB) ne peut étre

paralléle & la hauteur issue de B,

Il reste a traduire que [ est le milieu de [AB] .

2450/ wran =4[22 - B, e dr i jF-7odow
2 Fus v u+ e <
aotk AL - > . L - Y
AL AY EXCE W2 T kv
ou encore Hu+ 3v = 0,
ot enfinu =3k v = —4k -
flors B a comme coardonnées x = -4 et y=1 .

Les deux autres coétés du triangle sont donc les droites d'équations

suivantes: (AB) a comme équations paramétriques x = 3N+ 2 y ¥ = -4\ -7

ou encare, en éliminant Adx + 3y + 13 = 0 ,

Pour (BC) on peut utiliser la forme suivante : X -Te . Y -Me

e~ Tp Y- 4

s H _ ‘;s-‘(

- 1]

3 -3

soit 7x + Oy + 19 = O,

Tous les calculs ont encore une sclution unique donc le probleme a une

golution unique {(au nom préas !’.

Commentaires

~42-




Cutils utilisés

—3
Equations paramétriques d'une droite de vwvecteur directeur X de

composantes (u,v) passant par le point G de coardonnées (g,h}

g +>u (r'\e ‘R)

X

h +Nv

¥

Equation d'une droite passant par deux points A et B de coordoanédes

connues {a,b) et (a',b'}

A« . &

T - Q. y - &

7 aga & L2t . xza wa=z-a’

Qb
t
&
3,
&
|
o

Remargues

Des droites dans le cadre analytigue aux droites dans le cadre vectoriel

a) Rappels vectoriels

-
Si les composantes (u,v) d'un vecteur X non nul .donné vérifient
au + bv = 0 , avec a et b neon tous 2 nuls, ce vecteur est orthogonal au
.‘—) - — 4 - 3
vecteur A de composantes (a,b) car X.4 = 0 . Ce vecteur est linéairement
+ -% ) »
dépendant du vecteur B de composantes (-b,a) car il existe une
combinaison linéaire de ces deux vecteurs nulle, a savoir

—_— —
sia$40 , aX-vB=20

- —
et i a=0Cet b+ 0, DX+ uB=20;

on vérifie en effet que au + vb = 0 et av - av = 0 dans le premier cas
et que bu - bu = 0 et bv + au = 0 dans l'auire .
. - —o . - 3
Si a # O on retrouve que X = (v/a)B et si b # 0 ¥ = ~(u/v)B ce qu'on
—_ —
exprime habituellement par "X et B sont colinéaires".
En toute generalité cette notion de colinéariteé traduite par "1l
— —> #
existe N tel que X = AB peut s'avérer réductrice. En effet on peut

—— —,
écrire encore X - MB = 0 et on enleéve ainsi les combinaisons linéalrss

— —3 —3 —3
du typemX + AB = ¢, utiles au cas oo X # 0 et B=0 (alors = &) .

43



s}
Bien que dans le cas traite ci-dessus B fut non nul, nous pensons qu'il

est intéressant de privilagier 1iytilisation des combinaisons linéaires

(généralisables) & celle de la colinéarité (pseudo-proportionnalité) qui

dissymétrise la relation.
b) Soit une droite D dont on comnait une équation ux +vy +w= 0,
Pour en donner un vecteur directeur, on écrit que si deux points X et ¥,

appartiennent & cette droite, leurs coordonnées (x,y) et (X5 ¥ ?

vérifient respectivement ux + vy + w = 0 et URe + ¥ T W =0 .

- + vy - Yo) =0 D
donc u (X Xo) v (y Yo 3 JCMO
— oy —y
soit M, .B =0 ou B egt le vecteur de composantes (u,v) . E‘A
— - . (~o )
I1 en résulte que ¥Mo = A& avec & = {(-v, u) par exemple. s
- e e m | ————————
44 f"-\rb')

Ainsi tout vecteur de composantes (—kv,ku) est vecteur directeur de la

droite, dés lors que k n'est pas nul.

— — )
¢) Réciproquement, si la droite D est definie par HM=A A avec A = (a,b

onax—xo-'-)\aet y*yo=)\b,
soit " axz2 O ok & 20 X-Ee A -Ye
g # # a 2

ot ﬂ:x-ag_g'ro+a(do:_0)

m o =0 = A, ; ma@:O ,la‘:,y.;.
d) Dars le cadre vectoriel une droite est associée & 1'espace vectoriel D

de dimension 1 farmé par l'ensemble des vecteurs i, ou ¥, est un point
fixe de la droite et ¥ décrit la droiteD:
D = {m: i Mo D i ™M d.ﬂ:vt:d' D}} o emnce
-3 - < -
D = { A A ; Ae R A vectesn divclewn do D J%ao} .
¥ Deux droites sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs

directeurs sont linéairement dépendants. Si D et D' ont comme vecteurs

~Ay .



directeurs 7? et Eﬁ de compasantes {(u,v) et u',v'), D et D' sont
paralléles si et sevlement =i uv' - u'v = 0.

% Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs
directeurs sont orthogonaux. Alnsi dans le cas des équations déja
données, D et O' sont perpendiculaires si et seulement si

uu' + wvv' = 0.

Enfin, si la droite D a un vecteur directeur de composantes (u,v) qul
vérifie au + bv = 0, alors D est parailele aux droites de vecteur
directeur (~b,a) et d'équation ax + by + ¢ = 0 et D est perpendiculaire

aux droites de vecteur directeur {(a,b) et d'équation -bx + ay + ¢ =0

s .



IV, 1) le centre de gravité a comme coordonnées
{8 +2+20/3, (1 +3-1)/3], soit 3,1,

Pour avoir les coordoanées de 1'orthocentre, on cherche des équations de
2 hauteurs. Pour "avoir ume éguation de la hauteur issue de A on peut
utiliser 1'é&quation vectorielle caractérisant les points M de cette
hauteur par ALBC =0 .

Le vecteur EC a comme composantes (0,-4) donc un point M de coordonnees
(x,y) est sur la hauteﬁr issue de A si (y-1)(-4) = 0 soit y = 1.

Une éguation de la hauteur issue de A est donc ¥ = 1.

De méme pour avoir une équation de la hauteﬁr issue de C, on utilise
1'équation vectorielle CH.AB = 0 et on obtient

2# -3y +8=0.

L'arthocentre a donc comme coordonnées x = 10/3 et y = 1 .

On peut en déduire que la droite d'Euler du triangle qui jolnt le centre
de gravité, 1'orthocentre et le centre du cercle circonscrit au triangle

est la droite d'équation y = 1 Cela permet d'en déduire une équation

B

7

de 1a hauteur issue de B : 3q
(x - 10/ / 2 - 10/3) = {y - IDFAC IR D]

soit 3x + 2y - 12 = 0 ., — e e e

2) I1 y a deux solutions si on ne précise pas le sens du triangle

(direct par exemple) ; on appelle A et B les deux sommets donnés .

-46-
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Le troisiame sommet C appartient & la hauteur (médiane) perpendiculaire

4 (AR) au point milieu de [ABl. Bt on sait que CA = AB .

Le milisu de [AB] a comme coordonnéss (1/2,2) . La hauteur a comme
équation x = 1/2. De plus AB = 3, vy
|
par suite CA® = (%o - 2)% + (ye - 277 /f\\\
A | a
et CA® =0 .<< !
\ |
par suite xc® + yo© — 4{yc + Xed = 1 ycz ;
[
or Xe = 1/2 !
donc yo® - 4y — 1174 = 0, |

r 1
et yc=2j\i4+1lf4
On trouve les deux points C qui conviennent, de coordonnées

sz, 2 + 3{3/2) et (1/2, 2 - 3(3/2).

Commentaires

Qutils pobilisé

Le centre de gravité d'un triangle est 1'iscbarycentre des trois sommets
et a comme coordonnées respectivement le tiers de la somme des abscisses
et des ordonnées,

Dans un triangle, 1'orthocentre, 1'isobarycentre des sommets et ie
centre du cercle circonscrit sont alignés sur la droite dite "d'Euler".
Dans un triangle équilatéral, les 3 cétés ont méme longueur et les

médianes, hauteurs, médiatrices issues de chaque sommet sont confaondues.



A &

——y —_—
On a l'égalité vectorielle AD = BC , qui permet d'obtenir Iles

coordonnées de D par, avec des nptations évidentes,

¥» = X T (Re — Kz ) 3 Yoo = ¥a + {}Tc: “yEl)

2) Il suffit de se donner trois équatinns-; deux cétés non paralléles et
yne diagonale par exemple permettent d'obtenir trois sommets {(comme
intersection de la diagonale et des cétés et intersection des cdiés
nécessairement sécants) et on est ramené & la premiére question ; deux
diagonales et un cfté permettent aussi d'avoir frois sommets
{intersection des diagonales et du cdté et symétriques des sonmets
gbtenus par rapport au point d'imtersection des diagonales) ; par contre
trois cétés ne suffisent pas, pas plus que deux ¢dtés non paralléles et

la diagonale issue de leur point de concours.

= TN

Commentaires

Lfgutil vectoriel est performant !

VI. Les égalités vectorielles T2 = ZAE et BD = 28R permettent

[}
d'obtenir les coordonnées des poinits C et D : A
=
¥ = Xa + 2(Xg ~ Xa) soit Xe = 6
de méme ye = 1, Zc = 19 b C

—AL -



et xo = O ,yD=*5,20=12
Pour obtenir les équations des diagonales, on utilise les égalites

vactorielles du type A o= AT pour caractériser la droite (4C) ; on

obtient ainsi pour (AG) x-2=4x , y+ 3 =4x, z + 5 = 24}

soit (x - 2)/4 = (y + 3)/4 = (z + D/2L

it

et pour (DB x -1 =10n, y=3 + 8, 2 =2 - 10

soit (x + 1)/(-10) = (y - 3)/8 = {z - 20/ 10

Les points &, B, E définissent un plan auquel appartiennent les points C
et D puisqu'ils sont sur les droites (AE) et (BE} du plan.

Paur avoir 1'équation de ce plam, on peut procéder par identification en
travaillant sur 1'équation ax + by + cz = 1 et en écrivant que les
coordonnées des points A, B, E véfifient cette équation ; on peut aussi
travailler avec des déterminants.

Avec la premiére méthode on obtient aprés résolution du systeme

2a - 3b - Be 1

-a + 3b + Zc 1

da - b+ 7c =1
a = 29/28, b = 25/28, c = ~9/28
ce qui donne l'équation 29x + 25y -9z = 28 .
La résolution du systéme peut se faire en utilisant les formules de
Cramer ou élémentairement en substituant a et b en fonction de ¢ dans
une des équations ( par combinaison des lignes 1 et 3 on abtilent

a -3 =2 et 5b + 17c + 1 = 0); on peut aussl résoudre le systeme par

la méthode du Piwvot.
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Un vecteur normal ¥ a ce plan a comme composantes (29, 23, -9y ; done =i
—y —-—3 D — ) s
on se place dans un repere (O, 1', j* k') ou k' est colinéaire a W, le
. ; 5 = T ; .
probléme devient un probleme du plan (0, i', i'> puisque tous les points
considérés sont précisément dans ce plan .
Transformer le probléme en un probléme plan revient a effectuer un
changement de repére et a doaner les ccordonnées des points A, B, E
— —
dans le nouveau repére (0, i', J') ; cette notion est vue beaucoup plus
tard dans le cours, disons en attendant d'y revenir, que pour
caractériser ce changement de repére il suffit de se donner lag
composantes des nouveaux vecteurs de base par rapport aux anciens, que
ces composantes forment un tableau matriciel qui permet d'obtenir les

composantes de a'importe quel point par rapport au nouveau repére et que

1'équation du plan ABE dans le nouveau repere est z' =0 .

Par exemple, on peut se donner les trois points de coordonnéas (1,3, &,
(-4,5,8) et (7,9,8) ; ces trois points sont dans le pian d'équation z =
8 et le probléme est un probléme du plan z = 8. On peut garder les

seules deux premiéres coordonnées pour le résoudre.

Qutils utilises et remarques

A part les outils déja rencontrés, du type égalité vectorielle dans un
parallélogramme, on utilise des é&léments de géométrie analytique dans
l'egpace qui seront repris en détail dams la deuxileme série.

Cet exercice a comme objectif de préparer cette deuxiéme série ef peut
ne pas étre résolu tout de suite.

On y volt une motivation aux changements de repére .



Peyziene sarie

1 Dans ™ on se donne les points 4, B, C d2 coordonnées (1,0,0),

(0,1,0) et (0,0,1>. On appelle C le poiat de coordonnées (0,0,0) origine

)

du repére crthonormé fizeé (O:E,ng),

1> Que peut-on dire de la projection de O sur le plan P déterminé par
les points A, B, C ? Donner ses coordonnées.

2) Domnar une équation du plan P,

3) Trouver des équations de la hauteur et de la médiane issues de A damns

le triangle ABC .

11 Scient 4, B, C, D les points de coordonnées respectives (1,0,07,
(1,1,, 1,-1,1y et (0,1,1).

Ces points sont-ils cmﬁlanaires ?

Donper des équations des faces et des arétes du tétraddre ARCD gutils

définissent.

111 Parmi les 12 groupes d'équations suivantes, reconnaitre celles qui
correspondent & deux plans (resp. droites ou droite et plan) paralleles
ou perpendiculaires. Préciser le cas échéant s'il y a coplanarite.

1) (x+ /3=y -2)/=3) =4 +3/-2); x-3y +6z+7=0.

t]
<

2) 4x + 2y -~ 4z ¥5 =0 ; 2x+y+z2z -1

3 x = (y - 1/=2D

z/3 ; x =2t + 1, ¥

1l
o
t

|
[4V]
i3
1
|
n
ot
+
(SN
FanY
la
11}
o
ps

) (x +2)/3 = (y -~ /(-2) =2z ; x+y~-z=0, x~-y- 58z~ 8 =20
5) 3x - y-2z2-5=0; x+0y-3z+z2=0,

) x -3z +2=0; 2x -6z -7 =10,
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7) 3x -2y + 3z +3=0, 4x -3y + 4z + 1 =0 ; 3x - 2y +z + 1 =0

8y 2x - by + =z 0 x+2z-3=0

9 x =2t +5, y

n
1
ot
+
e
&
"

t -7, x+3y+z+2 =0 et
X-—y -3 - 2 =0,
100 == 2% + 1, y =3t -2, z=-6t+1; 2x4+vy-42z+2 =0 at
dx -y - Sz + 4 = 0,
19X 3y +22 -5 =0, 2x-y~-z-1=0; 4x -3y + 72z -7=20 .

12y x=3+2t, y=5 ~3t, z =2 - 2% ; -3x + 2y + 3z - 5 = 0,

IV Déterminer les réels a et b de maniére que les plans d'équaticns

2% = y + 3z -1 = 0

X+ 2y -2z +Dh Q
Xt+tay - 6z + 10 = 0
* aient un point commun

¥ passent par unme méme droiie

* se coupent suivant 3 droites distinctes et paraliéles .,

V Paur quelles valeurs de 1 les droites dont an donne des équations ci-

dessoug se coupent-elles ?

(x + 2)72 = y/{(-3) = <z - 1y/4
(x =31l =y -D/4 = (z -T2,
Indications

L'exercice IV nécessite de savolr résoudre les systémes de trois

equations linéaires & trois incennues,
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Solutions et commentaires (Deuxisme série)

1 1> Soit H la projection de O sur P ; la question qui se pose est
d'identifier H dans le triangle ABC. Pour cela on va caractériser les
droites (CHY, (AH) et GBH) ; Remarquons d'abord que le triangle ABC est
équilatéral car CA = AB = CB = (2 {caiculs de 1Dngueur-faits dans les
triangles rectangles QAC, OAB, OBC) . D'autre part la droite {CH) est
perpendiculaire a la droite (4B) : en affet d'une part <(AB) est
orthogonale a la droite (0C) car celle-ci, perpendioﬁlaire au plan CAB
est perpendiculaire a toutes les draoites de ce plan et d'autre part
(AB) est orthogonale & la droite (OH) car celle-ci est perpendiculaire
au plan ABC et donc & toutes les droites de ce plan.

La droite (AB) est danc perpendiculaire au plan QHC pulsqu’earthogonale &
deux droites de ce plan, doné elle est orthogonale a toutes les droites
de ce plan donc a (CH)
On démentrerait de méme que (AH) et (BH) sont hauteurs du triangle
équilatéral ABC : H est donc le centre du triangle . C'est en
particulier 1'isobarycentre et donc ses cocrdonnées sont (1/3, 1/3,
/3%,
2) Pour obtenir 1'équation du plan P on peut procéder par identification
L'éguation est de la forme ax + by + CZ = ¢ , les points A, B, C ¥
appartiennent et par suite on a les relations suivantes :

a+d=0,b+d=0,c+d=0scita=b=c=-d,.

1}

Lt‘équation du plan P est donc x + y + 2 = 1.
Cn peut aussi écrire qu'un point M de coordonnées (x,vy,z,» est dans le
—

plan P si et seulement si AM.OH = O s01t

(x -1> 1/3 + y/3 + z/3 = 0 et on retrouve x + y + 2z = 1.
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3) Un point ¥ ds ccordunnées.(x,y,z) est sur (AH) si et seulement si an
a l'égalité vectorielle Kﬁ = A ; d'ou des équatiomns paramétriques

x = 1 - 2/3 s ¥ = A3 , 72 = A3,

ou encore en éliminant A,

(x - 1)/(-2/3) = 3y = 3z,

il
<

soit y -z =0, x + 2y - 1}

Commeptaires

Qutil i11sé

Equation d'un plan ax + by + cz = d

Equation d'une droite : ou bien comme intersection de deux plans dont on
donne les équations, ou Dien paramétriques (traduisant 1'égalite

—ty,
vectorielle MMo = X ot U est un vecteur directeur de la droite)

I1. On peut déterminer 1'équation du plan formé par trois des points et
vérifier que le quatriéme n'y appartient pas. Par exemple 1‘équétion du
plan ABC est x = 1 donc D n'y appartient pas pulsque son absdsse n'est
pas égale a 1 . |

On peut aussi utiliser 1a notion d'indépendance lineaire : les paints A,
B, £, D ne sont pas coplanaires car leg wvecteurs Kﬁ, Kﬁ, ﬁ? sont
indépendants ; pour le démontrer on peut calculer leur déterminant qui

s'avére non nul (il vaut 1D
Les équations des faces peuvent s'obtenir par identification. L'équation

générale d'un plan étant ax + by + ¢z = d , ce plan passe

par 4 si et seulement si a = d = 0
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o

par B si et seulement si a + 0

par C i et ceulement si a - b+ ¢ = !

1
3

par D si et seulement si b + ¢
11 en résulte les équations sulvanies :
ABC x=1

DAB xt+tz=1

bacC 2kt y+tz =2

DBRC 2x +y+ 2z =3

Quant aux arétes, le plus simple est d'écrire pour chacume d'elles les
deux équations des faces qui la contlenneat . Par exemple, les équations
de l'aréte (AB) sont x = 1 8t x + z =1 ., On remarque qu'on peut

choisir x=1let 2z = 0.
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Qutil 14 abs
Un point ¥ de coordonnées (x,y,2) appartient au plan P d'équation
ax + by + cz = ¢ si et seulemt ai ses coordonnées vérifient 1l'équation

du plan.

L'intersection de deux plans est ume droite {en général)

1'intersection de troils plans est soit vide, soit c'est un point, soit

c'est une droite.

Remarques

Vectariellement un plan se définit par deux  vecteurs linéairement
indépendants % et B (i.e. non dépendants et non nuls) : pour tout point
¥ du plan, si Mo est fixe dans le plan, il existe X gt p tels que

iy -~ —_—

e = XA+ }JB

On reconnait la définition de 1'espace vectoriel de dimension 2 forme

par l'ensemble des vecteurs Mio.

II1. Dans cet exercice, on va systématiquement ytiliser 1'ocutil

vectoriel pour répondre .
1y 11 s'agit d'une droite et d'un plan .
——,
In vectsur directeur A de la droite a comme composantes (3,-3,-2) ; un

—
vecteur normal V au plan est ie vecteur de composantes 1,-3,8y . Or

——

—
AV=3+%-12=20.

Danc la droite est paralléle au plan .
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Varifions que la droite n'est pas méme incluse dans l2 plan : ie point
de coordonnées (-1,2,-3) est sur cette droite 2t comme
-1 -6 -18+74#0

ce point n'est pas dans le plan .

2) 11 s'agit de deux plans, de vecteurs normaux de composantes
respectives (4,2,-4) et (2,1,2). Ces vecteurs ne sont.ni dépendants ni
orthogonaux, donc les plans sont quelconques. lls se coupent suivant la

droite d'équations 4x + 2y -4z + 5 =0, 2x + y + 2z - 1 = G .

3) 11 s'agit de deux droites, de vecteurs directeurs respectifs (1,-2,3)
et (2,3,-6) . Ces vecteurs ne sont ni dépéndants ni orthogonaux donc les
droites ne sont ni paralléles ni orthogonales ; vérifioms qu'elles mne
sont pas coplanaires : on peut choisir deux points sur chaque droife,
par exemple A& et B abtenus pour t=0, de coordomnées (0,1,02 et (1,-2,D
at chercher si les trols vecisurs Kg, et iee deux wvecteurs directeurs

des droites sont ou non dépendants. Pour cela, on utilise le déterminant

de leurs composantes 4 4 2
-3 -2 3| =-3C
4 3 -L

On constate que ce déterminant est non nul, donc les droites ne sont pas

coplanaires,

4) 11 s'agit de 2 droites, de vecteurs directeurs de composantes {(3,-
2,1) et <(a,b,c) ; un vecteur directeur d&'une droite gdéfinie comme
intersection de deux plans s'obtient en effectuant le produit vectoriel
- de deux vecteurs normaux & chacun des deux plans. Donc

(a,b,c) = (1,1,-DHA,-1,5) = (-6,4,-27
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Les vecteurs directeurs des deux droites gont dépendants donc les
droites sont paralléles ; comme le point de coordonnees (-2,1,02
n'appartient qu'ad la premiére droite, les deux droites ne sont pas
canfondues et définissent ua plan.

Pour avoir 1'équation de ce plan, on peut en chercher un vecteur normal,
puis utiliser le fait gu'on connait un point du plan ; un vecteur normal
s'obtient comme produit vectoriel du vecteur directeur et d'ur vecteur
1B oo A est sur la premiére droite et B sur l'autre . On prend pour Ale
‘point de coaordornées (-2,1,0) et pour B, on fixe y = 0, et on trouve

x = 2z = -2, Le vecteur KE a comme ccomposantes (0,-1,-2) et un vecteur
normal au plan cherché est le vecteur (5,6,-3). L'équation du plan des

deux droites est done du type 5x + éy-Sz = d et ccmme A appartlent au

plan,om & 4 =-4 .

5) Il s'*agit de deux plans, de vecteurs normaux (3,-1,-2) ot (1,92,-3) ;
ces deux vecteurs sont orthogonaux donc les plams sont perpendiculaires.

Ils se coupent suivant la droite d'équations 3x -y -2z -5 = 0 at

x + 6y ~3z +2 =0,

8 Il s'agit de deux plans, de vecteurs normaux (1,0,-3) et (2,6,-6) ;
ces vecteurs sont dépendants donc les plans sont paralleles. Comme ls
point (4,0,2) n'appartient qu'au premier plan, ces 2 plans ne sont pas

confondus.

7y Il s'agit d'ume droite et d'un plan. On peut remarquer que le plan

est parallele (strictement) a un des deux plans définissant la droite ;
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on peut en déduire tout de suite que la droite est paralléle au plan (et
n'y appartient pas’.

On peut aussi plus classiquement travailler sur le vecteur directsur
3,-2,1) A{4,-3,4) = (~-5,-8,-1) de la droite

et le vecteur normal (3,-2,1) au plan. Ces vecteurs sont Qrthogénaux

donc la droite est paralléle au plan,

8> 1l s*agit de deux plans, de vecteurs normaux (2,-5,1) et (1,06,2)
Ces vecteurs ne sont nl dépendants ni orthogonaux donc les plans se

coupent suivant une droite d'équations 2x -5y +z =0 , x + 2z -3 =0 .

9y 11 s'agit de.deux droites, de vecteurs directeurs (2,-1,1) et (-8,4,-
4) ; ces vecteurs sont dépendants dqnc les droiies sont paralléles | le
paint (5,2,-7> n'appartient pas & la deuxiéme droite donc elles ne sont
pas confondues. L'équation de leur plan s'abtient en cherchant un
vecteur normal comme produit vectoriel du vecteur directeur et d'un
vecteur Eg tel que A est sur la premiére droite et B sur 1'autre : on
choisit A de coordonnées (5,2,-7) et B de coordonnées (-1,0,-1) . Le
vecteur (1/2)3% a comme composantes (-3,-1,3) et le vecteur normal

correspondant (2,9,5). Le plan, d'équation du type 2x + 9y + 5z = d,

passe par B ce qui domne & = -7 .

100 11 s'agit encore de deux droites de vecteurs directeurs (2,-1,1) et
(1,3, DA (1,-1,~3) = (-9,-6,-6)

Ces vecteurs sont orthogonaux, donc les droites sont orthagonales. On
petit chercher si elles sont coplanaires, ce qui revient a chercher si

elles se coupent. On résoud 1'équation en t obtenus en remplagant dans
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une des équations définissant la deuxiéme draoite x, ¥y, 2z par leurs

expressions paramétriques. cela fournit t = 2/31, et par la-méme les

coordonnées du point d'intersection de la premiére droite et du plan

correspondant ; ce point est-i1 dans l'autre plan définissant ia

deuxiéme droite ? On obtient une expression non nulle en remplagant dans
Donc les droites ne

1'équation de ce plan %, ¥, 2z par leurs valeurs.

sont pas coplanaires.

11) Il s'aglt d'une droite et d'un plan, de vecteurs directeur et normal
respectifs

(5,~3,2YA (2,-1,-1) = (5,9,1) pour la droite

et (4,-3,7) pour le plan.

Ces deux vecteurs sont orthogonaux, donc la droite est paralliéle au
plan. De plus on vérifie que le point de coordonnées (0,-7/5,2/8) qui

est sur la droite est aussi dans le plan : la droite donnée appartient

au plan donné.

12) 11 s'agit d'une droite de vecteur directeur (2,-3,-2) et d'un plan
de vecteur normal (-3,2,3) . Ces deux vecteurs ne sont ni dépendants ni

orthagonaux, la droite et le plan se coupent au noint de coordonnées

(29/9,14/3,16/9).
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Le produit vectoriel de deux vecteurs est un vectieur crthogonal & chacun
d'eux et ses composantas sont | {(vc'~b'c, ca'-c'a, ab'-ba') si les
composantes des vecteurs sont respectivement {a,b,cy et @' ,b',c'’.

Le déterminant des trois vecteurs est nul si et seulement si ces
vecteurs sont linéairement dépéndants.

Eyplicit

# Un plan et une droite sont paralléles si et seulement si un vecteur
directeur de la droite est orthogonal a un vecteur normal du plan.

# Un plan et une droite sont perpendiculaires si et seulement si un
vecteur directeur de la droite est dépendant d'un vecteur normai du
pian.

# Si un plan et une droite ne sont pas paralléles , ils se coupent en un
poing,

*+ Le vecteur directeur d'une droite définie paramétriquement par les
équations suivantes

X = Xo ¥ M, ¥ = Vo + X, Z = Zo t AW (relR)est le vecteur de
composanies (u,v,w) ; de méme <i des équations définissant la droite
sont de la forme

(X - Xod/u = (y - Ye)/v = (2 - 2o)/Ww (avec les conventions habituellesg
s; u, v ou w sont nulsy,

§i la droite est definie comme 1*intersection de deux plans dont on
donne des éguations, on en obtient un vecteur directeur en prenant le

produit vectoriel de deux vecteurs normaux du plan.
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#+ Le plan, d'équation ax + by + <z = 0 a comme vacteur normal le vecteur
(a,b,

* Deux plans sont paralléles si et sesulement si leurs vectewss normaux
sont dépendants; ils sont perpendiculaires 51 et seulement si leurs
vecteurs normaux sont orthogonaug, Si deux plans ne sont pas paraléles
(ni confondus), ils se coupant suivant une droite.

¥ Deux droites sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs
directeurs sont dépendants. Elles sant alors coplanaires, et sauf =i
elles sont confondues on obtient un vecteur normal au plan ainsi défini
en prenant le produit vectoriel d'un vecteur directeur 2t d'un vecteur
de représentantlﬁﬁ; ot M est sur une droite et ¥o sur 1'autre,

* Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si leurs vectaurs
directeurs le sont ; elles sont cu non copianaires.

% Deux droites sont coplanaires si et seulement si le déterminant des
deux vecteurs directeurs et d'un troisiéme vecteur du type -EE ot A

appartient a 1'une des droites et B & 1'autre est nul.

IV. Les trois plans ont un point commun si le systeme
2x -y + 3y =1

z+2y -~z =-b

x + ay -6z = -10

a une solution unique (le déterminant des coefficients est nom null.

Ce déterminant vaut 2 -1 3
1 2z -1 = -35 + 85a ,
1 a -6

Il est non nul i a ¢ 7 .
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91 ce déterminant est nul, ou bien le syst2me est de rang 2 et alors les

plans ont une droite en commun {(cela revient & la nullité du déterminant

bardant 2 -1 1
1 2 -b
it a -10

On trouve que ce déterminant bordant vaut 45 - 15b et qu'il est nul si
b=23. Donc sf a = 7 et b = 3 les plans ont une droite commune.
Ou bien le systéme est impossible (a = 7, b # 33, at alors les plans se
coupent deux a deux suivant les trois droites

12x—y+32=1 {x+2y—z

X + ay -8Bz

H

-b {Zx -y + 3z =1

0

x+t2y -z =-b =10 % + ay -6z = —-10.

Cas trois droltes ont comme vecteurs directeurs les vecteurs (-5,5,% 7,
-5,5,%) et (-15,15,15> obitenus par produit vectariel des vacteurs
norpaux aux plans qui les définissent et on vérifie que ces vecteurs

sont dépendants.'Les plans ont donc en commun deux & deux trois droites

paralléles.

Commentaires
Cet exzercice est immédiat si on connait la résolution des systémes de
trois équations & trois inconnues et infaisable autrement. Si c'est le

cas, on y reviendra.

V. On vérifie d'abord gque les vecteurs directeurs des droites ne scnt
jamais dépendants, quelle que soit la valeur de 1. 11 suffit alors de

déterminer 1 pour que les droites soient coplanaires, n*étant pas
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paraliéles elles se couperont. Les droites sont ceplanaires si le
——

daterminant des vecteurs directeurs et d4'un vecteur du type AB ou A est

sur la premiére droite et B sur l'autre est nul : on choisit les points

L et B de coardonnées (-2,0,1) et (3,1,7) ; le déterminant s'écrit

5 2 1
1 -3 4 =111 - 63,
6 4 2

On trouve donc qu'il est nul si 1 =3, ce qui est la condition pour que

les droites se coupent.
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Probléme : le fétrasdre orthocentrique

4. On considere les 4 points A, B, C, D de l'espace dont les coordonnées
dans un repére orihonormé (D,T:T:%) sont respectivement (0,2,0),(3,~1,0
{(=3,-1,0, (0,0,2).

1} Les points sont-ils coplanaires ?

2} Montrer que les paires d'arétes opposées du tétraddre ABCD sont
orthogonales .

3) Montrer que les hauteurs (c'est & dire les perpendiculaires menées
des sommets sur les faces opposées) sont concourantes en un point qu'on
appelle l'orthocentre et qu'on note ici H .

4) Caractériser les pieds deg hauteufs dans chaque face .

53) On appelle G 1'iscbarycentire du tétraédre, et 0 le centre de la
sphére circonscrite . Montrer que G, H, O sont alignés . Quelles sont
leurs positions respectives sur cette draite 7

6} Montrer que les perpendiculaires communes aux arétes apposées passent
par 1l'orthocentre H .

8. On appelle tétraédre régulier un tétraédre dont tous les cétés sont
de méme longueur.

1> Donner les coordonnées des sommets d'un tel tétragdre (de wvotre
choix?.

2} F¥ontrer que dans voire tétraedre les hauteurs cancourent

3) Que pouvez-vous dire de 1'isnbarycentre et du centre de la sphére
circonscrite 7

4) ¥ontrer que les droites qui joignent les milieux des arétes opposées

sont les perpendiculaires communes & ces droites .
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Carrection du problope

L) Nous avons privilégié les solutions analytigues (avec utilisation de
l'outil vectoriel) sauf pour la question 4). Ceci dit, une sclution

entiérement géométrique de tout le probléme est possible.

1) Les points 4, B, C appartienent au plan <O,x,y) ; D n'ayant pas sa
cote nulle n'est pas dans ce plan, les 4 points ne sont pas coplanaires
et déterminent un tétraédre.

ety el
2) ¥ontrons que AB.CD = 0
— —p
Le vecteur AB a comme composantes ({3*-3,00 ; le wecteur CD a comme
composantes (fghl. 2) ; on vérifie donc que le produit scalaire ast nul,
— —
De méme on montre que les produits scalaires AC.BD et AD.CE sont nuls,

ce qui démontre que les paires d'ardtes opposées sant orthogonales .
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3) Wous allons d'abord montrer que deux hauteurs sont concourantes puls
vérifier que le point de concours appartient aux deux autres.

La hauteur issue de D a comme vecteur directeur un vecteur normal au
plan ABC. Ce plan a comme équation z = 0 , donc On peut caractériser un
point ¥ de la hauteur par

5ﬁ =\t ou T est le vectsur de composantes (0,0,1) {favec aelR) .

La hauteur issue de D est la droite d‘équations x = G, ¥ = 0.

La hauteur issue de A a comme vechteur directeur um vecteur normal au
plan BCD. Ce plan a comme equation

ax + by + cz = 1, avec

(Fa - b=1

-{3a - b =1

2¢ = 1,

car les coordonnées de B, Cet D varifient cette équation.

Donc a = 0, b= =2, c=1

et un point M est sur la hauteur =i et seulement si

A = 47 ob ¥ est le vecteur de composantes (0,-2,1).

Les deux hauteurs se coupent s'il existe une valeur de » et une valeur
de p définissant le méme point Mo de coordonnées (Xa, Yo, Za)

on doit donc avoiryxe = 0,

Yo 0 =2 - 24,
Zo = Wt 2 = 4.
On cbtient p = 1 et x =1, st on trouve le point H de cotrdonnées
(G, 0,12,
La hauteur issue de B a comme vecteur directeur un vecteur normal au

plan ACD. Ce plan a comme équatian

ax + by + cz = 0 avec
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2c = 1
Donc a = —f?/?, b= 142, ¢ = /2 et un point M est sur cette hauteur si

at seulemant =i

—

M = W o ??est le vecteur de composantes (—f?,l,l%

—p

Verifions qu'il existe une valeur de y telle que BH = KW

0 = {3 -3y
6 = -1 + ¥
1=y

On trouve y = 1 et H est bien sur cette hauteur.

Un calcul analogue permet de montrer que H est aussi sur la bhauteur
issue de C d'équation

— ———ty —

CH = pt ou t a cOomEe composantes ¢({3,1,1) : on doit prendre ¢ = 1.

En fait les deux bautsurs sont symétrigues Ppar rapport au plan

d'équation x = 0.

1) Une démonstration géometrique permet d'aviter de treés longs calculs.
On pourrait aussi utiliser 1'cutil produit scalalre.

Soit H 1'aorthocentre, on appelle h 1'iptersection de (AH) et du plan
BCD. Le plan ADh estC perpendiculaire a4 la droite (3C).: en effet (AL
ezt orthogonale au plan BCD domc & toutes les droites de ce plan donc 2n
particulier a (BG) ; (AD) est orthogonale & (BC) par hypothese (cf. 230,

Danc {(BC) est orthogonale 5 (Dh). De méme (BD> est orthogonale & (Ch).

A

Donc h est 1t orthocentre de BCD.

Les démonstrations sont identiques pour les trois autres sommels.
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3) Les coordonnees de G, isobarycentrs des quatre points A,B,C,D sont
€0,0,1/2) ; doac la droite d'équations(x = 0 , y = 0)joint les points G
et H (de coordonnees (0,0, 1))}
Cherchons les coordonnées du centre 2 de la sphére circonscrite au
tetragdre. On remarque que
CA = 0B = OC = 2, donc le point Q est sur la droite précédente et doit
verifier Q4 = QD .
Soit z sa cote, on a QA = 4 + 2% = (g - 2)% = z= «- 4z + 4,

et z =0,
On trouve que @ et O sont confondus, et que,sur la droite (Qz) G est le

milieu de [QHI,

6> On va chercher des équations de la perpendiculaire commune aux arétes

(AD) et (BC) : on abtient un vecteur directeur de cette droite en
iy

prenant le produit vectoriel des vecteurs AD et BC et on &crit que la

droite passe par un point Mo de (BC) et rencontre (AD).

—

AD = 0,-2,2

8C = -2(3,0,0

TIABC = (0,-43,-4(® = -4F%0,1, 1)

Done, si M est un point de la perpendiculaire commune, on a

by
Mo = 340,1,1) soit

X = Xa
y= Yo+

Z =Zo FOA

Ecriveons que Mo est sur (BC), dféquations z = 0 et y = -1 :
X = Xo

y = -1+
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(z=»

Dtautre part cette droite rencontre la droite (AD) d'aquations
(x =0, y+2z=2)

donc il existe X tel que x = 0 et X + X -1 =2

soithx = 0
y = =1+ A
Z = X .

On peut remarquer que cette droite rencontre (AD) au point (¢,1,2) et
(BC) au point (92,-1,03.

D'autre part le point H de coordonnges (0,0,1) est sur cette droite.

Des calculs analogues montrent que H est sur les deux autres
perpendiculaires communes.

Pour ¢AB) et (CD), on trouve d'abord comme vecteur directeur de la
perpendiculaire commune par exemple le vecteur de composantes ¥3,1,-2).
Des équations de (AB) et (CD) sont

z=0,y+3x-2=20,

et 2(y + 1) =z, 2x + (B = 2@

On en dédult les équetions paramétriques suivantes de la perendiculaire
commune : x = ¥3/2 +Y3x , y=1/2+x , z=-2:x.

Par conséquent, H appartient & cetie droite (ses cocrdonndes vérifient

¢ces éguations pour » = -1/2),
Pour (AC) et (BDM, on trouve les Aquations paraméiriques suivantes,

vérifiédes par le point H pour » = -1/2 :

x=~f3/2 -V , y=12+x , z=-2x.
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8 1Y On peut choisir les trois points 4, B, C sommets d'un triangle
équilatéral et on sait que D doit appartenir A (0z) pour gue l'on ait

DA = DB = DC = AB. Le point D a comme cocordonnees (3,0,z07.

récisément, DA® = zo® + 4 = (= — Za)® + (Je - ya)® = 3 + 8 = 12,

so0lt zZop = 2{3 {on le choisit positif).

2) 0On pourrait démontrer géométriquement que les paires d'arétes
oppasées de ce tétrasdrs sont arthaogonales, ce gul entraine la propristeé
cherchée. %ﬁr
V¥oici une solution analytique.

Le plan ABC a pour équation ax + by + ¢z =1, avec

2o =1, ¥8a - b =1, 212 = L, !

On prend le vecteur normal de composantes 3, 1,1/,

La hauteur issue de C a comme équations paramétriques

x=1-11® , y=x-1 ,z=x

La hauteur issue de D a comme équations paramétriques

x=0 , y=10

Ces deux. hauteurs se coupent au point de coordonnées 0,0,1/2.

De méme on prend un vecteur normal au plan ACD de composantes
31,172 . 11 en résulte que des équations parameétriques de la haufeur
issue de B sont

x=T3 -3 |, y=x-1 , z=)VZ

Clest d'ailleurs la droite syméirique de la hauteur issue de © par
rapport au plan (x = 0.

Donc le point H de coordonnées €0,0,1/¥2) appartient & la hauteur issue
de B (x = 1),

Enfin la hauteur issue de A a comme équations paramétriquas
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x=0 , ¥F= 2 -2» , T = 1742

il
WY
~

et le point H ¥y appartient ()

3) L'isabarycentre est le polint G de coordgnnees @0,0,1/V2 ; 11 est
donc confondu avec H. De méme le centre de la sphare circonscrite @, qui
doit vérifier

QAz = 0D®, soit z= + &4 = (z - 2{D#. soit z = 194 3

est confondu avec le point H

C'est le tétraedre régulier qui, dan=s l'espace, "genéralise" le triangle

équilatéral.

4) Le milieu de [AD] a comme coordonnées (0,1,{?) . calui des [EC] g, -
1,0) ; la droite qui les joint a comme aquations

x=0 v- {2z + 1 =0

Dons un vecteur directeur en ast (1,0,0)!«0,1,—J§) = (0,f§,1>.

La perpendiculaire commune a4 (AD) et (BC) a comme vecteur directeur par
exemple ADREC = 4[5%0,V§,1).

Les deux droites sont donc paralleles ; de plus ces deux droites passent
par H dﬁnc elles sont confordues.

Deux calculs analogues permettent de canclure la méme chose sur les deux

autres perpendiculaires COmMMUNES.

oV
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Troisieme séria

Les problémes suivants ne nécessitent pas l'utilisaftion d'un repare

orthonorme.

I Dans le plan P, on se dorns un quadrilatére ABCD ; on note I et J lesg

milieux de [AB] et (CD]. A tout réel %, on assogcie les points Ue , Ve

v
C

— m—ry iy
, BV = tBD et Ul = 1/2 Urle.

—
et O« tels que AU. = %
— ety
a) Calculer 0.1 + 0.7 .
) Quel est 1'ensemble E des peints O lorsque t appartisnt a B ? Peut-
on choisir ABCD de telle sorte que E se réduise & un point 7
(Ce probléme est tiré de la brochure de géométrie "Froblémes
d'alignement, de parallélisme et de concours en géométrie plana" publiée

par 1'IREH de Marseille)

IT On se donne 4 points 4, B, C, D du plan ; existe-t-il toujours 4
points I, J, E, L tels que A soit le milieu de {I1J}, B le milieu de
[JK], € le milieu de {KL] et D le milieu de [LM} 7

On pourra traiter le probléme dans le cadre analytique d'abord , le cas

échéant.
ITT A quelle conditiorn, exprimée vectoriellement, étant donnids 6 points

4,B,C,D,E,F, existe-t-il & autres points I, J, K, L, H, ¥ tels que A

milieu de [IJ3, B milieu de [JKI ... Fomilieu de [NI] 7
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Solutions et commentairas (troisidme sérisd

PN

~ C

a) On remarque, en faisant intervenir les points [ et J, que

—y imm— ) —— — —— — —— ey
AC + BD = AL + AF + JC + BL + IJ + JD = 213

Tod = QY + 7eB + B7

H

Oul = OyUp + G A + AT
0T + 03 = - t(AC+BH) + AT + B = - +2T1) + AT + BT + 17 = - 2t17

— — —
B Donc DI + Qo1 = 20,0 = -2t17
— —_—
et 0«1 = -£17.
Danc C¢, I et J sont alignés et O appartient a ia draite (I1J2.
Réciproquement, scit w un point de (IJ), est-ce un point O ?
Existe-t-11 t tel que w = 0. 7?
—y oty
I1 existe ¥ tel que wl = xIJ ; on construit Ug et Ve sur (A0) et (3D)
respectivement tels que
— ———y —— a—y
A= - x2AC et BVe = - xBD
Cn va montrer que w appartient a (UgVel

] — —y

wVe = wl + IB + ﬁﬁl ='BY + Ef - xﬁﬁ

= @ + AT - x(BI + IJ + ID)
PR i — — — — —_ an—y —— —
= @l + ATl - x(IA + IJ +CJ) = o T -~ xIA - wI - xCJ
—ty, — —— — — — — — — ——
= AT - %(IA + CJ> = AT - x(1J + JA + CJ) = AL - xIJ - xCA
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50it wVe = Al - ol - AUy = Ao + Upd = Uos .

Cn a donc montré que w, Ue, Ve sont alignés et que,

P it J ——e - oY ey
comme wil, = Uew - UeVe = Vew,

w &5t le milieu de [5:6:].

Donc E est confondu avec la droite (IJ), en général, si cette draite
axiste.

i I et J sont confondus, donc si le milieu de [AB] et le milieu de [CD]

sont confondus {(parallélogramme croisé.), alors B = {I} = {J}.

A

Il Le quadrilatere qui joint les milieux des cétés successifs d'un
quadrilatére est un parallélogramme, Donc si A, B, C et D ne forment pas
un parallélogramme, 11 n'existe pas de quadrilatére repondant &4 1la
question,

Par contre si c'est le cas, il y a une infinité de solultions
correspondant au choix de I : & partir de n'importe quel point I du
plar, an peut consiruire un quadrilatére IJEKL répondant a la question,

On porte J sur (IA) telque Al = AJ, puis sur (JB) on construit ¥ tel que

BJ = BK, sur (¥C)> on construit L tel que CK = CL, comme on a %
—y —y —
Ch = BA = 1/2KI
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et que le point C est le milieu de (KLI, les points D,I et L sont

alignés avec D milieu de [LI].

Commentaires

+ils ytilise

Tout la probléme se résocud par utilisation de la configuration de base

ci-contre : A

-

I3 =

o

B¢

L.

Remarques

—_— H
On peut aussi se placer dans wun repare (0,1,J) et, avec des notations
évidentes, chercher & réscudre analytiquement le probleme en le

remplagant par le sysitéme suivant

Xy * Xy T 2Xp Yp T ¥s = 27a
Xy t X¢ = 2Xg Vst ¥k = 2Va
X t Xp = 2Xe Ve T T = 2¥e
X, + Xr = 2%p Vo * ¥r T 2¥p

On retrouve que ces systémes n'ont pas de solutions si (X, = Xg + X¢ ~
—_—
¥,) et son analogue en y ne sSont pas nuls, c'est & dire si AR n'est pas
2 2 2 3 ) 03 L3 - L) ey —— Y L} L}
égal a4 DC ; ils an ont une infinité si AB = DC , c'est & dire si ABCD

esk un parallélogramme.
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I1I En raisonnant géométriquement comme précédemment, on trouve a partir
des égalités vectarielles suivantes

—y — — — ——t ey

24P = 1K , 2CD = KM , 2EF = Ml

une condition nécessaire d'axistence
— — -ty

AR + CD +EF = 0,

Réeciproquement, si les points A,B,C,D,E et F vérifient cette coadition,
on part d'un point I :}wﬂconque et on construll sur (A1) le painkt J
tel que A soit le milieu de [1J1 et ainsi de suite. Est-ce que le
dernier point construit F est bien le milley de [HN]I 7

—y ——’ o e
On a 58 = - BB - CD = -1/2(I0 + T = -1/2(TH = 1/2WT , ce qui permet

d'affirmer que les points F, § et I sont alignés avec F milieu de [IN].

N ¢
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Une suite naturelle & ces exercices serait une quatriéme série avec das
mises en foncticnnement d'applications lindaires (ou non}, &ftudides

apaiytiquenent. Voici quelques suggestions dans cetie diraction.

I.On considére l'application de ®R® daps R®? définie par, si (x,y,2) sont
les coordonnées d'un point et (x',y' z') celles de son image :
x' =x
¥y = -z
A
#1) Déterminer 1'image du vecteur_glde composantes (1,1,1).
2) Déterminer 1'image de la droite d'équations x =y = 0
3) Determiner 1'image d'ume droite , d'un parallélogramme.

4) Quelle est 1'image du centre d'un parallélogramme 7

IL Reprendre la premidre question avec 1'application définie de maniére
analogue par :

¥ = 2x + 3y

y' =z txty

z' =2y - x + 3z

I1}, Reprendre la premidre question avec 1l'application définie par
x' = x?

y' =yl

z' =z

1V.Pouvez-vous citer une application de IR® dans R*qui ne transforme pas

toutes les droiies en des droites ?

V.Quelle est 1l'image d'um cercle dans une projection sur un plan non

paralléle au plan du cercle (Parallélement 4 une droite donnée) ?
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