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introduction

L'objet de ce travail est V'étude de 13 construction de la notion d'aire
chez des éléves du cours moyen (9-11 ans).

L'aire est un moyen de rendre compte de la place occupée par une surface
dans le plan. Par le choix d'une unite, on peut associer un nombre a une vaste
famille de surfaces du plan (contenant toutes celles quon rencontre 3 'école
elémentaire et au college). Si I'on change d'unité, les nombres changent mais
fes nouvelies mesures sont proportionnelles aux anciennes. Cependant,
contrairement a ce qui se passe pour les segments, deux surfaces connexes
auxquelles on associe le méme nombre ne sont pas nécessairement
superposabies.

L'anaiyse que nous faisons nous amene a distinguer trois pbles en jeu: le
pdle géométrique avec les surfaces considérées comme parties du plan, le
pdle "grandeur” avec les aires (mathématiquement, 1'aire peut étre considéree
comme une classe d'équivalence de surfaces, elie n'est pas définie pour les
éléves mais on peut donner du sens a l'expression "avoir méme aire”) et le
pdle numérique avec les mesures.

L'objectif de I'enseignement gque nous cherchons a mettre sur pied est
bien d'associer un nombre au maximum de surfaces (en particulier tous les
polygones et les disques) de fagon a pouvoir faire des comparaisons et des
caiculs. Cependant, pour définir une application mesure entre surfaces et
nombres avec suffisamment de sens pour les éléves, nous faisons I'hypothése
qu'il faut d'abord construire V'aire comme grandeur autonome en distinguant
aire et surface aussi bien qu'aire et nombre.

Un autre de nos objectifs est de différencier aire et longueur, en
particulier aire et périmétre, et ceci avant méme avant d'avoir un moyen de
mesurer les aires - le périmeétre est en effet, pour les éléves, une autre
“mesure” de ia surface. Nous retardons {'identification entre aire et nombre
avec 'hypothese gu'une identification précoce entre grandeurs et nombres
favorise 'amalgame des différentes grandeurs en jeu (ici aire et longueur).

Nous avons donc élabore un processus d'apprentissage conforme a ces
hypothéses didactiques. Nous I'avons réalisé dans deux classes (un CMI, un
CM2). L'analyse des productions des éiéves en classe, au cours d'entretiens et
d'épreuves écrites a permis de dégager les acguis, les difficultés qui
résistent et les difficultés non prévues qui nous ameénent a faire de nouvelles




hypothéses'didactiques et a modifier les séquences.

Dans la premiére partie, nous développons notre problématique et
formulons les hypothéses didactiques. Dans une deuxiéme partie, nous
présentons les choix didactigues retenus pour 1a construction des séquences
et les conceptions des éléves relevées au cours et a la fin de l'apprentissage.
La troisiéme partie est consacrée aux résuitats et a la formulation de
nouvelles hypothéses didactiques. La quatrieme partie est un retour sur
I'ingéniérie didactique permettant de baser le processus d'apprentissage sur
le déroulement de plusieurs dialectiques mettant en jeu différents sens de
I'aire. Certaines étaient prévues dans le processus de départ, d'autres sont
proposées ou renforcées a ia suite de 'expérimentation.

{ Problématique

La premiére question qui se pose est de definir I'objet d'enseignement
"atre” et pour cela de commencer par examiner la définition de l'aire d'un
point de vue mathématique de fagon a adopter pour Venseignement une
présentation qui soit fondée mathématiquement. Nous donnerons ensuite un
apercu du point de vue généralement adopté dans lenseignement et des
difficultés observées chez les éleves avant de formuler nos hypotheses
didactiques.

Dans toute 13 suite nous entendons par surface une partie du plan La
notion d'aire est un moyen de rendre compte de la place occupée par une
surface dans le plan. L'objectif est de définir une application mesure d'un

ensemble A de surfaces planes a valeurs dans R* Nous ne chercherons pas 2

caractériser les surfaces qui sont dans l'ensemble A& . L'important est pour
nous au'il contienne toutes les surfaces qu'on sera amené a mesurer a l'école
élémentaire et au coliege. On peut dire gque Pensemble & est contenu dans

I'ensembie des parties de B2 intégrables au sens de l'intégrale de Riemann et
qu'il contient toutes les parties compactes de R® 4 bord G, par morceaux.

L'appiication F de A dans R* devra vérifier les propriétés suivantes :
- si 3, et 5, sont des surfaces "guasidisjointes” {ie. qui mont en
commun que des points du bord),alors F (S,US,)=F (5,) + F (5,)




-siSe A et 5dintérieur non vide, alors F(3)> 0
- pour toute isométrie g de R° et toute surface Se 8, F(g(SN=F(S)

On montre gue pour tout A e &, d'interieur non vide, il existe une et une
seule application F,: 4 --— B vérifiant les propriétés ci-dessus et telle
queF, (A)=1.

A est la surface unité pour la mesure (de surface) F, et F, (S) est 1a

mesure de S avec A pour unité. La mesure d'une surface est un nombre réel
positif ou nul.

Propriétés :

- L'application FA est surjective : I'image de T'ensemble des carres suffit

a recouvrir ' mais elle n'est pas injective : a partir d'un rectangle, on peut
toujours en fabriguer un autre non surperposable et de méme mesure.

- L'application F A est croissante pour P'inclusion dans 4 et V'ordre usuel

dans R*.

- Toutes les applications F vérifiant les propriétés ci-dessus sont des
F, pour un certain A

- Toutes les mesures de surfaces définies comme ci-dessus sont
proportionnelles :

siBe 4,posons A =F, (B), alors F', = (1/A}F, définie par

¥S F, (3 =(1/A}F, (S) est telle que F',, (B8Y=1.

L'unicité de Fp entraine Fg =F', = (1/A)F,.

- En particulier, 5i B est telle gue FA (8) =1, alors FA = FB, si pien que

poUr une mesure F, on peut appeler unité n'importe gquelie surface S telie gue
F(S)=1.

Aire d'une surface :

Pour chague choix de A, 'application FA permet de definir une relation
déquivalence R, : SR, S siet seulement siF, (S} =F, (5.

Les propriétés précédentes entrainent que les classes d'éguivalence
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obtenues ne dépendent pas du choix de A.

Nous appellerons aire d'une surface S sa classe d'équivalence pour
n'importe laquelle des relations R,.

FA permet alors de definir une application fA de 'ensemble des aires
sur R* de fagon qu'on ait un diagramme commutatif :

A — R

W

y est Yapplication qui, & toute surface associe sa classe d'équivalence.
Si S est une surface et s sa classe d'équivalence, on a : fo(s)= F, (S).

f, est bijective, cela permet de définir sur @ une addition et un ordre

tels que f, soit un isomorphime de & sur R*

Ona alors:
- si S] et 32 sant deux surfaces "quasidisjointes”, s, V'aire de Sv S,

Faire de 5,, s laire de 5=35,U st alors §=85,+ 35,

- st SI € 5o, alors s, £ 3, 0U S, est I'aire de S, et s, 'aire de S,

On peut aussi définir sur € une muitiplication externe de R* x & dans &

tellequesi Ae R’ etse@ ,alorsf,(As)= Af,(s)

En fait, en mathématigues on garde rarement les trois termes surface,
aire et nombre et le plus souvent on définit directement l'aire comme la
mesure de la surface. Cette définition de Vaire la fait dépendre de l'unité
choisie, mais cela a2 peu dimportance puisgque toutes les mesures sont
proportionnelies, l'aire est alors définie a un facteur multiplicatif pres.

Propriétés :

- Découpage-recoliement - Soit une surface S et une partition queiconque
de 5 en surfaces 3, 52, Srl appartenant & 8. Considérons les surfaces 5 =

&(3,) (I<i¢n) ol les g sont des isometries quelconques du plan, alors la

surface 5 = U3, a méme aire que 3. En particulier deux éurfaces
superposables & découpage et recollement bord 2 bord prés ont des aires
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éqgales.

- Dimensionalité de V'aire, bilinéarité de sa mesure par rapport aux
mesures de {ongueur :

Choisissons un carré comme surface unité, la longueur ¢ d'un cdté
comme unité de longueur et son aire scomme unité d'aire. Un rectangie dont
les cotés ont pour fongueur av etby a pour 2ire abs.

Si on applique au rectangle une homothétie de rapport h, les fongueurs
des cotés sont multipliées par h et son aire par he . Plus géneralement, on
démontre par pavage, encadrement et passage a la limite que si on appligue 3
une surface S une homothétie {(ou une similitude) de rapport h, son aire est
multiptiée par h? On retrouve cette propriété dans I'éguation aux dimensions
entre aires et longueurs.

2} Point de vue généralement adopté dans 'enseignement

Nous avons vu que l'usage en mathématique est d'identifier & et r*

gréce au choix d'une unité et de ne retenir que les deux pdles : surfaces et
nombres. C'est le point de vue généralement adopté dans I'enseignement. Dans
ces conditions, Vaire est un invariant non pas de ia surface mais du couple
(surface, unité) : pour une surface fixée, V'aire, considérée comme nombre
dépend du choix de I'unité. C'est légitime quand on n'a pas l'intention de
changer d'unité, mais c'est un point de vue difficile @ tenir si on veut
s'occuper de surfaces mateérielies et si on veut gue 'aire soit un invariant de
la surface et d'elie seuie.

La présentation standard consiste a recourir au pavage de surfaces, en '
passant rapidement au pavage avec des carrés et a compter les carreaux pour
déterminer l'aire de surfaces quadriliées ; ensuite, pour des rectangles ou
carrés, a trouver des moyens économiques de comptage ; a2 introduire les
unités légales avec multiples et sous multiples et selon le cas avant ou
aprés cela, & établir les formules de calcul d'aire des rectangles en fonction
des longueurs des cdtés. On raccroche ensuite a ces formules celles refatives
au triangle et & d'autres quadrilatéres (losange, parallélogramme, trapéze).

Dans la majorité des manueis de 6e conformes aux programmes de 1977
(éditions de 1977 ou de 1981) V'aire est définie comme un nombre, carfois
mére comme un nombre de carreaux. Dans certains manuels, on n'envisage pas
1a possibilité de changer dunité sinon de prendre des carrés de dimensions
multiples ou sous multiples du carré unité.




Les manuels qui ne veulent considérer que les deux pdles surfaces et
nombres définissent 'aire comme un nombre mais utilisent 'expression
"unité d'aire". Si I'aire est un nombre, que peut bien signifier une unité d'aire?
On peut aussi lire "le m? est l'aire d'un carré dont le coté mesure | m*. Si
I'aire est un nombre, comment te m?2 peut-il &tre une aire 7 Quand on arrive
aux exercices tous les livres parlent dune aire de 25 m? Iis sont ainsi
amenés a adopter, & un moment ou a un autre, sans le dire, le point de vue
"grandeur”, adopté explicitement par d'autres manuels ou le nombre est la
mesure de l'aire.

Ainsi, méme en admettant que I'objectif de I'enseignement est bien la
construction et Yutilisation d'une fonction mesure qui associe un nombre 2
n'importe quelle surface, il semble bien qu'il y ait un troisiéme terme en jeu
que T'on aura du mal a évacuer dans l'enseignement parce qu'il faudra bien un
jour ou l'autre donner un statut a ces 25 m? dont on aura besoin. 5i on ne veut
pas les identifier 2 ia surface comme on le faisait autrefois, il va étre aussi
difficile de les identifier au nombre si on veut aussi gue 25 m? puisse étre
égal a 2 500 dm? alors que 25 = 2500. Ce troisiéme terme, c'est I'aire en tant
que grandeur.

Ainsi guon vient de le voir, I'attention est essentiellement portée sur
les deux pdles surfaces et nombres et ce dun point de vue statique. On
s'intéresse rarement a Vaction des transformations, & la recherche
d'invariants ou de modes de variations. Quand 'aire intervient, c'est trés vite
comme produit de longueurs avec des expressions numeriques apres choix
d'unités de mesure. I} y a en général trés peu de travail sur I'aire comme
grandeur autonome.

3) fuelgues difficultes et erreurs observées chez les éléves

* | a surface unité étant une surface avec une certaine forme, la mesure
d'une surface S est tributaire de la possibilité de paver effectivement S avec
cette forme. Ainsi des éleves rencontrent des difficultes pour exprimer 'aire
dun triangle en cm? puisqu'on ne peut pas le paver avec des carres.

* L'aire est attachée a la surface et ne se dissocie pas dautres
caractéristiques de cette surface:
- si le périmetre dune surface augmente, son aire aussi (et
réciproguement)
- 31 deux surfaces ont le méme perimetre, elles ont la méme aire
{et réciproguement).




* On étend des formules 3 des situations ou elles ne sont pas valables:
par exemple produit des "dimensions” pour un parallélogramme ou des "trois
dimensions” d'un triangle.

*¥| ‘acquisition par les éléves de 12 "bidimensionalité” de 1'aire {si les

longueurs sont multipliées par k, I'aire est muitipliée par kz) pose probleme.
Cette question a &té étudiée par J. Rogalski (1983).

1 nous semble qu'un certain nombre de difficultés sont liées au
traitement par les éléves des problémes d'aire, soit du point de vue des
surfaces, seit du point de vue des nombres.

Par exemple, une diminution de l'aire est comprise comme une
diminution de la surface avec sa forme et va de pair avec une diminution du
périmetre : I'aire et le périmeétre sont alors amalgamés a 1a surface et liés a
sa forme : on agrandit ou diminue la surface en conservant sa forme ; le
périmetre c'est le contour, T'aire c'est l'intérieur.

A Vautre extréme, 'aire est un nombre : on est sur le plan du calcul et on
ne reléve que des éléments pertinents pour le calcul, par exemple des
mesures de longueur qui paraissent caractéristigues de 1a surface considérée
et qu'on combine dans des formules plus ou moins fondées : par exemple
ajouter les mesures de deux cGtés dun triangle et multiplier par la
troisiéme, pour calculer l'aire du triangle en faisant le produit de deux
longueurs.

Ainsi, au sujet de l'aire, les éléves développeraient une "conception
forme” liée au cadre géométrique ou une "conception nombre” 1iée au cadre
numerique, ou les deux, mais de fagon indépendante l'une de l'autre, et ils
traiteraient les problemes sans établir de relation entre les deux points de
vue. Or les problemes d'aire mettent de fagon essentielle en relation les
cadres numerigue et geométrique. Le concept d'aire en tant que grandeur
constitue a notre avis un relais entre les surfaces et les nombres. Cecinous
amene a faire notre premiére hypothése didactique :

(1) Le développement dans l'enseignement du concept d'aire en
tant que grandeur permet aux éléves d'établir les relations
nécessaires entre les deux cadres {(géométrique et numérique)

De plus, si I"objectif d'apprentissage est bien la construction et la
manipulation d'une application mesure F: 4 —= El*, i1 y & deux maniéres
d'aborder ta construction de cette application.




Pour un choix fixe d'une surface unité A, par exemple un carré, il est
facile d'associer un nombre & toute une catégorie de surfaces : celles
pavabies avec un nombre fini de copies de A Le probleme est d'enrichir
I'ensembie des surfaces mesurables avec Funité A Par exemple guel nombre
associer a un triangie ou a un disgue ?

Pour une surface donnée S, deux cas se présentent :

1) on peut découper S, ou un certain nombre d'exemplaires de 5, en
un nombre fini k de piéces et recoller ces pieces sans chevauchement de
maniére a obtenir une surface S pavable avec A.

Alors F(S) = F(5'), ou k F(S) = F(5') selon le cas. On s'appuie sur
I'additivité et I'invariance par déplacement.

2) on ne peut pas développer 1a procédure (1), on est alors conduit a
une procédure d'encadrement de S par des surfaces pavables avec A ou des
‘subdivisions de A et qui approximent 5 de mieux en mieux par l'intérieur et
par l'extérieur,

Pour aborder }a construction de Papplication mesure, on peut soit
utiliser les deux procédures soit n'utiliser que la deuxieme. En effet, par la
premiére procédure il est impossible d'atteindre toutes les surfaces de 4. La
deuxiéme procédure est suffisante pour atteindre n'importe guelle surface de
A et elle ne nécessite pas d'utilisation d'autre surface unité que des carrés.
Cependant, nous pensons gue la seule considération du deuxiéme point de vue
ne permet pas & 1'éléve d'échapper a 12 prégnance de la forme des piéces et
peut expliguer certaines des difficultés rencontrées. Nous faisons T'hypothese
que l'utilisation du découpage-recollement permet I'élaboration du concept
d'aire, étape-relais entre les surfaces et les nombres dans la construction de
F, conformément a notre premiere hypothése didactigue.

D'autre part, si on prend comme unité t'aire d'un carré, on pourra éviter
de dénombrer les unités en calculant sur les mesures. On aura alors besoin,
pour construire F, d'établir des retations entre les mesures de longueur et les
rnesures d'aire.

Or la mesure permet didentifier toutes les grandeurs {y compris
longueurs et aires) a R* Ceci est précieux du point de vue de la modélisation

mathématique. Toutefois une identification {rop précoce nous sembie
favoriser I'amalgame des différentes grandeurs alors que Pobjectif a cet age
est plutdt de les différencier, et c'est sur quoi porte notre deuxieme
hypothése.

(2) Une identification trop précoce entre grandeurs et nombres
favorise I'amalgame des différentes grandeurs (ici- longueurs et
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aires)

Nous voulons éviter les confusions entre longueurs et aires, en
particulier entre périmétre et aire, qui sont une des difficultés des éléves
dans P'acquisition des mesures spatiales. Pour cela il nous parait important
de développer des situations d'apprentissage dans lesquelles jouent de fagon
significative pour les unes les différences entre longueurs et aires, pour les
autres les relations que ces grandeurs entretiennent. C'est pourquoi, dans
notre ingénierie didactigue, nous choisirons de dissocier les grandeurs
(longueurs et aires) dune part des objets {(segments, surfaces), d'autre part
des nombres, avant d'aborder 1a mesure en fonction d'une unité choisie et les
relations entre mesures de ces grandeurs.

1. Ingenierie didactigue

a) Nos choix didactigues

L'analyse précédente nous améne a distinguer deux points dans
I'apprentissage :

a) construction de 1a notion d'aire comme grandeur autonome en faisant
des comparaisons directes d'aires par inclusion, par découpage - recollement,
et des mesures directes d'aire déduites du pavage a 1'aide de pavés de formes
variees,

Cela nous amene a

- dégager I'aire de 1a forme en differenciant aire et surface . deux
surfaces de formes différentes peuvent avoir des aires égales.

- distinguer 1'aire du nombre tout en contrdlant la correspondance
surfaces —---» nombres : a3 une méme surface peuventi correspondre
des nombres différents suivant T'unite choisie, mais 1'aire, elle, ne
change pas.

b) établir des relations enire aires et longueurs en s'intéressant a
diverses transformations : les unes sont choisies pour pointer qu'aires et
longueurs peuvent varier indépendamment t'une de l'autre, et méme en sens
inverse (aire et périmétre par exemple) ; les autres pour établir des relations




entre aires et longueurs : calcul d'aires des surfaces usuelles,
bidimensionalité. Ce faisant, on travaille 3

- différencier aire et longueur en méme temps qu'aire et surface

b) L es séquences didactigues

Nous avons contruit des ségquences didactiques fondées sur les anaiyses
précédentes et nous avons observé leur déroulement dans deux classes : un
CM1(9-10 ans) et un CM2 (10-11 ans). Les CM2 navaient pas abordé 1a notion
d'aire en CMI!. On peut trouver dans (Douady - Perrin 84-85) ou (Douady -
Perrin 83) une description de 1a plupart des séquences didactiques utilisées.

Cependant ces documents ont été rédigés aprés le déroulement complet
en classe et l'observation des éléves au cours d'entretiens par deux, ce gqui
fait gu'on y trouve des séquences qui n'avaient pas été proposées aux éleves
des deux classes concernées, mais gu'tl nous a paru important d'ajouter.

En particulier, 'approche sur papier quadrillé n'a pas été réalisée parce
que le comptage de carreaux nous semblait un acquis disponible des classes
concernées. Cela s'est révélé exact. Cependant le recours au papier quadrillé
est intéressant pour donner un premier sens au mot "aire”, sans rencontrer
I'ambiguité qui reste attachée a des expressions comme "place occupée” qui
pour les éléves font parfois davantage référence a I'encombrement (diametre)
qu'a l'aire. Dans la classe de CM! nous avions eu recours a la masse pour
éviter ce probléme. Nous considérons maintenant gqu'un jeu de cadres entre
papier blanc et papier quadrilié est un point important pour la mise en
relation de différents sens de I'aire et I'ancrage de la dialectique surfaces -
aires - nombres (voir IV Retour sur V'ingéniérie didactique).

L'approche par les transformations n'a pas été proposée non plus aux
éléves puisque son importance n'avait pas été prévue et que c'est un des
résultats des observations et des enfretiens individuels que nous avons eus
avec les éléves apres l'apprentissage.

Nous donnons ci-dessous 1a tiste des séances réalisées dans chacune des
deux classes, chaque séance de travail durait environ | heure 1/4

Séquences réalisées en CM|

* goproche physigue (1 séance : 9.12.1982)
Comparer des piéces en lino, en carton, sefon ia masse, selon 1a place
QCCupée.

*gpproche géométrigue (3 séances: 16.12.82;6.01.83;701.83)
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Découpages et recollements convenables & partir de rectangles : un
méme rectangle pour les 4 membres dune équipe, des rectangles
différents pour deux équipes différentes. Découper les rectangles et
recoller 1es morceaux sans en perdre ef sans les faire chevaucher de
facon que les quatre membres de I'équipe aient des surfaces de formes
différentes. Décalquer les assemblages obtenus sur une feuille blanche
et comparer les nouvelles surfaces. Introduction du mot aire -
comparaison des aires des surfaces construites, au sein d'une équipe,
au niveau de la classe.

® gifférenciation aire et périmétre (3 séances : 13.01.83 ;
27.01.83;3.0283)

- Commander de la ficelle pour border tes surfaces fabriguées précé
demment : deux surfaces de méme aire peuvent avoir des périmétres
différents.

- Modifier une surface donnée de facon a diminuer laire et a
augmenter le périmétre.

- Modifier un rectangle de fagon & conserver l'aire et a augmenter le
périmetre.

* pavages el comparaison d'aires (3 séances: 3.03.83 ; 403.83;
10.03.83)
Pavages de 4 surfaces a 'aide de pavés differents. Comparaison des
aires des surfaces en ne disposant plus des surfaces elies-mémes mais
seulement des résultats du pavage et des paves.
Les pavés ont été choisis de fagon qu'il y ait des relations numérigues
entre eux faciles dans certains cas {rapports 2 ou 4), difficiles dans
d'autres cas (rapports fractionnaires : 3/2, 3/4). Les surfaces étaient
pavables par au moins un des pavés, ce qui donnait des comparaisons
faciles entre certaines surfaces, difficiles entre d'autres et amenait a
la nécessité de rechercher une unité commune ou de trouver au moins
une des relations difficiles.

Surfaces proposees :

& ————c~
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Séquences réalisées en CM2

* agpproche géométrigue (3 seances . 100183 ; 1401.83
24.01.83)
les mémes séquences qu'en CM1

¥

® girférencration aire st périmétre (Une séance fin janvier 83)
Commande de fil pour border les surfaces construites précédemment
(cf CM1) : deux surfaces de méme aire peuvent avoir des périmetres
différents

* pavages (3 séances: 17.02.83 ; 240283 ; 26.02.83)
Pavage de 5 surfaces a l'aide de paves variés ; recherche de relations
entre les paveés. Les pavés étaient les mémes gqu'en CM1, il y avait une
surface de plus. A cette étape les relations simples entre pavés sont
trouvées et rassembiées dans un tableau a double entrée, les résultats
du pavage également. Le maitre introduit le mot "mesure”.

* mesure el comparaison d'aires (4 séances: 2802.83 ;40383 ;
7.03.83; 10.03.83).
Les éleves ne disposent plus des surfaces et doivent comparer les aires
a I'aide des résultats du pavage. Cela a amené certains groupes d'éléves
a introduire de nouvelles unités, d'autres a tenter de compléter le
tableau des relations entre carrelages.

On demande alors a tous les éleves de compléter ce tableau et
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d'exprimer les mesures de toutes les aires a I'aide de chacune des
unités, y compris celles qui ont été introduites pour la comparaison.

Les éléves ont ensuite a mesurer une surface qui n‘est pavable avec
aucun des pavés considérés. On doit la couper en deux morceaux ou ia
remplacer par une surface de méme aire et pavable.

|

13
® Aires en m??(l séance et demie : 15.03.83; 17.03.83)

Recherche de surfaces variées d'aire 1cm? ;12 em?
Recherche de rectangles d'aire 12cm?.

* Fpeadrements: {1 séance et demie: 17.03.83 et 18.03.83)
A T'zaide de papier millimétre transparent, encadrements de V'aire d'une
surface polygonale et d'une surface a bords arrondis.

* Calcul daires de rectang/es (1305 383):

Recherche de rectangles a perimetre fixé, calcul de Tlaire
(Vinterruption g'expligue par les vacances de Pagues et un sejour en
classe de nature).

2. Dbserpation des éleues

Les séquences denseignement ont été observées. Nous avons pris des
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notes sur le déroulement. La plupart des productions des éléves ont été

récupérees au CMi.
Les éléves du CM1 ont répondu a des épreuves écrites les 17/03/83 et

14/4/83.
Nous avons observé les éleves des deux classes au cours d'entretiens

par deux, au CM1 juste apres I'apprentissage les 26 et 27 mars 1983, au CM2
deux mois aprés 'apprentissage entre le 20 et le 31 mai 1983.
Les éléves des deux classes ont passé en juin 1983 des tests écrits

empruntés a J. Rogalski (1983).

3. Ftude des conceptlions des éléves.

1} Au cours de V'apprentissage

- Au démarrage, au CM2, certains enfants ont une conception de la
nlace occupée par une surface liée & sa forme et se référant plutdt a
I'encombrement ou a la situation de la surface dans la feuille de papier ou
méme a la maniére dont elle a été obtenue : pour comparer la place occupée
par des surfaces obtenues par découpage et recollement sans perte ni
chevauchement de rectangies superposables, des éléves ne peuvent accepter
qu'une surface encombrante (figure 1) puisse ne pas occuper plus de place
gu'une autre pius "compacte” (figure 2)

Fig | Fig 2

D'auires éléves veulent mesurer les distances des surfaces au bord de
la feuille et d'autres ajouter les perimetres de tous les morceaux.

Mais ces difficultés ne résistent pas quand on parie de guantité de
carton utilisée ou quand on fait référence a l'usage d'une balance :

A la séance suivante, les éléves duy CM2 recourent tous a2 1a
comparaison des rectangles pour comparer toutes les surfaces de la classe
du point de vue de I'aire. Le probléme est plutdt de s’entendre sur ce que I'on
veut comparer. L'introduction du mot aire dans un premier travail sur papier
guadrilié évite cette ambiguité.



En CM!, le recours & la masse a évité 'ambiguité de I'expression place
occupée : si une surface se déduit d'une autre par découpage et recoliement
convenable, il est clair gue la masse n'a pas changé (a 1a colle prés) car la
place des morceaux sur le plateau de la balance n'a pas d'importance et que
les deux surfaces occupent autant de place car la référence est alors la
quantité de papier. inversement, it n'est pas tout sdr pour les éleves que
deux surfaces découpées dans le méme carton et de méme masse occupent
autant de place : il faudrait trouver un découpage qui permette de
reconstituer 1'une 3 partir de 'autre,

- | 'amalgame entre aire et périmétre apparait a piusieurs occasions:

* guand i1 s'agit de commander du fil pour border les surfaces en
général trés irréguliéres fabriquées par les éléves & partir des
rectangies : par exemple, un éléve de CMI qui a une surface
particuliérement compliquée décide de se simplifier la tache en
mesurant le bord du rectangie témoin.

* en CM1, dans les épreuves écrites du 17 mars, lorsqu'il s'agit de
dessiner un triangle de méme aire gu'un rectangle donné, 13 eléves
sur 24 fournissent un triangle de méme périmétre que le rectangle.

* 3 1a fin de I'apprentissage en CM2, cet amalgame entre conservation
de l'aire et du périmetre réapparait lors dune situation plus
complexe : il s'agit d'encadrer I'aire dune surface a bords
irréguliers et arrondis en utilisant du papier millimétre
transparent; un (bon) éléve de la classe demande de la ficelle pour
se simptlifier te travail en rectifiant le bord de 1a surface.

- L a liaison entre surface et aire apparait guand on demande aux éieves
de modifier une surface donnée pour en fabriguer une autre daire plus
petite et de périmétre plus grand.

Pour diminuer I'aire, deux procédures sont utilisées . enlever un
morceau, dessiner une surface a I'intérieur de la surface donnée.

{1 semble que la premiére procédure fasse davantage référence a une
conception de l'aire indépendante de la forme et la deuxieme a une
conception liée & la forme. L2 consigne engage a une transformation :
"modifier” ; la premiére procédure opére iocalement en enlevant un
morceau ce qui change la forme de la surface ; la deuxieme correspond a une
vision plus globale de la surface qu'on essaie de modifier le moins possible
en concevant une autre surface qui ressemble a 1a premiére mais située a
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I'intérieur de celle-ci : il semble que les éléves atttachent de I'importance
a la forme de 1a surface et veuillent en modifier 1a taille sans en modifier
la forme. '

A ces deux procédures prenant en compte 1a variation d'aire a effectuer
correspondent deux procédures pour prendre en compte la variation de
périmetre :

* ceux qui enlévent un morceau 'entévent toujours sur le bord (enlever
un morceau a l'intérieur ne leur parait pas pertinent du point de vue du
nérimétre puisqu'ils ne considérent que le périmeétre exterieur) et ils
s'apercoivent assez vite gue pour augmenter le périmétre, il faut
remplacer un bord droit par un bord "en zigzag” ou courbe, méme si
leur premier essai diminuait le périmetre.

* log éléves qui dessinent une surface a I'intérieur de 1a surface donnée
font en général un bord assez paralléle au bord donné. i1s ont diminué
le périmétre. Pour rectifier, certains ont alors I'idée de "rajouter du
périmetre” en doublant le bord de la surface intérieure, mais d'autres
restent blogqués.




Les éléves qui sont restés bloqués
avaient au départ un triangle et
ont produit des triangies emboités

- approche de 1a mesure

Les éléves n'ont pas rencontré de difficulté pour associer des nombres
différents a 1a méme surface que ce soit pour exprimer le resultat de pavages
avec des unités différentes ou des mesures obtenues indirectement. Le
recours aux nombres pour comparer des surfaces et 13 nécessité d'utiliser une
méme unité pour mesurer les surfaces a comparer n'ont posé de probleme pour
personne. Les seules difficultés étaient sur les nombres dans le cas ou ils
étaient fractionnaires.

Au CMI1, les élaves n'ont pas produit dunite nouvelle permettant de
mesurer tous les pavés, ils n'ont pas non plus exprimé 1a mesure des paveés en
fonction de chacun des autres : ils ont trouve la reiation 3 r = 2 R qui
permettait de mesurer toutes les aires en prenant pour unité le rectangle
d'aire r par substitution de 3r 3 2 R et ils ont explicité quelques relations
utilisant des 1/4 ou des 1/3. Le travail fait auparavant sur les fractions
n'étaient pas suffisant pour que tous les éléves expriment foutes les
relations entre les pavés.

Au CM2, certains éieves ont recherché une unité commune permettant de
mesurer les deux pavés rectangles : trois nouvelies unités ont été proposées,
le rectangle (1,33, le rectangle (2,3) et le carré (1,1). D'autres se sont lancés
dans la recherche systématique de toutes ies relations entre les unites
d'aires utilisées, recherche qui sera ensuite effectuée par toute 1a classe de
facon a compiéter le tableau donnant les relations entre unités,

23 AU cours des entrefiens individuels

Les entretiens individuels ont eu lieu au CM! deux semaines apreés
'apprentissage, au CM2 plus de 2 mois aprés i'apprentissage. Nous avons
choisi d'interroger les éléves par deux pour observer ou le cas échéant
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provoquer des conflits de conception. Les éléves étaient choisis de fagon qu'il
n'y ait pas domination de I'un par I'autre.
Le probiéme était de comparer les aires des surfaces ci-dessous :

31 52

53 54
Les figures étaient dessinées sur papier blanc, en cas de besoin, nous

pouvions fournir les mémes figures sur papier quadrilié au demi centimétre
et aussi du papier blanc et du papier guadrilié au demi centimetre a volonté.

Procédures observées

a) Ramener 13 comparadl/son des aires 3 /3 comparaison Jes

nomores.

1) grace au pavage : en comptant les carreaux sur papier quadrilié ou
en quadrillant le papier blanc en carres.

2) en faisant un produit de longueurs pour calculer les aires, en
inventant au besoin des formules erronées (paraliélogramme ou triangle).

Le désir de se ramener aux nombres est trés fort, particulierement au
CM2 ou on avait institutionnalisé ia formule de calcul de laire dun
rectangle et ou les éleves travailiaient sur des calcuis d'aires de rectangles
pendant 12 méme période en classe : beaucoup répetaient la question posee
sous la forme “calculer les aires”.

b)Y Ramener /3 comparaison des sires 3 /2 comparaison des
longueurs des cotés (pour 51 et 52).

c) Découper et recoller de ragon convenab/e (pour comparer 5, et
323 83 et Sq) ou paver (55T avec ‘33 ; 5‘2 avec 54).
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d} 'Redresser” /e parallélogramme pour en faire un rectangle ;
“pencher” davantage /e parallélogramme.

Arguments utilisés par les éleves pour justifier leurs procédures :

a) Pour justifier un calcul :

- un parailélogramme a deux dimensions : pour calculer Taire on
multiplie les deux dimensions : 6x(4+1/2) = 27. 777

Sur demande de I'interrogateur de montrer ou ST T 777

sont les 27 cm?, certains éléves justifient ce L)/ // /
calcul en:produisant un pavage par des petits [~ / /%7
parallélogrammes et déclarent : On a bien 27 cm?:

- pour le triangle /\ on a diverses "formules”.

a

% une aire c'est un produit de 2 longueurs et on fait (a+b) x C pour le
triangle (ou axc + bxc)

* un rectangle a deux dimensions, on multiplie pour trouver 1'aire, un
triangle a trois dimensions donc c'est ax b x ¢

* a x b x ¢ donne un résultat beaucoup trop grand (par rapport a

St et S3) et des éléves proposent alors (a + b + ¢) x 3 ou méme a+h+c. On

assiste aussi au passage & des procédures perimétriques devant une
difficulté de calcul : les cdtés obliques du triangle mesurent 4 1/2et 5 1/2,
un éléve veut multiplier les 3 c6tés du triangle et ne sait comment
multiplier 4 1/2 par S 1/2; il décide alors de rassembler les 1/2 et finit
par ajouter les 3 dimensions.

b) Pour se ramener 2 la comparaison des longueurs :
3, et Sz ont toutes les deux un cété de 6 c¢m, on compare les autres

cdtés 4,5 > 4 donc I'aire de 5, est plus grande que T'aire de 5,.

¢) Découpage-recoliement : si on découpe un morceau d'une surface et
gu'on le recolle sans chevauchement on conserve l'aire. Cet argument est
correct et valorise dans l'apprentissage ; mais les éléves qui ne peuvent
utiliser que celui~1a échouent dans 12 comparaison de 53 et de 54.
d) Déformation:
Si on “redresse” le parallélogramme, cela fait un rectangie de 4,5cm
sur 6cm donc l'aire de ’52 est plus grande gue l'aire de 51-

Conflits et changements de procedure
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Il semble que les éléves aient plusieurs types de conviction gui les
ameénent & des conclusions opposées pour 1a comparaison de 51 et de 52.

- Convictions permettant de conclure correctement A, = A,:

* gquand on découpe une surface et guon recolle convenablement les
morceaux on a une surface de méme aire. '

* pour comparer des surfaces dessinées sur papier guadrillé on
compare le nombre de carreaux qu'elles contiennent (éventuellement en
regroupant des morceaux de carreaux pour faire des carreaux entiers). Au
besoin on quadrille le papier pour faire apparaitre des cm?.

- Convictions amenant a 1a conclusion A1 ¢ A2:

* quand on déforme un paraliélogramme "en penchant pius ou moins” on
conserve l'aire, en particulier un parailélogramme de fcm de cbté a une aire
de 1cm?, mais aussi un parallélogramme obtenu a partir d'un carré de icm de
c6té par découpage et recoilement : ﬁ a tous ses cotés qui mesurent
fcm.

* Y'aire du parallélogramme est le produit des dimensions, comme pour
le rectangle.

Les deux types de convictions coexistent souvent chez le méme éléve.
Pour certains groupes, on assiste méme 2 un va et vient des arguments
contradictoires repris tour a tour par F'un ou 'autre des deux partenaires.

Les éléves ont différents moyens de résoudre 1a contradiction:

Le conflit se produit parfois spontanément par confrontation dune
procédure (¢) et d'une procédure (d) et i1 arrive que les éléves soient trés
étonnés de constater gue le "coté droit”
(hrauteur du parallélogramme) mesure 4 cm
ators que le c6té penché” mesure 4,5 cm. Cela
suffit parfois & résoudre la contradiction et,
pour se convaincre, certains groupes dessinent sur 1a feuille d'autres cotes
"de plus en plus penches” et se convainguent de Taccreissement de 1a
fongueur de deux des cotés et de la conservation de laire du
paraliélogramme. Inversement, cet accroissement de la longueur dans les
cas extrémes améne parfois les éleves a douter de 1a conservation de T'aire.

431 (4
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Pour d'autres groupes, le conflit se produit au moment ou on leur fournit
du papier quadrillié ou simplement au moment ol on leur demande de dessiner
les cm? (aprés une réponse A,= 24 cm?, A,= 27 cm?). Le pavage du rectangle

et du parallélogramme peut les amener a rassembler les deux pointes
triangulaires du paratlélogramme pour obtenir des carreaux entiers et ainsi
passer & une stratégie de type "découpage recollement”.

L)

Pour dautres (procédure déformation), le changement de conviction
s'opére souvent gquand on leur propose de “"pencher” de plus en plus le
parallélogramme jusqu'a ce qu'il soit évident que l'aire est devenue trés
petite. |1 faut d'ailleurs noter 1a résistance des éléves a pencher au-dela d'un
certain seuil pour aboutir & des dessins comme celui-ci ou on ne peut plus
parler de “c6té vertical™

//

Pour ceux qui justifient le calcul avec un pavage de S2 par des petits

paraliélogrammes de lcm de cdté, fe changement de conviction s'opere quand
ils peuvent pointer la différence entre les 2 parallélogrammes :
- celui qu'on obtient a partir du carré de cété lcm a une aire de

1cm? mais les cbtés ne mesurent pas tous Icm:
—

- celui quon obtient par déformation : tous ses cOtés mesurent

icm, mats son aire est plus petite gue lem?,
— /)

Notre interprétation est que beaucoup d'éléves amalgament trois
transformations : le "paraliélogramme articulé” qui conserve les longueurs
des cdtés mais non les aires, le glissement d'un coté sur son support gui
congerve les aires mais non les longueurs de tous les cotés et la rotation
autour d'un sommet qui conserve 2 1a fois les tongueurs et les aires.

L'incidence sur la conservation des aires et des longueurs de
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transformations de figures par déformation continue est un point qui n'avait
pas été abordé dans !'apprentissage et qui semble important pour déstabiliser
des conceptions spontanées erronées des éléves a ce sujet et amorcer une
autonomie des différentes notions amalgamées.

3) Evolution des éleves du CMI

Nous présentons ci-dessous l'évolution des éléves a travers l'épreuve
écrite du 17/03, les entretiens en bindmes des 26 et 27/03, 1'épreuve écrite
du 14/04 et des tests écrits en juin {cf ci-dessous [1}). Nous interprétons les
résultats a partir d'un tableau récapitulatif.

a)Epreuve du 17/3

texte:

51 A% est V'aire de ‘31 S2 A2 est 'aire de ‘52

1) Comparer les aires A, et A,
2) Dessiner un triangle d'aire A,
3) Dessiner un rectangle d'aire A,

Les réponses

Nous classons les procédures seion les outils mobilisés:

(L) /ongueur ces éléves comparent les longueurs des cOtés de S, et 5, ou
les perimétres.

(D) gérormation en faisant pivoter les cOtés autour des sommets ou en
faisant glisser un cdté sur son support le parallélogramme se redresse en
rectangle. |

(OR) découpage-recallement  ces éléves découpent a gauche du
parallélogramme un triangle qu'ils recollent & droite bord a bord sans
chevauchement.

lére guestion: (L) 11
(D) | 2 avec A=A,
{DR) 11 dont 9 correctes, I estimation A, = A,

| réponse A1 - Az
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2éme gquestion: (L) 13 ils dessinent un triangle (6, &, 8=4+4) ou
(8, 8, 4)
(DR) 2
rien ou essais infructueux 9

Parmi les 9 réponses (DR) correctes a la 1ére question, les réponses 2 la
2eme gquestion se répartissent ainsi : 1 produit 2 triangles d'aire A, , ! aune

procédure (DR) qui n'aboutit pas, 3 ont une procédure (L), 4 ne font rien.
Les 2 (D) de la ére question adoptent (L)

Jéme guestion : * parmi les 12 réponses A, = A, aia 1ére question
-5 proposent le rectangle 3,, dont 2 se référent a 1a 1ére question,
et 3 reproduisent le découpage et recollement.
- 3 "redressent” et proposent le rectangle (4+1/2,6)
- 4 ne font rien
* parmi les 8 réponses A, > A,

& ‘“redressent” comme les précédents, | fournit un rectangle de
méme périmetre { 4, 6+1/2), 1 ne fait rien,

b) Entretiens

22 éléves sont interviewés, 20 en bindmes et 2 individuellement.
_ Parmi les bindmes, 4 présentent des convictions qui s'opposent, chacun
développant ses arguments, 4 présentent des oppositions plus moiles, 'un des
partenaires oscillant entre les convictions issues de la référence aux
longueurs ou au découpage-recollement. Dans les deux autres cas, les
partenaires s'accordent dans un bindme pour se référer aux longueurs des
cotés, dans l'autre au découpage-recollement. Au cours des entretiens, les
procédures des individus évoluent comme suit :

Au début, 10 (L), 2 (D) et 10 (DR). Parmi les (L), 7 changent ou
oscillent, 3 vers (D) et 4 vers (DR).Dans les cas ou ies conflits ne sont pas
assez forts pour étre dépassés par I'argumentation, c'est la référence au
nombre de carreaux déterminé grace au papier quadrillé ou grace a un
quadrillage du papier bianc qui résout le probléme. Dans chaque bindrne ou 1'un
des partenaires avait une conception affirmée (DR), i1 a fait evoluer 1'autre,
quitte a recourir au quadrillage. Cette évolution s'est confirmee lors de
I'épreuve écrite du 14/04

¢) Epreuve du 14/04

texte :

b
(w3}



c) Epreuve duy 14/04

6
texte - = e 6~
/ !
4
%
co/
/
S

Pour chague surface, dessiner un rectangle de méme aire,

Les réponses
Sur les-21 réponses dépouitlées, une seule fait référence au périmétre pour

dessiner un rectangle de méme aire que I'hexagone.

9 produisent des rectangles corrects pour les 4 surfaces

8 produisent des rectangles corrects pour les 3 surfaces autres que
'hexagone: 6 n'en produisent aucune pour celui-ci, | essaie par découpage
mais sans succes, | dessine une surface de méme aire non rectangulaire.

Les autres associent au parallélogramme un rectangle de méme aire et
dessinent pour les autres surfaces des rectangles les encadrant ou contenus
dedans.

d) Tableau récapitulatif

Nous présentons ci-dessous les conceptions des 18 éléves qui ont passé
toutes les épreuves, telles guelles se sont manifestées aux trois occasions
{17/03, entretiens 26-27/03, 14/04) en ordonnant les éleves selon leurs
performances en juin {voir textes en annexe) aux items "combien de petites
figures dans la grande” pour les carrés, parallélogrammes et triangles
equilatéraux (rapports 2 et 3), "combien de pots de peinture pour peindre iz
grande surface” pour le triangle quelconque (8 items) Les 18 éléves ont
répondu correctement aux questions concernant le carré et le parallélogramme
agrandis dans les rapports 2 et 3. Nous différencions les éleves seion leurs
réponses dans les cas de triangles.

Dans le tableau ci-dessous, pour le 14/04, DR* signifie que l'élave utilise
le découpage-recaliement aux quatre guestions avec reponses correctes. Dans
les autres cas on indigue le nombre de réponses utilisant correctement le
découpage-recollement. Sauf précision contraire, it y a non-réponse dans les
autres cas. Leila a produil des rectangles ayant un lien géométrique avec la
figure donnee mais pas la méme aire, sauf dans un cas.
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17/03 entretiens 14/04 juin

Aude L DR DR+ réponses

Hélene DR DR DR+ correctes

Valérie DR estim.| DR DR{3quest.) a toutes les

David C. DR DR DR+ questions

Pascal L-D L--*DR DR+

Jamel DR DR DR+

Thierry DR-L L--»DR DR+

Jeanlin DR-mes. DR-mesure DR+

Virginie DR DR DR(3quest.)

Nathalie L L-->D DR(3quest.)

Paulo L L=>D-L DR(3quest.)

Sébastien DR-D DR DR(3quest.)

Sylvain L-D L~-->DR DR(3quest.) tout correct

Leila L-D L—-D des rectangles sauf

- tcorrect

Bruno D-L L DR(3quest.)L{4) ZAB

Souhade DR-D-L D DR(1-2)

Sonia D-L L DR 1ssul correct pavages-objet
corrects

David 7 DR-L DR-L DR+ Dy, O3

Raphael L-D L-->DR DR+ corrects

Rachida L-DR L des rectangles A, o
corrects

Conclusion: Une certaine dissociation aire-longueur s'est opérée pour 1a
plupart des éléves. Les non-réponses le 14/04 V'emportent sur les réponses
recourant au périmétre ou a la longueur des cotés, en cas de difficulte. Nous
reconnaissons 1a une évolution directement liée a 1'apprentissage. Nous en
testons 1a durabilité deux mois plus tard, grace aux tests ecrits de juin ouie
pavage est mobilisé comme outil.
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Le pavage (en particulier le comptage de carreaux) est un outil disponible
chez tous les eleves pour comparer des aires de surfaces planes de formes
différentes. Nous 1'avons constaté au cours des entretiens par deux et aussi
dans les résultats obtenus aux tests écrits de fin dannée. En juin 1983, nous
avons proposé aux éléves certains des questionnaires utilisés par J. Rogalsk!
(Rogalski, 1983). 11 s'agit d'une variante du questionnaire SN, mais sans 12
phase 3 qui donne des exemples de pavage (textes en annexe).

»

]
»

Nous avons reteny 1es réponses a trois questions:

a) Nombre de petites figures dans 13 grande.
Les figures utilisées sont des carrés , parallélogrammes, triangies

équilatéraux ; les rapports sont 2 et 3. Dans le tableau, nous donnons les
résultats pour chaque figure avec en indice le rapport correspondant.

comectee |2 [ L] O 2 (5| LT 5] N

cM1
27 éléves 26 25 21 24 23 20
M2
22 éléves 22 21 . 18 22 18 17

Les nombres en italique dans les cases indiguent le nombre d'éiéves gui,
parmi ceux de la case correspondante, ont donné une réponse correcte
accompagnée d'un pavage par des surfaces de méme aire que 1a petite surface
donnée mais non superposables. Ainsi, deux éléves parmi les 21 qui ont donné
une réponse correcte pour /7. ont dessine

[[/]] e [

Remarguons que les parallélogrammes dessinés ont presque 'a méme
forme que le petit paraliélogramme de depart.
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b) Nombre de pots de peinture.

Les figures sont les mémes que précédemment, avec en plus des
triangies quelcongues. On indigue le nombre de pots de peinture neécessaires
pour peindre 1a petite figure et on demande combien il en faut pour 1a grande.

Réponses 3 -
correctes {12 13|72 /731 D2l D3 |2 L3
CM1 1

26 éléves 18 | 14 16 14 19 15 I6 i4
M2 : : ]

22 eleves .19 21 18 19 22 Z1 162 154

¢) Question en cm?
La méme question était posée & propos de 'zire en cm?. Le carré était
remplacé par un rectangle. Cette question n'a pas été posée aux éléves de
cMl.

Réponses

correctes | [ 12 (7 2 730 A\ 2l A s 2|3

cM2 ; 3
22 éleves: 20 21 19 18 18 15, 5,

Exemples de pavages des triangles quelcongues par des surfaces de meéeme
aire mais non superposables :

o A A

Les réponses gque J. Rogalski obtisnt a ces questions sont tres
différentes pour le carré (maitrisé dés e CM1) et pour le triangle : "il faut
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une tongue évolution pour que les représentations de pavage du triangte soient
mobilisables (fin de Séme). Cest seulement en fin de d4éme que ces
représentations sont disponibles pour les 3/4 des éléves.” Pour le pavage
spontané {question 1), elle trouve 48% (resp. 39%) de réponses correctes pour
le triangle équilatéral avec le rapport 2 (resp. rapport 3), toutes classes
confondues (de 9 a 14 ans). Nous avons & cette question des réponses
comparables a celles des éléves de 4eme (13-14 ans) ; on peut également
noter gue les résultats corrects sont du méme ordre gu'il s'agisse de carrés,
de triangles ou de paralléiogrammes, qu'il s'agisse du rapport 2 ou du rapport
3. Le "taux de passage" d'une réponse correcte au pavage a une réponse
correcte a la peinture (réussite peinture + pavage / réussite pavage) varie de
85 % a 100% au CM2 et de 58% a 90% au CM1 : ces taux sont comparables a
ceux obtenus par J. Rogalski deux ans plus tard.

On peut penser que le travail fait dans les seéguences didactiques a
rendu disponible le pavage de surfaces variées, ce qui fait que les eléves sont
capables, deux mois aprés l'apprentissage, de répondre 2 un certain nombre de
questions classiques concernant les aires.

On a pu constater au cours des entretiens et des epreuves du 4 avril que
le découpage - recollement fonctionne pour comparer des surfaces, méme s'il
entre parfois en compétition avec d'autres conceptions issues d'autres points
de vue.

2. Les difficultes gui résistent

Les éiéves ont fait certains progrés du point de vue de 1'indépendance de
I'aire par rapport & 1a forme, du point de vue de la différenciation
aire-périmétre mais nous avons vu que les concepiions erronées peuvent
réapparaitre jusgud la fin de nos séguences dans des situations plus
complexes ou guand il s'agit de figures géométriques usueliles. |1 semble gue
dans ce dernier cas on ait davantage de points de vue qui entrent en
compétition, ce qui améne les éléves a produire des réponses erronées.

3. Les difficultes non prévues

Il est apparu au cours des entretiens, a la fin des séquences réalisées,
que ie point de vue "deéformation continue” intervient fortement dans les
représentations et dans les decisions des éiéves, surtout a propos de
surfaces usuelles. Ainsi, un paraliélogramme est vu comme un rectangle
déformé, les longueurs des cOtés ne varient pas dans 1a transformation, 1'aire
ne varie pas non plus - gu'il s'agisse d'une articulation autour des sommets
(longueurs des cOtés conservées) ou d'un glissement d'un c6té sur son support




(aire conservée). D'ailleurs, n'est-ce pas ce point de vue qui faisait réclamer
de la ficelle @ un éléve de CM2 pour "transformer en rectangie” une surface
aux bords arrondis.

4. Nouvelies hypothéses didactiques

L es observations faites nous aménent & ajouter des hypothéses pour ia
construction de nouvelles séquences didactiques. Nous avions prévu du travail
dans le cadre géométrigue sans prendre en compte le point de vue dynamique
de ia déformation.

Nous faisons maintenant I'hypothése qu'une interaction entre
les points de vue statique et dynamique est nécessaire dans la
conceptualisation de la grandeur aire et dans sa dissociation de la
fongueur.

Le découpage - recollement et 1a déformation aménent a des conclusions
contradictoires. Le comptage de carreaux sur papier quadrillé emporte 123
conviction et permet de trancher.

Nous prévoyons maintenant de renforcer le jeu de cadres papier blanc -
papier quadrillé au début du processus d'apprentissage pour eétablir que, pour
deux surfaces dessinées sur papier guadrillé, avoir des aires égales a le
méme sens, qu'on se référe auy comptage de carreaux, au déplacement ou au
découpage - recollement et récolter dans les deux cadres des propriétés
établies dans V'un des deux. ‘

Un des objectifs est, en fin de prbcessus, d'utiliser efficacement le
quadrillage et ses raffinements successifs afin d'encadrer de plus en plus
précisément une surface par des surfaces dont on sait mesurer les aires. Nous
faisons I'nypothése que trois points importants interviennent pour cela:

- la maitrise du passage du point de vue "papier blanc” au point de vue

"papier quadrillé” et réciproquement

- la dialectique statique - dynamigue

- 1a dissociation aire - longueur.

iV Retour sur I'ingéniérie didactique

L'analyse du déroulement effectif des séquences nous ameéne 3
réorganiser l'ingénierie didactigue. Nous allons proposer la recherche de
problémes qui donnent lieu au déroulement de différentes dialectiques
mobilisant différents sens de Vaire et dont I'enchainement devrait permettre
'élaboration du concept d'aire dans son double aspect outil et objet.
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1. Jeu de cadres : papier blanc, papier guadriilé

Le travail sur papier quadrillé a pour but de mobiliser une conception de
I'aire mesurée par le nombre de carreaux : deux surfaces 5; et S, ont la méme

aire quand elles sont constituées du méme nombre de carreaux, qu'elles
soient superposables ou gu'elles ne le soient pas. 51 S, contient moins de

carreaux que 3o, l'aire de S,est plus petite que {'aire de 52.

Le travail sur papier blanc a pour but de mobiliser une autre conception
de I'aire, indépendante des nombres : deux surfaces 5, et 5, ont méme aire

- si on peut trouver un déplacement (de 'espace) qui amene S sur S, ;

dans ce cas elles sont superposables

- i on peut découper T'une en un nombre fini de morceaux et ies recoller
sans chevauchement de facon a obtenir une surface superposable a 'autre.

Si un déplacement amene S, sur une partie de 5., alors T'aire de 5, est

plus petite que l'aire de 52.

it est alors nécessaire de proposer une situation dont l'enjeu est de
montrer que deux surfaces qui ont 1a méme aire au sens du papier bianc T'ont
aussi sur papier quadritlé

- Etant donnée une surface S dessinée sur papier blanc, les surfaces
obtenues en reproduisant S dans des positions quelconques sur un papier
quadrillé contiennent le méme nombre de carreaux (en particulier méme si le
bord ne suit pas partout les lignes du quadrillage)

- Etant donnée une surface S dessinée sur papier guadrille, toute surface
obtenue a partir de S par découpage ef recollement sans chevauchement
contient e méme nombre de carreaux que S.

Ces deux critéres nous garantissent 1a conservation du nombre de
carreaux, qu'on connaisse ce nombre ou non, |is fournissent ies maoyens de
déterminer le nombre de carreaux contenus dans une surface en 1a rempiacant
au besoin par une autre en contenant autant et pour laguelie le calcut est plus
commode.

L'expression “avoir méme aire” navait de sens au départ que pour des
surfaces dessinées sur papier quadrillé et dont les bords suivent les iignes du
quadriliage. Par un jeu de cadres papier bianc - papier quadriile, on efend ie
champ des surfaces pour lesquelles I'expression "avoir méme aire” a un sens.

Remarque |
On ne peut faire 'économie du travail sur papier blanc. Pour les &leves

privés des procédures sur papier bianc, tes comparaisons d'aires de surfaces
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dessinées sur papier quadrilié conduisent 2 un comptage du nombre de
carreaux en essayant de rassembler des morceaux de fagon parfois tres
approximative, méme dans le cas ol les surfaces sont superposables. Le
comptage peut ainsi amener des réponses contradictoires au sein de la classe.
Les moyens de contrdle relévent de procédures sur papier blanc.

Remarque?
Ce jeu de cadres papier blanc - papier quadrillé se situerait dans notre

progression au début de I'apprentissage, au CMI1 par exemple. On pourrait
proposer les situations suivantes:

Situations proposées

- Une premisre situaiiom a pour objectif d’'introduire le mot
"aire® en référence au nombre de carreaux, de comparer leg suriaces
qui suivent les lignes du quadrillage {avec éventuellement des
demi-carreaux). Deux surfaces ont la méme aire 3i elles contiennent
le méme nombre de carreaux. Une surface & une aire plus grande qu'une
autre si elle contient plus de carreausx.

- La deuriéme situsiiom porte sur un des maillons du jeu de
cadres : 1'inwarisnce du nombre de carreaux d’une surface lors d'un
déplacenent.

matériel : chaque éléve recoit ume feuille sur laquelle le maitre
a dessiné un rectangle et des segments ayant pour lopgueur une des
dimensions du rectangle, en diverses positioms - suivant les lignes
du quadrillage ou en oblique - il recoit aussi du papier calque.

consigne : construire sur la feuille des rectangles doni 1'un des
cHtés est 1'un des segments dessinés et de méme aire que le rectangle
donné. A chaque segment correspond um reclangle.

Le travail est individuel.

Bilan : En déplacant un rectangle de n'importe quelle fagon, par
exenple en le faisant tourner autour d'um point ou en le faisant
glisser le long d'une droite, on obtient un rectangle superposable.
En particulier, on peut affirmer que les dimensions et le nombre de
carresux & 1'intérieur - donc l'aire - sont conservés, sans avoir
besoin de commaitre les valeurs numériques.

- la ftroisisme situsition est une reprise de la premigre avec
des surfaces comportant des lignes obliques Jjoignmant un noeud du
quadrillage & un autre. Les éleves sont amenés & voir des triamgles
rectangles commes des demi-rectangles et & faire des déplacements de
triangles rectangles pour faciliter le compiage de CArresux.

- la gusirisme situstion a pour but de formuler 1les
conditions pour qu'un “découpage-recollement” conserve l'aire,
c'est-a-dire le nombre de carreaux 4'une surface dessinge sur papier
quadrillé.

On donne aux élédves plusieurs exemplaires d'ume surface dessinée
sur papier quadrillé : om leur demande d'en garder une intacte et de
découper les deux autres en 5 ou 6 morceaux de formes simples en
suivant les ligmes du quadrillage, puis de recoller les morceaux de
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facon & fabriguer deuz surfaces différentes de la surface donnée dont
1'une ait une aire égale et l'sulre ume aire plus petite. Om demande
ensuite de reproduire les surfaces sur papier blanc. Le bilan permei
d' énoncer les conditions de recollement qui conservent le noxbre de
carreaux. On est assuré d'avoir conservé le nombre de carresux en se
basant sur le fait qu'on n'a pas changé les morceaux : si on n'a pas
fait chevaucher en recollant, les deux surfaces sont formées des
mnémes morceaus. Le nombre de carresux n's pas changé dans les
morceaux, il n'a pas changé dans la surface totale.

Cinguiéme situsiion : Jusqu'ad présent les éleves ont
travaille sur papier quadrillé, ils vont maintenant travailler sur
papier blanc. Par équipes. & partir de rectangles superposables
qu'ils doivent découper en quelques morceaux simples, on leur demande
de fabriquer des surfaces de formes différentes en recollant tous les
morceaux sans chevauchement et de comparer les surfaces obtenues. On
décide que les surfaces obtenues ont méme aire puisque lz recollement
vérifie les conditions déterminées précédemment sur papier quadrillé.

Sirieme situwstion : Enfin on propose aux éleves de decouper
une surface dessinée sur papier quadrillé et avec des lignes du
découpage qui, ceftie fois, ne suivent pas le quadrillage  on
dewande aux éldves de fabriquer avec les morceaux, d'autres surfaces
comportant le méme nombre de carreaux. Le découpage-recollement est
cette fois le moyen de répondre & la question : on n'a pas besoin de
compter les carreaux de la nouvelle surface, la réversibilite du
découpage assure sa conservation. Remarquons que dans une classe ou
nous avions proposé ce travail avant la phase sur papier blanc, les
éléves ont essayé de compter les carreaux des nouvelles surfaces, en
évaluant des morceauy de carresus.

2. Confrontation longueur — aire

Le sens de 1'aire dont on dispose permet-il de résoudre des problémes
impliguant & 1a fois aire et longueur, en particulier:

- deux surfaces qui ont méme aire ont-elies méme périmetre ?

- deux surfaces qui ont méme périmétre ont-elles méme aire 7

- peut-on modifier une surface de fagon a diminuer T'aire et augmenter
le périmetre 7 diminuer le périmétre et augmenter aire 7

A ce moment de l'apprentissage, on sait mesurer les longueurs, on ne
sait pas mesurer les aires mais on dispose de procédures gualitatives pour
tes comparer. Ces questions ont pour but de déstabiliser une conception de
l'aire 1iée & la forme, et de préparer fe recours pertinent aux nombres pour
traiter les problemes d'aire.

Elles avaient été prévues dans la premiére analyse ol nous avions
envisagé les problemes sujvants:

1. commander de la ficelle pour border les surfaces de méme aire
fabriguées par équipe a partir de rectangies superposables ; comparer ensuite
leg périmétres de ces surfaces.

2. a partir dune surface donnée, en fabriquer une autre d'aire plus petite
et de périmeétre plus grand
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3. a partir dun rectangle, en fabriguer un autre de méme aire et de
périmetre plus grand (et éventueiiement de méme aire et de périmeétre plus
petit).

4. apres l'introduction de la mesure des aires et des formules pour le
rectangle, recherche de rectangles de périmétre donné et calcul de leur aire.

L es premiéres séquences permettent une différenciation aire-périmetre
dans un contexte découpage-recollement avec des surfaces de forme
"queiconque”, C'est-a-dire en fait irréguliere. Nous avions aussi prévu de
dissocier aire et périmétre a Vintérieur de la forme rectangle, par le
découpage-recoliement et par ia mesure.

Nous avons vu que des difficultés subsistent (épreuve du 17/3,
entretiens), en particulier parce que, dans le cas de figures usuelles
(rectangle, parallélogramme), les éléves recourent plus facilement a d'autres
points de vue comme celui de la déformation continue.

Les séquences prévues initialement pour différencier aire et longueur
nous sembient devoir étre conservées, mais elles seront complétées, et C'est
Vobjet du paragraphe suivant, par ia prise en compte dun point de vue
dynamique.

3. Dialectique statique - dynamigue

Nous avons constaté au cours des entretiens gue, pour comparer des aires
de surfaces pilanes, les éléves recourent a des déformations continues des
surfaces données et qu'ils ont tendance a amalgamer la conservation des aires
et celle des longueurs des cdtés dans de telies déformations. Nous proposons
d'étudier séparement l'effet des transformations qu'ils envisagent sur les
aires et sur les longueurs (cbtés et diagonales) des rectangles.

a) Glissement d'un cbté sur son support

b D D D

2 C 3 C.' C-:. C;

/

i

A B

On déplace CD sur son support {qui est 1a droite paraliéle a AB portant CD).
Le rectangle ABCD se transforme en paraliélogramme. Comment varient les
longueurs des coOtés, de chaque diagonale, le périméire, laire du
parallélogramme ?
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b) Pivotement des cdtés autour des sommets

=

On a un paraliélogramme articulé : les cotés sont des barres rigides (de
longueur fixe) qu'on peut faire pivoter autour des sommets. Comment varient
les longueurs des cOtés, des diagonales, le périmetre, 1'aire?

Les transformations continues ci-dessus se situent dans un cadre
dynamigue.

Le point de vue dynamique fait référence a des transformations continues
et incite les éléves a considérer que les caractéristiques de la figure sont
conservées {en particulier aires et longueurs des c6tés dans le cas a) comme
dans te cas b)) puisqu'il s'agit de la méme figure qu'on déforme : "on penche le
rectangle”, “on redresse le parallélogramme”. Intéressons-nous aux éleves
pour lesquels un parallélogramme n'est guun rectangle penché et qui
proposent de “redresser” le parailélogramme pour obtenir un rectangle de
méme aire. Ces éléves sont d'autant plus convaincus de leur démarche gue le
paratiélogramme se présente a eux comme un rectangle peu perturbé (cotés
peu penchés). Les éléves s'écartent ainsi peu de la situation de départ, ce qui
leur garantit une iliusion de stabilité.

Pour dépasser ce point de vue, il est nécessaire de dissocier les états de
départ et darrivée tout en les considérant comme deux états d'une
déformation gu'on peut accuser vers des cas limites de fagon 2 en grossir les
effets : parallélogramme trés allongé dans le cas a), tres aplati dans le cas D).

La perception oblige & douter mais non a renoncer immédiatement aux
cohvictions de départ.

Dans le cas b) en poussant la transformation, 1a perception a elle seule
oblige & remettre en question les convictions de départ puisqu'a la limite le
paraliélograrmme aplati 2 une aire nuile Cependant la variation de 'aire st
percue dans un premier temps de maniere discontinue : d'abord eile ne change
pas, ensuite elle devient trés petite. Puis, plusieurs étapes intermeédiaires
étant dessinees, on se convaine plus ou moins gue Yaire diminue
réqulierement, devient nulie & 12 limite. Remaraquons que nous retrouvons ia
des observations analogues a ceiles de Vinh Bang Mo
et Lunzer (1965) au cours de 1'expérience suivante M
un fil de longueur fixe est tendu entre les trois
points A, B, M. AB est fixe ; Mvarie d'une position
centrate My 2 une position iimite L.
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Les guestions posees concernent 1a conservation de 'aire.

Dans le cas a), on constate que les cdtés deviennent de plus en plus fongs,
mais du coup on se met a douter de 1a conservation de 'aire.

Des conjectures sont faites, des preuves deviennent nécessaires.

Dans le cas b), on peut recourir au découpage et au recollement pour avoir

une preuve :
D C

K 1 H

Le parallélogramme ABC1Dt a méme aire que le rectangle ABHK et donc

une aire plus petite que te rectangle ABCD. On remarque de plus que si les
longueurs des cdtés sont conservées, celies des diagonales, efies ne le sont
pas.

Dans le cas a) a perception peut faire douter de 12 conservation de 'aire ;
pour s'en convaincre il faut changer de point de vue et recourir 2 un découpage
- recoltement, du moins si CD ne s'est pas trop deplace :

D. Da C,

aire de ADDy = aire de BCC donc aire de ABCD = aire de ABC,D,

Cest bien un changement de point de vue puisgue, si on peut voir le
découpage - recollement comme une sorte de transformation, ce n'est pas une
deformation continue : on ne regarde que t'état de depart et Yeétat darrivée,
C'est en cela que 1e decoupage - recollement est plus "statique”.

Dans le cas ou Dy est extérieur au segment DC, on a besoin de recourir a un
point de vue tout 3 fait statique basé sur Vadditivité des aires:
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On a par exemple
aire de ABC1D = gire de ABCD + aire de BCC, = aire de ABC1DI+ aire de ADD]

et aire de ADD, = aire de BCC, donc aire de ABC,D = aire de ABCD.
On pouvait aussi, en essayant de comparer directement ABCD et ABC D, voir

d'une part que - aire de ABCD = aire de ABI + aire de AICD et
aire de ABC;D, = gire de ABI + aire de BfDic, ,

d'autre part que aire de AICD = aire de ADD] - aire de lCD] et
aire de BED!C'l = aire de BCC1 - gire de !CD;
or, aire de ADD, = aire de BCC ..

Le démarrage de 1a deuxiéme procédure peut paraitre plus facile puisqu'il
correspond & T'habitude quont les éléves de découper une surface en
morceaux. Mais on est ensuite amené, comme dans le premier cas a insérer
les surfaces guon veut comparer (AiCD et BIC;D,) dans des surfaces plus

grandes (ADD}et BCCy), ce qui ne fait pas partie des habitudes. Dans ces

conditions, le recours au trapéze est plus économigue et on peut 'envisager
méme quand D, est entre C et D.

De toute fagon, on doit s'intéresser aux triangles BCC, et ADD,.

Toutefois, pour se rendre compte de V'égalité de leurs aires, on a besoin
de les considérer comme translatés 'un de Vautre et donc d'aveir une vision
dynamique de la figure mais en focalisant cette fois son intérét sur les deux
triangles et non plus sur 1a déformation du rectangle en paratiélogramme.

Apparait alors un nouve! objet d'étude qui est une autre procedure pour
comparer : plonger les deux surfaces & comparer dans une troisieme et se
ramener 3 la comparaison des compliéments. Cette procédure est difficile
pour les éléves de 1'école éiémentaire et elle nécessite apprentissage. Notens
que Ce recours aux compléments sera nécessaire dans d'autres situations de
mesure {par exemple comparaison de volumes pleins). La situation rencontrée
ici offre une occasion de 'aborder.

Quant aux variations de longueur des c8tés AD et BC, si elles sont peu
perceptinles quand Dy est voisinde D, elles deviennent manifestes quand D,

s'éloigne de D. |1 en est de méme pour ia diagonale AC. En revanche BD diminue
quand Dy se rapproche de C, passe par un minimum guand DI est en C et

augmente ensuite.
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Le cadre dynamigue devrait permetire de pointer les sources de
difficulté, de faciliter les dissociations nécessaires : a) glissement, b)
articutation.

Le cadre statique est ie cadre adapté pour établir des preuves.

Ce faisant, le cadre géométrique s'enrichit d'un théoréme : invariance de
l'aire par "glissement”. Ce théoréme justifie la formule de Vaire du

parallélogramme : aire = base x hauteur.

Un nouveau probléme s'impose pratiquement ici - /'@ire dépendg-elle du
choix de la base ? non d'aprés 1a formule usuelle, oui d'apres les conditions
de productions que nous avons proposées ( quil s'agisse de découper et
recoller un triangle ou de déformer le paraliélogramme par glissement d'un
chté).

La réponse a ce probléme améne au probleme suivant:

On déforme un parailélogramme ABCD en rectangle de deux maniéres:

1) AB est fixe, CD glisse 2) AD est fixe, BC glisse
F,__D E ¢
\ G
A B
H

Comparer les aires des rectangles ABEF et ADGH .
Pour traiter ce probléme, on a besoin de faire jouer un role symétrigue aux
cOtés non paralléles du paraliélogramme. Le probiéme ci-dessous peut

préparer cette situation. _
- On déforme un rectangle ABCD en parallélocgramme de deux maniéres:

1) AB est fixe, CD glisse 2) AD est fixe, BC glisse
D r . E

N \N
A ~\H

Cornparer les aires des parallélogrammes ABEF et ADGH .

| "étude des problémes de déformation ou de decoupage et recollernent font
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partie de la construction du sens de la formule usuelie 5 =D x h. Mais ilsne
peuvent pas étre tous traités a 1'école élémentaire. La déformation en
paraliélogramme articulé peut étre traitée en CM jusguau cas limite
d'aplatissement. En revanche, le glissement d'un coté sur son support peut étre
abordé seulement dans le cas ol il s'agit d'une autre maniere de voir le
découpage et recollement dun triangle entiérement situé dans le
paraliélogramme. Ces études suffisent déja a dissocier les effets de ces deux
déformations. C'est ce que nous avons observé 1ors des entretiens. Les autres
cas et notamment le changement de base pourraient étre abordés en CM2 mais
aussi différés en 6éme si le temps a consacrer aux aires n'est pas suffisant a
'école élémentaire.

Sans l'étude des probiemes de changement de base, on s'appuie
implicitement sur le fait gu'une surface a une aire bien déterminée et que des
procédés différents de calcui doivent aboutir au méme résuitat. Or, J. Rogalski
a observé gue ce n'est pas un acquis pour tous les éléves de Séme dans le cas
du triangle queicongue. La possibilite d'admettre 'unicité de la mesure gquel
que soit le moyen de calcul, peut justifier gu'on introduise les formules
(parallélogramme, triangle) a V'école primaire, vu l'usage social qui en est
fait. Toutefois, on voit le décalage qu'il y a entre 1a formule usuelle présentée
dans toute sa généraiité "si simple”, et te travail qu'il faudrait faire pour
espérer asseoir sa validité. On ne peut pas s'étonner des difficuités et des
dérapages, par ailleurs couramment observés, chez des éléves de college,
voire de Ilycée (nombreux encore sont ceux pour lesgquels Taire dun
paraliélogramme s'obtient en multipliant les longueurs de deux cotés
adjacents).

Remarque
Cette situation, proposée au CM2, a pour objectif de dissocier variation

d'aire et variation de longueur des cdtés dune figure dans une déformation
continue. A dautres niveaux (4éme, 3éme), on pourrait aussi exploiter
davantage la variation de longueur des diagonaies.

4. Jeyu de cadres surfaces - aires — nombres

Cest sur ces jeux de cadres gqu' était basé notre premier processus

d'apprentissage. Nous les reprenons et en résumons ci-dessous les enjeux.

A un moment de 'apprentissage (fin de CM! ou CM2), on peut se trouver
dans 1a situation suivante :

- gans le cadre géométrigue, on sail comparer certaines surfaces par
déplacement ou par découpage - recollement.

- dans le cadre numérigue, on dispose des nombres entiers et de leurs
opérations, on a commenceé a étendre le domaine des nombres ef on dispose de
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quelques nombres fractionnaires ou décimaux mais on n'a pas encore toutes
les opérations sur ces nouveaux nombres.

- on sait associer un nombre a certaines surfaces par le comptage de
carreaux sur papier quadrillé ; on a admis que le nombre de carreaux était
invariant par déptacement de ia surface et par découpage et recoliement
convenable.

L'extension de [1application mesure entre surfaces et nombres va
permettre

|. d'étendre I'ensemble des surfaces dont on sait comparer les aires par
pavage.

2. d'étendre 1a multiplication aux nombres fractionnaires et en particulier
aux normbres décimaux.

Inversement, 'extension du champ des surfaces dont on sait comparer les
aires par découpage-recollement et I'extension des opérations sur les nombres
permettent d'étendre V'application-mesure entre surfaces et nombres.

a) pavage
On a un premier moyen pour comparer davantage de surfaces : le pavage. On

peut ainsi associer un nombre aux surfaces qu'on saitf paver et comparer les
nombres pour comparer les surfaces, & condition d'avoir utilisé des éiéments
de méme aire {éventuellement de formes différentes) pour paver les surfaces
a comparer. On constitue de ia sorte des familles de surfaces comparabies,
mais il se peut qu'on ne sache pas comparer des surfaces appartenant a des
families différentes.

Au cours du pavage, on peut rencontrer les situations suivantes:

- a une méme surface, on a pu associer des nombres différents si elle a
été pavée avec des éléments d'aires différentes.

- on a pavé des surfaces avec des surfaces elémentaires daires
différentes. On ne peut ramener 1a comparaison des aires a celle des nombres
par le pavage que si on a utilisé des éiéments de méme aire pour paver. On
sera dans ce cas si on trouve une surface gui pave les différentes surfaces
élémentaires utilisées.

Ces situations contribuent a dissocier Vaire d'une surface du nombre qui la
mesure et a metire 'accent sur le choix nécessaire d'une unité pour construire
une application mesure, c'est pourauoi il nous paraif important de les _oréndre
en compte dans V'apprentissage.

A partir d'une activité géométrigue, le pavage, et de ce qu'on sait sur les
nombres, on étend les connaissances géomsétrigques (davantage de surfaces
comparables du point de vue de i'aire) et 1a relation entre surfaces et nombres
(élaboration d'une notion d'appiication mesure).

Une unité d'aire étant choisie, le pavage permet d'associer un nombre
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entier a certaines surfaces. S5i on dispose d'autres nombres (petites
fractions), on va pouvoir associer un nombre a davantage de surfaces en
considérant des subdivisions d'un élément de pavage d'aire 1. Mais il reste des
surfaces auxquelies on ne sait pas associer de nombre.

b) extension de Ia multiplication

Dans le jeu de cadres aires - surfaces - nombres, on va aussi recupérer de
Finformation nouvelle dans le cadre numérique : on peut donner du sens au
produit des fractions et des décimaux en s'appuyant sur les aires de
rectangies.

Supposons gu'on soit 3 un moment de I'apprentissage ou

- une unité de longueur (resp. d'aire) étant choisie, on sait utiliser des
fractions pour désigner des longueurs (resp. des aires, par mesure directe)

- pour des unités de longueur et d'aire adaptées, on sait que, pour un
rectangle de dimensions entiéres, 12 mesure de l'aire est le produit des
mesures des dimensions.

- on cherche a évaluer F'aire d'un rectangle de dimensions fractionnaires.

Par exemple (3+4/5) et (2+2/3)

3 4/5 3 b/
3 Ry Ra -
2
o] ., Z
Fig 1 “
7}’5
hi
“ 3 ==
3 L
Fig 3 Fig 2

Le rectangle R, de dimensions (3,2) a une aire qui mesure 6 car 2x3 =6 : 1
contient 6 carrés unité (Fig 1.

Le rectangle de dimensions (1/5, 1) a une aire gui mesure 1/5 car il se
reporte 5 fois dans le carre unité, onen a dx2 = 8 dans R, (Fig 2).

Le rectangle de dimensions (1/3, 1) a une aire qui mesure /3 car il se
reporte 3 fois dans le carré unité, on en a 3x2 = 6 dans R, (Fig 2).

Le rectangle R, de dimensions (4/5, 2/3) contient 8 petits rectangles de

dimensions (1/5, 1/3) ; chacun de ces petits recianglies se reporte 15 fois
dans le carré unité, et a donc une aire qui mesure 1/15 (Fig 3). La mesure de
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I'aire du rectangle R, est donc 8/15. Ce résultat a été trouvé a partir des

dimensions 4/5 et 2/3, du pavage et des régles d'écriture des fractions. On
convient ajors que (4/5)x(2/3) = 8/15.

On va ainsi donner comme sens au produit de deux nombres fractionnaires
Ja mesure de 1'aire d'un rectangle de dimensions ces deux nombres.

Le rectangle de dimensions (3+4/5, 2+2/3) a une aire qui mesure

6+ (Bx1/5) + (6x1/3) + (8x1/15)=9+3/5+8/15.

Nous aurons donc (3+4/5)x{(2+2/3) = (3x2) + (3x2/3) + (2x4/5) + (4/5x2/3)
=9+ 3/5+8/15 et aussi 4/Sx2=8/5et 3x2/3=6/3

Dans les deux derniers cas, ce sens de 1a muitiplication coincide avec
celui de I'addition répétée qu'on avait pu rencontrer auparavant.

D'autres situations permettront de recoller les différents sens de ia
multipiication qu'on peut rencontrer.

Dans toute 1a suite du travail sur les aires, le jeu de cadres surfaces -
aires - nombres se poursuit, en particulier dans toutes les situations qui
concernent les mesures :

- ¢laboration des formules de calcul d'aire des surfaces usuelles

- proportionnalité de la mesure de l'aire du rectangle & la mesure de
chacune des dimensions

- bidimensionalité de 1'aire : si on agrandit une surface dans un rapport k,
son aire est multipiiée par k2.

Pour traiter chacun de ces problémes on s'appuie, par I'intermédiaire de
divers découpages de surfaces, de pavage en méme temps que d'addition et
multiplication de nombres, sur I'interaction entre le cadre géométrique et le
cadre numérique, I'aire étant V'invariant qui permet de relier les deux cadres.

Conclusion

Notre objectif était de construire la notion daire et une application
rnesure entre surfaces et nombres, de fagon qu'elies prennent sens pour ies
éiéves. Notre analyse a priori nous amenait a faire des choix didactigues basés
sur des jeux de cadres surfaces-aires-nombres dans lesgueis les cadres
difféeraient par leurs objets. Pius précisément, certaines séquences ont eu
pour objet de rendre concevable ia comparaison daires sans recours a la
mesure. D'autres ont eu pour objet 1a comparaison et le calcul d'aires &n
recourant a la mesure dans le cas de suriaces pavabies aveC des éleéments
"étrangers” (non superposables ou ne provenant pas d'une subdivision de I'un
d'eux) et aussi dans le cas de surfaces non pavables avec un éiément choisi a
l'avance. Ce travail a permis aux éleves d'étendre le champ des surfaces quils
savaient mesurer avec une unité donnée, a des surfaces non pavables avec
cette unité. En particulier, un acquis de jeur apprentissage est qu'il est
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possible d'exprimer en cm? 1'aire d'un triangle, d'un paraliélogramme ou d'une
autre surface, gue le cm? est I'aire d'une surface qui peut prendre des formes
trés diverses.

Autrement dit, une des conséguences de l'apprentissage est 1a prise de
distance par rapport a la conception de I'aire liée a 1a forme.

Toutefois, cette évolution n'est pas nécessairement un résultat qui
intervient tout de suite aprés l'apprentissage. A ce moment Ia, au CM1, pour
comparer des aires de surfaces usuelles, le découpage et recoliement
convenable n'a été un outil opératoire gue pour la moitié des éleves environ.
Dans les deux classes, pour traiter ces guestions certains amalgament encore
aire et périmetre. D'autres les numérisent en recourant aousivement aux
longueurs des cbiés. D'autres enfin font intervenir fortement un point de vue
"deformation” de surfaces usuelles (ici des parailélogrammes) en surfaces
plus familiéres qu'ils savent traiter (des rectangies). La déformation dans le
cas traité pouvait conserver l'aire (glissement d'un coté du parallélogramme
sur son support) ou ne pas la conserver (articulation de deux ctés autour des
sommets). Elle produisait dans les deux cas une déclaration de conservation de
'aire. Les éléves concernés ont fait évoluer leur point de vue de fagon
déterminante iors des entretiens en bindme, et ce de fagon dautant plus
marquée que leurs conceptions les conduisaient 2 des affirmations
contradictoires,

Ainsi, Vexpérience nous a appris que les jeux de cadres prevus étaient
insuffisants et qu'il était important dy ajouter des jeux entre cadres qui
différent par la probiématique - ici statique, dynamigue - comme nous I'avons
décrit ci-dessus. Les situations.a proposer aux éléves restent a expérimenter
et a mettre au point.

Nous pensons qu'apres ce travail, on devrait étre mieux armé pour
identifier aires et nombres avec un moindre risque de dérapage.

On pourrait méme atteindre les aires de surfaces pour lesquelles le
maillage carré n'est pas nécessairement ie meilleur et pour lesquelles la
longueur du bord n'est pas nécessairement finie. Par exemple 5, limite de la
suite 5 :
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On fabrique S_,, a partir de S _en ajoutant un triangle équilatéral construit
sur le tiers centrat de chaque coté.
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