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{2)
Tans son Commentaive sur le ¥ Livee des Eléments
PEuclide.

" Mais ce qu'en dit le premier de ces anteurs, ui dtait lui-
méme i géomdire éminent et des plus compétents pour
apprécier les ceuvres deses devanciers, a été bien propre,
indépendamment da nom d’Euclide, i faire naitre ces re-
grets des Modernes et lear désir de vetrouver on de parve-
nir & véwblir nn ouvrage si précienx : car, selon Pappus,
« cet puvrage renfermait une ample collection de propo-
» sitions d’une conception ingénicuse et d'un trés-niile se-
» cours pour la résolution des problémes les plus difli-
» ciles, »

Aussi Montuela, dont nons nous bornerons a citer ici Ie
jugement, a-1-il pensé que ce Zraité des Porismes élait
-u le plus profond de tons les ouvrages d'Fuclide et celui
v qui lui ferait le plus d’honneur il nous érait par-
» venn » {1},

LaWotice de Pappus, uo des fragmeats les plus intédres-
sants qui nous soient restds des mathématiques grecques,
renferme deux définitions de ce genve particalier de pro-
positions appelées Pordsmes par Euclide, et une trentaine
d'énoucés qui s'y rapporient; mais le tout en termes eoncis
er obscurs, dont les géométres, & diverses époques depnis

wous iguorerions, sans cela, mémae les titres &t les noms des anteors. On doit
a Commandin (150g —1575), savaut glomdive £t commentalonr intelligent,
ung iraluction do cex Collections urathématiques qul parut sprés so mort‘sous
ta thtre 2 Pappl Alesandrind Bathewmailess Collectiones 2 Federice Conmnandine
Urbinate [n Latinum coaversa, et Commentariis (Hastratar, Plauurl, 1588, In-
{0118, — Yredeny, In hue nosira editione ab tapumeris, quibus scatebant mendis,
¢t praccipud in Qeaco conterta diligenter vindicatar, Banonie, 1600, In-folio,

Plutieurs péomdtces s'étaient proposd, h diverscs dpoques, d'dlditer Jo
Tests mémes ha col owvrage, wn des plus importaets, jncontestabloment, qui
nous st parvesn des Grees, 1F ast Llea b regretter que Jewrs projuts afont
dehond, Aucwnn enlreprize no saurait oo phes digne dos enconragoments
destinés aux publicationg seiontifiques.

{0) Mistwire des Haddmatiques, 1., p. 135,

LES TROIS LIVRES

D

PORISMES D’EUCLIDE,

BETABLIS POUR Ld PLEMIERE ¥0I1S, B'APNES LA NOTICE Er

LES LEMMES DE PAPPUS, ET CONFORMEMENT AU JENTI-
MENT DE K. SIMSON sun Li FORME DES ENONCES DE CES
PROBCSITIONS. ’

INTRODUCTION.

§L — Exposé historique. ~Premiers essais de divination da la doe-
trina deg Perismes. — Ouvrage de R. Simson. - Questions non Lraj-

tées duns cot ouvrage. - Ce qu'il resto & faire pour rétablir les trofa
Livees d’Euclide..

Parmi les ouvrages des mathématiciens grecs qui ne nous
sont pas parvenu’, ancun n'a plus exeité los regrets et la
curiosité des géométres dés sidcles derniers que le Traité
des Porismes Q'Euclide.

Cet ouvrage ne nous est conni que par la Kotice qu'en a
donnée Pappus dans le VII® Livre da ses Collections mgy-

thématigues (1), et par une trés-courle mention de Proclus

{1) Pappus, mathématicien d'Alesaudrle, Aerissait vers Ju fin du wve
da noire &re. Ses Collections mathimutiques en bt Eivzes | dont malliercon—
scnaent les denx premiers nons lmanguent, sonf un SUvrage extrémcinent
préciour pour I'histoire des mathématiques, Pappus y fait conuaitre dey
rechorches sur fosics les pavties de la géomdtrie, o8 mbma sur 1o
dans bo VHI® Livre, ot fonenit des votions sup hearconup

sidela

s machines
ouvrages Jdent
1

(3)

la Renaissange, ont vainement cherchd i péndiver le sens.

Cependant Albert Girard, savant géométre des premiers
temps du xyne sidcle, avait fait espérer qu'il rétablirait
ces Porismes, dont il parle dans deux endroits diffévents de

ses eeuvres {1); mais ce travail 1w'a peut-dtre pas été ter-

mingd; du moins il ne nous est pas parvenu, et I'on ne peut
préjuger jusqu’d quel pofnt Uautenr avait entreva la pen-
sée d'Euclide. _ )

Vers le méine temps Fermat s'est occupé du méme sujet,
bien digne de fixer Vatiention d'un esprit’aussi péudtrant.
Dans un éerit trds-suceinct, intinlé: Porismeatum Euclie
daorum Renavata Doctrina et sub forma isagoges recen-
tioribus Geometris exlibita, il dit que s plusicurs auteurs,

{1} Yoick quals sont aes deus passages *Albert Gicard : 12 Dans sou petit
Traitd de Trigamoméirie se trouva na chapitre des palygoner rectilignes, oi
Vauteur, apris avoir dnumerd 104 furmes diddrentes yid peul avoir un gia-
dranglo, un pentagone, un hesagone, ajoute: s Lo tont, quand il w'y a
= quedleux Hignes qui passent par un puinet, comme Jadis estoyent fea Po-
« rismes d'Euclides, qul tont perduz, lesquels Jespere de mettrs Blon tost en
« lumiere, Tes ayant resiituez il y a guelques ansdes en g, » ( Tables des
dnus, tangentex e secuntes, seton fe Raid de 160000 porties. Avec un traicié
saceinet de ta Trigonomdtrie wnt des trinngles plans, qus sphérieques, ete., par
Albert Glrard, samielois. La Haye, 1816, in-24); 2° Dans Yo Traitd de fart
ponddraive ou de la stadgue de Stevin, b la suile de la propositien rela-
tive au centra do gravité dn iriangls, dans Jaquetes Vauteur fait usaga du
théaréma de Prulémée sur le leisngla coupd par une Iransversale, Albert
Girard ajouta 2o yoi suit: « Coluy qui n'entend pas ceste waniera de de-
= ntonstration dolt recourle premioremant aw Hen citd de Prolenida, puks b
» I'Arithntetiqus du presont 2utheur vers Ia fln touchant Vaddition et sous-
» trociion des raisoud. Les Anciens, comme Archimedes, Euctides, dppotionas
» Pergde, Eulacius Ascalowite, Papprs Alexandrin, eic., ant bears lrres reme
» plis de Végatid d'une raisan s doni antres, excepté qua ce q'en a
» escrit Euclides &3 Flemens vilguires est nssez rava, comme on ly 33
» proposilion dux sixiesme livea, ot en 1a 3 proposition du huitlesme
» Nivre. Mals & ent & estlosr gu'll en a plus eserls e szs iroit lvres de Porig-
s mes qui sont pordus, lesquels, Dicn aidunt, Fetpere e meitee cn Turvicre, leg
» aryaatinventcs d¢ nouveau, 1 (V. Les (Buvres mathdmaliques de Sinron Stevin
da Brages, ete. Le tout reveu, corrigd i augmenid par Avseat Ginsno, samielais,
L R N Tl R P



{4)
Vidte notammout, « co géométre plein de génie ot qui n'a
pas encore €€ assez lond », ont rétabli avec suceés queljues
ouvrages des Ancieus, ndanmoins on ignore cucore et I'on

n'a pas nidme soupconné ce qu'étaient les Porismes. Il

donue ensuite cing exemples de Porismes, ot il exprime sa

penade sur le genre des propositions ainst momumdes par

Fuelide, qu'il croit avoir £té des propositions de Lienx {1},
Il ajoute que, si cet apercu est goiité des savants, il réta-
blira un jour les wois livees perdus; qu'il ira méme au
deld du géométre gree, et fera connalire dans les sections
-coniques et duns quelques autres courbes, des Porismes ad-
mirables et pourtant encore ignarés. Aillenrs il semble dive
qu'il o rétabli 'ouvrage d'Euclide. Toutefois, sans examiner

ici les propositions dommdes par Ferinat comme exemples.

.de Porismes, lesquelles ne paraissent pas présenter un carac-
tére spéeial bien délerminé quiles distingue nettement des
prapositions locales ordinaires, il faut remarquer que,
hormis une ou deux peut-dire, elles ne peuvent s¢ rappor-
ter anx propositions d'Buclide indiquées par Pappus {Fune
d'elles méme coneerie la parvabole). On pent iuférer de I3
que c¢'était seulement sur la nature et Pobjet dulivre d'Eu-

clide, ¢’est-d-dire sur la doctrine mdme des Porismes, que

. Fermat étair parvenu A fixer ses idées, 4 un certain poing
de vue, mais qu’il n’avait pas rétabli les propositions que
peuvent comporter les énoneds de Pappus,

Quelque iemps aprés, Boullian (2} et Renaldini (3) pa-

raissenl avoir aussi entrepris cetie divination. blais ils se

(1) « Com autews ut jam disimus Porismata Ipsa siat Yocl... » { Varia opera
puathematica, erc,, p, 114}

(2} Exerciiationss geometrico treg: v* girea demonstraliones per inscriptas
ef elrcuntceiplas figuras; 9@ cirea eonfcaram jeesionum quasdam propositones;
30 de Poripmatibus, Parisiis, 1657 ; inf®, .

(3) Do raolutione et compasitione mathemaiicn, Libri due. DPatavii, 1(G8;
An-lol.

{6)
1 beaucoup trop serié pour un swjer aussi difficile » {s].

II était réservé i son savant eompatriote R. Simson, pro-
fesseur de mathématiques i I'Académie de Glasgow, de pé-
nétrer ce oysire qui résistait & tant d'efforts. Les premiers
essais heureux de ce géometre, aprés de longues et peraé;
vérautes leniatives, datent de 1920. C'était I'explication de
trois propositions, les senles, parmi nne trentaine d’énoncds
divers, que Pappus ait déerites en termes suffisamment
complets. La premidre concerne un systéme de quatre
droites; Ja seconde, qui est la méme, éiendue 3 un nombye
quelconque de droites, est la proposition générale dont
parle Malley 5 et la wrofsiame, relative cucore a des droi-
tes, est d'un genre différent,

Maintenant que le sens précis des trois propesitions
Bous est connu, le texte de Pappns peut paraitre suffisam-
ment explicite, nonobstant sa concision ; mais assurément
il présentait alors de grandes difficultds.

Aussi 'explication de Simson fut une découverte inat-
tendue. Communicquée par Vautear & Maclagrin et bientat
aprés a ln Socidié Hoyale de Londres, er insérée dans les
Transactions philosophiques de mai 1723 {2), elle attira
'attention des géométres et parsa nouveautd et par son ini-
portance,

Les efforts persévérants de Simson Jui ayaunt fait faire de

{1} « Mactenus Poriswutum deseriptio nea mibi nee leslarl profutura
= neque aliter flecl potuit : tn ob defectum achematia cujus Hi mentlo;
» unde rectie sails multa, do quibus hic agitue, aheque nolis alphabeticis,
« wilove allo distinclionis characteve fnter se confunduninr s quam ob
» amissa quaedam et transpasita, vel aliter vitiata, in proposliionis ganara—
x lis expositions; nide quid sibi velit Pappus haud mihl datum est conji-
» cere. Hisco addo dictionis modum nimis comtractum, 2 In ro difffeili,
+ qualie hae ost, minime usurpanduny, w{Apaffonti Pergui de Seclione ra-
Honigy... po xETYIL)

{3} Pappi Atoxandrinj Propesitioues e genorales, quibus plura ex
Buclidlis Porininatis complevus v, Bestitube & Vive Doctissives Rob Sio.

O
soul bornds it de simples véllexions qui wout répindu au-
cune Jumidre sur la question ¢lle-méme.

Hy a Hen de penser que lu plupart des géométres qui
ont rétalili quelyues-ins des aulres onvrages grees sur les-
tjuels Pappus a laissédes Lenunes, que Snellius et Viéte (1)
nulamment, n'avaient point négligé de porter feur atien-
tion sur Je 'Fraitd des Vorismes, de préférence méme & wout
autre, drsison de la grande supdriorisé de cet ouvrage, pro-
vlamée par Vappus, ot dus sccoursyn’it devait procurer dans
teutes les fnvestigadons géoméuriques.

Le célébre astronome Halley, trés-versé dans la connalis-
sance de la geométrie dos Grees, traduisitide Parabe, comme
o sait, Je Traitd do la Sediion de raison, vt rduablit colui
de la Section do Pespace et le VI livee des Conigues

“d"Apollonius, L'énigne des Porismes devait noturellement

{ui offvir de I'stvair, On lui dolt Paveiv mis an jour lo
texte gree qui o'y rapporte, resté jusquialors mannscril
comme ot Vouveage de Pappus, s grand regret des glo-
mdires, qui w'en connaissaient que la version latine de
Commandin. Halley a joini 4 co texte, juséré dans son &di-
tion de la Section de raison el de la Section de Pespace,,
une traduction latine ; mais sans: conuuentaive ni ancun
delaiveissements env il confesse ne rien comprendre & ee
texte des Porisines, « rendu ininteiligible, tant parla perte
» d'une figuee b lagquelle Pappus renvoie, que par quelques
» vmissians o autres altérations qui affeciont une certaine
» proposition générale; d'autant plus, ajoute-t-il, que
s le siyle de Vauteur, oulve ves défauts, a celui d'dure

() ¥idla o rétabli suus la tiive A" Apolloning Gullus to Traied des coatacs
ey eoreles @' Apullonius, of Snellivs 1 tmitdla Ya Neerion ddternrinde sous
ta vitre d’Apolluning Ratavus (Lagodini, 1608, in 44}, ¢t laa deux 4mitds da
ta Sectior da ruiton et de lo Section dv eipace (ibid., 1607 ). Paseal avait éti
e el de Vidte dans wy ouveage quil Intibdaits Promoins Apolionivs G ullus,
IpRE 0 Ses ik pas parvels.

{7%

nouveanx pas dans la voie qu'il onvrait si heurcnsemend par
un résultat partiel, mais incontesté et d'awtant plus pre-
vienx, il parvint & fixer sou opinion sur la doctrine dus
Porismes, et il Ta développa dans Uodvrage intitulé: De
Porismatibus tractatus; quo doctringm Porismatum satis
explicatam, et in posterum ab oblivione tutam fore sperat
~Auctor, Mais cet ouvrage ne parnt que beaucoup plus tard,
eu 1776, hnit ans aprés la mort de Maweur. I fair partie
d'un volume publié aux frais de Jord Stanhope o4 par les
soins de I. Clow, professeur de philosophie & 1'Académic
de Glasgow, & qui Simson avait légué ses papiers, volume
Jans lequel se trouvent aussi la divination des denx livees
de la Section déterminés I"Apollonivs, et quelques autres
onvrages de Simsou restés jusqu’alors fuddits comme eelui
des Portsines (1). Le traité de Licnx plans I’ Apollonius, ré-
tabli aussi par cet habile interpréte des Anciens, avait paru.
w1749, du vivaut de Panteur (2}, ]

Clest surtout la divination des Povismws qui a faii i jusie
titre la célébrité de Simson dans Phistoire des mahdma-
tiaues.

Cependant, si 'on considére que le rétablissement do
Vouvrage d'Eunclide emmbrassait denx questions différentes;
yu'il s'agissait de décowvrir, premidrement ce qu’était cetle
doctrine des Porismes ignorde des Modernes, et sceonde-
ment ce qi'étaient cos propositions si nombrenses {cent

(+} Reberti Simsow, meathricos nuper’in Academin Glagguensi professoris,
Opera quadant reliqua, Glasgu, 17765 in=4",

(2} Apollonii Pergiei Locorum plunarmi Wi 11, restitoti a Neberto Simson,
Glaspuw, 17407 En-40,

On saft que Fermat ot Sehooten avaieni déja rétabli ve Traité drs Licur
plangy, ou du moioe démonird, le pramior par ln simple glomdirie, ot lu
secoud fiar Ja caleul algdbriquode Desearses, Jes nembireuses propositivas du
flees rapportdes par Puppus, Sinscn s'est propesé, en rovenpanl suv eo
aujet, dliwiter daus ses dbaunstyations le sivle géowmdrigoe Jos Anciews
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soixanle ¢t onze), qui formaiens les trois livres de Porisines
d'Euclide, il fant reconnaitre que c'est la premidre senle-
ment de ces denx questions que Sinson a résolue, mais qu'il
w’a pas é1é beaucoup au deld, et qu'il a laissé d d'autres le
soin devétablirl'ouvrage d'Euclide. Car sur vingl-neufénon-
cés transnuis par Pappus dans un style concis et dnigmati-
que, et gui résument les nombreuses propositions ¢'Eu-
clide, Simson n’a donné que dix Porismes répondant i sept
seulement de ces duoncés. Il adone laissé intacts vingt-deux
énoncits, en exprintanl méme fa pensdéequ'il serait fort diffi-
ile de les vétablir (1},

Ces dix propositions, dont six concernent des figures
rectilignes et les quatre autres le cercle, ne poavaient sui-
fire pour faire connaltee le caraciére général des Porismes
d'Euclide.

En eunve, R, Simson w'a pas vecherché quelle avait pu
étre la pensée qui a Jivigd le géométre gree dans sa concep-
tion originale; il n'a pas fait voir non plus comment cette
doctrine des Porismes devait &tre si ntile, nécessaire mdme
pour la résolution des probldmes, comme le dit Pappus,
et quels rapports elle pouvait avoir avee les propositions
et les méthodes- moderues, qui, ainsi que je le dirai plus
1ard, I'ont suppléée & notre insn.

Depuis, bien que la plupart des géoméires ui ont &erit
sur les Porismes aient approuvé la divination de Simson,

~ en y reconnsissant la pensée d'Enclide sur la forme propre
i ce genre de propositions {2), néanmmoins ils ne L'out pas

{1) s | menn thosa of the first book, for a3 to those of the two others,
» excepiing what inay be inclwded in the second of tha ahove-meationed
s Propositions, § believe it will be exirenely difficult for any body to restore
» them, o { Lottve adressés an doclenr Jurin, scerGtaire de ba Secidld Reyale,
le 1% foveivw 1393, V. Accopnt of the Life vuid Writings of R. Shwsou, Iy il
Rev, Wihkism Trail, edas; ejt, poasl}

{2) Mathicw Stewart, Huiten, Plavtair, Wallaeo, nylord brougham, Liuil-
Her, ). Lushiv, Davies, ete.—Oulee b Ménujse Insévd dans 1s volume de gk

{ s0) -

dissipé toule Pobscurité «ui enveloppait cette gramde
¢nigme. Peul-2tre pourrons-nons dire plusloin la nature des
dificultés qui s'opposaient a l'intelligence des énoncés de
Pappus et au rétablissement des propositions d'Euclide.

§ I, — Bechorches consignées dans VApergs historigue. — Nélablis-
sement des Porismes qua compertent les énoncés de Tappus. —
Carnctése géndral de ces propositions. — Leur analogis avec les thée-
ries qui fornient les bases de la Géomdirie mederne.

Ayant dix présenter une analyse de I'ouvrage de Pappus,
“surtont des nombreux Lemines relatifs aux Porismes d'Eu-
clide, dans V' Apergu historigue, ou je traitais de lorigine
et du développement des Méthodes en Géomdétris, jlal éud
conduit & m’occuper, aprés tant d'autres géométres, de la
question des Porismes. L'intérél du sujet m'a entraingé
souvent dans des recherches plus prolengdes que je ne
Vaurais voulu, exeité par le désir de parvenir & porter un
jugement sar le travail de Simson, et méme & donner
suite, il m'était possible, & cette divination qui parais-
sait comporter plusienrs quesiions essantielles, indépen-

d’Eucllde, corama on o rétabll plusisura autres suvrages do "antquité, mais
mdme aussi au point de via plue restreint 8o coux qul valtachent principa-
leweat 3 Intevpréler le texte Jda Pappus, ot b y charclier Ja but a2 Jes bayes
Ja cette dactrine des Parisnes.

Cur, quel qua soit la syetime qua Fen edopts, on ns peut sa dispenses,
Jdans un travall de eetta naire, d'en vérifior st d'an démontrer [a justessar
ed qu'on ne feva gu'cn sanmedtant e aystbma h i'sxpdriznce pratique. Hudel
celle espdrienca cansiste & former, commo nous venonswde la dire, uwn
enseinbife systémalique de propasitdons, distbuetea 4 cortaing égavds des
théorémes ot<es prolilénes, et répandani aux Suoncés fniguatiques de T'ap-
pus af aux paroles de ce géomatre aur Pimportaaco ot I'ntilitd de Feuvruge
d'Buctide.

Telle cat ha vésitablo queestion des Porismes, Crost powreuol divarses tonla-
Vives qui ne s¢ sont pas cemplilios, enpuehjie socke pratiqueuont, ctnne
celles de Bowltiau, de Nenalding, viv,, sont festées lafroeluaoasics el vad tuisrd
T auestive dans I widms fat
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complétée, ou plutdt on ne voit point qu'ils y aient fait de
nouveaux pas, ui en prodaisant quelques Porismes qui
répoudissent b Jautres énoncés de Pappus, ni en émettant
quelques vues, soit sur le caractére général des proposi-
tions qui ont dit entrer dans le Traité d'Buclide, soit surle
genre &'udilité de cet ouvrage et les points de contzet qu'il
aurait avec nos théories el nos méthades actuelles.

R. Simson ct ses successeurs {¢) sont done loin d’avoir

des Philosophical Transaciions da 1a Soclétd Royala da Londres, sousle titre:
General Theot ems, chiefly Porisms, in l_hz higher Geometry, par tord Broug-
ham, on peut consulter aurtout les développenetits sur. 1a Géoméltrie des
Grees et o particulier sur 1o doctrine des Porismes, dans lesquels V'illostra
savant oat entrd en faisant la hiographie da Simson {¥. Lives of Philosaphers
of he time of George F11. By Hioney, Lord Brougham, F, 'R 5., member of
the Enstituie of France, etc.)

(1) Nous n'eatendons parlerlel gue Jus onvrages antérieurs & 1833, dpoque
i baquelle nous Gtiuns fixd sur cetle question dea Porismes et nous avions
prépars le présent travail, comme on Ie voit dans une Nute do V.ipergu
higtorigne, qud an contient une analyse (p. 274=284). Nons ne laisous dens
aucunenrent allusiun i divers deritaqui ond puru dans ces derniéres anndes,
& ceus notaament qui ont donid Hand uns palémique qui so continue en-
care.

railtenrs, en porlant des successeurs de Simson, nous n'entendons queo
ceux qul ontembrassé ses vuos ot sa doetrine, et ibarrive, st ja ne me trompe,
quee led ouleurs des recherches bes plus récentes, quoique diffdeant ontre enx
& sontineat sur ta qquesilon, se sont aceordés & 50 prongncer contra Ju sys-
téme de Simson, .

Ces recherches, quels que sotent v miérilo et Putiliiéd qui &'y rattachent,
a'ont pas pour objek, en fult du meins, de rétabliv Tonvrags d*Buclide: leara
autenrs paraissent &'y étre propusé peincipalement du parvenira une fradue-
tion du tosto de Pappus pius @tisfaisante ¢uu cotles de Conumandia, de
Halley et da . Simsoun, pour en licer ka signitication du mot Porisnie ot la
caracitro propre du propesitions afusi nommées par Euelide.

Mais on ne pewd s dizsimuler quo co teavuil n'est qu'uno panrtiv da celui
que comporie ot oxige lu rétablissement Jda loovrage mime d'Buclide, et
yu'll demandai ttve complété par de nombrens exemples de Porismes e
par un enseinlile de propositicns répondani nux énoneds de Pappus,

Or c'est précisdiaent co recueil de proposilians qui o tonjours fait a3 Jdif-
tiendtds du sajet dopuis I divination de Simécy, Capendant ce fravail s
ndeessnive, on peut dire Indispensable, noa pas seulement aux yenx des
géomitres qui se propoduraieat 1y vétablissement des trois Hyres de Porismes

()
damment du rétablissement de Pouvrage lui-méme, counne
je viens de le dire.

On avait remarqué dans les Lemmes de Pappus certaines
traces de 1a théoria des lransversales, 1elles que quelques
propriétés relatives au rapport harmonigue de qnatre
points et nne relaton dinvelution dans le quadrilatére
coupé par une droite (1),

Un nouvel examen de ces Lemmes m’y a fait reconnaitre
une autre proposition, plus humble en apparence peut-
tire, et qui, par cette raison sans doute, avait échappé aus
investigations antérieures, quoique, en réalitd, elle ait
une bien plus grande importanee que tonies les antres. 1
s'agit, en eflet, de la propriéié projective du rapport an-
harmonique de quawe points, qui se trouve démonirée
dans six Lemmes dillérents {2) et dont, en outre, Pappus
fait’ nsage pour la démonstration de plusicurs autres
Lemmes.

Ces civeonstances, bien propres i {ixer tonte mon atien-
tion, pouvaient m'autoriser 3 penser que les propositinns
d'Enclide &raient de celles auxquelles conduisent naturetle-
ment les développements et les applications de la notion du
rapport anharmonique, devenuo fondamentale dans la
géométrie mederne (3).

Parmi ces développements se présente en premiére lizne
la théorie des divisions homographigues formées sur dens
droites on sur une seule, dont le caractére propre consiste

{1} Poncelat, Proprtdtds profectives des figares; p.o xxxve, xuat; 14, 83, 91,

(3} Lemmes HI, X, X1, X1V, X¥1et XIX. (Propusitivas 129, 136, 135, 1 Jo,
142 2L 133 ). —Aparga historigue, p. 33.~Trairé de Glaméirie sopdeicnre, p. xx1,

{3) = Aprds avoir reconnw quw lu plupart des Lemnes de Pappus qui pa=
» ralssent na rappotes au premier jiveo des Porlames §'Ruclide pouvaiant
» g8 diédnive do 1a proposition....., nous avons pensd que catia propesition
= pourrail bion aussi dra fa clol de tout co premice livie de Porismes o
» ¢ondnive & uno iferprétation des énencds que Pappus nous : laissis, «
{\rercs historique, p. 300}
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en ce que la rapport anharmonigue de yuatre points d'une
division est ¢gal A celui des quatre peints correspondands
de 'autre division : ee qu'on exprime par des équations 3
deux, A trois et & quatre termes (1).

Or, ces équations unefols connues, onne panvaitmanquer
de s'apercevoir que la plupart des énoncés de Pappus con-
stituent des relations de segments telles que celles qui se
ddduisent de ces dquations mémes. Remarque importante,
car elle devait faire cspérer que ce pourrait dtre cette
théoria fort simple des divisions homographiques qui don-
nerait enfin la clef des nombrens Porismes dnoncds par
Pappus et dont la signification avait résisté aux cfforts de
tant de géométres et de Simson lai-méme.

Eten effet, ce point de départ dans mes essais de divina-
tion m'a conduit assez aisément au rétablissernent de la
plupart des énoncés de Pappus, dest-d-dire, & des prope-
sitions, souvent trés-multiples, qui satisfont aux conditions
cxprimdes par ces duoncés coucis et énigmatiques. Jai pu
annancer ce résultat dans U percu historigue (2}, me bor-
nant alors i faire connaitee deux Porismes trés-générauy,
dont Pun nowwmment sullic pour embrasser dans ses nom-
breux corollaives une grande partic des énoncés en ques-
tion {3}.

Je reprends aujourdliui ce travail. Le long retard qu'il

(1) Gomdtric supdricure, P Bi=101, — Jperge hist., p. 281,

(2} » Enpeenani pour pointdadépart ot pour buse ueire ntanidre do con-
» coveir fa doctrine des Porisnies, nous avons ohtenu usscz naturollemncul
s unginlerpratativn des ajinoncds da Porisnres quea n's pas vétahltis Sinsou,»
{ dpeegu bty pea7g.)

(3} « Loy timites duns Tesquelles aoud dovous nous ronfernsor ue nous
» parmsitent pas dénoncer ici les Pocisines qua ious ovons trouvds conting
» répondant an teuie de Pappus, Mais nows allens donner deux propoils
» tlons trispéudeales qui nous ont parucomprendredans lours nombreux co-
«rollaires les 15 Gnoncds de Pappues appartonant an prewiur Jiveo des Po-
» risines WEuetide,  Aperen kst paoage.)

(4}
sont peal-dlre rencontedes que dans Pouvrage perdu J'Ea-
clide.

Ce caractére du Traité des Pocismes semble bien propre
& justifier pleinement les paroles de Pappus qui proclame
le mérite éminent de cet ouvrage, recueil ingsnieux de pro-
positions fécondes, indispensable 4 tous ceux qui veulent se
livrer aux recherches mathématiques.

On reconnali encore combien les géomatres, sur la fof de
Pappas, ont eu raison de déplorer la perte de cet ouvrage;
et combien cette perte a été préjudiciable aux progrés des
mathématiques, Car si ce livre des Porisines nous fitt pac-
venu, il edit donnd Heu depuis longtemps 4 la conception et
au développement des théories élémentaires du rapport an-
harmonigue, des divisions homographigues et de Pinvelu-
tiou, et Von nedouterapas que ces théories ne fussent entrdes
sang hésitation ni objections, avee 'autoritd due au nom
d’Euclide, daus les ouvrages destinds & Venseignement,
comme formant lesbases naturelles de la géoméurie générale.

§ MI. — Texte do Pappus relatif aux Porismes.

« Aprds les Contacts sont les Porismes d'Eunclide, en
trois livres, collection ingénicuse d'une foule de choses qui
servent A fa solwiion des prollémes les plus difficiles, et
que la nature fournit avec une inépuisable varidié.

» Il n'a rien été ajouté i cet ouvrage d'Euclide, si ce
west que depuis quelques géométres pew expérimentds
out donnd de nouvelles rédactions de 'quelques-uns de ces
Porismes. Bien que chacune de ces propositions solt suscep-
tible &'un certain nombre de démonstrations, comme nous
ie faisons voir, Euclide n’en donne qu'une, qui est toujours
la plus claive.

e Dos Postimos vonfvmrng v Jas 00 askals
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dprouve, dit principalement 3 dautres Of:culsaliot}s, s’e:f—
plique encore par 1a nature méme du sujet. Car il fallait
donner d'abord aux trois idories du rapport anharmo-
nique, des divisions homographiques et de Utnvolution
les développements dont dealent suscepl-\bles ]‘us_germus
qui s'en tronveut dans les Lemmes de Pappus, C e.sr.’e:fz que
j'ai checchié i faire duns le Traité de Géométric supéricure,
ouvrage dont ces thdories mémes forment les bases.

Ou ne verra peat-8lee pas sans €lonnement que l'o.u-:
vrage si edlibre d’Euclide, dont une si profonde obscurité
cachait la forme, le contenu, 1o caractdre zénéral et Je bug,
non moins que les points de contact qu'il pouvaitavoir avee
nos méthodes aciuelies, renfermait préciséinent les germes
de ces méthodes elles-ménies el plusieucs des propesituns
qui en forment les applications les plus immédiates el les
plas vaturelles, .

11 fullait, pour cire & méme de soupgonner ce caraciore
spdeial de ouvrage gree et rétablir les nombrenses propo-
sitions qu'il renfermait, connalire’ préalablement .ioutes
les conséquences dela ndtion du rapport m‘timrmomque et
les équations diverses qui servent les exprimer, comme Je
Vat dit dans I Aperca historique (1)

Clest ee qui explique, je ereis, comment il a paru tou-
jours si diflicile jusqu’d ces dernicrs lcfnps, je Pou‘rrass dire
presque jmpossible, de donmer une mllcrprelan'on'dc la.
plas grande partie des duoncés de P.u_nsums .lms‘ses par
Pappus, puisque la plupart des propositions fi“‘ snna:fout A
ces énoneds se rapportent d uy genre de relations qui, sn'nf
quelgues cas les plus simples | w'étaient pad encore entrées
dans la glométric moderne, ot qui ches les Anciens ng se

{1) « Chacune de cea équations peut 8¢ tratsformer de différentes ma-
o nidres en d'astres gui anreatdeuy, trols on quaive termes, Plusicurs de

w cos Leanifornations sont nécessaiems pouv donner Vlaterprétation des

» Porisnees du premise livre WRuclide. w {Apercu hist,, p. a81.)

(15)
natnredle et udcessaie, surtout whs-générule vi d'une élude
ards-agrdable 4 cous qui savent voir ol wouver,

s Les diverses espéces de ces Porismes ne sony, i des
théorémes, ni des problémes, mais sont, en quelque sorte,
d'une forme intermddiaive; de facon quon peut les pré-
senter comme des théordmes ou comme des problémes.

» Il estrésuliédelique, parmi beaucoup de géomérres, los
uns les regardent cotme des théorémes, et d'awtres comme
des problémes, n'ayant égard qu'a la forme des énoncés,

» Mlais les définitions domndes par les Anciens prouvent
qu'ils ont mienx compris les différences qui existent entre
ces trois genres de propusitions. Hs disaient, en vfet, que:

» Le Théoréme est une proposition o 'on demande de
démonirer ce qui est proposé,

» Le Probléme est une proposition ot I'on demande e
vonstruire ce qui est proposd,

» Le Porisme est une proposition ot l'ou demande de
trouver ce qui est proposd {i}.

» Cette délinition des Porismes a &6 changée par des
géométres modernes qui, ne pouvant pas Lout trouver, mais
conservant les éléments de cette doctrine, se contentdrent

{1) Nous exprimerons Jes termes w2 peaneq 0 mopdio dont Pappus fail usage
par le mot troover, parea qua co mot, que nous anrans i employer fort
soutent, ¢st consacrd presaue escludivement daas les vechorches matlié-
matiquas, qirelles gue uissent tlea les nuarces qui aiestliow dans 1a nuture
des questions. Towmielois les expressions acqudrir, s procurer rendraignt
mieus bel Vintemion précise de Pappos. En effet, i1 na a'egit pas dans los
Porlsimes da trouvar une chose ubsolument inconsniue comnte dans les pro.
Lldmes en géadeals ce qu'il s'agit de trouver, ¢’ost unv partie 3ontomant
d'une chose connue ot désipude daus I'énancé, mals lncomplatement ; e'ust,
par exempto, la grandeur ou la pesition de cene chose. Question, comuie
on voil, qul présents una nuance avee o probléme proprement dit, Teily
dans quel sene nous nous sorvons fei du mad trouver. On vorra plas lain
tes considdrations sur lesguelles so fonds notre maniéra d'envisaper ta due-
trine dvk Porismes el eonumend clles permelient, si nous ne 6ous [rompons,
e tever Tes it luds dw saja
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de prouver que la chiose chorchée existe, sans la délc‘rm'tu.er

» Etquoiquiils fussent condainnds, tant par la deﬁu‘mon
gue par les propositions méines, ces géométres doundrent
du Porisme, d'aprés une considération particulidre, ccte
définition : ea gui constitua le Porisme est ce qui manque
& Plypothése d'un théoréme localw {en d’autres termes, le
Vorisme est inférieur, par I'hypothése, au théordme Tocaly
Cest-i-dire que quand quelques parties d'une proposition
locale n"out pas dans I'énoncé la détecmination qui Jeur cst
propre, cefte proposition cesse d'tire regardée comme un
théaréme et devient un Porisine}.

» Les lieuw géomdétrigues sount uune espéce de ces ?nris-
mes : ils aboudent dans les livees du Jiew résolu.” Sépards
des Porismes proprement dits, on les a réunis sous des
titres particuliers, et on en a formé des traités distincts,
parce que celte espiee est bion plus nombreuse que 'Ies
autres; car les lewx sont plans, solides ou linéarres : ily
a aussi les lieux aux moyennes.

» Il acrive encore aux Porismes de présenter des énoncds
trés-raccoureis, parce que beaucoup de eliosesy sont sous-
entendues, I est résultd de 13 que beaucoup de géoméires,
ne les considérant que sous une pariie de leurs faces, en
ont ignoré des points des plus importanis.

» Il astdifficile de réunir plusieurs de ces Porismes sous
un méme éuoacé, parce qu'Enclide n’en a pas donné heau-
coup de chaque espéee, mais senlement un ou quelques-
uns comme exemples. Cependantil ena placé, au commen-
cement de son I livee, dix qui sont analogues entre
enx; ils appartiennent & cetie espéce des lieux 1a plus

abondante de toutes. Nous avons reconnu que ces dix pro-
positions peuvent gtre renfermées cllans un seul énoned,
savoir : Etant données quatre droites se coupant deux
dewx, si trofs des points dintersection situds sur Uune
delles, ou deux seuloment dansle cas dre parallédlisme,

(8)
fid(:utir;uu oun uniyue dans Deaucoup d'hypethidses dif-
férentes (1},

1%% Livre des Porismes.

» Voici douc comment il faut classer les choses clier-
thées dans les propositions du I'™ Livre. La figore est an
commenecement du VIE..... {a).

1. » &ide deux points donnés on méne denx droites se
eoupant sur une droite donnée de position, dont Pune in-
tercepte sur une droite donnée de position un segment
‘compté & pariir d'ttn point donng, 'autre Sormera auss
sur-une aitre droile uu'.regmeut ayant avee le premier une
raison donnée.

» Eldans les auires :

11, Que tel point est situé sur une droite doande de po-
-silion.

1L Quele rapport de telle draite & telle autre droite est
donndé. .

I¥, Que le vapport de telle droite 3 telle abscisse ost
donné.

¥, Que telle droite cst donnde de position,

VL. Que telle droite passe par un point donné,

¥1I. Que telle droitea un rapport doung avec le segment
«compris entre tel peint et un point donné,

VIHI. Que telle droite a un rapport donné avee telle autre
droite mende de tel point,

(t} Cestb-dire que daas beaucoup de questions dlffdrentes on arrics &
una mdms conclasion, par exemple, que ls len d'un certaln point est wne
ligne droita détersulude da pasition; que certaine droits passc tonjours par
un point délormind da position; qu'un certain rectangla dont Yes catés sont
Yariabies, a wuo surfuce donnde de grandeur; ete. C'est ninsi yua l'a antemy
R, Sinwon. « {Multa sunt Porismata quue divorsus hypolheses habent, sad
qua amnia conchinduat pusictwm aliqued tangera rectain positlons dotam ;
vek rectuwn fiquam verpave ad punetinn datum, ele. » {R. Sinson, p, 3ig. )

{3) Ici satronvs uns lacang dans les neanwscrits.

(17)
sont donnés {c'est-d-dire restent fixes), et que das trois
autres dewx sofent assujellis a rester chacun sur une droite
donnée, la dernier sera situé ausst sur une droite donnée
de position.

» Tl ¢'agitici de quatredraites seulement, dont pas plus
de deux ne passent-par un nibme point, Mais on ignere que
la proposilion est vraie pour un nombre quelconque de
droites. La voici : 8¢ plusieurs droites, en nombre guelcon-
que, $¢ rencontrent, mais pas plus de denx en un méme
point; gue tous les points situés sur une d'elles soient
donnés, et quo chacun da ceux qui appartiennent & une
autra se trouve sur {déerive) une droite donnde de pasi-
tion ; on plus généralement, si plusicurs droites, en nom-
bre quelconque, se renconlvent, mais pas plus de dewzx en
wr méme point; gue tous les points situés sur tne de ces
droites sofent donnds, et que parmi les points dinter-
section des autres, lesquels forment wn nombre wiangu-
laire, il s'cn tronve awtane gu'd 3 u dunités dans le c6té de
ce nombre triangulaire, assujetils & rester situds chacun
sur une droite donnde de position, pourvu gque de ces
points il 'y en ait pas trods qui sotent les sommets d'un
triangle (formé par les droites indmes dont ces points sont
les interscetions), chacun des autres points restera situé
ansst sur (déeriva) une droite donnée de position.

v I§ n'eat pas vraisemblable que Panteur des Eléments
ait ignoré celte extension; mais ilsura voulu senlement en
poser le principe. Car il parait, dans 1ous ses Porismes,
wavoir eu en vue que de vépandre des principes et le gerne
J'une foule de clioses nportantes.

» Ce n'est pas par les dillérences dés hypothibses qu'il
faut distinguer les Porismes, mais par les différences des
résultats ou des choses cherchées. Les hypothéses, en effer,
sont tonles diflférentes et constitnent des spécialités; maijs
des résultats ont des choses cherchées, cliacun sa trouve dere

(19)

IX, Que tel reetangle a un rapport downd avee e ree-
tangle construit sur telle droite et une droite donude,

X. Que tel rectangle équivaut 3 un rectangle donné
plus le rectangle farmd sur telie abscisse et sur une droite
donndée.

XI. Que tel vectangle, pris seul ou avec un certain
espace donnéd, est.. ... {1}, 'autre 2 un rapport donné avet
telle abscisse,

X1L. Que telle droite, plas une autre avec laquelle telle
autre droite est dans une vaison donnde, a un rapport
donné avee un segment formé par tel point 4 pariir d'un
point donné,

XIUI. Que le teiengle qui a pour sommet nn point
donné et pour base telle droite est dquivalent an triangle
qui a pour sommet un point donné et pour base le segment
compris entre 12l poine et un point donné,

X1V, Qu'une droite, plus teile autre droite, a un rap-
port donnd avee tel segment compris entre un point donud
et tel point.

XV. Que telle droite forme sur denx autres droites don-
nées de position des segments dont le rectangle est donné.

1% Livie des Porlsmes.

» Dans le TI* Livee les hypothéses sont diiférentes, mais
les chioses cherchées sont pour la plapart Jes mdmes que
dans le I Livre.

» Ily a en cutre celles-ci

XVI. Que rel rectangle seul, ou tel rectangle plas un
certain espace: donné, est dans une raison donnée avee une
certaine abscisse,

XVIL Quele rectangle compris sous 1elle droiwe et telle

(1) Lacuna dans 1a texte.
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autré dvoite estdans une raison donnde aver wne eertaine
ahscisse.

KVUL Que le reciangle qui a pour cdiés la somme de
deux droites et la sonime dedeux autres droites, a un rap-
port donné avee tel segment, ’

XIX. Qu'un rectangle qui a pour cdiés telle droite et
un¢ autee droite angmentée d’nne seconde qui a un rapport
douné aves telle autre droite, et le rectangle constroit sur
telle droite et telle autre qui a un rapport donoé avec telle
droite, ont leur somme dans un repport donné avee une
certaine abseisse.

XX. Que la somme de ces deux vectangles est dans nn_
rapport donné avec le segment compris entre tel point et un
poiut donné.

XXL Quele rectangle compris souns telle droite et telle
-autre est donnd,

Jit® Livee des Porismes,

u Dans le I Livre, le plus grand nombre des Liypothéses
-concernent le demi-cerele; quelques-unes le cercle et Jos
segments, Pour les choses cherchées, la plupart ressemblent
-aux précédentes.

» Il y a en outre celles-ci :

XXI. Que le rectangle de telles droites est su rectangle
de telles antres dans un rapport donné.

XX Que le carvé construit sur telle droite est 4 une
certaine abscisse dans un rapport donné.

XXIV. Que le rectangle consiruit suc telles droites est
dgal au vectangle qui a pour cdtés une droite donnée et le
segiment {ormd par tel point 4 partir d"un point donné,

XXV, Quele carré construit sur telle droite est égal au

rectangle qui a pounr edtés une droite donnde ot le segment,

formé par une perpendiculaire, & partic d'un point donnd,

(22)

auire, donnée comine exemple des Porismes du I [ivre
d'Euclide, sont les trofs senles que Pappus cite en tarmes
complets, c'est-3-dire dans lesquelles il fasse connalire les
hypothéses auzquelles se rapportant les conséquences énon-
cées. Toutes ses antres propositions {an nombre da al},
expriment certains résultats {qui sont pourla plupart des
relations de segments), saps quw'on ¥ trouve aucune trace
de Phypothése ou des conditions qui donnaient bieu & ees
relations dans I'ouvrage 4'Euclide,

Les trois propositions décrites d'une manidre compléte
sont celles sur lesquelles Simson a concentré pendant
longtemps tous ses ellorts et qui ont condait, aprés qu'il
fut parvena & en péndtrer le sens, 4 la conceplion de la
dactrine des Porismes. '

Pour ceux qui connaissent maintenant ces propositions,
le texte de Pappus peul paraitre se préter assez ajsément 3
une traduction qui permette d'y voir un énoncd exact e &
peu prés complet. Aussi tous les géométres, quel gr'air ¢
lewr sentiment ulidrieur sur la doctrine des Porismes, oni-
ils adhéré unanimement i cotte paviie de la divination,
disons & cette déeowverte de Simson. Mais on ne pewt
méconuaitre qu'avant que la savant interpréte fitt parvenn
a découvrir le sens de ces propositions, eiles présentaient
de 1rés-grandes difficultds, puisque les plus habiles géo-
métres du xvi® et du xvu® sidcle, comme nous Vavans dit
ci-dessus, tels que Fermat et [Talley, 4 qui pourtant Ialan-
gue grecque &tait familiére, avaient échoud daus leurs ten-
tatives {1).

La proposition des guatre drojtes signifie, en langage
moderne, que :

(£35imsan ohserve avec raison que Fermat r'a pas méma doving le Parisme
dis I'F Lives §naned par Pappuis en ternies eomplets s ¢ At Formalius e vel
primum primi Lilei enucleavit, quad unicwm Esdegrum servavit Pappus, »
{ Opera qualam relique. ere., p iy

(2]

XXV Que te rectangle qui a ponr cdiés la sonune de
denx droites et une droite eu vapport donné avee telle auire
droile, st dans un rapport donné aveo telle ahscisse.

XXVIL. Qui} existe un point tel, que des droites me-

. . C s

nées de ee puint comprennent un triavgle donmé Jwpéee,
- XXVHIL Qu'il existe un point tel, «ue des droites me-
nées de ce point retranchent dos ares éganx. )

XXIK. Que telle droite est pavalléle 3 une cernine
droite, ou fait avee une dreite passant par un poiut donné
wn angle de grandeur donuée. .

» Hya XXXVIHI femmes pour les trols livres de Paris-
ines : cenx-ci venlferment 171 théorénies. »

Ici se termine e passage du VIT° Livee des .Collecuo_ns
mathématiques d¢ Pappus qui concerne les Porismes,

§ IV, — Lxplication do T proposition dus quatre droites, de b pro-
- ¥ al . .
position géndrale do Lappus et do Povisme coutpled du 17 Livra,

Observativu relative aux dewx ddtinitons des Porismes.

Pappus dit que 'ouvrage d’Eucli‘dc renferme presque
toujours un seul Porisme ou un petit nombre de chague
espéee; que néanmoins on trouve an comtneucemem dn
I livre dix propositions qui pcuvcu-l se riésunier en u.n-e
seule, Pappus énonce cette ]wnpusil‘mn. E,Ile est relative
& quatre droites. Il diL ensuite qu n“e' W est elle-méme
quw'un cas particulier d'un énoncé ph:ls gf:m-:ral concernant
un nombre quelcongue de droites; il (.Ier:r.n cetie proposi-
tion, et il ajonte avee un sentiment de jusuuequ': falnhi‘:m—
ucur & son covactére, que sans douie cette géne:‘nhsalw‘n
n'a point dchappd & Euclide, m:fis que, se bornant 3 ré-
paudre dans ses trois livres de Pm‘l:f-me:s du‘s. gm"mcs‘de pro-
positians féeondes, il wWoura pas jugé qu'il fil nécessaire
den faive memntion, '

Cette balle proposition, celle des cuatve droites, o wne

(23}

Erant donnses quatre droites, dont trofs tournent an-
tour dos points dans lesquels elles revcontrent la qita-
trigme, do manigre que devz des peints d'intersection de
ces draites glissent sur dews droites donndes e posilion,
le poine dintersection restant décrit une nouvelle drofte.

En d’autres termes : 8 on déforme un triangle en _fui-
sant fourner ses trofs cdiés autour da trois points fixes
pris en ligne droite, et en faisant glisser denx de ses some
miets sur deux droeites fixes, prises arbitrairement, le troi-
siéme sommet déerit une troisidme droite.

La proposition générale de Pappus concerne un nom-
bre quecleonque de droites, disons (r 1) droites, dont
n penvent towrner awtour.d'autant de points fies sitnés
tous sur la (- t)#e Cos 1 dreiles se coupent deux

{n—r1j
P

. ] . . .
a deux en points, nombre triangulaire dout [e

edtd st (2 1)5 b on les fuit towrner autour de fewrs n
poins fixes, de maniére que (1 — 1) qqueleonques de lenss
w{n s . . . . ’ :

-{—z—m-z points dintersection glissent sur {#-—1) droites

lixes donnéos: alors chacun des autres points d'intersee-
., Re—f){n—2 .. .
tion (en nombre L__L:f____)) déerit une droite,

Tel est le sens de Ia propesition de Pappus, L'autenr
dit que des (1n—1) points dinterseetion des droites
maobiles qui sont assujettis glisser sur des droites donndes,
il ne doit pas ¥ en avoir trois qui solent les sommets Pun
triangle. Cela s'eniend du trianzle formd par irois droites
mobiles. Bt en eller, dapres la proposition des quaire
droites, deux senlement des trojs poiats d'intersection de
trois droites mobiles peuvent tre assujettis & glisser sur des
droites doundes, pulsqu’il s'ensuit que le troisidme décrit
alors une droile délerminde, ou donnde virtuellement, et qui
par-conséquent ne peut pas &re donnde de fair on 3 prived,
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Clest Simson qui s ddeanvert la signitiearion Je cele:
_comdition qui complique Uénoned. Et pour compliter Pin-
tentien de Pappus, il ajoute que quatre points dintersec-
iion ne peavent pas appartenir & quatre droites formant nn
quadreilatére; cing 4 cing droites foymant un peniagone, ete.

Des n‘—n;?—l) points d'intersection des 1 droites mobiles,
fus (1 —1) gu'on assujertit & glisser sur aulant de droites
fixes penvent apparienir & nue méme droite; 'est Ja pre-
miére hypathése de Pappus, gu'tl a généralisée aussitdl.
Ces (n — 1} points peuvent aussi &lee les sommets consécn-
Lifs, moins wn, d'un des polygones de 4 cdiés formds par
les i droiies, Dans ce cas le thiéoréme prend cet dnonced :

S Pon o un polygone d'un nembre queleongue de
cgtds, et gu’on le r[efjé)mne en _faisant tourner tous S5 eB165
anfour d'awtant de points fizes pris arbitrairement en
ligne droite, ot en faisant glisser tous ses sommels ioins
un sur autant de droites donndes de position, le dernier
somntet décrit lui-méme une droite déterminée de posi-
tion; et en outre, le point d'intersection de dewx cdiés
quelcongues du polygone décrit aussi une ligne droite.

Porlemo complat du #¢¥ Livea d'Euclide.

L'énoncé de Pappus exprime que

8i autonr de deux points fizes P, Q, on fait tourner
deux droites qui se coupent sur une droite donnée L, et que
Pune fasse sur une droite fize AX donnée de position un
segment Aw compté & partir d'un point A donné sur cetic
droite : on pourra déterminer une autre droite fixe BY ct
un point fixe B sur cette droite, tels, que lo segment BHm'
Jait par la seconde dyoite tournante sur cette seconde
droite fixe, & partiv du point B, soit au premier segnent
Aw dans une raison donmée A,

Nour dounerons, daus fe I+ Livre des Porismes, la dé-

(26)

crits par Pappus {les 1, VI, XV-, XXVII+, XXVIIL
¢t XXIX9; cL 15 (propositions 1-6, 38, 4o, 47, 48, 66, 67,
et 74 qui renferme 3 Porismes) comme se rattachant aux
Lemmaes ot au texte de Pappus. Des 8 autres, 4 sont des
Porismes de Fermat, présentés sous la forme adoptée par
Simson, ct Jes 4 decniers sont empruntés de Mathien
Stewart.

11, — Ddilpition des Morismes.

Simsan dit que « la définition de Pappus éaut rop gé-
nérale, il la remplacera par une autre, s 11 ne dit pas de
laquelle des denx définitions il veut parler. Mais nons pen-
sons gue c'est de celle des Anciens. Dans cette opinion, que
nous justifierons plus loin, nous mettrons d'abord sous les

enx du lecteur cette définition telle que Simson nous pa-
ralt I'entendre dans sa version duo texte de Pappus:

a Lz Porisme est une proposition dans laquells on a &
chercher la chose proposée (1). »

Cette chose, que l'on a & chercher, Simson Vappelle
donnée, comme Pappus ct Euclide,

Cela posé, voici sa propre définition du Porisme:

« Porisma est Propositio in qua proponitur demonstraru
w rem aliquam, vel plures datas esse, cui, vel quibus, utet
enilibet ex rebus innumeris, non quidem datis, sed que

]

ad ez qua data sunt eandem habent rationem, convenire
ostendendam est aflectionem quandam commuuem in
Propositione descriptam, »

Nous dirans, en cherchant & expiimer la pensée de
Pauteus :

=

=

{3} « Dixerunt (Vetercs), Theorvma cese quo aliquid propositum ést tte-
wonstrzadum ; Problama veeo, quo aliquid proposilum est conslrien-
duin; Perisma vero esse quo alignid propesitun el investiganduti, o { Ve Poriz-
matidus, eic,, p. 3§7.)

{25}
ansteation de venle prapesiton, de eelle des quatie droites
et de fa proposition géndrale de Pappus.

Observalion relative ans deux délinfiions des Porismes.

Pappus, ainsi qu'on Pa va ci<dessus (§ i), donne
deux délinttions des Porismes, I'une des Anciens, et 'autre
qui a ¢ intraduite par des géométres modernes. I cou-
damne eelleeci, parce quielle repose sur une circonstance
accidentelle, Elle ne s’applique, en cffet, comame uous le
verrons, qu'a une classe particulitre de Perisnes.

Nous reviendrons plus loin (§ VI, mr} sur ces deux déli-
nitions, pour en expliquer le sens, et nous ferons vair
aqnielles w'ont vien de conwradictoire, du moins dans les
]imilc; quie comyporie Ia sceonde.

# V. — Indication succinele des malives constennes dans jo Traiié des
Porismes de Simzon. — Délinitive des Porvismes. — Opinfon e
Playlair.

1, ~— Ouvrage de Simson.

Simson commeunce son Traité De Porismatibus par les
délinitions du Théoréme, du Probléme, du Doand, dn
Porisme et du Lizw; définitions quil éclaircit par des
exewples. Luis i fait connaitre la Notice de Pappus sur les
Porismes, dont il donne une version latine. Aprés celte
Nelice, vienoent les propositions qui forment le Traité des
Porismes.

Ces propositions, an nombre de g3, comprennent les 38
Lemmes de Pappus relatifs aux Porismes; 10 cas dala
preposition des quatre dreoiles; ag Porismes; a problémes
destiués 3 montrer I"usage des Porismes; et quelques pro-
positions qui servent pour la démonstration des Lemmes et
des Porismes,

Des 29 Porismes, 6 (propositions 23, 34, 41, 50, 53
et 37} sont présentds comme répondant i § des genres dé-

{35)

Le Porisme est une proposition dans laquelle on de-
mande de démentrer gu'une chose ou plusieurs sont dou-
nées, gqui, ainsi que Lune quelconque d'une infinité
Aautres chases non données, wmais dont chacune est avec
les choses doundes dans une méme relation, ont une car-
taine propriété commune, décrite dans la proposition.

La chosc ou les choses qui sont donndes, c'est-d-dire qui
sont des consdguences de I'hypothése , peuvent &tre des
grandeurs ou quantitds, comme des lignes ou des nomhres,
ou bicn ce peut étre la position d'une ligne considérée
comiue leu, ou bien encore Ja position d'un point par
lequel passent wne infinité de droites qui sont les choses
variables, on la position d'une coucbe & laquelle sont 1an-
genles toutes ces deoites.

Cette définition de Simsan comporie natorellentent une
forme d’énoncés particulire aux Porismes et qui caracié-
vise ces proposilions,

Cette forme technique, dont nans allons donuer des
excmples, est précisément cetle dea denx Porismes d'Eu-
clide que Pappus nous a traustais complets.

M1, — Exemples de Porisines confuraies 3 la détluition précédentu.

1. Le Porisme complet cité par Pappus satisfait, dans son
énoncé ariginal, i la définition deSimson, puisqu'il g'agit
de déterminer la position d’une droite et d’un point dont
Pexistence est annoncée.

IL. 1l en cstde mame du Porisme des qualre droites, et
de la proposition générale de Pappus, puisque Simson
adwet que la chose a déterminer dans un Porisme peut
dire la position d'un liew domt la nature est connue ot
annoncée dans 'hypothése. ) '

1EL. Trois droites étant donndes de position, si de cha-
que point de Pane on ahaisse des pernelivnloresplgL o
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les deux autres, on panrva trouver une ligne a el wie raison
X telles, que la perpendiculaire p plus la ligns a sera @
Iz perpendiculaire q dans la ruison ).
{’est-a-dire qu'on aura loujours

pta
7

IV, Une droite étant donnée de position, et un cercle
dtant donné de grandeur et de position, il existe un point
tel, que toute droite imende par ce point rencontre la droite
et le cercle en deuz points dont le produit des distances au
point en gquestion sera donné,

V. Sipardent points donnés on méne & un autre poini
deuz droites telles, que leurs longuenrs soiont entre elles
dans une raison donunée, ce point est situé sur une circon-
Sérence de cercle donnée de grandeur et de position,

" En d’autres termes, le lieu d'un point dont les distances
& deux points fizes sont entre eiles dans une raisou donnde,
¢st une circonférence de cercle.

" Cette proposition est un fizu, conséquemment un Py~
risme (1).

VI, Deux droites paralléles étant données de position,
et surces droites deuzx points A, B, si Fon ménue une tro-
sidme droite qui rencontre ces dewx premiéres en dewx
pointsm, w¥, tels, que le segment Am, plusune ligne don-

=

née a, soit au segment Bwm' dans une raison donnéel,

Am +a
¥

cest-d-dire que Uon ait ==, la droite mm' passera

parun point donné,
VII. Deux couples de points a, o’ et b, b’ érant donnés
sur une drotte, il exisie un antre point O sur celle droite et

(1) Cetrg proposition se frouve parmi celles des Heus plans d'apollontas,
citées par Pappus, Entocing ladonna oussi comme oxgmple d'una proposi-
tion de diew duus son Communtaire sur les Coniyueds d*Apoitoniii.

{30)
yue ce sunl les.cas dinpussibilité ou de Jimitation des solu-
tions, dans les problémes, qui ant donué liew aux questions
de mazxima ou minima, de méme ce sont les cas ci les
problémes deviennent indéterminds ou susceptibles d’un
nombre infini de solutions, qui ont conduit & la doctrine
des Porismes. '

IYaprés cette idée, et trouvant Ja définition des Porismes
de Simson fort obseure, il donne celle-ci:

I/n Porfinte sst une proposition qui affirme la possibi-
lité de trouver dos conditions qui rendent un certain pro-
Blame indéterminé ou susceptible d'un nombre dlimité de
solutions (1. .

71 ajoute que cette théorie sor Porigine des Porismes, ou
du moins la justesse des notions gui en dérivent, sont con-
firindes par les propres vues de Dugald Stewart: Fe sa-
vant professeur, dit-il, dans un Fssal sur le méme sujet, In
devant 1a Philosophical Socioty il y a quelques anndes,
aéhinit le Porisme : Une proposition affirmant la possibi-
fi1é de trouver une ou phisieurs des conditions qui rendent
nn théoréme indétermind. Tl fant entendre par théortme
indéterming, un théorbme qui exprime une relation eantre
certaines gquantités détermindes et certaines autres qui tont
indéterminées en grandeur et en nombre. »

" Cette maniére de considérer les Porismes, connue exclu.
sivement cous le nom de Playfair, quoique, comme on.voit,
le célébre philosophe écossais Dugald Stewart, alors pro-
fesscur de Mathématiques {2}, en ait en le premier tidée,

(1) From this acceunt of tha origin of Porlsms, it follows, that » Porlsm
may he deflnod, 4 propositlon affirming the possivility of finding iuch eondl-
tions ns will render 4 ecrtain problem indeterminate, or capable of innumera-
bla salutions, .

{2} Bugald Stowart, nowmé d'abord suppléant, en 1352, de Maithew Ste—
wayt, son pire, dans la chaire da mathémaliques d'Edimboary, tévnit k cet
gwsun dans Jo chulre de

enseignement, en 1578, suppléance d'Adan Ler .
: . ¥ npe de joindre bdadve

Philvsophie morale. i lai aceivait dans le wdmo Loy

{ 29 )
wne digne w, tels, gue, quel que sodt le point wm guo Fon
prenne sur la méme drotie, la somma ou la différence des
deux rectangles ma.ma', mb.mb sera toujours égale an -
rectangle u .m0 (1),

Dans chacune de ees propositions il faut rouver ce gui
est annoned ou praposé; ce sont donc des Porismes, con-
formément 4 la définition que Pappus atiribue aux An-
Ccrens. '

Ainsi nous avons pu dire que c'est cette définition que
Simson a eue en vue et qu'il a prise pour base de sa doc-
trine des Porisines. Une autre raison suffirait encore pour
montrer que telfe a été Vintention de Simson : e'est quil
approuve Pappus d'avoir censuréd la définition des Moder-
nes, comme nous le dirous dansle paragraphe suivant.

1V, — QOplalen de Tlayfair sur les Poriswes.

'Pla_vfair, profusseur de Mathématifques & aniversité
d'dimbourg, a traité la question des Porismes dans un
Mémoive iutitulé On the origin and investigation of
Porisms (2}, quon peut considérer comme faisant suite 4
Pouvrage de Simson. Mais Fauteur 5'y est proposé princi-
palement de rechercher Vorigine probable des Porismies,
<’est-A-dive lus vues qui ont pu conduire les auciens géo-
méures & ce genve de propositions. Il pense gue, de méme

(1) Dans la gdométrie woderne od Vow dowie dus signes aux segments, ¢e
Torismae Pexprime, dune maniére géndrale, par Féquation

ma.nia’ — b b’ - Pt B 0L
(¥, Géom, sup. p. t53.)

Cette propesilion a dtd conatuo does Aaciens; onla trouve dana les Eemmas
de Pappus sur le segond lirre da la Sectiva déterminée, o ella ast démontrée
dans douae Lemvmes {Proposilions 45 3 56) a raisan des diTérents eas aux—
quels dounent Heu les positions relutbves des difiéreats points da 1a figura.

(2} Lav i da Sociétd vayala ABdimbourg, le 2 aveil 1797, et Insérd dans les
Frausactions dg cuile Socidtd,
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2 ¢été adoptée par b plupart des gdometres qui ont adhérd &
fa divination de Simson sur la forme des dnoncds des
Porismes. Ainsi J. Leslie, daus sa Geontetrical Analysis,
dit : « Le Porisme a pour objet de démontrer gu'an peut
trouver une ou plusicurs choses telles, qidune certamme
relation déterminée ait tien enire ces choses et une infinité
Adautres assujetiies & une loi doniiée,

w Lanature du Porisme consiste daffirmer la possibilité
de trouver des conditions qui rendent un probléme indé-
terminé, c'est-d-dire susceptible d'une infinité de solu-
tions {1). » )

Disous tout de suite iei que, malgré 'assentiment asse
général qu'a obtenn Uidée de: Playfair, elie ne nous parai
pas fondée.

En effet, la recherche des conditions qui rendent un pro~
Lléme indéterming condnit 3 ceetaines relations entre les
donnédes de lu question, et il pent résulter de 1 nn thée- .
véme : mais cest un théoréme ordinaive, c'est-a-dire dans
Vénoncd duquel il ne reste rien d'inconuu. Ce théorame
peut sans doute, comme tout aatre, &re transformd en un
Yorisme, sinsi que nous U'expliquons plus loin (§VI, n):

lewand & ces douliles foncitons Penscignement de Vasironomie, et ménte de
1a langue greeque et des belleslettres, par chligesuce pour ses calligues,
DNovonu prufesssur tiinlaire de Mathématigaes, en 1583, A la mart doson
pézu, il ne tarda pas 3 debanger ectie chaira cantre eetla do Philosophia qua
réaignnil Fergusan, ot qul convenait mmicus & ses admirallos et rarcs Lalanis
da parole. Nés Jors, il ne remplil plus qutwit chaire el il se Yivra exclusive—
meut b V'ituda des questions de philosuphie, danslesquelles i§ devall sppar-
ter avac tant de suceds ot &'delat, les procédis de ralsornenient des sciences
inathématigues.

(1} A Porism proposss to demansirata that ane or more Lhlngs may be
found, betwean which snd innuwmernhla othor ohjects assumed aller soma
given low, a cartain speclfied relatinn is 1o be shown to eslst.

The nature of & Focism consists in aMirming the passibility of Sading sneh
conditions, os will render 3 preblaw bndeterminate, or capalle of junn.

Cavte
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mais il est & croire, il nous parait méme certain, que fe
théovdme s'est présenté A Pesprit du géométre avant le
Porisme qui n'en est qu'un corollaire ou une expression
différente.

En d'autres termes, la forme dénoncé qui caractérise le
Porisme n'est pas la conséquence immédiate ni nécessaire
de la discussiow d'un problame.

1 semble done que la maniére de concevolr Porigine du
Porisme propesée par Playfair n'est pas fondée.

Assurément Euclide n'a pas en hesoin de rédsoudre des
problémes pour former ses 171 Porismess il lui a suffi de
prendre des théordimes et d’en changer la forme. Ce quil a
fait dans une vue tout autre que celle d’exprimer les con-
dilions qui rendent nn probléme indéterminé.

1l faus observer d'ailleurs que non-seulement la recherclie
des conditions gui rendent un probléme indéterming ne
couduit pas immédiatement ni nécessairement 3 un Po-
risme, mais qu'en outre on n'apergoit point, en géudral,
dans un Perjsme le probléme qui aurait donné leu, par
cette vecherche des conditions d'indétermination, a ce
Porisme,

§ V1. — Rdilexions sur quelques passages de Pappus. — Eclaircizse-
ments sur l2 nature et Forigine des Lieux ot des Porismes. — Dim-
rence et point de contact entrs les Porismes ot lea Corolluives, —
Accord des deus @éfinitions des Porismes, sauf Insuffisance da ia
seconda, '

I. — Diffireuces eatro lg thdordmea local, la ticu 6t s problénia tocaf, —
Ovigina dea Lieur,

Pappus, comme nous T'avons vy {§ 1), dit que les
Lienr sont des Porismes. Ov 3 Végard des Licuz i) n'ya
pas de mysiére; la forme de leurs dnoncés nous est parfai-
Ltement consue par les nombrenses propositions des Lignzx
Plans LApollonins que Pappus nous a transmises.
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et Jes points de contaet qui existont entre les trois propo-
sitions qui se rapportent mux lewx : le théoréme local, e
liew proprement dit, et le prodlime local,

L lien est diffévent du théoréme local et du probléme
local; mais 1l participe del'un o1 de I'autre, puisquw’on s’y
propuse de démontrer une vérité énoncée, savoir que el
point sowmis 3 une loi connue est, par exemple, sue un
cercle, ce qui constitue un théordme, et qu’il faut en outre
déterminer la grandeur et la position de ce cercle, ce qui
rouche au problime.

Origine des Licux. — Un thdordme Provient toujours
de plusicurs antres propositions dont it est nne dédnction,
mais avec lesquelles il w'a pas en général de ressemblance
ou de connexion apparente.

La solution d'un probldme rédsulie, comme la connais-
sance d'un théoréme, de raisonnements formés sur pla-
slenrs vérités connues; et cette solution constitue, au foud,
un théordme,

. Une proposition appelée Hen vésulte, en génédral, soit
d'un théoréme connu avee lequel ce liew a des rapports
manifestes, soit de la solution d’un probléme, solution (fui,
comme nous venons de le dire, dquivaut i un théordme,
Le lieu exprime donc 12 méme chose que le théoréme,

mais d'vne manidre moins explicite et qui laisse quelque

chose & compléter.

Telle nous parait dtre la senle origine quu nous puissions

attribuer aux propositions qui par fenr (orme sont des Jienx,

M. — Differences cuten les Porisaes, lew Théordmes et Jei DProblémes, —
Lommunt les Licur sont des Poripmes, — Origine des Poristaer, — T la
significattun qu'Buclide & voulu sttriliter an terme Porisme, — Rnpprochc

ment enkre fes Porismes et tes Corollnires,

Pappus dit que les Porismues ne sont, yuant i Ia forme,
oi des théorénes, i des problémes; qu'ils constitnent wn

(33

Les Lieuzx doivent donc nous offvie les moyens de véri-
fier 1z définidon donnde précélemment des Porismes el de
rechercher, jusqu'i un cortain peing, la nature de cos pro-
positions. Pour cela nous allons preciser les diflérences ut
les paints de contact qui nous paraissent exister entre lo
théaréme lacal, Is licu et le probiléme local,

Le théoréme locud st une proposition qui exprime une
propriété commune 3 tous les points d'uve méme ligne,:
droite on courbe, complétenment définie, Exemple:

Erant pris swr le diamétre AB d'un cercle dewx points

C, Dels, que L'on ait la relation g%:- ]—B)%, les distances

de chague point m de la circenférence & ces denx points
sont entre elles dans le rapport constant C—‘:

Le lign est une proposition dans laquelle on dit qu 1e]s
points scumis & wne néme loi eounugy sont sur une ligne
{droite, virculaire ou autre} dont on énonce la nature, et
dont il reste i wouver la grandeur et la position, Exemple:

Deux points étant dounés, ainsi gulune raison, le ley
d'un point dout les disiances & cos denx points sont entre
olles dans ecotte raison; est une circonférence de cercle
donnde de grandenr et de position,

Eufin dans le probléme local ou questinn de fiew, o
demande de trouver la natnre, la grandenr ot la positdon.
d'un Vew, cest-d-dive 1a courbe, lieu commun d’nne infinité
de points soumis i une loi comnune, Exemple;

Dewr points étunt donnds, ainsi gtlune raison 3, quel
vst le licw d’un point dont lus distanves & vos dewx pulnts
sont entve olles dans I raison 17 )

La solution, ou réponse 4 la question, eonstitue une vé-
rié canplite, eest-d-dive un théoréme, qui est ici le théo-
véme focal que nous veaons Je ciier.

Cies exemples suflisent ponr dralibis Iy dissinetion jréeise

1
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genre intermdlizire; mals que parmi besaconp de géoma-
tres, les uns lés regardent comme des théordimes et d'autres
comme des problémes.,

On conclut de 1a que les Porismes devaient participer
tout & Ta fols des théovdmes et des problétses, puisque
beaucoup de géomébtres 8’y méprenaient, ou dn moins se
eroyaient en droit de nw pas les distingaer de ces deus sortes
de propasitions,

Or les Porisines, entendus selon la définiton de Simson,
dent nous avens donné eci-dessus des exemples (§ ¥, m),
satisfont i cette condition, ¢'est-ii-dire qu'ils ont le doubls
caractére des thdorémes et des prabléames.

En efllet, les théorémes sont des propositions o1t I'on doiy
démontrer tne vérid connue et énonede.

Las problémes sout les propositions o U'on a7 ildemay i
uue chose inconuae,

Et les Porismes snit des propositions et I'en 4 towt 3 le
fols & démontrer vue vérité dnoncée el 3 rrouvar la qualité
ou la maniére d'dire, comme Ja grandeur on la position, de
certaines choses mentionndes dans Pénoned de cette véritd,

DFaprés eeite manibre do conceveir le Porisme, qui est le
commentaire rigoureux de la définition de Simsou, on peut
dive que le Porisme participe du théoréme ol du prohléme.
Ce qui s'aceorde avew g2 que rapparte Pappus des opinions
dillérentes des glomeires de son temps,

A notre sens, lo Portsme se vipproche plus du théorime
que dn probléme; car il faut, comme daos Je théoréma,
démontrer une vérité énoncde; et (uant i la chose i rrou-
ver, clle n'est pas ahsolument inconnue comme dans le pro~
Lléme proprawent dit; etlese rapporte & la véritd énoncde,
elle en est une cousdquence qui le plus souvent résulte do
la démonstration méuwe, sans exiger aucnne recherche,

Conmment los Lieux sont des Porisnies. — Le double
varacibre du Poacfens Jonad Teoe T i v L 1
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Meme, cest-i-dire davole & dérionirer cL & Lrouver, est
précisément auss le caractére des Livnr, comme nous I'a-
vons vu ei-dessus, Nous sonumes donc amené & conclure
gue fes Lieux sont des Porisimes, Jors méme que nous ne
saavions pas que Pappas le dit formetlement. '

Origine des Parismes, -1y a encore sur un f:.ulrc pmn%

ue identil parfaite entree les Porismes et les Lieux : nous
voulons parler de l'ovigine méme des uns et def zu:ltf‘es. En.
effet, ce que nous avens dit précédemme:nr_ de d origine des
Lizux s uppligue de sol-méme aux Porismes, Un. Porls'mt:
est la consdquence d'on théordme ou de l? s?lunou dun
probiénie; gui elle-méme constitue un 11'1e0|‘cme. Le 'Pn-
risme cxprime ba méme chose que le théordme dont 1].su
déduiz, mais sous une autre forme et d’unc.fagon moins
compléte et qui laisse quelque chosc’ & v:léterr_mner. ,

L'exemple que nous avons donné d'un Nex comparé au
théc-dme local anquel il sz rapporie, s’applique aux Paris-
mes de méme qu'uux Licux. Ainsi nous conclurons. que
Forigine d'wn Porisme est un théorime proprement du.. ‘

La wansformation des théorémes en Porismes tendait &

simplifier les énoncés des propositions en les dé_hai'w:ns.'s'anl
de certaines déterminations complémentaires qui n'dtaicnt
pas toujnui‘s nécessaires. On recosmai!ra, I pen_se,‘daus
cette esuception la sagacité d'Euclide et sa profonde mte.]-
ligence des besoins de la science, quand nous aurons dit,
dans un des paragraphes suivants, combien ses Porismes
1ouchent de prés, par leur forme rf:éme, a cclle de la plu-
i)a[-t des propositions de la’ géoméirie moderne. ‘

De la signification qu'Euclide o voulu attribuer an
terme Ponsus. — Rapprochement entre les Porisaes et
les ComoLrames. ~— Euclide expriae par le méme mot
wopeaps les corolladres des Eléments et les propusitions de
sas wrois livrees de Povismes. DPonr los corolfaires, le terme
gree, dont la siguilicaiion d'aprés Proclus sevai lel gain,
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i ce pouvean genve de propositions quil intweduisait dans
la Géoménrie, le nom mame des corollaires de ses Fls-
ments.

Mais en constatant cetile analogie partielle et secondaire
entre les Porismes et les corollaires, répétons qu'il existe
entre les deux genres de propasitions une différence fonda-
mentale. Les corollaires, qui sont, comme le dit Proclus, uu
gain trouvé en passant et dant profite le géométre, diffe-
reny; en général, des théorémes qui ont procure ¢a gain, et
sont des propositions de méme forme; tandis que les Po-
rismes, sous une aulre fornye qui leur est propre, na sont
que les thdorémes qui Les out produits. Cusont, 'si I'an veul,
des corollaires, mais d'an autre ordre que les corollaires
proprement dits,

L. — ExpHeation de la seconde définitlon des Porismes. — Accord es
deax défluitions, — Dans quel sens 17 fant enteadre lo blame de Pappus &
Pérard de Ja seconds, — Origine decetts définition,

Pappus, aprés avoir donné la définition des Porismes des
Anciens, en fait counaitre une seconda introduite plus tard,
1 dit que des géomeires mederoes, nonobstant la déSni-
tion ancicnpe el les bropesitions mémes, donnérent des
Porismes, d'aprés une circonstance particulidre, cette déA-
nition : Ce guf constitue le Porisme est ce gui mangue &
Phypothése d'un théoréme local; en dautres termes e
Porisine ast infévieur, par I lkypathése, an théorting local,
Cette brdve définition, 4 laguelle Pappus n’ajoute aucun
développement, parait siguifier que : Quand quelques par-
lies d'une preposition locale w’ont pas daas l’énonc‘é dela
proposition la détermination, de grandeur ou de position,
qui leur est propre et qui se wonverait dans 'énoncd d'un
théoréme loral proprement dit, cevle proposition 1'est pas
regardée comme w théordma o devient un Porisme.
Prenons pour exeniple ce théorduse foval ddja eid ;
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agguisition (¥, ci-dessous § \H,.\n), esl bicn’.chnis:. a\[u'!:s
pour les propesitions dout il s’agit, le sens qu 111 faut atri-
buer & ce lenne mopiopx A toujours €16 une énigme; parce
que n'ayant pas une idée précisc dela natorein lmfc.dcs Pa-
rismes, on ignorail surtout Porigine de ces propositious.

1 nous sembile que les considérations prénédentcs‘JuLlenf
cofin du jour sur cetie question; car c-!lus conduisent i
un rapprochentent ualurel enirve les Porismes et les corol-
laires, ces proposilions si différentes an fond. N

En effet, dune part, les cora!!au:es sm}:f des I:ro_’posu}mus

. ¢ se coneluent immédiatement soit de‘! énomcé § yn 1\\:50—
réme, soitd’un passage de la démonstration de ce lh,enrt.mu,
snitd’um raisoonement gui a conduit & lasolution d'ua pro-
bléme. Mais, en géndral, ces vurollairfs‘ vonstituent des
propositions différentes des théorémes «Fon on Jes conelut,
et dent ils ne sont pas la reproduciion sous wne audre
forme, comme on le voit, pav exemple, dans los Eldments
d'Euclide {1}, . »

U'autre part, les Porisines prenvent leur origine clans dus
ihdorémes déji connus, mais dout on change la forme pour
en faire des Porismes; de sorte qu'on peat dive que los
Porismes sout des conséquences immédiates de théordmes
gu'ils en sont une sorie Je corollaires, o

Telle a pa e 1a raison qui a porté Eudlide & douner

{1} Exetpics. Buclida, aprés -.u'uit'tléuwul'ré que ! ||(:rpcmiia.:nl:lirc Fn.cnéu
v sommet do Vangle deeis Bun edangle rectangle sur ]‘h-)'potcnusu dmilaiu
treinngle on deux teiangles sewblables, sjoute, sons le “.lw d'n :‘or'uu:'lfre.
« M snit de Ya que duns un telangle reetangle I.':. perpendiculaive menés do
« Tangle dyeit sur In base est payenna proportisnnello entre los segrents
+ o Ja buse, et gue chague void de Vungle deoit csl noyes proportivnngt
o ¢ntrsYa base at do sopinant quI jui esh conlign. » '\['_IY- ¥, prop. 8.)

A la suila da co probléme 1 & Tronvsr 1e cenire d ik cun:ln_-, qul-l'm:n.m
1a 17¢ progosition du Livee i, on trouve ce covollnires « D §iv i1 suit dvi-
w denvmend gus s, Jdans wn cercle, weg eorde en CRRPE LR GHEre en dusix
w prrtive égules, e faisant mec elle deus anples dreits, 1o centre du evrele
n eot phacé sur da covde séenuie. o
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Un point C étant donné surls diametre AN P cercle,

si Pon prend wn second point B tel, que Uon aie ca = EE:

DB

Tos distances de chague pomnt de In circonférence & ces

i

detex poinis seront entre &lles dans le rappor

Que I'on a'indique pas la position du point D, ni la
valeur da rapport des distances de chaque point de la cir-
conférence anx deny poiuts Cet D, on pourva encore ex-
primer la -méme proposition, mais sous un dnoncd trds.
différent qui en change le caractére, saveir :

Un poine C étant donns surle dieméere AB @'un cerele,
ot poursa trouver un second point D et nue raison ) tels,
que le rapport des distances da chague point de

Jéresce au poini C et & o point Dserg
Clestld wn Porsmre conforme i |
putsen’il faut tronver oo
de Ihiypothése, savoir 1
la raison %, . .
Ce Porime diflere du théaréme local en ce que ces
denx choses qu'il fautirouver sony détermindes de position
et de grandens dans Je théoréme,
U satishit doue & Ia secande défivition des Parisies, De
sorte que les deux délinitions u'ont rion de
Cependant Pagpus semble dire qut « fos géométres mo-
dernes qui ont intradnit Jans Iy géoméurie Jeuy définition
anraient diy &tre arrétds par
propositions mémes, »
On est induit & conclure die

la circan-
dgal & la raton ).,
adétinition des Anciens,
qaiest annoued comme conséyucties
& position du poing D e 1a valeay de

eoutradicioire,

la définition ancienne vt par les

ves pavoles que Ta définition
moderne tmpliguaie queique idée ou quelque condition que
e Comportait pas la premicro. Et, en wilet, Pappus ajoule
fue « celte définition est fondé

¢ SUT une eirconstance acel-
denielle ny o .

i siguific qu'clle ne sappligne

. Qi une
elasse Jde Popisaies.
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On reconnalt sans difficulid cette circonslance : c'est que
la définition immplique V'idée oula condition d'une proposi~
tion locale; de sorte qu’elle ne s'applique qu’aux Punsnzes
qui se rapportent & de telles propositions, comme les Poris-
mes 1, T1, ITT, IV, ¥ précédents (§ V), et qu'elle exclui con-
séquemment un grand nombre d'autres Porismes, comme
Yes VIt et VU,

Clest ainsi que Simson a entendule blame de Pappas etle
défautdela définitinn des Modernes; blime qu'it approuve(s).

Les deux définitions des Anciens et des Modernes ne
sont dene point contradictoives, i part le défzut do généra—
1ité de la seconde,

Cet accord devait se présumer, Car Pappus ne dit pas que
la nouvelle définition fdt la base d'une nouvelle sorte on
d’annonveau genre de Parismes, loin dela : il dit formelle-
ment, au commencement de sa Notice, qu'on n'a pas ajoutd
de Porismes nouveaux i ceux d'Euclide. La définition des
Modernes se rapportait denc 4 une classe des P?risnlms
d'Euclide, et, dans cetle limite, ne pouvail aveir rien
d'inexact et devait s'accorder avec 'ancienne.

Cane raison bien simple a pu donner lieu i la nouvelle
définition. Quelques géométres, voulant traiter suceincte-
meant, soit dans leurs legons, soit dans leurs livres, de Ia
doctrine des Porismes, auront fajt un choixde propesitions
appropriées & leur enseignement et les auront pri‘scs dans
Pouvrage d&’Euclide parmi celles qui se l'apporlahzenl anx
Fewr, parce que les leux plans {lieux & }? drm‘m et au
cercle) formaient les premitres matidres cultivées a la suite
des Eléments proprement dits. Dés lors ces gdoméires ont

{1} Ex his exomplis manifestin est multa esse Porismata G a Theore-
mata Locali hypathesi deficlunt, alia antem quw ex Loeis nudlatenas pen—
deat, Merlta fgitur jnsiores Tappus reprehiendit, quod Porisma ex nccideu‘le
definivernat, ox quadam sc, vo quae qreibusdan quidem nen osaaibus Pogis-
matibus Inest. »{Opera quieduan, e, P 344.)
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I'énoneé de la proposition, la détermination, de grandeur
ou de position, qui leur ag propre en vertu de Phypoihidse,
détermination qui se trouverait dans Pénoncé d'un théo-
réme proprement dit,

La proposition consiste 4 affirmer que cetts détermina-
tion est comprise hwplicitement dang Phypathidse , qu’elle
en est une conséquence nécessaive et qu'on peut Peflectuer.
Cest ce qu'Buclide exprime en disant que la chose annon-
tée cst donnde; il fanl entendre est donnéz virtuelloment,
Cest-d-dire est comprise implicitement dans I'hypothise o
peut s"en déduire, .

Par exemple, prenons la proposition 6 du livre des Don-
nées, que nous exprimerons ainsi eq langage moderne ;

8 denx grandeurs a et b ont cnere elles une raison
donnée 1, la grandeur composde des dour aura avee cha-
cure d'elles une raison donnée,

SiEuclideetit voulu fairede cetle proposition un théoréme
proprement dit, il aurai; indiqué dans 'énoncé la valeur de
1a raisonde la somme {2-+-5) 3 chacune des denx grandeurs
: _;' pour 2 -: b, et {141} pour

D'aprés ces femarques, on peut dire gue Jes proposi-
tions appelées Donndes par Euclide étaient des théordmes
Bon complers, en ce qu'il ¥ manguait la détermination, en
grandeur ou en position, de certaines choses annonedes
vomae conséquence de Ihypothése,

Ce caractére spécial des Donndes est aceusd par la forme
urme de leurs dnoneds qui se terminent toujours, comme
dans Vexeinple ci-dessus, par cene affirmation, que telle
chose est dannée,

Les Porismes peuvent aussi duve considdrés comme «os
théorémes non conq;/et:. Car
quon demandy de trouver

a--b

-

act b, savoir:

la détermination dus choses
compléicra le théordme, ¢'est-i-
rapnsition dans laquele togies

| (1)

iy approprier la définiyon des Porismes d'ine
p.récise mefis restreinte, 4 cetle classe particulidre de Po-
rismes qui se rapportent aux Lieny, sans &ire néeessajre-
ment eux-mémes des Zianze, Telfo ftous paraii &tre Parigine

de cette définition dont Pappus a f3it mention pour en si-
gnaler Pinsuffsance,

Nlanjére

§VIL — Analogie entra les Porfsmes
ideatits d'origive do cos denx ¢
Connues gloméiriques du gdom
Notice de Proclus gur les Poriz

at les Dagnday d'Euelide.
lasses de Prepositions, — Traité oz
Sire arabe Hassan hen Haithem,
Mes. — Passages de Dicphanta,
I— Anatogle enlre leg Porismes et los Doandes.

T existe entre les Porivnes et le
profonde, A laguelle il ne par
tion, et dou cependant i poy
peur entendre dans son oy
doctrine des Porismes,

Nous trouvens cevte analogie sous foutes les faces yan
présente Ja question. Elle existe noun-seulement dansjlu
Pensée d'od dérivent Jes deux classes de propositions
mais aussi dans leyr but commun, dans les déﬁl]ili(-.’i;
qui lenr sone propres et dans la fory

Guoneés (1). Que!ques éelaircisseme
vaincre,

s Dorndes upe analogie
At pas que Pon aie fuiy alten.
s semble qu'i? fuut so Péuétrer
primordial e1 ]e plus intine |y

ne méme de leyrs
nls vont nons ¢n ¢on-

Les Donndes sont des

propositions dang lesquelles uge
ou plusienrs deg choses'd

ont il est question n'ont pas, dens
T e ——

——— e

() D mma parn, depuis lunglemps,

50Ut lequel §t fallaj; considdrer les P

Vdpercu Aistorigue, an cos termies

que e'itait Ya la viriaable point de vy
orisincs, Cette opinloi 50 irouve dzgg

“ La canception des Porimser 00us 3.
» r2lt dériver (o eelle des Donndes ; telle & é18, soloy nous, son origine den,

s Pesprit @"Fuclida, .— Tes Porizmes dtafent, par TAPPArt Aux propositi:ns
n locales, ce e les Dosades dlajeny Par Mppet anx sinples thiordmes r;e;
» Eldmen, De sorg quu les Porinmes formaicnt avee tes Doneley ap cc:;_
» plement des Elbuenes do Géamdteie, vropre & faeiliter bos usapes ife cus
» Eldments pouy 1a résatuiion des problinws, » (dperen, ere,, Inoazs )

(8) ,
choses aurontla détermination, de grandeur et de pusition,
syui leur appartient. '

Les Porismes ont encore avec les Donndes une auure
ann]ogié manifeste. Cest laforme dcleu::s énoucés,on il est
woujonrs dit que telles choses sont donndes de grandeur ou
de pasition.

a(’;cue forme se trouve dans les Liewx plons d'Apollo-
nins dont Pappus wons a conservé les €noncés et qni sout
des Porismes, comme il le dit exprassément : clle se trouve
dans le Porisme complel, dnencé le premier de coux qui se
vapportent au J* livre d'Euclide, lequel n'est pas un Zeu,
et semble présenter, A beaucoup d'égards, le type général
des Porismes. Qu reconnait la méme forme technique dens
tous Jes autres énoncés de Porismes donnés par Pappus:,
bien que ces énoneds coucis n'expriment que les consé-
quences d'hypathéses sous-entendues {1). . N
Afusi il ne peut exister aucun doute s Uidentité
do conlexture des énoncés tant des Porrsues que des
Données. . i
Enfin la définition ancienne des Porfsines counvient
aux Données, puisque dans celles-ci, comme dans las '1-’0_
rismes, l'objet de la propesition est de tronver ce gui est
annoncé, o
Ces considérations convourent tontes A nouns aul'o:-|?-01- A
regarder les Porismes commie dévivant, dans Vesprit &'Eu-
clide, de la conception méme des Dosundes. ,
Ce geure de théovémes non complets, comme nous‘l a-
vons dit, n’est appliqué dans lelivre des Nonnées qu'aux
théorémes ordinaires tels que conx des Eléments. Euclide a
voulu I'étendre, dans les Porisines, aux propositions l-oca-
les, et plus géndralement aux propositions ott Ton considdre

. . - " e ',
(1) O trwave Jes mbaies forses éuevcds dans Jes propositions .

mabees vpeties Mol e Diwkute] rapime noos e {
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des choses vaviables suivant une mdme loi, comme, par
exemple, desdroites gui passent par un méme point, ou qui
enveloppent un cercle ou une autre courbe.

15— Traitsd des Connues géamélriques d’Hoasan ben Haithom,

Les mathématignes arabes nous olfrent 4 ce sujet un do-
eiutent d'nn grand intdrét, qui proave qu'en effet d une cer-
taine épogque on a considérd Jes Dannédes, les Lieuz et los
Po.n'smes comme fof'mant un méime genre de propositions
qu- on poavait réunir sous un mémc? titce. Du maoins, b
existe un ouvrage avabe intituld : Truitd des Connues S¢0-
métrigues , qui est un recucil de Ppropositions ayant toutes
Ia méme forme d’énoncés, et qui sont des Donsides propre-
ment dites, des Licux ou des Porismes. Seulermnent lo terme
denné, employs par los Grees dans ecs trois genres de pro-
positions, est remplacé dans cet ouvrage par celui de conne,

Ainsi, l'on y Iit que telle drolte est connna de grandeur
ctde position; que tel point (variable}estsur un cercle connu
de grandeur ct de position; que le rapport de 1clle droite
{variable) & telle autre, ou de 1el rectangle (variable) & 1ol
arré, estun rapport connt, ele.; proposilions qui manifes-
tement sont ou-des données connne celles d’Euclide, ou des
Feur comme ceux d’Apollonius, ou des Porismes comme

ceux d'Euclide d'aprés lo sens gue nous avons atiribué i la

Notice de Pappus, eonformément an sentiment de Sime-

son {1).

]!all:;l:il.”: tmiqlTe‘de Connues géomé‘n.'z'ques appliqué par
aul & ces trois classes de propositions que les Grees

d!.snnguaient sous les trois noms différents de Domndes,

Licvx et Porismes, prowve quil les considérait 1outes teois

{*) Nous dotaons plus nin les énoneds mémes e gaalre propositions di

l..i\re les Connues geomdiriques, daws Jesqaclles neus veconuaissons des Jy—
rismes,

(46 )

po : a e idée en ajoulant queles

orisines Hevnent, o quelque sorte, le milieu enive los
problémes ot les théordmes ; qu'en effet il nesagit pas, dans
ces propositions, de choses que 'on ait 3 con:wuim, ou i
considérer théoriquement, mais de choses qu'il faut prendre
et montrer aux yeux: ¢'est-i-dire dont i1 faue déterminer
la maniére d'dtre, telle que la position oy la grandeur.

) On peut reconnaitre, nonobstant la concigion et Pobsen-
rité de celte sorte de déinitien, qu'elle cancords avee celle
ﬁ-GSA?;I?n-S rapporiée par Pappus et entendue dans le sens-
348 e prsompio T o, Gt scord orme

{ e systéme sur Ja doe-
trine des Porismes, )

; Mais ce qui nous paralt surtout ofivir de Pindrar joi
cest que Proclus cite, comme exemples de Porismes. dcm,;
propositions sous forme do problémes, lesquelles ne sont
que de simples donndes, car los voici 2 Un cercle étane
donné, trouver son centre, Denz grandeurs commensy-
rables étant dennées, tronver lour plus grande conmun.
mesure,

T est évident que dans chaenne de co
demandée est uue conséquence impli
ce qui est lu caractére des Donndes, Op il 0’y a rien de va-
xjxab!e dans ees propositions; elles sont done da celles qui ap-
partiennenta la classe des Donndes propremen diles Ainls:'
quand Proclus les cite comume exemples des Por:'smé.; 4'E :
clide, on doit uécessairement en conclure qu'jl a considéu:
ces Pordsines comme des pro .

1 cevient plus loin supe )

s questions, la chose
cite de Pliypoiliése;

positions da méme genre que
le 78 *a fait, 500 A oy
| s Z')orszc.r, de méme quel’afait, 500 i 600 ans plus 1ard
e grfomelrc arabe Hassan ben Hajthem.

Clost surlout le rapprochement enire ces deux
nous a mis sur la voie de '

?

faits qui
explication qui nous semble

neittenant si naturelle, du passage de Proclus dout Uinter-
Prétating s ’ i
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comme diand du méme genre ou Jdédrivant d'une mdme
wlée (1),

Cet ouvrage arabe, dont on doit la connaissance etz tra-
duction au savant ericntaliste AL L. A. Sédiltor, est du géo-
métie et astronome Hassan ben Haithem, qui florissaitvers
Fan 100g et mourut au Caircen 1038 (2).

UL — Défnition des Porivmes tirde de Proclus.

Deux auires faits qui ont de Tanalogie avec celui que
vient de nous offrir le Truité des Connues géométrigues, vt
que nous puisens chez les Grees mémes, dans Diophante
et dans Proclus, contribueront encore 3 corrobarer potre
sentiment sur Porigine des Porismes ¢t lenr analogie avee
les Donndes.

Citons d’abord Proclns, dont le texte que nous avons i
invoquer est bicn connu, mais a toujours paru fort obscar
ot w'a pas été eotendu dans le sens que nous <devens lui
donner, '

- 1l s'agit de la Notice sur les Porismes d'Enclide, que lu
eéléhre philosophe platenicien a insérée dans son commen-
taire sur le I** Livre des Eldments. 11 dit que ces Porismes
sont un genre de prepositions ot il y a quelque ehose i trou-
ver, et qui n'ont pas powr objet, cependant, ni voe simple
construction, ni nue simple démonstration,

(1) lest permis d'espérec que si enfin Yoa explorait los manvserits ura-
bas qui exiztent cacore en grund nombre dans plasicurs grands dépots,
wolamment dans 1a bibliathégue de I'Bseurial, on trouverait dans d'antres
ouvrages, comme daas eolui do Hassan bew aithem, des traces Je fa dog-
trine des Povismes yui seraicnt d'un viritable inkérét, On ne doutera pas,
en oflsl, que les manuscrils surleiquels Cosivia donné des notices précienses
dans son grand ouvrage { Bibliotheca arabico-dispana Escurialensis) ne puiy-
send contenic sonvent plusienss aatres pidses coufonduey sans titres distinels,
et qua ¢o savant awdenr u'a pas déorites.

(2} V. Nouveau jouwrnal asiatigue; mai 1834, Ev Matdriaus pour servir j
Fhistoire comparde des seleices mathémasignzs ches les Grees et fes Uricu-
Lawk. Varis, 1845, 1, 157, p. J78«qoo,

{ 47)

1V, — Pusismiex cltds par Divphanle.

Diophante ne parle pas expressément des Porismus,
comme Proclus, etn’a pas i les définir. Mais il cite dans ses
Questions arithmétiques, sous le titre de Porismas, des
propositions extraites d'an ouvrage, apparemment d'un
Recueil de Porisines, qui ne nous st pas parvenu.

Ces propositions, auxquelles je crois que Pon n’avait
jamais fait attention, du ‘moins & titre de Porismes dans le
seus d’Euclide, avant que nous les eussions signalées dans
Vdpercu historigus, se vapportent aux propriétés des
nombres; el ce qui a de I'inlérét ici, ¢'est que, sous le nom
de Porismes, clles ont dans leurs énencés la forme des
Donndes, la méme que nous attribuons aux Porfsires.

Faisons remarquer d'sbord, d'une manidre générale,
qu'effeetivement la plupart des propositions de ku théorie
des nombres peuvent &ive considérées comme des Honndes.
Car clles expriment qne telle fouction de tels nombres, ou
telle relation entre tels nombres, donne lieu A telle autre
refation; cn d'antres termes, que telle relation est une
conséquenee implicite de telle autre.

Par exemple Fidentité

(o + ) (2’ + 6") = (aa = BEY + (ab m ba)'y

si on Ténonce texmellement, sera un théoréme propre-
ment dit, on théoréme complet. Mais si, sans préciser la
composition des denx carvés qni forment le second mem-
bre, on dit simplement que : Le produit de la somma de
dewx carrés par la somme de dewx autres carréds s'ex-
prime de deux manidres par la somme de douzx carvés, cey
énoncd aura une certaine analogic avec ceux des Donndes,
U en st de méme des propositions suivantes
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diffrence des carréds de denx autres noniires, divisée par 4.

Tout nombre premier de la forme 40+ s'exprime pur
la somme de deux carrés,

Le produit de la somma de guatre carrés par la sonune
e quatre autres carvés Sexprime parla somune de qualre
carrés.

Ete., etc.

Toutes ces propositions sont des théorémes non com-
plets, dans le sens que nous entendons, de méme que les
Denndes et les Porismes.

Revenons anx Porismes citds par Diophante. Tls se trou-
vent dans les Questions 1I, V e XIX du ¥ Livre,

On lit dans la Question IIl: « Puisqu'on a dans les
w Porismes : St deux nombres sont tols, qua chacun d'eux
w augmenté d'un méme nombre donné soit un carré et
» que leur produit augmenté du méme nombrs soit aussi
» nn carré, ces nombres proviennent de denx carrés
» conséeutifs, »

Clest-a-dire que G étant un nombre donnd, & deax antres

nomnbres A, B, sont tels, qu'on ait ‘

A 4 G =-carré,
B -+ G == carté,
AB 4+ G = carré,

los deux nombres A, B proviennent de deux carrds consé-
cutifs, ‘

En ¢ffet, prenant arbitraicement un nombre & tet, que o
sait >» G, il suffis de prendre ensuite A=a'—G o
= (a-+1}* — G. Caril en rdsulte

A+G=a', B+G= (a1},
AB+G=Ffa(a+ 1} —G]"

'l‘t:l est 1o seus ue rum[ml‘lu Pénened Je l)’lf:l\!mnl(‘-, f]lli

{ 30}
w rismes : La diffivence de deux cubes ast égaje it la
n sanrine f18 rlclu’.‘ autres ('ube;. n '

.Ces propositiens ne sont pas les seules de lear genve que
renferme Pouvrage de Diophante; on en trouve de sembla-
bles dans diverses autres Questions, sans que T'anteur an-
nonee qu'elles soient prises du Recueil des Porismes.

Par exemple :

« Le produit des carvés de deux nombres conséeutifs,
» plusla somme de ces deax careds, fait un nombre carré »
(Question XVII da Livee ITT). C'est le premier cas de Ia
-proposition ¢itée comme Porisme dans la Question V.
» Si un nowmbre ¢st le quadruple moins 1 d'un autre,
w celui-ci, plusle produit des deux nombres, fait un carrd
» {Question XX du méme Livre). :
u. Le carré de la diiférence de deux nombres, plus le qua-
w draple de leur produit, estun carré {Question XX du
» Livee IV). .
» Tout nombre triangulaize multiplié par 8 et augmené
» de Funité fait un carvé {Question XLIV du méme Livre).
» Denx nombres dont Vun est double de V'autre étant
w donndés, le double de lewr produit est un earrd, et ce dou~
» ble produit moins [a difiérence des carrés des deux nom-

» bres forme aussi un carré (Question XITdu LivreVl). »

- Ainsi, wons pouvons dire qu'il existait an temps de Dio-

phante, ‘outre sos cilibres Questions arithmétiques, dont

il ne nons reste que six livres sur douze, un autre ouvrage

sur le méme sujet, recueil de propositions sur la théorie

des nombres, que Diophante appelle Porismes; que ces
propositiens étaient des théorémes non complets, dans
lesquels il restait 4 trouver expression o la valeur des
choses aunoncées, cornme dans les Données; que, puisque

Diophante les appelle Porismes, on est induit & pevser
_que, sans &yre Jes mames gue les Porismes géométriques

d’Euclide, ils appariesaient au wméme geave de proposi-

. {49 )
de ﬁos]o‘m‘s pentparsitee gquelque peo obseur, puisquiln’y
est pas dit camment les aombres proviennent on sont formes
de deux carvés conséeutif, ‘

S‘l cet énoncé ne présentc pas au premier aspect une ana-
Jogie sfxfﬁsame avee les Donndes, on voit aussitdy que la
pf'oposltlon,- tout en restant la mméme, regoit le caractére
d'vne Donnée on d'un Poritme, en admettant Pénoncé sui-
vant: Deux carrés conséoutlfs dtant donnés, ainsi qu'un
uomnbre, on pout trouver deux autres nombras tels ne
chacun d'enz et lonr produit, augmentés dy no:n‘l]}re
donné, soient des carrés.

Dans la Question V, Diophante dit: « On a engore dans
n les Porismes : Etant donnés denx nombres Carrés cor-
n sdcutifs, on peut trouver un troisidure nombre gal qu
v double de la somune de ces deux Premiers plusz tel,
v que le produit de doux de ces nonbres ausinentd 5;."1 rl::
» la somme des denr mémes, soit du !rofsz'éme l;ﬂ b
» fasse un carré. » e

Clest-i~dire que si A et 3 sout deux carrés consdentifs of
qu’on forme le nombre € == {A-+B) 4 2, chacuu des six
autres nombres

[AB-;—(A-_;-B)], [AB+C],
[§C+(A+C)], [AC-+1B],
[BC+ (B+C)], [BC—+ A,

sera un carré,

Cet énoucd consi fore i

\ o tue un them.eme non complet, puis-
r{u on 'y donuve pas la forme des six careds dont on annonce
Pexistence.

Cette propositi ! i 3

proposition a done de Panalogic avee les Donndes

el les Porisines, comue Jes pricédentes,

Il en est de méme encore de In proposition suivanie qron

y - . 2 — !

wenve dans Ta Question XIX : « Nous avons dans les Py

g

(8¢

tons, ayant les nns et les autves lo méme caractére pro-
pre; que les Porismes 'Euclide étaient done aussi des
théordm 2 -
Thdort es non complets ot semblables dans leur forme aux
’onnees, amst que nous pensons Pavoir déja prouvé par
dautres considérations,

. Eu'resume, les passages de Diophante nous paraissent
ournin ‘uu nouvel argument en faveur de_notre systéme sur
la doctrine des Porismes {1).

V. — Yropasitions du Traled des Cannues gdonictrigues de Hassan ben Haithem
. conformes aux Porismes,

Propesition XVIIN. Lorsque denwx cercles connus de
ga‘ann’erfi' et de position sont tangents, et gue l'un est
dans Dintérieur de Pautre, si Pon méne une droite qui
caupe les deux cercles dunc manicre queleongue, le pro-
duiz das’ segments faits par un pomntdu perit cerele surla
partie de cette drolte comprise dans le grand cerele ost au
earrd de la droite menée du point dn potit cercle au point
de tangence des deuzx cercles, dans un Fapport connu,

Proposition XIX, Lorsque denx carcles connus son
tangents el que I'un est dans Vintérisur de Pautra, si lon
tméne au petit cercle une tangente dont Uexirémiré (autre
que le pomnt de tangence) soit & la circonférence du
grand cercle, et qulon jeigne par une ligne droite cette
;xtrém:'té au point de tan gence des deux cercles, le rap-

{1) On saft quo [es Arabies oaa travailia suc Pzoalyse indéterminés daprés
Diophante, dont ils ot waduil et comments Jas Questions arithmétizaes,
Qu dolt ¢roire qu'ils ont nussi eobu te Necuail de Porisnes, qu'il i Ja
Diophante lui-mé&ina au d’un awtrs auteur gree. i est done pernis de proser
qu'en pourra relrouver un jour 1| uelquas traces da cet ouvrago, Nous seriony
heursux que Tespole dune découverte awssi préciouse, auss Importanga
puar Vhistoire des mathématiques, pis fuire endreprendre quelques rechep
ehies daus les manuscrits azabes, rechorches gui, du reste, condniraient in-
failliblewent i beancoup d'outres désoureries.
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part de cette derniére lgne & la tangente el un rapport
connu.

Proposition XXI. Iorsqué deux csreles connus sont
tangentset qua Pun des deux est dans Vintérieur de T an-
tre, si l'on méne du point de tangence le diamétre com-
mun anx dewx cercles, et que par le point ok ce diaméira

~coupe le petit on méne une drotie qui coupe le pelit cercle

en wiesecond point, cette draits {terminée au grandcercle)
sera divisée, en ce point, en deux parties telles, qua le
produit da ces devx parties plus un curré (connu) sera au
carré de la partia comprise dans le petit cerele, dans un
rapport connu.

Propasition XXII, Larsque dans un cercle connu de
grandeur et de position on méne un diamdtre connu de
position et que sur ce diamétre on prend deus points éga-
lement éloignés di contre, st de ces points on mtne denz
lignes qui se rencontrent en un poini de la circonférence
du cercle, la somme des carrés de ces deux lignes sera
-connue,

VI, — Pasiagas de Proclus relalifs anx Poristues,
‘Extrait du Commentaire relatif d ta Ire Praposdtion des Bldinents d'Euclide,

« Porisme se dit de certains probléwes comme los Po-

rismes 'Euclide. Mais il se dit plus pariiculidrement
w lorsque, des choses qui viennent dbtre démontrées, surgit
guelque théorkme que nons n'avions point eu en vue, et
que pour cela on a appelé Porisme, comnme une sorte de
gain qui s'ajoute 4 ce que Yon s'était propesé de démon-
" irer, w

Extrait du Covumcatuire rela tif & la Proposition X¥ &' Euclide,

» Poriune est un des termes de la géomélrie s maisil a

» dewx significetions, Car on appelle Porismes les théors-

(54)
Dannées quise rapportent 4 des propesitions ot 1'on con-
sidére une infinité de choses variables suivant nne certaing
loi, comme dans les propositions locales.

Mais les Donades, u'dtant plas en usage sous leur pro-
pre nom, demsnderaient elles-mémes une définition. I}
sera done plus simple et plus conforme & Pessenge des
chaoses de définir directement les Porismes, d'aprés lenr
— garactire propre et abstraction faite de 1'idde primidve de
Donnde, ' .

Nous reportant su sens bien défini que nous avons attri-
bué & Yexpression de rhéordme non complet, nous dirons

que: .

Les Porismes sont des théordmes non complets, expir-
mant certaines relations entre des choser wariables sui-
vant nne loi commune; velations indiquées dans Pénoncé
du Porisme, mais quil fant compléter per la détermi-
nation, de grandenr ou de position, de certaines choscs qui
sont la conséquence de I'hypothdse, et qui serajent déter-
mindes dans 'énoncé d'an 1héoréme proprement dit ou
théoréine compler.

Sl ne fallait pas introduire dans {a définitien des Po-
rismes, pour les distinguer des Données, 1a condition d'une
infinité de choses variables, comma dans les Licux, on

-pourrail dire simplementgue: Le Porisme est une Proposi-
tion dans laguelle on énonce une véritd, en o {firmant qu'on
peut toujours trouver certaines choses qui la complétent,

Onue peut mangner de remarquer que cetle forme de
théorémes nan complets tend 4 devenir le caractére le plus
général des propositions dans besucoup de parties des Ma-
thématiques actuelles; qu'il ¥ a doue & cet égard une ana-
logie incomtestable, qw'on élait loin de soupgonner, entre
tes Porismes d'fuclide o5 Ly phieart do nos wranasitiang
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nies ui résulient de Ja démonstration dlanwees thdorémes
comine un gain inaiendu et dont profite le géomélre ; ct
on appelle aussi Porisuies dus propositions gui n'ont pas
pour objet ni une sunple construction, ni une siinple

démonstration, wnais o i faut trouver quelque chose.

» Qulon démontre que dans les triangles isockles les
augles ala base sont égaux, on acquerra la convaissance
de ce gui est. :

» Qu'en divise un angle eu dews parties dgales, ou qnon
consirnise un triangle, on qu’on ajoute ou retranche une
ligne, iout cela’ demande une construction.

» Mais qu'il s'agisse de trouver le centre d'un cerche
donné, on la plus grande mesure commune & deux gran-
deurs commensurables donudes, toures les guestions de
ce genre tenaent en quelque sorte lo wilieu entre les
Pyoblénes et les Théorémes, Fn effit, il ne sagit pas
fa de ta construction; ni de T considération puremient
théorigue de clhoses eherchées, mais de lenr avquisition :
car il fant les présenter & la vue, les metwre sous les
yeux. Tels sont les Porismes composés par Enclide et
qu'il a réunis dans ses Livres de Porésmes. Mais nous ne
dirons rien ici des Porinnes de cetie espice,

» Quant aux Porisines qui se trouvent dans los Eldmenis
d'Euelide, ils se présentent conune conséquences des
démonstrations d'antves thiordmes, quoiqu'ils n’aient pas
é1é le snjet de ces démonstrations.. ... »

Ce qui suil se rapporte aus corollaives dus Eldments
JEuclide,

t 3
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§ VNI — Nouvelle définition des Porismes, — Ientité de cos projw-
gitions, quant i feur forme, avee la plupart des propositions do la
Géamdirio moderne,

i..

D'apiés ee qui précide (§ VI, 1}, les Porismes sont des

maoderies. Quelgues exemples vont metire cette analogic
en parfaile évidence,

Soit celte propesition : SI Pon prend sur le diaméire
Lun cercle devx points qui divisent ce diamétre harmoni-
quement, le rapport des distances de chaque point de'la
virdonférence & ces denx points sera constant,

Que T'on dise que ce rapport est donné, ee qui ici signi-
iera 1a mnéme chose que constant, on énoncera un Porfsme
dans le style méme d*Euclide.

Pour qite la proposition fitt un théordéme proprement
thiz, comme ceux quelon rouve dans les Eléments d'Eu-
clide, dans es Coniques d'Apollonius et dans les ouvrages
d’Archimede, il faudrait faire connaitre dans ['dnoned
méate la valeur de cu :;appun constant et dive qu'il est
€gal au rapport des distances des deux points & une deg
extrémités du dlaméive sur lequel ces points sont sitds (1).

Dans un eercle, Fangle sous leguel on woit, du centre,
lz partie de chague taugente comprise entre denx tan-
gentesﬁxes, est constant,

Qu’on dise est donné, ce sera un Poristnie.

Mot que T'on dise que cet angle est égal & celui quele
rayon mené an point de contact d'une des deux taugentes
fixes fail avee la droile muenée du centre an point de ren-
coutre de ces deux tangentes, on dnoncera un théordme
proprement dit on conplel.

LDans Phyperbole le prodiit des segments qu'une tan-
gente fait surles asymptotes est constand. i

Qu'on dise est donnd, on rveconnaitra aussitdt un Pa-
risme. Mais que T'on dise que ve produit est égal & la somme
des carcds des denx demi-axes de Ja courbe, on énoucera
un théoréme.

La Géométric moderne offve une foule d’exemples sem-
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Blables de 1htéorémes non complers, qui sont de véritables
Pordismes selon la conceplion d'Euclide, sinon enapparence
i cause des différences de style, du fmoins par la nalure
méme de L proposition ot Ton a & démontrer Pexisience
d'une chose annoncde, et & tronver {savs invention) la
maniére d'éire, telle gue la grandewr ou la position, de
cette chose (1).

Ce qui précéde nous parait donner une idée bien neste
de la doctring des Porismes, et le véritable mot de celte
énigme qui depuis sj lougtemps occupe les gédométres.

Nous y trouvons aussi l'explication d'en [roint assez cm-
barrassant de 1histoire des Ma!hématiqites : eet ouvrage
qui, selon Pappus, renfermait une foule d'apergus fécr;:nds,
utiles et presque udcessaires pour la culture de 1a Géomé-
trie, aurait disparu sans que rien en edt remplacé les théo-
ries dans la science, de sorse que de nos jours il y serait
absolument diranger.

Bien loin de 14 : Pouvrage d'Buclide n'est nullément
diranger & nos Mathématiques. Au -contraire il semble
gu'dlles en aient recu Vinfluence, je ne dis pas quant a
leur orizine, le livre était perdo, mais quant & lear forme
actuelle; et en réalité nous faisons journellement des Po-
rismes, & notre insu. .

Cette forme de nos propositions, que nous pouvons dire
non complétes, en égard aux théorémes des Anciens, et
qui se tronvent ainsi débarrassées de déterminations par-
fols compliguées et sans utilitg, nous parait &ire un progrés
réel searla scienee y troive un degré de siroplicité et d’ahs-
traction qui facilite le raisonnement et 1a combinaison des

vérités mathémaliques entre elles,

ui.

En eoustatant la Jistinetion qu'Euelide avait élablie entre

) Voir [a nota e 1a p, 15 eimdesing.
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de tel point variable est une seelion counigue. Ce somt
donc des Lieux, conséquemment aussi des Porimnes. La
derniére de ces propositions contient Ia propridid de la
Directsice dans les sections coniques, en ces termes : Lo
licu d'un point dont les distances & una droite donnée
da position et & un point fixe, sont entra elles dans une
raison donnée, est une section conigua: parabole si la
raison est Punité, ellipse si elle est plus grande qua Uu-
nité, et hyperbole si elle est plus petite. .

Ces exemples font voir, comme nous V'avons annoncé,
que la distinetion qu'Euclide avait éuablie entre les théo-
rémes d'une part, et les Donndes et les Porismes &autre
part, edit-elle é16 jamais observée dans la pratique, je veux
dire dans la culture des Mathématiques, pe I'était plus au
temps de Pappus, et que toutes ces propositions pouvaient
&tre confondues indistincternent sous la senle dénomination
de théorémes.

§IX. — De l'ntilité des Porismes pour la résolutibn des problémes.

Pappus dit que les Porismes d'Euclide étaient ndees-
saives pour la résolution des problémes, Nous avons déji
vu {§TI) qu'a raison des matiéres qui formaient le sujet des
trois livres de Porismes, cer ouvrage devait &ire extréme-
ment'utile péur les progrés géndraux de la Géoméirie; mais
il s’agit iel d'unewtilité spéciale ponr la résolution des pro-
Dblénies, Voiel comment nous concevons cette utilité,

Clest que la recherehe d'un Heu géométrigue délerming
par certaines conditions exigeait le secours de quelque Po-
visme. Car il fallait conclure de ces conditions une autre
expression du len qui fiur déja connue, et ¢ui par consé-
quent fit counatire la natnre du liew, snjot de la question.
Or dest Yo passage d'une expression du Hou & une antre ex-

pression gui esigenit un Dovisme.
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les théorémes proprement dits ou théorémes complets d'une
party et les Donndes ot les Porfsmes, Qautre part, nous
n'entendons pas dire que dans une composition mathémati-
que on ait toujours dit donner A chaque proposition l¢ nom
spécial qui lui dtait propre A ce point de vue, Nous croyous
qu'au temps de Pappus les gdométres et Pappus lui-méme
négligeaient cette distinction de noms,

En eflet, d'abord il est 4 remarquer que Pappus douna
lenont commun de Tatonkses aux Donndes, aux Porismes
et aux Lienx, dans ses Notices sur ces trois classes de pro-
positions; car il dit.que le livre des Donndes contient
9o ratonrkyes, les trois livees de Pordsmes 17, et les denx
Yivres des Lieux plans d'Apollanius 147.

Secondement, on ne trouve dans le recuell étendu des
Collsctions mathématigues ancune proposition seus le titre
de Porisme, et e crois méme aucune sous celui de Donnda,
quoique plusieurs propositions sient pu &tre regardées les
uues comme des Porismey, les aulres comme des Données,

Ainsi dans le livre IV, la proposition VI{ ainsi énoncéa
8iles guatrs ctés d'un quadrilatéra ABCD sont donnés,
ot si bangle B est droit, ln dingonale BD est noxnés, est
incontestablement une proposition appartenaut i la classe
des Donndes. 1l en est de méme des denx propositions ¥IIT
¢eIX du méme livre, :

Dans Ie livre VII, a proposition CCXXVIH {qui est un
des lemmes relatifs anx septi¢me et huitizme livees des
Coniques d’Apollonius) appartient aussi & la classe des
Dounées; carelle porte que : Quand la somme des carrés
de deux lignes et la diffirence ides mames carrés sont
donndes, les deux lignes sont vonngxs.

Lesquatre propositions CCXEXX V-CCXX X VT  du méme
livie VII {lemmes velatifs aux Lieuxr & Jo surface &'FEu-
clide}, sent tout & fair semblables, quzst aux énoncéds,
aux Licwx plans & Apollonius; elles expriment que le len
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- Par exemple, demande-t-on le lieu d'un point dont les
distances & deux points fixes solent entre’ elles dans un
rapport donréP On démontrera qu'il existe, Cest-a-dire
que 'on peut trouver, (sur la droite qui joint les deux painis
dovnés), deux antias points tels, que les droites menées de
ces points & chague point du lNew cherché font entre elles
un angle droit. Proposition qui constitue un Porisme, et
de laquelle on conclut que e licu est un ceccle,

Souvent une question de Heu pourra se résoudre.par plus
d'vn Porisme.

Ainsi, dansla question précédente or démontrera, 'hy-
pothése restant Ia méme, qu'il existe, on qu’on peut tron-
ver un certain point ot une longueur de ligne tels, que ln
distance de chague point du liew & ce point sera égale &
cetie ligne.

Ce sera 14 un Porisme. Et You en conclura la connais-
sauce conmpléte du lea cherché,

Oa vaolt par cet cxemple comment on pest coucevoir que
toute question de lien, ou probléme local, obligeait de pas-
ser par un Porisme. ’

Cente marche est dans la nature des choses et subsiste
dans Tes Mathématiques modernes : quelque méthode que
V'on empleie pour résondre un probléme de Zier, on peut
toujours y apercevoir un Porisme,

T en est ainsi notamment dans le procédé général de so-
tution foudd sur M'analyse de Descaries, qui condunit & une
équation fiuale entre les coordonnées x, 7, d'elt se conclut
le tien cherehé. Car ectte &quation eonstitvte un véritable
Porisme.

En effer, que cette équation, rapportée 4 deux axes ree-
tangulaires, soit, par exemple,

x ax pyt- by = ¢

elle exprime qu'dtant pris arbitsairément deuy axes yow-
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wangulaives dans be plan de la fignre, on pewt déteriner

deux longueurs de lignes a, b, et un espace ou reclan-
glac, tels, que la somme des carrés des distances de chague
point du licu aux: denx axes, plus les produsts dz ces dis-
tances par les deux lignes a ot b, Jorment una somme
égale au rectangle c.

Fropositien qui eoustitue un Porisme 3 1a manidre d’Ea-
clide, sauf les expressions moderaesquienabrégenténoncd,

Les Anciens n'avaient pas une pareille méthode géndrale
a laguelle ils pussent ramener 1outes Les questions de Lieux,
Par conséquent, on congoit qu'ils ont di néeessairement
chercher & muliiphier les expressions différentes de chagque
Hen, ¢'est-b-dire de chaque courbe, y compris aussi les
licux 4 la droite, et chercher & passer d'une expression i
chacune des autres. Ce qui se faisait toujours par un Po-
risme, comme nous Pavons dit,

EeTraitd des Porismes d'Euclide était donc une eollection
de propositions sevvant i passer ainsi d'une cxpressioli
comue d'un fen 3 une autre expression du méme liew, e
plus géndralement servant 3 passer des conditions connues
qui délerminent un systéme de choses vapiables assujelties
A une loi commune, & d'autres conditions déterminant los
mémes clioses variahles. :

Fous nw'entendons pas dire d'une manitre absolue que
tel était 'objet de tous les théorémes d'Euclide sans excep-
tion, mais seulement que te! érait lenr caractére géndral
et le but qu'Fuclide s'était proposé en ajoutant au Traité
des Donndes celui des Porismes, comme second complé-
ment des Eléments ot provision de ressources pour la cul-
ture de la Géométrie supérieure, et spéeialement pour la
résolution des probiémes, :

Quant anx levr, Buclide w'a traitd, dans ses trois livres
de Porismes, que de la drvite el da cercle, alnsi que le
diy Pappus, et comme e prowvent ses 38 Lewmmes qui ne
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» les différences des résullats ou des choses cherehées, »
De sorte que chaque genre sapplique A des hypothéses
qui peuvent &tre irés-varides. C'est ainsi que Jes XXIX
genres résument les 171 théorémes que contenait le traits
des Porismes.

1l estd remarquer que Pappus a fait du livre des Don-
nées d'Euclide une analyse assez semblable, dans laguelle
il déerit, en termes encore plus généranx que pour les Po-
rismes, le caractére des différents groupes de propositions :
i} indique le nombre des propositions de chaque groupe,
mais sans faive connailre aucune propasition en particulier,
Cette analyse aurvait pu servir & rétablir conjecturalement
les quatve-vingt-dix propositions du livee des Donndes, si
cet ouvrage ne nous était pas parvenu. Il est & regretter
que Pappusn'ait pas compléié son analyse des Porismes en
¥ ajoutant, camme pour les Données, le nombre des pro-
positions de chague genre.

Les Porismes, doul nous rappelons ici le caractére essen-
tiel, sont des propositians dans lesquelles it y a certaines
choses variables, comme dans los propositions Jocales; et
‘c’est une relation entre ces chases variables {points, lignes,
segments, ele.} et les choses constantes qui constitue les
PrDPDSIUOus-

Prenousquelgnes exemples des genresdéerits par Pappus.

Tel point est situé sur une droite donnée de position.

Cela signifie qu'un point variable & pour lieu géométri-
gue une droite dont la position est déierminde en vertn de
Yhypothése ou des dounées de la question.

On peut eroire que cet énoncé comprend toutes les pro-
positions de Feux qui se wouvalent dans les (roia livres
d'Euclide ; car ces lieux ne ponvaient btre qu'a lu droire et
au cercle; et Fou ne trouve pas dans les huit genres spé-
cianx au III* livee ui dads aucun de ceux qui les pre-
ctdent, un senl énowed qui exprime un fex au cercle, tel
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se rapportesl qu'a des fignres vectilignes ot au cercle, Kt
quant & ceax des Porismes gni ne concernent pas dles pro-
positions locales proprement dites, on vait par plusieuss
dnoneds de Pappus, duat il sullit de citer celui-ci, du I Li-
vre : « Telle droite passe par un point donné » et les wois
dorniers dn Ll Livee, qo'il y en avait, méme de trés-varids,
dans Pouvrage d'Fuclide. Notre restiiution de ces trois li-
vresen comprend anssi un assez grand nombre.

§ X. — Ohservations ot éclaircissements préliminaires au -sujet des
XXIX geares de Porismies déerits par Pappus., — Ordre qu'on sui-
vra dans le vétablissement des trois Livees d'Euelide.

L'onvrage d'Huclide éiait en trois livees et contenait
171 théorémes.

Pappus comprend ees 141 Porismas sous XIX énoteds
qu'il appelle genres, dont 15 appartiennent au I livre,
6 auIl* et 8 auTH". Il ajoute que les 15 genres du I k-
vre se retrouvent daus le T1* avec les 6 propres & ce Jivre;
ct de mdme, que ces 21 geares entrent dans le TIT* livre
avecles 8 nouvesux. X dit que Ja plupart des Porismes de
ce 1HI* livee se rapporient au demi-cercle, et quelques-uns
au cercle et anx segmenis, Ce qui indique que les deux
premicrs livres ne roulent que sur les figures recrilignes.

Dans chacun des XXIX énoneds, hormis le premier qui
forme une proposition compléte, Pappus ne déerit que
les choses cherchées, en omettant les hypothéses qui, dans
Vouvrage d'Euclide, donuaient lien anx propositions. Ce
sout ces choses cherchdes qui constituent les genres. Alnsi
il dit: a Voici les genves des choses cherelides dans les pro-
» pusitions du I** fivre, » :

1 a dit plus Baut @ « Ce west pas par les différences des
5 hypothéses quiil faut distinguer les Povismes, mais par
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yue le lien & la droite cidessus. 1] faul en conclure que
Jes Porismes relatifs au cercle dans Pouveage d’Euclide
cxprimaient des propriéids communes A tous les poinis de
. 1y L .

3 3 9 v 3]
la circonférence, sans avoir la forme d'énoncé d'un len
proprement dit.

Nous devrons nous cunformer a cetle indication,

Telle droita passe par un point donné.

Il g'agit d'un systéme de droites assujetties & une méme
lof et qqui passent loutes par un méme point donné virtuel-

: *est-a-di it conséquence
lement, c'est-d-dire dont .la position est une g
des conditions de la question.

Ce genre comprendra un assez grand nombre de Porismes
diflérents, qui se 1rouveront indistinclement dans les rois
livres.

Telle droite est donnée de position.

1 s’agit d'une droite qui n’est pas considérée comme
Feu d'un point, et qui satisfait & cortaines conditions con-
cernant des choses variables. Par exemple, ce sera une
draite sur laquelle certains angles interceptevont des seg-
meuts égauzg, oa une droite avec laguelle coincideront les
diagonales de certaines figures, ete. | .

Ces genres de Porismes, que nons venons de citer, sont

wés-simples, et les choses cherchées y sont judiqudes ex-
plicitement. Mais dans d'anires quesiions les choses cher-
chées sont muliiples el peuvent n'dtre pas toutes indiqudes
explicitement, quelques-unes restant sous-entendues. Alors
il peut y avoir iucertimnde et U'énoncé pourra s'entendve de
plusieurs manidres.

Prencns celui-ci, qui formele XV gonre :

Lelle droite fait sur deux autres droites donnéer de

position des segments dont le rectangle est donné,

Il s'agit Q'une dreite variable do position qui'forme sur

deuy droites fixes deux seginents dont le rectangle est con-
stant; la valenr de ce rectangle est doande virmellemens,



(64)
cest-i-dire quielle est uneconsdquence de I'hypothése, qu'il
faut déterminer.

L'4noncé est susceptible d'un’ autre sens. On peut sup-
poser que les origines des deux segments sont deux points
donués de fait, et que les donpdes virtuelles, c'est-d-dire
les choses que I'on a & trouver, sont les directions des denx
droites fixes mendes par ces points, et la valeur du rec-
tangle coustant.

On voit par cet exemple cormament un mime énoncd
pourra se priter & plusicurs interprétations dilférentes qui
produizont ainsi une sorte de subdivision des genres des
Porismes.

L

Nous grouperons ensemble, dans chaque livre, les Poris-
mes d'un méme genre, pour nettre uu certain ordre dans
un $i grand nombre de propositions si diverses, et faci-
liter le jugement que P'on partera sur ce travail de rétablis-
sement, Mais nous n'avons pas de raison de penser qu'Fu-
clide se fit assujetti & cet ordre d'une maniére rigonreuse,
car it n'aurait pu Vobserver wout au plus qu's V'égaid des
propositions d’'un méme livre, puisque les genres du
Itr Livre se retrouvent dans le II°, et ceux du I** e du II®
dans le THI=,

Pourquelques propositions senlement nous nous sommes
gcarté de Pordre que nous venons de tracer, Nous Jesavens
P]acées 3 la fin du T livre: ce qui simplifie la démons-
wration. Car elles sont ainsi préeédées par ceriaines autres
dont elles pouvaient se conclure aisémeut.

KNous nous renfermerons sirictement dans les énoncés de
Pappus, c'est-d-dire dans les XXIX geores quil a déerits.
Cest pour cela gu'an ne trouvera pas dans notre restitwtion
des trois Vvres &' Euclide de lewr au cercle qui poucraient
pourtant s¢ présenier en grand nombre dans un Traité des
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Ju 1 Livre. Nous eroyons, au contraive, queles premiors
Porismes dans Vouvrage d'Euoclide diajent kes dix cas dela
propasition des quatre droites. Plasteurs raisons nous seni-

blent Pindiquer. D'wne part, Pappus dit, comme nous Fa-

vons déja fait observer plus haut, qu'Enclide a placé ces
propositions « su commencement du I Livee », 11 est vrai
yue le premier des XV genres qui résument les nombreux
Torismes de ce Yivre comporte des propositions diflérentes;
mais Pappus ne dit pas que ce I genre renferme pricisé-
nent le premier Porisme, De sorte que ce passage n'jufirp:
pas eelui qui le préeéde et qui serait formel, sile texte ot se
lit le mor « commencement » n'oflvait une lacune.

Mais, d'autre part, et indépendamment de ce molif, une
-raisen tirde des Lemmes de Pappus relatifs anx Porismes
nous a para tout i fait décisive.

Pappus présente le premier Lemme comme s'appliguant
:au premier Porisme, et lesecond Lemme au second Porisme,
et il v’y a plus de mention semblable pour ancun des autres
femmes. Or ces deux Lemmes conviennent si naturelle~
ment & deux vas de la proposition des quatre droites, gu'on
peut dire qu'ils ea sont Pexpression immédiate. De plus, it
e est de mvéme des cing Lemmes qui suivent les deux pre-
micrs 1 cest-d-dire qu'on en conelot aussi jmmédiavanent
cing autres cas de la mine proposition. Les trois cas qui
complétent les dix se démontrens sans le secours d'aucun
Lemme avec une trés-grande facilité, Nous n_;outerons que
fes Lemmes qul viennent npres ces sept premiers trouvent
leur emploi nawrel pour la démonstration des Porismes
appartenant aux genres successifs du I Livre; e1enfin,
(e ces sept premiers Lenunes, desquels rous déduisons

sept cas de Ja propositien des quatre droites, n'ont pour

la plupart, les dunx premiers votamment, aucun usage
«dans les démonsirations des autres Porismes.
H semble done vésulter, avee quelque cortiinde, de cos
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Parismes. Toutelois, Jes propriéids dn cercle, que daus
d'antres circonsiances an exprimerait par des propositions
de Yieux proprement dites, entreront soas des dnoneds dif-
férents et1onjours conformes aux genres déerits par Pappas,
dans notre I1I° livre, o clles seront assez nombrenses.

Les dix Porismes qui forment les dix cas de la proposi-
tion des quaire droites sont du genre des Fewr & la droite :
cependant, comne Pappus dit qu'ils se trouvent au com-
meneement du [ Livee, et qu'il en parle d'une manidre
particuliére, nous les avons placés les premiers et en quel-
que sorte hors ligne, sans les comprendre dans le genre
des liewx & la droite, qui n'est déerit que le second.

Le genre déerit fe premier par Pappus est le Parisme
énonecé d'une manidre compléte, on il s'agit de trouver une
droite et sur celte droite nn point qui seva Torigiue de seg-
menls en rapport donnd avec d'anlres segnienls.

On pourrait, i la rigueur, rattacher ce Porisme au
T genve dnoucé zinsi @ Telle droite sst donnéa de
;Jost'rz'bn. La recherche du point fixe sur cette droite serait
une condition implicite, comme nous l'avons dit ei-dessus,
Mais sans nous arcéter A incertitude qui peut naltre ici, et
pour nous conformer strictement au lexte de Pappus, nous
vegarderons le Porisme dont il s'agit, comme formant le
I:* genre du B** Livee. Pappus, cn reproduisant par excep-
tion eet énoncé lont cntier, peul avoir en 'intention de
donmer un exemple taul de la forme la plas commune que
du earactdre et de la nature des Porisiees, Car celui-ci nous
parait &tre, & certains égards, camme nous !’ cxplsquerons
tout & 'heure, une sorle de type de nombreuses proposi-
tions des trois Livres.

Simson a pensé que ce Porvisme éait le premier {1}

() M Pintitule : Prop. XXUI. Quims est Porisma 1 Lih. T Porismatum En-
clidis. (Opera quadam reliqua, ete., p. fo0.)

5
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raisong toutes concordantes, que les dix cas de la propod-
tion des quatre droltes formaient les premiers Porismas
dans 'ouvrage d'Euclide, )

§R1. — Anaiyse des XXIX genves do Porismes. — Espression slué.

briquades gonres qui comporient des relations de segments. — Autres
genres qui e rapporient aux mimes matidres.

L.

Le Porisme qui constitue le I genre, et dont la descrip-
tion est sufilsamment compldte, peut dtre regardé comme
mne espéea de iype commun i nombre d'énoncés de Poris-
mes. Mais c'est senlement 4 plusieurs cgards, comme pou;
Pavons dit; et il ne sagit que de certaines circonstances 4n
r hypothese, qui peuvent se répéicr dans dillérents genres.
1l est en effet trés-faciie de voir gu'on satisfait 4 la plupart
des genyes par des propositions dost les hypothdses varides
contiennent cependant des dldmeins semblables, saveir
Deuzx droites qui tournent antour de dewx points fixes en sn
coupant toujours s uns droite donnée de position, et qui
font sur dewx autres droftes fixes, ou sur une seule, deur
Segnients quiont entre sux une certaing relation constants.,

Ce seront les diflérences entre ces relations constantes fui
donneront lieu anx différents genves.

Mfais la T1* Livre présente un caracibre spécial : c'est que
parmi les six genres qui 8’y rapportent, il y en a quaus
an moins dans lesquels les segments considérds sont ndze:
sairement formés sur une seule droite : pour les deux
anlres genres ces segments penvent éire formés indilléres-
ment surune seule ou sur denx drottesy tandis que dun
genres du I** Livre, hormis deux ou trois peut-tire, les
ments paraissent bive formds toujounrs sur deux droites,

Sans nul doute Jes relations générales-entre les segmerz
formés sur deunx droites out lieu de mdme sur une :
drolte, puisquon peut supposer que les deux droites, 2
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dordinaire sont donndes 3 priori comme faisant partie de
I'hypothése, soient coincidentes. Mais ce cas particulier
donne lieu & de nouvelles relations, 'une antre forme, dans
lesquelles entre le segment compris entre les denx points
variables, Or ce sont ces relaiious spéciales qui nous parais-
sent faive le caracibre propre de quatredes six genres atiri-
buds par Pappus an I Livre.

Dans lo II1* Livre on a encore & considérer, dans beau-
coup de propositions, deux dreites tournant auteur de
-deus points fixes ot formant, soit sur denx droites seit sur
une seule, des segments entre Jesquels 3 exisie des velations
semblables 4 celles des deux premiers Liyres. Mais ces rela-
tions ont licu dans le cercle: les deux points fises sont puis
sur la cireonférence méme, et les denx droites qui towrnent
autour de ces points se coupent sur celte circonférence, an
lieu de se couper sur une droite, comme dans Jes deux pre-
miers Livres. It y a en outre, dans ce I* Livre, divers autres
genres relatifs an cercle.

Presque toutes les relations de segments, sinon loutes,
des deux premiers Livres, sont de celles qui expriment que
deux points variables sar denx droites om sur une seule
forment deax divisions homographiques. Ces velations sont
-des équatious i deux, a trois, & quaire ou A cing termes.

.

Pour qu'on en juge, nous allons présenter nn tablean
-des XXIX genves déerits par Pappus, en fixant par une
équation le sens que nous atiribuons & é!mqm: Snoneé ol
-cntre une relation de segments,

I Livre,
Genres.

Am
I m:l {1}.

(1) Los lotiros ry o, w2, M, p, " dasignont dass les Torinoles qui yond
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I Livre,
Ganres,
’ Am. B'at’ 4 v e .
XVL ‘—TT;',-T—— = p. Divisions homographiques sur
une droite,
XViL Am.B ot

mm
une droite.
XYL (Ao --Bm) (C’:ﬂ' ~ D' m')
SN
mographiques sur une droite.
XX Ant (B o' 4+ 1.0 0y + Dm 3 E
) mm'
homegraphiques sur une drotie.

Am.B'm' 4+ Cm,D'm* . .
XX. ;—m " = . Divisions homographi-
ues sur deux droites.
q

XXT. Im.Fm'==v. Divisions homographiques sur deux
droites,

— = Divisions homographiques sur

=yp. Divisions lLo-

== . Divisions

11l Livre,

Aw B wm

XXII. Em o7

deux droites ou sur une seule,

==L Divisions homegraphiques sur

—_—1

XXHL 22 = .
B
XXIV. Am. V' ==p. Aud.  Divisions homographi-

~  ques sur deux droites on sur une seule,
XXV, Om =p.Dp.
XXVI. {Am 4 Bm?l. Cnt
mm
ques sur une droite,
XXV, Un point duguel on peut mener deux droites
{variables) qui comprennent un triangle donné d'espéce.

= g. Divisions homographi-

{ 69}
Geores.
1. 'Fel paint déerit une divite denude de position.
Am Sm
Y, e =1 i i
v Am =)
T T

V. Telle droite est donnde de posilion.
VI, Telle droite passe Par un poiut dound,
Am

\1[. W=1'
" Am
VIL s =1
II P A
Ao Y ! Lo .
IX. m:l. Divisions homographiques sur deu:;
droites.

R C .
o Vm. T == v+ p.ound. Divisions homograp]uquus
sue nne droile,
.
XI. Enoncé incomplet.

X1, Aut ). Bt Amo-)1.Bw

Gm = [y =
Am 4 ABa’ Am 432 8 '
[y e C e =

Divisions en parties propartionnelles sur dewx ou sur trois
droites,
X Am.Op=A'nd Oy

Aut - Bm ) .
X1V, o — == Divisions vu parties proportion-

nelles sor deax droites.
AV, Im.Tnf =v. Divisions homographiques sur deux
droites.

suivre des points varialiles. Ce sont, cu gpindral, los extrémitdn des sogments
entve lesquels ont Hoa Jes velationd qui nous paralssent répaadre aux énon-
cés de Pappus, Les lottres &, RB,._. désiguent des points tixes, origines des
segmenls; ces points sont donnds, de fait ou virwetlement, Huli, 3, .,
représentent des lignes, dos espaces, ou des rapports conslams, qui soak
ansst donnes, do fail ow vielzelemend,

_ {7e9
Genyes.

XXV Un point d'ud pacteat dens droites {vaviables}
qui interceprent des arcs deaux.

XXIX. Un point par ob passe une deoite faisant avee
tedle autee un angle dound, .

On. remarquera qu'indépendamnent du 10 genre dont
nous avens fall ressortir Te caractére, wualre genves, 11§,
'V, VIL VUL, sermblent exprimer une mime chose, savair,
yue le rapport de deux Kgnes est constant, On Pourrait
done eroire an premier abond qu'il y a ici confusion, par
suile de quelque eereur dans e texte, Mais il existe des
dillérences notables dgus les expressions de Pappus, et il 4
e eerlainement en yuc des propositions qui ne sont pas.
identiques, notansment quant aux choses yjue P'on cherche,

Ainsi nous pewsons que, dans iz 1I* genre, on cousi-
dére des segments dont les ovigines sont connues, ¢l que
Pon a simplement & dénontrer da constance du rapport
entre Jos deux separents variables, et 4 touver fa valenr de co
rapporty qie dans le VI, qui sewble avoir la.mdme dqua-
tion, une seule origine est donnde, et que les choses cher-
chées sont la seeonde ovigine etla valewr duvapport constaut,

Le IVe genve diflere de ces deux-la, en ce qu'on n'y
considdére qunn segment complé i pativ Fon point fixe,
etque Iautre seguient est Uabscisse comprise entre les deux
points variables,

Dauns Ie YOI genre, Pune des deus droites variables
donut e rappurt est eonstant w'est pas un segment compié
sur une drotte fixe, mais bien uae oblique on une puerpen-
diculairve abuissée d'an point variable sur wne dreoite donnde
de position.

. Ces quatre genres sont done dilférents. Ils enhrassent,
dans leurs applicatious, une foule de propositions relatives
aux points homologues de deux droites divisdes en prarties
proportionnelles, Hs donnent lien aussi & ditlérenis autres
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Porismes dans lesquels les deux lignes qui sont en rap-
port constant, parvient de deux points ou d'un sen! dans
des divections variables ; par exemple, ce seront, Jdaus le
IOI"* Livre, deux droites qui aboutissent & chaque point
d'une circonférence de cercle,

Il — Autves genres qui ne se trouvent pas dans les Porlsmes d'Euclide.

Nous venons de voir que la plupart des relations de
segments qui font Je sujet d’un grand nombre des Porismes
d’Enclide expriment que deux séries de poinis sur deux
droites, ou sur une seule, forment deux divisions homogra~
phiques.

T} existe plusienrs antres relations par lesquelles on reprd-
sente les mémes divisions etyul par conséquent aurajent pu
s¢: trouver dans I'onvrage grec,

D'ahord I'équation

a ==k Am

TEa
dans laquelle a est une ligne donnds, do fait on virtuel-
lement, exprime deux divisions en partics proportionnelles,
sur deex droites ou sur une seule, ot donne lien i dassez
nombreax Porismes,

Ensunite quaire auires exprimeront chacune deux djvi-
sions homographinues géndrales, faites sur denx droites oun

sur uoe seule:

{a-rd Am)Bal gy
Bm &
{a+l.Am]B’m'+1_ .
T Am T
a. A Wil 4+ 8. Bm.Cnf = Bowe, ',
(Am—l—Bm)C’m' _
TTTTGm T

Les dews swivantes résultent de dewx divisions {aiies sue
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trois catdgorics : ud sean relatify
7 s¢ rattachent aqy rapport havmon
3 coneernent le copele,

Des 23 Lemmes relagfs & des figures rectilignes, ¢ on
pour objer le quadeilaiire coupé pay une transversale;
6 D'égalitg des rapports anbarmoniques de deux Y5
tdnes de quatre points qui proviennent des intersections
de quatre droites fssues d’un mame point, par denx autres
droites; 4 peuvent &ure considérds comume exprimant une
propeidté de Ihexagone insesit i deny droftes;
nent Ie rapport des aires do deux triangles qui out deuy
angles dgaux ou supplémcnlairus; 4 aulres ge rapportent
A certains systémes de dryites e nous délinirons plus
loin; et enfin le dernier est un cas du probléme de la se.
tion de lespace.

Nous allons essayer de faire connaitre dans Panalyse suj-
vante le caractére particulier de chacun de ces XXXvI
Lemmes, qui tous, plus ou moins, nous serant utiles,

Les Lemmes T, IV, ¥, VIe vin {propositions 127,
£23, 130, 131, 132 ot 433 du VIF Livees Jes Collections
mathdmarigues de Pappus), qui oot pour obijet Je quadri-
latére coupd par une transversale, contiennent chacun unpe
relation entre les segments que les quatre cdtds ef Jeg deux

diagonales du quadeilatére forment sup
considérda dans des positions ditléprentes,
Dans le Lomme IV {proposition 130)

i des figures ectitigues
ique de gnatre poiuts, ¢t

2 don-

celte transversalg

2 L transversaly

7]

2 une positien tucleondque, e la velation démuntrde e

(73]
une wdme droite, comme Vindigue le segment wen;
(a+'A.Am}B'm' +Am
am’
{a@+3.Am) B o’ _
e

fut]

Ces diverses équations donneraient Jicu, si I'on voulait, i
des Porismes qui, par 2 nature des mati&res, feraient suite
aux trois Livres 'Euclide.

Tous ces Porismes sont trds-propres i faire le sujet
d'exercices pour les jeunes géomdires, d’auntant plus qulils
appartiennent aux théories qui forment les bases de 1a géo-
mélrie moderne. Euclide n'a traiié que de la ligne droite
et du cerc!-e; mais ba plupart de ses Porismes s’ érendent avee
la mtme facilité 4 In thdorie des sections conicpues (1) et &
des spéculations ultérieures. .

Cn ne pent se refuser, je crois, a reconuaitre icl cfomlncn
Pappus avait raison de dire que Fouvrage d'Fuclide ren-

fermali les gevmes d'une foule de choses d'une invention in-
génicuse et d'une étude agréable et nécessaive.

§ XTI~ Apalyse des XXXVHI Lemmes do Pappus refatits aux
Porismes (2). ~ Coroliaires des Lemmes II[ o1 XJ.

Les XXXV Lemmes de Pappus se peuvent classer en

(1} Aprés avoir doned, dans P-’.uﬂ'g‘l‘l ."ciuori?u:(p. 130} d_eux Torismes
gladiaex qui compresnent parmd feuis consdquences multiples |.En.lrég.-
grand nombre do Porismes d'Euciide sur les Jiguses coctilignes, jai ..fall.
voir qu'l) existe aussi dans Ia thdgrie des cunltqnes,' et Jdu cercl'e par suity,

" dens propositions tonles semblalles, Gui constitient tes propriétés les plus
deondes do ces conchics, (dpercu; Notes XV et X¥i; P 333444

{2} Kous dowunerons plns joln, dans la § XIV, les A'fuencén de cea Lc.mmes.
quas 1o lectour aura seuvent d sonsulter. Nous n'y joignuns paa les (lemuns-—
tratlous faciles do Pappus. On tes frouvera, accompogndes des Commentaj.
res do Cowmanding dans ses doux dditions des Collections maihcunrtiques,
Simsu\i 1es 2 ausal Jonades, avec quelqucs'éuh\ircissmucnls, dans saun Traize
ddvs Pordaness malz ce gdomdtve a placd Tes XXXVIH Lennes dans ek urdee
tout stilfdrent de celul de Pappay, el ss saatreindee tosjonrs i reprokiiee |

e texte exied Jes daoncds veiginaux ik wnedlize parlogs
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Pappus est une des équations & six segments par lesqoelles
on exprime Ifavolution de sjx peints. Soient a, 2’ &, &'
et ¢, ¢’, les points dans lesquels la transversale rencantre
les eouples de eads opposés et les diagonales du quadrila-
tére. La relation est

ab.¥ ¢ ca

T = T 1)

Les Lemnmes I, T1, V et VY sout des cas particaliers de
celte proposition générale,

Dans leTereg le IF*, la tranaversale est paralléle & un caud
du guadrilatére.

Dans e Vo, Ia transversale Passe par les points de con-
cours des cotés apposés, et la proposition revient 3 celle-ci :
les deux dizgonales divisent en parties proportionnelles Ia
droite qui joint les points de concours des ededs opposiis,

Lo Lemma VI peat étre considérd comme un cas partcu-

" lerdu Ve, 12 droite qui Joiat les points de concours Jes

¢41ds opposés est paralléle 3 une diagonale.,

Eafiu, dans le Lemme VII, 1a transversala passe par un
seul point de concours des catds Opposés, et est paralldle A
une diagonale. La relation démantrde est an cas particulier
des relations Al uvolution 4 huit segments, savoir :

ca == o b,

Les Lemmes 31, X, XI, X1V, XVI & XIX (proposi-
tions 1ag, 136, 137,140, 142, 143) sont ceux qui érablis-
sentPégalitd des rapporis anliarnonigues que quatredroites
issues d'un mime point déterminent sur deux droites trans-
versales : mais il faut supposer (ue ces deux transversales
partent d'un méme point de Vine des quatre droites. Fn
réalité, on considdre 1rois deoites concourantes en un mame
point, coupées en deux systémes de trois points a, by ¢,

{1} V. Céom. dup., art. 484 g1 33y,
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eLd, ¥, &, par deux wansversales mendes d'un point yuel-
conque P. Il existe entre les segments formés sur les denx
transversales I'déquation
Ya ba_ Pa'  ba Pa.be  Pa'. b
Pe'bd T P VS Belat = P00

que Pappus énonce ainsi: Le rectangle Pa. e est an rec-

b a ] £
tangle Pe.ab, comme le rectangle Pa’. B ¢ gst an vectangle
Pelatd’,

Clest 12 le Lemme 1T,

Le Lemme X {proposition 136} en est la réciproque.
1L prouve que quand "dguation a lew, les denx points ¢,
¢’ sont en ligne dvoite avec le point de rencontre des denx
dvoites aa’, bb'; on que les wrols droites aa’, B!, o’ con-
coureud en Lun méme point,

Le Lemme XVY {proposilian 143) est le méme que le X-,
démontré différemment, :

LeLewme XT (proposition 137) est un cas particulier du

1 ¢

(4
&

]

r

¥, L’uae des transversales est paralléle 4 Pune des wois
dreites, et Péquation devient :

Pu  Po P& La'. ' Pa
ba T UG T MM (P A

(78)

Le Lemme VIH (proposition 134} a un éuoncé teds-lref,
qui en Jaisse difficilement apercevair le sens; cependant on
reconnalt qu'il peul signifier que

Quand denz angles ont leurs odtés paralldles denx &
dewz, si par le sommet de chacun d'sur on mdne une
droite quelconque qui coupe les denzx edtés de Pautre, les
guatre points dintersection sont denz & douzx sur deux
droites paralléles.

Cela ost un cas particulier d'une propridié relative i denx
angles quelconques, qu'on peut aussi envissger d'un antre
point de vue, et dnoncer de cette manidre:

8¢ par les points ds conconrs des e8rds opposss d'un
quadrilatére on méne denx droites quelconques qui ren-
contrent les quatre ¢8tés en quatre paints, cas points sont
dewx & deus sur quatre antres droftes qui se coupent deux:
& deux sur les dewx dingonales du quadrilatére (1}

Le Lewme IX {proposition 135} peut exprimer que:

8i parles sommels d'un trapéze on méne quarre droites
concouranizs (n wn min:2 polut, ¢t parla point de ren-
contre 8§ des deuz cbtés nor: parallélss une transversale
paralléls aur dent antres oités, lagquelle rencontre les
gueatre droites er: quatre points, Iz produit des distances

" du point S & deux de cos points est égal au produit des
distances du mgine poine 8 avxr deux autres points,

Clest-a-dire que les quatre points déterminent une invo-
lution dont le point S est le poiat central (1),

Cette propositien est un cas particnlier d'une propriélé
d'un quadrilatéve quelcongue, saveir, que:

Les 1rois couples de droites menées d'un méme point
aux sommets oppasés et qux points de concours des cdids
opposés d'un quadrilatére sont en involution (3).

{1} V. Géom, sup,, ari. f0h.
(2) Ibid, p. 13g.
@) Lid,, p.ajy.

_ {77)
Le Lemme X1V {proposition 14a)

est Ja réciproque de
celui-la: il cxprime que

quand l'équation précédente a
liew, les deux droites an’, 607 o1 1a paralléle 3 Pabd, me-
née par le point £, concourent en un méme Point.

Enfin, le Lemme XTX (preposition 145) est encore un
cas particulier du LemmeTIL, Quand trois droites jssues
d'un méme poiut sont coupdes par denx autres,

i menées
parun point Pyena, b, ¢ et 2!, 3, ¢!, siPona
Pa Pc
ba— B¢’
is' . Pa' P
1t § ensuit que W = w'
Les quatre Lemmes XH, X1IT, XY et XVII {propesitions
138, 13g, 141, 143) peuvent duve considérds conune expri-

mant la propriété de 'hexagone inzerit 3 deas droites,
savoir gae, quand les somunets d'un hesagone sont situds
trois & trois sur deux Jdroites, les peints de concours des
chtds opposés sent en ligne drajte.

Dans les Lemmes X1[ et XV, les deux droiles sout paval-
léles, et dans les Lemmes XITE et XVIT clles ont une direc—
tion quelconque,

T} est & remarquer qu'ici, dans les démansirations, Pap-
pus se sert des Lemanes 11, X, XTot XIV, c'est-i-dire de
la propesition de 1"égalité ies rapperts anharmoniques des
deux systémes de quatrce paints déierminds sar deax droites
par trois auires droiles jssues d'un méme point : savoir,
des Lemines X1 et X pour le Lemme XIT; Qes Lemmes IH
et X pour le Lemme XHT; des Lemmes XI, HI ot XIV
pourle Lemme XV, et enfin des Lemmes I et XVI
Lemme XVIIL

Les Lemmes XX et XXI {proposiiions 146 et 147
que quand deux triangles ont deuy angles égaux on
maentaires, leurs surfaces sont dans le méme rapp
les vectangles des edtés qui comprennent ves

pour fe

} disent
supplé-
Ot que
angles,
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On peut voir dans Ye Lemme XV un lien a lu droite,
construit dans un triangle, Pappus emploie dans la démons-
tration les Lemmes X, X et XVI.

Le Lemme XXXIT (proposition 158) concerme deux
triangles ¢ui ont un angle commun. Le cdté del'un, opposé
b eet angle, fuit sur le cdié del'antre, aussi opposé a 'angle
commun, et sur la droite qui ¥v2 da sommet an ilien de ce
cdtd, des segments qui ont enire cux une certaine relation,

Le Lemme XXXVIII et dernier (proposition 184), qui
est ausst le” dernier des 23 Lemmes consacrés aux figures
reciilignes, est un probléme. Il s'agit, dans un paralléle-
gramme, de meser par un point donné sur un 316 une
droite qui forme avec deux autres ediés un triangle de mémae
sarface que le parallélogramme.

Nous arrivons any sept Lemmes NXIT, XXTH, XXIv,
KXV, BXVI, XXV XXXIV (propositions 148 4 137 et
166) qui se rautachent au rapport harmonique de quatre
potnts. Ils ont pour bat de déduire les unes des antres cev-
taines relations qui appartiennent i ves quatre points situds
sur une méme droite. Une relation étant dounée, on en
conclut une antre. Mais ces relations nont pas liey préci-
sément cntre les quatre peints, car, hormis une seule, il
¥ entre toujours lc poial milieu de deux points conjuguds,
qui remplace Voa des desx points,

Ces sept Leinmes p'en font en rdalité que quatre, pares
qua trois sont les mémes que trois autres, n'en différant
que par la position relative des points donnés.

Appelons a, o et e, fles deux systémes de points conju-
gues, qui sont en rapport harmonigue, 2 le milien du seg-
ment s’ et O le milien de 4ff nows exprimerons les sepr
Lemmes bridvement ainsi - ;

Lenunes XXIL et XXIV, 8i 'an 2 2e =20a.sa, il

sTensuit
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Lemmes XXHT et XXV, 5i 0a.04' =05 , il gensuiy

ea.ea'=2e0.¢a,
A" 1
ca' = Qa'. 28z,
—_—

ea = Qa.zea.
—_—1

Lemmes XX VI et XXVIL 8i 2% = 2 | il sensuit
Qa a'e
0a.0a’ =00,
Lemme XXXIV. 8i r_nr’__-{g, it s'ensuit
ca' o
ze.af= ;’,
ef.ea==ea.ca',
Sa.fal = fa, fo

Enfin les huit Lemmes qui concernent le cerele sont les
XXVII, XXIX, XXX, XXXI, XXX, XXXV, XXXVI
et XXXVII {propositions 154-157, 15g et 161-163).

Du Lemme XXVIT (proposition 154) il résulic que si
d'un point P on méue deuy tangentes & un cercle, et una
transversale queleonque qui rencontre le cercle en deux
peinis a, a’ et a corde de contact en un point &, ce point
et le point P divisent en parties proportionnelles le segment
au’, cest-i-dire que I'on a

Pa _ aa
Ba T o

Dans le Lemme XXXV {proposition 181} le point P est
intérienr au cercle; on démoutre que le liew du point «,
déterming par ceite pdme propartion, est une droite,

Ces denx propositions, yui n'en font véellement qu’une,
renferment, onle voit, la propriéié principale de Ia théorie
des poles et polaires daps Je cercle,

Curullaires des Lewmins 5 ed X1,

Nous placerons ici trois corollaires immnédiats des Lom-
mes I et X1 Formulés una fois pourtoutes, ces carollaires
dvidents rendront inuiile la répétition du cotrt raisonme-
ment qu'on pourrait faire directement gur les Lemmes,
Nous les invoquerons sans autre explicatien, et nous sbvé-
gerons par 13 les démonstrations dans le cours de potre long
travail.

Le Lewme IT, dont Je XI° n'est qa'un ¢as particulier, est
eertainement la proposition la plus importante de towts
cette vaste théorie des Porismes &'Euclide, ainsi que nous

avous en occasion de le dire il ¥ a longiemps, en présen-

lant une courte analyse da VII* Livee dag Collections ma-

thématigues da Pappus, dans ' Aperce historigue ().
Corollaiye 1. Quand guatre droftes A, B, C, I¥ concon-
rautes en un méme por'ut S sont coupécs par deu.z aufres
queleongues dans les dews sdrios de poinis a, by e, d et o',
Y,¢,dyona Péguation
ac | be ad bt

e _ ae bd gt L
ad* bd T gt g =

ad.be " a'd? p o
En effet, que par le pointa on méne une paralléle & 1a
droite a'F'; elle rencontre les droites B, C, D en B, o,

¢tl'on a, d’aprés le Lenime I,

ne, bet aé’, P a*
wd.be T gd¥ LF o

(V) dpergu, eic,, p, 33-3% ot 38-3g, « el 4a prétente naturcllement g
» obserration gul powrra justifler Viaportance que novs avons ddja cherchy
v B donner a ta propesition 1ag (e Pappis et b ta netion du Fapport anhare
* manigue..,, Bn prenant la propasition doat {§ sagit pour paint de dé-
» part dani un cisui de divination- des Poritines, nans avous altenu divers

» thdorames qui pons QL par mégsitdre aut fnuicds on guestlon. s — Yujp
auisi 1a note (3 do 1a paguean civdessus,

t8)
Le Lemme XX1X {propasition 135) est unprobléme. On
demande d'inserive daus wu segent de vercle ACE deux

eordes AC, €3 qqui suieat dans wn rapport donné = La so-

lation se rdduit a faive voir gque la tangente au point C ren-
coutre la corde AL} en un poiat D, pourlequel on a

DA

DR G F

Le Lemme XXX (proposition 156) démontre que les
droites mendes des extrémilds d'une corde i un point de la
circonférence divisent harmoniquement le diaméire per-
pendiculaire A cette corde.

Daprés le Lemme XXX (proposition 157), si d'ua peint
P donné sur le diaméire AB d'un corde, on méne une
droite 3 un point de la civeonférence, ¢t par ce point une
corde perpendiculaire A ceue droite, cette corde fnter—
cepte sur les tangentes aux extrémités du dinmetre AB Jeux
segments A, Bm’, dont Je rectangle est égal au rectangle
constant, PA, PR,

Le Lemme XXXMI (proposition 159} exprime qu'un
poiut P &aut donné sur le diaméue AB d'un cercle, si l:on
prend surle prolongementdu diaméirele point Q tel, qu'on
ait QAQB:(S];: el que par ce point on ééve la perpendi-
cutaire an diaméire, toute deoite mende par le point P ren-
contree le cercle en deux points etla perpendiculaire en un
iroisiéme point tel, que le cavrd de sa distance au poiut Pest
égal au rectangle de ses distances aux deux points du cerele,

Le dernier de ces huit Lemmes relatifs au cerele, e
Lenmme XXXV, n'a d'autre hut que ceite vérité élémen-
taiva 3 Quand une corde &’un cercle est pm'aliéle & un dia-
mére, les pieds des perpendiculaives abaissées des exira
mitds de Ja covde sur le diamétre sont & égale distance des
extrémités du diamétre. -

0

{8)
Mais Jes segmunis ac”, &".47,... sout proportionnels &
a'dy ¥dly.., & canse des paralléles ad?, a'D'; certe équa-

tion donne donce celle qu'il s'agit de démontrer.

Corollaire II. Quand guatre droites SA, 8B, 8C, 5D
- L .
concourent en un méne point S, si Pon méne une droite
quiles rencontre en qualie points a, b, ¢, d, et une paral-
. g - /! !
lale & SD, qui rencontre les-trois autres en o, W, ¢, on

anra, entre ces deux séries de poiuts, la relation

ab b (_ri’
ac ' de T de
En effet, que par le point 2 en méne 4 la droire a'5 une
. LI
pavalltle qui rencontre SB et 5C on ¥ et ¢”, On a, daprés
le Lemme XI,
alb | db ﬂ_
ac 'de~ ac”
ab®  a'b’
Mais, & cause des paya!léles, — =

- Done, ele.
a'c’ !




{ 84 )

‘Corollaive T, Guand on 4 Juatre droites A, 13, G, 6,
partant d'ui mene HOWut, et quatre antres droges A
O, D partant auset o c& point ou o'y, :
que, en falsant entre elles, deur & deux, das angles
85AUT akx angles des premisres, si I'on mdne denx
ransversales quelcanques gui rencon

Lrent respectivemert
ces dewr Systéntes de quatre droites dans les points a, b, ¢,
. o . .
der o, B, <, on aura Céqnaiion

ac  be a'e’ Y e, byt a'd b

arld “hd TT T Bt ad . be = a'd? L
‘!;n eilel, silos angles des droites 47, B, C 1Y sout foe-
mds dans le mame
B, G D, on pourra, & eause de I'égaling

. des angles des deny
faisceaux de drojy

a 4, superposer le seconnd sur Jo premier,
vest-d-dire Te placer de maniére que les quatre drolies
RO T .
g > B, G Y coincident respeciivement avee les (uaire A,
oo R
» G, D, Alors Péquation qu'il s'agit de démonrtrer serg
celle du Corollaive T,
lSt les angles des drojres AL B, ¢ D
MEmME Selts que cenx des drojies 4,8, ¢
v o
Péquation a encore lien, eap
dent, en supposant qu'on [ass
faiscean anlonr d'upe di

ne sont pas dans le
D, il est clajr fque
o ramidne vo gus au préed-
@ lourner Jo Plan do second
f a oite fixe quciconque de ce plan,
JUsqUa ce que, aprés une rotation de 180 degrés
vienne coincider avee la plan du premier faiscean.
Doue, ete. ‘

y Hore-

§Xxm. — Usrge des XXXvINT Lennnes de Pappus pour le rétabiis-
sement des trois Livres do Porismes.

Nous avons dit {§8 M et XX} que Ia pluparides Porismes

r.ra.nsmis paw Pappug expriment des relations.de segments

) qul'.se rapparieat aux divdvans f:o.r.'.'ot«;r.vy)ln'que: sur denx
drojles g syp Wi senle, T
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positions que l'on pit regarder comme familidres 4 Ey.
clide.
Nous avions sans doute a eraindre d'entre
travail qui ne file pas sans difficulids,
les Lemmes de Pappus,

prendre un
Mais heureusement
Lem, qui ddj3 dans Forigine avaient
SELVl puissamient i nous dévoiley le caractére général des
Porismes d'Euclide; nous ony encore été igi
secours. Non-seulement cha
sujet d'un ou de plusieur
concluresans autre déimons
dans plusicurs de ces ™

d'un grand
que Lemme rous a fourni le
s Porismes qni a’en pouvaieus
tration, mais nous avousreconny
‘opositions des éldments de dé-
monstrations bropres i presque tous Jes autres Porismes,
Iinous & suffi d'ajonter anx trente-hait Lemmaes 4
les trois corollaires qui termineny lg par
dent,

e Pappus
agraphe préed-

Sans autre secours que ces trente
trofs corollaires, et en nous renfermant sirictement dans
les XXIX genres déerits Par Pappus, nous avans obteny
deux cents et quelques Porismes, dont e trés-grand nom-
bre, sinon tous, Pouvaient entrer dans Pouyrage ¢’ Ruclide.
Nous nons proposions d'abord d’en dearter une quarantaine,
pour en réduire le nembre aux L71 aunoncés par Pappus,
Mais nous avons éprouvd quelque embarpas quand i} s’est
agi de faire cette exclusion, et nous avous préférd en lajssep
le soin auy goméires qui nous liront, nous réservant de
profiter de leur jugemene,

Qu'on éte, on non, de ces propositions
quon reconnatira que les démonsirations d
cartenl pas des dléments contenys dans les
pus, el ne Llépassent,pas les CONRaissances qu'Euclide pou-
vait supposer 4 seg Yecteurs, Nows devons prévenir tonicfois
que quelques Porisnies seront Préscattds sons wn duoncd Plus
géaidral que colu gui devait probablement so trouver dans
Powvrage gres, Caron Congoit que porr dviter certaines dif

-huit Lemmes et ces

» Rous espérons
€ loules ne s"-
Lemmes de Pap-

2 auire guelcon-

sens de rotalion que ceux des droites A,

(3]
Aprs avoir reconnu ce varactére gendral, nvus cdines i
soumeltre chaque énoncd énigmatique i différentes hivpo-
titses pour en lirer los propositions au Porismes qu’it pou-
vait renfermer : 3k fallaic y distinguer surtout lds ghoses
variables de celles qui restent fixes ot constanes ; fes choses
donndes de fait, des doundes virtaelles ou & trouver; les cas
divers ot les segmenis gue 'on cousidére sont formés Lanidt
sur deux droites, tantét sur une seale; o0 ils out une ori-
gine fixe, eiod les deux exsrdmicés sont variables, ete, Clest
4prés de nombrenx essais, Ue 2OUS SIS parvenn A nous
lixer sur Je sens Préeis que nous devions donner A chague
énoncéddePappus et surlasdiverses propositions on Porizmos
qui découlaient de cetre interprétatinn on pouvaient s'y rat-
tacher, Puisil fallait une démonsteation de chacune de ces
propositious, Cetle ddonstration it été facile pour letrés-
grand nembyre de celles gui se rattachent aus divisiens lio-
mographiques; car i snffisait d'exposer d'abord, comine
nous Pavons fait dans le Praits e G oméirie supdricure,
une théarie gouérale de ces divisions. (Cest ainsi que nous
aviers procédd quand nous avens derit la Note de Tdpercu
historique sur les Povismes {1). Mais depuis, ecnnous prépa-
rvanti metive an-jonr cet essal de rétablissement coujeclural
de Louvrage d’Fuelide, nous avous eraintgue cos démons-
trations faciles, fonddes swr des (héories miodernes, ne don-
nassent licu i quelques doutes sur la cotneidence do nos jddes
avee celles dn gloméire grec, ¢t ne fussent jo sujet d'objec-
tions spdeienses contre les prebabilités de wotre réussite
dans ee travail de divinatien. Cetle considéravion nous a
décidé 3 me plos invoquer la théorie géudrale des divisions
Lowographiques, o1 ous nons sommes astreint 4 yefaire
pour chague Porismie de nouvelles démonstrations directes
et spdeiales, ne reposant que sur des priuncipes et des pro=

————

(1) dperew, cee., po2;4-285.
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ficulids, provenant principalement de la direction des seg-
wentsdansles igures, difficulids dont la Géométrie moderne
estalfranchie, & son grand avantage, Euclide a dit sonvent
adapler les énouncés de ses propositions & des figures spé-
ciales ou particuliéres. Mais le caractdre propre de ces pro-
positions n'en éait nullement aliéré,

§XIY. — Enoncds des trente-huit Lemmes de Pappus sur les
Paviaes d'Euclide.

‘L. Lemme powr le premier Porisme du 19 Livee. Soit la
A D . . .o
Sigure ABCDEFG; et soit F_(E‘; = %(—: Qi on joigne K, je

s que HE. ese paralléle & AC,

L Lemme pour le deuxidme Porisme. Soit ln Sfigure
ABCDEFGH; que AP soir parnlléle 4 DB, et quion ait

AE L . . .
F=gF’ les trois points H, K, F soront en ligne droite.

1L 8iles trois drodtes AB, AC, AD sons eoupdes prar
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les dewx HE, HD, je dis que fe rectangls construit sur
HE, GF est au rectangls sur 1IG, FE, comme lg rectangls
sur HB, DC est au rectan gle sur HD, BC.

Clest-d-dire que
HE.GF _ HB.DC H3 CB_nE FE
HGFE — uD.5¢’ HD'CD T HE'F§
V. Soit, dans la figure ABCDEFGHKL )

AF.BC _ AF.DE
AB.FC ~ AD.EF

ol

Jo dis que les trois pointsH, G, F sont en ligne draite
"

L

4 E B F c B

Y. Soit Ia figure ABCDEFGH, dans laguelle on a

1% = % Je dis que les trois points A, G, H sont en ligne

|

droite,

_ {go)

etla droite TG paralldle 4 BC, puis Jos droites [° H, G,
S B DU e K N

WG = [E"7¢ 5 que KL est parallile 4 fi{oN

X, On coupes les deuzp droites BAE, DAG par les denze

1B, HE {sur desquelles on

. DH.BC  HG.FR N
Silona BC.B = RE.FG’ /2 9% que les trois points C,

A, Fsont en ligne droite,

prend les deyr points C, F}

XL Soir e triangle ABCS or mane AD parailéle & NG,
¢t une drotte DE qui rencontre BC en un point K. Je (i
DE.FG B

5

r ==
(]ua ona EF,GD——B

: (-89 )
V1. Que, dauns la méme figurc, DI soit paralléle & AC;
je dis que AW =TC. Et si AB = BC, je dis gue DI st pa-
ralléle & AC. .

VIL. Que, dans la meme figure encore, BD soit troi-
siéme proportionnelle auzx deux CB, BA; fe dis’que TG est
paralléle & AC,

R I

o J

VHL &, dans la figure ABCDEFG, DE st paralléle &
BC, et EG paralléle & BF, DF sera paralléls & CG.

pad

IX. Dans le triangle ABC on méne les droites AD, AE

{91)
sideux droites paralliles AB, CDsont éoupdes pard'autres
AD, AF, BC, BF, puis, qi'on méne les dewz ED, EC, les
trois pointsG, M, K seron: en ligne droite.

-~

X, Mais que les droites AD, CD nesoienst pas paral-
leles et qu'elles concaurent en un potnt N ; fe dis que les
trots points G, M, K seront encore en ligne drojte,

L}

XIV. Soit AB paralléle 4 CD, et gue lon méne AE,
BC; « Pon prend sur BC Ie point F 1ol qulon it
DR B.GF i g
il %g—'%, je dis gue los trois potats A, T, 13 sont en

ligne droite.

XV, Cela étant admiss, soir AB parelléle a €D, et gue
[tes poines B, F pris sur ces droites) Fon méne les droites
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TA, IR, EC, ED, puis, quon jorgne les donz 1C, GK; Je
dis que les trofs points A, M, 1D sont an ligne droite.
XVY. Quand denxdroites AB, AC sontcoupdées par dena
actres DB, DE mendes d'un point D, si sur celles—ci on
prend denx points G, Hiels, que Ton ait FD%E};?‘ == ;%_g[_:,
je dis que les trois points A, (G, H sont en ligne droite.

) i b

RVIL Mais que CD ne soit pas paralltle & AR, et que
ces droites conconrent en un point N {Je dis gua les points
4, M, D serant encore en ligne droite).

&

XV Soitla triangle ABC; AD paralldle 4 3G, et que

{ud}
angles droits, je dis que le rapport des rectangles AB.AC,
DE.DF est encore dgal au rapport des (aires des} deux
triangles.
XX, Soit une droite AB sur laguelle on prend deux
paints C, D, tels, que Pon ait 2 AB.CD = CB, je dis qus

Powa AD == E'—}— DB’

1 < D I

XX11. 8/ BA.BC = BD, je dis que U'on a ces trofis éga-

lirés : e
(AD 4+ DC).BD =DA.DC, (AD--DC).CB=1C,
{AD +-DC).AB=AD "

i ¢ B n

XXIV. Soit la droite AB, et deuix points G, D, tels, que
Vou ait CD == 2 AC.DB, je dis que Don aura
=2an+Ch.

A c n .3

XXV, Soit BA,BC m-BT-),; je dis qi'on a les trois égu-
lités ; _—
(AD —DC).BD = DA.DC; (AD— DC).CB ==DC;
{(AD—DC) BA==AD .

i n ¢ n
—a
XXVI, Silona AB :2,, je dis que Fon aunra
RC Be
BA.BC=TD"
\ o IS

{93)

ron méne DE, FG, de nraniére que Pon ait
H ? ]

T

ER _ nG
: ¢E.cn T gL}
jedis quesi Pon méne BD, les trofs poins H, K, C serout
en ligne draite,
XX, Quandirois draites AD, AC, AD sontconpées par

deuz antres EF, EB mendes par un point guelcongue F,

sidan a EF _EN fe ois que Pont aura LU
: ¥G = igtlet g e

) v k

XX. Svieut deuz iriangles ABC, DEL dont los cngles
Ay Dsone éganx; fe dis que le rapport des rectangles |
AB.AC, DE.DF est égal & celid (des aires) des triangles.

i n

A
YA VRN

XXL Que les angles A et D fassent ensemble denzx

¢
{95}
XXNIL Soi encore %E = ﬁ_};),; je dis que Fon aura
“ D
BA.BC=TB0.
& n G B

XXNUL Siles droites DA, DC tonchent le cercle ABC,
ot que Fon méne AC (et DEB), je dis que on aura

ED _ UF
DE T FE

EXIX. Probléme. Un arc de cercle étant déerit sur la
ligue AB, y inscrive les cordes AC, CB qui solent entre
clles dans un rapport donné.

XXX, Soit un cercle done le dinmétre est AB; qu'on
mdna une corde DE perpendiculuire au diamétre, ot uns




( 06 }

autre corde DF ; gu'on joigne BF gui prolongée rencontre
AG Al
GB T HB

XXXI. Soit un demi-cercla déerit sur ABj gu'on méue
par les points A, § les droites BRY, AR perpendiculaires
sur AB; puis la droite DE, et en son point F {situs sur le
cercle) la perpendiculaire FG qué rencontre le diamétre

ABen Gjje dis qguel'on aura AE.BD=GA.GB.

le dimmdire en G Je dis gulon aura

XXX, Soit I m'mxglé ABC, dont la cdté AB est
égal & AC; si parun point D, pris sur le prolongement de
AB on méne DE faisant le triangle BDE égal en surface
an triangle ABC; puis, gu'on divise en denx parties égales
le cdté AC par la droite BF': fe dis gue Uon anra

FR--BG  AF
M=t .
Fi

1)

{1} Stosen rewarque (Upera quedam...., p- 5533 qus dans Ja déwonstre-
tion de ca Lamma, que danne Pappus, Ilu'y a rien qqui exige que 1a triangle
AHE soit dsocite ennune 1o preserit 1'énoncd. I pense que 1o texte o étd altérd
par Pluwedaction Jo evite comlition ratrielive. 1t eq eifur, lo Porismz qus
nons tirerone de ce Lonsme est géndral, quel fue sall le trinngle,

{98)
point guelcongue de DE, comme de E, on méne KG pro-
longée jusqu'en XY, on aura '
' HBE _ HG

. EK 75K
KXXVL Soit un demi-cercle décrit sur AB, ei (lacorde)
CD paralitle & AB; qu'on ‘méne les perpendiculaires

c 1]

AE [

CE, DG je'dis que AE = GB.
XXENVIL Soit un demi-cercle décrit sur AB; que Fon
méne CD d'un point C quelconque {pris sur AB prolongé),

o
|
;

puis la perpendiculaive DE; je dis que l'on wura

AC'= CD'+ (AC + CB) AE.

XXXVHL -Un parallélogramme AD étant donné da
posz‘fiou, mener dun point donnd E (de la base BD du
parallélogramme) la droite B quifasse le triangle FCG
égal au paralldlogramme.

T4 ] [

F A [+
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XXXUL Soix un cercle et une droite DE perpendi-
culaire au dlamétre AB prolongé; que l'on prenne le
point G tel, que lon ait FA . FB = F—‘C_},, je dis que si d'un
point quelcongue E {de la droite DE) on méne lu droite
EG prolongée jusgu'en H, on aura

EH.EK = kG .

~

L=

XXXIV. 8iFon e (entre les quatre points A, B, C, n)
AB )

D . . ops
T —A—é: et que lg point £ soit le milien de AC, je dis

» E b € B

que Pon aura les trois égalitds

EB.ED=EC; DB.DE=DA.DC; BA.BCs=BE.ED.

XXXV. Cela étant, soit un eercle et une droite DE per-
pendiculaire au diamétre AB prolongé, et gquelon prenne

E

£

o

. . AF { s 7 \
le point G tel, que Pon ait = -'g—.g; je dis que si Aun

7
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I LIVRE DES PORJSMES.

Les dix cns de la proposition des quatre droites.

’Pomsxz L -~ Lorsque deux droites SA, SB sont cou-
bees par une troisitme en A et B, st U'on prend sur celle-c
deux points P,  situds, respectivement, du méme ebte
des points A et B, et un trofsitme point gy Situé en delors
du segment PQ, et déterming
par la relation

2P Q.
PAT Qn'

A F 4 [ % gu'ensuite on fasse towrner wu-
tour de ce point une transversale qui renconttre les droites
données SA, 5B en a et b; et qu'on méne les droites Pa,
Qb qut s¢ coupent enm ; ce point est situé sur une droite
donnée de position.

En effet, le Lemme I (proposition 127) exprime préci-
sément gue la droite qui joint le point § an peint west
paralléle A AB; d’od vésulte I'éuoncé du Porisme.

Nota. Les lewres S, A, B, 5,0, Q, 2, &, 12 de notre
figure et a proportion %—E = %% correspondent aux letires
H,G,C, A, F,D,E, B,K evila proportion & =22 g,
la traduction de Pappus par Commandin {que nous eitons
tonjours, & défaut du texte resté manuserit).

Wous ferons observer que le Porlsme subsisterair, closi3.



r
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Tele i AN, si les puints P, Q se trouvaient respectivenient
de cdtés différents de A et B, pourva qu'alors on prit sur le
segment PQ, et non en dehors, le point p satisfaisant 1wu-
jours, bien entendu, 4 la propartion.

Si nous n’avons pas faiy mention de ce cas, qui compléte-
rait énoncé dont le Porisme est susceptible, c'est qu'il nlest
pas indiqué dans les figures du Lernme de Pappus, qui toutes
{aw nowbre de cing) présentent les points P, Q du méme
cotéde A et B respectivement.

H est i croire qu'Enclide, gni se bornait a répandre dans
ses Porismes Je germe de propositions fécondes, n'a donnsé
qu'an des deux cas que comporte le sujet, parce que Vantre

-¢as ne demandait ancun changement i la déimonstration.,

Bans-la Géométrie moderne, il n'y a pas lien de 4istin-
guer les denx cas dont il s'agit : on les renferme tacite-
ment dans la seule proportion P __Pa en attribuant des

Q. QB :
signes aux segments: car il résnlte de cette simple conven-
tion {en supposant la proportion derite comme on la voit},
que le point p, qui & délfaut des signes aurait toujours denx
positions, w'en a plus qu'uue, savoir: en dehors-des points
P et Q quand les segments PA et QOB sont dirvigés dans le

méme sens, et etre les points P et Q quand ces segments

sont divigés en'sens eontraive,

On congoit combien les glomdires grecs ont di souvent
étre embarrassés de difficnltds que ce principedes signes fait
dispavaitre dans la Géométrie moderne.

Pontssee Il — On donne denx droites 84, 88 et deux
points B, Q; 1ine paralldle guelconque
& la droite qui_joint ces deux points,
rencontre les deux droites donnéesena
et by on méne les droites Pa, Qb qu
SE cOoupent ¢ M ce pofnt m est sitnd

sur une draite donnde de position,

{ toa}
faly]
QR _pA-QF
BR = P BA

Ce qui prouve que le point R estindépendant de a direc-
tion de la transversale p ab, Done, ete.

Ponsue IV. — Ltant donnés deux droites 54, 5B
et trois points p, P, Q situds en Iigne droita; si autour
du preniier p on fait tourner une
transversale gui rencontre les devzx
droites en n et by puis, qi'on méne
los drvitas Pa, Qb qui se rencon-
trent en m i ce point m est silué

? L ¥ e unadroite donnés ds position.

Ce Porisme est le cas général de la question des quatre
droites, Tl se conclut immédiatement du Lemme IV (pro-
posiiion 130}, qui exprime une des relations 4 six segments
existantes entre les six points de section des cbtés at dos
diagenales d'un qua;lriiatére, 1el que aSbm, parune trans-
versale. Tci cette relation devient

QP.Bp.RA=AB.PR.£Q.

Pappus I'éerit sous forine d'égalité de deux rapports de rec-
tangles faits sur les segments, en 'y introduisant le facteur

2R, ainsi :
pR.QP _ pR.BA
m - pB. AR
Le point m se trouve done woujours sur 1a droite SR dent
1a position est déterminée par cetle égaiité: c. g. F. B.
Nota. Le quadrilatére 4 Sbm et les points 4, B,Q,P,
ps Ik sont dans Pappus KGLH, ¢t E, D, B, C, A, Fyetla
relation de sugments est

AF.BC _ AY.DE
AR.FC~ AD.EF

A dwd )
La démausiration se trouve dans le Lemme I (lu‘nposiw
tiou 128). Car, d’aprés ce Lemue, Ja droite Sm rencontrs
la droite AB en un point R déterminé par la proportion

B QP

AR TR
L qqui par conséruest est Gxe. Le poiut o se wouve done
sur une deoite S déterminée do position. ¢ q. ¥. D,

Nota. Le quadeilatére aSbm de notee figure, et les
points A, B, Q, P, R, sont dans Pappus BHBK &t E, A, C,
(5,175 et la proportion ci-dessus esthE _ 06

EF G

Powsue M. — Etane donnés dewx droites puralldles
AX, BY ez trois points p, P, Q
situds an ligne droite; si autour
du point p on fait tourner une
ansversale qal rancantre les
deux drottes en a et b, et qulon
méne les deax Pa, Qb.qui se
coupent £1 M : ¢e point m est situd sur' une drotte donnée
de position,

Conséquence du Lemme I (proposition sag). En
cifet, qu'on inéne par le point m une paralléle aux denx
droites AX, BY, qui renconire la droite PQen R, et la
transversale pab en ¢ on a, d'aprés Je Lemme I, appli-
qué aux trois droftes m Q, 1w R, m D coupdes par les deux
duoites p PQ, pabd, '

P QP pu ba
FROQR T po Do
Mais, & cause des pacalléles, te denxiéme membre est égal
o ﬁg:ﬁ—:- Done
P QP pd DA
pRQR T SRR
{ 103 )

Porisue V. — Lorsque deux droites SA, 5B en rencon-
trent une troisiéme en A et B, si lon prend sur celle-ci
dewx points p, P, tels, qua I'on ait

e? el

PA~ BA
qu autour du poeint p on fasse tourner une droite gui ran-
contre SA, 8B, en a, b, et gu'on méne les deux droites
Pa, Ab quise coupent ern i : ce point sera sur une droite
donnéa de position,

Eu effet, Taprés le Lemme V {proposition 131}, es wois
points p, 5, m sout sur une méme droite; c’est—ix—dir.e.que
le point /e est situd suv la droite pS donnée de positon.

¢ @ P,

Pomsme VI. — Etant données denx droites 54, 5B,
sil'on méne parallélement & la base AL}
une droite qui les runcontre en a et by
puis, les deux droites Ab et Ba qui so
coupent en m ! ce point m et situé sur
une droite donnée de position.

Ce cas est la conséquence immédiate du
Lemme VI (proposition 13a) qui exprime que quand Jes
eatds unwviangle sont coupds par une paralléle & la base,

1 a b
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les droites menées des exteémités de la base anx deux points
de section des cdtés, se rencontrent sur la droite mende du
soramet au milieu de la base.

Observation. Quelque simple et &lémentaive que soit ce
cas partienlier, il n’y a pas de raison de eroire qu'il ne figu-
rait pas dans 'euvrage d'Euclide, puisque Pappus a jugé a
propos de donner un Lemme non moins simple, qui en est
Pexpression évidente.

De plus, il eszd considérer qu'au lemeps d"Euclide on ne
regardait pas deux droites parslldles comme présentant un
eas pardiculior de deux deoites concourantes en un point, ni
comme donnant lieu, dans une proposition de Géométric,
aux mémes couséquences (que ces dernidres. Il fallait tou-
Jours une démonstration spéeiale, qui_pouvait diflérer de la
démonsiration du cas des droites concourantes; et ¢'est ce
qui a liew dans ee Porisme,

I parait que ce fur Desargues, qui, vers le premier tievs
du xvui* sidele, introduisit, 3 cet égard, dans la Géoméirie
des idées de géndralisation si heureuses et si conformes i
Tesprit des Mathématiques (1). ) :

Ponwsne VII — Deur droitas 54, 88 sont données, et
sur une transversals AB on prend deux points g, P, tels,
que 'on ait ‘

—
ph =pP. B,

si autour du point pon fait tour-

Her une droite qui rencontre SA,

® SBenaeth; puls, qu'on méne los

deux droites Pa, Ab gui se coupernt en m : ce polntm sera
- ’ . N 3 L
situé swr une droite donnée de position,

p- B i

Ce Porisme est 1a conséquence immédiate du Lemme VII

(t)_\'. Traité des propriciés projectives des figures, da M. Tancelat, p, 34 ot
30, = dpergu historique, .56, C
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Ainsi la droite S passe towjours par uu méme point R
déterminé par cetle proportion; et le point m se trouve
sur une droite dennée de position, ¢. Q. F, D,

Autrement, La démonstration du Porisme se peui encore
conclure de Ja réciproque du I Lemme de Pappuss Ia pro-
portion qui vient d’dtre démontrée résulte du parallélisme
des lignes pQ et am, d'aprés celte réciproque.

Nota. Le quadrilatére aSbm et les points A, B, Q,p, Ik
sont indiqués dans Pappus, KEBH et F, A, C, D, G; et la
proportion est

AY¥ A
FG — D¢
Elle répond, letive pour letwee, & la précédente renversie
B Dy
AR Qp

Porssuz IX. — Eeant donnés deux droites SA, 58 et
trofs points p, P, Q situés sur une troisidme droita paral-
déle & Pune des premitres S8, autour du point p on fait
tourner une droite qui rencantre SA,
SBou a et by par ces points on méne
les droites aP, bQ qui s coupent en
U point miioce point est sur une
droite donnée de position,

En cffet, menaus la droite S qui rencontre PQ en .
Ouna dans le triangle ASR coupé par la droite Prma,

PA mR a$
PR WS " ax =1

P i TE 7

Ov, en verlu des triangles samblables,
mR QR a5 5b

—

WSTSE AT,
L'équation précédente devient done
PA QR S5

_ 1
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{proposition 133), d'aprés lequel la droite Sin est paratléle
i lahase AB.
Nota, Lesleures S, A, B, P, 5, 2, b, m de la présente
figore sont ¥, A, D, C, B, E, Het G dans Pappus.
Observation. En sappuyant sur la réciproque de ce
Lemme VII, on en conclurait le Porisme suivant :
Erant donndes deux droites SA, 5B, et sur la droite
- AB un point P, on méne & AB, des
paraliéles dont clhacune rencontre
a b SA, SB en a et by puis, on joint les
points A et b, P ot a, par des droites
4 qui se coupentarim | co point est situé
N 8 B T g ouna droite donnée de positiun,
Ea effer, d'aprés la réciproque du Lemme, la droite §m
rencontre la base AB en un point fixe R que détermine

1a relation

RA == RB.RP.

Poursue VIIL. — Quand deux droites 84A, 8B, sont
donndes, ainsique deux points py Q; si gutour du pm’n:.p
on fait tourner une transversale qui rencontre les deux

droites en denx poinis a, b; que
par le premicr on méne une pa-
> ralléle aP & la droite pQ, et par
a e le deuxitme la droite BQ gqui
7 /lm ' coupe la paralléls en m ce point

L 1 est situd sur une droite donnée
Y TR B

de position.
Seit K le point d'intersection des droites Sm et AB, et
¢ celui do aP 61 SB: on a, par les triangles semblables,

AR am et f‘_Q_ - am
AB @ I3 aa
AR Qp
Done By
{107}
PR P4
ou T

Ajusi le peint R st douné, c’est-d-dire que sa position
est fixée par les conditions seules de Pénoncé: ce qui dé-
montre le Porisme,

Observation. Le théordme cité sar le triangle coupé par
une transversale, était bien connudes Anciens. Onle trouve,
comme on sait, dans les Sphériques de Ménélans et dans
I' 4lmageste de Piolémée. Pappus le démontre dans son
VIE Livre {1}; il s'en sert pour la démonsiration du
I** Lemme sur les Porismes; et, de plus, dans le cours de
celle du IV® Lemme, il établit la réeiproyue, en faisant
voir qne s lrois poists pris sur les cbids d'mn triangle
satisfont 4 la relation de segments qui constitue le théo-
rdme en question, ces trois points sont en ligne droite (2).
Il y a Hen de penser yu'Euclide lui-méme faisait usage du
théaréme, el que c’est par ceile raisou gue Pappus ne
fait pas difficulté de l'employer dans ses Lemmes sans le
démontrer.

Pomsue X. — Etant donnés deux droites paralldles
AX, BY, et wrois points p, P, Q siuds sur une méme
droite paralléle aux premiéres, antour du point p on fait
, tournerune droite qui rencontre AX, BY
en a eth; par ces poines on méneles deux
droites aP, bQ qui sc coupent en m: la
lien de ce point est une droite donnée de

P ¢ F position.

Eu ellet, on. a dans le triangle p & Q coupé par la droite
P

R b

mh _ ab Pg
mQ  ap PQ

(1) dpergu historfque, p. 294,
{3) M. Broton (de Champ) a fakt cetle vemarque; ¥. Journal de Mathéma~
Crees A Uimen il 4 NN s %53 8 i atant,
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Le deuxidone newbye de cette dgalits et ronstunit, Dowe
le rapport de mé 3 m Q est constant, Doac la point mr usy
sur une droite paralléle ; BY, et déterminde de position,

€. Q. F. n,
Qbservations relatives aux dix Porismes précddents,

Tels nous paraissent sire, parmi les cas trés-nyuly lids
de la question des quatre droites, :
trouvds dans les Porismes d'Euelide. fes SepL premiers ge
concluent si naturellement des sepl premiers Lemimes o
Pap.»p.us, que nous avons dit voir dans cg fait une
décisive pour fixer motre choix ot adopter
lequel naus les avons placés; d’autam plus g
Mes qui viennent ensuite dounent Heu, dans |

- de Pappus,

les dix cas qui se sont

ratson
Vordra dans
ue les L.
‘ordre méme

ke .i des Porismes qui appartiecnent aux genres
I8 & déerits subséquemment, comme nous )’

s avons déja
Mais il ne suffisajt pas, selon nows, &ayoje
manidre tés-probable ces dix Porisines, P
avait-il choisi ces Propositions senles? P
exclu les autres? Clesi ce qu'il fallait exam
sur la pensée et I'ceuyre d'Euclide w'éaie
Voici fes considérations auxquelles elle no
(?11 remardue qu'il existe, dans 1o
positions dout i} s'agii, d'une rart, un quadrilatdre Samp
{sauf le nombre relativement petit des cas oy les deux droi-
tes donndes SA, SB sony paralléles, ce dont nous parlerons
Plu.s tard); et d’autre part, trois Ppoints g, P, Q sitnés 104~
Jours en ligne dreite, ey que, pour abréger, nous zppelle-
rons pél:zs. La diversité des Porisines awxquels donne liey
Ia question doit done proveniv des différenes positions que |

la droite des pidus pewt prendee par rapport au quadeila-
iére, :

rétabli d'une
ourquei Euclide
ourquol avaji-il
iner. Coite dtude
Pas sans intérat,
us a conduijy,

utes les Ggures des pro-
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lisme de la droite des poles avec I'un des edtds ou Pune des
diagonales du quadrilatdre.

Trois Porismes se rapportent aux deux autres positions
indiquédes,

Dans le Porisme V, 1a droite des poles contient 3 la fois
le point de concours des denx diagonales Sm, ab et celui
des deux cdtés Sa, bm; il en résulte que Iz droite lieu da
point m, passe par le point p, en méme temps gue le point
Q coincide avee le point A,

Dansle Porisme VI, 1a drojte des poles passepar les points
de concours des cdiés opposds du quadrilatére Samb, o
est; en méme temps, paralltles la diagonale ub; en d'auires
termes, les pbles ot P coincident, respectivement, avec
les paints A et B, etle point p est & Iinfini,

Dansle Porisme VII, enfin, 12 drgiie des pdles passe par
le point de concours des cotés 3a, b (de sorte que Q
coincide avec A}, et elle est paralldle 4 1a diagonale Sm,

Ces hnit Porismes dérivent, comme on le voit, dela con-
sidération du quadrilatdre Samb. Leg Porismes Tl et X, gui
complétent le nombre des dix cas aunoneds par Pappus, se
vapportent aux cas dans lesquels le quadrilaiére cesse d'exjs-
ter parce gue fes deux droites SA, SB sont paralléles, Clest
€€ que nous pouvons exprimer simplement aujourd'hui en
disant que le sommet § du quadrilatére se tronve A Tinfini,

Revenons an guadsilaiére pour rechercher les cas omis
par Euclide. Ce sont tous cenx qui résnltent des positions
saivantes de la droite des pales: 10 quand cette ligne passe
simplement par un scul des tois poiats de concours des
¢81é5 opposés ou des diagonales du quadiilatére, sans qu'on
Passujetiisse & dire paralldle & avcun cdié; 2° quand elle
passe par les denx points de concours des caids opposds, sans
condition de parallélisme; 3¢ lovsqu'enlin elle pass¢ par le
sommet S du-quadiilatdre, avec ou sans condition de pa-
rallélisme,

(109}

Euclide paralt s'éue proposs de présenter, autre le cas
général, trois classes de cas particuliers bien distinguds par
les positions de cette droite. Premitrement, la droite des
poles est paralldle aux cétés et aux dingonales du quadrila-
tdre Samb; secondement, cette droite passe par un ou par
deux des trois points de concours soit des vdids apposés,
soit des diagonales du quadrilatére; et troisiéniement, ces
deux conditions sont simultandes, c'est-3-dire que la droite
des pbles passe par un oun par deux de ces trois points de
concours, et esi en méme temps paralldle 3 un cbté ou 4
une diagonale,

Ajoutons que dans I'énumération des cas auxquels don-
nentlieu ces trois hypothéses, I'autcur des Porismes a deartd
tous coux dont la démonstration serait la méwe que celle
d'un eas dédji donnd,

Ce sont, je ne pois en douter, ces motifs qui ont dirigé
Euelide dans le choix de ses dix Portsmes.

En effet, e cas géndral est e Povisme IV qui repose sur
la relation géndrale & six segments entre les six points
de section des cdtds et des deux dizgonales du quadrila-
tdre par la ligne des poles.

Dans le Porisme T, 1a diagonale $m, c'est-a-dire la droiie
tiew du pointm, se trouve paralléle i la ligne des péles, Pour
que cela arrive, il fant qu'il y ait entre les trois poles une
certaine relation qui fait le sujet du Lemme I,

Dans le Porisme I, la dvoite des poles est parallale 4
Fautre diagonale ab du quadeilatdre; on, ce qui revient an
méme, le point p esta Finfini.

Dans le Porisme VI, la droite des palesest paraliéle an
coté am du quiadrilatére, auguel cas le point P est A Iinfini.

Pans le Porisme IX, Ia droite des poles est parallile 4 la.
droite 5B, .

Tels sont les quatve cas auxquels donne Heu 1a premidre
dus positions caractérisdes ci-dessus, o’ est~d-dive Jo parallé-

) (1eg)
Telles sont les Lrais espaces de positions omises par Eu-
clide. Voici les raisons de cette omission,

- Pour la premiére espdee, 1a démonsication est absolument
la méme que pourle cas général (Porisme V) car Péquation
& six segments sur laquelle repose 1a démonstration, subsiste
entre les six mdmes segments, quand la transversale qui
coupe le quadrilatére passe parun point de conconts, soit
de deux cdtés opposés, snit des deux diagonales. Aussi
voyons-nous que Pappus a compris ¢e cas particulier dans
son Lemme IV, en le représentant par une des huit Sgures
auxquelles la démonstration s’appligue.

Dans la deuxiéme espieela démonstration subsiste encores
seulement la relation d six segments sa réduit qualre, parce
que deux segments deviennent dgaux {sans &ire infinis).

Enfin, si Euclide n's pas considéré les positions qut
feraient passer la droite des pales pav le sommet S du qua-
drilatére, c’est que les Porismes qui peuvent en résulter ne
seraient, & I'égard du point p, que des cas particuliers d’un
Povisme général qui davail se trouver plus 16ing car il est

indiqué, d'une maniére non douteuse, par les Lemmes X1

et XIIT de Pappus. Dans ce Porisme les données sont les

méues quant aux deux droites SA, 51 et aux pdles P, Q

pris en ligne droite avec le point S : mais le point p, au

lien de se trouver néeessairément sur cetie droite, a une
position quelconque, qui peut &wve sur la droite comme an

dehors (1), Et puisque Fuclide a omis, ainsi que nons I'a-

vons dit, les Porismes dont la démonstration n’aurait é1d

que Ia répéiitinn de celle d'un cas plus général, nous devons
penser que c'est par [a mdme raison qu'il a passé sous si-
lence les cas de la proposition des quatre droites dont it
s'agit.

On recounaltra que ces omissions et les motifs qui nous

Sy R S Y
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paraissent les justifier, se pouvaient prévoird’aprés cortaing
passages de Pappus, notamment celui dans lequel il dit
qu'Euclide ne donnejamaisqu'une démonstration des choses
que renferme son ouvrage; ce qui veut dire qu'Euclide ne
doune jamais denx fois la méme démoustration. Car cest
dans ce sens que nous devons entendre ce passage : « Bien
» que chacune de ces propositions soit susceptible d'un cer-
» tain nombre de démonstrations, comme nous le falsons
» veir, Euclide n’en donne qu'une, qui est tonjours la plus
» claire. »

Pappus dit, « comme nous le faisons voir », parce que
dans plusieurs Lemmes il donne les figurcs qui se rappor-
tent 4 des cas 'une méme proposition dont les différences
ne dépendent que des positions relatives des diverses par-
ties de 1a figure. C'egt ce qu'Eunclide ne faisait pas.

It est & croire que les propositions que ces « géométres

" peu expérimentés », dont parle Pappus, ont ajoutées i celles
d’Euclide, étaient du nombre de ces cas partieuliers omis
i dessein par l'auteur des Porismes, comme susceplibles de
la méme démonstration qu'unc proposition déji démontrée.

A ce sujet, nous zjouterouns que, si, conformément an
langage ct aux doctrines de la Géométrie moderne, nous
avons parlé des dix Porismes des quatre droites comme de
dix cas d'une méme proposition, ce n'est pas ainsi qu'Eu-
clide et Pappus les considéraient. Dans plusieurs de ces
propositions des points disparaissaient en passant A 1'in-
fini, ce qui constituait, au temps d'Enclide, des proposi-
tions distinctes, et toutes, par suite, demandaient une
démonstration différente : c’est ce qu'on peut remarquer
dans les Lemmes de Pappus. Aussi cet auteur en annongant
qu'il a reconnu gue ces dix Porismes peavent étre renfermés
-daps un seul duoncéd, ne dit pas que ce sont dix cas d'une
méme proposition, mais bien dix Porismes analogues entre
eux, ou de méme espice. Et, en cffet, pour les renfermer
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tant plus, que c€ Porisme, qoi forme notre XX1H* ri-
aprés, est une conséquence naturelle du Lemme XI de
Papp“ﬁ-

I des Genres distinguds par Pappus.

Ponrsur XL — 80 de deux points donnés P, Q on
méne denx droitas PM, QM so coupans sur une droita IM
-donnée de position, dout P'une PA intercepte Sur une
droite donnée de position
AX unsegment Am conip-
téapartivdun pointdonndé
Az on pourra trowver une
autradroite A"X et surcetre
droite un point A, tels, que
. Iq segment A fait parla
-droite QM sur A'X, seva an segiment Am dans une raison
donnée X,

Am
A’
A'X! seront divisées en parties proporiionnelles par Jas
deux points m, m'; etdeux points de division hoimologues
serout i I'infini. Il s'ensuit que les denx droites AX, A'X/
sont paralléles aux droites menées des deux points P, Qa
wn certain point de la droite LM. Menant donc Pe pa-
ralléle & AX, puis Qe, [2 droite cherchée A’X/ sera para-
12le & Qe

Ensuite, les deux points A et A’ seront deux peints ho-
mologues dans Jes dewx divisions formées par les points
m, m'. Par conséquent les droites PA, QA’ se croisent sur
1a droite LM. Menant done PA qui rencontre LM en a,
yais ka deoite Q &, le point A sera suv cette draite,

Puisqu'on doit aveir

. . Am N . .
Enfin, en doit aveic AR Orles points G e1 Gl ol la
P . .

droite AX et la droite cherehide A X! vencontrent Ja base

=13, ks denx droites’ AX, ‘
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ainsi dans un seul énoncd, il a dit réuniy deux hypothéses
différentes, "anc ol figurent trois points, et celle o il n'y
en a plus que deux et une condition de pavallélisme,

Notre restitution des dix Porismes d'Fuchide différe i
beaueoup d’égards de celle de Simson, La cause principale
du désaccord nous parait provenir de ce que ¢ce géométre,
dans son travail, n'a pas pris pour base les Lemmes de
Pappus, et par conséquent n'a pas cherché A faire choix
des propositions qui se pouvaient eonclure naturellement
de ces Lemmes, Aussi ne s'est-il sevvi des Lenuntes que
pour la démenstration de trois de ses dix propositions, et
méme, pour ainsi dire, incidemmnent, et sans quiil y edt
une connexion marquée entre les Lemmues e les praposi-
tious,

Cing seulement des dix propositions de Simson se rotron-
vent parmi les ndtres | ce sent : Jes as, 4% 3%, g®etrot:elles
coincident avee nos 8¢, 107, g% 3% et 4°. Mais le plus son-
vent, dans ces propositions identiques, les démonstrations
sont difféventes de part et d'autre.

Parmi les cing autres propositions du géamétre anglais,

il sen wrouve une, la 3*, que vous eroyens n'avoir pas pu
faire partie de la proposition des quatre droites. C'est le vas
dans lequel 1'une des deux droites donndes 54, SB est situde
4 I'infini, Car si les Anciens ne regardaient pas un point
situd & Viufini, comnme un cas particulier d'un point consi-
déré d'ahord 2 distance finie, ainsi que nous V'avons dit pré-
cédemment, on congoit qu's plus forte raison ils n’ont point
dit -vegarder l'infini comme une droite, ni méme comme
donnantlicin 4 des propridtés analognes auy propriétés des
droites. .

Mais si la proposition de Simson n’a pu se trouver parmi
Jes cas de Ja proposition des quatre droites, néanmains elle
constitue, sous un énoncé différent, un Porisme qui certai-
nement n’a point échappé & Knclide. Nous le eroyons 'au-

3
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PQ soat deux poinis homologues-dans Jes deux divisions de
AG

ces droites; donc v =2* Ce qui détermine A en
grandeusr, |

Il suffie dés lars d'inscrire dang Pang

P ite parallg : '
a:i: s?l:;:::: t:lrom. p:n.allcle A Qe et dgale 3 %9-- Celte
i la question.
En effet, considérant Jes
coupées par les droites LM
des Lemmes IY e1 X1 {1},

le des deux drojtes -

quaire droites PR, Pe, PN, Pa,
et AG,on a, par le Covollaire T

_Aﬂ_‘;aM‘cM
AG ™ aE ‘B

On a de mdme, 4 'doar
e, a P'dgard dey quatre droites issues dy

point Q,
A'm' _aM M
A6 LT
Ainsi ’
Am  A'wy

Aw Am AG
AG TG N o= ope=
Le Porisme est donp démontrd,

Ce Por] s . .
. .Ponsme a.er.e rétabli par Simson et for
position du Traité Do Porismatibus
Pormsue XJ1,

mela 23° pro-
(p. 4o0).
— De chague point M d'une droite 1M

dennés de position,

on abarssa
R s
% wune obligue Mm sous yn angle

donné, sur une droite donnée ds
position AX, sur lagueile le point
A est donné, et du méeme point N
On méne une droite & un point
ixe Q : une raison ) diant o=

X
nee, on powrra déterniner une

{1} Vair ci-dessus, p. 81,
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droite A'X! et sur celte droite le paint A, de manidre que
te segment A'md fait par la droite MQ sur AKX, sera
au segment A m dans la raison A,

. Que par le point A on méne la droite Aa paralléle sux
obliques abaissées sur AX, et par le point @ o cetie droite
rencontre LM, Ta droite aQ. Le poiut Af gera sitné sor
cette droite, Que par le point Q on mine la droite QG
paralléle aux obliques, qui rencontrs AX en G, el que
dans P'angle aQG! on inserive la droite A'G’ paralidle &
1M et égale 3 A.AG. Cette drofie ct son polnt A’ sitné sur
a() satisfevont & la question.

. En effat, on a, par les triangles scmblables,

Am aM Atm’ _.a M
A6 ag NG T ag
Tone
An = A—-—--""' ; d'oi Al = Ae = A.
AG ATG Am AG
Donge, ete.

Poussue XIII. — &7 Len furt tournerun angle mOw’
antour de mu'sommer, et que ses cbtés remcontrent, res-
pectivement, deux droites AX, A'X! en deua points m, m';
ta premigre droite et le point A dtant donnés, ainsi gulane

raison X : on pourra déterminer de
af'? pasition la denxidme droite A'K! et
sur cetta droite le point A', de ma-
nitra que les deux segments A’ o
Am sofent toujours entre eux dansla

rafion A

Qu'on fasse passer par le point A le premier cf&lé de
V'angle, et soit OA’la divection du second c81€; le point de-
mandé A sera sur ceue droite. Oa et Oa' éant les direc-
tions des denx cdiés de I'angla dans une de ses positions, gue
Pon inserive dans 'angle A’O 4 unedroite A’a’ paralldie au
second ¢o1é de Pangle considéré dans sa position TI0Y ol son
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50it 5 e point ot elle rencontre fa droite 545 les deux wi-
angles sac, 54’ soutl semblables; par conséquent, on a
i< ag
" ad
On a, parcillement, en uppelant 1, le point od la droite
e’ rencontre SB; '

ne ba
e FZ
bc o°e
Mais —= = ——. Dan
- O btcl nl c.l £
s 5.C
2 e
Fou
e se
—T=—s; 5= 5.
PP :

Cequi prouve que les deux points 5, 5, n'en font qutun, qui
pe peutétreque le point 5, intersection des deux droiles SA,
5B. Ainsi'le sommet ¢’ de chaque nouveau (riangle &'¥¢
est situéd sur la droite S¢ qui est donnée de position. Ce qui
démontre le Porisme.

Conorrime. On conclut de 13 que : Quand dewsx trian~
gles semblables ont leurs ¢otés paralldles devz & deuz, les
trois droites quijoignent, deunz & deuz, les sommets homo-
Iogucs, concourent en un méme point.

Pomsus XVL. — Etant donnés deux droites $4, SB
ct.gquatre points B, Q, p et U situés sur une atitre droite,
on fait tourner autour du point p une droita qui rencontre
' 5A, 8B en a et by et Uonmnéne
les deux droites Pa, Qb qui se
coupent cn yn point m; la droite
qui passe parce point et par le
quatriéme point donnd U ren-
contra la droite tournante pab

en 1wz poinin : le Lew de ce point est unes droite donnée de .

position,

{7}
premier cdié est paralléle d la droite AX, et que cette droite
A'a’ soit égale & X, Aa. Ceue droite et le point A satisfe-
ront A la question.

En effet, les deux wiangles AOm et A'Om’ sont sem-
blables; et de méme les deux AQ 2, A’ Ou'. Par conséquent
Am _ A'w' Au’  Aal

—_— = au
Aa Aa Awn

:-A—a-..':

Done, eic.
* Genre.

Tel point el situd sur une droite donnde da positica.

Ponwsue XIV. — Quand dans un triangle on méne
c des paralléles & la base, et qu'on prend
sur chacune d'clles Is point m gui les di-
A vise dans un rapport denné A, ces points

a b . , ..
a m sont sur une droite donnée de position.
Seit ad une des paralléles 2 la base A
Lo du triangle ACB; on prend le poine m el

. am . .
qu’on ait = 1. Qu'en méne la droite Cas qui rencontre

ABenRjona
AR mé

BB am

Alnsi le point R est fixe, et par conséquent la droite Cm
est déterminéde de position. Ce qui démontre le Porisme.

Ponisue XV, — Quand un triangle sbe a ses deux
sorunets a, b sur deuwx droites SA, 5B

données de position, si I'on construit

un autre tiiangle a'b'd ayant ses cotés

paralléles & ceux du trinngle abe, et

3

ses deux sommets o, Y sur les deux
g droites 8A, 8B, le troisidme sommet o
sera sur une droite dennée de position.

En effet, qu'on ménae la droite ', &1
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Cel_lu propesiiion est une conséquence de celle des Yua-
e droites cxprimée d'une maniére géndrale p'ar Je Po-
rvisme IV. En effet, d’une part, d'aprés ce Porisme, le point
m déerit une draite SR; et d'auire part, si Von considére.
lesdeux droites 54, SR coupées eu @ et
zaie Pma, etles deax droites sa,

eux points p et Uet se coupan i i
d'aPré};O]e mc‘ine Porisme 1V pesttszz ul:)r:: Eo'f“ Tree poesany
s Je s roite fixe passant
par le point . Ce qui démonire le Porisme énoncé. .
Powtsse XVIL w2 Etant donnds dewx droites SA; 5B
et un point P, on méne des droites ab, paralliles e:m'e
x . olles, dansuna direction donnée, dont
\ " ehacune rencontre SA et SB en deux
4" poinis-a et by puis, on méne par le
point a la drojte a P, e par le poine
b wne paralisle i SP, laguelle rencon-
— s 17eaP enun point i ce porat est si-
thé surune droite donnée de position,
Qu'on inéne par le point P une paralléle aux droites ab
yui rencontrera SB en un point D, et parle poiatDla droil;
DM paralléle & A, c'est sur cette droite DA que se tronve
le poiat m.

Ce Porisme n'est anire que le Lemme VIII (proposition

134}; car ce Lemme &1ablig que la droite Dar qui joint les

points met Dy détermings comme il vient d'étre dil, est pa-
ralléle 4 S4. '

Done, ete.

Nota. T.a leitves D, P, S, a, &, me de notre figure cor-
respondent anx lewrss F, B, C, G,E, Dde Pappus.

Pomsue XV, — Erant donnds trois draites SA, SB.
b et 8C fssnes dun mémepoint 5, ¢ denx
potats A B surles deux premiéres; par
cas points on méne denx droites paral-
fles Aa, Bb, qui vencontront in droite
* BCen aethyet puces derniers points,

par une transvep-
U tournant antour des
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des paralléles anx dewx droites SB, SA, respectivement ;
le point d'intersection m de ces paralléles est situé sur une
droite donnde de position. '

Ce Povisme se conclut du Lemme VII; car la réciproque
de ce Lemme fait voir quele polut m est situd sur la drofie
AB.

Nota, Les leures A, 8, B, a, m, & de notee figure sont
dans Pappus F, B, C, D, E, G.

Pomssue XIX. — Erant dounés un triangle ASB etun
point p, on méne par cc point une droite qui rencontre

s SA enaet Al en Py par le point
aune purallile & AW, qui rencon-
= tra S8 en by parle point b la
droite bP; et enfin par le sommet
¥ 8 du triangle la droite SM gui ren-
contre la base AB en un point M déterniné par la propor-
tion snivante, dans laguelle C est le point oit la droite Sp
rencontra AB,

PG 2 H

PA BB

BC T BN’
les dewa drotees bP et 8M sz coupent en un point m situé
sur une droile donnée de position.
En effet, d’aprés le Lemme IX {proposition 135), cette
droite est 1a paralléle & AB, meudepar le point p.
Pomsue XX, — Etant donnés trois droites SA, 8B,
SC issues d’un méme point 8, et un point P, on méne des
B droites paralléles entre elles, dans une
/ direction donnée, chacune desguelles
a b rencontre les deux droites SA, SBen a et
b; en jolnt ces points au point P par les
droites Pa, Ph dont la premiére rencon-
T v w8 tre 8C en ¢, et par ce point on méne

ab, wne paralléle gur coupe Phen wm: ce point est sur une
droite donnde de position,

{Taa2)}
m:ur.d‘ap:-és'chcmme Hi, -

¢P  gP
ca’ ga

_ mPB ¢'P

=25

De mdme, les trois droites SA, 5C, 5Q coupdes par les deux
Pa, PA, donnent

cP 4P _CP, QP
ta*ga  Ch ‘04
et les trois droites 5M, 8B, 8Q coupédes par les denx P3,
I'B, :
mp q'P MP QB
m‘ H W: m . Q_B

Done
CP QP _ Me, QP
‘C_A. . QK-—- ﬁ . @!
oun
MP _ CP.QA
MBT TA.QB

Ce qui prouve que le point M est fixe, et par conséquent

que le poiat # se ‘trouve sur une droite SM déterminde de

position, C. @, F. D,

Powmsue XXII. — Erant dounds un triangle SAB et une

raison X, si autour d’un point p pris sur la base AB du
triangle on fait tourner une transversale qui rencontre les
deux cotés SA, SB en a et b, ot gu'on prenns swr cette

c droite le point m déterminé par la
relation
a_ma
b el T = A
26 mb

le point m sera sur wre drotte don-
née de position.,
Cela vésulte du Lemme X {proposition 136). Car si 'on

p - A & B
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Ca Porisme est nue seconde interprétation du Lemme 1X;
car s l'on méne la droite Sm, et par le peint P une pa-
rallale aux droites ab, laquelle rencontre les quatre droites
jssues du point S, en A, B, C et M, on a, d'aprés le Lemme,

1t
Pegaline PA.PM == PC.PB.

Ce qui proave que la droite §m est déterminée de position.
Doung, etc. ‘ )

Remargue, Celte équation, comme nous Tavons dit
dans I'analyse des Lemmes de Pappus (ci-dessus, p. 78),
exprime que les deux couples de points A, M et B., Cetle

point P forment une involution dans laguellele point P est
le point central, ou, en d’autre.s termes, dans laquelle le
conjugué du point P estd Tinfini (1). o o

Ponssr SXI. — 8i or déforme un quadrilatére en fai-

sant tourner ses qualre cdtes aulour des deux points de
concours des c8iés oppasés, de manidre quo trofs sontnels
du quadrilatére glissent sur trois droites fixes concom-a{::
en un méme point, le quatridme sommet déerit une droite
donnée de position. .

Ce Porisme est une généralisation du précédent,
dont il fait bien commprendre le
sens. La démonstration résulte du
Lemme IH.

Le quadrilatére est abmey les
points de convours des cdtés opposés
sont P et Q5 les trois sommets a, b, e
glissent sur les 1wois droites SA, 5B,
SC. La droite 5Q rencontre les cdtés
aa, bm en g et g'. Les trois droites
jssties du point Q, Qme, Qba, Qg'q
coupées par les deux _Pu, P& don-

{v) Gdom. sup., pr 13

{ 1a3 )
galitd
pAL LA
eBCBT
on aura

Ea.-nb _EA.CB
pb.oma ™ pB CA

Or, d'aprés le Lemme, quand cette égalité a Lieu, la droite
Cm passe par le point de coneours des denx Aa, Ab, c'est-
i-dire par le point 8. Dona, ete.

Ponisue XX — Erant donnés une droite SA st trois
points p, B, Q en ligne droite, si
autour des deux g et P on fait
tourner deux droites se coupant
sur la droite SA; et que par le
point Q on méne & la premibre
. pa une parallile qui rencontrera
- la deuxidme Pa en un poiut m: ce point sera swr une

droite donnde de position.

Ceuta proposition se démontre sur-le-champ au moyen du
Lemme X1 {proposition 137). En effet, que 'on méne la
droite mR paralléle & la droite donnée SA, on anra d'aprds
le Lemme, en considérant les trois droites mP, mQ, mR
coupées par les transversales pPet pa,

PR, pQ _ gl _ PR,
PR " PO el AR
Done:

Q

Donc le point It est fixe; et par suite, le len du point m

estla droite fixe RI paralléle 4 SA. ¢. Q. F.n,
Observation. Clest ce Porisme qu’on peut regarder, dans

la Géométrie mederne, ainsi que nous Pavons dit ci-dessus

AR pQ
R

o
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ndrale des quatre droites, celui o Pune desdroites deindes
SA, 5B sur lesquelles se coupent les droites tournantes est
a I'infini.

Pomssue XXIV. — Erant donnés un angle ASB et deux
poinis P, Q en ligne droite avee le sommet 5y sf autour
dun autre point donné p on_fait tour
ner una droite qui rencontre les deux
odtés de l'angls en a et b, et qulon
méne les deux droites Pa, Qb qiit se
coupent en un poinl m: ce point sera
situé sur wne droite donnée do posi-
i tion.

Qu'on méne des droitesdu point p aux deux points P, Q:
elles rencontrent Jes deux coués del'angle 88, 84, respecti-
vement en C et D; c’est sur {a droite CD que se trouve 1ou-
jours le point m.
~ Cela ressort immédiatement des Lemmes XII et XII
{propositions 138 et 13g, ot le point E représente le point
p de la figure acwnelle}; du Lemme XIT quand la trans-
versale menée pav le point p est paralléle 4 la base PSQ;
¢t du Lemme XIII quand cette droite a une direction fquel-
congue,

Corollairz 1. Considérous trois transversales pab, pa'l/,
oa”b" mendes par le point p. On a, d'aprés le Lemme I,
Péquation

Sa  a"a _8b b4 Sa.a"a Sh.4 0
fa 7a 56 FE "M By aa EF.LL

Et réciproquement, d'aprés le Lemme X, quand ceute
équation a lieu, les trois droites ab, a'¥, &”b" concourent
_loujours en un méme point. On conclut done, du Porisme
précédent, ce thdoréme

Etant pris sur denx droites SA, 5B deux systémes
de trois poines a, o', o et b, ¥, VW, ayant entre enx la
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L équation du CorollaireI devient done

Sa.a"a" _ Sd.d"d

Saf a%a T 84, d'd
On en conclut que :

&i Von prend sur une drofte 5A, deux systémes de irois

points a, &, a", gt d, &', 4%, entre lesquels ait licu Péqua-
tion ) :

Sa'.aa Sd'.d"d ;a”a’ﬂw:d”d'

Sa.a"a’ __ Sd.d"d’ S8a «"a Sd d*d
= (ou 5 = ) ;

puis, qua de deux points quel-
cangues P, Q en ligne droite
avee le point 5, on méne les
droites Pa, P, Po" er Qd,
Q& Qd”: les trois premibres
de ces droites rencontrent s
respectivement, les trois au-
tres en trois points siiués en

Iigne draite. .

Ponisue XXV, — Awour de devx points fixes A, B
on fait tonrner deux droites dont le point de conceurs M
est toujours sur une drolta fixe
LM ces droites rencontrent une
autre droite fixe CX en deux
poinis a, by st da deux points P,
Q donnés sur la droite LM, on
méne les droites Pa, Qb qui se

f__..-j’ m
4 [

coupent en un pointm : ce point
ast sitné suir une droite donnés do position.

En effet, concevons qu'on ait mené par les points A et

B trois couples de droiles se coupant, deux & deux, en M,

M ot M sue la droite LA, et rencontrant la droite CX

ena,d, af et b, ¥, b”. Soit D le point de rencontre des deux

< lepitas T O e, parete Temme T entre MUY, AV
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refation
Sw.,a"a" Sb.b*Y
§aaa” SV 5B
! sl de deuzx points P, Q, en ligne
droite avec le point S, on méne
les droites Pa, Qb gui se cou-
penten my P, QW qui se cou-
pent en w', et Pa¥, Qb gui se
coupent en w' : ces trols points
m, w', m seront en ligne droite.

Carollaire I1. §i 'on congnit une droiwe §'B paralidle
4 8B, qui renconire les droites Q5, Qb, Q¥F, Q1% en §,
e, &, " les segmentsSé, ¥ W,... sont proportionnels i S'e,
¢"d,...; de sorte qu'on a I'diquation
Sa.a’a" e
84 aa Fo.s

De lace théoréme,‘ qui présente, dans I'hypothése, quel-
tue chose de plus géndral que le précédent énoncé :
tant pris sur denx droites dewr systtmes de quatre
points 8,a, ', 8" et §, ¢, &, o enira lesquals a Neu U'é—
quation ’
Sa.a"a' 8e.c"d

Sa’.a¥a T F e

si de deux points P, Q pris arbitrairement surla droite
+ i ! P o

S¥ on méne les droites Pa, Pa', Pa" ef Qe, Qd, Q¢

les premiéres rencontreront, respectivement, les secondes

an trois points m, m', m” situds en ligne droite.

Corollaire 111, Les droites Q5, QF,-Q ", dans le Co-
rollaire I, rencontrent la droite 5A en trois points d, d',d".
On a parle Lemmae III, entre ces points et 3, ¥, 37,

Sb.6"Y  Sd.d'd
SE 6" T Sd .l d
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vl a, of, o,

PM oMM D flﬂ_

MY MM T De” aa”’
et deméme, pour les trais points h, ¥,

DM MM DK 56

DM MAY T DA b
Pone :

Da' aa' DY b

D@ T DE B
Ceuie équation prouve, dapris le corollaire III'du ]E"o-
risme précédem, gque les poinis de section des trois droites
issues du point P par les trois issues du point Q, une d wne
respectivement, sont en ligne droite. Ce qui démontre le
Porisme. )

Iin d’autres termes. Les deax points ay b forment sur
CX deux divisians homographiques, puisque les deux droi-
ics Aa, Bb se coupent toujoars sur la drofie LM (1}, Par
consiquent Jes deux droites Pa, Qb forment deux fais-
ceaux homographiques. Or ces deux falsceaux ont denx
rayons correspendams coincidents suivant la drofie PQ,
paree que les deux points o, b coincident en D .sur la
droite LM. Done le point m déerit une droite {2)-

€. Q. F, D.

Observation. Ce Porvisine est, sous un énoncé plus géné-
yal, du méme genre que le Porisme XVIII, qui s'en con-
clut, si l'on suppose que la troisidme droite CX passe par
le point de concours des denx AQ, BP et que la droite PQ
soit 2 'infini.

Pomsse XXVI. — FErant données. denzx droites AA',
PQ qui se coupent cn 8, les points A, A" ot P, Q étant
donnds sur ces droites, et une raison A élant aussi don-

Sy e .
ARSI I T4 SN |
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née; si Pon prend sur AN deux points variabiles n, w
- liés parla relation

An__lA.’n'
§n — “Ea

le paint de rencontre m des denx
drottes Pn, Qn' est situé sur une
droite donnéa de position,

En effer, qu'on prenne deux
points B, Bf ayaut entre eux la

relation
— A' Br -
5B s

on en conclut, en la rapprachant de Ia premiére,

An.SB _ A'R.EE
Sa.AD T Sa'.A'B

Et cette équation prouve, d'aprés le corollaire I du Po-
risme XXIV, quele point m est situé sur 1a droite qui joint
le point d’intersection des deux droites PA, QA an point
d'intersection des deux PB, Qv

Ce qui démontre le Porisme, .

Ponwswe XXVI. — Erant donnds deux droites LC,
LICY, et sur cas droites dene systdmes de trois poinisi A, B,

-~ Cosur la premitre ot A, W, Q,

sur la seconde; si auiour do dens
points Py, Q situés sur la droite
CC's on fait tourner deax droites
rancontrant, l'espec!ipcment, les
droites L.C, T/C en deux points
W, W, Lels, qu'on wit toufours Pégalis

4 ! !
rF ¢ ?c €

nA.CB n'A'.C'll'_
aB.CA T ARG
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s¢ trawse sur 1a droite; fiew dy point iy o ilen est de
méme dn point a’, ‘ '

Ainsi le Porisme est démontrg,

Plus bridvement, Leg deur rayons PM, QM forinent deux
faisceaux homographiques {1)3 parsuite, les denx poinis z,
A’ forment denx divisigns homographiques; et les doux
rayans Pa', Qn forment deux faisceaux homographiques ;
leur point dintersection déerit une droite, parce que les
deux rayons coincidents P(Y g Qc 5e correspondent (2).
Done, ere, .

Pomtsae XXIX, — Prong donnés deur angles ANF,
ADF, si par leurs sommets BeaD
on méne devx droites quelcongues,
dont la prenitére rencontre les deyx
cdtés de langle Db an M of Cetia
deuzitms les cétds de Pangle B en
K et E1 los deux droites MK ¢ CE
- concourent en un point G situé s
nne droite déterminée de position. .

Ce Porisu?e résulte immédiatement, de mampy que le
Porisme XXIV, des Lemmes XIT et AU savoir : dy
Lemnts ST quand Jes cdtés BA ot DI des deux angles sont
paralidles; et du Lemme XTII quand Ja position des denx
angles est tout & fait arbitraire, -

Porrssis XXX, — Fhéoréne géudral de Pappus (3

Soient g, P, (3,..., R les pdles Lives et en ligne droite
autour desquels tournent i droites variables, de manidre
que {# —1} de lenrs points I'intersection glissent sur an-
tant de droites fixes. :

Tans Mypothése particulisee par laquelle Pappus rom-

B B

1) Géom, sup., ant. 104,
'(a) Thid., act, 108,
J(3) Yoir ¢i-desaus [ ARL RSN
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le poiut d'interseetion dg ces deux droftes sera sur nhe

droite donnée de position,
Ce Porisme est une conséquence manieste du Corol-

laire II du Porisme XXV,
Posesur XAVIL, — 8¢ arnrayr de deux points P ot Qon
Jait tourner denzx drottes qul s coupent sur une drarte LM
. et gu rencontrent deux gu-
tres droites fixes CX,CX' en
dewx poines n; W, respecti-
vement; puis, qu'on méne les

deuz droites Qn, Pr’:

point m d’intersection de cos
derniéres sera sur une droite

dennéé de position,

Qu'on méne les denx droites PV, Qaaux points od la
droite LAl rencontve C'X! e CX ; ces droites P, Qa
woupent, respectivement, CX et O'X' aux peints b et &,
et clest sur la dioiie da’ que se trouvent les points m,

En effer, on a, d'aprés le Lemme II, entre les deux
séries de qnatre points a, 7,0, Ceta, M, ¥, E,

an | bn aM &N
aC*ECT 4E TR

On a pareillement

oA bt e A'M
A YT 4R FES
Done -
an_ ba a'n® L'n Cb.na  C'¥.n'a

AT I TT Y Cai = ga
Done le point d'intersection des deus droites P, Qe dé-
<ril une droite (Porisme XXIV).

Cette droite est &videmment 'b. Carsile Point a goin-
cide avee b, #' coincide avec »’. Par conséquent le point
d'intersection des deux droites P! ot Qb cestei-dire b,

b}
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mence P'énoncé de la proposition, ces (1 —1) points appar--
tiennentA une méme droize tournante, par exemple a cglie
qui tourne antour du point p. Alors il est évident que la
proposition ue dit rien deplus que celle d'Euclide.

Passons doue au cas général, oni les (n —1} paints qui

glissent sur los droites fixes, sont pris d’une manitre quel-
. afn — . .
conque parmi le nombre total ~—{-2-—} des poinis d'inter-

section des droites tournantes, pourvu toutefois que chaque
droile ait tonjours au motus un de ses points de concours
avec les autres droites mobiles, sur une des draites fixes.

Concevons, indépendamment des droites tonrnantes el

des droites fixes, un axe L mend arbitraivement, et qui rex-
contre la droite des péles en un point 8. Considérons deux
dvoites tournantes, dont le point de concours soit sur nne
des droites fixes, les denx qui tournent antonr des deux

points p et Py soient «, «/, a” les points on olles se cou-
pent sur la droite fixe, dans trois de Jeurs positions succes-
sives; ces droites rencontrent I'axe I e des couples de
points que nous appellerons a, b dansla premiére position g
a'y &' dans la seconde position; et a", & dans la trojsibme
position. .

Soit A le point ot la droite fixe rencontre la droite des
pdles; on a, d'aprés e Covollaire 1 di Lemme LT {p- 82}

Sa a"a Az _a'a
81
56 %) _ Az aa
b"—”zﬁ’—_—-:"a”a'.
Done

La droite qui tourne autour du pointg détermine Jes po-
sitions sueeessives de eelle qui tournz sutans Ju Prine P
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Parcillement, celle-ci détermiine les positions sucrussives
’ I
Lune troisigme qu'elle rencontre sur une des droites fixes,
par exemple de celle qui tourne autour dy point Q; soient
¢y ¢, ¢” les points dans lesquels cette droite, dans les trois
positions qu'elle prend, rencontre I'axe L; on aura, comme
ci-dessus, .
§& % Sc ¢
SUTEY T S
Et de miéme, & Pégard de la quatriéme droite tournanie
H o q
donttes positions sont déterminées par la troisidme,
8¢ ¢ Sd  d"d

§5C T T L A

Il exisie doue autant d'équations mojus une que de draoi-
tes tournantes. Or, on voit que tous les mrembres do ces
équations sont égaux entre eux. Par conséquent, on a une
équation semblable entre les points marqués sur l'axe I,
par deux quelconques des n droites tournantes, par exem-
ple Pégnation :

§a  a%a 84 d"d

S wa s § AT

Sq’

relativement a la premiére et a la quatritme droite tonr-
nante, : )
hais cette équation prouve, d'aprds le Corollaive I du
Porisine XXIV, que les points d'intersection des deux droi.
Les tonrnantes considérées dans lears trois positions respec-
tives sont ent ligne droite. Ce qui démontre le Porisme,
Plus bridvement. Denx droites leurnantes, dont Je point
d'intersection glisse sur une des droites données, forment
deux faisceanx homographiques qui ont deux rayons ho-
mologues cotucidenis suivant fa droite des poles{1); il
s'onsuiy que les faisceanx formds par denx droites tone

{0} Géom, sup,, p. 71, art, vaf.

( 134)
. Pomssur XXX, — $F de deur points fixes B, Q pris
sur les cdiés CB, CA d’un paral-
lélogramme CASB, en Iigne droite
aves le sommet 8, on méne des
droites & chague point M d'une
draite fize LC pussant par le som~
met C du paralléilogramme : ces
. droites formeront, respectivement,
¢ sur les deur ofiés SA, SB, deux
segments Sm, Snv', dont le rapport est détermins.
Menouspar les points P et Q les paraliélesa la droite LG,
lesquelles rencontrent les denx droies SA,S5Benaetend,
Les quatre droites PC, PS, PN, P a, partant du point
P, et coupdes par LC et AS dounent, d'aprés le Corollaire I
du Lemme III {p- 8a},
Sm M
Ea T ow

On 4 de méme, en considérant les quatre droites qui
aboutissent A Tautre point Q, etles transversales LC, RS,

S _hm
E A
Done
Sm__ So Sm _ 8a
52 B¢’ Sm' T 8§

Le second membre est constant, Ce qui démontre le
Porisine.

1V* Genge.
Le yapport de telle drolts 3 telle ahsclsse est doenné,
Powisue XXX — 80 de chagie point W d'une drotte

LE on abaisse surwie autre droite AX des obligues M,
Mm! sous des angles donnés, i oxiste sur cotte drotte AX

{ £33
nantes quelcongues, non conséciui\'es, sont aussi homo-
graphiques enwe eux, e ant deux vayous homolopues
cofucidents suivant Ja droite des poles. Par conséquent le
poing d'intersection de ves denx droites déderie unedroite (1),
Cequi démonre le théoréme.

" Genre,

Ly rupport de letle droite & telle sutve drvile et dunus.

Ponrsur XXXI. — 8i de chagua poins M d'une droite
LM donnéa da position, on abaisse sur deux autres droites
AX, A'X! des obligues Mm, Mo sous des angles donnés;
de poine A dtant donné sur AX : on peut trouver le point
Al sur A'X! et une raiton 1, tels, gue
le rapport des segments Awm, A'w’ soit
torjours égal & la raison ).,

Soit a le point de la droite L dont 1o-
bligue abaissée sur AX tombe en A, et
soit A’ le pied de 'oblique abaissée de
‘ce point a sur A'X : Af est le point
cherché, Quant & la raison 1, soit E le
point ok la droite L rencontre la droite A X, et EE/ I'obli-
que abaissée de cu point sur A’ X/, on aura

¥ Am 1

AE
=A%
En effet,
' A uM Ao’
AT T
Do
A AE
Ao AE
BPeue ete.
i) Géom. sup., art, 105,
¢ 135 )

un point F tel, quel'on a la relation

Eom
- == CONSt.
Hin

Ce point E est celui ot Ye droite LE rencontre AX. En
effet, d'un point B, qui avec le
2L point E détermine la droite LE,
menons les obliques B, B¥.
Ona par lestriangles semblables

178 7 b. w ¥ X Em . Mm _ mm’.
EE T DE T EF
Done '
Em Eb

mmt o BE
Ce qui démeutve le Porisme.

Yorsag XNXIV, — Siwutowr de deur points P, Q on
Sait tourner deux droites se cou-
parnt surune droile donnée de po-
v sition LE, ces droites rencontrent
une denxidme droite fixe AX pa-
ralltle & la drotte donnée LE, en
deux points m, w'; et il existe sur
I droite AX an point Ftel, qu'on a la relation constante

3 ‘/F P Q

Fm
— == Const, = A
i

Cela résulte du Lemme XI (proposition 14a); car les
quatre droites ME, MF, MP, MQ coupdes par les deux
FPQ, FX, dounent, d’aprés ce Lemme,

Fu _ FP QE.
mr' ~ FE ' QE
" Donc, ete. ‘

Pontsue XXXV, — 8 autour do denx paints fives R, Q

on fuit lour:;cr denx droites qui se coupent surune droita
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donnée de position LE, e rencontrent une wuire droka
donnée AX paralléle & la base PQ en deux points m,
m': i existe un point ¥ sur AX.
et une rafson X, tels, que l'on o
mnt'

Fm

Le pointdemandé F est le point dintersection des deux
droites doundes LE, AX. Et !a raison 1 estdgale au rapport

=

g%‘, E diant le point ot la drojte LE rencontre la base PQ.

En etlet, on a par les triangles semblalles % = %Eo

¥* Genre.

Tolls drolte vet doanse do positlon.

Porisuzr XXEVI, — & autour d'un point pon fait tour-
ner une transversale qui rencontre deux droites donndes
SA, SN en deux points a,a, e
que'd'un point P donnd sur la
droite S, on mine les deux
droites P, Pa': on pourra dé-
terminer de position une droite
L tells, qus la segment fnter
cepté par les droites warighles
Pa, Pa' sur cette droite L, soit

ie longueur donnée p.

Que l'on inscrive dans 'angle a P’ une droite aa’ de Ia
longueur donnée k, paralitled p § : cette droite satisfera &
Iz question,

1l faut prouver que si par le point pon méne une droite
quelconque p b4, les denx droites Pb, Pb’ intercepteront
sur la deoite qu'on vient de déterminer un sogment 66’ dgal
a za’; ou bien que I'on aura 82 = ¢«

- {138 )
Porisag XXX VIL, Quand deuz droites tournent gy

tour de deux points fizes P, Qen e coupan! toujours suy

une droite donnéa LM, et que Iz
premiére rencontre une droite don-
née de position AX en un point m;
on peut déterminer une antre droite
Sixe BY que Is droite tournant au-
tour du point (Y rencontrera en un
. point m', ot qui soit talla, gque le
rappart des segments Am, B, comptés & partir des
points oi: les deux droites AX, BY coupent la base BQ,
ait une valeur constante,

Qu'on méne parallélement 3 AX 13 droite Pa, qui ren-
contre la droite LM en x, puis la droite Qa, et parle point
F o0 AX rencontre LM, la droite FB paralléle & Qu; ce
sera la droite demandée,

Cela résulte du Lemme X1 d'aprés lequel on a

el
B EM LM
B—v- = '—F H ;L_.
Done
Am _ Bwt' Am  AF
AF — B} Bor = BF = coust,

Ce gui démontre le Porisme, :

" Ponsue XXXVII, — Zrang donnés deua: droites AX,
' BY, denr points Ay B sur ces droites
et une rafron A il existe une droite
LD telle, gue si dechacun deses points
on abaisse sur les denz droites AX,
UY des obligues M, M/, sous des
angles donnéds, on aura la relation

A m [

(137}
Prouvons yue cetiv dgalité a lien sur oute droite AA:'
paralltled p 5, quelle que soit la longueur du segment ae'.
On a dans le triangle A 22 coupé par 65D

& S Pa pa

pav conséquent
5 b PR
§6 8 ga
De méme
I\ et R
57 T ea
1lone
ba _ b'a )
50.6:.pa 85 .6a .pa

Maison a dans l¢ wiangle Saa', coupé par pbd',

ea Fa BS .
g’ b8 ba T
Done §a == &'«’. Ce que nous nous proposions Je prouver.

Done ete.

Autrement. Les deux droites Pa, P o/ sont les rayons ho-
mologues de deux faisceaux homographique:;flom les rayons
doubles -coincident snivant la droite PS. Donc les denx
rayons Pa, Pa' imerceptent sur une droite quelconque
paralléle & PS, un segment de grandeur constante (1}, Donc
on peut mener cette paralléle de manidre que le segment
soit de grandeur donnée,

Tt Géem nupyy ardl igo,

{139 )
constante
Am

B T

i

En ellet, si par les-points donnds A et B on méne des
paralléles aux obliques abaissées sur AX at BY respective-
ment, et que ces paralléles se rencontrent en Dj qulon
prenne le point m arbitrairement, et le point m', déter-

: s Am . .
miné par ls relation B_:)F:l; puis, que par le.s points m,

17 on néne les obliques, qui se rencontrent en un point M :
la droite DM satisfaita Ia question. C'est-3-dire que sid’un
point N de cette droite on abaisse Jes obliques N, N/, on
aura

E

a

w == A,

|

"

=

Car, il est évident que

Arn DX _. b
Am- DM B

D'on
An  Am -3
Bw' ~ Bar— "
Done, ete.
YI* Genre,

Telle druite pusse par un point donnd,

Pomssw XXXTX., — Erant donnds denz droites pa-
ralléles EA, B'A' et deux poinis P, Q, si autour de ces
points on fait tourner deux
droftes paralléiles qui rencon-
trent les deux: droites EA, /A,

respectivement, en deux poinis
wn, ' e droite qui joint ces
points passe par un point donnd.
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Eu eflet, on a par des triangles semblables,

Rm _RE_ RE
mm' T BQ~ EE'
Done
RE_ PQ -
RE ™ EE
Doncle point R est déterming.

Doug, etc.

Porusue XL, — On donne deux points A, B sur une
droite et deux points a, b sur une autre droite qui rencon-
tre la premiére en Cy awtour de ce point C on fait tour-
' ner la droite ab, et Don méue les

s

b ( dewx droites As, Bb qui se rencon-

trent en un point 8 par ce pointon

A méne une paralléle 80 & la droite
1

¢ " ab:cette parallile passera par un

point donné, ) . o

Cela résulte du lemme XI {proposition 137), d'aprés

lequel les trols droites 84, SB, 50, coupées par les denx
CAB, Cal, donnent ’dgalité,

BA, 04 s
BC'OC T 507

oun
OA _ BA ba
0C~ BG"3C

Ce qui détermine le point Q.
Done, ere.
Remargue. On a dans les triangles semblables SAQ,

aAC,

05 _ Ca 05 = 04.Ca == gousl.

Ce qui montee ques Quand la droite Cab tourne autour

(142}

Porisue XLY. — 57 sur dewx droites AB, AW qui se
coupent en S, on prend deux points m, w' lids antre
sux par la relation

mA _m'A' A sa
mB W% SB-§F°
ou
mA.m'B 54,58’
mB.m A §B.8A°

Ia droite mun' passera par wir point donné.
Ce point est & Uintersection des deax droitf's AA, BB,
Clest un résultat direct du Lemme X V] {proposnion 142},
Tonssare XLHL. — Erant donndes denzx droftes Sizes
SX, 85X, autour d'un point fixe a on fait lourner une
droite qui les rencontre en deux points m, w'; et de denz

autres pofats donnés P, 3 on méne les droites Pm, Qm

glomdiriguer. (Yoiv Journal do Wathématiques de Cralle; t. VIH, p. 408, annde
1832, ~ dpergu Mstarigue, p. 655,)

Nous ajoutgrand Iel, puisqus Voceasion s’en préaente ol na(urallleman-l,
que la Portsme d'Buclide 2 sou analogue dans 'espaca, En voiel lénoml:a:

Etant donnds un angle triddre dant les ardtes jong S52,8h, 5 c.rt trois droftes
P, Q, R situdes daus un mewne plan pasiaat par le sommet S de | angle [riddre;
#i de chague point ML d'un plau daend dans Pespaca on mine n'o'h plans passans
par les droites P, (. & el rencontrant, respectivement, le droltes § u, §h, Se
eu a, b, c3fe plan abe pussera toujuucs par un méme point P ) ot

Rdciproquenient s 5/ wn plan iransversul losrne atluaur dun po.uu » mr:
daus Vespuce ct rencomre, ilani chueune de sex pusu!f:m. L trois ardies de
Fangle sriddve, co a, by ¢ o plung pends pm: cex points et les droltes :‘; [+ B
R, respretivement, sc couperont en wn point sitnd sur un plon dorad de peosition.

{ Voir dpercu higtorigar, p, 454.°
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i poing C, Ie point § déerit une circon ference de verele
dont le centre est en Q.

Ponrswre XLI. — Erans donnds deux droites SA, SB
et deux points fixes D, Q en ligns droite
avec [e po{nt de concours § de ces droi-
tes; side ces deux poinss fxes on méne
& chaque point M d'une droite LM don-
née de position, des droites qui rencon-
trent, respectivement, SA, 5B en m et
w': la droite mny passcra par an poine
donnd.”

Seient a, b ivs puints d'intevsection de la drojce L3 par
les deux @roites donndes 54, SB; lesdroites P b, Qa se ren-
contrent eh un poiut p qui estle point cherché.

Clest une suite naturelle du Lemme XV {proposition 141)
quand la droite LM st paralléle & la base PQ; et da
Lemne XVII quand L) a une dirertion quelconque.

Ce Porisme est un de ceux que Simson a rétabljs (1).

(1) Prap. XXXIV, « Quae et Porisma, unum scilicet ox jis {ntar Porie-
» mata Lib. I Euclidis, qum Pappus tradit hisca verbls Quod hae ad
2 datum punciuns vergit. n ’

Ca Puriswe donne Hau & wne abservation qui falt ressortir up nouvean
point de contact enire la Géométrie modarne st Te Trairc Jdos Parismes d'Hu-
elide, ouvrago si oxiginal & tous dgards, al qul 54 distivyue si profondément
das antres traités wmothématiquaes des Geock, par in'eonception comma parlas
malidres féoondes qu'il renformaii. 7

A chaque droite LM ewrrespond un point g, d'aprés 1o Porfame. Blais wne
constquenes qui s'altee, b ta slmpla vue, c'est Guo H cos drofies passent loutey
Par e méine point M, los points p sout tous sur uns pima droite mw’, Desortg
quil ¥ a eatre deux Hgures qui seralant formées, l'una par 4les droites quel-
congues L3, et I'autro par les points p qui aorsespondent b ces droiies, des
relations da réciprocité anafogues & cefles des poles et polaires dans la thég
rie dos conlques. Clast-3-dire que es Porisine d'Euclide fournit un mode de
transformation des figures analogue b §a middliads des polaires réciproques, .

Catto remarque curiense ast dus b Paulonr mdine dy cedta célibire mdthode.
M. ¢ géuéral Pancolot 1'a Inséréa dans son Mémoire sur Vdnalyse des Traps.
veranles appliquied b recherche des propriduds projeciives deg Hgnes e surfuees
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qur coupent les droites_fires SX, 5X'en n et v’ : la droite
un’ pastera par un point donng,
Qv’on formele parallélogramme S4B, on aura, par les
triangles sumblables,

Am _pm WS
AS T oW T War

Qu'on méue PA qui rencontre SX/ en a’, et par le point
Q une paralidle 5 SX7, qui coupe SX en q. Puls, qu'an
méne QR qui rencontre 5X on b, et par le point P une
paralléle & SX, qui coupe $X’ en 4", La drojie nn' passera
par le point de concours des deux droites aa', b,

En effec, les trois droites, mendes parle puint P, savoir,
Pa’, Py w2 Py conpées par les denx SX et SX', dounent,
d'aprés e Lemme X1,

Am _ a'n’ ba
AT WErS

I

|

On a de méme, i I'égard des wois droites Qa, Q5, Qn
menées par le point Q,

B'm'__ br  an
B's T IR4E

O
Am B’'S
As TR
done

an.bS  oAu IS
brio8T 4 .48

Ce qui prouve, d’aprés e Lemme XVI, que les trois
droites aa’, 3b' ot prsst passenit pay un ménie point,

Danc, ete.

Ponisur KLIV. — Trois droites SA, SB et 8C, iesues.
d'un méme point 8, sont donndes de position, et rep.
contrant une autre droite, aussi donnée de position, en



(tdd)
trois poiris Ay B et G par chague poins M Jde la drofie
8C, on méne la drojte
MB gu! rencontre 54 en
ay e une paralltle & AR
qui rencontre 5B en b
la droite menée do ce
point au point A ren-
contre SCean ¢t ladroite

< 2 T A

ac passe par un potnt donné.

Cela résulte du Lomme X VX (proposition 144) 5 car ce
Lemne prouve que la droite ca rencontre Al e un poing
U déterming par Véquation

CB°  ©UB
AC.AG T UA

YII* Genre.

Tella drolie & un rappors donné avea Y segment comprie entre tal point
sl un point donné,

Porisue XLV, — Etant donnés trois ciroi:c: paralldles

LM, AX, A'Y et Je point A sur
Pune delles AX; si autour de
deux points P, Q on fait tourner
deax droites qui se coupent sur la
drofte LM, et rencontrent, res-
pectivement, les deux autres en
detix points m, m': on pourra trouver un point A' sur A'Y
ef une constante ), tels, gue I'on aura toujours

Am
T — 1.
A’

Qu'on méne PA qui rencontre Ia droite LM en aj la
droite Qa conpe I troisiéme droite 2u point demandé A’

la ra} 3 doale 4 AR -
elia rason & ¢stégale Y -
{ 1d6 )

déterminer le pofnt A sur A'X, ot trouver une ruison i,
tels, que I'on aura toujours

Am
= A

Par le point donné A en méne une
paralldle aux obliques, abaissdes sur
AX, et par Ie point a o ccite pa-
ralléle rencontre la droite donnde LM on abaisse I'oblique
al sur X' : le pied A’ de ectte obliqme est e point cher
ché,

Poar déterminer la raison %, on pent abaisser du point
Eof la deoite LM rencontre AX, Vobligue FE sur AX?:
an aura

A= o
En effot, par les triangles semblables,
A ad A'w
AETET T
Done
At AR
Y SR
€. Q. F. D
Porwsace XLVUL — Erant donnds dewz droites 54,
SB, fe puint A surla premidre et un point O hors de ces
drodtes : on peurra déterminer un angle 0, une raison A
etle point A' sur la denxidie drofte, da
maniére que si 'on fuit tourner langle §)
autour di point O comme sommet, sos cotds
rencontreront, respectivement, les dewz
droites en deux points m, w', tels, quele
rapport des dewx segnients Am, A'm? sera
toufours égal s la raflson i.
Que du pohid O on abaisse bes pervpendiculsives Oa, On

{145

Ln affet, on a, par Jes triangles semblables,

all Am L aM_A'm’.
aFTAR TR AE

Done
Am AE
FOTARG
s, Gl
};::::ue XLVI — 8 de chaque point d'rm:e droite LE
on abaisse des obliques, sous des angles donnés, sur deux
. droites paralldles, les pieds de ces
abligues dtant m et w'y et gulun
poiut A soit donné sur la premdbre
paralléle : on pourra trouver un
point A sur la deuxitine, et une
raison 2, tels, que les denx seg-
ments Am, Aoy’ seront tonjours dans ceu:e rafson. -
Que par le point A on méue la para.ﬂele aux o‘hliqucs
abaissées sur la premidre des deux drones'ParnI‘leles; ct
par le point @ o cette droite coupe la fh-mte LE, l.n p::-;
rallele aux ebliques abaissées sur la deu:nt.*.me i le point A
de rencontre de ces deux dernidres droites et la raison

et

] .
A= ‘% satisfont a la question.
Carona )
Am aM A iﬂ.
TR O WET
Y

Am AE.A.‘.E'“ AE.aE'.
Al TUE Al aE.A'E .
Dong, ete. )
Ponis;tz XLVIL — Si de chague point M d'une droite
LM on abuaisse sur deux autres droites AX, A'X et sons
des angles donnés, des obliques done les ;?zcds solent m et
m' : le point A étant douné sur la droite AX, on pew

( +47)
sur les deux droites, 'angle 0 Oa’ formé par ces deux per-
pendiculaires cst I'angle ehevehé Q; Ia raison 2 est e rap~
port des deux perpendiculaires; et pour trouver In point A’
il suffit de faire tourner Pangle £ ou aOa’ zutour de son
sommet O, de manitre que le premier cbté Oa passe par
le point Aj le deuxidme edté Qa' détermine le point A,
Sidonc m ot m' sont les points o I'angle tonrnant 204,
dans une de ses positions, rencontre les deuy droites, on
Oa

2 T 0a :

En effet, les deux triangles Oam; Oa'm’ sont semblables
parce qu'ils sont rectangles et que leurs angles en O sone
éganx. Done

anra

an  Oa
aa - 0a
De mime '
aA  Oa
aX T O
Done
Am Oa
Nu T 0a
€. Q. F. b,
YHi* Genve.

Telle droitan wn rapport donnd avec une autre droite uhalisée de tek point.

Pounrsse XLIX. — Etant données denz droites SA, BA!
et un point O, side ce point on méne une droite Om & un
. point m de la droite SA et une auwtre droite

SJaisant avee celle-1d un certain angle {3
et rencontrant la droite SA en un point

m W' ion pourra déterminer cet angle £ e¢
" o frouver une raison i, tels, que le rapport
R B y tles deux ligues Ow, Ond soir loujours égal

& celte ratson. ’

Que du point O on abalsse sur les deux droites Jog per-
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pendiculaires O a, 04’ : T'augle Q qui satishait i la aes-
tion, est'amgle a Qo' de ces deux perpendicalaives; ot la

raison X est égale 3 leur rapnort Qa,
2= Rk S PP Oa

En efles, les denx trinngles rectangles maQ, m'a'Q ont
lewrs angles mOa, m' Oa' égavx, et par conséquent sont
semblables : ot résulte
’ G Da

m = W = ln

DNonc, ctc.

Observation. Quand Euclide dit qu'nne droite est abeis-
sde d'un point, on doit eutendre, abaissée sur une droite
donnde de position et sous un angle donnd, Clest ce que
montre la délinition XY du Livre des Donndes, savair :
« Une droite est abaissée, quand on la méue par un point
donné sur une droite donnée de position et sous uu angle
douné, » ) .

Cela justifie lo sens que nous attribuons an VIII* Genre,
en proposant le Porisme ci-dessus,

Une autre considération peut eneore nous autoriser A
penser que ce Porisme satisfait i Pénoncé Yacopique de Pap-
pus. Clest qu'il correspond & une proposition connue des
Anciens, i un des cas de Ia premidre proposition des Lisna
plans &' Apollonius rapportée par Pappus. -

Ponesue L. — §i de dhaque point M d'une droite LM
on abaisse sur denx droites Sfizes OX, OY deux ebliques
Mp, My sous des angles donnés : on pourra trouver un
) pointB surla deuzitme droite OY
et une raison A, tels, que P'obli-
que Mp abaissée surla preniére
droite sera au segment Bq com-
pris entre le poine et le piod de
Fobligneabaisséesuria denxiéme
dvoite, dans la raiven 3.

{ 150}
¢i par conséquent U'équation
am . bC __a'nd B C
1) BoaC Fal G
Qu'on approche Pune des droites de I'autre pour faire
coincider les denx points a, «; soit alors
5 le point de conconrs des deux droites
b¥, CC; il résulte de I'équation {1) que
la droite mm' passera tonjours par ce
point, d'aprés le Porisme XLIH (ou,
si Pon veut, d"aprés le Lemme XVIde
Pappus).
Si maintenant on méne la droite S1
" paralléle A la deuxidme droite a’¥ v,
on aury, d'aprés le Lemme XIV, les deux équations
al_aC__ ¥C
TR T &
Im la @a'

Cm ' Ca G

La premiére donne

al _aC.be ”1—-—1 81_'}\&:5.
ke Mt n=h =i

ce (qui détermine le point L -
La deusi®éme équadion s'éerit :

Im. o' 1a.Cla’ Im.C'm' _ 1a.04d
Cm =~ Ca ! Cm.a ~ Ca.x

== const. == (o

cu qui est Péquation qu'i] fallait obtenir.
I.a valenr cherchée de p estdonc

»abh.Cu’

h—1). Qo x

lalld
ST aa

=

Adnsi le Davisme vst démoind,

(149 )
La droite donnde LM renconure OX, OY eu Eex
respectivement.

Qu’on méne par fepointEune parailéle aux obliques Mg,
laquelle rencoutre OY en B, et par Je point I¥ une paralléle
aux obliques M p, laquelle rencontre OX en G; le point B

. ¥G ., . .
et la raison g e A salisfont i la question.

_Enellet, on a par les wriaugles seniblables,

Mp_ ME Bg _ ME
6 T FE’ “ BFTTE
Itone
Mp By My FG
i_,—'— —‘ﬁ?.: aon —?a = Eﬁ‘
€. Q. F. o,
‘IX® Genre.

Vel rectangle a na rapport dunné ave o rectungle conslruit sur telle droits
etune deoity denuée.,

Pomsue LY. — Quand denx points variables vy ol sur
deux droites ab, o'V, sont liés par la relation
am a'm’
b — T’
il exista entre ces points eette autre relation,,

Tue . Cud

TCww
cest-d-dire que, si 'on prend arbitrairement un point C
sur la premiére droite, et une ligne o : on peut trouver
un second’ point 1 sar cette droite, un point €' sur la
deuxidme, et une ratson p, tels, que cette relation ait tou-
jours lien. )

Prenons pour €' le point qui sur la deuxidme droite

correspond an point C de Ja premiére, de sorte qu’on ait

al 3 a'C’

vl'

PG OTFT

{ 151)

On peut douner & la raisen p, celte cxpression plus shine
oy \
ple p==—~2: de sorte qu'on a
! 71

T &w! __ 1a.Ca .,
TTm T €a =0
a'¥ ! .
-b-;-F = i- Car =i
I'on méne la droite SJ¥ paralléle 3 ab, les trois droites

50, 5C et SV coupées par les deux ab, o'V, donnent, d'a-

¥ étant le poing déterming par I'équation

prés le Lemme X1,

acmﬂ‘cl.ﬂ‘]' o nljr._'afcf RC
T VO R T F

Mais on a, par les triangles semblables,

I«  SC o1 s, laCla’ yr
Eg—w—w, d'ont "*""E'*(-l——-—-cl.

Done, cte, )
Remargue. En considérant les 10ois droites §5, Sm, SI,
ol {rouve
T Ta b a
m - E = —b_’.l? 3
Im.Ww'  Talbla’. HI
o Bat.w o ba.a ::‘:—.
Cequi montre que le Porisme subsiste quand, aw Leu de
prendre les poiuts C, €', on conserve les deux 3, 3",
Pomisue LIL — Quand denx droites towrnent antour de
deux points P, ) en so coupant toujours sur une droite
’ LM, et rencontrant, respective-
ment, deux autres droites AX,
AK en m et en m'y e point A
érant donnc sur la premitre de
ces droites et une ligne 2 étane
aussi donnde : on pent trouwver in

second point ¥ osur la premicre
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droite, le point A’ sur Ia seconde, et une ruison 1, tels,
gu'on ait toujours ! "Cquation
Tor . Ao
A a =2

Qu'on mdne la droite PA qui rencontre la droite LM en
a; la droite Qa rencontrera la droite A'X! au point cher-
ché A", Puis, que par Jes points P el Q) on méne aux droites
AX, A'X', respectivement, des paralldles qui rencontrent
la dvoite LM en j et 4 1a droite P/ margue sur AX le point
cherchd 15 et }a droite Qj renconwre la droite A'X! on
wn point J, i fait connaitre la raison ): car il faut
prendre

De sorte qu’il reste & prouver qu'on a loujours

- Ine A'mf __ AT

Am.a Tz

En efler, les quatre dreites mendes par le point P,
vt coupdes par LM et AX, donnent V'équation
Im M i
Am~ aM’ af ’
Les quatre droiles mendes par le peint Q, donnent pa~
veillement '

DOI]L‘,
Liw AT o Lot Afad AT
— = e o o AF
AmT ATm'’ Awm

c. Q. ¥ b
Ponesue LITL, — I)e chaque point N d'une droite LM on
mene & un point fixe P une droite PAL qui rencontre una

(154

E1 par consdquent

Lo, A'm' A'Y
Awm.e &«

Ponusue LIV, — Siautour d'un point p on_fuit tour-
ner une droile qui rencontre deux droites donndes 54,
’ SA', en deux points wm, m'; giden donne
aussi la longueur d'une Mgne o et wie
s raison A on peut déterniner deax Points
we A et Usurla préwiére droite donnée et un
o point A surla deuxidme, 1els, gu'on aurg
toujonrs ’

Tot, A
TN ek

Une paraltdle & S4’, menée par la point p, rencontre SA
au point demandd 1. Pour les points A e1 A’ il sufilt de

mener par le point p la droite pAN détermixjée par la re-

lation f,% = % (Ce qui est nn des cas du problénie .hien

cannn de la section de raison.)

En eflet, par le Lemme XI, appliqué aux lignes &1,
o4, om coupdes par les denx droites doundes SA, 847, on
obtient P'égaliné

1m.AS _ A’S
18.4m A"
AS IS

. ' — 1L H 1o
Mais nous supposons que a5 = o1 U'équation devient

done
I Aaa'
—
2. Am

Ce qui démontre le Parisme,

Quant A la construction de la droite pA 4! s on vent
e paint invequer le probléme de la section de raison, on
Vellectera hien simplement ainsi @ o0 méners par le poii

(133)

M5 2t du ndine poine M on abafsse
une perpendiculaive Mm' sur uie
autre droite A X% Jo paint A" dtane
donné sur cette droite, et une Ligne «

M étant ausst donnde en longucur : on

droite AX en un poing

. Pout déterminer le point A etun point
= I sur la droite AX, et une raison 4,
tels, quel'on aura toujours Uéguation
Im AT -
) Am.x )
Elevons sur A'X/ une perpendiculaire qui renconlrera la
deoite LM en a; la droite Pa coupera la droite AX an
point cherché A, Menons paraliélement 4 LM la droite
PI gui rencontre AX en I: ce point I sera Pasie point
cherchd. Enfin conduisons la droite Pj paralléle & AX, et
par le point §, compiun & cette paralléle et i In droite LA,
abiaissons une perpendiculaire j¥ & la droite A'X': 1o pied
de cette perpendiculaire déterminera la raisen X,
Dn_aqra

< AT _Im. Ay
T e T Ama
. AT
De sorte que les points A e1 I ot Ja raion A==22
. &

résalvent la queslion,
En eftet, los quaire droies PA, P, Plet Pj conpées
pavles dewx AX et LM donnent ‘

Fon af
Am T o
Mais
af Al
aM T
Doue
Tm ﬂ: ou Lo . Alnd 1y
Aw T Awm' Am T
{ 155 )

g et parallélement & SA nne droite qui rencontrers SA7 en
¥'5 puis on preadea le point A tel, que Fou ait

Al =%«

I.e point A s’ensnivra.
La démenstration de cetle coustruction résulte encore du

Lemme XI,

En cffet, concevons qu'une droite mende arbitrairement
e 13 7
par le poiul § rencoutre Jes trois lignes pA, oI et pJ* aux
points a, § et j; on aura, en considdrant les trois lignes
3 ¥
coupdes par SA et Sa,

Sa = ,S“""o {Lemame XI.)
15 iS.aj
Et, parcillement, en considérant ces trois mémes lignes
coupées par SAY, Sa,
8A' _ Sa.y

AV TS ay

Done

Sa_ B n SA_ B
"I"'S:-—W! SA.’ AIJ-'

Mais on a pris A'J = L.«; il vient done
54 18
T oA
‘ C. Q. F. D

Observation. On peut donner I'un des deux poiul‘s AN,
ct demander de déterminer la raisond. Clestce quel'on fera
aullilqycn de la rc!aliqn, ci-dessus‘, ALY oz )..a.'

Pomsme LV. — Eiant données denax droites LM et
XX! dont e ast le point d'intersection, si autour rh.? rh.-ar.:r."
puints fixes B, Q on firit toarner dewx autres n’h'D{‘!cS qui
se corprent sur la droite 1M ot rencontrent ln drodite XX

N ‘. wi tronver rafit X snr
en dewr points w, w': on pourva tronver un po



{56
E . .
XX et nne fgne u, tels, gu'on anre loujours

Im . e
em o M

Eu eflet, que par les Points P, Q on méne i la drojpe

: XX des paralléles qui rencontrent
IMenR et 33 les deux drojtes PS
t QR coupent XX’ en deny points
Tet J.le premier est le point de-
mandé, ot Je segment eJ' agp I
Ligne demandée p, c'est-i-dire gue
Pona

Inr.em’
".em =el,
&nt
Cela vésulte du Porisuse L1I, daws lequel on suppose que
les denx droites AX, AX coincident et que le point A soiy
en & surla droite LM,

X Genrn,
Tel rectangle Equivaul 3 un reclangle domnd plus 1a reciangle durma soe

tol?a ahseisse ot sur uou drofie donnda,

Pontsae LYY, . &7 Pan prend sur une drofts 15 1y,
point fire ¢ et & partir due point 1 denx points consdey.
tifs m, w' liés par la relation

R .
1 R 7 . '
T, eny = em.el,

i existera entre ces posuts une ansre relation ds la Sorme
FmIm! =y nemm?,

Clesi-a-dive {u'on pourra trouver wn reclangle v et une
ligne s tels, qton ait loujours cetle druation,

’ En elled; fos deus segments Yoy Yod empidtent Pan sur
Pautre ; [ar comséquent Jeny reetangle ost dgal 4 la somme

{38
T et J' serome les points demandés, la reetangle v sera dgal
ATALTA  etladigue g, & F1; de sorte quon aura loujours

Y Im' =FA.IA + X1,

£
1 nous suffit de prouver quel'on a I-—”ﬁ'—m— =AY, carde

ecuie équation résultera, &'aprés le Porisme précédent; celle
qu'il s'agit de démonirer.
Or, menantIa droite Brsfparalléles AC et qui rencontre

Palet Pren 7 oté, on a, & cause dos parallétes,
A __ BK ap e ml
AW T T T T T
an
T Aoy
Am

= AL,
€ Q. F oD

Daone, ete,

Ponisus LYIIL. — Frant donné un tinngle ABC, &
autour de deunz points fizes P, Q pris sur la bass AB on
JSait tourner deux droites dons
le point de conconrs W codt ton-
Jours sar le prolongement du
cotd BC, ces droites couperont
le cdté AC en m et o, ¢t Pan
pourra tronver deuzx poiuts 1, ¥
sur ce c8td, un rectangle v ot
une drofte i, tels, que {'on aura

toujonrs .
Ven I == v 4- g, junt’,

Eneflet, qu'on méne par les points P et Q des paralidles
3 AC, qui rencontrerant BC en £ et 73 les droites P, Qjf
cenpevont AC anx points eherchis I et ¥ etl'on aura, d'a-
prés le Porisme LV, )
T G

= (‘¥
Cm =T

(157 )

des denx vectangles I Tmnd et Ing i s ainsi,
Yo Xed =¥ mnd o= T . T 0t {1},
Mais la relation donnde s'éerit aussi

Ine (Yol — Vey = {Ie — ImjeX,
an
Y Tl =1e.eF,
Done
Yl =1e.Ye4-T1.nun {2).

U suffic dés lors de prendie v =Te.Je, ot p=¥I pour
abteuir la relation demandde.

Porrame LVIL. — On donne un triangle CAB et un
pornt P siiné sur le prolongement de la base Al de cha-
que point M du c6té BC on miéne
la droite MP ot une paraliéle &
Al ces droites rencontrent le
edté AC en deuz points met vy ;
on pm}t trouver dexx points I et
I sur ce cdté, un reciangle v et
une droite p, tels, gue fe vectangle
Yo Int sera égal & la somme des deux reclangles v ¢t
domm’s

Menons par le point P, parallélesnent & BC, Ja droite PI

- qui rencontre AC en I; et parallélement & AC, Ta droite PE.

quivencontre BC en K; puis, par le point K parallélement
& ABla drofte KT qui rescontre le ca1é AC ey ¥: las points

(v) Cette éqmation i laquelle donngal lien quaire points queleonques en
ligne dyvite, fait le sujet dis Porisma LiX ci-nprés,

(1} Pour noux conformer & la Géomdirie dos Grees, neus ua supposens pas,
dans cotla démonstration, qitd Tes seuents ulent Jdus signes; majs dans l'é-
quatien finale ainsi que dans 1'dquation donnde, nous Serivons fes segiments
da maniére gaa la pégle des signes soit spplicable, et qua le Porisme dé-
meutrd dans Phypethéss o les points 1, ¢, m', me, [ ondles positions relati-
ven quindique la figeee, conserve un sens déterming dans (ons Tes audres ons,

(13g }

Or, d'aprés le Porisme LYY, cette dquation doxme lien 3 .

la snivante:
‘ For Lol =V C.IC 4 ¥Y.mus.
On a done
yv=JC.IC et ©n =JL
Ce gui démontre Je Porisme,

Obscrvation, La ligure préseate 1o poiat M sur le pro-
longement du ¢d1é BC an deli du poiat C; mais il pourrait
dtre pris anssi sur le prolongement au dela de B,

L'équation démonirée aurait encore lieu, si Je point M
€tait pris entre les deux ¢ et jiparee que le seginent mm’
serait tovjours divigd daus le mbme sens que IV

Mais pour d'autres positions du peint M, soit sur lo
segment Cf, soit sue BY, lo seament mo auvait une diroee
iion contraire, et alors on démontrerail que e rectangle
Y Ind devient égal 4 la diffévence dos Jeux reciangles

JC.IC e ¥ mund. .
NI Genrva,

Tel rectangle seul on avee un epace donné est...,,, Vantee 3 un rappure
. donod avee telta abicisze,

Une lacune qui existe dana les manuserits rend cet énoned
défectucux. 1 nous paraitinutile de elercher 4 le rélabliy,
puisque les autres énoncés de Pappus uons suffisent am-
plement pour faive connsire le caractire genéral des Po.
rismes d'Euciide.

XTI Genee.
Tella droite, plus una antre avee losgucila teite autra droite esl dans una

raison donnds, a un rappart donnd avee un segmeent {ormd par 12l point &
partte d'un pofnt donns,

Clacune des éqnations suivantes satisfait 3 et cuoied,

Am + )L.Bm _
Tom =



{ 1Go }
At 4 L. Bm _

G ' e
Am+4). Bar'

Ca' TR

HE

ur.

- i r
A =10, B oy —

v, ————E:;;:——— = .

Partsue LIX. — Erane donuds deux points A, B sur
une droite et ure raison A, on peut lrouver nn troisiéme
point C et une raison u, 1els, que pour tout point w, pris
sur la droite, entre A ot B, on aura toujours

Anm+ 3 Bm
Cm -

Etsile point variable m est pris dans la prolongement de

la droite AB {au deld de A ou de B,

A S R W T indifféremment), on pourra trouver

un autre point C ef une autre rafson 1, tels, que la méme
équation subsistera.

Considérons le cas ot le point i estsur le prolangement

de AB. 5i Pon détermine e point C sar cette droite méme,

. . . CA . .
c'est-i-direentre A et I, par Vexpression 7E = 4, etla rai-

BA - L o1 .
SO p= la relation & démontrer devient

CA BA!
_ Am +EE'B’”=E'CM’
o
Am.BC 4+ CA.Bm=BA.Cm.
Lerivons

Am(Cm— Ben) + Ban (A — Cm)=Cm {Am—DBm).

{ 162 )

En effet, appelons C le point qui dans la premides di-
vision correspondra au point cherché C' de la secande divi-
gion, ¢t a0it « le rapport de deux droites homologues dans
les dewx divisions, de sorte quion ait

Cm
C'w'

g,
Qu a, par le Porisine précédent,
CA BA
Am 4 T B =iC Cm.
Par conséquent

CA,  BA. ,
Am-—f—n—clhn._a.EECm.

CA .y . .
Qu'on fazse ol A, ce qui détermine le point C, oL par

suite le point correspondant Cf de la seconde division,

Puis, qu'on prenne p= a.n—A,, on aura

BC )
Ant 4+ 1. Bm BA
G’ sEpETH
Ca qui rdsout le Porisme énonce.

Porane LXI. — Quand deux points variables m, uy
divisent deux draites en parties proportionpelles, dewr
points A et B étant donnés sur la pre-
- mrdre droite et un point C' sur la seconde :
on peut tronver deux raisans X et p, telles,
que pour tous les points m situés entre A
et B, ou bien pour tous les points situds en dehors seg-

ment AR, ou aura toufours la relation

Am 4+ 3. Bm _
Cw’

En effer, lo rapport de deux parties homologues sur les
deux dvoites drant &, on 2, comne il est dit dans le Porisme

(161

Les termes Je cele dyunalion se détruisent denx & denx. Ce
qui démentre e Porisme,

Observation, L’équation

Am.BC 4 CA.Bm = BA.Cm,

«Xprime une relation cutre irois des quinze rectangles
t[.u'on peut former avee les six segments auxquels donnent
lieu quatre points quelconques en jigne droite. Ces rnis
rectangles sont les seuls qui soient furmés de deuy sege
ments wayant pas d'extrémilé commune. Ils se distjy-
SHEDL entre cux en ce que, dans le premier Am.CB, l'un
des segments est plaed entidvement sur P'autre; dans le
deuxidme CA. Bin, les deux segments rlont point de partie
fommuue; et enfin dans le troisidme AB.Con, les deux sey-
ents empidtent Pun sur Pavire, Clest celui-ei qui 101~
Jours est égal & la somme des dewx antres,

On voir, d aprés cela, que si le peint variahle s doit aree

Priscatre A et B, ana lien de Péue spr le prolongement e
AB, it fame que le point fixe C vienne se placer sur ce ro-
longement, au dela de A ou de B, selon que la raison ). est
plus petite ou plus grande que Maniié.

N - ‘ .
Portsse LX. Quand deux points variables n, m'

divisent denz droites on parties proportionnelles, deyz

/ points A et B drant donnds sur la
ml . . 1 . . :
= premiére droite ainst qu'une raison i:

L

- ————— on jrenuf trouver un por'nt C! sur I se-

conde droite et une rasson g, tels, que

pour tous les points m pris catre A ot B; on bien pour
tous 1 7 i :

. e.t :pomt:r pris en dehors dy segment AR, awra toy-
fours Véguation

Am =+ 1. Bin

T =
I
{ 163}
précident,
CA BA .
0 Am 4+ ﬁlim =« iﬁ-Um’.
1! sulfit done de faive
CA BA
A=gr et pmagE

Ainsi le Porisme est démontré.
Observation. L'équation (1) denne, comme conséquence,
un supposant que e point B soit & infini, celle-ri:

Am—+4 CAe=a.C'w',
Er, en eflet,
Am 3+ CA=Cm.
Done
Comi=oa('m'.
Ce qui est hypothose.
.

Pontsue LXII. — Quand deux points variables m, m'
divisent deux droftes en pariics proportionnelles, un peint
Adtant donné sur la premiére, un point W sur la seconde,
et une rafson k étant aussi donnée: on pourra trouver un

point C' sur ln denxiéme droito et une

" i
-\/‘ raison p, tels, que ponrtous les pofntsm

sitnds entre fe point A et un certain point
¥ = oc B gu’on saurs déterminer, ou bien pour
7 3 k meé par ces deu
tous les poines pris hors du segmient Sormép ' r
mdmes points A et B, on aura Loufonrs la relation
Am41.Bm’
C '
Fu effet, soient A7le point yui sur la seconde dvoite cor
s )

. » 1y prenid a le ra rt entre
respond an point A de la premiére, et « l¢ rapport enure
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denx lignes liomologoes sur les deax droites, de sorte que
Am=za, A'n'. Léguation devient
aldlm’ 4+ A0 m = p. Oy
au

2
Alad + ;.B’m" =5.Cn,
®

Mais la relation déja signalée entre les rectangles des seg-
ments formds par quatre points denne

(7Y My e
[0 =

e Pe

3
2

Lu premidre de ces deux équations fait eonnaitre la-posi-
tion du paint €, et ensuite la seconde donne fa valene de
la raison g, dans le cas 0w le poing i doit &tre pris entre
A’ et B, de meme que dans le cas ol ce point doit étre pris
cn dehors da segment A'D.

Il est clair que le point B qui fixe les régions du point m
sur la premidre droite Am, correspond an poiat donné B’ de
la seconde droite A'mi.

Ainsi le Porisme est démonué.

Pontsur LXIIL — Quand denx points variables m, m'
divisent dewx droites en parties proportionnelles, un potne
A étant donné sur la premiére et douz points B et C' sur
la seconde : on peut tronver un trofsidme point A’ sur cette

" droite et denx raisons L et p, tels, gue

— pouwr tous les points w' sfitués entre Al et
* B guand le point C' se trouve au dehors
du segment AT, ou bien pour tous los
points w' situds hors du segment AW gquand le point C’
st entre A et W, on aura toujours la relation

——eetm
E' [T

W'

"

Ea elfer, te rappoet de dens ilivisions dlant a, on détee-

{ 166)

tombdent entre A et qum:rl le point €' est hors duseg-
ment A'B's ou bien, pour fous les points de LM dont les
porpendicilaires tombent dehors du segment A'lY, qn(znd
le potnt C' se trouve siv ce segment, on aura toujours la
relation

Am+1. 080

T Cw

C'est une conséquence du Porisme LXIII.

Porwswe LXVL —w Erant dannés denx droites paral-
{2les AX, B'Y, deux points A et W sur ces droftes, et une
rafson Ly s autour d'un poing douné p on
Jait tourner une transversale qui rencon-
" tre les denx droites en wm et m': on pourra

trouver un point C' sur B'Y et une raison

CE 1 &y tals, que pour tous les points m situés

sur le segment compris entre le point A et la droite pB';

ou bien, pour tous les points m pris au dehors de ca seg-
ment, on aura toujours

X ¥

Am -'i'-l B’
T =

En eftet, les droites mendes par le point p divisent les
lignes AX, B'Y en parties proportionnelles : la proposi-
tion se déduit dove du Porisme général LXIL °

Observation, 1| est permis de supposer que les trois
points A, B/, C' solent donués: alovs on peut déterminer
les deux raisons 1 et p de maniére que-I'éguation ait tou-
jours lieu. Ce qui se conclut du Porisme LXIIL

v,

Poisme LXVIL, — 8 de chaque point d’nna droite
LM on abaisse sur trois droites fixes des perpendiculaires

- done les pieds sont w, W, m”; donz points A ct B étam
donnés sur dewr de ces trods droftes, et une raison X étans

{ 1G5 )
minera les deux raisons 3 ot p par des expressions
oA Iy
i=a,

ﬁ—'—C', p:z.ﬁ;

A’ étaug Je point qui carrespond sur la seconde droite au
point douné A sur la premisre, Ce qui rdsulte du Porisme
précédent.

Pomsae-LXIV. — & de chaque point M Lune droite:
LM on abaisse des perpondiculaives Mm, Mm' sur deux
auntres droites Am, W', A et ¥ dtam
deux points donnés surces droitos, et b
étant uneraisonanssidonnée: on pourra
trouver un point C sur la droite B, et
nng raison p, tels, que pour tous les
points de le droite LM répondant & des
perpendiculaires dont le picd m tonthe entre le point Aetun
eertain point B gu'on sawra déterminer, ou bien pourtons
les points LA qui répondent & des perpendiculaires done
fe pied m est situd hors du segment AR, on aura tonjours
la relation

Awm—+ 3 B
ol =

Ea effet, les denx points m, m! forment sur les deux droi.
tes” fixes deux divisions semblables: done la proposition
actuelle vésulie du Porisme LXIL 11 est ¢lair que le point B
de la droite A correspond an poing donnd ¥ sur la droite
]j ”l

Pomsue LXV, — &/ de chague point d’une droite LM
on abaisse sur deux autres dmrtusfxm des perpendici-
Inires domt les pieds sont m ot ny's un point A étant donné
sur lune ds ces deux droites, et deux points By C sup
Pauire: on pourva trouver un trolsidme point A' sur cerrs
droite, et dewx raisons ) et p, telles, gue pour taus les
points de la droite LN dene lt:f pempendionlaives s ¥ C

{ 167)

anssi dorede : on pourra trouver un point CF sur la troi-
siémne roite et nne raison Py tel.f_, que pour fous les pouus
de la drodte LML dont les perpendiculaires Mm ont le pied-
m situé entre le point A et un certain
point B gi'on saura déterminer; ou bien
pour tous Tes points e LM, dont les
perpendiculaires tonbent en dehors du
segment formé parles mémes points A
«t 18, un aura toujours curre les trois segments Am, ¥ nt,

Cfm® la relation

Am 3. B'm i

el

En eflet, d'aprds e Porisme LXIV, oo peut trouver un

_point € sur la seconde droite Wad' et une raison gy, 1els,

(u'on aura
Awm 3.’
v

Or, vn sait lronver un point CF sur la woisiéme droite et
une ligne ¢ satisfuisant 4 la condition
w Ol == O ®,
On awva done
A+ 0 B
T owm T
C. Q. ¥, D
Pontsue LXVIIL — §ide chague point d’ une droite LA
on abaisse sur trois droites fixes guelcanques des perpen-
diculnires dont les pieds sont m, ', w5 un point A étant
donné surln premidre de ces droites, un point W sur la
seconde, ot un point C surla troisidme : on pourra tronver
deux raisens ) et p, telles, que pour tous les poruts de lu
droite LM dont les perpendicalaires Mm ont le pied m
situd entre le point A et wi certain poinl B gu'on saura
diterminor; ou bien, pour tons lex points di LA dost les
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perpendiculaires tombent en dehors Jdu segment, formé
parles méntes points A et B, on awra toujours la relation

Ant - 4. B'm’
o=

En eflet, soit C"le point qui sur la seconde droile corres-
poud au point C7 dela wroisidme; on peut trouver {(d’aprés
le Porisme LXII} une raison 1 ¢t une rajson #4, qui entrai-
nent, yuel que soit ', Pégalits

Am 45 V'
C’"]’ = Fl -

Or on sait gue

Cm'=a'.Cli?,y
“’ élall( un rappo:‘[ caunu. DUHC

Am+ LB .
T =

Ainsi la raison demandée p est dgaled o pr,.

A’ , BC BA

—l g SA — .
P_"a'alnfcl_x'nfcf—nﬂcl}

Ponssne LXIX, — Etant donnds trods droites parail.
les, denz points A et B sur les deux premiéres, et une
raison ;3 si autowr d'un point fixe, on JSatt tourner una
transversale qud rencontre les droites fizes en trois points

P . - - .
m, oy w": on powrra tréuver un point

A C sur la troisibine et une raison &y tels,
et que pour toutes les positions de la trans-
versale comprises dans I'an gle Apl; ou

3_7’"——-—”— bien, pour toutes les auires positions de
cette droite, on anra toujours la relation

suivaute cutre les trols segmonts Awm, Way', O

Ao B0 W

T

== .
v
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tournante comprises dans U'angle ApW, quand lu droite
pCest au dehors; ou bien, pour toutes les positions de la
droite tournante hors de cet angle, quand la droite g C'
y est coniprise; on aura loujours cnlre ces distances la
relation:

prig
T"F_.

X1 Genre.

La Irianglo qui a pour summel un point donné ci pour Lasa teilo dlvuite, est
fquivelont ant teinngle qak a pour sommet un paint douné et pour base Jo
soguienl compris oulre 1el point et un point dunné.

Pomsue LXXIE — &0 do chague point M une droite
LM on abaisse des perpendiculaires Mm, Mot sur deux
droftes fizes AX, BY; la point A
étant donnd sur la premiére, un
aulrg pofnt O étant donné hers de
cotte droite, et une troisiéme droite
CZ étant aussi donnde: on peut
déterminer wn point A'sur la droite
BY et un poine O sur CZ, tols,
gne le triungle qui aura powr som-
tiet e point O ot pour base le sey-
ment Am, sert équivalent an triangle ayant pour sominet
Iz poiut O ot pour base lo segment A'm'.

Que par le point A oo éléve la perpendiculaire Aa sur
AX, et que par e pointa ou elle rencontre la droite don-
uée LM, on absisse sur BY la perpendiculaire a A5 le pied
A’ est le point cherché sur cette droite. ]

Soit Op la distanee du point donuné O & la droite AX;
qwon prenne A'TY = Op sur BY et que par le poiut D/ ou
méne i cette droite nne perpendiculaire, qui rencontre la
draite LAL en o5 que de ce point on abaisse sue AX, laper-

a AD,

{ 189 )
Mais le point ' et ko raison x seront Aifférents duns les
deux cas. '

Les trois poinis my !, m” divisent évidemment les trois
droites en partics proportionnelles: par conséquent, la pro-
position se démonire comme le Porisme LX VL

Ponsue LXX. — Erant donnds trohs droites paral-
dles, et trofs points A, B, C" sur ces draites; si autour
dA’un point p on fait tourner une transversale qui les ren~
contre en m, w' et w": on powrva trouver deux raisons ) et
B, telles, que pour toutes les transversales comprises dans
Yangle Ap®, quand la droits pC" est au dehors de cet
angle; ou bien, pour toutes les transvarsales manées hors
del'angle ApB, gquand lu droite oC¥ est situés dans P'an-
gle; on aura toujours entre les segments Am, Wny, et
&' m" la relation

A+ h W'
G = e

Ce Porisme résulte, comme le LXVIIL®, de ce que les
trois points m, ', m” forment wois divisions semblables.
Remarque, 5i des trois points A, B, C7 on abaisse sur
les transversales gmm'm” des perpendiculaires p, ¢, r,
elles sevant proportionnelles aux trois segments Am, W',

T, Par conséquent ou aura 'dquation.
prdeg

LA
» <

De 1a ce nouvean Porisme :
Ponsue LXXL — Kiant donnés trois points A, ¥,
C, si autour d'un autre point g on faic
¢ tourner une drotte dont les distances &
ces trofs points, dans chacunc de ses po-
"y . sltfons, sont représentées par p, q, r:on
- & pourra trouver deux raisons ) et ., 1elles,
e que pour tontes los positions e fa ddroite

(7)
la woisiéme dvoite CZ sera 4 une distance de BY dgale
Ean cllit, il suffit de prouver que 'on a toujours, quel que
soit le point M peis sur LM,
r . Am _ AD
Am AN = Awmf A}, on o = i
Cette proporlion a lien évidemment, varou 2

Am _ abdl A'm"
AD " ad  AD

Dang, vie.

Pongsate LXXII. — 55 awour de deux points fixes B, Q
on fait tourner denx droftes qui se coupent suecessivenient
en chague point M Aune droite LE et guirencontrent, ves-
pectivament, devx droites Sixes AX, BY paralltles & In
base PQ, en denz points ny,
W'y e point A étant donnd sur
Pune AX e ces drofies, et
un auire point O guelcongue’
étant anssi donné: on pourry
tronver un point Al sur la
droite BY et un point O sur
une droite donnée CL, tels,

que le trinungle qui aura pour sonunet ce ])m'!lzt O et pour
base l¢ segment Alnl', sera équivalent au triangle ayant
pour somumet la point O st pour base le :egmce:'lt Am. .

Qu'on méne PA qui coupe ladroite LEen a3 puis Qaq.m
rencontre BY en A'. Qu'on prenne sur cellm!m-mé:‘e drtzue
A'TY égal & la distance du point O et de .]n droire _A}s 3 qulon
méne QI qui rencontre LE en o35 puis Bd qui rm:c::nu-e
AXen D, Enfin qu'on prenue sar CZ le poimt O & une
distance de A'Y égale & AD, Les poinl:s_ A’ et O secont les
points demandés. -

Fu oflbr, s quatre draius Ta, PM, Pd, PO coupes par
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AX, EL donnent, d'aprés le Lemme X1,
ﬁn _aM EM
. AD T ad “Ed
Pareillement
A'w' __aM EM
AD T ad "Ed
Douc
A_m _ Almf
AD T ATD
ou, en appelaut Op, O'p’, les distances des denx poinis O,
O’ aux droites AX, BY respectiverment,
Am Alm'
75 = 55 ou Ane.Op==Alm' 0",

Ce qui démontre le Porisme,

XIV® Genre.

Uns draite, plus une autre, a un rappert donné avec te} segment comprls
entra un point donné et tel point. ’

Pomsue LXXIV. ~ Quand dewz points variables m,
By HT, divisent deux droites en parties propbr—-
/ tionnelles ; deux points A et B dtant don-
nés sur la premidre droite: on. peut déter
T minerun point O sur la seconde, et une
raison 1, tels, qu'on aura toujours la re
lation
Am+Bm _ 3
o T
Qu'ou prenue le poini C milicu de AB, et son homologue
€/ sur Fautre droite : ce sera le dernier pbint cherché. Soit
A’ Thomologue du peint A, on aura
=

{174)
vonpées par F'LL, X,

C'm' _eM EM

TP & E

done .

Cm CPF CF

T = o EF « T A O
Mlais

Cr_ PE e CF QR

¢F ¢R TF T CES
done

Cm PL EF

Ca ™ 6_!2 et

¢t comme
G — Am—+ Bm,

on obtient finelement

Am + Bm PE EBF

T T *oE

XV Genre.

Tella drolie furine sur deux antres droites donndes de position des segments
dont le rectangta est dnnné.

Porisue LXXV]. — Etant donnds deux droites 8L,
SL'et un point P, si autour de ce point on
Sare tourner une transversale qui rencontre
las denzx dioites en metm'; on pourra trou-
ver dvux points A et B sur ces droites, et un
rectangle v, tels, que le rectangle des deux
segments A, Wn' sera toujonrs égal & co
receangle v,

Que par le peint I? on méue la droile PA
parallele & SLY, et la droite PIY paraliéle &
ST Les deux points demandés 4 et seront

{23 )

En effer, puisiue A’ ot O corvespondent sur la deuxidme

drotte aux points A, Cde la premiére, de méme que m'&n,

on a

Can 7 CA
cra! = E?“',\‘?'v Com =

T C'nd,

ik

Am - Bm _ CA LGl
2 oA

par conséquent

Am+Bm _ 2.CA BA =1
T CN TN

C, Q. F. T
Pomsue LXXV. — 8ideux droites tournent autour de
deux points fizes By Q en se cou-
pant sur une droite LE, et ren-
contreat deux atres droites X,
X! paraliéles & la base PQ, en
deux points m, m'; deux points
A, B érant donnés sur la droite
_FX: on powva trouver un point
C curT'X! et une raison 1, tels, gu'on aura toujours

Anr - By 2
ca’

Soit € le milien des deux points dounés A et B; qu'en
mine la droite PC qui rencontre la droite LE ency puisla
dvoite Qe qui rencontre F %/ en G Ce point ¢ et lavalenr
. PE L . . .
=¥ IQ_E v satisfont & la guestion. .

En eflet, Ies troisdroites PM, P, PE coupées par FL et
VX, donnent, d'apréslelemme XTI,

Cm __chM EM
TF  of EF

On a deméme i Végard dus trois droites QM, Qe et QF

{175)

sterminds. Le rectangle v sera dgal & SA.SW; de sorte

('un aura
Am.Wn'=5A .58
Cela se démontre par le Leime XI. En effet, menons
par le point 5 une droite gui coupe les trois PA, PR ei P
ene, et u. Onapar le Levune citd
Sa 56 SA ar' B
a TR wA =6
Done
mh o'l =84 SW.
c. Q. F. .

Ce Porisme a £té rétabli par Simson et furme sa 41
proposition. « Qum ¢st Porisma, unam scilicet ex iis qua
» Pappus teadit inter Porismata Lib. L Fuelidis, hisce
» verbis : Quod vecta... aufert a posilione datis segmenta
» datum vectangulnm comprehendentia, »

Pontsace LXXNVIL. — Brant donnés trods points g, &, W,
on pent mener par fes points 4, B deux droites fizes relles,
qnat toute droite menée par le point p les renpcontrant

- en dewx poimts m, o, le rectangle

M, Am. Bm' ait une valeur constante.
¥ En effet, si par le point p on méne
los denx droiles p A, pW'y parle point A
. une droite paralléle i pl, et par le
i point B une droite paralléle & p Az ces

Jdeux droites satisferont i la question.
Cola rdsulie du Povisme précédent.
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If* LIVRE DES PORISMES.

Pappus dit : « Dans le sccond Livre les liypothéses sont
» dillérentes, mais les choses clierchées sont pour la plu-
» part les mémes que dans le I* Livre. Il y 2 en outre cel-
v les-ci. »

Nous donnerons d'abord les Porismes qui appartiennent
en propre au second Livre et qui y forment les genres XVI
4 XXI, puis, ceux qui rentrent dans les genres du I+ Livre,

XVI* Genve.

Tel reclangle seul, ou el rectangle plus un certaln espace donnd est dans
una raison donnds avee telle abscisse.

Pontsue LXXVIL. — & deux points variables m,
1w’ sur une méme droite, sur laguelle sont donnés quatre
potnts fixes dans L'ordre a, ¢, o', ¢, sont liés par L'équa-
ton

o w'a'
et
on peut trouver un point VW, un rectangle v et une ligna p,

s ¢ = & tels, gue, quand les

i v w  deux segments am,
Y se trouvent dirigés dans le méme sens, on a toujours

aussi la relation

am ¥’ 4y

e

En cifet, Péquation proposde s’éerit :

am.c'm’ =Aan'a'.em.

12
{178 ) {79}
; . v F R _* Hy - " - .
Remplagant e par tea —ma) v ol par (- da b al = T ueeupe la position que prend le poiut m guand
¢ ]
oy . I) P . o . .
il vient ¢ esl supposé fntiniment ¢loignd. Car fa relation donnde
ta
fod e e ca.dd —ma.'d—ma.de ]
am.c'm'= i ca.m'S+ it o' m’
o . ) \ ) me o’
Lc'at doae 4 g LI sa réduit alors 3
! e A1 ———— 1 — . = 0.
am.¢'m gt year it Py an
- N 4 . -— [+11} m—= 7\ . = 7 — :
Prenons Jes denx points Tot 3/ délerminds par les expres- o am me = i{ac—am);
sions S _ rea ct, par suite,
il *
al= et Vo= » Loac
11 A1 um == .
. s . re Y1
e g ; équa-
ans e sens des segments ad, €, u.spccn\rcmenl, € . N .
d."ul: ]h- o & Ainsi le point m coinvide avee 1.
ion devien . . « g .
[} ot Lde Pareillement, quand le point m est mhmmcméimgué, le
" Ay —_— —al.a'd==o. . oo . L .
am.dm + ¢ ¥.ma—al.dn—al, point correspondant nd coincide aver ¥ déterming eidessus.
. . " o . ; . " » Y,
Tntroduisons le point &, au lien de ¢, en remplagant ¢ Observation. Nous avons suppnsé, dons I'éuoncé du
' ) St . . - .
par {3'nd — '} dans le premier terme, et par (i — ad’) Porisme, que les quatre points donnés se trouvaient dans
Jans Je (roisiéme: on chiient, aprés les réductions, Vordrea, ¢, a, ¢, que présente la figure, et auquel Sap-

phique la démonstration. Bais, quel que soit 'ovdre de ccs

i
am. Vot +am. JB— al.an/ - al.aa' = o, phie M
points, sous la seule comlition que les denx segments ac et

. - 0 - manidre qone .. : .

_Lc point b' vst ‘1““"-‘0“‘1““" P_"_’“m"’ le. dnl aint a ‘:ha ag’ se trouvent dirigés dans le méme sens, le Porisine a tou-
P =al:il scra A la méme d:.r:!.anze (_1\1ed e poin joura Feu.
" - e Ve n deviendra .

miticn des deux T et T'5 et Véquatio Il subsiste mdme encere, quand les denx segments ae, ao’

am.b'm! — al (and — am) + al.ad =0 ont des directions dillérentes; mais alors ce n'est plus 4

on Pdgard des conples de points s, ' qui font des segments

am Bw’ 4 aliad’ g am, Y’ de méme divection; c’est & I'égard des couples de

' points pour lesquels ces segments se trouvent de directions

contraires,

Dans chaque eas la démonstration sera imiiée de celle qui
précdde, Il est inutile d'ajouter gne dans la Géoméirie mo-
dc'rnc une seule démonsiration, de méme qu'un seul énoncé

rone.adt Y.ae de la proposition, suflisent pour tous les cas possibles..
= BT Cas partiendier. Daprés 1a généralitd du Porisme, quelle
fue soit la position relative des points dunnds, o peut

Eu la compacand & celle que Vou s'est proposé de démon-

wer, on concint
' y=al.ad o p=al,

ou

+ L 3 L1 . H
Remarvgquons sque le point 1 déterminé pae Vexpresston
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supposer gne Jes deux points @ et o’ se confondenty alors
le rectangle v disparait. Cela s'accorde avee l'énuncéd du
X VI Genre, anquel appartient le Porisme.

1! est & remarquer encore que dans ca cas, ot le point a’
coincide avec son homelogue a, le point I colncide aussi
avec son homologue. ]

En cifet, si a et a' coincident, Péuation devient, en
appelant ¢ la position de ce point,

em. Vm'=cel.mm.
n H 4
£t si I'on suppose que m vienne en ¥, ona
o= el.mm.

Done mm! = o, c'est-A-dire que les deux points homao-
logues m, ' coincident, Mais m' esten B, Done ce poiut &
coincide avec son Lomologue.

Ponisus LXXIX. — Siautour de deux points P, Qon:
Sfuit tourner denx droites qui se coupent sur une droite
donnée de posi-
tion LDetquiren-
contrent wne ai~
tra droita aussi
donnés de posi-
tion AX, en denx
points m, m'; lo
point A dtant
donné sur cetre droite : on pourra déterminer un second
point W, un ractangls v, lequel peut éire nud, et wne ligne
W,y tels, que, pourcerlaines positions du point N, en nont-
bye infini, surla droite AX, onr aura toujours la relation

™~

Am Bl 4y
ni =
Lu l;m!!l, d'zprés te Porisme XXIV (Corollaire ), it

esiste entre Jes deux poinis nr, nd' queles denx droites tour-

{ 18a )}
cequi a lien en [ o6 la droite PQ rencomire AX, 1 équa-
ton devieni done
Em . Fn' o

7 — .

o

Pareillenent, quand le point 4 esten F sur la base PrQ,
WestenE.

Ce sont les cas prévus par I'énoncd yue Pappus a donndé
due XVI=Genre. )

Ponssue LXXX. ww 8i par chague point M d'une drofte
LI on méne une droite aboutissant & un podyt fizePet
une autre droite MQ parallile & une droite donnde; et si
ces denx droites rencontrent une autre droite donnde AX
- en dewr painis
m, w'; la point
A dtant ‘donné
sur la droite
AX : on pem
déterminer un
point ¥, sur
cettadrolie, un rectatigle v et une lgne p, rels, que pour
des positions du point M, en nombre infini, sur AX, on
anra toujours

Am B’ 4o
e’ =y

Eu effer, qu'ou méne 4 LF la paraltile PI qui rencontra
AX en T; puis, & AX In paralléle PH qui rencontre LT
en I; et pavallélement aux deoites MQ, la dreite HF qui
renconire AX en I\ Qu'on prenme sur AX le point T, & ln
méme distance que le point A du milicu des densx points
LIS ctenfin quion méne PA qui rencontre LI en a, et par
ce pointme pavalidle aux droiles MQ, qui rencontre AX
en AL On démouatrera, par les considéeatinns emplaydes
pour lus Povisines préeddents, que -

i :.‘\[, et v==AL.LAAY:

{ 18:)

nantes déterminent sur la droite AX, une relation telle que
Am.Crd =3 A'm'.Cm,

dans laquelle A ot A’ sont des positions particuliéres des
deux poiuts variables m, m'; ainsi que Cet C.

Par conséquent, d'aprés le Porisme précédent, ceite re-
lation donue licu & celle-ci:

A B +v=p.mm'.

1t s'agit de déterminer la position du point B, le rectan-
glev etlaligne .

Qu'on méne QD paralléle 4 AX, qui vencontre la droite
LD en D, et PD qui rencontre AX en 1, Puis, PH paralléh.;
4 AX, qui renconire LD en H, et QH qui rencontre AX en
F. Qu'on prenne B sur AX, i la méme distance que A da
miliew des deuy points 1 et . Enfin qu'on méne PA qui
rencontre LI en a, et Qa qui rencontre AX en A’. Ou aura

p=Al et_ »== Al AA";
1, par suite,
LT ’
Am.B H;"—:r AL AA — AL
Car le point Y qui vient d'stre détermind est évidemment la
position que prend te point mz quand ¢’ est infiniment éloi-
gué; par consdquent, cette équation est celle qui a é1é ds-
menirée dans le Porisme précédent.

Onvérifiera aisémentquedans le premier membredecetie
dygalité, le signe plis aura lien, conformément A 'énoncd du
Porisme, pour les positions du point M, telles {dans la-
figure ci-dessus), que les denx poinis m, wf se trouvent de
cotés différents des points A et B, respectivement. De sorte
que, sous cette condition, le Porisme sera démontré,

Quand le point A est situé en E ot Ja droite LD rencontre
AX, le point A’ coineide avec A, de sorte qu'on 2 Ad' == o,
Mais ulors le paint B coincide anssi avee son homologue;

{183 )

et que Pon a dés lors

CAm B e ATLAAY .

atay’

AL

Lei (c'csl-:'n-ilirc dans la figure ci-contre) fe rectanigle AILAA/
sera addivif ponr toutes les positions du point Mui serout
telles, que les denx poiats 7z, i’ soient du méme ¢oté des
deux points A et B, respeciivement, X

Sile point A se trouve ey E sur PE pavalléle aux droites
MQ, ou ¢n IF, A coineide avee A (et B avec IF, ou avec ),
et lereetangle v estnul : de sorte qulon a

F o
LAELUEES o AL
e Porisme est done complétement démoniré.

Ponisue LEAXNIL. — Par un point O doenné snr wne
dioite OF, on méne deux droites Om, Cuv' falsant aves
OF des angles égauz, et reneontrant une drolie fixe AL

en denx pofits m

vV F v Lm g/ B e et w's le point A

étant donnd sur

) ceite droita @ on

— ; pourratronverun

i /7’ 2l
rectangle v et wne ligne u, tels, que pour des positions des
points m, W, en nomdbre infing, on awra toujonrs { dgalite

autre pofnt ¥y un

Am. a4

.'JHHI

:F,

Soient OF perpendicnlaive & O et le milien de Il soit .
en outee, Langle FOA’ égal 3 FOA S on proudea I = AT,
v == AL.A A et == AT; de sorte qu'il [aut démontrer gue
pour des positions des points ar, 'y onaura

Aw B ad - AT AN

HUH’

= Al
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Les points m, m' devront se trouver du méme céfé des
denx points A et B, respectivement, lorsque le point 4
sera en dehors du segment FE, 4 droite on & gauche indiffé-
remment; et de cd1és dillérents des denx points A et B lors-
que le point A sera entre £ et I ] ' ,
Supposons le point A & ganche de F. Soit la droite GOG
paraliéle 3 AE. Les quatre droites QA, Qum, OF, OG font
entre elles des angles égaux i cenx des droites OA', Ond,
QG’, OL; et Fon en conchut, par les corollaires des Lem-
mes 11T et X1 {p. B3 et 84), la relation
Am. I = Am' AT,
Ecrivons
Am (I 4+ U'm') = A'm’ AL
ou, parce que 1B’ = AT,
Am. Bo'+ Am.Al=A'm' AL,
Am W' - (AAT - A'in) Al == Alnd_ AT,
Am B m' - AL AN = Al (A’ — Am) = AL nm';
et enfin
Am.B’m'-l—. AX AA = AL
Hn
Ladémonstration se fera par le méme ralsonnemeant, dans
le cas on le point Aseraprisentre Eet I, |
Si A cotncide avec un da ces deux deiniers, le rectanglev
sera nul dvidennnent, cas prévu parl'énoncé du X V1* Genre,

XVil* Genro.
Le rectanglo compris cous tells droite et tella autre drolte 2t dana una
“Faison donnde avecune certaine abselssa.
Powrsue LXXXIN. — 8¢ deux points variables sur une
droite of sont liés par la relation

e e’
0 =
mf S
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None

’
ent. fin = 1.g‘:
e P
Cequ'il fallait démontrer.
Dene, ete.
Remarquons que Ia position du point I déterminde

P éanarion €1 ,
dquation Fi= ), est pré

par
cisément eelle que prend 1o poiut
e quand le point o' s"doigne infinjment,
Car, dans ce cas, Péquation {1} se réduir 4 5-'-3,
o

doune pour le point m Ja position méme du point I.
Autrement, 1 &uation (1) a’écrit

=1et

emfid = X, end, mf.

Or il existe enwve les qualre puints ¢,

e
Porisme LIX, Fidentis Sty Laprts 1o

mad .af = om ., fuf - e;vn' o
d'on 4 v
cod.mf= mni . of — om, S,
e . s
I. Guation {rroposce davieint done
P I .

L c-fud == bl af — ) om . find s

o )

o S e

— e

' b1

Done, cie.
Poniswe LXXXIT

v — 8 autour da doux points fixes
P, Q on fait towrner doux
drodtes qui se coupent sur
une droite donnde de po-
sition LI, o1 qul rencon-
trent wne draite fixa AX
4 1 dtant les poinis oir la droite AX
o la droite LY : on pourra trouver

en deu points i, w'y |
rencontre ln base PO
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on aura qussi entre ces deuz points unea relation tella que
m 4 om f em fm’
== el
mmn
A Sest-ddive qu'd existera surla droite
ef un point I donnant lieu & cette re-
° ) lation.
Le point I se détermine par Péquation -
el N Loef
e ), do el ;
IF " 3 41?

de sorte qu'il fant démontrer que Fon a

ent. fin' hoef
m T x4

En effet, que Fon méne par le point e, et dans une di-
rection quelconque, une droite m'0 égale a n'f5 puls, par
le point e une paralléle i cette droite, et par le point O les
droites O, O f qui rencoutrent cotte parallele en 7 et ¥,

Le Lemme XI donne, en considérant les trois droites
Of, Om et Om' coupées par les deux of, eF,

emt | ef ef

mm' * fud ef
ou, parce que el == of,

ent, fin' .

e
Mais on a encore
el em em!
Fwf fa

Par conséquent, & cause de 'équation {1},

ei T B
inl.-;_]., don m—l‘*‘l—m.
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une ligne p, telle, quel’on awra toujours
Em T’
my B
Co Porisme est une conséquence du Lenmme XVE (progu-
sition 143}, d'nprés lequel los quatre droites ML, MP, M,
ME, conpdes parles deux AX et LF onteainent P'équation

mF  FE _ PE_GE

Que Fon méne par le poiw Q uue paralléle 4 EF, qui
vencontre la deoite LE en Kyet qu'on méne PK qui ren-
contre EIf en 1, .

Les wois droites KQ, RP, KG, coupdes par les deus
KG, EIF, donaent

PE . GE ¥} .
G C 66 = i (Lemme X1

On a done
VR El . Fear.F'

ot
EI iy’

= KL

mnt " Pt
Par conséquent, it suffit de poser p== EI,
Done, cle,
Powisse LXXXIV. — Siparun point Pon wméne deuy
droftes fuisant des angles
x

‘ .y dgnux avec ane droite fixe

¥ A mooy my
~C i iy PX, et rencontrant unc
\ 1/~ antre droite AY en deux

points an, w': on powrra
"

trouver deux points B, T
sur celle dernitre of une ligne u, tels, que le reetangle
Lae Vo sera toujonrs égal au rectangle . mad,

Les deux points By I sent ceux ot la draite PX. vt sa per-
pendiculaive mende pavle point Prencontrent Lautre droie
donude AY. Ta constante g el égale i u
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En effet, les denx droites PR, PF sont les bisscetrices
de l'mgle mPm’ e de son supplément, par co:)séqnc]lt Jes
denx points o, #¢ divisent harmoniquement le segment EF,
c'est-d-dire que l'on a '

E.T _Ea'

Fmm™ afF
On démontrera doue, comme pour le Porisme LXXXII,
ou P'on conclura de ce Porisine méme, que

Eur.Fw' _EF

mnd’ T a
Done, ete.

AVHI*Genre,

Tel rectangleayant pour cabls la samine de deux drolies ot fa somme de deus
auiros droiles a un rapport dennéd avee Lolla nbycisse.,

Porssurs LXXXV. — Quand deuz droites tonrnent
aulour de deux points fixes P, () en se coupant tovjours

surwne droita donnés de position LE, et gu'ellas rencon-.

trent une autre droite
fixe AC, en deur points
wy, m; Jes deux points
A et C étant donnés sur
cette droite.: on peut
irouver deux autres
points B et IV, et une
ligne p, tele, que pour
chaque couple de points m, wm' dont le premier se trou-
vera hors du segment AU, et le second hors du segment
C'LY, on aura toijours la relation
{Am 4+ Bm}{C w5 D't
iy’ =

Soient E; I les points d'intersection de Ta droite ACH par
les deoites LE o1 PO, '
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une ligne p, tels, que quand les deax drodtes Om, Owd
seront an dehors des angles AOB, C'ODY ) resprectivament,
on aura toujours I'égalité

{Ao 4B ) (C'n' 4+ D )
mm'

La droite dounée OH et sa perpendiculaire menée parle
point O rencontrent AC' en deus pointsE et F. On aura

p=abtF.
Qu'on prenne ensuite E=AF, ot FIV = C'F; les deunx

points demanddés I3 ¢t 1Y seront déierminds,

L'égalité proposée résulic alers du Porisme LXXXIV,
“en appliquant 4 1z velation qu'il établit entre les points E,
Iy m, o des transformations semblables & celles du Po-
visme précddent.

AIX* Genre,

Un reclangle qui & pour ob1s telte drolte et wns anire drojie augmaentde
Wune seconds qui 3 un rapport donnd avea tella sutra, ¢t le rectangle
constrait sur tella dealts et una autrs qui a un rapport denud avee tsila
autre, ont lenr somma dans un rapport donné avee wne certalne abecisse.

Powsue LXNEVH. — Quand deux droites tournent
awtour de deuxr poinis
flwes P, Q en’se coupant
surune droite LT, et ren-
contrantune auire droite
Sixe en deux points m,
n'; sf quatre poinis A, B,
C, IV sont donnés sur
cotte antre droite : on
peut trouver wi cinguitine point ¥, deux raisons A el s
et une ligne v, tels, qu'on aura la relation

Am (G’ R L R T Y =y

wun'
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Qu'on prenne BE=EA, D'F= (. Les denx points B
et TY sont déterminds. . . o
Qu'un méne par e point Qune parall‘éle a AC, qui 1::2:1—
coutre LE cn7; puis, qu'on méne P{ qui l'el‘)cﬂfllre AC en
1;0n aara y.: 4EL Desorte que 'éguation & démontrerest

(Am 4 Bm)(C'm' -+ D'ar') = 4 EL
mu’

Ea cﬂ‘ct,‘les points B, F, T satisfont aux conditions du
Torisme LXXXIIL: e, par suile, ils ont avee les points n1,
nt' 1a relation constante

Em . Fa’ .
—_— = EI
nim

Mais, de plus, le point E est le milieu de AB: donc

Am - Bm‘

§ R
En Y

e o PR B
Et parcillement, le point T ost le milien de WC': alnsi
C'm' 4 D'’
R L i sl
Fm= S
1'équation devient dés lors
{Am -+ TBa) (O +-D'm’) — 4.EL

mn

€. @ ¥. D.

Ponisue LX-;(X“'I. — Autour d'un ]JOI‘I'H O pris n.u;
niee droite fixe Ol1, on fait tourner denx drqzl;e.s Om, Om
dont les angles avee cette droite Ol sont fau}ou’:s égunz,
une auire droite donnée AC en deux
pofnts m, w's les dewe

" /“ e points A et T étant
donnds : on pourra
trouver deux auires
points B et D' sur la
méme draite AC, et

¢t qui rencontrent

{1yt }
En ellet, solent T et 17 los points d'intersection do ta
droite Al par PQ et LI, et 1 le point déterming comme
dans le Porisme LXXXII : on aura, daprés ce Porisme,

B o' . F
(1)

— = IF],
Mais on sait qu'il exisic entre les qnatre points F, i, A,
B3, Ta eclation

wni'

Fru.AB=AF.Bm+-TD.Am

ou
TA ¥R
T == vE Bor4- 6 A,

¥1, pereillement, entree les quatre poiats 12, o, Cf, 1Y,

B = B Wit E'D‘Cf 4
VL = ‘T\'l)" e -+ W .,

Par conséquent I'éguation (1) devient

¥R Ep o, , . CF
e Auwm. (————C, ¥ Clu' + D

nn’

D’m’) -+ i’:‘g B B o

= Il
on

X c' lu' AE C’ D"
F ool i —_— e Flud
A trt.(Cm-{-—- I'-:’D'D m) +‘FB WD B Flnd AR o -

e’ TFE DT

1.

M sullic done de prendre

_CE _AFCD AR CD
=wp' PR ‘Truprt

)

pour que le Porisme soit démontré. )
Obsvrvation. Cette proposition donne lien 4 d'aulres
Porismes. ' )
Var exemple, on pent supposer que les deux vaisons ety
soieat donndes ainsi que les wois points A, C, T on déter-
wineva a ligne v et les denx polis B et TV,
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Ou bien encore, si 'on donne 1a raison X et la ligne v,

avec les mémes points, on déterminera la raison p et les
deux points B, D,

XX* Genre.
1a eomme s <24 deux toclangles est Juns uu repport donnd avea ba ceg-
meat compris entre tal polnt &t ua polnt dound.

Pontsste LXXXVIIL. — Erant donnés sur une droits
quatre points, placés.dans I'ordre a, &', b, I on peut
trouver un cinquitma point Q

Tw b etune Iig{ze My tels, que pour
tout autre point m, pris entre

a et o ou entre h et Y indifféramment, on aura toujours
la relation

a q' o

ma.ma’ - mb.mb’ _
mQ =g

Le point O se détermine par la relation
Ga.0d = 05.00;

etla ligne i est égale au double de la distance «8 des mi-
lienx des deux segments aa’, 5.

En elley, soit le point i situd sur 4%, on a
ma. ma' = (mO + Oa){mO+ 0d)
=m0 +m0(0a+ 0a’) 4~ Ot‘z.Oa',
mb.ml =(m0—08) (OF—m0O)
=—m0 +m0 (0b+0F) —05.0¥.
Ajoutant ces équations membre & membre, ayant dgard &

T'égalité qui sert & déterminer le point O, et observant que
si & et & sont les milienx des segments ad’, 58, il en résulte

Ou-+0d=20a ot Ob+O0F=208;
on oluient

ma e e mb.mb = am0 (0a+ 08} = am0.aby
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Sois dans les deax angles APB, C' P, ou situde are dehors,
Ia relation '
Am Bar - B G o
Bm R

Que par le point P on méne une paralldle's SL/, qui
coupe 5L en X3 qu'on prenne Bl = Al le point B est dé-
terminé; et la droite PB marque sur SL' le point B La
droite PA renconire 5L/ en A'; qu'on premme p=C'A%: la
{igne x est déterminde,

Supposons que la transversale soit intéricure aux angles
APB, C'PB'y il fane ddmontrer que

A Bu' +=Bm.C'w’

Y
Ty =A%

Or CA'=Cnd + /' A% pav conséquent, il suffit de faire
voir que

Am . Bm' =Bm.ulk.

En eflet, les quatre droites qui partent du point P font
sur les dewx trangversales SL, SLY iles segments tals, que

Am Al m' A
W' B

» {Eemme X1}

ou bien, puisque AL =TI par construction,
A PN
R War'
ounenfin
A B = Bl AL
c. Q. F. o0,
Done, cle.
Lesmne. — Quand deux points variables wm, w' sur
detrx drodtes ub, o'l sont Hés par la relation

ant a'ar

2= R
b b’

{ 193)

o1
ma o'+ mb b 2 28
wQ

€. Q. F. D.

Observation. On vérifie aisément que la rvelation yui
consiitue ce Porisuee, et fe Porisme méme, par conséquent,
ont licu quelle que soit la position velative des quatre
points a, &, b, ¥, pourvu qu'on prenne le point m dans
des régions dillérentes, déterminées par cette simple régle :
‘quand les deux segments ma, na’ ont 1a méine direction,
les denx md, mb doivent aveir, Vun par rappert & l'autre,
Jes directions différentes; et véciproquement.

Ce Porisma se trouve, sous un tout auire énoncé, parmi
les Lemumes de Pappus relatifs au second Livve dela Section
déterminés 4" Apollonius. 1 est reproduit dans douze Lemn-
wes consdentifs {propositions 4A-36) qui répondent aux
dilférenics positions gue peut avoir le point m, en raison
des positions relatives des quatre points a, o, b, &',

Dans la Géoméirie moderne on comprend tous ces cas
dans la seule formule

B

ma s’ — b md’

ma nual — mhom¥’ e,
m0

on donnant des sigues aux segments {voir Traité de Géo-
métrie supéricure, p. 154}

Pontsae LXXXIX. — Dewx draites 8L, SL! érant données
de position; wi point A étant donné sur
laprewniére, etun pointCsurlaseconde:
on peut trouver devx points B et U sur
ces droites, et une ligne g, tels, que si
attour d’un point donné P on fait tous-
ner une transversale gui renconire les
deux: droites SL, SL' en devx points m,
w', on aura toujours pour chaque pasic
tion de cette transversale comprise & ln

V3
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s Pan prend denx points arbitvaires e, & sur la premidre

dreite, et les deux points s & qui leur
corvespondent surla deuxiéme droite :
on peut déterminer une constante p,
tellé, qu'on aura toujours

cm ar'
il ]

[.a valeur de cotte constanle est

_ Vhe 4+ ca
= td—ad

En eiler; qu'on place les deux droiies ab, o' b’ de manidre

que les deux points a, o colncident, les quatre droites bY,
ey dd' et mnd concourvent en un méme point, Car'on a,

p a

T

r hypothése,
am ool o .oatc
m:l.m 4} E_:J\. o
HiL
am ae __a'w' oo
b BT Bar WS

Ce qui prouve {Lemme XVI) que les trois droites b¥, e’ et
mm' concourent en un wénss point, Et le méme raisonne-
ment s'applique 4 la droite dd’.

D'aprds cela, il existe entre fes denx sysiémes de quatre

points a, ¢, d, m et &', &, &', ' (Lemme III ou Lemme

X¥T), la relation

oy

Or

em | ca ' . a
P R B T
i " da '’ d'a
com du’ fea  ca’
dm T d'm' \da'd'a'
%y a'c
[lC - * b‘ c'-
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d'oa
Xbeoald = ae b’ = ac, (¥d— ),
(Rdc - ea)a'd =z ae B a.
Pareillement
(1bd — ad)d/'d' = ad . Vd.
Donc
a'c’ __ac Lbe-tca @ _o'd  Abe+ cu
Zd ad sbdemad? "% wd T W T \bd— ad
Et, par conséguent,
cm ' Abeea

dndar Ned—ad
¢ Q. F. D,
Corollaire I. 81 Uon suppose que le point ¢ coincide
avec a, il s'ensuit que I'équation

r r
am a
— = A
bm & m
donne lieu a celle-ci:
am a'm' 1, b

dm = @ hibdemad
Corollaire I, On pewt prendre le point 4 de manidre
que Péquatjon devienne

um aw
md T d'm

En effet, il suffit de faire

h.ad .
l.bd-—-a.r.’zzi’ hoab =X bd— ad,
Vabz=di.(ad —ab) —ad, ad= 21.45-

A=
Cette dernitre expression fait counaitre la position du
point 4.
3l existc une antre déterminalion trés-simple de ce point.
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Toerivons :
am, (/Y 4 V') = me (a*d’ — '),

am.bm' me.mdd' =me.abd' — um 2 V.

Introduisons un peint g, en remplegant dans le second
membre wm par (gm — ga), et me par (mg —cg); il vient

am.bmem.d'm' = gm(d'd — V) + ga.d/ V' —~ go.da.

Qn'on détermine Ie point g par Péquation

ge __d'a
ge b
et la constante p ainsi

p=da —¥,

Péquation devient
am b’ om.d'm =y, gm.

) €. Q. F. D,
Ponisue XCl. — De chaque point M d'une droite

LM on méne & un point fixe P un rayon qui rencontre
une drotte AX en m: et du méme point N on abarisse
une perpendiculaive DM’ sur une autre droite BIY; 2
peint A étant donné sur la droite AX, et les points B, Iy

- surla deuxtdme droite

¢ . B'D : on pourra trou-

T AN e verdeux points C et G
e

sur la droite AX, et
nne figne i, tels, gue,
quand les points m et
m' se trouveront 4 la
Jois entre A et C, et entre B et TV, respectivement, ou
bien Iorsqrf’:'!.r seront & la _fois hors de AC et de BT, la
somime des dewz rectangles Am. . B'm' et TV’ sera
au segment Gw dans le rapport do la Iigne p & Punité.
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50it T ta pesition gue prend le point in quand e est i
l'infini; position qu'on délermine par P'équation

al
1= A
L'équation
am a’m'
md - dinr
devient
;—;: 1, al=dl.

Ainsile point I est le milien entre les deux points a et «;
vl celie considération sert & déterminer 1e poiut A, '

Porrswe XC. — Quand deur points variables m, m'
sur deux droites ab, a'V (qui peuvent étre coinciduntes),
sant liés par la relation

aun . oatm’
= A e—

b &'’

oni peut prandre arbitrairement un point &' st dérerminer
dewx autres points ¢, g et une ligna p, tels, que si les
segments am, cm se tronvent de méme direction ou de

" “ b @ m' b J4
[ q 4

drrec.tran.r contraires, et si les segments b'oy' et d'ny’ sone
aussi de méme direction ou de directions contraives, on
aura toujours la relation

am. b'm' 4+ e ' m’
gm - ‘

En eller, d'aprés le Corollaive 1T dn Lemme qui vieut
Wetre démontré, on peut wouver deux points ¢ et o, tels,
«qu'on &it toujours I'éguation

am a'm’

~—wS ey ou am Ll = me.dud,

{199 )
1 gagit de démontrer Végalitd

An B 3-Cm. DV’ .
Gm =B

Qu'on mine i ladroite LM, par le poiut P une paralitle
qui rencontrera la droite AX enl, et qu’ou prenne le poimt
C sur lo prolongement de Al & la distance IC = AL

La droite PC rencontre la droite LM en un point o d'oi
I'on abaisse l2 perpendiculaire ¢C' sur B'D. Du point a
olt PA rencontre LM, on abaisse sur B’ la perpendicu-~
laire a A', Le point G se détermine par la proporiion

Ga AD
GC © BC
etlon =
p=DA—CT.

Fu elfer, les quatee droites PA, PC, Pue, PI coupées par

AX et LM, donnent

Am AL aM (Eemme XI.)

mG IC  ¢M
an
Am __aM
YT

prisque Al=1C, -
Ov, i cause des paralldles aA', M/, cC,
aM _ A’
m - C’ f"‘
Doue
Am Al
mC T Cm
D'aprés cela, la démonstration du Porisme précéden
s'applique au Porisme acluel,

Doug, etc.
Pomiswe XCU. — Awtour de denx points fizes P, Q)
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on _fait tourner deux droites ss conpant loujours sur une
droite donnde de pasition LM, &t rencontrant, respective-
ment, enm et m’ denx autres droites donndes do position;
of denz points A et C sont donnés chacun sur Pune de
ces dernidres droites :
on pourre trouver un
pm’ué B sur Awmy nn
point B sur C'm'y et
une ligne g, 1els, quo,
quand les segments
Am, Bin se trouveront

de méme direction ou de directions contraires, si les seg-
ments War et O'm’ ont aussi entre enx la mdme direction
ou des directions opposées, on aurn toufours la relation

Am.B'm' = B, C'd"
Bm

Qu'on méne & Ja droite C'w/ par lo point  une paral-
13le qui rencontre la droite LAE en i5 la droite Pi coupera
Am en I: et en pronant BE =14, le point 1 sera déter-
miné.

Qu'on méne PB qui rencontre LM en b; 1a droite Qb
déserminera sur Ca' le point B, Enfin, qu'on méne PA
qui rencontre LM en a, et Qa qui rencontre T en A
et qu'on prenne p==CA"

1 faut done démontrer que

Am.B'w’ 4B .Gt o AL
B

Or, en supposant avee Ja figure, que les points met !

sofent situés sur les segments respectifs AB, C'B, on anra

CA = O 4wl AL
Par congéyuent, il reste senlement & prouver yue

A Bl = Beoed A
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el, JHr consdguent,
am, ¥ ' ac b
e m e
bir.a'm' T be.d'd
ou
am . be a'm' b
bin.ac~ U m'a'd

+

Suppesons qu'on place les deux droites de wnaniére que
les deux poiuts a, o’ coincident : les deux droites b¥, o’ se
coupent en un point 3, et la droite mad passe toujours par
ce point; ce qui rémlte de I'équation ci-dessus, d'aprés le
Lennne XVI de Pappus. Qu'on méne les droiles 81, SJ
paralltles anx deux droites &'V, ab, vespectivement, On a,
par les triangles semhblables,

an m'a o am __w'a
g ra” Ia ™ Fu'
Eerivons
Im—1la JYa—Jw
1a = St
Cetle ¢galité se réduit A
Im Yo

Ta ™ ¥ur'
ol
Lt Yol =1a. Y.

Par conségnent v = 1a.¥a", Etle Porisine est démountrd,
Remargue. La position du point T se détermine par 'ex-
pression
Ta
1)
Car on considérant les quaire droites Sa, 54, Se¢, 51 con-
pées par les deux abd, o'V, on a, d'aprés le Lemme K1,
T oo i
e e~ 7a’

= L
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Ru effi, d-‘um_a part Tes segments que les quatre droites
PA, DB, P, Plfont sur AB et LM ont entre eux, d'aprés
le Carollaire I du Lemme TII (p. 82}, la relation

Am Al __aM ai
Bw*1B &M "7
Et d'autre part, ow a, en vertu du Corollaire du Lemme X1
{p. 83), applicqué aux quatre droites partant du point Jet
coupdes par les deux LM, AT,
abl ai ' A
NCH T Tm
Donc '

Mais AT == It} Dune

Am "N Y 4
Ym = iy’ oM A Wt = B’ A

€, Q. F. b,

XXI" Genre.

Lo reclangle compris sous telle druile et telle autre est donné.

Pomisue XCIH., — Quand deux points warialles m,
n' ser deux droites ob, o'V sont liés parla
relation

am. b o’

a0

on peut trowver deux paints 1, Y surles deux
elrottes et un espace v, tels, que le rectangle
Im. Vnd soit toujours dgal i cet espace.

Soiente, ¢ denx positions correspondantes
dvs points an, w' sur les deus droites, de sorte quion ait

ac. '

ho g’ T

on

On a de méme

Fat 1
FETY
Porisme XCIV, — Erant donné an parallélogramme

ADCD, si de ses sommets]A, B on méne deux droites &
chaque point M du cé1é opposé CD,

w lesguelles rencontrent la droite EF

: qut joint les mifianzx des deux cdtés
A AB, CD, en deux points m, n'; on
peut trouver un po[nt 1 sur cetie
draite EF et un espace v, tels, que

le rectangle Tm. 1w’ sara égal & cet
espace.

t Eneflet, on aura
Im.Ind=1iF.
Car les quatre droites AC, AD, AM, AT coupees par

les denx FC, FE donnent, en vertn du Lemume X1,

Lin  CA DM

F =T D
De méime

o DM CM

F “DF "TF
Et, par couséquent,

Im T/ = I_]._?,.
c. ¢. F. D.
Pontsue XCV. — Frant donnds un parallélogramme
ABCD, et deux points Py  sur ses cités AD, CD, si par
ces poinis on méne dans une dircetion quch‘om‘mc deux
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droites paralldles qui rencontrent en w ot m' les deuxr
cotés AB, CB : le rectangle Am.Cof
est donné.

Soient N, N' les pointe dans lesquels
la droite PQ rencantre les deux cotés AB,
CRB, on a

Am.Com'= AN.CN.

Eu effet, on-voit par les triangles sem-

blables que

Am__ CQ ® AP ON'
ab o Cw AN T o
par consiquent
Am CN’
AN = Cm'’

ou
Am.Cnl= AN.CN.
: €. Q. F. Dy

Ponsue XCVL. — Si autour de deux points fixes P,
Q on fait tourner deuz droites qui s¢ coupent sur une

droits donnée do position
« LF,et rencontrent une ai-
tre droite fixe AX e deux
points m, m' z on pourra
trouver deuz points T, T sur
cetre dernidre droite, et un
rectangle v, tels, que le produit des deux segments Im,
¥m' sera toujours égal & ce rectangle v.

Qu'on mane paralltlement & In droite fixe AX 1a droite
QC qui rencontre LF en C: 1a droite PC coupers AX.en 1.
Que parcillement on méne la droite PD paralléle & AX, la-
quelle rencontre LF en D la droite QD coupera AXenl.
Les deux points chorchés 1, ¥ sont ainsi déterminés.
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inclindes entre elles sons Iangle donné, Dans le
systéme ].es deux droites renconirent, respectivement, )

deux droites donndes en 2 et #/; dans fe denxidme s ué’ .
en i et 'y dans le troisidme systdme, la droite n:ueysé1 o
lepoint Q est Qi paralitle 3 Pune des denx drojtes d:; ndes
¢t la droite mende par le peint P rencontre I'ammi;nef”:
don'uée_ au point I3 enfin, dans le quatridme s stémrmlm
droite issue du point P est Pf paralidle & ceuz der:i’ér:

dmilc(]onuée et] (.1 itei ue d ( !
N adroite 1ssue du PO;I][ s e I’
o 1 encontre |

premier

auire

Les dm.iles Pa, Pa, PLetPf coupent la droite o net
Yyuatre points que nous appellerons A, M, j et J. O "
entre ces points et les trois &, m, Ila relatioL. T

I AL MM
fa =T {Lemme XI.)
Mais ces quatre droites fout entre elles los méties angl
que] les quatre droites correspondantes (o’ Qar Qg c-s
QJ : par conséquent, on a cntre les qualre,mémc; e
A, M, I, ietles rois @, o', I, la relation pee
MM re
T2 Ta =gy (Corollaireli, p, 83.)
Done
| T T
=y ou ImVa/=la Fa,
Ainsi v =1a.¥Va' = const, Ce qlii démontre l¢ Porisme
Obserfla:r'on. Si les denx points P, Q coincidaient n.u
(Il’lel cas il y aurait & considérer un angle de grandeur,dou:
nee tewrnant autour de son sommet, et dont les cdiés r Vl
cunlreraie.m les deux droites fixes en deux points m ;1:—
la propo‘suion qui vient d'¢tre démonivde permet de,con:
clure qu'il existe dans ce cas sur les deux droites deux points
Tet Fdennant lew i la relation constante !

1. Y m' = const.
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Quant i la constante v, soit [F le point de rencontie de
la droite L) el de AX; on aura

v=1F.FF.
11 faur prouver dés tors que
Im.¥Ym' =1F.JT.

Or cela résulte, sans dillieulié, du Lemune X1 (proposi-
tion 137). En ellet, d'unc part, en considérant les guatre
droites PM, PF, PC, PD coupées par les deux AX et LF, on
trouve

Im €M DM,

W CFDF’

e1, d’autre part, en considérant les quatre droites QM, QF,
QC, QU coupées par les deux mémes
1IE CM DM
yw = TF "BF
Donce
Y = IF
F- e
ou
Im Vil =1F.JYF.
c. Q. F. o

Porssce XCVIL. — Quand deux droites tonrnent au-
towr de deux points fixes en faisant
entre elles un angle dec grandeur don-
née, et quelles rencontrent en deux
poinis m, m' deux droiies données de
position : on peut trouver sur ces der-
nidres droites denx: points fizes Yet 1,
etunrectangle v, tels, que le rectangle
Im. J'm’ soft toujours égal & ce rectan-
g’e Y.

En cflci, considérons quatre systdmes de deux dvoites
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Pontsme XCVII. — & antowr de deax: points P, Q on

Juit tournce denx droites faisant, respeclivement, avec

deux droites fizes PX, QY
denx angles égaux, mais en
sens contraire; ces deax droi-
fes tournantes rencontrerond
deux droites fizes AL, B'U en
~ deux points m, w'; ot Yon
pourra trouver sur ces dornidres droites deuz points 1, ',
tels, que Ie rectangla Im. Yo soit égal & un rectangle dé-

terming.

Qu'on méne la dvoite PI faisant Pangle IPX ézal & I'an-
gle qu'une paralidle & 'L, menée par le point Q, {faitavec
la droite QY le point olt cette droite PI rencountre AZ estle
point I demandé, On ddtermine, semblablement, le point
I sur WY, en faisant Pangle YQY égal & celwi uu'uie pa-
ralléle & AZ, mende par le point P, fait avee la droite PX.

La démonstration de c¢ Porisme est semblable & celle du
Porisme précédent.

Pontsxe XCIX.—8i de chaque point Nl d'une droite LM
on méne une perpendiculaire Mm sur una droite fixe
AX, et une droite NP aboutissant
& wn potut fixe P, laguelle ren-
conire une troisiéme droite BY en
un point w't o peut trowver sur
les deux droites AX, BY deux
points 1, Y, tels, que le rectangle
Tm. Y o sera dgal é un rectangle

déteriming v.

Qu'on ménc par le point P une parailéle & BY, qui ren-
conwre la droite LA en 7, el que de ee point ou abaisse une
pérpcndicul:\ire T sur la dvoile AX. Le pied de cette pore
pendicalaive est 1o point cherchié 1. Llantre poiut J sera
cilud i Iinterseetion de la denite BY et d'une paralléle i da
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deoite LM, mende par le mbme point P Et Fon aurn
It YVod = const. = 4.

La démonstration n'offre ancune diffienlié
qui prévéde. ’
Poursare €.

d'aprés ee

— Etant donnds un triangle ABC et une
drotte DR parafléle & ln base
AL, sfautonr d'un point P situd
sur celte drodte on _far't tourner
une transvcrzale qm’ renconire
les deur cdtés du triangls en
deux pointsa, b, et qu'on piéna

les droites Aa, Bb qui rencontrent DI en m et w', e ree-
tangle Pm, P’ sera coustant.

Ce théordine est une conséquence du Lemme XI. En
eflet, les trois drojtes AD, AC, Aa coupdes par les deux
PD, Pa, donnent, d'aprés co Lemme,

Eﬂ _Pa ¥a
PD T PECFE
D¢ méme les trois droites BA, BC, B& donuent
PE _ Pa Fa
Pa’ T PLFE
On a done
P PE
PD ~ Pw’
ou
Pm.Pm! =DD.PE,
Ce qui démonire le Porisme,
Ponswe CL — Etant donndes deux droites 04, 0L,
v et un point A sur la premiére, si
par ce point on méne arbitraive-
) ment deax droites AM, AM' qui
/ / rencomirent la droite OL en M et
T W M, et que par ces points en méne

( 2510}
On voit eflectivement que
Am NN
Oom~ OM'
et que de plus
_{m'—- Am _ Am’ o ON' — OM MM’
Am T Am = oM - X o’
Done

Am _ Aw'—Am 2Au
Om~ ~ “Am = Am

ou

Am= 2Ap.Om

T1* Genra {1).

Porisyue CII. — Etant donndes donz droites 54, 841,
si par un point donné P on méne nune droite qui les
N rencontre en 8, &y et sur laguelle on

prend le point m déterininé par 1'ds
¥ galité
; ma Pa
/ . ma - Bat

ce point est situd sur uite droite donnés de position,

Cela résulte da Lemume XIX (proposition 145). Carsoient
PBB une position de la droite mende par le point P, et M
le point déterminé par I'équasion

MB PR

MEF T PR

D'aprés le Lemme, le point s, quelle que soit 1a diree-
tion de ladroite Paa’, sera situé sur la drojte SM,

{1) Yoir Vénonrd de ce Conre, poais.
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deuzx awtres droites Mm, Mw' paralltles, respectivement,
& AN, AM, et gui coupent OA enm et w's le rectangle
Om.Ow' est donué.
On a, en doffeq, .,
Om.Qu"=04.

Car les triangles semblables formés par les paralléles

dennent
Om _ OM 04 oM

or T oer Y om T BN
Poune
Qm _ OA
L T 0w’
Remargue. B existe encore d'zutres relations cutre les
scgments déterminéds par fa constrnction de ce Porisme,
TFelle est 1a relation

ou One.Onl==0A .

Oum Am
S == e
" o

o A’

iui se déduit des mémes triangles semblables,
Eun effed,
Om __ oM. o’ _%
Amo MM ALS T MM

Wat
Qm _ Am OM
O Am' OM
Mais
m md _ OM
A AN T OMF
Done \
Qm __ Am
ol T T

On 2 aussi celte autre relation
—_
Am == 23Ap.0Om,

p étant le nilien de mm'.

{ st1} .

Ponusue CII. — Etant donnés dewx droites SA, 5B
et un point P, si par ce point on
méne deux droites gueleonques qué
rencontrentles deux droites donndes
it a, o et bW le point de cou-
caurs des diagonales 2b', ba' sera sur
une droite donnée de position.

Ce Porisme est encore une conséquence du seul Lemme
XIX. o

Fneffet, soient &, 6 les peints déterminés par les égalités

ea _Pd &b __‘?_‘b_
Fraal AN v

Il résulte du Lemme XIX que fa droite af passe par HY
point §, intersection des denx droites .:zb, adb, ::L aussi par
Je point m2, intersection des deux draites ab", &b, ‘

Mais d'aprés le Porisme précédent, la droite Saf est d‘e-
terminée de position; donc le point wi est sur wne droite

Jdéterminée de position.
c. Q. F. D,

Pomsue CIV.— Trods droites tant donndes de position
et trais points A, B, (7 dtant donnés sur ces droites, si
D'on chevche un point M, tel, que les preds des perpcrmlz-
alssées de ce point sur las trofs droites étant

cwlaires ab
. L. L) l(I
m, w', m”, on ait entre los segments Am, B'a, C'm

relation .
’ Am= LD
Asmm it

[T
} et p dtant dewx raons données: le point M sera sur une
droite déterminéo de position. )
Cette proposition est une conséquence du ]..?Onsme
LXVIT, d'aprés Jequel, si P'on délem:ﬁne:' d:a‘:lx points M,,
M, satisfaisant A 1a question, c'est-a-dire & Péguation

Am—+43Bm
T =¥

=p3
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une infinitd d'autres points de la deaite M, M, satisferont
aussi & cette dquation,

Porisne CV. — Trois droites étant données de posi-
ton, sil'on cherche un poine M, tel, que les obligues N p,
Mp, Mp” abaissées de ce point surles trais droites, sous
des angles donnés, aient antre elles la relation constante

Mp 1.3 p
M p” =u

M

A st p étant des raisons donndes: le point M sera sur une
droite donnée de position.

Ce Porisme se déduil sur-le-chanp du précédent; carsi
parun point A de la premidre drojte sur faquelle tombeny
les obliques B p on méne une parailéle AX A ces obliques;
et par chaque point M des paralléles 4 la preniére droite ;
ces paralléles feront sur AX des segments Am dgaux, res-
Pectivement, aux obliques Mp. $i Yon remplace, sembla-
blement, les autres obliques DMy, Mp” par des segments
B, G*m"; on aura, eutre les trois segiments correspon-
dant an mdme point B, la relation

Am o 3B’
T =

ot, conséquemient, le point A sera sur une droite déter-
minée de pasition. '

Remargue. Ce Porisme est un cas particulier d'une pro-
position des Lienx plans &' Apollonius, rapportée par Pap-
pus, en ces termes ;

Plusienrs drottes étant donndes, si d'un Joint on abaisse
sur ces droites des abliques sous des angles donnés, ot que
le rectangle d'une oblique et d’une (ligna) donnée, plus
le reciangle d'une aatre obligue et d'uite donnéda, Suise
une sorme égale au rectangle d'une autrs olligue et d'une
dunnée, st senidlablement pour les rectan glus des obliques
restantes: le point sera sur une droite dorade de position.

Donc

Ce qui prouve gue les deux points my, my colucident, c'est-
a-dire que le point m se-trouve sur la droite ab,

Le Porisme est done démontré.

Porisue CVIL. — Quand deux droites LA, 1/A sant
divisées en parties proportionnelles par de.:u: points va-
riables u, @, entre lesquels a lien, par conséquent, une re-

Aag .y
lation telle que ~7m; == A, & Vonprend

sur chaque droite ad le point m qui la
divise dans un rapport donné p.: ce point
ast surune droite donnée de position g et
cotte droita ast une da celles gqui divisent
Y LA et L'A! en parties proportionnelles.

En effer, sotent m et #¢ les points qui divisn.mt les ’deux
droites aa’, b dans le rapport donné . La drotie mm ren-
contre les denx droites LA, [/A en c et d. Des paralldles a
cette droite mm’, mendas par les points a, b, coupent L'A’
en o et 6.

On 1, par les triangles semblables,

n
—'—"""" h = "EE-’ =
ca’ ma v
Et de méme
o8 m'h
T
Done
a ¢’ 6 da o
Ty Y FET I
da ra
\ 4 Ca__ca
Mais & canse des paralléles ae, b&, vd, ==
Done )
(¥l oA
T h
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Pontsue OV wm Quainrd deyr angles de grandeur cons-
tante MPm, MQ m tournent autour de leurs sommets B,
Q de maniire que les
cdtés PM, QM se croi-
sent lotifours sur unc
droite LM donnde de
position, l'angle P
étant donné de gran-
N deur: on peut déter-
N minerla grandeur de
Yangle Q, demaniére que le point d'insersection des cdtés
P, Qm des deux angles soit aussi toujours sur une droita
donnée da position.

Que Von place 'angle P de maniére que son second cbté
Pm coincide avee la droite PQ, son prewnier coté PM vieu-
dra conperla droite LB enun point C; que l'on peewne Uan-
gle Q égal & CQR, dout e premicr cdid est QC ctle second
QR prolongement de PQ. Cut angle satisfera & la question.

“En cffet, considérons les deux angles mobiles dans fualre
positions, ot lewrs premiers cd1és se croisent sur Ja droite
LM en quatre points A, B, M, C. Dans les trois premidres
positions, leurs seconds cdtés se croiseront en trois points
ey b, mj et dans la quatridme positien, ils coincideront sui-
vantla droite PQ.

Soit ¢ le point on la droite ab renconure PQ; et suppo-
sons quelle coupe les denx cdtds Pm, Qm eu deux poinis
my, my.

On a entre les quatre points A, B, M, Cetles quatre a,
b, ny, ¢ {par le Corollaire 1II du Lemme I, p. 84},

ant,  ac AM _AC
ban t3e T OMCBC

¥ U ¥

Pareillement
i ac AM . AC

b be T BN TG
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Ce qui prouve que la draite mm ou e’ est du non:hre dea
droites ad, bY,. . ., qui divisent les deux LA, L'A" e par-
ties proportiounclles, Or par le poim‘m on ::e 1";“‘ mener
qu'une telle droite (1. Donc les points m*, m%,... qui
divisent Jautres droites dd', ee',... dans le rapport u,
seront sur la droite cd. Done, ete,

Corollaire. Puisque chaque droite qui divise en parties
proportionnelles les deux droites aa', bI est une de ce!lles
qui divisent en parties proportionnelles les deux droites
donndes LA, LA, on en conclut ce théoréme ; ‘

Quand deux droites LA, 1A' sont divisées cr'u p::u-ues
propartionnelles par un systéme de d{‘m’tes aa', b.b,. .
deux guelconques de celles-ci soat divisées en pfu'nes pro-
portionnelles par toutes les autres, y compris les denx
LA, L'AL '

Pomsur CVII, — Quand trois points variables m, o',
w sur trois droftes fizxes L, 1/, 1" di-
visent ces droiles en partics propor-

tionnelles, le centre de gravité du tri-
‘ angle mm'm” est situé sur une droite

v déterminée s position.

. T S
En ellet, 1s centre de gravité g du triangle mndm’ est sl

%

. o o
wd sur la droite menge du point m aw milieu § de wfa A

i oot passaiv 3 aint s
{1} Eu cffet, si trois droiles aa’, BY, cof passafual par un mdma p X

i 1 pt
i ancalt, e appelant § la point do reacontre des deus droiles LA, L'A7,

{"dguation
LLPEL I i; : i—l':, {Leruma 111 de Papyius. )
e 'S¢ & &
ab o'l
Qr, pat hypothdse, — = 5 Done

Mais celta proportion exprime quelesdous droiles 24, ec’ sunlparz|lEles;

NE‘ csl contraire a 'hypothése. Done trois denites qui divisanl en parties

m;l“orfienuellu deux druims‘duamées LA, LYA" nien paralléles, ne pewvent
prop

pas passer par un ndime peitv.
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: 2 Y . .
une distance mg = 3mp Or le paint g est sur unc droite

déterminée de position, qui est une des droites w'm? (Po-
risme précédent). Et le point g fait sur cotte droiie des
divisions proportionnelles aux divisions que le point nf fait
sur'L! {Corollaire précédent}, e, par conséquent, propar-
tionnelles aux divisions que le point m fait sur L. Donc le
point g qui divise la droite m i dans un rapport donné, est
situd sur une droite déterminée de position.
€. Q. F. b.

Porrsun CIX. — 8ide chague point M d'une drodte
L donnée de position on abaisse des perpendienlaives
sur trofs droftes fires, le triangle déterinind par les
pieds de ces perpendiculaives a son centre de gravité situé
sur une droite donnés de position.

En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les trois
droiles en parties proportionnelles. Par conséguent, le
Porisme est une conséquence du précédent.

HI* Geare {1).

Pomsue CX. — Quand deux angles égaux APA',
AQA' sous-tendont une
méme corde AA', si Pon
Jait tourner le premiar P
autour de son sommet: les
cordes aa’y, bY,,.., mm'
que ses cOLés Interceplent
entre les ¢otés du second
Q, seront divisées toutes
par la droite AN, dans une rafson doande.

Les deux points variables m, ' forment sur les denx
droites fudéfinies QA, QA’ deux divisions semblables, et

{1} Voir I"tnongé de ve Ganre, pu 113,
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Y= Genre (1),

Dowigue CXI. ~— Etant donndes trods droftes 4,8, C

ct denx: raisons | el p:on peut trouver nne qualriéme
droite 1), telle, gud toute droite coupée par les trois pre-
miéres en trois points a, b, ¢ faisant des segmonts ab,
be dans le rapport X, sera coupée par la quatrizgme D en
un quatriéme point 4, qui déterminera des segments da,
db dans le rapport donné p.
En effer, si les droites abe, &8, a0, .., sont divi-
 sdes en parties proportionnelles par les trois droites A, U,
C, deux de ces dernidres, A, B, sont clles-mames divisées
cu partics proportionnelles par les droites abe, o/'Fe,. ...
Clest ce qui résulte du corollaire du Porisme CVIL Done,
d'aprés ce Porisme mdme, si Fon prend sur celles-ci fos
points o, &,..., lels, que Von ait
da d'a’
il priahaad S ARRL
ces points 4, d,. .. seront sur une quatridme droite D dé-
terminde de position. Ce qui démontre le Porisme énoncé.

VI* Genre (2).

Ponssue CXII. — Elant donnés trois poinis A, B, C
et deux raisons A et u, si I'on demande une droite telle,
que les perpendiculaires p, q, r abaissées des trols poinls
sur cette droite atent entre elles la velation

ptig
r

:.“'..!.(2

cetle drofte passera tovjours par un méme point.
Cela vésulic do Povisme LXXI, d'aprés lequel, si Fon

{1) Yoir Péuoncé de co Genre, v 136,
(1) Yoir 'éneucé du ca Gesre, u 130
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o a
Am ' Aa
AR = comst. = .

En eflet, quand le cd1é PA de Vangle mobile devient PC
paralléle & Ia droite QA, T'autre 816 PA’ devient en méme
temps PC' paralléle & QA Les quatre droites PA, Pa, Pm
et PC ont leurs angles égaux, respectivement, & ceux des
droites PA', Po, P et PC. Appelons A%, o, mi", O les
points ot ces droites rencontrent QA. Ces points et Jes trois
A, a, m donuent len (d'aprés les Corollaires des Lemmes TII
et XI, p- 83) & V'équation

Aa A"« C7a"
Am ™ Ku ' T
On a, pareillement, entre les tjuatre mémes points A%, o,
w, CF et les ois A, o, 0,
A'af A““U‘ CII “”

Am’ Al C‘: mt

Donc
Am _ A o'
Aa AR
(3114

Am Aa
St == 77 © COust.

Ainsi les deux droites QA, QA’ sont divisées en partics
proportinunclles par les cordes mm’, Dés lors, d’aprés le
Porisme CVII, I'une de ces cordes, parexemple A4, divise
aussi toutes les autres en parties proportionnelles, Si donc
a et g sont les points on les deux cordes aa’ et mm' rencoun-
went AA, on a

g wn
F:;:; = o consl.
[V PR T
{239 )

déiermine deux droites satisfaisant 3 équation proposde,
toute autre droite mende par leur point d'intersection y
satisfera aussi.

Ponsas CXII. — Etant donnés deux droites SA, SA’ et
deux points P, ¥ en ligne droite
avec le point S, si autour de ces
points on fait tonrner denx droites
paralitles gui rencontrent, respec-
tivement, SA et SAenm et m': la
droite mnl' passera par un point
donné.

En effet, soient Pa, et P/a’ denx droites paralldles, et P3,
'Y deux autres droites parallélesy les quatre droites PS,
Pa, Pb, Pm fout entre elles, deux i deux, des angles éganx
aux angles formés par les quatre droites P'S) Pla/, MY,
P'rt’. Par conséquent, on a (d'aprés le Corollaive. TH du
Lemme 1T, . 84),

Sa.mb . Sa'.m'ly
Sé&.ma

“sFma

Et cette équation prouve, d'aprds le Lemme XV], que la
droite mm’ passe par le pointd'intersection des deux droi-
tes aa’, b, Cequi démontre le Porisine.

Pomisue CXIV, — Un tiangle ABC dtant donné, si par
I pied de la perpendicu-
laire abaissée du sommet
Csurla base AB, on méne
deux droites fatsant des
angles dgaux avee la per-
pendiculairs et rencontrant, respectivement, les eftés CA,
CB en a et b: la droite ab passera par un point donné,

Soit '8 wne deuxidme droite semblablement détermi-
née. Les quatre droites DC, Da, Da’ et DA font entre elles
des angles dgany i conx dos droites DC, DA, DY e DB, Var
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conséquent, on a eutre les deux systémes de quatre poinls
Chayd,AeC, 5 61 (daprds le Corollajre 1T du
Lemme HI, p, 84}, 'équation
Ca Aa _Cb BE Ca.Aa' CL.BY
Ca ‘ha CF " EF Cada  CHEE
Done, d'aprés le Lemme XY ou le Lemme XV, s teois
droites ab, a'b' et AB passent par un méme point. Ce qui
démontre fe Parisme.
Poutsse CXV. — 80 da chague point d'une droite
donnde de position LE, on abaisse sur deux drodtes pa-
ralléles deux obligues sous des angles
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de ces obligues Fassera toujours par
un wmiénie point.

En ellet, soient e, m' et A, A les
pieds des obliques abaissdes de deux
poiuts M ot a de la dioite LE ; on &
par les triangles semblables {comme
au Porisme XLVI),

Am  AE A'E
A'a'  aE " q®

Mais, en appelant P e point ot mn rencontre A, on
aura visiblement

AP Am AR A'F

ﬁ——-m,= R -&T= const,
Done le point P est fixe. Done, ete.

Portsur CX VI, — Quand trefs droites sont paralléles,
si antonr de deux points P, Q on
fm’r tourner. deux droites qui se
coupent sur I'una des premiéres e
S TR rencontrentles denx autresen deux

points v, w': la droite mn’ passe

porun point donnd,
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“qui détermine la position du point p sur Ja droite Q. Ce
qui démontre le Porisme,
© Porasue CXVIIL. — Sisur deux droites SA, 5B dont les
points A, B sont donnés, on prend denx
paints m, o' liés par Péquarion
Am.Bn/= AS.BS:

fa droite mny' passera par un porutdonné,
Qu'on forme sur les deux droites SA,
5B le parallélogranume ASBP; la sommer
P serale poind par lequel passe la droite mad,
L effel, si P'on considére les droites PA, PB et une troi-
sigme mende par le point P et rencontrant 54, SB en m,
m, on aura évidemment

% = BS%, ou Am.Bm— AS.DS.

Dene ete.
VII* Genra {1).

Ponsue CXIX. — Erant donné un angle ASA, on Sfait
tourner awtour d'un point P une droite qui rencontra les
-cités de Vangle en a et
a'y d'un autre point Q
o méne les drodtas Qa,
Qd qui coupent une
droite fixe CD paralléle
gl ; se 1 5Q, endeuxpointsm,
rooon "\\c m': & existe sur CD un
pointE, tel, que le rapport des deux segments Em, Em’
reste constant.
Ce point E est & 'intersection de la droite CD, par Ia
draite PO, ’

{#) Yoir énancd de ce Genre, p, 14}

donnés : ladroite quijoindra les preds -
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Fn eflet, on a

FM ~ ¥P FM ~ FQ

Bong
Em __EP | EQ
E'a’ T FB " _f-"(i
Mais la droile med rencontrant PQen p,onade plus
o _Ep
Em E_’p
Donc
Ep _EP_EQ
By T FPCFQ
Le point p est done fixe. Dong, etc.
Pontsms CKVIL — Etant données trofs droites S84,
‘ 3B, SC g1 passent par le méme
point 8, si autour de denzx poinis
., Sizes By Q on fair tourner deux
l droites qui se coupent sur Pune de
P i ces droites SC, et rencontrent, res-
pectivement, les deux autres en a
etbi la draite ab passe par un point donné,
En effet, solent ¢ et ¢ les points oh la droite ad rencontre
SC et PQ. Le Lemme 111, appliqué d'abord aux trois droi-
tes SA, 5B, SC coupées par pab, s AB, fournit la relation

AN

c¢.be_ Cp  Bp
ca " ba CADA
Et parcillement, & P'égard des irois droites ma, mb, me
coupdes parJes deux mémes,
cp ba_Cp,
ca " ha TGP "
De ces denx égalitds résulte celle-ci ;

Bp _ BACP
Qe CL.QP
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En effer, soit POV wne deusiéme position de la doite
tournante : Qb et QL% déterminent sur CD los points &, &
D'aprés le Lemnme ITI, les trois droltes Pae', PBo a1 PAAS
coupées par SA, 547, donnent

Sa Aa __Sa Aa
§6° AL SECAY
Mais, Faprés le Corollaire 1X (p 83), les droites Q5,
Qa, Qb, QA, coupées par SA et CD, donuent aussi
Sa Ao, E_$
§6"AF " Em
Etde méme -
Sa' A'dl  E&
8" Ay T Em

Done
Vo En' Em E&
T Ee M Ew T RE
C, Q. ¥. D.

¥TI* Genra {17,

Pontsue CXX. — 8¢ de chague point M d'une droite
.G o méne & un point fixe P une droite qui rencontré
une autrs droite AX en un point
m;j et que du méme poimt Mon
abaisse une perpendiculaivre Mm'
surladroite AX ; le point A étant
donndsurAX et unelignea étant
aussi donrde ; an pourra trouver
deux autres pointsTet A' sur AX

. ; Yy .
et une raison ), tels, que I’on aura I'équation

N

Tar . Almd’

Am.a

{1} Veir I'duoncé do co Genre, p- 1o,
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Qu'on méne parle point P une paralldle & LG, qui ven-
contre la droite AX en Y5 puis, gwon prenne IC=a. Qu'on
méne PC qui rencontre la droite LG en ¢, et qu'on abaisse
sur AX la perpendiculaire ¢ €', Enfin, qu'on prolonge PA
jusqu’d la rencontre de LG en a, et qu'on abaisse Ja-per-
pendiculaire a A’ sur AX. On aura

It . A'm’ H_ AC
Awm.a  AC

En c[!ct les quatee droites PA, P, PC ot PI coupdes par
AX el LG, domuent (par le Corolfaire I du Lemme X)

Lin 10 ae
Am At T aw
Or
as AT
all = A
Doue
Im 1C A'C' T A’ A'C
Am"® AC Aar on Am.1C agt

ou, parce que 1C =2 a,

Tt Afm’ Ac
TAm.a  AC
‘C. Q. F. D.

Powssue CXXI. — 8/ autour de deux points P, Q on
Jfait tourner deux droites qui se
rencontrent sur une droite don-
nda de position LM, et guicou-
pentune aufredroita aussidon-
née de position AX, en deux
points m, m's une ligne p étant
donnda : on peut déterminer le
point A sur la droite AX et
trouver aussi deux autres points A et 1 sur cette drofte,
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1§ est clair qu'on a anssi la relation

Am. Yot

Aol = AL

Powisur CXXIE. — 8¢ l'on fait towrner un angle de

¥ imy w 'y grandeur donnée autour
/% X de son sommet O, et que

s & se5 ¢Otés renconirent une
N droite fixe AX en denx

I points m, m'; le point A

dtant donné sur cette droita ; on pourre trouver deux
autres points Let A’y et une ligne y, tels, qu’on nura tou-
jours la relation

Vo A'ar'

TAm®

Soit GOG/ paralltle 3 AX, Quion fasse les angles ADAY,

T0G et GOY égauxa V'angle mobilen Om'; et qulon prenpe
=AY : les points T et A" et Ja ligue u seront determmes,
et I'égalité A démontrer devient

T . A'm'
Ant

Les quatee drottes OA, Om, OI et OG paralléle & AX,
font catre elles les mémes angles que les quatre 04’ Oav,
OG et OF. Concevons une droite wansversale qui rencontre
ces droites dans les denx séries de points g, n, 1, g et o', r,
&+ 1’5 ouaura, entre ces points {cn vertu du Corollaire 111,

v. 84),

= A'T.

an in a'n’ gt
= w7 e
Mais les droites 04, Om, O, OG, coupéespar AX et la
ransversale ai donnent {Corollaire I1, p. 83)

an in Am

— L= 3
ay g Ton
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tels, qu'on aura towjours Végalité
Lin Ao’
Am =

Qu'on méne par les points P et Q les paralitles i la droite
AX, qui rencoutrent la droiie LM en j et i, puis les droites
P et Qf qui déterminent sur AX les deux pointslet J.

Qu'en prenne le point A’ & la distance p de F, de sorte
que A'Y =y, et qu'on méne QA’ qui rencontre LM en a,
puis Pa qui coupe AX en A. Les points A, A’ et Isatis-
font & la question : ¢'est-A-dire que toujours

Im A"’

. AP
Am = AT

En effet, les quatre droiies menéesdn point P, savoir PA,
PM, D/ ot Pj, coupées par LM et AX en a, M, i, j et
A, ary I, dovment (d'aprés le Coroliaire 11 du Lemme XT)

Lin {AL U

Am ali aj
Ona, parcillement, entrelés pointsa, M, j,fet A, o, ¥,

AT W
Al o aMTiM

Done
Im AT
Am A'm"?
on
Tm. A o ATT
Am

€. Q. ¥. D,
Observation. Le point A' déterminé par la condition
AT =p, pent ture pris indilléremment d'un cdeé ou de
I'autre du point 7. U sensuit que le Porisme adme: deux
solutions, quant aus points A et A”: le point I restant 1o
méme dans les deux cas.
15
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et les droites QA', Oy OG, OF, coupées par les deux
ménres AX, af,

' g'n _ Al

“n £l -glja b AfJJ
Daone
A'm’ Im. A
Ay o Am =

On démontrerait de mdme que
A.l:;'.;:;:}tt — AL
Plus britvement. Les quatre poinis A, m, 1, @ ont leur

rapport anharmonique égal & celul des quatre points A,
m', ', 3, e qu'on exprime par P'équation

Am AN '
Tm A
ou .
Im A'm' -
—an = AT

Dong, etc.
X+ Genre(1).

Powsue CXXIL, — Autowr d'un point O on fait tour-
ner un angle mOm' dont Jes c6tés rencontrent une droite
Jixe LA en deux poinis m, m’; le painr A étant donné sur

L F o ;- m cette droite @ on

’ / pourra trouver un
/ second point B, un

\‘a. rectangle v et une

ligne p, tels, que

pour une mfinité

de positions de P'angle mobile, on aura toujours Uégalité

Am. Wil o= + pomad,

{11 Yuie Vénoned da e¢ Geave, p 156
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s ; . .
Qu’on détermine les points A, Tet I, comme au Porisme

CXXIL; et qu'on prenne B'Y = IA, ve= AL A'A et u=AL

On aura la relation

"Am.Bmt = ALAA - Al

pour toutes les positions du point m eatre T et J, ou au
deld, selon quele point donnd A est placé au deli des points

, . .
TetJ', ou entre ces points, respectivement.
En effet, on a Ja relation

Am. Yl == A'm/. AL (Porisme CXXIL)
Eerivons:

Am (Bnf—BY) = &', Al
Am.Bm=Am B+ Ao, Al
Am.Bm = mA. VB - {A’A —m'A) AL
Or ¥B' = AL Done
Am. Bm = (mAd—m'A) Al - A'A AL

ou enfin
Am B o= ALAA o+ AT mm.
€. ¢. F. b,
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m el o'y o deux points A, B sont donnés sur GX: on pent
déterminer deux points A, I
- sur G'X! et une raison 3, tels,
que le rectangle m A ., m'lY
_dera toujonrs au rectangle
A mB.m' A" dans la raison .
E P \{, “ & En eflet, quon méne jes
droites PA, PB qui coupent
LMen a et b5 puis, les denx droites Qa, Qb qui rencon-
trent G'X! en A" et B, Ces deux points sont les points de-
. GAG'R
mandés, et Iz raison A == TG De sorte que Von a
mA.a'R GAGW
mB A T GR.GA
"En effet, los droites PR, PM, Pa, Pbcoupéespar les deux
LM, GX, donuent, d"aprés le Coroll. I du Lemme 1T, p. 8a,
Ma Ea__mA G
M6*ELT mBTGD

. Ma Ea m'A G'A

Pareill Pinkily N S i B iic

retiement . M B T o
Doue mA {i’{ _m'A GTA ot mA.m'B" _ GA.G'H
mB'GB ™ W ECGH mB.m' A" T GB.G'A

. €. Q. ¥ oD,
Pontsme CXXVI. — Quand un cercle passa par trois
¢ u points A, B, C, si autour de deux de
m ces poinis Ay B, on fait tourner deux
E \ ¢ droites qui se coupent en M sur la cir-
| W conférence et rencontrent une corde
8 EF enm ot m': le rectangle Em . Fr/
est an rectangle Fim . Em' dans une

A

ragon donnde.

Seient D, D' lus points dans lesquels la corde EF rencon-
treles droites AC, BC. Les quatre droites AR, AD, A, AL
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113* LIVRE DES PORISMES.

Pappus dit: « Dans fe I Livre, le Plus grand nombra
» des hypothéses concernent le demi-cercle, quelques-unes
» le cercle et les segnents. Pour les choses eherchées, la
» plnpart ressemblent aux précédentes. Il y a en ontre
» cclles-ci, »

Ainst que nous I'avons fair pour le II° Livre, nous donne-
rons d'abord les Porismes qui forment les huit Genzes spé-
ciawy an ITI° Livre, de XXIT &4 XXIX; etensuite, ceux qui

rentrent dans les vingt et un Genres précédents.

XX Genre.

La rerlangho de telles droites est an vectangle sla talle et 12li¢ sutre dans un
: rapport doané.

Powmsuwe CXXIV. — Quand une droite towrne antour
d'un peint p et rencontre deux
droites SA, 8A' données de posi-
tionr, en dewx points m, m'; un
pome A étant donné sur la pre-
migre droite : on peut déterminep
un point A sur la deuxidme et une
raison X, tels, qua le ractangle Sm.A'm' sera au rectangle
Am.Sm' dans la raison A,

Ce Porisme est exprimé par le Lemme T (proposi-
tion 129 de Pappus).

Pomsue CXXV. — Quand daux droites gui tournent
autour de deux points P, Q en se coupant tovjowrs sur une
droite LM, rencontrent deux autres droites GX, G'X’ en

'
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font entre ¢lles les mimes anglel que les ¢naire BE, BLY,
B, BE. Par conséquent, on a, entre les deux séries de
gquatre points E, D, m,F &t E, IV, o/, F, d'aprds le Coral-
laire 111 duLemme I (p. 84), équation

Em Fm Em' Fuo' Em.Fm' _¥D'.ED

B0 CFD T OED ¥ ™ Tl fm o FDED
8i EF est paraliéle 3 BC, on ‘trouve alors que
Em.Fw' _ED
EwW ¥m  FD
Ainsi le Porisme est démontré,
Observation. On a encore entre m et w I"équation

Dm.Fa’ DE
u Fm DR
Ces relations, qui s'appliquent aux sections conigues, con-
stituent le théoréme de Desargues sar Yinvelution, ot for-
ment, dans la Géoméric moderne, une des propriéids fon-
damentales de ces courbes. Clest aussi & ces relations que
se rapporte le troisiéme des cing Porismes de Fermat {Voir
Apercu historique, p. 67-68).
Pomsuz CXXVIL — Un cercle est circonserit & un
triangle ABC, et autour des deux
e somniels A, Bon fait tourner deux
droites qui se erofsent sur la cirdon-
Sérence, et qui rencontrent en m et
m' les tangentes en B et At lz rap-
port des rectangles Am'.Sm et
S’ . Bm est donné.

En elfer, les quatre droiles AC,
AM, AD et AS font entre elles des
angles égaux & ccux des droites BC,
BM, BS o BA. Par conséiuent,
d'dprés le Corellaire 81 {p. 84),
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on 4, enire les deux séries de guatre points ¢, o, B, St
&, o, 5, A, I'équarion
An' 8m __ Ad.5¢

—r——e

S .Bm 57 .Bc

Dong, ete. .
Pomsxe CXEVIL. — Quand un cercle est inserit dans
s v ¢ wwa untrianglesbe,siau-
tour des deuze points
de contact A, B on
Suit tourner deux
droftes qui se cous
pent sur la circonfé-

v rence et rehconirent
lo cdté ab du triangle en m et m'y lo point S étant a l‘:'n-
tersection da ce cdtd parla droite AB: le rectangle Sm.5w'
sera au rectangls awd . b dans un rapport donné.

Ce rapport est » c'est-d-dire que l'on a

sC
aC.5C
Sm.Sm' .5-61

am b aG.ol

En elfet, les quatre draites AS, Ab, AC, Am font entre
elles des angles éganx i ceux des droites Ba; BA, BC, B
Par conséquent, les deux sysibmes de quatre points S,. 5,C,
m et g, 8, C, né, sont lids par la relation du Corollaire Ii

(p- 84)
Sm  SC __aw'  aC
a " EGCT 5m’ ST
ou

—na
Sm. S 8C

batand ~ al.00

Pone, et
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Observation. J.es deux droites sur lesquelles sont formés
les segments Am, A'w penvent coincider; le Porisme sub-
siste et la démonstration reste la méme.

Porwsue CXXX. — Tn cercle est inscrit dans un trian-
gle SCC!; une tangente towrne sur
la circonférence et renconire les
deuz cdrés 5C, SC' du triangle
en m et wm'; 5i dewx points A ot BB
sont donnés sur le coté 5C: on
pourra trouver denx points A, W
sur de cdeé SC el une raiton
tels; que I'on aura toujonrs la re-
lation

A B
Bm.A nd

=z ],

Les tangeutes au cercle menées par les deux points don-
nés A et B, rencontrent le edié SC en A et B qui sont les
. . AC.B'C
deux points demandés; et la rajson & est &gale 4 T
En effct, solent «, « les points de contact des edtés 5C,
8¢, a le point de contact de la tangente AA', et O 1z centre
du cercle. Les denx droites OA, OA' sont perpendiculaires
anx cordes wa, waj par conséguant, 'angle AOA' 4 pour
aestre la moitié de l'arc waw'; de méme Pangle m Ou'; et
de méme les suppléments des angles BOB', COC'. I s'ensuit
que les droites OA, OB, OC er Om font entre elles des
angles égaux 4 ceux des droites OA', O, OC et O,
Dose, en verta du Corollaire III (p. 84), on a, cutre les
deux séries de points A, B, C, m et A, 1, O/, i, Péqua-
lion
Am AC  A'm' AL Am Bm' _ ACWC
Ta'BC W we M DA = EEC.ATC

Ce qui démoutre le Porisme.
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Observation. Chacune des deny dqualions suivantes sa-
tisfait anssi & I'énoncé du XXII® Genre: :
bar .C o' __b8.Ca
Cm.Su’  (5.5¢°
Cur.and _Ch.a8
Sm.Ca’ T S5.08°

Poarsug CXXIX .~ Quand un cercle est ecirconserit & wn
triangle PQR, st deux droites tournent auwrour des som-
mets B, (3, en se coupant tou-
Jours sur la cireonférence, et
renconirent deux droites don-
nées de paosition LC, LIC en
deux points v, m'y deux points
A et B étant donnés surla pre-
midre de ces droites: on peut
frouver denx points Af, W sur
la deuridme et un rapport i,
tels, gue le rectungle Am.I¥ o' sera au yectangle A'm! B
dans le rapport X,

Qu'on méne les droites PA, PB qui rencontrent la cir-
conférence en a et b ; les deux droites Qa, Q5 déterminent
sur la droite L'’ les deux points cherchés A', B, Soient C
et €' les points ot les droites QR, PR renconteent LC et
AC.B'C
A'C.ng’

En effet, les quatre droites menées du'poim P, Pa, Ph,
PR, PM font entre elles des angles égaux & cenx des quatre
droites Qa, Q5, QR, et QM ; par conséquent, on a, entre
les deux séries de quatre points A, B, G, nret AL W, C) n,
Péquation-

L'C/, respectivement : le rapport 3 est 4gal &

Am AL AW AT u Am. B ACAC
B BCT W0 o Mo B AC. ARG

Ge yui démontre le Porisme,
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Scolie. La démonstration fait veir que si le point donné
A coineide avec le point de contaet w da Ja tangente SC, le
point A vient en 5; et que sile point dound 1 est sitné en
-8, le point I¥ coincide avee le point de contace o de la tan-
genie SC. De sorte gu’on a alors éguation

wnt il Sa 8¢
Sm 8C T alwl ‘e
on
um.o’n’ wC.a'C

Sm. 8w’ 8C.8C

Ponisuz CXXXL — Quand guatre droites A, B,C,D
données de position sont tan-
gentes & un carcle: toute autre
tangente les rencontre en qua-
tre points a, b, ¢, d, tels, que Iz
rapport des rectangles ac.bd
et ad .be est donns,

Soit « le point de contuct de
i ) la wngente A et 8, 7, & les
Points nu cette langente rencontre les trois autres B, C, D:

. . . | R
Ia raison donude est &gale 3 Z—‘;—g—! De sorte que I'on a
ac,bd _ ay.8
ad. be ad‘.G-'.-.

En effet, que du centre du cercle on méne les droites
Oa, 02, Q¢, 04, Oz, 08, Oy, 0d. Les angles que les
fuatre premiéres font entre elles, sont éganx i cenx des
quatre autresy par conséquent, d'aprds le Corollaive 1N
{p. 84), on a, entreles deux sérvies de points @, b, e, dut

&, 6, 7, ¢, Péquation

ac be _ ay &
ad “hd T wd B
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ou
ac.bd _ ay.6d
ad e = ad.t’qﬂ

Done, ete.

Corollaive. Cé Porisme, mis sous la forme des théorémes
ordinaires, prend cet &noncé: Lorsque quatre tangentes a
un cercle A, B, €, D rencontrent deax autres langenles
en denx systdmes de points a, by ¢, d et 2 W, d, 0 ona
entre ces points la relation

ae | be ad | b

Cackd a'd Vd'
ad " bd ad TV’ =

N WhRT Tdd

Cette proposition offre une des propriétds du cercle les
plus impertantes dans la Géométrie moderne.

Pomswe CXXXU, — Quand un cercle est inscrit dans
ur triangle SCC, dont il
touche les catés SC, SC' en
w, 1 une rangente quel-
congue remcontre ces cdtés
en dewx points m, w', tels,
que le rapport des. rectan-
gles Sm.C'w’ er Cm.of m' est

donné.

En ellet, les angles w08, mOm’, S0 et le supplément
de I'angle COC sont égaux, comme ayaut chacun pour me-
sure Ta moitié de Vare wed'. Par conséquent, les quatre droi-
tes 05, Ow, Qm at OC font entre elles des angles égauxa
cenx des droites 0o, 03, Om’ et OC, prolongée an deld
du point Q. On a donc, entre los quatre points S,0,Cm
ero, 5, ¢, mt/, P'éyuation

S Se  w'm o5

o S, Cm' Suw,S5C
Cm @l Twm " 8C

3 —tit | T2 e}
Cor e ' w( w'sS

qui démonire le Porisme.
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gleena,b, cetla circonférence en m: le rapport des ree-
tangles am . beothm.acsera donné.
En effet, Ja droite Cm rencontre
le cbté AR en uu point wf, et Vona;
d’aprés le Porisme CXXVI,

Am' Be
Ac.Bm T 7!

2 dtant une raison conslante, quel que soit la point i de la
civconférence, Mais, par le Lemme T,

Am' . Be  am.be

AeTm ac.bm
Done

== X = const.
qc'.bm

On détermine trés-simplement A en menant la trinaver-
sale Pab paralléle A la droite AB; car on obtientalors

Ainst le Porisme est démontvé.

Pornsur CXXXY, «— Quand un cercle est fmsertt dans
un triangle ABC, si de
chaque point M d'une
tangente fixe 1M on
méne une tangente au
cercleetune droite abou-
tissant air sommet Cdu
triangle: cetie tungente
et ceite droite rencon-~
treront le 00:é AB en deux points m, o', tels, que le rap-
part des rectangles Am B et Axnt.Bm sera donné.

Ea effit, soit D une des positiens de la tangente Mm;
Ias deux langentes LMV et AD sont coupées par les guatre

A s < a™~
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Porisye CXXXTI, — Quand une tangente tourne sur
un cercle et rencontre deus:
tangentes fixes SA, SA" en

. dewzx points m, w', sf d’un
pownt fire P, pris au dehors
du cerele, on méne los droi-
tes Pm, P’ et sin, w'sont
les points d'incersection de
ces droites et de la corde BF
qui joint les points de con-
fact des tangentes issues

du point P: les rectangles
En.Fo' et ExY,Fn b/ 5 : °
. sont dans une raison donnde.

En effet, soit AA une position dela angente mobile mm';
la Langen:e PE rencontre SA, S4’ ene et ¢y et Ia tangente PFF
en fet f'. On a, d'aprés le corollaire du Porisme CXXXI,

et eA dm' oA
Jut P FA T Flawd c far

On sait d'ailleurs, par le Corollaire T du Lemme TH
(p- 82), que '
e ¢eA En Ea

Fu'FA Fa'Fa’

et
oA Ea' Ea"
T P =Fa : o
Donc
Eﬂ . _13’_" _ Ex B4 En.¥n Ea.Fa’
tu*Fa  Foa " Fa’ = E"n'_l'“—nzm

Ce qui démonwre Je Porisme énoncs.
Por XIV.— g nsoric
ISME CXXK‘I‘ . Qu:md un trinngle ABC est inserdt
dans un cerele, si antowr d un poine P de la circanférence
on fall tourner une droite qui rencontre los 26tés du trinn—

{239)

Aa, Bb, Dd et mM : aingd, daprés le Porisme CXXXIL,

Am Bm _ aM _sM

AD *BD T od " Ed
Les droftes mendes du point C aux quaire paints a, b, d et
M rencontrentla tangente ABen A, B, I¥, ', et U'on a {par
le Corollaire I du Lemme 11},

a_h_! LOM  Am' B!

ad 3 T AN CED

Douc
Am Bm __ Awm' Ta'
AD “BD ap " BDY’
ou

Am.Bm" _ AD.BD'
Bm.Am’ - BD.ALY

Ce qui démontre le Porizme.

XX Genre.

La carvé cousiruil sur tella droita ca1 & une certaine abscisse dans un
rapport donnd.

Ponmsare CXXX VY. — Erant donnds un cerele done I

dianiétre est AC, et un point B sur

la tangemie en A, sides poinis A

Pl et B on méne & chaque poine M dz

/ la circonférence les droires AM, BM

qui rencontrent en m et m' la tan-

e gente au point C ;5 le carrd du seg-
s v -

ment Cm est & Labseisse mm' dans

C o

un rapport donné.

En effet, soit M p la perpendiculaive sbaissée da point M
sur le diamadire AB, on a, dans le triangle m CA coupé par
Mp,

Cm. _ Mp
€a Ap



ou

Ce qui démontre le Porisme,
Ponisue CXXXVIT,
ces, telles que m Coy',
meme droite

Guand deg demi-civcon firen.
antle ingme cenlre et pour

s ¢ base une
s point A dtant donné sur sore

droite; s
Lon prend le point
udontla distance au
point A soit dpale &
la tangente mende
de ce point n & g

m est & Pabscisse nm

i

circonférence mCm': le carré de A
dans un rapport donné,
Cn a, en ellet,

Car nt élant la tangente 4 I circonférence,
—_—

#E = oy
€L par conséquent

—_—1
An = '
Cette relation, d"aprés le Lemme XX1I, donne celle-ci:

——
A =mn. {Am Am’),

ou
T!
" .
—— =240,
L4
c Q. F. oW,
{ 242 )
Dintne )
I ’
%::—,L:, ou Am. Jm!= And Al
m
c. Q. F. D,
Ponsue CXXXIX. — Quand un cercle est circonserit

& un trinngle PQR, si autour des deux sommets P, Q on
Jait tourner deux drottes qui se
coupent sur la circonférence ct
qui rencontrent deux droites
Sizes AX, A'X' en met w'yle
point A étant donnésur AX : en
pourra trouver los paints A et
I sur AKX, et une lgnep, tels,
gu'on aura tonjours

Am Vo ==p. A0/,

Qu'on méine PA qui rencontre la circonférence en a, et
paralidlement i AX, Pj qui rencontre la circonférence en
J« Les droites Qa, O j déterminent sur A*X’ les points clier-
chés A’ et ¥. Pour la ligne p, il sulfit de mener 4 A'X'1a
paralltle Q7 qui renconue la civconférence en fj punis P7
yui rencontre AX en L. On prendra

p== Al

En effer, les quawre droites Pa, PM, Pi, Pj font entre
elle des angles dgaux a cenx des guatre droites Qa, QM,
i, Qf. Par conséquent, on 2, entre les points A, m, I et
A, nd, ¥ (comme il a é18 démonteé au Parvisme CXXIT)
Péquation

2 A’
Am ey 00 A V' = AL A,
Al T in
C. Q. F. D,
Observation. Les deux droites AX, A’X! peuvent se con-

fundve,
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Qbservation. 5i le point A se trouvait intérieur  la cir-
conférence variable mCm, ce serait le Lemme XXV que

. Pon invoquerait.

KXXIV* Genre.

La rectangle consteuit sur telles droites est égal du reciangle qui a pour
colés wne droite dounde el le sogment formé pare tel point & parlir d'un
point danné,

Poriswe CXXEXVYII. — 8! autour de deux peints P, Q
on fait tourner deux droites quise coupent toujours surune
¥ droite donnée de position

LM, et rencontrent, respec-
tivemont, deux droites fizes
EX, E'X enwm, w'; un point
A étant denné sur la pre-

mitre de ces droites : on
v /s B pourra trouver deux points
Alet Y surln deuxiéme, et une ligne p, vels, que le rec-
tangle Am. Y'n'sera toujours égal an rectangle p A,
Qu'on méne PA qui rencontre la droite LM en a; Qa
qui rencontre E'X! en A’y Pj paralltle 4 EX et qui rencon-
tre LM en j5 puis QF qui rencontre B'X en J'; Q¥ paral-
léle 3 E'X!, qui rencontre LM en 7 et enfin Pi qui ren-
contre EX en 1, Les points A’ et J"sont les poiuts demandds,
et p= Al
En efter, les quatre dvoites Pa, PM, P/, Pj coupées par
Les deux LML, EX donnent, d'aprés le Lemme XI,

Am_al\l JM
AL T af C i

Et les droites Qa, QM, Q:, Qf, donnent de méine

A’ aM il

¥m' ai ~ i

{243 ]

Powrsme CXL. — Quand un cercle ast tangent & deux
% draites SX, 8K, 5t U'on méne une troi-
stéme tangente quelcongus qui ren-
contre los deux premitres en m et m'y
e point A dtant donné sur SX : on
y Pourra trouver deux points A’ at ¥ sur
¥ SXY, et une ligne p, tels, qu'or aura

logours

Am Vod = w. Al

Les deux tangenies mendes, I'une par le point A et I'an-
tre parallélement A SX, rencontrent X' dans les deux
points demandés A'et J. Quant A la ligne p, elle se déter-
mine par la tangente paralléle 3 SX', qui coupe SX en I;
an aura

l.u_—.-.AI.

En eflet, les quatre droites mendes du contee Q ddu cercle
aux trois points 4, nt, I, et parallélement 3 SX, font entre
elles des angles éganx & veux des quatre droites mendes du
centre, les deux premidres aux points A, nd, la troisiéme
paralléle d 5X' et la quatriéme au point J'; ce qu'on prouve
comme au Porisme CXXX, On a done, comme dans le
Porisme précédent, entee les points &, m, Let Al o) T,
Féquation

.
% = 3-&—:'—':—,, ou Am. Vi = AL AW,

€. Q. F. D,

XXVe Genre.
La carré congtrult sur telle droile est égat wu reclangle qui z pour ¢dLés nae
drolte dennda at o segimeant formé par une perpendientaize, d particr'd'ien

potnt doané.

Ponwsue CXLY, — 8¢de chague point m dPune Jemy-
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circonférence de cercle on abaissa une perpsndiculaire mp
sur son diamétre AB : on pourra Trouver
Lil]

@ une ligne p, telle, gue I'on aura toujours
Am = pAp.

T B

En effet, on a
Zm = AB.Ap.

Poursue QXL — 8¢ autour de deux points .L’%C d'une

M, «circonférence de cercle on fait tourner

i o les cotds d'un angle droit AMG, et qua

4‘}! du point ™ oit e c8té CM rencontre la

n ' ¢irconférence, on abaisse une perpen-

v diculaire mp sur le dimnétre AB: on

pourra trouper une ligne p, tells, que

I'on aura
_—
AM =u.Ap.
Eu effet, les deux triongles rectangles AMC et AmBsont
semblables, parce que les angles en C et en B sont éganx.

Pur conséquent, on a
ANM.AB=Am.AC

* SR

AM'AR =Am .AC.

Or Am = Ap.AB, et AC == Ac.AB. Done
AM = Ap.Ac.

Ce qui démontre le Porisme, ‘ .
Porwsuz CXLIIL, — 8i d'un point O pris sur le dia-
' matre Al 2’un demi-cercle, on

o méne une droite & chague point
) m de la circonférence, et qua de

R R *  ce point on abaisse la perpen-
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perpendiculaire mp sur la drotte des centres C, € : on
pourra trouver sur cette droite un point Q, tel, que le
carré de la tangente sera au segment O p dans une raison

donndée,
On aura

mt .
6—;;-—-ﬁ-cc.

Pourle prouver, prenons sur CC' le point O déterming

par la relation OA.OB = OA’.OB; on zura
Om.Om'= 0a.05b,

11 sensuit
ma.mb = 2mQ.ab;

@, 8 étant Jes milieux des cordes mndy ab.
Car
Caz=ma—mO, 0be=md—m0,

04.0% = ma.mb — mO (ma +mb)+m0O = Om.On’

Done
. ma.mb =m0 {ma-+ mb —mO—!—m’O)
= (ma +mb — mm') m0,
ou
' ma.mb =m0.{nm6—nmu)
=2m0.(mé—ma)=2mQ.z6,

Or, en vertu des triangles semblables,
& 0z _0p
T o0 Om’
De )2

ou af.Om:=0p.CC,

ma.mb =20p.CC,

—
hlais ma.mb = mr-. Donc enlin

Ce qui démontee le Porismo,
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diculaive mp sur le diamdtra AB 1 il existera un point D
sur le diamétre AB, er une ligne 1, tels, que le carré
construit sur Om sera égal au rectangle construit sur
celts ligne p et sur ls segment Dp,

Soiy Cile centre du cercle, et O' le point détermingé par
Pexpression CA == C0.CO'; Je milien D des deux points
O, O est le point cherché, et la ligne #oest dgale 472, 0C;
desortequ'ona - ' ,

Oin = 20C.Dp,
Cela est une conséquence du Lemme XXX VL {proposi-
tion 163). ' :

Ea effe, d'aprés ce Lemme,

04" =D + (04 40 Ap,
ou
ﬁ?:: @’-g— QOC.AP
et
Om =D& — 20C. Ap.
Or, d'aprés le Lernme X X111,

04" = 0C (0A + OA) = 2 0C. AD,
Donc

Om'2 20C. AD - 20C. Ap = 20C.{AD = 4p),
Om'= 20G.Dp.

€ Q. F. D,

Pornrsse CXLIV, — Erant dorndes deux de?m.'-cz‘rcon-

. Sérences dont les centres
C, C et les dases AB,
A'B sont sur une meme
droite, si de chague point
m de l'une on méne une
tangente & Vautre ot yne

{ ad7)
Corollaires, Si au lieu de demi-circonférences on consi-
dve des cereles entiers, et qu'ils
. 8¢ coupent, le point O est évi-
demment sur lear corde com-
rume EF, On a toujonrs

—

me
= == . L,

Gp
(133
—_—1 —3 CC’
mi . . mLo Lo
ZE"QCC’ mq.EF_-d-EF,

2

Cest-k-dire que s le carréd de ln tangentte mi est G Paire du

'
triangle Em Y dans une raison donnée (4;:) .

Ce qui forme un Porisme,

On en conclut cette réciproque :

Deux points étant donnés sur un cercle : lo licee v
point tel, que le carvd de la tangente menée de ce pointd
la circonférence du cercle, ot I'aire du triangle formé
par les droites manées du méme point aux deux points
donnés, soient dans une raison donnée, estun cercls.

Le Porisme peut prendre une autre expression : car I'an-~
gleen m est constant; par consdquent,d'aprés Te Lemme XX
de Pappus, les aires de deux triangles EmTF, Ea/F sont
entre elles dans le rapport des rectangles mE.m T, m'Ean' T,

3

D't il suit que le rapport B:;JLmF est donné, c'est-a-dire
que;

Quand deux cervlos se coupent, si de chague point de
I’ on méne une tangente & autre ot des droites anx
denx points d’z’ntm':ec._ciou des cercles, le carré de la tan-
gonte est au rectangle des deux droites dans une raison
donnée.
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Par conséquent encore: Deux points dtant donnés sur un
cerele, le liew d’un poiut tel, que le carré de la tangente
mende da ce point & la circonférence du cercle, soit au rec-
tangle des dewr droites menées du méme point aux deux
points donnds; dans une raison donnée, est un cerele dé-
terminé de grandeur «t da position.

Ce théoréme est un des Porismes donnés par lerd
Brougham, daus son Mémeire intiwlé: General Theo-
rems, chicfly Porisms, tn the higher Geometry, qu'on
trouve duns les Philosophical Transactions de la Sociélé
Royale de Londres, année 1798 (1).

Pontsue CXLYV. — Erant donnés un triangle ABC et
utte droite TF paralléle & la base ABy 5i de chagus point
m de cette droita on méne mGC,
mB gui rencontrent, respective-
ment, les c6rés AB, AC en n, n':
Ia droite nn' conpe la droite EF
en un point m', et 'on a toujours,
entre les deux pointsm et m'; la
relation ‘

Em e w. Ear's

oiy p est unc ligna de grandeur connue.

Cela est une conséquence du Lemme VIL de Pappus. Car
il résulte de la réciproque de ce Lemine que dans le gnadri-
latére Bran'C coupé par la droite EF, paralléile au edié Br
¢t passant par le point de rencontre des deuy diagonales,

{5} & Two points fu a circie heiag giren (but not tn ane diameler), ano-
thee girclanuy he deserived, such, that if from any polit thereof {0 the gi=
venn points straight Jines ba deawn, andl o lne touching tha given ¢irels, the
tangent shall by a mean proportioual hetweea the lines so inflecied.

» Or, more generaily, tha square of the tangent shall have a given ratio
1o he rectangle under the inllegted lnes. » (Propositien vii, p. 3t}

{ 230)
{Q d’un cerele on JSait towrner dewx droites qui se coupent
ens M sur la circonférence du cercle, et qui rencontrent
une corde EF en denx points m, n'y
une raison A dtant donnée: an peut
trouver deux points A et Bsur EF et
une ligne y, tels, que dans tous les
cas oit le point m se trouvera hors du
segment AB, on aura la relation con-

stante

(Am+ Bm)d. ' _

i’

Qu'on méne la corde Qi paralléle & FI, et Pi qui ren-
vontre EF en I puis, quon prenue EA = 3. EI, EB=EA,
et u= BA, on aura

(Am +Bmf)l.Fut' — BA
i

En effet, d’aprés Je Porisme CXXV], on 2

Em.Fm' EL
Em’ . Fm - ﬁ.

4 par conséquent, d'aprdsle Porisme LXNXIS,

Em. P — FL

mnyt
Or, EA = EB; e, par suite,

_ Am 4+ Bm

Em
2
Done
Am - Bae)Fot'
(Am+Bu)Err LR,
nn
DL

{Am 4+ Bm)) . Faf

mn’

= 2).El = A.

&. Q. F. T
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o a
Em =ED.Eud.

Done, cte.

Pomsae CXLVI, — Erant dorinés un trinngle ABC et
Ia droita A1), 'si de chagne point M du cdté CA on méne .
la droite MB qui rencontre AD en
W, et une paralléle & la base AB,
qui renconire le coté CB en ny
puis, gu'on méne les droites An
¢t o qui rencontrent en m et '
la paralltle & la buse AB, niende

par la sommet C : on pourrd trouver ung Iignc s telle,
qu'on aura tonjours

< D 3 m'

A

Fy B

(A7

Y,

E‘t‘;‘;': H-- C-’"'.
Ln eflet, tes quatre droites qui partent du point A, cou-
pées par les deux CD, MB, dennent

Con N6 2% (Corollaire Tdn Lemme XI, p. 83.)

Lt parcillement, les quatre droites gui partent du point
#, coupées par les deux mémes CIY, MB, donneut

Cm _ BG MG
Cud  B#"NMa
Done
—_—
g-gf . ?-:q':‘:—,..—.. 1, ou Cm =CD.Crl
Doue p = CD. Dong, ete.

EXVYI* Geare.

Tel rectangle, gnln pour ¢dlés Ja somme de dewrs droites of une deoite an
rapport daund avee teilo autre, ess dans un rapport dumnd avec telle ob«
acisse,

Porisme CELVIL. — & autowr de deux poinis P, Q

{ 25¢ )

XXVII* Genre,

I\ existe nn point tel, quo des droites mendes ds ce point comprennsnl un
triangta donné d’espéce.

Ponisue CXLVIIL — Eiant donnds deux deni-cer-
cles O, O, et un angle : on peut trouver un point 5, tel,
que si on fait towner autour
de ce point, commme sommet,
U'angle donné, dont les colés
Sc, 8¢ rencontreront les demi-
circonférences en c st ¢, res-
pectivement, le triangla Scd! soit donnd d'espéce.

C'est-d-dire, puisque I'angle ¢5¢ est donné de grandeur,
que ses cdiés Se, S5¢ doivent étre dans un rapport con-
stant.

Que sur OO on déerive un segment de cercle capable de
Pangle donné; et qu'on prenne sur Fare de ce segment Je
point 5, de manitre que le rapport des lignes 50, 5O’ soit
égal & celui des rayons Oa, O'a’, Ce point, que l'on déler-
mine par le Lemme XXIX (proposition 155) de Pappus,
satisfaita la question ; et la raison constante des denx lignes

. , Oa
Se, .Sc’, est égale & =
Prenons sur 3¢’ le point ¢, tel, que 'on ait
Se Oa

§F 7 0a

1 #agit de prouver que ce point ¢” coincide aver ¢/
On a, par vonstruction,

S0 Qu

ga;:a-‘;;:
d'ott résudie

&a __Oa

54T Od



Done

Sa Sc

§a = g
Maisles angles aSe, &'Sc” sont égaux, parce que les angles
050, e5¢ sont égaux: les denxiriangles 2S¢ et 'S sont
donc semblables, comme ayant un angle égal compris entre
cd1és proportionnels. Par conséquent, d'une part, les angles
Gac et Oa'e” sont égaux; et, d’anire part, on a

ac a’c’

—_— = =

a8 a's
et, par suite,

ac a'c”

Oa  O'a

Done les deux triangles Oac et Ya’c? sont semblables,
comme ayant un angle égal compris entre cdtéa propor-
lionnels. Mais dans le premier, Oa = Oc¢j donc, dans Je
second, O'a’ = O¥¢”, Le point ¢ est done sur la circonfé-
rence (', e, par conséquent, coincide avec ¢, Ce qu'il fal-
lait prouver.

Le Porisme est done déimontrd.

Carollaire. Le lieu d'un poiut dont les distances aux
centres OO/ de deux cercles sont entre elles dans le rap-
port des rayons Ga, (Fa', est la circonférence qui 4 pour
diamétre la droite qui jointles centres de similitude des deux
cercles, D'aprés cela, on conclut du Porisme qui vient d*sire
démantré, ce théordme :

Etant donnés deux cereles O, (Y, un point § piis sur la
circonférence qui a pour diamétre la droite qui joint les
centres de similitude des deux cercles; si autour de ce
point, comme somunet, on fait tourner un angle égal &
OS50, dont les cotés rencontrerant les denx cercles en deux
points ¢, & : le rapport des dewx Ngnes Se, 8¢’ sera con-
stant et égal au rapport des rayons des dewa cercles.
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les angles a0 b e1 & O sont dgany. Mais les angles 320,
54'0 sont dgaux, parce que les quatre points §, a, o, O
sont sur un méme cercle, Les deux triangles 203, 2’02
sont donc semblables. Conséquemment

QOa 0b
oa " 0W

Et de méme

Qa O¢
07— of

Le Porisme est donc démontré, .

Pomsue CL. — Quand de chague point d'une droite
L on abaisse des perpendiculaives sur deux autres droites,
il existe un certain point qui, avec les pieds des deux: per-
pendicalaires, forme un triangle donné d’espéce,

Clest-a-dire que les droites qui joignent le point en ques-
tion sux pieds des perpendiculaires abaissées de chaque
point de la droite L, sur les deax antres droites, forment
un angle de grandeur constante et sont entre elles dans un
rapport constant,

En efiet, les pieds des perpendiculaires divisent les denx
droites en parties propertiounelles (Povisnie XLVIT). Done
le Porisme énoucé est une conséquence du précédent.

Ce Porisme s'applique également aux pieds des obliques
abaissées de chaque point de la dreite L sur les deux autres,
sous des angles donnés,

Pomsue CLI. — Etant donnés denx cercles et deunz
points A, A' aur leurs circon-
Sérences : on peut trouver un
point O, tel, gue les droites me-
nées de ce point sous un angle
égald Pangle AOA et terminées
aux points m, m' des denz cir-
conféreneas, forment un trian-
gle mOn donnd d'espice,

IR
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Obsarvation. Des denx élénients qui’ constilnent P'es-
péce da triangle dont il est question dans le Porisme précé-
dent, savoir, 'angle an sommet et e rapport des deux cérds,
un seul est A trouver, puisque l'angle est donné de fait.
Dans les Parismes suivants, Vespéce des triangles est come-
pléteruent inconnue ¢t la recherche de ces deux &léments
fait objet des propositions.

Ponrsuz CXLIX. — Quand deuz droites SA, SA’ sone
dévisdes en partios proportionnelles, il existe ua point O,
tel, que lex droites mendes de ce
point & deux poines hamologues
queleconques des dewx divisions, Sor-
ment un triangle donné d'espice.

Clest-d-dire que les denx droites
fout entre elles un angle de gran-
deur constante, et que leurs lon-
gueurs sont dans une raison constante,

Soicnt a, & deux pointsde SA ;5 o, ¥ les deux points ho-
mologues de SA. Concevons les deux circonférences de cer-
cle 254, 5S#, qui se coupent en O. Ce point O satisfair
& la question.

En effet, les angles 204 et 20 sont £gaux entre éux,
parce que 'un et 'autre sont égavx 4 Pangle aSa’, E'angle
des perpendiculaires abaissées du point O sur 54 et SA’ est
aussi égal & I'angle ASA’, et est, par conséquent, égal aux
angles a0a', 50¥, On conelut de 13, en vertn du Porisme
XLVIH, que si I'on fait tourner eet angle autour de son
sommet O, ses cdtés passeront, vespectivement, par chaque
couple de points bomologues ¢, ¢/, 4, d',. .. des deux droj.
tes 8A, X', Cest-a-dire, que lous les angles aQd’, 0¥,
cQ¢,. .. sont égaux entre eux. 11 reste 3 prouver que les
cdtés de chiacun de ces angles sont dans un rappor
tant.

Or, les angles aOa’ et 3O é1ant dgauy, il sensui que

t cons-

{ 255 )

Seit 5 le point de rencontre des dewx rayons. CA, C/A%
Qu'on décrive deux cireonférences dont une passe parles
wois poiuis A, A', 5, et l'autre par les wois C, 7, §; clles
se coupent en un point O qui est le point cherché,

En effet, les angles ADA' et COC! soat égaux, parce que
chacun d'eux est égal 3 Pangle CSC. Done si on fait tour-
ner Jecercle C'antour du point O de manidre que QA vienne
se placer sur OA, OC viendra sur OC. Mais alors le rayon
C'A' se trouvera paralléle au rayon CA, parce que les
angles OCS, OC’S sont éganx, comme compris Pun et Pan-
tre dans Je méme segment de cercle. Il s'ensuit que le point
O sera le eentre de similitude des deux cereles, Par con-
séquent, une droite guelcongue menée par ce point les
rencentrera cn deux points m, m' dout les distances au
point O seront entre elles dans le rapportde OA 3 DA, Et
st on raméne le second eevcle dans sa position primitive G,
par une rotation autowr du point O, ces deux droites O,
O m' feront v triangle mOn dentme espiee que le trian-
gle AOAY,

Ce qui démontre i¢ Porisme,

XXVIII* Genvse.
il e1isle un point tel, que les dreites mendes de ce polut intereeptant des
ares dgaux,
Ponisue CLIL. — Etant doané un point D dans le
m plan d’un cercle, 1l existe un
u denxiéme point B, tel, que si
par le point D on méne une

A T E .
/" ; droite que]couque qiil renconire
" le cercle en deuz points M, M/,

¥ les deux droites EM, EM in-
tevcepteront dans le cercle denx arcs égavz Nm, My
’ Que sur le diaméire A sur Joguel est sié le point
donné D, on prenne le point B déterming par la propor-
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tlon

EA_AD,

B8 DB’

ce puint satisfera & la question.

Cela résulte de la réciproque évidente du Lemme XXX
{propasition 156), d'aprés lequel Ja corde Mad est perjen-
diculaire au diamdtre AD; d'od il suitque les droites Foa,
Em' font des angles égaux avec le diaméire; qu'elles sant
done égulement éleignées dn centre, et par conséquent,
qu'elles sous-tendent des ares dgaux M, M o, Done, cre,

Ce Porisme a &té rétabli par Simson (proposition 53,
P- 463 1.

Ponane CLIL, — Feant données deux circonférences
de cercle de méme rayon et un anglo:
on peut trouver un point tel, quo s
autour de ce poinl, comme somunct,
on fait tourner 'angle donné, ses
edtés interceplent toujours dans lag
deux cereles deux ares égaux,

Soient O, ¢ les centres des deux
cercles. Quesur OO on déerive un segment capable de P'an-
gle donné, et soit 5 le point milieu de ce segment. Si au-
tour du point$ on fait tourner I'angle OSC et qu'il prunne
Ja position aSda, les deux cordes ab, a't interceptent des
arcs dgaux dans les deux circonférences, parce qu'elles sont
&videmment égales entre elles. Dong, ete,

Ponisug CLIV. — Etant donnés deux cercles dgaux et
deax poinis A, A" sur leurs cir-
conférencas, on peut trowver un
point § ot un angle, tels, que
denx droites menées par ce point

sous cut ng]e interceptent surles
deux circonférences, & partir des
denz points A, A, des ares égaux,

{238)

Si deux points de division correspondants coincident en
5, point de rencosire des deux droiles, toutes les droites
mu' sont paralléles entre elles; cela est évident.

Dans le cas géuédral o cette coincidence n'a pas lien, on
a vu {Porisme CXLIX) qu'il existe un point O, tel, que le
triangle Q' est donné d'espéee; par conséquent 'angle
o' ai O est donné,

Le Porisme est done démontrd,

Powwsue CLVL. — 87 de chagque point M d'une dreite
donnée de position LM, on abaisse sur
deux antres droites aussi données de
position ees obligues M, M sous
des angles donnéds ; il existera un
point Q, tel, que Ulangle WO formé
parladeoite m'mn, avec la droita menda
du point m & ce point O, sera donné.

Ce Porisme est une conséquence du préeédent, parce que
les deux points i, m' divisent les deux droites fixes en par-
ties proportionnelles.

5i la droite LM passe par le point de concours des deux
droites sur lesquelles on.abaisse les obliques, les droiles
m’ sevont parailéles A ancinéme droite. Cas prévu dans
Pénoncé du Genre.

Ponrsae CLYVIL. — Quand deax droites L, L' sont divi-
sées en parties proportionnelles par deux
points variables m, w', il exisie un cer-
tain point Q, tel, que chague drojte mm'
Jaitunangle douné avee la droitemenée
de son milien w an point O,

En effet, ke paint O, tel, que les trian-
gles mOm’ sont donnés d’espéee (Porisme CXLIX ), satis-
fait & Ja question. Car les droftes mendes du sommet de cos
triangles semblables an miiicw de lours bases feront des
augles dganx avee ces bascs.

L m
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(Que par le milicu Je 1a droite OO, qui joint les centres
Jes deux cercles, an méne la perpendienlaire & cette droite,
et par le milieu de la droite AA' Iz perpendiculaire a celle-
ciy ces deux perpendiculaires su rencontrent en un point 8
qui est le point demandé; vt l'angle ASAY est Vangle qui
satisfait & la question.

En ellet, les deux triangles 430, A'SO sont dgatix comme
ayant les cotés égaux chacun & chacun. Donclesangles ASQ
¢t A’SQY sont égaux. Il densuit que les deux angles ASA! er™
OS50 sant égaux. Or, si on miue deux droites SM, 50
faisant entre elles Uangle MSM' égal & 080, elles détache-
ront évidemment deux arcs éganx BN, M complés & par-
r des drojtes SO, 5¢. Doncles ares AM et AN sount ausst
dgaux, €. Q. F. D.

Observation. Si les deux cercles sout inégaux, on peul
demander que les deux ares ANI, A'D solent dans un rap-
port constait. Ou a alors ce Povisme: )

Eranc donnés deux cercles quelconques et deux points
A, A surleurs circonférences, o prut Lrouver un 'pm‘nt.
un angle et uno raison, tels, que denzx droites menées par
ce point et compranant enive ellas cetangle, retrancheront
& partir des points A, Ay respectivement, des arcs dans
cetia raison.

NXIX* Genra.
Tolls drolta est paralidle b une certaine drolta, 0u fait avee une droits pas-
sant par un paint dooué un angle de grandsur doonde.
CLY., — Qnaml deux points wariubles m, m'’
divisent dewx droftes en parties pro-
portionnelles, les droites mm' sont
parallélc: & une droite donnde de
direetion ; ou bien, il existe un point
0, 2], que chague droite mun’ fait un
angle donné avec Iz drofte mende du

1 pointméce point O,

Ponisue

7

{ 23y.)

Observation. Simson a proposd le Porisme suivant puur

satisfaire au XXIX* Genre : 8 de deux points donnés A,

c B on méne & chague poini C d’un cer-

cle donné de position dewx droiles qui

rencontreront le cercle en dewz autres

points D, E, la drofte DE fera un angle

\a daonné avee une droite menée par un

A point donné, ov sera paralléle & une

droite donnde de position, ou bien passeras par un point
donné (1}.

Si nous n’admettons pas ici ce Porisme, ¢'est qu'il em-
brasse trois eas diflérents ; Pappus n'en a compris que denx
dansPénoncé du XXIX® Genre. Les trois Porismes quenous
proposons satisfont elizcun rigoureusement i cet énoncd.

= Genre. { Yoir p. 114.)

Ponisue CLYNL. — Siautour de deurx points fixes P,
Q on fait tourner deux drottes PM, QM qui se coupent
3 sous un angle de grandeur

donnée, et que PM rencon-

tre une droite AX donnée

de position en un pornt m;

le point A dlant donné sur
cette drofte, et une rafson A

' drant aussi donnée : on
pourra déterminer une aulre droite A'X! ot un poine &'

sur cetie droite, tels, que la deunxiéme droite tournante
QM fasse sur cette draite un segment A'w’, qui soit tou-
Jours au segment Awm dans la raison A,

(t}eSla daohus punstisdatis A, It ad cireutum positione datum CDE (o
fleglantur siicunque dum.reelm AG, BC clieeumfereniiie Tursus in D, B ocon-
rantes, recta GE vel continebit datum angulum cum reclaad datam pune-
Lum vergente; vel parallela erit reclar positivno datie, vel verpet ad datum
punctum. » {Prop. 57, p 473.)

7.
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Qu'on méue PC parallile 3 AX; et QC eorrespondame
4 PC, c'est-2-dive faisant 'angle C égal 4 Pangle donné; la
droiic cherchée A'X! sera parallile 3 QC. Qu'on méne(Ja
correspondanic it PA: le point cherché A’ sera situé sur Qa.
Supposons que deux droites Pb, Q &, faisant Fangle P5Q
égal & Vangle douné, coupent, la premidre la droite AX en

un point B, et la deuxitine la droite cherchéde AV X en T, Qu
AR

doit avoirx;—ﬁ, =13; de sorte que cetie relation déterminegla
longueur du sement A'B'. 1l suffic done d'inserire dans an-
gle des deux droites Qa, Qb une deoite gale & cenie lon-
gueur ct paralléle 3 QC. Ce sera la droite cherchée. Clest-
a-dire que poar denx droites P, QM faisant enire clles
'atigle donné, on aurz toujours

Am AR
A T ATH

= 1.

En elfet, les quatre droiles Pa, Pb, PM, PC font entre
elles des angles éganx i ceux des droites Qa, Qb, QM, QcC.
Concevous qu'une transversale de dirvection queleconque
coupe les deux systémes de quatre droites dans les -points
Ay, By, ey, C, et A, B, nf,, €. On aura, par le Corol-
laive IT {p. 83), les deux dgalizds

A_m_ __ Ay Com,
AR T A B, G n,]

Al A w,  C| o,
AY T XECCTE,

Mais, d'aprds le Corollaire ITT (p. 84), les seconds mem-
bres de ¢es équations sont égaux. Done

Am Almd Am AB

By ™M Ta T

Autrement. Les cbtéds du triangle PAm sont dgalement
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nés, si par ce point on mene une droite qui rencontre la
circonférence en a of b, et sur laguelle on prenna le
pointm déterniiné par la proportion

am __ aP
mb~ PH°

ce point sera sur une droits don-
née de position.

Cela résulte immédiatement du
Lemme XX VI {proposition t54) quand le point P est au
dehors du cercle; et du Lemme XXXV {proposition 161)
quand ce point est dans intérienc du cercle,

Dans le premier cas la droite lien du point m est la corde
de coutact des deus tangentes au corcle, mendes par le
point P.

Autrement. Soit n le miliev de 1a corde ab. Ou a, 4'a-

prés le Lemme XXXIV,

Pa. Pb=Pm.Pn.

Soit de plas mD perpendiculaire sur le diamétre ATP,
Tes deux triangles vectangles CnP, mDP sont sembla-

bles, parce qu'ils ont I'angle P commun, et donuent la pro-
porttien

Pu BD -
FE=Fn o Pa.Pmn = PC.PD.

Done

PC.PD=Pu.Ps=PA.PB.

Ce qui démontre que le point D est donnd; et, par consé-
quent, quele point m est sur une droite donnéde de position.
Observation. Cetle droite tien du point m s'appelle, dans
la Géométrie moderne, la polaire n point 1’3 et ce poind
est dit lo pile de Ia droite,
Pomsvie OLXL. — Fram dannd wn point P dans la
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inclinés sur ceux du tiangle QA'al'; e, par suite, los deuy
triangles sout semblables, commele sout aussi Jos triangles

PAB, QA'F. Done
A PA AB

m = Q_‘l' = m'
Doug, ete.
Pontse CLIX. — Etant donnés une droite AX, un
point A surcette droite, une raison d, st un angle ds gran-
deur constante mOm' gu'on fait
¢ tourner autour de son sommel:on
T peut mener une autre drofle AX
ef déterminer sur celtz droite un
point A, tel, que les segments Am,
A, formés parles c6tés de Uan-
gle mobile, sofent cutre eux dans la raison i
Qu'on fasse towrner l'angle autour-de son sommet, de
manidre que son premier cdté Om devienne Ox paralléle
a AX, et soit Oz’ son deuxidme cdté : la droite cherchée
AKX sera paralltle & cette droite Ox'. Maintenant qu'on
fasse passer le premier coté de I'angle parle point A, et soit
OA' son deuxidme coté; le point A sera sitmé sur cette
roite.
Enfin, que m:Qu’ soil une position quelcongue de Pan-
ale, oninscrira entre los deux droites 0A! et O une corde

Am .
T 1. Cettecorde Al
"

Afad paralléle 3 O 27 et telle que

sera la droite cherchée A'X.

Cela est une consdquence du Porisme XLVII, d'aprés
lequel les cdiés Ome, Om' de Vangle tournant Q!
divisent les deux droites AX, A’X' en partics proportion-
nelles.

1= Genre. { Voir p. 157.)

Pormsue CLX, — U cercle of un point P étant don-
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plan dun cerele, si Von demande un point Bl dont Iu
distance & ce point soit dgale & la tangente mende du
yoing M au cercle: ce point M est sur ung droite donnée
de position.

Que sur le diaméire AB qui
passe par le point donné P, on
prenne le point Q) déterminé par
¢ 1a relation

QA.Q3 = @ﬁ:

clque par ¢& pointon méne la perpendicunlaics au diamétre:
ceite droite est le lieu du point Bl

Cola résulte du Lemme XX XTI (proposition 15g), d'a-
prds lequel la droite DIP mende d'un point quelcanque de
la perpendicalaire Q3L rencontre la circonférence en deux
peints C, B, tels, quelona

MC.MD = MP .

u

En cflet, e carrd de la tangente au cercle mende par le point
M est égal & MC.MD. Donc cette taugente est égale A MP.
Doae, ete.

Pontsse CLXIL. —- Quand nn cercle est inscrit dans
un triangle USS', si 'on méne uie
tangenta ad qui coupe les cités Us,
US en a, 2 : le point de rencontrem
des droites 8a’, §'a est sur une drolte
donnée de position.

Cette droite est la corde qui joiutles
poiﬁ{s de contact w, &' des deux cdiés
Us, U du wiangle.

En ellet, soit O le centre du cercle. L'angle aOa' {dont
les cdlés sont pcrpendicu]aires anx cortles we, w'x}, a pour
mesure ta moitié de Parc was/. Les angles wOU et w’'OU
end 12 mime mesure, oty payr consPquusl, sont Ggany i I'an-
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gle 20a’. L'angle 505, qui 2 pour mesure I moitiédeJare
wow', est supplémentaire de I'angle a0a'. Il résulte de 13,
d"aprés le Corollaire Xl (p. 84}, que l'on a, entre les deux
systémes de quatre points §, @, a, U et &, U, 2/, o' quise

correspondent denx  deux, la relation

S5a Ua §'a’ u'a’

5« °0a_ FU'JU
Suivant le Cerollaire U du Porisme XXIV, cette relatioun
démontre que les points dans lesquels les trois droites
54", SU, S«’ rencontrent les droites §'a, 5’0, 5'U, respec-
tivement, savoir: les poinis m, @, &', sont en ligne droite,
C. Q. F. I.

Corollaire. Considérant le quadrilatére Sza'¥, on con-
clut du Porisme ce théordme :

Quand un quadrilatdre est circonscrit & un cercle,
les cordes qui joignent les points de contact des cdtés
opposés passent par le point de rencontre des deux dia-
gonales, .

Ponesue CLXII, — Deur cercles gtant donnés, si les

tangentes menées d’un.poz'nt

& ces eercles sont dgales : ce

point est sur une droite don-
¥ née de position.

Soient m un point satisfai-

sant 3 la question, et mO la

perpendicalaire abaissée sur la droite qui joint lescenires C,

C' des denx cereles, On a, en appelant R le rayon du cer-
cle G,

nTt’z mE.mlF = (mC + R} (mC-—-—-n) =;;;El — Rt
=m0 +0C — R =m0 -+ (0C —R) (OC+ R}
=m0 - OA.OB.

( 266 )

54, 5B denx divisions semblables; done, {apris le Po-
visme CVIIL, le liew du point m, qui divise la corde ab
dans un rapport donné, est une droite donnde de position.
Done, ete.

5i le point O était au dehors de T'angle ASB ou de son
opposé au sommet, cet angle devrail tire égal A I'angle mo-
bile, au lien d’¢1re supplémentaire,

I Genre. [ Veir p. 133.)

Pontsue CLXVI. — Dewr points D, E deant pris sur
le diamétre AB d’un cercle de manidre gqu'on ait

E4 __AD
EET DB

les droites menées de ces points dun point de la circanfé-
rence, sont dans une raison donnée,

. AD e
. Cetie raison est e De sarte qu'il
¥ faut démontrer que

MD AD -

NE T AE

Celaestune conséquence du Lemme XXX ( proposition 156).
En effet, d’aprés ce Lomne, les droites MDY, ME rencon-

trent Ja circontérence en deux poiats o, m? situds sur uno

corde perpendiculaive an diamétre AB, Par consdquent, les

ares A nd, Am” sont dgaux, et la droite MA est la bissectrice

de angle DME. Ti s'ensuit qu'on a, dans le triangle DME,

MD __ AD
ME T AE

€. Q. ¥. D,
Observation. Nous avons supposs dans ce Porisime que
les dens points D, T étaient dovuds, ot Ton n'a eu & ddter-
miner que da raisan constante des denx lignes MD, ME.

{ 265 )
Pareillement
ml =m0 '+ 0A".OF.
Or mt=md, par hypathése. Done
0A.OB = 0A”. OB

Equazion quidéterminela position du point ), et par consé-
quent, Ja position de la droite OD perpendiculaivea CC', sur
Taquelle se trouve chaque point m satisfaisant 3 la question,
Done, etc. )
Porisue CLXIV. — Uz cercle ast inseri dans un trian-
&le; chaque tangente rencontra les trois cdtés du triangle
. e Lrois points a, by ¢; si Lon prend
sur cette droite un point m déter-
miné par la relation

ma.ch=7i.md.ca,

dans laguelle ). est une raison don-
née ; ce pofnz sera sur une droite
donnée ds position, '
Cela est une conséquence du Porisme CXXXI.
Ponrsarz CLXV. — i angle aOb de grandeur donnée
p tourne autour de son sommet O et
intercepte wne cordg ab entre deux
droites fixes SA, 5B qui font entre
elles un angle supplémentaire do
Uangle mobils : le milien de cette
cords est sur une droite donnde de

« a
if %

position.
Plas géndralement, s1 sur chague corde ab, on prend un

pointm gui la divise dans un rapport donné :’J =1l
e

lisw de ca point est une droite.
Eu effet, il a &é démontré {voir Parisme XLVIL

fue les deux points a, & marquent sur les deux droises
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Mais on peut ne donner qu'un de ces points, puisqu'il existe
une relation entre les deux, et demander de déterminer 'au-
tre, ainsi quela raison. On forme alors le Porisme que nous
avons pris pour exemple dans le paragraphe HI de Pfutro-
duction {p. 3g). La solutien resie la méme éeidernment.

On peut, & Vinverse, prendre pour doonée la raison ), et
demander de trouver les deux points D, E. Il en résulie le
Pocisme suivant qui, sans offrir de difficulté, ne se démon-
tre cependant pas aussi.simplement que le pricédent, Tou~
tefois, les Lemmes de Pappus suffisent 3 la démonstra-
tion.

Ponsue CLXVIL. — Etant donnés un cercle et une
rafson A ; on peut trouver sur le diainétre AD dewx points
E, D, tels, gue les distances de chaque point M de la cir-
conférence & ces deux points seront enire slles dans la rai-
son Ly c'est-b-dire gue Uan awra

ME L3
MD

Qun'on prenne CE==1.CA, et CD == {—-CA; les deux

points E, D ainsi déterminés satisferont 4 la question.
En effet, 1] vésulte de 1a que

CA = CD.CE:
et conséquemment, d'aprés le Lemme XXXIV,

EA __ER
AD T BD
Dok Pon conclut, en vertu du Lemme XXX, quela corde
' m? est perpeadiculaire au diamétre AB.
Par suite, les angles EMA, DM A sont égany, et l'un a

la proportion
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1 yeste dosie & montrer que
AR
ik
= vpoc . CE__CA
Or Péquation CA = CD. CE s’éerit; =
Done
CE—CA __ CA--CD AE _ AD
tAi T~ 7o CA — Ch
oL
AR Ca
AD T CD

Mais ;—%: 1, par construction, Done

— =X
AD

¢. Q. F. D.
On peut encore conclure cette égalitéd du Lemme XXVIL

Car par la réciproque évidente de ce Lemme, Péquation

C_A‘ = CD. CE entraine celle-ci :

CE__AE
CD E'
. u . . CE _CE
Mais [a méme équation s'éerit aussi E%;; =&
Done
Ce _AB CE__AE
= == =T
CA AD G4 AD
oy EG 3 g
Qr, par construction, === 1; donc
AE
0= 1,
(270}

nature du Jeu est connue ou donnde, et la chase & troaver
est seulement la position de celien{ici la position implique
néeessairement la grandeur).

Cette concordance montre que telle était bien la forme
des propositions appelées Liewx chez les Anciens, comme
tous les géométres modernes 'ont admis et comme nous
'avous supposé dans nowre Introduction, en définissant le
théordine loeal, le lien et le probléme local {p. 33).

Do reste, Youvrage des Connnes géoméirigues, de Has-
san ben Haithem, qui nous a déja otfert un document pré:
cieux par les Porismes qui 'y trouvent (1), rent'erme‘aussl
un témoignage péremptoire au sujet des Lien, Car l.out.es}t..:s
propositionsde Lieux y somt énoncees dans la formeindiquée
par Pappus el Eutocius, Il nous suflira (_ie rapporier la pro-
position méme dont il vient d'éire question : elle est congue
en ccs termes, d'aprés la raduction de ML L.-A:m. Sedillot :

Lorsque de deux points connus de posinon.on méne
deux lignes droites qui se rencontrent en un point, et que
e rapport de ees deux lignes, savoir, celui de la plus
grande & la plus petite, est connu: le point de rencontre
est swr une circonférence de cercle, connue de’ position
{Livre X, proposiiion IX} {a]..

Cet énonecé est presque identique 4 celui de Pappus: ot
ne le fit-il pas dans les mots de Poriginal, il déerit incon-

(1) Voir ci-dessus, p. 44 et 51, )

(2} ¥'ai signold dans I'dpercu historigue (b, 527) 1o rapprochament qui s¢
présente ick utilement, ontre les ouvrages ll'.lpolloniua,_ d*Butociug at '[fas—
san ben Maithem.

On cst aulorisd i cruira que la dédmonstration I’ Fulscing ost pricisdment
cella d'Apollonius, pulsqus c'est de son Guvrage qu'il extralt 'exemplo des
licux plang qu'Hl veur danner. Elle a, Jdu resto, lo caractira des démemlm—:
itois du grand géométro, dlais wire autre considération ajouts i la probabilité
da notro cenjeciura. C'osl que fa dimonsiralion d’Eutoctus contival hmpli-
cltmngnt Yo Lomme quo Pappus donas (propositive 1ig de Commanding
s 346, Edition da tGto}cumne se rapportant an presive fve du sccond e
d'Apolianius, c’aat-h-dive & 1a praposition on question.

( 269}

Observations, La propriété du cercle 3 laruelle se rap-
portent les deux Porismes précédents, se peut waduire aussi
sous 1a forme d’une proposition de lieu; ce qui serait encore
un Porisme. On prendrait pour hypothése, ou pour don-
ndes de {ait, les dewx poinis E, D etla raison; et le Porisme
exprimerait que le point M, dont les distances 4 ces poluts
sontentre elles dans la raison donnde, se trouve sur wn cer-
cle donné de position.

Ceute proposition de Neu faisait partie des Lieux plans
d'Apollonius. Pappus la rapporte sous I'énoncé général
suivant, qui implique lc cas oit Ia raison est égale & l'n-
nité:

8¢ de deux points donnds on méne des droites qui se
rencontrent en ur point, et que ces droites sotent entre
elles dans une raison donnée : ce poiut est sur une drofte
ou surune circonférence donnée de position,

Eutocius, dans son Commentaire sur les Conigques d'A-
potlonius, lorsqu'il expose la définition des Liens plans,
solides, et & la surface, qu'on trouve aussi dans Papous,
démontre cette méme proposition, comme exemple des
Lieux plans, I} V'énonce ainsi :

Etant donnés deux points sur un plan et lu rajson de
dzux droités inégales : on peut décrire sur le plan un cer-
ele, tel, que les droites mendes des deux points donnés &
chague point de la circonférence soient entre elles dans Ia
raison donnée,

Eutocius déiermine le centre et Je rayon dn cercle; puis
il prouve, d’abord que chaque point de la circonférence sa-
tisfait & Pénoncé de la proposition, et ensuite que, pour
Yes points qui ne sont pas sur la circonférence, la relation
w'a pas lieu.

On remarquera que I'énoncé d'Futocius et celui de Pap-
pus, sans &tre précisément dans les mémes termes, sont
adanmoins lés mémes au fond. Dans Pun ot dans Tautre la

{rags )

testablement la uatore du few, ce qui seul coustitue le ea-
ractdre que nous avons fail ressortir.

Simson, en rétablissant les Neux plans d’Apollonins, a
conservé rigourensement la forme des dnoneds transmise
par Pappus, Mais 1l semble, dans un passage de son Traité
des Porismes, n'avoir pas distingné, comme il le fallait,
la diflérence qui existe enire le liew et le probléme lgeal.

1 ne parle pas formellement du probléme local; cepen-
dant on pent croire qu'il le comprend implicitement dans
la définition du Zew, quand il div;

.« Le lien est une proposition dans Jaquelle on demande
de démontrer gu'une certaine ligne ou surface est donnée,
ou de trouver une ligne ou surface dont tous les points
alent une propriétd commune déerite dans Pénoneé de Iz
proposition; ou bien de démontrer qu'une certaine sar-
face est donnde, ou de trouvér une surface, sor laquelte
des lignes iracdes suivant mne loi donnée, aient une
propriéié commune déerite dans 1'énoncé de la proposi-
tron, »

¥ B ¥ F B ¥

Clest ce que l'auteur exprime plus bridvement ainsi :
Loens est Propositio in qua propositum est datam esse
demonstrare, vel invenire lineam ant superficiem cujus
guodlibet punciun, vel saperficiem in qua qualibet linea
» data lege descripta, communem quandawm habet proprie-
» iatem in Propositione descriptam. » {De Porfsmati-
bus, ete., p.324.)

Alnsi Simson dit qu'un fex est une proposition dans la-
quelle on demande de démontrer que les points d’une ligne
dontla nature est donnde, jonissent de telle proprisié com-
mune;

Ou bien, une proposition par laguelle on demande de
frouver la ligne dont tous les poinis jounissent de (elle pro-
priété commune.

Cette seconde partic de la défiuition constitue uny pro-
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bléme docal. Fu vien, de la part de Pappus, wi I'Eutacius,
nid'Hassan ben Haithem,n'autarise 2 confondrele prodléme
avee le Jeu; puisque dans les propositions de Hewx rappor-
tées par ces trois géoméires, la nature du Lo est toujours
tlonnés ot jamais & trouver. 1l est & remarquer que le 1é-
moignage scul d'Eutocius sullirait, puisgu’il se propose for-
mellement de donner un exemple de ces propositions appe-
lées Newx,

Du reste, ce que nous croyons &wwe une inadvertance de
Sinson est tout i fait sans conséquence ultérieure dans le
développement de ses iddes sur la question des Porismes; et.
quand il cite, aussitdt apeds, deux propositions de e, il
prend deux proposilions conformes aux énoncds d’Apallo-
nius, ¢’est-a~dive dans lesquelles la ratuve du lieu fait par-
tic de 'hypothése.

Postsme CLX VI, — Quand doux droites DIY, EE per-
pendiculaires au diaméire AB d'un cercle, coupent ce

‘ v diambtre et son prolongement en
denz points D, E de maniére
quen ait

EA _AD
E EB DB’

ct qu'une tangente au ccrele ren-
contre ces droites én deux points
d, e: les distances de ces points au centre du cercle sont
entre elles dans une raison dounée.

. . . , AD . .
Cette raison est dgale A T De sorte qu'it faut démon-~

trer que

Qu’on méne la tangente ond'; ta corde mnd passera par
te poiut D. Car si 'on connait 1a droite ¢D et gu'on dé-

{224)
en m et W les distances Jde ces points an point O serant
entre eller dans une rarson constanle.

Soient O, (¥ les deux points qui divisent harmonique-
ment chacun des denx diamétres AB, A'B'. L'un ou 'autre
du ces points satisfait 4 la question. Et en appelant 1) le
milien de QU etT, C' Yes centres des deux demi-eercles,

ona
Om oC et o'm - oc
Gw = Y 687 o'W T Y o
En effet, O et O divisent harmoniguerent le diaméure
AB : c'est-a-dire que

0A _ O'a

0B~ OB
et, par sitite,

CO.CO'=CA. (Lemme XXXIV.)

1l résulte de cests équation, d’aprés le PorismeCXLIN,
que

Om = 20C.Dp.
Pareillement

O =2.0C.Dp.

0”': __0c . Om b;é
Qm =se ¢ ow' T Y OT

La démoustration est la méme pour le point .
Doune, ete,

Done

V* Geore. [ Voir p. 136

Ponsus CLXX. — 80 antowr {un point P on fait
totrn e e fl"ﬂf"& qll[ rencorire uil L'L'I'C![.' cer (!CHI Pol}lff
M, wm: les fangentes en ces poinis ¢t les paralldles i
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signe par g, It et Dy, les points on clle 1‘-e_m-f>nu'e 11‘1 mr;
conlérence et la corde mmi', on aura, dapris lo Lemm
XXV,

ez D,

pr = D_.:';'

Lkt

D'un autre cbié, d'aprés Je Lemme HEXV,

% - D,
e DA

Dounc le poiut Dy coincide avec‘q. Don‘c ta corde mn!' ]j;us”e
par te point D. Pareillement, si Fon méne la tangente i:n. ,
1a corde ' passera par le point E. Enfin la 3)12‘?‘.:; mI;rzr
est perpendicu]aire au diamdtre Ai?; {Leu’xme = X ;e
consdquent, les angles Amm', Amm’ sont éganx; et com.:l

les droites Cd, Ce, Ga sont }_)erpcndtculalrcs‘ aux cordes
mnt, mad, mA, les angles ACa, eCa st dgaux. Ou a

ainsi, dans le viagle 4Ca,

cd _ ad.

G ar
Mais

ad __ AD_

ae | AL
Doue

cd _ AD,

Cc  AE

c. Q. F. Du
Pongsae CLXIX. — Etant données deux demi-cireon-
ot Punc est intérieure & Uautre et dont les bases

AL, A'B sont sur la méme

droite : on peut déterminer un

point O, tel, que si une per-

pend:’cufm'rc & AB, renconire

i VP O ERh & Jas deux demi-circonférences
18

férences do

Ta

{275) ‘
cos fangentes, mendes parle point P, forment u paml{a—
logramme PANa dont la dia-
\ gonale Aa est sur une droite
donnée de position.
En effet, qu'on prolonge le:
" chtds PA, Pa de quantités AN,
ai zales 3 ces mémes cbtés,
respectivement la droite A'a
scra paraliéle & Aa et passera par Je sommet I du paral-
18logramme. Soit ¢ le point od elle rencontre la corde
P m M. Les wois droites NM, Np, Nm coupdes par les deux
PM, PA’ donnent, en vernt du Lemme XI,

P g A;’;_\
BN T aM PA

Or A'A =PA. Done

Bm g
PM T M

Ce qui prouve (Porismes CLX et ci-aprés CL?{XVH) que
la droite o est celle que 'on appelle 1.;1. polaire (Iu‘ point
P, et, par conséquent, est dnnnée de position. La droite z}a
qui lui est paraliele et A une dista.nce sous- double du point
D, est done aussi donude de position. €. Q. F. D.
Pomssie CLXRL — Si entre deux tangentes & un
cercle Sw, S, on
inserit  une autre
tangente quelconiue
mmy, et que d'un
paint P de la circon-
férence on méne les
droites Pm, Pm'y
i 4 IS & une ligne a élant

donnde de grandeur: il existera una droite, donnée de
18.
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position, lelle, que le segment p! formd sur cete droit:
perPm, Py rera égal i1 la ligne a,

Que Pon insevive dans Pangle wPS une desite oo égale i
la ligne donnée «, et paralléle 4 la tangente mende an point
donné P, cetle droite satisfera A la question,

11 faut démontrer que ppf — oo =a.

£n effer, on 2, entre les dewx systiémes de poinis A, w, 1,
5 et A S, wy oy d'aprés le seolie du Portame CXXX, 1a
relation

wnt oA Sm' | SA'
Bw *38 T St @A

Or, les quatve droites A, Poy, Do, PS coupdes par S4 et

o5, domtent, en vertu du Coroll. I dn Lemme XT{p, 83),

am  w A ou
Py bl S
Sm " BA ou

Pareillement,

Sar | SA' o

wa’ W AT o

Done
op oy’ ap L
:; = 'U,—Fl,) ou = ==
; I3 pe po
Ei, par suite,
’ op -t po  ap' 4 pfe’ ou acr'_cu‘
op T op’ ! o cp"

Cela posé, je dis yue oo ==ao’. On sait effectivement
que le wriangle ASA’ coupé par la droite Rued, donne
RA @'A uwS R
BA WE aaT N

ou, parce que S == oS, A == AP el WA = A'D

.

RA _ DA
KX T PR
{278 )
On a de méme, sur la diagonale b¥,
Bb b6
BF T EF

La droite ef est déterminée par les deux points a, 5.
Mais, d'aprés le Lemme XXVIH, quand le point P est au
dehors du cercle, et, daprés le Lemme XXXV, quand ce
point est dans Vintérieur du cercle, ces points «, 6 sont
lonjours sur une méme droite, quelles que soient Jes deux
sécantes Paa’, Pb¥. Cette droite estla polaire du point T
{Porisme CLX).

Le Porisme est done démontré,

VI* Genre. (Yoir p. 139.)
Ponrsue CLEXI. — 87 autour d'tn point fixe P, pris
sur le diamétre AB d'un cercle, on
Sfait tourner une droits qui rencon-
tre la circonférencecr C et D, et que

Pon mine DE perpendiculaire au
diamédtre AB: la corde EC passera

par e potnt donne.
Ce Porisme ost une conséquence immédiate du Lemme
XXX {proposition 156).

Ponisne CLXXIV. — Etant donné un demi-cercle ADB, -

st lon méne une droitc-MM"qw' ' forine
surles tangentes aux extrémités de ce
diamétre deux segments dont le rec-
tangle AM . B soit dgal & un espace
donnéd v : la perpendiculaira & cette
droite, menée par la point m ot elle
rencontre lo demi-cercle, passera par
un point donné,

Qu'on prenne le point P déterming par 'égalisé

PA. PR = v

€6 sera le poial ehevelid.

{277)
Lt si Vou considére lus wois drviwes 84, 5P, SA  coupdes
par les dewx AAY, o', cette dquation, ea vertu du Lemwe
XTIX, conduit & celle—:i:

Rea ru na Ra
o = =t o = == =1,
R’ ' o' R

Maintenan en appliquant anx guatre droites PA, Pw, P,
Pof coupdes par les denx ww' et 0o, e Corollaire 1T du
Lemme X1, déja cité, on a,

LR 1Y gy

ra’ " R’

=
g
BDong g0 = a0’ Par conséyuent, I'équation ci-dessus

oq gao
—= .
op oy

e rédult i op = a;_x'.
It sensuit:
op g == ap' -+ po,
ou
oo = pul.

Ce qu'il lallait démontrer. Dong, ete.

Tontsve CLEXIL — 8 par un point P donné on méne
~ denx sdcantes quelconques ad, by,
qui forment les dingonales d'un
quadrilatére aba't inserit & un cer

N cle doiné - fudroite el, gui joint les
‘\\ denx jioints de concours dos c6té;
; . .
opposds, est donunde ile position,
“ ", “ Pposes, I

En efler, la diagonale ad' ren-
contre la droite 2f en un point & paur lequel on a, daprés
le Lemmie V, :

Pa _ ax
P~ aa
(279 )

Cela résulie du Lemame XXX (proposition 155), d'aprés
lequel la perpendiculaire & MM’ mende par le point wn,
rencontre le diamétre AB en un point P, tel, que I'on a

PA.PB = AM.BM = v,

Pousse CLXXV. - 8i awtowr d'un poine D pris
dans le plan d’un cercle on fait tourner un cgté d'un
nngle droft dont le sommet M glisse sur la circonférsuce

N du cerels, et que par le point E oit Vautre

== o8ed rencontre la circonférence, on méne
‘ A . e paralléle aupremier céié: cette droite
' passera par un point donné.

Qu'on prenne sur AB le point F, tels
que OF = 0D, O étant le centre du cer-
cle. Ce sera le point qui satisfait 3 la question.

La démoustration vésulte du Lenmme XXX VI {proposi-
ton 162a).

En efiet, qu'on prolonge Ja droite MD et sa paralléle jus-
qu'i lewr reneontre avee la circonférence, en M ot EY, on
forme un rectangle inserit MEE'M. D'aprds le Lemme, les
deux cétés paralleles MM, EEY sont i égale distance du cen-
ure; done toat diamétre les rencontre en deux points situés
& égale distauce du centre. Donc Ja droite EE passe par le
point I situé sur le diamétre AB & la distance OF égale &
OD. Ce qui démontre le Porisme. :

Portsme CLXXVI, — Un angle de grandeur donnée
s8ment de manidra qu'un de ses cliés passe par un point
donné, et que son sonunet glisse surune circonférence de
cercle; son denxidme 818 rencontre la circonférence en

[ Al

un dewxidme point par leguel on méne une droite Jai-
sant avec co odté un angle égal & Dangle mobile, mais
dans un sens contraive : cette droite passe par un point
donné,

La démenstration de cette propesition se déduit da Po-
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risme précédent gui w'en est qu'un cas partienlier, celai ol
I'angle mobile est droit.
Reprenons, en effet, Ja figure préeédente et concevons
quon.ait abaissédu point I sur ME une oblique D faisant
I'angle IV de la grandeur dounée; le point N sera sur un cor-
- cle. Carle wiangle rectangle MDN est donné despéce: par
consérjuent, son hypottnuse DN est proportionnelle au
cdié DML Silon portait sur DM une ligne égale 3 DN, son
extrdmitd serait sur un cerele ayant le point D pour centre
de similitnde avee le carcle AMB, £ si Fon suppose «que ce
cercle tourne autour du point D d'un angle 4gal 4 MDN,
il deviendea Te licu du point N. Ce point
est done surun cerele T, Le point Af ot
la droite DA, faisant avee DA 'angle
ADA' égal 3 MDN, rencontre la tan-
geunte en A, appartiendra an cercle X,
dont le centre sera en O au poinr d'in-
tersection de Ja droite DA’ et de la perpendiculaire & DF
dlevée par lecentre O du premier cercle.

Maintenantsi 'on suppose que du point ¥ on abaisse sur
la droite ME une obligue FI faisant Pangle en 1 égal 3 I'an-
gle en N, mais en sens contraire, de maniére que le pre-
mier élantddroite de fa perpendiculaire DM, le second soit
i gauche de la perpendienlaive FE : le point I sera sur un
cercle qui sera dvidenment le mime que lecercle %, Carson
veitre sera suv la drolte FIY faisant avee FB Pangle BFE
égal & EFL, o, par eonséquent, coincidera avec le centre O
de Z; e owtre, son rayon Ol sera dgal A O' A,

Ouconclue de Ya que : §i par un point D donné dans le
plan d'un cevele Z on mine une droite DN i un pointde la
circonférence, et par ce point une droite NI faisant avee DN
wa angle donnd, puis par e point T une autre droite faisant
avee N1 wn angle égal & Vangle N, mais dans un sens diffé-
renls cetts droite passera par un point fixe IF sité sur la
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de sorte que d'aprés le Porisme CLX, ?i 1a droite LM reu-
contre ke cercle, le point P est le point de coneours des
1angentes anx deux points de rencontre. On en conchut ce
théordme : )

Quand un angle est circonserit & un cercle, st par sonw
sommet on mdne wune droite gui rencontre ls cercle, les
langentes aux deux pofu!: de rencondre se coupen'r ur
la corde.qud joint les points de contact des denx c?tcsﬂ ;’ﬂ
Pangle. On peut dire, surla polaire du .son.:met da.l ang e...

Ponsae CLXXVHL .— D augle APB dtant cu'c?mcru'
& un carele, et wn poine Q étant donne
sur la corde de contact AB; si par ce
point et lc sommet de 'angle on méne
doeux droftes que s¢ coupent en M s
Je cercle : la cords mm!' que ces droites
interceptent dans le cercle passe par
un point donné. )

Ce point ¢st sur AB et se détermine par la propartion

Re 40
RZ 77 QB

En effet, Ia droite PM rencontre Ja corde de contact AR

en y, et Pona

BM__pM, {Porisme CLX.)

. T 1og .
Le point p! déterminé sur QM par I'équation
QM gM
Qu' = Iy P
est, de méme que Jo point R, sur ta co'rde de conlacé des
tangentes wendes par e point  {Porisme CLX). Ceue
corde, d'apris e eorollaive du Porisme précédent, passe

par le peim I

- Ces points; ¢’est-A-dire la corde AB
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droite DA qui fait avec le rayon O'D du cercle £, un angle
ADA! égal au complément de Pangle donné N, ’

Ce qui démontre le Porisme,

Poassuz. CLXXVIL — & dachague point d’une droite
donnéa de position dans le Plan d’un cerele, on méne
denz tangentes gu cerele ; la corde qui joint les deux
poiuts de contact Passe par un point donné,

:Soiem MA, BB et ma, mb les tangentes mendes par deux
points M, i de la divite LM, Ces tangentes forment le qua-

deilatdre circonserit
MCmD gdans lequel
les cordes Aa, B} se
rencontirent en un
point Q de Ia diago-
nale M { Porisme

CLXII, Coroll.), o
les eordes AD o1 Bg

en un point R de Iy

- ) méme diagonale, Sojy
¢ point de rencontre des deux cordes de contact AR
*

ab; et E, eles points ot ces cordes rencontrent fa droite LA

Constdérons le quadrilatére aQ &R dont les points d;
concours des cdids opposés soul A ex B. La droite qui joint
» o5t renconirde par les
E, et Pon a {Lemme V)

deux diagonales ab et QRen Per
¥

PA _ Ra

BB T ER
Dene, quelle que soit I corde ab, c'ése-h
soit le point mi surla droite 1M, le point P par lequel passe

tette corde est fixeetdélerning, Cequi démontre Je Po
Corollaire, Qn a, évidemment,

-dire quel que
risme,

Pa  ¢q

PET

{ 283 }

Les deux deyniéres dquations donnent celle-vi ¢

EM ,pgM _ pw'M QM
Pm pm fa Qi

entze les deux séries de points P, M, m, pety, M, ', Q
situds surlesdenxdroites P, QML Ed cetteéquation prouve,
d'apris le Lemme XV, que les trois draites P ¢y Qp, mm'
passent par un méme point : c’est-i-dire, que la corde mm’
Prasse par lo point d'intersection des deux droites P, Qp,
ou PR, QA. Ce qui démontre le Porisme. :
Ponrsue CLXXYX. — Deux drodtes parailéles 1LC,
. L/ C étane données dansle plan d'un
o Am cercle, si par chague point de 1.C on
meéne doux tangentes an cercle et
R //“ une droite au point milien du seg-

[:4 ment gue ces langentes ilztervep—

;Q, ¢ tentsurL'C': celte droite passe par
M un peint donné.

En effet, on a vu dans le Porisme
\ CLXXVII que la droite ab qui joint
les deux points de contact de chaque
couple de tangentes, passe par un point fixe P, et que, ¢

étant le paint o ab rencontre LC, on a la propostion

[+)

¢

ea
TS

"‘UI"&
win

De plus les trois droites ma, mb, mP rencontrent la droite

LCend, et P,etlona

Pra’ Pa _ca

w5 =7ps . [(Corollairell, p. 83.)

Done

Pa
FE=h ou Po' =Ty,
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Done Ja droite menéedu pointim ao milieu 1Y du segment
a'B', passe par le poind fixe P.

Le Porisme est dogc démomrd,

Pomswx CLXXX, — Erant donnés deux droites SA,
SN, un poinc P et nn-espace vion peut
trouver sur ces droites deux: poins et J
en ligne droite avee le point P, ot tels,
que si Von prend sur SA, SA, deux
points m, w' lids par Uédquation

I Vi =y,

la droite m’ passera par un point donus.

Qe Von méne par le point P la deoite IF, telle, que

SIS =y; ge que Uon fait par le Lemme XXXVIU

{proposition £64) : les deux points 1 et I satisfont a fa

question, et le sommet () du parallélogramme construic sur

les deux coids SI, S¥ est le puint par lequel passcut les

droites mnd, .

Cela est une conséquence du Porisme CX VI,

Posrsye CLXXXT. — Quand doux droites quf tonr-

3 nent autonr de deux

podats P, Q3 ’un cer-

clesen secoupant tou-

joars sur la circon-
v firence, rencontren:

deux drottes fixes SA,

SA', mendes par un
. autre point du cercle,
en deux points my w' : la droite mm' passe parun poini
donné. :

Solenta ¢t ¥ les points ob les tangentes en T et en Q
renconlrent, respectivement, les deux droites SA, 5A'; e1 3,
a’ les poims e seetion de eus droites parfaligne PQ. Le
point de rencontre des dens devites o', b est le point
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Le premicr membre est constani, par conséquent le rap-
rs . . .
port 5= I'est aussi. Ce qui démonire le Porisme,

Pomsme CLXXXIN. — Etant donnés deuzx cercles, st
I'an méne dewx rayons paralléles: ln droite qui joindra

leurs cxtrémités passera

parun point donné,

: En eflet, s0i1 5 le point
ol la droite mad rencon-
ire la ligne -des centres

O0; les denx triangles mOS, ' ('S sout semblables, et

Fona

S0 . Om _h
00T 0w TR

)

en appelant R, IV Ies rayons des deux cercles,
Ainsi le point § est fixe, Dong, ete.
Remargue. Ona

Sm 30 R

S = 56 = &
Par conséquent les deux cercles sont deux figures sembia-
bles dout le centre de sinulitude est en 8.

1l est clair que les tangentes aux deux cercles, en leurs
points Lomologues s’ sont paralldles, puisque les rayons
Oum, O’ sont pavalléles.

Dans la figure, les deux rayons paralidles Om, Om’ ont
la méme direetion. 8'ils avaient des direetions contraires,
ladroite mnd passerait encore par un point fixe, différent de
5. Ainsi deux cercles one deux centres de similitnde.

VIl Genre, [ Vair p. 144,

Ponwsyee CLXXXIV. — Erane donnéun triangle ADC,"

s par les deux points A, B, on fuit passer plusicurs cer-
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chorehids Cest-a-dive que Ja droite sund passe par ce poing,
En effet, Ids quatre droites Pa, Ph, PS ot Pm font entrn
elles des angles éganx A cenx des droites Qa’, QV, Q5 a
Q. Par conséquent {d'aprés le Corollaive 1T, p. 84) la
relation suivante a licu entre les daux sécies des quatre
points 5,4, b, met 8, 4, 6, m':
Sm bo Snt B Sm.ba Sm’.b¥a'
Sa ‘b & T % ImiBa T FarSa’

Or cette dquation prouve, d’aprés le Lemme X ou XVI,
que la droite mm’ passe par le point d’intersection des deux
dreires aa’, BU'. Done, ete.

Porsue CLXXXIL. — Un quadriatére étant inscrit
dwns un cercle, si on le déforme en faisant tourner trois
de ses cOtés autour de trais points
Sixes P, Q, R situdsen ligne drotta:
{e quatridne coté passera par un
paint donné,

En cffet, soit 5 le point ont le
quatridme ¢d1€ rencontre la droite

sur laquelle sont les trois points
P, Q, RR; et soit i le point de ren-
contre des denix edeéds opposds ab, cd du quadrilatére, Con-
sidérant Je triangle PiR coupé par les deux droites ad
ct be, on a, d'aprés le théoréme de Ptoléinde,

Q

LI

[

Pa id RS——I
Ya RdTPS T M
ic RQ Pb__

Multipliant membre a membre et observant que
fa. b= ic.id,
on obtient
Pa.Pb _ PQ.PS
Re.Rd ™7 RQIKS
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eles, dont chacun rencontre les cotés AC, BC en denx
& points wm, w's un point D étant donné

sur CA : on pent trouver un point E sur
CB, tel, que les deux segments Dmy
Em’ seront entre enx dans un rapport
‘donné. ’

Le cercle mené par les 1rois points 4,
B, I renconire le cond BC an point de-
mandé E. Etl'on a

Dm _ DC
Em' T EC

En effet, les deux cordes DE, mnv’ sont paralléles, parce
gue les angles ADE, Amm' sont égaux entre eux, comme
suppléments de 'angle ABC. Par conséquent

Dan DC

Far — EC
Done, ete.
Pourswe CLXXXYV. — Quand plusieurs carcles passent
par devx points P, Q, et rencon-
trent deuwx droltes fixes PA, PB,
menées par un de ces poinits, en
.des couples de points a, by a',
Yy ...:le rapport des segments
aa', bb faits par devx quelcongues
des cercles, est donné,

En d’autres termes, les cercles divisent les deux droites en
paviies proportionnelles.
En effet, meacns par le point Q une droite QC qui

.
- agq
vencontre les cereles auy poinits ¢, ¢y.... Le rapport bt

est donné {Porisme précédent); et de méme le rapport

I
b_:,-Donc g—z—, est donné. c. Q. 7, D,

’
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Corollaire. 11 vésulie de la, en vertu du Porisme CV1Y;
yue : Les milicux des cordes ab, 2V, ... sont sur wne
méme drofte.

Ponmtsme CLXXKVI. — Un cerele est dirconserit & un
' tiangle PQR, et deuz droites
Jfires SA, SA' sont paralléles
auz devzx cdeés PR, QR si
aatour des deux points P, Q
on fait tourner deux droites
quise coupentsurla eirconfi-
rence du cercle et qui rencon-
trent SA, SA en m et o'y le
point A étant donné sur SA -
' on péurra trouver le point A’
sur SA' et une raison ), tels, que le rapport des deax seg-
ments Am, A sera égal & cetie raison.,

La droite PA rencoutre Ie cercle en a, et la droite Qa
rencontre SA' au point cherché A’. Soit B le paint ot la
tangente en P rencontre 54, et B le point 0 PQ rencontre
AB
ABT

En effer, le faisceau de quatre droites PA, PB, Pm et
PR, a ses angles égaux & coux des quatre drojtes QA/, QF,
Qm' et QR. Il seusuit, comme il a été démontré pour
le Porisme CX, qu'il existe entre les denx sysidmes de
poinis A, B, met A, B, w0’ la relation

SA’. Laraison A est égale a

Am Aot o Am _ AB
AR am M T ITw

Done, ew.
1X* Genre. (Voir p. 149.}

Tomsue CLXXXVIL— Si l'on pread sur une droite OA
denr points variables w, n', déterminant des segments
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En effet, soient U4, Cj Jes paralltles aux devx cdiés A'H,
AB menées par le centve du eercle. On démontre comme

au Porisme CXXX, que les quatre droites CA, Crr, CI et

Cj font entre elles, deux 3 deux, des angles dgaux sux an- )

gles des droites CA', Cin/, Ci, CT. Et on en conclut par la
méme démonstration qae pour le Parisme CXXIT, ceite
égalité
Anr Al Am. 3w
Y 7 Al

== Al

‘G Q. F. D,

Tontsme CLXXXIX. — 8i autonr do denx points P, Q
d'un cercle, on fait tourner
deux drottes gui se coupent
en Msur la circonférence, et
rencontrent une droite fize
LA en'm et 'y Ie point A
étant donnd, ainsi gu'une
ligne z: on pourra trouver
deux autres points, A' et ¥ sur LA, tels, gue le rapport
des rectangles Am. Y’ ot A'wm' .« sera constant.

Qu'on méne PA qui coupe le cercle en a;’ Qa déer-
mine le point demandé A’, Soient Pj, Qi paralléles 3 LA,
les droites Qf, Pi coupeus LA en Fet L T est lo deuxiéme
point desmandé; et on a

L

Awm, Yo' Al
== —

Ao e T a

ot bien
Am Vad

= Al

En effet, les quatro droites PA, Pm, PI et Pj font entre
elles des angles dgaux A cenx des droites QA Qm', Qi Q1.
5i Yon congoit que ces droiles issues du point Q) rencon-
trend une Wransversale en des points A%, o, 17, J9: en com-
paraut ees points d'abord aux teois A, s, 1, puis anx trois

{ a3y )
dont le rectangle Om.Qm' soit égal au carré construit sur
une droite donnée aj; n
B I T T étant le milicu de ces deux
points, et b una ligne don-
née: an peut trouver un point B et une raison p, tels, que
lon aura toujours

Em En'
“FEa T
H suffitde prendre OE=a,etp=1 %E Cela résulte du
Lemme XXIII (proposition 14g).
En effet, puisque Om.Om’ = a! = O_E-‘, il s'ensuit, 4'a-
prés ce Lemme, que

Em.En' = OF (Em+ Enr),

o
Em.En' Ew.Em’ 2 OF
REa T OB O e T =g

Sile point E, au lien d'4tre placé comme dans la figure,
€tait pris du méme cdté de O que m et »Y, ce serait le
Lemme XXV (proposition 151) que 'on invoquerait.

Porssue CLXXXVIH. — Quand un cercle est inserit

s dans un triangle AA'B, si Pon fai
tourner surla circonférence une tan-
gente qui rencontre las cétds BA, B4’

w O deux points m, m': on peut trouver
un point Y surle c8té BA', et une figne
{ u, tels, gu'on aura tosjours Dégalité

Am.¥Ym'
¥ Ao B

Ve
§ |
La tangente parallile 3 AB coupe A'B su point cherché

J. La tangente paralliled A’B coupe ABen un peint ], et
P'on a p== Al

9
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Al ad, Y, on obtiendia Jes relations
Lot .M »
A, Yo o Am {Cor. des Lemmes T et XTI, p. 83.)
AT T Al

A'm® T'm"  Aw’
AT T Yo

Dong
% = %:'an:’ ou ———-AI,'rf,m' = Al
€. Q. F. b
X* Genra. (Voir p. 156.)
Pontsme CXC. — On a un cercle dont le diamétre

est ABj la tangente en E est pnmfléle & ce diamétre, et

les poines I et T de cotte droite appartiennent aux tan-

gentes en A et en By si autour

de ces points A, B on fait tour-

. . ner deux droites gui se coupent

sur la demi-circonférence ADC,

/\ /\ &t qru' rencontrent la tangente

b VOB P TN en m et m': le rectangle

Iw!'.Pm sera égal & un espace donné augmenté du rectan-
gle formé sur Pabscisse mwm' et une ligne donnée.

L’espace danné est IE.VE, et la ligne donnée J'I. De

sorie que I'équation & démontrer est

(LR

Ind V= 1E.J'E 4-I']l.mm’.

En effet, tes quntre points m, o', I, ¥ sont lids par 1'é-
guation suivante, d'aprés le Porisme LIX,

I J'ime=Tin Vm'+ J1.mm'.

1 sufllit done de pronver que Im. J'm'=1E.J'E.
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Or les teiangles Am], n'BY, sont semblables. Done

fm _ BU » ou bien T Jm = AL.IN".

AT
Ftromme Al = W= 1E=JFE, il enriésulie
L. Yu! = TE.JE.
Done, ete.

Observation. On trouverait de méme que si le poiu M
érait pris sur la demi-circonférence AED, I'équation de-

viendrait

1ol V' m+ 1 mnd =TE.JE.

Elle vépondrait done & nn Porisme exprimé par la for-

mule
I Vm—+p.mmd =v.

Mais cette formule ne se trouve pas dans les énonciés de

Pappus. Nous en dirous plus loin la raison (A la suite du

Parisme CXCIX]}. . ) )
Ponssee CXCL. — Un trapéze P1Qj est inserit dans

o un cercle, et
ung drofte AL
paralléle & ses
cstds Py, Qi,
est prise au de-
hors du cercle ;
le point A étant
donné sur celte drolle : on pourra trouver un autre point
W, un rectangle v et une ligne p, tels, que si de chagque
point M de FarciPj, on méne les droites MP, MQ, grd
coupent LA en m et w', on aura toujours la relation

1A " 1L xr

Am B =v+p.mm'.

Qu’on wiéne PA qui rencontre le cercle en a, et Qa qui
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Qu’en prenne sur Varc ACB, qui compléte la eirconts-
rence du cercle, le point € déterminé par le rapport

AC ’ . . P ADB
= A3 ¢e qu'on fait par le Lemmie XXIX; puis p= 8

a1 aura
AC
Cm ™ BE

En effet, les quatre points A, B, C, m sont Jes sommets
d'un quadrilatére inscrit au cercle, dans lequel, d'apris lo
théoréime connu des Anciens et qui fait 1a base de leur tri-
gonométrie, le produit des diagounales est £gal i la sonrme
des produits des catés opposés; cest-i-dire que

AB.Cm=Am.BC+Bm.AC,
on
Am +%~g Bm— AR
Cm Tol

€. Q. F. m,
Observation. Si la raison doonde est égale  M'unitd, le
point C sera le milien de Pare ACH, et I'équation satisfera
i 'énoneé du X1V Genre (voir p. r7u).

XV*Genre. (Voirp.174.)

Porsaw CXCUL - Deux droites OA, OB deant don-

N nées, i Fon ména une
droite mm' qur fasse soit
avec AQ ¢t OB, soitaver
OA ot le prolongement
de OB, un triangle
mOm' dgal & un espace
donué v : le rectangle
des deux segments Om, Ow' est donns,

m’ a [0 hooow™
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détermine le poiut A", Puis, Pi el €/ qui vonpent AL en
1etJ' On prendra I'B = A1, vo= AT.A'A etp = AL
Lo effet, d*aprés le Porisme CLXXXIX, on a Pégalité .
Am. J'm' == A'm'. A,
ct P'on en conclut, comine au Porisme CXXIL, Péquativa

Am B! = AL A'A .+ AL iand;

ce qui démonire le Porisme.

Qbservation. Si l'on cherche co que devient I"dquation
fpuand le point M est pris sur are 2Q & qui aved ¢Pj com-
{tléte la circonférence, on trouve qu'il y a denx cas i con-
sidérer :

Dour les points des ares iz, jb contigus 3 iPf, I'équation
st

Am . Bof 4 ALLAA == AT mnt',

Et pour Jes points de Pare aQ 3, elle devient

Am Bul TN mm’ =TA A'A,

Ainsi la circonférence est partagée en quatre arcs consé-
caidls jP fa, aQb, b dont le premier et lo troisiéme
donuent lieu & deux équations différentes, et les deax an-
tres & une seule équation.

X1* Genves (Voir p.132.)

TPorisar CXCIL — T segment de cercle AmB dtans
m douné, ainsi qu'une raison A: on peut
trouver un point C et une raison u, tels,
que les distances de chaiue porne m de
8 'are ds cercle AmT aux trofs poinis A,
ol B, C auront entre elles la relation con-
stanle
Ant + M. Bm
— Cm T
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Cela résulte des Lewmmes XX et XX!; Ln effer, soit ab
une position de la droite sand. Les denx triangles a0 8,
mQmf sont dganx par hypothése. Leurs angles en O sont
égaux ou supplémentaires; par conséquent, d'aprés le
Lemme XX dans Je premier cas et Je Lemme XX dans le
sevond, leurs surfaces sont entre clles comme les ractangles
0a.0b et 0m.Om'. Done ces rectangles sont égauz.

Soit D} perpendiculaire sur OB; on a

tiangle bOa:Ob'anzy,
a
don
1y Oa
Obza—o ey Oa.OB_Qv.;ﬁ.

- Oa . .
Le rapport D est constant, quel que soit le polul a

pris sur OA. Le rectangle 0a.0b, et par conséquent
Oum.Opd; qui lui est égal, est done déterminé.

Ce qui démontre le Porisme,

Poarsme CXCIV. — & d'un poine Y pris sur le dia-

méire AB d'un demi-cercls, on méne

m une droite & chaque point M de la cir-
conférence, et que parce point on méne
& cette droite une perpendiculaire qui

s P Y rencontrera en denx points m, m', les
tangentesen A et B 2o rectangle Am.Bn/ sera donné.

Cela vésulte du Lemme XXXT (proposition 157) dapris
lequel

Am.Bm=PA.PL.

Portsme CXCV.—S8F awtowr d'un point fixe on fait tour-
ner un ¢6té d'un angle de grandenr donnée dont le som-
met glisse sur une circonférence de cercle : autre c6té de
Pangle forme sur deux certaines dreites données de posi-
tion dewx segments dont le rectangle est donné,
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Soient D le point donnd sur le diamérre A'H, et DNX une
I position de l'angle mobile. Qu'on

méne A'X faisant Pangle XA'D ggal
4 DNK, et B'Y paralitle A A'X 5 puis
par le point D une perpendiculaire
" & ces droites, qui les rencontre en A
et B. Le chiéd NK de l'angle N fait
sur ces droites les segments Am,
I'nd dontle rectangle est ézal 3 DA DB,

Cela résulie du Porisme précédent; car si Vor méne DM
perpendiculaire sur lo coté NK de I'angle mabile, le point
M sera sue le cercle déerit sur AB comme diambire (ce
yw’orr démontre par le raisonnement déja employé au Po-
risme CL.XXVI)‘ Dane, d'apréa le Porisme précédent,

Am. Brf==DA.DB.
€. @. F. D.
Powisse CXCVI.--S5i cutour de deux points fixes D, IY
pris surle diamétre AB d'un demi-cercle

& dgale dittance du centrs, on fair

tourner denzy droites paralldles qut ren-
m contrent la circonférence en deux
v points, B, E': la droite EE' forme sur

les tangentes en A et B deux segments
~Am, Any dont le rectangle est dorné.

Ce rectangle est égal 2 DA DB,

En eilet, les deux droites DE, D'E' éuant paralliles et
égalemerrt Eloignéus du centre, 'angle DEE' est nécessaire-
ment droit. Carsi 'on méne le diamétre perpendicnlaire &
ces droites, qui les renconwe en G et &, on a CG=CGy
par suite, Caprés le Lemme XXXV, la corde BE est pa-
ralléle & GG'. L'angle DEE est done. droit; et corséquem-
ment, d'aprés le Porisme CXCIV, le rectangle Am. Am'est
¢gal A DA.DR. c. @ . D
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deux & deux, des angles égaux i ceux des droites CA, Cur,
Ciet CX. :

On cn conclut par le raisonnement employé pour1a dé-
monstration du Porisme XCVIT, qu'i} existe entre les deox
systénes de points D, m, 1, et A, a/, J' 1a relation

1
5 = nas ou Im.Jm{=ID.FA.
<. Q. E. D,

Autrement. Les deux wriangles 1Cm, ¥ a'C sont sem-
blables, parce que les cdids IC, Cm, mI du premier sont
également iuclinds sur les cdtés respectifs ¥nd, m'C, Cl'du
second, On a dooe la proportion

Im ¥ p—
= Jeli=1C.Cr=1C.
e =y o Im.Pn/=1C (Y
Ainsi le rectapgle Im. ¥ m' est donné.
€. Q. F. b
Cette seconde expression du rectangle Ene, 3w s ramidne:
imimédiatement & la premidre. Car dans le triangle 1CA,

IC' = ID. 1A =1D.7'4.
XVI* Genre. [Yoir p. 177.)

Ponusse CXCIX.— &7 autonr de deuzx points P, Q d'un
carcle, on fait towrner
deuxr droftes qui s
coupent en M sur ln
circonférence, et qui
rencontrent une corde
EF en deux points m,
w'y un point A étant
donnd sur cette corde : oir pourra trouver un sscond point
W, un rectangle v ot une ligne p, tels, que pour des points
€M du vercle, en nombre infini, on aura toufjours lee refo-
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Autrement, Sans invoquer le Lemme XX X V], les cordes
EF, EI¥ sont dgales, comme paralléles également éloigndes
du centre; et corzie le diaméire gui leur est perpendicu-
laire passe par lears milienx, GE=GE': don¢ EE' est
paralléle & GG'; et 'angle DEE est droit. Dsue, ete,

Poarsue CXCVIL — Etant donné wn demi-cercle ACB,
une tangente quelconque mm! fait sur
les tangentes qux extrémités e diamé-
> tre AB, deux segments Am, Bm' dont
le ractangle est donné.

Cerectangle est €gal au carré du rayon

L m'

n

i o 8
du cercle.
En effer, soient 7 le point de contactde la wangeunte, e1O
}e centre do cercle. Les deux droites Om, Om' sont rectan-
gulaires, parce qu'elles sont perpendiculaires respective-
men! aux cordes An, Br. Lo triangle mOn! est done rec-

tangle en O, et par conséquent oua mn .= On =R
DMais mn = Am, et m'n=Ba/.

Done

Arm Am =R,
€ Q. F. D.

Ce Porisine pourrait dlre considéré simplement comme
un cas particulier du préeédent.

Yorrsaz CRCVIIL—Quand un losange AIBY est circon-
scrit Aun cerc[c. loufe langen te qu cercle
Sfait sur Les cdtés AL, AY deux segments
Im, Yo', dont le rectangle est donné.

Soit D le point de contaci du cbié 14,

By onaura
Im.Jad=1D.JA.

En effet, soit Cle centre du cercle, el
B Ci, Cf paralléles & AL et AL, respective-
ment. Les quatre droites CI, Cm, CT, G, font entre elles
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tion
Am. Ba' 4y

mm' B

Qu'on méne Pj et Q/ paralldles & EF; puis P, Q qui
rencontrent EF en Let ¥, Quion prenne I’ B'= A; ' sera
le point cherché, La droite PA renconire la circonlérence
en a; ¢t Qu rencontre EF en A, On fera v = AL.AAY, et
p==AlL : ‘

Eafin, le point M devra se wouver sur l'arc iPj, ou sur
Vare ab déterminé par les lignes PA e1 QB

En effet, supposons-le sur Pare iPj; les deux points m,
ny ont, avec deux autres points G, ' déterminés de la méme
maniére, la relation

A Af ! .
-C%= X E]_";’ri:_" (Porisme CXXIX.)

{tui entraine, comme an Porisme LXX VLI, la suivante

Am B’ - ALLAA
mm’ -

Al

Le Porisme est done établi.
Si le point donné A est sur la civconférence, en B par
exemple, le rectangle v est nnl et la relation entre les deux
points ne, m’, quialors convienta tous les points M de la

circonférence; devient
Em. B n

e’

=EL

Clest le cas prévu dans 'énoncé du X VI Genre.

Observations. 5i daas la figure sur laguelle nous venous
de démontrer le Porisme, lo point M est pris sur Vave iE.
on sur j ¥, on trouve que I'équation devicent

Ame Bl = AL AA 4+ AL .

Pour les points de Vare Ea ou de Vare F byoelle prendd
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une troisidme forme

Am. Bad o Al mnd = AT AN

Alpsi la circonférence est divisde en six arves, /E, Ea,
ab, BT, ¥f, ij. Deux de ces arcs, ab, {f, qui sont opposds,
se correspondent; des quatre sulves, ceux qui se correspon-
dent sont d'une part aE, 3F, qui sont contigus 3 ab; de
Yautre, /E, jI¥, qui sont contigus & 7f ¢ et chacune des wvois
équations se rapporte & P'un de ces couples d'arcs corres-
pondants.

1l w'en était pos entidrement de méms dans la figure du
Porisme CXCI, qui appartient au X¢ Genre, et qui ne se
distingue de cclle dont nous venons de nous oceuper gue par
la position de la droite AA’ en dehors du cerele. Les Jillé-
rentes positions du poiut M exigeaient aussi trois équa-
tions : mais la circonférence w'était divisée qu'en quatre
pariies. A deux parties opposées répondait une seule des
rois équations. Chacune des deux dernidres parties cm-
ployait senle une des deux égquations restantes.

Mais on voit que les équations qui expriment les X* et
XVF Genres se présentent ensemble dans une méme ques-
tion,

Toutefois dans Uouvrage d'Euclide les questions relatives
A ces deux Genres n'ent pas éié les mémes. Ce géoméire,
guidé par une considération théorique importante qui teut
aux imaginaires, comme nous allons le dire, 2 44 inuo-
duire dans les énoneds des Porismes dont Pappus a formé

‘le XVI* Genve une condilion d'aprés laquelle ils s'ap— .

pliquaient nécessaivement 4 des questions, oun dz moins
i desfigures, dilférentes des questions on des figures qui ont
fourni & Pappus son X* Genre, Cetle coundition, c:e.st que
le sectangle v puisse devenir nul par suite de la position d‘u
point A, coudition qui n'existe pas dans e texte du X°
Genre,
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tives des points et des lignes, a demandé i Apo“.onius
89 eas; celni de 1a section de Pespace 84, et celui de la see-
tion déterminde 83, on doit dure efirayé des obstacles mul-
tiplids qu'a dit rencentrer Euclide en intraduisant daus I
géométrie les équations A trois et 3 quatee lermes qui font
le sujet d'an grande partie des Genres indiquds par Pappus.

Sans doute 1a nature et le vaste ensemble des propesi-
tions varides auxquelles s’appliquent ces éynations qui se
rattachent & une théorie unique, celle des divisions hio-
mographigues, forment le mérite principal de I'ouvrage
d'Euclide. Mais on peut croire que la nouveanté hardie que
préseutaient les Porismes, A raison des difficultds que nous
avons signalées, a ét€ aussi un des motils de admiration
de Pappus pour ce grand ouvrage, en tout si original et si
profond.

Pent-dtre s'étonnera-t-on qu'Euclide w’ait pas donug de
Porismes susceptibles de former un Genre exprimé par la
troisitme des équations renfermdées dans la formule algé-
brique

. Am Br + ve=ponnd,
savoir

Am.Bm' 1A .mnd =TA AL,

éyuation qui se présente dans les mémes questions que les

deux premidres, comme on I'a vu ci-dessus {Porismes
CXC, CXC! er CXCIX).

Cette abstention sexplique paturellement; car ccite
équation répond précisément aux positions des poinls
m, m/ qui ne satisfont pas anx deux antres équations, 1l
aurs done suffi 2 Enclide d'en faire la remnarque dans quel-
que scolie, pour éviter de multiplier inutilement les exen-
ples de Porismes. Une réserve de ce genve est bien dans
Pesprit du grand géométre et dans lo caractére de son ou-
vrage, ont il u'a voulu donner que des principes et los
germes d'une foule de conséquences importantes.
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Oun reconnaitimmidiatement dans 1a géomderie noderne,
que cette distinetion revient au cas ol les potzes doubles des
deux divisions homographiques formées par les conples des
points m, m' sontimaginaires.

Ce sont sans donle ces cas d'imaginarité dont Euclide a
voulu montrer les consdyuences, en distinguant avec pré=
cision des questions qui conduisent anx mémes relations
eutre les points variables que l'on considére, et il les a ca-
ractérisées si nettement, que Pappus en a fait deux Genves
séparés,

Les Livres de la seetion de raison, dela section de Pes-
pace et de la section déterminée, nous apprennent que ces
cas d'imaginarilé avaient frappé vivement P'imaginalion
des géométres grens. Apollonius y a trouvé le sujet de belles
questions de maximum qui nous ont été conservées par
Pappus, et qui suffiraient pour mentrer la sagacité et le
génie de celui yue ks Anciens avaient surnominé le grand
gléomdtre.

La comparaison de ces trois ouvrages de la section de
raison, de la section de 'espace 2t de la seciion délerminée,
met aussi en évidence toute la hardiesse d'Euclide dans la
canception de ses Porismes., Elle fait sentir combien il a en
i surmonter de difficultds pour donner toujours aux énon-
cés une rigonreuse exactitude.

Ces diffienltds naissent pour la plapart de la diversitd
des positions relatives des points dans une figure, en d'au-
tres termes, de }a direction dés segments; elles ont disparu
dans la géoméirie moderne par l'introduction des signes 4~
et —.

Si le seul probiéme de la section de raison, le plus sim-
ple qu'on puisse imaginer, puisqu'il s'exprime par Péqua-

vion & denx termes Am=1.B'n/; la plus simple aussi de
wutes celles qui se trouvent daus les Porismes, si ce pro-
Lldme, dis-je, & raison de ces différences de positions rela-
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XVH® Genre. {Voir p.184.)

Ponsue CC, — S autour de denx points P, Q d’un
cercle on fait tourner deux droites
qui sc coupent en M sur la circon-
Sférence et renconirent en m &t n'
une tangente fixe AL : le rapport
du rectangle A, Am! & U'abscisse
mm’ sera donné,

Qu'on méne Q7 paralléle 2 la tangente AT; et Pi qui
coupe celte langente en I3 on aura

jmim i ¥

En effet, soit Pj paralléle 4 la tangente, et QF qui coupe
cetie droite en ¥, Oun a, d'aprés le Porisme CXXXIY,

And Ime=Am. AT,
Or A¥=1A. Done

(]
Al Im=Am.JA, ou Aml AL
Am ml
Par suite,
Am' Al

Aar —Am  Al—ml’

A’ Al Am An' y
.n:n—' = A—;;) m‘,— = AI.
€, Q. F. D.

Porsme CCY. — Quand un cercle est circonscrit &
un triangle ABC, st autour des deux
sommets A, B, on fait tourner deux
droltes qui se coupent en chagque
point M de la elrconférsnce, et qui
rencontrent une corde clen m et m';




( 30)
e rectangle em.fud est & Fabscisse mm! dans une raison
donnde. )
Qu'on méne la corde B{ paralléle & of, et Ay yui ren-
- eontre ¢f en I, on aura

ent . fin'
—_——= GI.

mm
Eu cffet, nous avous vu {Porisme CXXVI) que
em fo' DD’ ou B __yom
an fm D MM T hes
Par conséquent, d'aprés le Porisme LXXXTI,
L
em.f:n = ol
am
€. Q. F. D

XXTI* Geare. { Veir p. 2ot}

Pomsur CCII. — Ui cercle ef une droite DE érant
¢ donnés, si da Pextrémité' A du dia-
n métre perpendiculaire & DE on wiéne
une droite qui rencontre la carcle en
. v met DE enn:le rectangle Am.An
est donné.
En cffet, les deux triangles AmB,
ADn sont semblables, comme élant

rectangles et ayant Fangle A commun, Par conséquent,
on 3

n

%=£};’ on Am.An=AB.AD,

Ce qui démontre le Porisme.

Pontsue CCHI. — Frant donnés deux cercles dont
Tun a pour centre un point A de la circonférence de l'au-
tre; st une langente au prem:’er rencontre le seeond en
deuzx points m, o'z le rectangle des distances de ces points
au centre du premier cercle est donné,
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Ce rectangle est dgal an carré da rayon du ecrele.

En effet, sofent M, M, los points de eontaet des deuy
tangentes paralléles; Tangle MAM! ost droity par suite
Pangle mCa, dont les cdics sont perpendiculaires aux
cordes AN, AM', est aussi droit. Le triangle mCm' est

done rectangle en C; et conséquemment Am.Am' = CA

’ € Q. F. 1,
Poutsue CCVL. — 8/ par deux points D, T¥ pris sup

- le diamétre dun demf—cercle, & égale

m distance dn centre, on méne denx droi-

A PR paralléles Dm, V! termindes & Ia

/; circonférence : lp rectan gle construit sur
g ces deux droites est donné,

Concevons que la circonférence ealidre soit déerite, e
prolongeons la droite Dm jusqu'd la circonférence, en 7,
Te dis que D est égale & Vad, En elfet, joignons Cu et
Cnl'. Les deux triangles CDr, CIYn sont égaur, parce

qu'ils ont des angles dgaux en D et I, et deux cdtds &gaux
chacun 4 chacun. Done

Dn=Dwm'.
Dhailleurs Dm.Dn=DA.DB.
Done Dm.IYm' = DA.DB.

Ce qui démonzre le Porisme,

Ponisux COVIL, — Un-triangle ACB étant donné, si
on méne deux
droftes paralle-
les MN, M'N’
qui forment
Pune avec les
deux cdtés CA,
CB et l'autre
avec les prolon-
gements de cves
cdtéds an deli
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Soit AD le dizmétre du sccond cercle; AM le rayon du
premier. On a

by Am.Am'= AB.AM.

m

" En effet, les deux triangles rectan-
gles AmB, ANm' sont semblables,
parce que les deux angles ABm et

A m’ M sont égaux comme &tant 'un et Panire suppléments

de V'angle mnd A, Par conséquent,

Am o AL, ow Am.hm'=AB.AM,
AB n

Danc, ete. ) )
Porrsxee CCIV. «— Deux points O, A étant donnds sur

uns droite, si Pon prend sur

w w0 i gette droite, d'un méme edité
du paint O, deux points varia-
¢ "4 ™ blesm, ', tels, que 'on ait
£
Om Am
G Am’ v

Is rectangle Om.Qn' est donné.

En effet, Om.Om' = [

Ce Porisme n’est que la traduction du Lemme XXVI,
quand les deux points i, m! sont pris du c?r.é opposé au
point A, & partir du point O; et du Lemme XXVI1, quand
m et m' sont pris du méme cd1é que le point A.

Pontsur CCV. — Etant donnés un cercle et la tan-
gente en un point A, si lon méne
deuzx tangentes paralléles entre
elles qui rencontrent la tangente
fixe en denx points m, w': le rec-
a— tangle Am.Aw' est donné,

M

20
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du sommet C, les triangles MCN, M'CN' éganz en sure
Jace au triangle ACB : ces droites rencontrent la base A
du triangle en denz points w, ', et le rectangle des dis-
tances de ces points au milicu de AB est donné.

Ce Porisme se conclut du Lemme XXXII (propusition
158}, pris dans'éiat de généralitd qu'il comporte, comme
nous ['avons dit précédemment (p. §6). Soient D le milien
de AB, et 1 Je point oi MN coupe CDj on a, d'aprés le
Lemme,

— s — Da AT P
Dm =DB-m, ou Dm=0B "5“’?'

Par conséquent,
— —— [t |
D =DB . _llj)_m_’, ou Dm.Dm'=DB.
m

Ce qui démonire le Porisme.

Observation. La démonstration du Lemine donnde par
Pappus est assez pénible. Voici une démonsivation divecte
du Porisme. Elle est fort simple, et la démonstration du
Lemme en résulte immédiatement.

On a d'aprés le Lemme XX (proposition 145),

CA _CN

CA.CB=CM.CN ou v

Soit O le milieu de mm'; CO est paralléle & MN, et les
triangles semblables alnsi formés donnent

cA_ 04
CMT Om

_ Qm

et on

S

Dauc

OA _Qm 1 Om=0A.0n.

Cette équation, en verte du Lemme XXXIV dont on pant
20,
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Invoquer la réciprogque, entraine cetle—ci:

maA A
~mBT m'E

Ei de cette dernidre, en vertn du méme Lemme, on conclut

—
DB =Dm.Dm'.
’ €. Q. F. D,
Pomisur CCVIIL. —~ De chague point M d'une tan-
gente & un cercle, on méne
une seconde tangents et une
droite passant par un point
donné Py cette tangents ot
cetle drolte rencontrent une
autre tangente BG en deuz
; X . points m,m': on peut trou-
o i . & per deur points 1, I rur HG,
es 3

; pace ¥y tels, que le rectangle Im. ' sera tou-
Jours dgal & v,

En effet, concev i i
o ) ons l’es points M, A B, C de la droite

« L.es tangentes menédes par ces points rencontrent la tan-
gente HG, en m, a, 3, ¢, et los-dr
points au point P rencontrent
w, &, ¥, ¢,

oites mendes des mémes
cette méme tangente en
G a, d'une part,
MACA_maca e
WB GB —mi ;g (Porisme CXXXI, Corollaire.)
ct d'antre part,

E_Cl___m’a'.c'a' -
ME TR S i T {Lemme ITY, Corollaire I, p. 82}

Done

LW 4 v
ma ca  m'a' da

2.0 ma.mw'y  eall
wml el T W TR Y =

iy L
mib, n'a’ ch.dq'
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En effet, solent les trols cordes pMM', p AN, pCC/, dont
1a troisitme est menée de maniére que PO soit paralldle &
DX. Soit P le point oft Ja droite pP rencontre la circonfé-
rence. Les quatre droites PM, PA, PC, PC rencontrent
respectivement les quatre PM/, P'AY, P'C/, P'C en quatre
points pt, &, 7, 7: situés sur une méme droite {Porisme
CLXXIT). .

Désignons par m, 4, O, les points od les trois droites PM,
PA, PC coupent DX; il existe entre ces points et les qua-
e p, &, 7y 71, la relation

Om _ s LB, (Lemme X1.)
Oa b

Appelons pareillement ¢, &, ¥, 7, les poinis oit les
quatre droites qui partent du point P coupent DX ; il existe
encore entre ces points et les quatre g, «, 7, ¥, 1a relation

e TE LT

12ty 7T

Enfin les quatre droites PM/, PA!, PC/, PC fout entre
elles les mémes angles que les qaawe P'M, PA', P'C, PC
qu’elles rencontrent sur la civconférence; etVon en conclut,
d*aprés les Corollaires 1T et 111 du Lemme XI (p. 83), que
les points déterminds sur DX par ces deux sysibmes de
quatre droites ont entre eux la relation

{C6r011. I du Lemme HI, p. 82.)

e A 04
.1'7 ‘oal T Oud
11 résulte de ces trois égalités que

Oum Oa’
—_—— e———y
Oa om'

on Om.Om'=0ua.04.

Cu qui démontre le Porisme.
Pantsmn CCX. — U cerele est circonserit & un trinn-
gle POQWS ot antonr s dewz sonmets By Q on fait tour-

{ 3og )

Cotte dyquation proave Laprés le Porisme XCHI {1}, qu'il

existe deux points I, 3 tels, que Pon ait
Im.¥m'=conslante = v.

Pourdéierminer ces points, on fait d'abord passer par le
point P, parallélement i GH, une droite qoi rencontre EF
en 73 la tangenle menée par ce poiut £ coupe GH en L
Ensuite on obtient le point J', en menant Ia tangente pa-
ralltle & GH, et par le point j ou elle rencontrs EF, la
droite jP; cette droite coupe GH an point cherché I/, On
détermine P'espace v en prenant la tangents Mm dans une-
position particulidre. Par uxemple, qu'on supposele point
M en E, et soit ! le point o la droite EP rencontre HG;
owaura v == IG.J'¢'. 8i I'on place le point Men G, et qu'on
appelle g le point de contact de la tangente HG, ont aura
v=1g5.7G.

Ponsue CCIX. — Siautour d’un point p on fait towr-
ner une corde MM d'un cercle, et que d'un point P de la
circonférence on méne PM,PM quirenconirent une drotte

Fze DX en dewx pomnts m, w' ; il existera sur cette droite

urr point O, tel, que le rectangle Om.Ow! sera constant.

D ¢ amm's' 1 y;\ ];L' @ X

{1) Daus ca Porisma XCHL, los dows sdrics de poinis o, 2, by, 0r, 2,
¥,... sont supposies sur denx droites diliédrenices; miais il est évident guela
ralaiton Jémontrée subsisie gueite guue suil fa position velutive des deax
droites, ¢t conséquentment quand clles cuinetdent, comne refa a Tiew ivi,
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ner dewx droites PM, QM qui se conpent sur la circonfé-
rence el renconirent, respeclive-
ment, deux droites fixes AX, A'Xs
en deux points m, m'y si les paral-
leles & ces droites menées par les
points P et  ne se coupent pas sur
la circonférence : on pourra trouver
surcesdroitesdew paints L et ¥, tels,
quclerectangle Im, ¥ sera donné.

Qu'on méne la corde Q/ paraliéle 3 A"X/, et P7 qui ren-
contre AX en X5 puisla corde P paralldle 3 AX, et Qf qui
vencontre A'X’ en ¥; ces deux points T ot ¥ sont Yes points
cherchés. r, 7 étant les points d'inwersection des droites AX,
A'X! et dea cotés PR, QR du triangle, respectivewment,
O11 zura

L. Yol = 1r. 0V

En effet, les quatre droites PM, PR, Pi et Pj fout entre
clles des angles égaux i ceux des droites QM, QR, Q/ et
€)j. Par conséquent, si 'on congoit que ces deux systémes
de quatre droites coupent une transversale menée arbitrai-
rement en deux systémes de quatre points my, ryy L, T, et

’ U o H 3 .
nt,, r',, I,y J,, on aura entre ces points I'équation

Lay  Jon,

L1t Lo, Vo,
Tr " Tn oL TR {Coroll. TII, p. 84.)

Mais d'aprés le Corollaire I (p. 83), le premicr membre
Y
I

. . . , Ln .
de cette équation estégal & I le second &

Done

1m Jr

™= o Lin Imi=1r.J'».
r nt

Ce qw'it fallait démontrer.
Obscrvation. 51 les paralidles i AX et X, mendes pax
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les points P et (), se conpaient surla circonférencgk ie Po-
risme n’aurait-pas lien, parce que les deux pointsTet ¥
n’exisleraient plos; les draites qui les déierminens se tron-
vant alors paralldles, vespectivemnent, avx droites AX, é’X’.
Ce gu'on exprime dans la Géométrie moderne en L!ISZII!L
que les points T et J' sont & Vinfini. Ce casa éiéle sujetdu

Porisme CLXXXYVI,

XXU* Genre. { Voir p- 224.)

Pomisue CCXI, — Erant donnés dewx droites 8X, X/
non rectangulaires, dans
\rx- le plan d'un cercle, et
deux pomnis A, B surla
premiére 5X; si de cha-
que point m de S5X on
méne deux tangentes au
cercle, et gu'on joigne
des deux points de con-
tact par une drolte qut
fencontrera SX! en un
pointm’: on pourra trou-
ver deux points &', B sur
certs seconde droite don-
née, lels, que le rectangle Am.B'w' rera au rectangle
A'm' . Bm dans une raison donnée.

Que par chzcun des points 4, B on méne denx tangentes
au cercle, les cordes de contact rencontréront SX! anx points
demandés A', B'. Seit J' le point on le diamétre du cercle
perpendiculaire & §X coupe cette méme droite SX'; la vai-

T4

By
son constanle est

) ST ] "
7! ¢ est-a-dire qu’on aura

An Wa' B
R M — AP

{ 344)

existara une droite donnée de position, telle, que la scg-
y ment pp! formé sur cetle
draite par celles qui joi-
gnent e point donné O et
les points m, o, sera tou-
fours de la longueur don-
née a.

En efter, on sait {Porisme
CC) que l'on a

')
Anm Awm' An.An
———— == const, == T
mnt’ an

au
.
Am ' m An' o
Au "a'n T Am' oand

Si d'un point donnd O en méne des droites aux cing points
A, m, nd, n et i, et qu'une droite paraltéle A la premiére
OA les coupe aux points p, i, ¥, ¥/, on aura {en vertu du
Corollaire I, p. 83) les deux égalitds

Am n'm 'y
S =,
An"m'n s
An' _na' '
Am' T T W

1 suit de 14 que
L F)
Fl | r
EZ=2, ou gt = ',
groow
11 faut done inserire dans 'angle m Q' une denite de la
lougueur donnée = et paraliéle 4 Ja droite OA. Cette droite
satislera i Pénoneé du Porisme.
Done, etc. o
Porisue CCXIIL. — 8 parle centre de similitude de
dewx cercles on méne wne droile qui les renrconire en
quatre poinds : les tangentcs e vos pm’nf.cf_orm(:u( un pra-
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En eifet, Jes cordes de conizerl des langeules mendes par
les trois points A, B, m et lediamare perpendiculaire & 5X,
qu'on peut regarder comme la corde da contact des tan-
gentes paratléles 8 5X, passent par un mame point {Porisme
CLXXVH). Or ces droites sont perpendicnlaires respecti-
veinent anx droites mendes du eentre du cercle aux points
A; B, m, et paralltlement i SX. On a done deux faiseeatnx
de quatre droites, dont les quatre dernjdres font entre elles,
deux 4 denx, les mémes angles que les premidres. Ces deux
faisceaux somt coupds, respectiverient, par les deux droites
5X, SX', en des points qui, d'aprés les Cerollaires de
Lemme 111, p. 83, ont entre eux la relation

Awm A'm! LAY

BT W BT
ou

Am B ! B'Y

B, ATor FU

Ainsi le Parisme est démoniré,

Observation. On coagoit que la considération des deux
points m et m' peut douner lieu A beaucoup d’autres Po-
rismes qui se rapportent i la plupart des Genres du pre-
mier et du second Livre. Les deux peints variables m, m/
peuvent &ire pris sur une méme droite, car il est permis de
supposer que SX’ cotncide avec SX. Il nous saflit d'indi-
quer ces Porismes, dont les démonsirations n'offriront au-
cune difficulié, et qui néanmoins pourront faire le sujet
d’exercices intéressants,

¥= Genre. (Voir p. 136.)

Porrsur CCXII. — Autour de dews points P, Q d'uny
cercle on fair tourner dewr droites qui se coupent sur la
circonférence, et renconirent une tangente fixe en m et
m'y un point O érane donné ainsi quune ligne a : il
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rallélogramme dont la dinganale e est sur une droite

dannde de position,
En cffet, les tangentes en a et o sont parallélos, puisque
Lo le point S est le
. centre de simi-
Tiude des deux
cercles {Porisme
CLXXXII, Re-
margue); les an-
gles cad et a'b
sont donc égaux. Or I'angle ¢I'a’ est égal & l'angle 2V,
Donc Jes anglesen a et &' du triangle eab’ sont égevy, et, par
conséquent, ce triangle est isoctle. Ainsi ea = eV, et pa-
veillement ¢ & = ¢'3. De sorte que la diagonale ee cotncide
avecladroite lien des points d'odi I'on peut, mener aux deux
cereles des tangentes égales {Porisme CLXNI). Cequi Jé-

montre le Porisme.

¥I* Genre. (Voir p. 13g.)

Pomsur CCXIV. — Etantdonndes dans un cercle denz
eordes SC, SC' gui partent d'un
méme point S de lu circonférence,
on méne de chaque point m pris sur
Iz prolangement de 8C deux tnn-
gentes au cercle; la corde de con-
tace rencontre SC' en un point w' -
la droite mm' passe par un point
donnd. .

En ellit, concevons que le point m prenne deux positions.
A, B sur la corde 5C, puis vienne en 5; les quatre cordes
de contact, dont la dernidre sera Ja langentz en 5, passe-
ront par un méme point (Poiisme CLXXVIT) et seromt
perpendiculaires anx dioites nwendes Ju contre du corele
ans quatze points s, A, B, S, On aura done deny fiisceans
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de quatre droites, dou les derniéres qui partent du centve
du cercle font entre elles, deux i deux, des angles égaux a
ceux des premidres. Par conséquent, ces deux [aisceanx de
quatre droites rencontrent, respectivement, les deux droites
5C et 5C en deux systémes de quatre points o/, A', W, S5
m, A, B, 5, entre lesquels 2 lieu 1"éguation suivante :

8A mA _ SA _ w'A
§B‘'mB SE ' WH

{Corollaire I, p, 84.)

On conclut de la, d'aprés le Corollaire I du Porisme
XXIV, gque les wrois droites AA', BWY et mad passent par un
méme point. L€, Q. F. Do

VII* Genve. ( Vuir p. 144.)

Ponsue CCXV. — Eeant donnés dewx droites vectan-
gulalres SX, 8X' dans ls
plan &un cercle, et un paint
A sur la prcrfu'éra. st 'on
méne de chague point m de
w celle-ci denx tangentes an

T

cercle, puis ln corde de con-
tact qui renconirera fa se-
cande droite en i point '
on paurra trouver sur cetie droite un j:or‘nt Al ted, gue
Ie rapport des segmenis Am, A'm’ sera donné.

Lacorde de contact des tangentes menées par le poinr-A
coupe SX’ en A’ qui ost le point demandé. Soit § le point
oit la corde de contact des tangentes mendes par le point 8
coupe 5X': on aura

3

¥

Am A8
A TAE

En cilet, les eordes de contact des tangenies au cercle
wendes par fes (rols points A, we, 8 passent pae un méme
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XXIX* Gewro, {Voir o 237.)

Portswe CCEXVI. — Deux droites reciangnlaives SX,
SX! érant données dans le plan dun cercle, si de chaque
pointm de la premitre on méne des tangenies au corcle,
et qu'on joigne les points de contact par una droite qui
rencontrera la seconde dreite SX' en un point o' 1 il exis-
tera un point Q, tel, que chaque droite mm'’ feraun angle
donné avec la droite mende du point m & ¢ce point O,

Lt sile point de concours 8 des deur droites dounées
SX, SX! est situé sur la circonférence du corele, la droite
mu' sera paralléle & une drotte donnée de divection.

Cette Proposition est uue conséquence du Porisme
CCXV ot du CLVe. Car, d'aprds le CCXV?, les denx
points rr, 1 forment denx divisions semblables et par con-
sdquent le Porisme devient le méme que la CLV-,

11" Genre. {Vair p. 157.)

Pontsare CCXVIIL - Eeant pric deux points P,
sur une tangente & un cercle, on
Sfait tourner autour du premier
nne droite Pu qui rencontre le
cercle en deux points, et lon
méne les tangentes en ces points,
lesquelles se coupenten n'; le point
de concours w des droites Pn, Qn
Y st sur une droite donnée de posi-

tion.

Sotent Sle pointde contact dela tangente sur laquelle sant
prisles points P, Q; B lepaint de contact dela seconde tan-
gente issue du point’D. Le point #” est situé sur la corde S11
{Corollaive du Porisme CLXXVIT). Supposons le point »
de la drobte Pa situd aussi sur SB 1 d'aprés le Porisme CLK,
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point (Porisme CLXX V1), et vencontrent $X' en &', 0/, 5.
Mais les droites inendes du centre du cercle aux points A,
i, § sont perpendiculaires & ces cordes, respectivement.
05 a douc deux systémes de droites passant par deux points

" fixes, et faisant entre elles, deux & deux, des angles droits.

Or les deux droites 5X, SX' sont elles-mémes 4 angle droit;
et il en résulte, d’aprés le Porisme CLXXXVI, que Jes
points A, m, Set A, m', § divisent les deux droites 5X,
SX’ en parties proportionnelles, ¢'est-a—dire que 'on a

Am _ A'm’ ' A AS

AT A N = e

¢. Q. F. D.
iX* Genre. { Yoir p. 149.)

Porisue CCXVI. — S§i d# ehague point m pits sur le
prolongement d’une corde EF
d'un cercle on wméne deux tan—

/ gentes, et qu'on joigne les points

' v _ de contact par une droite qui ren-
contre la corde EF en un point

m', le milien du segment mm’

étant n : Je rectangle Em.Em’ sera au segment En dans

une raison donnée .

Cela résulte des Lemmes XXV et XXXV car, d'aprés
le premier de ces Lemumnes, on a Péquation

Em Fuwm

Em’ Fm'®

ct par conséquent, d'aprés le second,

Em.End = En.EF,

on
Em, En’
=EI",
Exn
Done, ete.
{310}

les points n et o' seront lids par la relation
Sa__Sa",
Pytanlers 4

puisque le point x est situé sur la corde de contact des 1an-
genies mendes par le point ol

Seient a, &' Jes points analogues A n et a', pour nne autre
droite mende par le point P. On a, de méme,

8a__ 8a'
aB™ &'B
Ces deux équations donuent

§n Sa _ Sa' S«
nn'ﬁ— a’'B " a'B

Et cette relation prouve, d'aprds le Corollaire HI du Po-
risme XXIV, que les points d'interscetion des treis droites
Pa, PB, Pu, par les wrois Qa', QB, Q' nne i une, ros-
pectivement, sont en ligne droite. Clest-A-dire que le lien
du point m est une droite qui passe par le point B,

Done, etc.

Ponrsus COXIX, — Erant donnés un cercle et deur
droites RA, RP, dont
f'une rencontre le cer
cle en deux points A,
13, etdont I'autr-olmue
par le point de con-
cours P des tangentes
en ces points; une au-
tre tangente quelcon-
que ad rencontre ces
denx droites en deux
points M, N par les.
quels on méne les tangentes Ma', Na¥: le point de con-
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cours de ces tangentes et sur une droite donnée de position.

Cette droite est la corde de conlact des tangentes an
cercle menées par le point R.

En effet, cetie corde pesse par le point P (Porisme
CLXXVIL, Corallaire), et rencontre la droite AD en un
paint (). La corde aa’ passe de méme par le point P et ren-
contre fa corde AB enun point « : et I'on a

P2 25, (Porisme CLX )

Pa' " ad

Les deux tangentes Ma, Ma' renconurent la droite PQ
en deux points m, @’ : etde la relation préeédente,en vertn
du Lemme XIX, on dédule celle-ci ;

Pm _ Pm'
Qm ™ Qa

D’autre part, la corde de contaet aa” passe par le point

Q et rencontre RP en un point Py, qui fournit la relation

Pa _ Qs
P,a" " Qa”

Ea appliquant encore le Lemme XIX, et en appelant m”
le point ot la tangente Na’ renconire PQ, on obtient
Dm Qm
LI, L0
P T Qm*
5i maintenant on compare cette équation qui détermine
le point m, 4 celle quia &1é établie tout & henre pourle
point m’, on en couclnt que

m’ P m”
Qm T Qm”

Ce qui prouve que les deux points m', m? coincident,
Donec les deux tangentes Ma', Na” s& coupent sur la droite

PQ.

Dane, ete.
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qiri seralanidt du méme genre que le premicr, et tuntdt de
genre différent; tantdt placé semblablenont an premier,
par rapport & la droite (qu¥ joiut les denx poinis), et
tantdt placé différemment. Ces divers résultats dépendrom
des différences dos hypothéses.

Simson a dévelappé cel énoncd général dans son Traiwd
des Ligux plans d’Apollonius, et il en a fait le sujet de seize
Prapositions (1¥-XIX). Ce nombre pent paraitre, de nos
Jours, considérable. Cependant il est A croire, d'aprés les
expressions de Pappus, etle grand nombre (cont quarante-
sept) des Propositions des deux Livees des ewx yans,
qu'Apollonius en avair employé bien plus de seize pour
exposer avee sa viguear habimnelle 1ontes les circonstances
résumées dans cet dnoncé.

{ 321 )
Pariswe CCXX, o 87 s o rey i meitds d'un point
' /,; . Oaux différents points M d'une droite
L, on construit dus triangles Odm sem-
w blablesdun triangle donné : leurs som-
mets m serontsurune droite donnée de
Position,

Ea effet, Vangle en O de chaque
wisngle Odm est de grandeur donnée £, et chaque cas
Om estdans un rapport donné avee le catd OM. It s'ensuiy
que si, autour du point O, on fait towrner tous les ediés
Om, d'une méwe quantité angulaire égale A 0, pour les
amener en Om' sur [es cotds ONM, les points m’ seront sur
une droite L' parelléle 4 la dvoite L; puisque Je rapport
de OM 4 O’ sera constant. Or les corés Om ont tourné
de l'angle £L en conservant Jeurs inelinaisons respeciives,
ot comme une figure de forme constante : done lo licu des
paints i est une droite qui est venue s'appliquer sur la
drofte L', Cette droite fait avee celle-ci un angle égal 3
'angle £25 et sa distanee au point O est a la distance de la
droite L & ce point, dans Je rapport connu des chtds Om,
OBl

Ainsi le Porisme est démontré,

Hemargue, ‘Cette question st comprise dans I'énoncé
général suivant, par lequel Pappus résume cn grande par~
tie, selon ce qu'il nous apprend, les Prupositions du pre-
mier Livre des lieux plans d"Apellonius,

St par un méme point, ou par deur points différents, on
méne deuz droites qui sofent cotncidentas ou paralldles,
ow qui fassent entre elles un angle donné, et que ces
drottes soient dans un rapport donné, ou bien qiuelles
comprennent un espace donné : lorsque Vexirémis de
la premitre droite sera sur un len plan (une droite oy
un cercle) donnd de position, lextrémité Jde la secondy
droite sera aussi sur un aquire lien plan donng de Position,

21

{323 )

OMISSION.

XXUP Genro. [ Veir p. 23g.)

Pomisare CXXXVI bis. — Des cercles passent par un
méme point Q, et un point donné
Pon méne une tangente & chagne
cercle; puis on prend sur PQ un
segment P dgal & cetee tangente,
et le point w' milien da lu corde
Qn que le cercle intercepts sur PQ: le carrd de P est A
Labscisse mm' dans un rapport donns,

Ce rapport est 2 PQ; de sorte qu'on a

Qm
= =aPQ.
mmn’ Q

En eflet, puisque P est égal 3 fa tangente mende du
point P,ona

Pm= PQ.Pne= (P’ +m'Q) (P — ' Q)
5
out
P’ =Pm +Qm'
Or, d'aprés le Lemme XXIJ (proposition t4a, dans la-

quellé les lettres A, C, D, B corvespondent & P, u, =, QQ),
ont conclut de celte dquation, ¢ue

Qm == aPQ).

mm’
€ . F. b,
St le cercle anquel on méne [2 taugente rencontrait lo
prolongement de PQ, auquel cas le point m' serait anssi sn-
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ce prolongement, cest-d-dise an duld du puiest Q, ainsi que
le point m, e serait te Lemme XXIV que Pon Invoque-
rait, Dans ce Lemme {proposition 150) ce sant les lettres

A, D, B, C qui corvespondent 3 P, m, o/, Q {1).

(1} On pent penser qu'il y & eu, dans la lexte do Pappus, transposition des
Lemancs XX1IF et XXIV, et que ea dernier devraitsuivre immdédialement 1o
XX11%; d'nutant plus qu'alors les deux Lemmes XXTH et XXV qol espri-
mept ausal upe mdme proposition daas doux fats diffirenta dw 1a figere, sa
troaveczient Y'un i fa sulte de Paotee, commo coka sembla ualuret; et il en
vit eltectivemont ainsi des deur Lemames XRVE ot RXVIT quid exprimom
da mame wna seule proposition,

ERRAT.L.

Page 63, Vgne 3; aprés ces mots: i tous les points (o 1a cicconfGrones,
ajoutes : ou e certaines parties do la circondérence,

Dags G5, lgna 3 en yomontant; an licw de ces mots : 1'ont pour 1a plupart,
toe denx -premices notastiment, ez : a'ont pour la plupart, sauf le troi-
sidtma gui se reprdsents souvent,

Page 7, llgne 25 aprds cos moiss tes dix e1s dula propesition des guair
droftes; ajoutes : ou du moins una parie de ces dix cas,

Page 215, b I suite du Corollaire; 2joutes co qui ult:

Okservation. Lapromidre partie du Porisme prdcéddent ost Ja Lanune XX 1M
du 1¢¢ Livre des Principes mathématigies da la I'hilcsophie naturelle, do
Nowton ; ot fl n'est pas hars da propos do remarquer iel que Plllustes suteur
dnence colie proposition sous la fornre miéma des Porismes, en ces termes <

. Lawsa XXWI. — §i recta due positione data AC, BD ad data puncia A, B
for 4 datawmgue habeant rationcm ad lnvicein, et recta CD, qua puncia
indeiermineia C, B junguniar, secetur in ratione data in ¥ ; dico quod puic-
tunt K focabitur in recta poritionc dara.

Page 323, Ugna 14; ae fieu de VII® Genre; fises @ 1X* Genre.

. . AG. ALY AC. O
Paga 333, I~dernidra ligno; au feu de R
T A0 2 avan e T BP0, a4 tird flg o P’C' Iisex O 0

FIXN.
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