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JEAN-ETIENNE MONTUCLA
1725 - 1799

Fils d'un négociant,MONTUCLA est ne a Lyon le 5 septembre
1725 ; il appprend les langues et les mathématigques dans le
collége jésuite de cette ville, l'un des meilleurs du Royaume.
Aprés des &études de Droit a Toulouse, il vient d Paris ol, admis
aux reéunions littéraires qui avaient lieu chez le libraire
éditeur JOMBERT, il cotoie l'intelligentsia parisienne,
d'ALEMBERT, DIDEROT, COCHIN ... Son Histoire des recherches sur

la guadrature du cercle lui vaut d'étre nommé membre

correspondant de 1'Académie de Berlin en 1755.

MONTUCLA se consacre alors au travail immense de retracer
l'histoire des mathematiques depuls ses origines. Histoire au
sens large de l'@époque, c'est-a-dire incluant la mécanique,
l'astronomie, l'optique et la musique, un tiers seulement étant
consacré aux mathématiques dites, de nos jours, pures. L'ouvrage
parait en 1758 : le premier volume traite des origines, des
mathématiques grecques et des mathématiques occidentales jusqu'a
1'aube du XVIIéme ; le deuxieme volume est entiérement consacré
au XVIIeme siecle.

Toute sa vie,MONTUCLA travaille a une nouvelle édition de
son livre, incluant les acquis du XVIIIeme siecle. Il meurt
pendant l'impression du troisieme volume qgui est complété par son
ami Jérome LALANDE. Ce dernier ajoute un quatriéme volume
consacré a l'histoire de l'astronomie, de la geographie
mathématique et de la navigation (MONTUCLA n'avait laissé a ce
sujet gue des fragments).

A partir de 1761, MONTUCLA occupe divers postes officiels :
secrétaire de l'intendance du Dauphiné a Grenoble, astronome
royal et secrétaire de TURGOT dans une mission a Cayenne (1764-

65), inspecteur des batiments royaux ; il est aussi nommé censeur






royal en 1775. C'est pendant cette période gqu'il publie une
nouvelle edition, revue et trés augmentée des Récréations
mathématigques d'OZANAM (4 Vol., Paris, 1778), ainsi gqu'une
traduction, avec des remarques et des additions, des Vogages en
Amérique du Nord de CARVER (Paris, 1784).

La revolution le prive de ses eﬁplois et, malgre des
subventions des pouvoirs publics, il meurt dans un grand dénument
le 18 décembre 1799.

Jean-Luc¢ VERLEY
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iv PREFA4CE.

A T'égard de la Quadrarure du-

cercle , 1ls'en faur beancoup que
fa célebrite foit renfermée dans
desbornes fi ecroires : plus fameu-
fe, & de bien plus grande im-
portance aux yeuxde ceux aqui la
Géometrie n'eft connue que de
nom,otquiy fontipeine initiés |
qu'auprés des Geometres habiles
ou intelligens , elle ne cefle-d’ex-
citer des efforts infrutaeux ; au-
cun probléme n’a été tenté i plus
de reprifes, avec des forces plus
inéga\lcs & plus difproportion-
nées a fa difficuleé. La plupart de
ceux qui {e livrent 3 cetre recher-
che, ont i peine une idée claire
de la queftion , & des moyens qui
y conduifent , & qui font les
feuls quadmet l'efpric géomérri-
que; c'eft cependant de 13 que
partent ces fréquens & pompeux
programmes , qui annoncent au
public cette découverte brillance
& tnefpérée , qui félicitent leur
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PREFACE.

I L eft dans les Sciences certai-
nes recherches qu'on pourroir %
julte titre appeller les écueils de
Pefpric humain., Parmi celles 3
quimille efforts inuriles ont acquis
ce nom , la Quadrature du cercle
eft des plus célebres; ce n'efk pas,
on fe hire de le dire, quela Géo-
mérrie ne préfente des quettions
plus utiles, plus intéreffances, &
a certains égards plus difficiles.

Mais trop relevées pour ceux qui
n'ont pas faic de grands progiés

dans cette fcience , elles.ne font

guéres connues que du petit nom-

bre de ceux qui {e font rendu,
familieres les nouvelles méchodes

& les decouvertes que nous de-

vonsau deranier fidcle.

A ij

PREFACE. v
fizcle de voir enfin éclore ce chef-
d'ceuvre de lintelligence humai-
ne. La claffe la plus elémentaire
de la Géometrie cft depuis long-
tems tellement en pofleflion de
fourair feale cesheureux @Edipes,
que s'annoncer aujourd’hui com-
me écant en pofleflion, ou occu-
pé a. la recherche de ce probléme,
ceft &lever contre foi le préjugé
le plus légitime d’ignorance ou de
foiblefle d'efpric.

Malgré Pérendue que femblent
acquerir de plus en plus les con-
noiffances mathématiques, il eft
fi peu de perfonnes , hors les Ma-
thématiciens de proteflion , qui
congoivent avec netteté ce dont
il s'agic dans la Quadrature du
cercle, que nous avons jugé a pro-

*pos de ['expliquer avant que d’al-
ler plus loin. Nous avons euaufil
en vie cette clafle de Lefteurs,
2 qui la multicade des livres ,
ou le tems que Icuxd enlevenc

i 1ij



vi P REFACE.
leurs occupations, ne permet gue-
res daller au-dela d’une préface, &
qui defirent néanmoinsd’acquerir
quelque connoiflance en tour gen-
re.-On a tiché de rendre celle-ci
wftrutive pour eux ; ce quon
va dire fervira a leur faire con-
cevorr diftinétement la nature du
probléme , & 3 les meure en
erat dapprecier avec juftefle de
raifons ceux qui en annoncent la
folurion,

L’objer principal & primirif de
la Géomérrie , eft de mefurer les
différentes efpeces d’érendues que
Pefpric confidere ; mais mefurer
welt autre chofe que comparer
une certaine érendue & une aurre
plus fimple , & dont on a une
1dée plas claire & plus diftinée.
Partant de ce principe, les Géo-

metres ont pris la ligne droite pour -

la mefure 2 laquelle ils rappor-
terotent toutes les longucurs; le
quarrée pour celle 3 laguellc ils

vif PREF ACE.

bale & méme hauteur , & une
parabole {es deux tiers. Quant aux
mefures qui ne s'¢cartent que de
trés-peu de la vérieé, quelque in-
{enfible que foir cer ecart, elles
fatisfont, il eft vrai,ila pratique,
parce que celle-ci ne peur jamats
donner que des a-peu-prés; mais
Pefpric geometrique reflenc tou-
jours une forte de peine d'y érre
réduie, & ils'efforce de la {ecouer
fufqua ce quil y foit parvenu,
ou gu’il aic déemontré Pimpoffi-
bilité dele faire. On chercha fans
doute long- tems le rapport nu-
merique de la diagonale du quarrée
avec fon cote, & quelquesigno-
rans le cherchentencore  ou pouf-
{entlimbecillite jufqu’d Iaffigner.
Les vrais Géometresonecefléeurs
pourfuites depuis quils font en

crat de démontrer que celaeflt im- -

poflible. 11 eft forc probable que
Ia Quadrature da cercle doic étre
mife dans une clafle {emblable;

PREFACE v
rappelleroicnt les f{urfaces quel-
conques; le cube enfin pour celle
des folides. Ainfi refifier une
courbe, quarrer une furface, cu-
ber un {olide , ne font autre chofe
que déterminer leur grandeur,
les mefurer. Quarrer un cercle,
n’eft donc pas, comme .l’imaginc
un vulgaire ignorant, faire un cer-
cle quarre, ce qut eft al:gfurdc;
ou comme {emblent le croire cer-
taines gens, faire un quarré d'un
cercle ; mais mefurer lecercle, le
comparer % une figure rectiligne ,
comme au quarré de {on diametre,
& connoitrefonrapportprecisaves
ce quarré ; ou enfin, parce quelun
dépend de l'autre, déterminer le
rapport de la circonférence avecle
diametre. Lorfqu'on dit un rap-
port précis, on entend pacler de
cette exaltitude qui eft la verice
méme, de cetce exaticude avec
laquelle le triangle cft la moitic
dun parallelogramme de méme

2

PREFACE ix

il y a déja plufieurs fiécles que les
habiles Géometres l'ont abandon-
née , comme un f{ujer qui n'etk
propre qu’a les épuifer en efforcs
tnutiles 5 ils {e fonc bornesa per-
fetionner de plus en plus les mo-
yens d’'en approcher. Eneflec, au
defaur d’une exaltirude parfaice,
ce quiils por;\vqicnt \lui {'ub[’fitqcc
¢ mieux , ¢roitun i-peu-prés in-
défniment voifin. A cet égard, la
Géométrie {emble n'avoir rien 3
defirer. Archimededémontroit au-
trefois que la circonférence éroic
plus grande que le triple & les
7+ du drametre, & moindre que
le triple & les 22 ou la (epriéme
du méme diametre. Ladifférence
de ces deux termes n'elt qu'une
497¢ : ainll 1l eft evident qu'elle
n'elt quenviron la 1500t de la
circonference, & qu’en fuppofant,
ce quiapproche de la vérité, que
cetre circontérence eft voifine du
mulicu, encre les deux polygones,

-

v



x PREFALCE,
Verreur fera 2 peine d’une 3000e.
Mais les Modernes , peu facis-
faits de cette approximation »
quoique commode dans la prati-
que & danscertainscas, ont con-
fidérablemenc perfeftionnée. On
feair aujourd’hut que le diametre
érant 1. 00000, la circonférence
cft pius grande que 3. 14179, &
motadre que 3.14160. Defire.t.on

une exattitude plus grande » on

fair voir, que fuppofant ce diame-
tre de 1. 00000, 0000 , 1a‘cir-
conférence furpaffe 3,141 59,
26535, & quelle eft furpaflée par
314159, 26536. L'erreur eft déja
tci moindre qu'une 1. 0oooo ,
oo000e, du diamertre; elle eft ce.
pendant encore énorme & groffie-
re, en comparaifon de celle que
le Géomerre peut prévenir; 'ima-

gination fe refufe en concevoir -

la petitefle, je dirois prefque in-
finie. §i Pon employe le rapport
donné par M. de Lagni , ceree

xj PREFACE,
celle des pygmées en Géomérrie,

qut I'oncentrepris, elle mérireroir
bien peu la curioficé des Leéteurs,
Mais les centacives des Géomerres
anciens & modernes pour qui
ceite recherche 3 éréd quelquefois
le morif d’aucres découvertes trés—
Jintéreflantes | ou qui defefpéranc
d'atteindre précifément an bur ,
fe font bornés 3 en approcher de
plus en plus , 4 Iaide de cerraines
méthodes fors ingénieufes ; ces
tentatives, dis-je, nous préfencent
des traics dignes dattencion : ce
{ont proprement les feuls done il
fera queftion ici. Le tems meft
trop précicux pouravoir donné un
feul inftant 3 décerrer quelque ri-
dicule auteur de Quadrature: §
jai patle de quelques-uns d’eux
dans un chapitre 4 part , c’eft unj-

quement de ceux qui fe fone pré- .

fentés 2 moi dansle coyrs d’autres
recherches.

Quelque peu dignes que foient

PREFACE. g
erreur fera une moindre particdu
diametre , que I'unité dun nom-
bre compofé de cent- vinge-fix
chiffees. En fuppofanc Jes &roiles
fixes fi cloignées du foleil que
la parallaxe de Porbice terreftre ne
foir que d'une feconde, ceft-3-
dire fuppofanc un cercle donr le ra-
yon fir au moinsde 42 §ocococo
diametres de [a terre, on ne f&
tromperoit pas de Pépaiffeur d'un
cheveu, {ur cette immenfe circon-
férence. Mais que disje? Le rap-
poct donné par Ludolph Pan
Ceulen , rapport compofé feule-
ment de 35 chiffres | et déja plus
que {uffilant pour prévenir cetre er-
reur: néanmoins quelle difpropor-
tion de P'exafticude de P'un avec
celle de l'autre | les plus commu-
nes notions de larithmérique
fuffi(ent pour en donner une idée.

St hiftoire des cfforrs que le
prebléme de la Quadracure du
cercle 2 occafionnés, n'éroit que

ivi

PREFA4CE, X Lij
ces hommes finguliers d'occurer
le loifir d’un Ecrivain judicieux
je ne puis réfifter i envie d'en
tracer un portrait, qui fera avoué
de tous ceux qui ont eu occafion
de traiter avec eux.

Trois fortes de perfonnes tra-
vaillenc 4 quarrer le cercle avec
une pleine confiance en leurs {uc-
cés. Je comprends dans la pre-
miere claflfe , ces gens qui fans
avoir la moindre connoiflance de
la Géomérrie, ni des moyens
qu'elle employe dans fes recher-
ches, s'engagent dans celle de Ia
Quadratare, fans fcavoir prefque
en quei confifte Iérat de la quef:
tion: On les voir propofer avec
une affurance qui excite la picié,
de grofliers meéchanifimes, inca-
pables méme , quand on les ad-
metrroit, de conduire 3des 3. peu-
présde quelqu'exadticude. Celui.ci

-cntoure le cercle dun-fil délié,

& penfe avoir par ce moyen lacit-



xiv PREFACE.

conférence avec la dernicre pré-
cifion. Il y en a qui apres cetre
belle opération, partagent ce fil
en'quatre partics égales, pour faire
dune delles le cbré d'un quaree
qu'ils prétendent égal au cercle. Ils
ignorent cetee vériré , que la Geo-
mérrie démontroic prefque enco-
re au berceau ; fcavolr, que de
roures les figures d'égal contour,
le cercle eft celle qui renferme le
plus détendue. On_en trouvera
qui propoferont de faire roulerun
cercle fur un plan bien uni, ou
d’en pefer un, forme d'une ma-
tiere bien égale & uniformement
épaifle, contre un quarre de méme
matiere; & j'ai vit fouveatde ces
-gens , donr toute la Géomérrie

confiftoit ¥ mener méchanique--

menc une perpendiculaire ot une
parallele, faire aprés bien des my{-
teres , Pouverture de quelqu’un
de ces ridicules moyens de quarrer
le cercle, & infulter enfuite par

wi PREFACE.

capitale. lls {e plaignent avec
amertume , d'une efpece de dént
de juftice quand on refufe de les
écouter, & ils manquent rarement
de récufer leurs juges, oude les
prendre 2 partie s'ils en font cone
damnés. Vainement viendra-t-on
quelquefois 4 bout de leur mon-
trer la foiblefle de leurs ratfonne-
mens , bientde I'édifice elt repare;
bientdr engagé dans un dedale
auffi cortaenx que le premier, no-
tre pauvre Quadrateur viert de
nouveau harceler fon juge :hea-
reux celui-ci, quand ilpeuc prom-
ptement lobliger % le récufer & 2
le citer devant le public, en lui
dévoilant fa découverte. Une el-
pece de fatalice {emble avoir or-
donné que rous ceux qui {c per-
fuadenc une fois d'écre en poflel-
fion de la Quadrature du cercle,
vivront & mourront dans cette
perfuafion intime. Clelt une ma-
nie qui, pire que celle du Heros

PREFACE. xv

un fouris moqueur , aux Géo-
metres qui n'avoient pas {cu les
imaginer.

Iy a d'autres chercheurs de
Quadrature qui, unpeu plus inf-
truics dans la Géomeérrie , fem-
blent ne s'en fervir que pour s'é-
garer dans un labyrinthe de para-
logifmes. Les premicrs dont jai
patlé, gens du moins peu incom-
modes , {e contentent avec une
efpece de fatisfaction philofophi-
que , d'ére en pofleflion du fe-
cret ; mais ceux de la feconde
clafle ne manquent gueres de fa-
tiguer les Géomerres , & {ur-tour
les Académies, par leur importu-
nité 3 folliciter l'examen & le
jugement de leur prétenduc de-
couverte ; ils la portent de tribu-
nal en rribunal, c’eft-a-dire I A-
cadémie en Académie ; de celles
de la province , car elles ont fou-
vent des quadratures 3 examiner
en premier reffore , & celle de la

PREFACE. xvi

de la Manche, ne les quitte pas
méme dans leursderniers momens;
il wen eft aucun qui manque d'en
appeller au jugement d’une pofte-
tieé plus eéquirable , @ moins que
de mauvaife humeur conrre lear
fitcle, ilsn’aiment mieuxs'enven-
ger en cachant leur fecret. » [u-
» grats concemporains, fiécle bar-
»bare , sécriote un deux dans
n ces derniers inftans, je voulois
svous enfeigner la plus belle dé-
» couverte qui ait jamais €t faice,
»je voulois vous defabufer des
s erreurs groffieres dont vous por-
ntez le joug s vousm'avezrebuse,
» hé bien , je {oreirai de ce monde
»fans I'éclatrer ». Effeétivementil
mouruc {ans faire pare de {on pré-
cieux fecret, & les Geemerres
wont pas eu la complaifanee de
le regreteer.

11y a une troifiéme efpece de
Quadrateurs , plus finguliers en-
core, mais moins incommodes,



xviiy PREF ACE.
en ce que leur maniere de penfer
a bientdt terminé Pexamen de
lenr découverte, Ce fonr ces ef-
pritsd’unecrempe, ce me(emble,
inconaue aux ficcles paflés | qui
feavenc fe jouer des principes les
plus evidens de la Géomeéerie, qui
ont le courage de heurter de front
lIes axidmes du fens commun,
M. Liger, je ne le nomme que
parce qu'il s'eft nommé i fouvent
dans les Mercutes & ailleurs, M.
Liger vous dira avec une grande
aflurance, que le tout n'eft pas
plus grand que la partie, quela
racine quarrée de 288 eft exac-
tement la mémeque cellede 289,
_que soala méme racine que 49,
&c. Il fera plus, il entreprendra
de vous le prouver par un mécha-
nifme  peine capable d’en im-
pofera larcifan groffier qui le pra-
tique. Il établit enfin une Géo-
métrie toute nouvelle {ur les dé-
bris de l'ancienne. Prérendre dé-

xx PREFACE.

efficace de diminuer le nombre
de ceux qui s'adonnenc cette re-
cherche, éroit de raffembler fous
un méme point de vie les decou-
vertes réelles de la Géométrie fur
ce Rrob!émc fameux. Il eft en cffec
aprefumer que files vérites qu'on
a expofees plus haut, & plufieurs
autres qu'on developpe dans le
cours de cet Ouvrage , eroient plus
univerfellement connues, on ver-
roit moins de ces malheureufes
viftimes d'une entreprile mal ré-
flechie. A la vérité jefpere peu
de ceux qui ont d¢ja réfola le pro-
bléme ; la pllipart {font dans la
difpofition prochaine de nier les
vérités les mieux établies , dés
que la contradiétion les y condui-
ra. Le coup eft porte, & Uon peut
leur appliquer ce vers d’ Horace,

Et tribus Anticiris caputinfanabile . . .

Mais je ne doute point que cetze
hiftoire ne foir proprea preferver

PREFACE. xix
fabufer des efprirs de cetze efpece,
c’eft vouloir perdre fon tems 3
quand on eft venu 3 un pareil ex-
césderéverie , on a perdu le droit
d’écre frappé de évidence.

Jai fouvent remarque avece fur-
prife , combien peu ceux qui fe
livrent 4 recheicher la Quadra-
ture du cercle, ou qui croyent
la poffeder , {ont inftruics de ce
que les Géometres ont trouvé f{ug
ce fujet; a peine connoiflent-ils
les plus fimples approximations s
& i coup fur, la maniere dont on
y eft parvenu leur eft abfolument
inconnue ; car il eft metaphyfi-
quement impoflible que les con-
noiffant on {e fafle illufion: auff
leur ignorance a cet egard eft ex-
tréme; j'enappelle autémoignage
intérieur des Quadrateurs , fans
douteengrand nombre, quiliront
cect,

Cette remarque m’a porté i
Croire, quun moyen peut . étre

PREFACE xxj
du méme travers ceux qui n'ont
poinc encore lefpric préoccupe.
Elle pourra aufli fervir a rendre le
repos a quelques perfonnes de
bonne foi, qui privées des moyens
de s'informer de ce qu'on a déja
fait , s'¢puilent en effores inuriles.
Les gens fenfes & qui la Géome-
trie eft peu connue, pourronc pren-
dre ici une connoiflance exalte
de la queftion , & porter un juge.-
ment {ain & équitable {ur les pre-
tentions de ceux donc la vaine
confance pourroit peut-éere Jeur
en impofer. Pour ecarter enfin
cecee foule de Quadrareurs qui ob.
fedent les Académies , ne pour-
roit-on pas les obliger 3 s'inftruire
ici, comme par un préliminaire,
des verités recues de 'avea una-
nime des Géomerres, fur la gran.
deur du cercle? Les réduifane par
ce moyen , ou a les conrefter ou a
les admetre, ils feront dans le pre-
“muer cas indignes d'éore écourés,
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& dans le {econd , la conviétion
intime de leur erreur fera peut-
&ere bien prochaine: je dis peut-
étre , car je n'oferois Paflurer;
I'ignorant, de méme que ’homme
de mauvaife foi , {cait fe ménager
mille reffources que tout autre
n’auroit jamais imaginees.

Tai enfin penfé que cette fuie
de découvertes fur la mefure dia
cercle , raffemblées fous le méme
point de viie, pouvoit former un
{petacle propre & Harter la curio-
ficé des Geometres. Plufieurs d'en-
tr'elles meritent lattencion des

lus habiles, comme tenant de
prés au développement & i la per-
fettion que la Geomeérrie a recue
dans le dernier fiecle. Celt ce que
P'on verra clatrement dans le cha-
pitre quatriéme, ol jexpofe les
invencions fucceflives de Walls
Brouncker , Newton ; inventions
toutes lices enfemble, & abou-
tiffances au calcul incégral & 3

xxivm. PREFA CE.
fondée, & jepenfe'avoir trouvée.
Leibnity craignoir apparemment
que M. de Lagni w’ajoucir trop de
foi i ce qu'il appelloit les calom-
nies des Anglois, au fujet de fes
decouvertes dans les nouveaux
calculs, dont 'une eft la Quadra-
ture du cercle, exprimée par une
{uite infinie de nombres ; deécou-
verte dont il fut pendant long-
tems fort jaloux , & que les An-
glois l'ont accufe davoir em-
pruntée de Gregori. D'un autre
cdte, M, de Lagni quoique con-
noiffant les calculs de linfini ,
fut toujours un de ceux qui negli-
gerent avec affectation d’en faire
ufage; & peut-étre 3 cet égard
-€roit-il a craindre en effer qu'il ne
leur rendic pastoute la juftice qui
leur éroit dite. Je faifis cette oc-
cafion de juftifier un autre Aca-
démicien encote vivant, qu'on
voit traite dans le méme endroit
avec autant d'injuitice, Celui-ci
MEroit
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plufieurs autres méthodes analyti-
ques de grande importance.

L'utilive qui paroic devoir ré.
fulter d’un ouvrage de cerre na-
ture, & Pagrément qu'il préfente
pour ceux qui font un peu curieux
de connoirre les pas de 1'efpric hu-
main, avoient ce {emble frappé
avant mot un Analyfte habile
( M. de Lagniy:le commercium
philofoph. (a)entre I.eiérziz{ &

ernoulls ,nous apprend qu'il 'z«
voit projette, Ce Géometre , le
fleau des Quadrareurs de foncems,
croic en érat de remplir parfaire-
ment cet objer, & jai été furpris
deﬂvoir que M. Leibnizz , dans le
meme recueil de Leteres, {emble
fe défier de fa capacité , & crain-
dre qu'il ne donnic qu'an ouvrage
imparfait, 2 moins qu’il ne le lui
communiquit ou i M. Bernoull;.
Yai recherché quelle pouvoic ére
la caufe d'une défiance §i mal

() P. 390, 302. IL vol.
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MEritoit encore moins 4 étre en-
veloppé dans ce jugement préci-

- pité; il n'avoit aucun fondement

fi cen'eft que Y'un & P'autre de ces
Academiciens n’éroient point con-
nusde Leibnizz. Mais comment le
dernier l'auroit-1l ¢été , puifquil
ne faifoit alors que d’entrerdans la

" carriere de la Géométrie » Les

fcavans Mémoires qu'il a donnés
bientor apres dans les recueils de
I'Académie, & qui prouvent quil
croirdés lors également verfé dans
Pune & lautre analyfe, auroient
non feulement calmé les crainces
de Leibmiry , mais lul auroienc
areiré fon eftime.

Je n'ai rien dic dans le cours de
cet Ouvrage , de 'Auteur de I'é-
trange Profpeifus & de quelques
autres pieces de la méme narure,
qui mous annoncerent ['eté paflé
la Quadraturedu cercle. Par égard
pour fon nom & fes aurres qualé--
tés qui le rendent eftimabled cenx

g
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qui le connoiffent , en méme tems
qu'ils le piaignent de {a maniere
de penfer, qui n'a peut-étre jamais
e d’exem~_ , je voulois me taire
fur la fingularite de fes preten-
tions , maicrrc le bruic quelles fai-

foient dans le monde, }efpcrms-

que quelquesamisou ver(ts, oudu
mois plus inftrutes dans la Géome-
trie, le remettroicnr {ur la vole
de la véricé ; mais la publication
de {a prérendue Quadrature dans
un peclt in-4°, mqgmﬁquc:ne 1

crné decartouches, vientde m’a ap-
prendre qu'apzaremment on y 2
travaillé fans fuccds, & jatcer
ne powou me difpenfer d'en  por-
cter le jugement qulelle mérite.
Lcsﬁecles avenircrotrotent-ils , i
ce monument ne le leur ateftoir,
quon ait pﬁ avancer des propo-
{icions aufli abfurdes, aufli direc
cement contraires } la faineraifon ,
que celles furlequi sscer Aurcur
appuye {a prétendue déconverte,
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quand la terre feroic de forme cu-
bique ou pyramidale. Je me cou-
vrirois de ridicule aupres des Lec-
teurs fenfes , {i Jentreprenois
doppofer les moindres rai{pnne-
mens i ces prétencions. [l n'eft per-
{onne , faifanc ufage de ( raifon,
qui ne {oit pet{uade que les veris
tes mcrapbyﬁques conteftees par
M. de C. font plus certaines qu'il
ne l'eft que )amazs fon Proﬁzec‘zz&
;mguhcr ait v le jour, qu'ily
ait eu des foufcriptions ouverres
pour paucr contte lui, & qu'il
air publie fa Quaarazme. Poar
touc autre enfin que lui - méme,
elles font plus inconteftables quc
fon exiftence propre,

Au refte il eff bien facile de
reconnoitre la caufe de Perreut dc
’M.deC e‘lc a fa {ource dans !
méprife ou il donne fur la fim p
d,{:rnlclon de Pangle & {ur ce qui
le conttitue. La furface renfermeée
gnere {es €Otés , la longuenr dg
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& qu'il {ubftitue aux axidmes juf-
qu’ici recus de I"aveu de tous les
hommes? Deux figures ne foncplus
égales quandelles Terouchen: dans
tous leurs points, dans coute leur
étendue ; i} fufic, furvane M. Z&
Laufans qu'elles {c toucheat dans
quelques points, ceft-d-dire dans
ceux ot elles peuvenc fe toucher,
De la {uic aufli ce nouveau p"m,
cipe, digne rejetton d'un axidme
de cecte efp‘.cc que la partie eft
égaleaurout; quedisje, que dans
chaquc tout on pen ¢ ’dicner plu-
{teurs parties qut lui ﬁmr égales.
Aufli le.quarré eit, dit-il pvecxfc-
ment ccral au ces.c ¢ qu 11 renfer~
me , & méme celui-ci 3 une autre
ﬁcrure donc lesangles (aillanes s° a.p-
puyent {enlement fur fa circonfoa
rence, L' Auceur enfin determine
Ia ﬁgureaelat rre, les !onmtudes
la dec! umfon del a:gmﬂe amnn-
tée, fur des raifons qui n’en fe-
roienc ni plus ni moins valables,

g ij
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¢es cOtes nentrent pour rien dans
la grandeur d'un ancle & ceure
grandcur ne fe.: r*cn pour dé-
terminer la {urface qu'il renfer-
me avec une troificme ligne quile
borne. M. e C. {'uppofc néasg-
moins le contraire , & en fait le
fondementde [a Quadrature. Cefk
en {cavoir encore trop peu ea
Geéomérrie , pour pretcndrc re-
drefler les 1decs des Géomerres.
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AVIS AU LECTEUR.

UELQUES affaires preflantes
& “qui obligeoient I Auteur & des
abfences fréquentes de la Ville | re
luz ayant permis que dz jetter un
coup d'eesl fur les premieres feuilles
a mefure gu'elles s'imprimoient
afin.de ne point faire languir Uim-
preffion , on priele Ledeur de cor-

riger daprés [errata les fautes

quony releve , & de fuppléer a

celles qui aurotent échappé a la ré-

vifon qu'on a ﬂzize de I’ ouvrage

entier. Onfe flate qu'il n'en eff au-
cune qui corcerne le fond du fuger,

xx%ij TABLE

VIIL Difintion de deux efpeces a
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ie. Leur explication & lenr degré de
difficulté, 1 X, Quell off Iuiilité de ls
Ruadrature du cercle. X. Si le probléme
des-dongitudes en dipend. Sily a quelque
récompenfe promife & ceux gui la trowve-
vont. Sl eff wvrai gwelle a4 toujonrs érb

Lobjet des veeux & des travanx des Gba-

metres, Reponfe a ces queftions. X1, Néa

ceffité des apprax:mdz.om de la grandeur
du cercle,

CHAPITRE II

I. Antiguite des recherches des Géo-
metres fur la Quadrature du cepele, 11
Anaxagore y travaiile dans (4 prifoa.
111, Trait & Aciftophane fur ls Quadra-
ture du cercle & [ Affroname Meron,
IV. Hippocrate de Chio tense /g probime
& tronve [a lunulle abfolument quarrable.
Additions diverfes. queles Géometres om

Jaisat fa deconverte , en note, V, Faufle

e da e didl it
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CHAPITRE PREMIER,

L. CE gu'on eniend par guarrer une
Sigure. 11.Ce que c'eff gz la Quadrature
dn cercle & quels fons. les moyens gue ta
Glomérrie perme: &' emplayer pour ¥ par-
venir. LI1. Ce guon appelle guadmtme
abfolue. 1 V. Raifons pour lefgueiles Iz
cercle 5 malgré fa fimplicité apparente ,
pentiéire pas quarrable , qivique d'ansyes
conrbes le foient. V. Ce que eft qi'appro-
ximation on quadrature approchec. V1, 4
anoi tientla Quadrature du cercle. V11
LBueftions quila denneroient 7 on ponveis

des réfondre fans la [uppofer elle-mimyg,
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guadrature qion lui attribue & fon apo-
logie. V1. Sur les Géametres Bryfon &
Antiphon. Erreur groffiere du premicr,
Juftification di dernier. V11, Mefure
approchée du cercle, donnée par Archi-
mede. VIIL. Expsfirion de (G5 pringipes.
IX. Réponfe & une chjetion faice contre
jfm calcul. Adreffe & Archimede prur la
prévenir, Nowvelle fineffe de ce Géomerrs
dans le choix de [es nombres. X, ity
4pprox£mate:m anciens. X1, Réflexion
Jur la propr:e:e de la tangente de la [pi-
rale. X 11, Raifonnemsny qui fair wvoir
gu'on ne doit rien en anendre nan plas gug
des diverfes conrbes de la méme nature,

CHAPITRE IIL

1. Regiomonrtanus réfute les Quadra-
gires prétendues du Cardinal de Cufa,
O trasive pne mefure du cercle un per plus
rapprochie gue celle dArchimede. l.
Pietre Metius donne o AEUT0CiT am
lion ¢élelwe. Son avanptace, UL M Vi
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exprime le cevcle par une [uite infinit de
rermes & calenle une appraximmion e
enze decimales. 1V. Adrianus Romanus
ba pouffe 4 dix-fepe , & Ludolph 4 rrente-
cing. V. Idée dw sravail immenfe de Lad.
V1. Sneilius sronve des mayens pour appro-
eher & moins de frais de la mefure dis
cercle. Ses propofitions ﬁna’nmemalcs. Fa-
cilité qus en vifuslte pour déterminer des
Yimstes tres-rapprochées du cercle. Il vévi-
fie la proportion de Ludolph. Exprefian
qu'il donne pour les cordes des ares cants-
nuellement foudoubles. Grandenrs des poly-
gones inferits @ circonferits gu'il en tiré.
Leur ufage pour vérifier les quadrainres
préwendsies. V11, Addiion que fait 2.
Huygens aux décowvertes de Snellins,
Diverfes opérations géométriques ik
propefe pour trouver la grandenr appro.
chée des arcs ew des efpaces circulaires,
Nate qui e comient guelgmes anires.
VUL Mdee dun 7omzmgc particulier de
M. Huygens , gui a guelqne traiz & la

Luadrature du cercle, IX, Hiftaire des
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fas interpolations. Idée & exemple de certé
méthode. IV. Il exprime la grandeur du
cercle par une fuite infinie de nombres,
V.llregarde la Quadrasisre definie comme
smpaﬂ" b!c & fur quel fondement. Now-
weanzx motifs de [¢ le perfiader V1. Autre
expreffion de la grandenr du cerce |
donnée par Mylord Brounker , en frac-
tion d'une farme particaliere. V1L Ufage
qwa fait dans la fuite M. Eunler des
Jraltions de cee efpece. V111, Développe-
ment de la mansere domt Newron , trde
vaillans dapres les idées de Wallis s
tronwve la premicre [nite générals pony le
cercle. 1X. Auires moyens qui (2 préfentens-
enfuite 2 lui. X, U les communique &
Barrow , Collins., de méme que prefque
tout le calcul moderne | les quadramres
& reflifications des courbes | la méshode
des fuites 5 Gc. Diverfes expreffions qu's}
donne des ares & des fegmens circulaires,
X1, . Jacques Gregori devine e prin-
cipe deNewton , @ ajonte &[5 dicou-
vertes. Suite quwit avoistranvie précidems
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efforts de Gregoire de S. Vincenr posr §
parvenir. Expofiion d¢ [a Quadrature,
Conteftation qi'elle occafionne. Elle off ré-
e par Defeartes , Huygens & le Pere
Leotaud., X. Aurre querelle tlevée entre
Gregori & Af. Huygens, fur une dé-

monfiration que dannazt le premisr , de
l :mpaf Wbilit de la Quadrature dis cercle.
Raifon de Gregori, Ses propofisions [ur les
Limites des fECLEJfS circulaires eilivtigues
o h]peréafzgues X 1. Raifins de pencher
pour [impafibilité de 14 Qu ’z!'r,."zre dée

firie du cercle. Démonfiration de cxllz ds
Vindsfinie. Addition fiite & cx chavitre,
ou lom [ détermine & regarder la Qua-

“dratare , méme definic | comme impoffi-

ble. Voyez 3 la fin de Pouveage,
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L. Zdzegenerale ds cechapitre. 11. Objes
de larithméiigue de Pinfini. Décoryeries
de ailis & fufgues ok il los ponfe. 111, 71
f arrisé alamefire dis corcie & imaginz

& vj
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ment posr le cercle. Il donne celle de Fare
par la tangemte @& plufienrs autres. Elge
de ¢e Géometre. Juflice que lui rend New-
ton. XI1. A1, Leibnitz trouve de fon caié
Iz méme fuite. On ke difend comtre Pacen~

fation de plagiar que lui ont intemse quel-

gues Anglois. X111, La méme fuite tronvée
par M. de Lagni. Autre morif dapolagic
pour M. Leibnitz, X1V, Diverfes ex~
preffions pariiculicres de la grandesr du
cercle om de fis partics. X V. Utilité évi-
dente de ces [uites quand eiles convergent
[enfiblement. XN 1. Maniere de les em-

ployer commodiment posr en tirer des
ﬂpproximmiem en gmnd: nambres. Exem-

ple de cente méthode. XVILL A’v«zmag}s de
ia fuite par la tangemte , & la maniers
de sen fervir. XVUL. Emploi gu'en ont
fait guelques Géamerres modernes , comme
M, Sharp, Machin, de Lagni. 4p-
proximation en [oixame-quinze chiffres
donnée par ce premier s pouflie i cent par
le fecond , & a zent vinge-fapt zov ie der-
mier. XIX, Défants qwons les fuites affen
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fovvent , & en particalier celie de Pare
par la tangense. XX. Moyen par lequel
M. Eulec remedie a celui de lirrationa-
litt, XX1. Manicre dont il obvie au pess
de convergence de la fuite qui exprime
Parc de 45°. par la tangente avec un
exemple. Celle de M. Simplon asf
tclaircie par un exemple. XXIL Usilité
des fuiies pour en tirer dansla pravique
des expreffiens d'un calcul fimple & cepen-
dant affex exall. Exemples g4'on en donne
daprés Newron, Leibnicz, &, Moyers
de lastenr pour trowver par approximas
sion ls fomme d'une fuite. XX, Expofi-
tion de la mithode de guarrer les cour-
bes par la conmoiffance d'un perit nomire
dordonnées iquidiffantes , & fon appli-
eation ax cercle. Effai de commentaire [
ie méthede differentielle d¢ Newron.
XXV, durre méthode donnée par M.
Simolon, appliguée au cercle. XXV, Pré.
¢is d'un terit de 2. Jean Bernoulli far
la mefure ds cercle.
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de quelgues-uns de cenx qui [e fant fingala-
wifes par leurs erressrs fur la Quadrature
du cercle. 11, Hifloire de quelquss Qua-
dratenrs anciers. 111, Les Seécles 4'igno-
vance fourniffemt grand nombrs de Gés-
mbtres de cette efpese, qwon ne s'eff pas
mis en peine de tivey de Pobfeurit. 1 V. Le
Cardinal de Cufa réfurs par Regiomon-
tanus. V. Simon Duche{ne donre occa-
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bre. V1. Oronce Finée annonce s Qsa-
dratare du cercle , la duplication du cube o
la trifeflion de Langle , &c. Il eff réfuté
par Buteon s Nonius. En quoi corfiffoiz
for errenr. VIi. Jofeph Scaliger [z mes
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Géometres avee haztenr. Viere , Adria-
nus Romanus & Clavius le réfutent ; ce
dernier fur-tont le tourne en ridicule, &
Sen auive de groffes injures VUL Quel-
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dont Pappus réfont le probléme s ce qui
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Diocies. Celle de Sporus pex differente de
cellede Pappus &~ Diocles. X1. Sur la tri-
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fenblables. X1V Indication générale de
diver[es folutions gue les Geamerres mader=
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nes ant donne & cos dewx problémes. XV,
Dimonfiration de Uimpoffibilise de les ré-
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butions que Delcartes en a donnée parls
paratale , perellionnies & géuiralifees par
A de Slufe. XVIL Conflruilions trés-
fimples gisen danns M, Newren, XVIiI
Articls abrese concernam les folutions
précendues de ce provléme par la Glomsé-
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APPROBATION,
du Cenfeur Royal.

AT i par ordre de Mon{eigneur le

Chancelier , un Manuferlt qui 2
peur trre Hiflotre de la Quadrature dix
gercle. Cer ouviage anncnce dans fon
Auteur une vafte érudition & de pro-
fondes connoiffances en Géomérria, 1F
m’a donc paru qu'il éoit rour - 4 - fair
digne de t'eftime des connoilleurs en
ces matieres. A Paris, ce premier Mai

E7 34
LA CHAPELLE, Afem=

bre de I' Academie des Scien-
ces de Lyon s & de a Société
royale d¢ Londres..



PRIVILEGE DU ROL

L QUIS, par la grace de Dieu, Roi de
France & de Navarre , 4 flos amés & faux
Confeillers, les Gens tenanc nos Cours de Par-
Iement , Maitres des Requétes ordinaires de
fiotre Hoeel |, Grand Confeil , DPrévée de
Paris, Baillifs, Séndchaux, leurs Licusenans
Civils, & aurres nos Julticiers quil appartien~
dra, $ a L v T. Notre amé €aanies- AnToIns
Jompert , Imprimeur- Libraire 4 Pasis |
Adjoint de [a Communautd , nous a fair
expofer q:’il defireroir faire imprimer & donw
ner 2u public des Quvrages quionc pour tiere :
Hiftoire des recherches fur la Quadraturve dis
éercle, par M. de M. Hiffoire des Mathimaw
2iqies ;parlaméme s Pre de la Guerre prari-
gue, par M. de Saint-Geniés ; Hifloire de " Af-
#ronomie , par M. Efteve ; Petic DiFionnaire
portarif de I Ingénizur, par M. Belidor; Elémens
d’zpalyfe pratique | traduics de I’Anglois de M.
Simpfon ; s'il nous plaifoit 1ai accorder nos Let=
tres de privilége pour ce néceffaires. A cis
CAUsEs, voulant favorablement traicer ledic
Expofant , nous lui avons perntis & permettons
par ces préfentes , de faire imprimer lefdits
Ouvrages autant de fois que bon lui fembleta,
& deles vendre, faire vendre & débiter par
tout notre Rovaume pendant le tems de
neuf années conféenives, i comprer du joug
de 1a date defdites préfentes. Fai&ns défenfes
d toutes forces de perfonnes de' quelque qua-
fitd & condition qu'elles foient |, d’en intro-
duite dimpreflion étrangere dans ucun liew

Fieurde Lamoignon ; & undans celle denatra

trés-cher & féal Chevalier Garde des Sceanx de
France , le Sicur de Machaulr, Commandeur de
AosQrdres ; le rour 4 peine de nuilité des pré~
fentes : du contenu crchuelles vous mandons
B¢ enjoignons de faire jouir ledic expofant ou
fes ayans caule, pleinement & paifiblement,
{ans fouffric qu’il leur foir fair ancun trouble
-ou empéchement. Voulons que ia copie def-
dites préfentes , qui fera imprimée rone au
Jong au commencement ou 3 la fin defdis
Quvrages , foiz tence pour duement fignin
fide , & qwaus copies, collationndes par Pun
de nos amés & féaux Confeillers-Secréeaires,
foi foit sjourée comme i Loriginal. Cam~
anandons aw premier notre Huiffier ou Ser-
gent de faire pour I'exdeurion dicelles rons
‘aftes requis & néeeffaires , fans demander
autre permiflion , & nonobftant clameur de
daro , Charte ncrmande & Letires 4 ce con-
traires ; car tel ¢t notre plaifir. Donné &
Fontainebleau 2 vingr-huiridme jour du mois
A4'Octobre Pan de grace mil fept cens cin-
quante quarre, & de notre regne le quaran<
siéme. Pacle Roi en {on Confeil.

PERRIN,

Reqifiré fur ls Regifire treize de Iz Chambre
Royale des Libraives ¢ Imprimenrs de Paris ,
No. 429. fol. 334. conformément anmy gme
ciens Réglemens | confirmés par PEdis du 13
Féuvrier 1713, A Parisle § Novembre 194

Di1noz, Smdie,

d2 notre obéiflines ; comme auf i tous Liz
braires , Imprimeurs & aurres d'imprimer,
faire imprimer , vendre , faice vendre , débirer
ni contrefaire le(dits Ouvrages , ni d'en faire
aucuns extraits, {ous quelque prétexte que ce
foic, d’augmenrtation , corre&ion , chan-
gemens ou aurres , fans la permiflion ex-
preffe & paréeric dudic expolant ou de ceux
qui auron: droit de [ui; A peine de confife
cation des exemplaires conirefiits , de fix
mille livres d’amende coatre chacun des con-
trevedans , doct un ders 3 Nous, un tiers
d PHocel-Dieu de Paris, Paucre tiers sudic ex~
polant, & detous dépens, dommages & inté=
£ées ¢ 4 la charge que ces préfentes feront
enregifteées rout au iong fur le regiftre de 12
Communauté des Imprimeurs & Libraires de
Paris , dans trois mois de 1a date d'icelles’
que Uimpreffion defdits Ouvrages (era faite dang
‘notre Royaume , & nonailleurs | en bon pa-
pier & beaux caraéteres , fuivant a feyille jma
primée & acrachds pour modéle fous fe con-
wrefcel des préfentes: que Pimpétrant fe conm
formera en tout aux réglemens de la Libraj.
rie, & notammen: 4 celui du 10 Avril 17255
& qu’avant deles expofer en vente les mangl
crits ou imprimés qui auroant fervi de copie d
Pimpreffion defdits Ouvrages, feront remisdansg
ie méme éeat gd l'approbation y aura éed don..
née, ¢&smainsde notre tréscher & fal Che.
valier Chancelier de France, fe Sieir de La.
moiguon, & qu'ilen (era enfuite ramis deng
exemplaires de chacun dans notre Bibliothéque
publique ', un dans celle de norre Chireay
du Louvre , uwa dans celle de nocredic trés-
gcher & a1 Clhevalier Chancelier de France, la
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2 QUADRATURE

tesles ﬁguies, la plus ficple, la plus
‘aifée i mefurer, une feule de fes di-
menfions érant connue. Cela fit penfer
“aux Géométres qu’ils ne pouvoient den-

ner une idée plus diftinéte de 1a gran-

deur d'une fusface quelconque, qu'en
déterminant le quarré qui I'égaleroir,
de 13 mefurer une figure , quarcer une
figure , devinrent & font encore des
termes {ynonimes en Géométrie,

IT. 1l s'agic done dans fa quadrarure
du Cercle, de trouver Idtendus du
cercle,, comme dans [a Géoméerie dlé-
mentaire on trouve celle d'un triangle
ou d'une figure rectiligne 5 jé veux dire
avec cette exactitude & cerre precifion
qui fontla vérité méme. Cetre compazal
fonme {eevira encored faice lentir guelle
eftla nature des voles que la Géoméirie
admet {eules pour y parvenir. 1l feroic
ricicnle de mefurer, le dirai-jc, avec
un corepas, cu un fil, ou relle susre

maniere méchanique Gu'on voudra, la -

‘

hauteur-d'un tiangle, lorfque fos cbeés

HISTOIRE

LA QUADRATURE
DU CERCLE.

CHAPITRE L

£n quot confifte la guadrature dy
Cercle : diverfes manieres de /2
confiderer : quel deoré L urilisé

on doit lui affigner.
i QU arRreR le Cercle, ou, pour

s'énoncer plus généralement,
une figure quelconque, ceft allignee-
lécendue précife qu'elle renferme : une
taifon foct nacarelle 2 donné liew 4 cecce
maniere de parler. Le quarré eft, de toy-
A

pv CERCLE, 3
donnés , ou telles aurres conditions du

probléme , {uffifenc pour dérerminer

cette hanteur; ¢'et au raifonnement feul

2 le taire. Il en doit éree de méme dans
la-queftion peéfente : il y a un rappore
entre ['érendue du cercle & celle dy
quarré de fon diametre, entre lz lon-
gueur de ce diametre & la circonfé.
rence, il y 2, dis-je, un rappore dérec-
mind & lic avec les propricids du
cercle; on ne doit donc employer pour
parvenir 1 fa connoiffance, que le raj-
fonnemenrt & le calcul fondés fur ceg
propriétés. Toute voie méchanique eft
interdite ; I'efprit géométrique s'en inw
digne & e rejerre , non par une fan(fe
délicateffe , mais parce que quelque
perfection qu'on lui fuppofir, aucupe
delles n'eft capable de conduire 4 I3
méms exactitude que le raifonnement,
Je demande pardon aux Geomerres
dentrer dans ce dérail, mais je les prie
&1 mime rems de faire atrention que
duelque éiémentaire quil foic, il n'eft
A i




4 QUADRATURE

encore que trop de perfonnes 4 qui il
peut érre utile, & qui, fans cer avis,
ferotent capables de tenter ces moyens
géprouvés parla Géomérrie, '

111, On appelle quadrature abfolue |

celle que je viens de décrire, & par
laquelle on 2 exaltement & precifé-
ment la granceur d’une figure. On
quarre ainft la parabole & plufieurs
autres figures curvilignes;on fair plus,
on connoit aufli avec cete exactituds
Pérendue d'un grand nombre de feg-
mens de furfaces courbes, foit fphé-
riques, c-yiindriqucs, coniques , &c. Je
re nomme ici que les plus connues.
Mais il yen a un plus grand nombre

encore que l'on défefpere de connoirre

jamais dans cette perfedtion. Er parmi
celles qui céfiftent ainfi 2 cous les efforts
de la Géomérrie, le cercle fe préfence fe
Pr_emicr.

. I'V. On s'¢ronnera, fans doute, que
ce qni eft {1 facile dans les figures rec’?:i-
lignes, devienne tout-3-coup (i difhcile

g QUADRATURE

conférence, Du refte , cerre egalitd nin.
flue enrien fur les rapports de {es or-
données aux abciffes , fur celui des po;
lygones inferits & circonferits qui le
limitent. Les courbes od ces rapports
font plus fimples, comme la parabole ,
quoique ‘moins réguliere & nos yeux,
fone abfolament quarrables: le cercle
ou il eft plus compliqué, fera probable-
ment toujoutss rebelle 3 la Géomérrie.
V. Lot{que les courbes ne font p2s

fufceptibles de quadrature abfolue , les-

Geéometres fe bornent 4 fubftituers la vé-
ritdund peu prés qui n'en differe qw'in-
fenfiblement. Creft 13 co qu'ont appetle
quadrature approchée; expedient, il ¢ft
vrai, toujours employé avec regret, mais
néanmoins fore fouvent néceffaire; it
afallu yrecourir paur le cercle , & peut-
érre la Géomeérric ¥ a plus gagné que

Pon et bientde trouvé fa quadratere

abfolue. L'impoilibilicé d'y parvenir a
d'autant mieux fair éclater la fagaciré
& lefprir de reflource des habiles Gég-

pUv CERCLF. 3
dés le premier pas que l'on fait vers
Jes figures courbes ; la furprife angmen-
tera méme en faifant artention qu'un
grand nombre de figures, en apparencs
moins fizples que le cercle, font ce-
pendant {ufcepribles de quadrarnre zb-
folue. Je vais tacher d'en doansr une
raifon : ne {zroit-elle point que cete
fimplicizé artribuée au cercle n'eft qu'i-
maginaire,, & nullement celle de I3
nacare ? Sur quel motif, eneffer, regar-
dons-nous le ceccle comme plus frmple
que les autres figures? nous y fommes
décerminés par Puniformité de fon con-
tour , par I'égalicé conftante des lignes
tirées de fon cenrre 4 la cisconfirence r
¢galité qui facilite beaucoup (2 defcrip-
tion. Mais ces avantages s'évanouillens
aux yeux du Géomerre qui analyfe [es
propriétés de cette figure s il 0’y voic
quune efpece particuliere d'elliple ,
dans laquelle égalité accidentelle de
deux lignes a rendu ¢gales toutes celles
qui s'érendent de fon cenrre 4 {2 cie-

A i

pUv CERCGEE
tetres s elle a éeé {e morifd'une foule

A g
N/

inventions qu'ls ot naginges pous
aindre gu pour appracher-du bar.
1 en {rouvera des exemples remar-

I\
1
1

90

ables dans la fuice de cetra Hiftolre.
VI. La aazuce du cercle érablic une
eefle liaifon enrre [a mefure de fun aire
& ia longueur de (3 circonféeence, que
I'une éranc connuz, [laurre Veft audi
nécefairement. On aura done ¢gale-
mene la folution du problime , foi:
qu'on décermine immédiatamen quel-
que elpacs re¢tiligne égal au ceccle,
foic quon trouve une ligne égale a fn
circonférence, Avant Archimede, in-
venteur de ce rappott, on tenroit le pre-
mier moysan; depuis lui jufqn’d la nou-
velle Géomérrie , les efforrs des Géo- _
metres s'éroient principalement tournds
vers la dimenfion de la circonférence -
il e& aujoncd’huil libre de choific 'une
ou l'autre de ces deux voies; les nou-
veaux czleuls s’y prétenc également.
Mais, 1l faur biea le remarquer, cer
Aly
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avantage eft particulier au cercle ; c'ef?
peut-ture la feule figure courbe done la
retification & la quadrarure riennent
de {i prés l'une 4 Pautre.

V1. On feait encore que la dérermi-
natica du centre de graviré d'un arc
ou d'une pottion quelcongue de cercle,
la rangeate de fa fpirale & de pluficurs
autres courbes, la rerminaifon de la
quadratrice,, donneroient la quadrarure
du cercle ; mais rous ces problémes en
dépendent eux:mémes , comme je le
fais voir aillenrs, i intdmement, que
de quelque maniere qu'cn lesenvifage,
c'eft toujourselle qui fe préfente la pre-
miere, Ils ne fauroient jamais fecvie
de moyens pour y parvenir. _

VIIL. Les Géometres diftinguent deux
manieres de quarrer les courbes, bien
inégales en perfection ; is nemment
P'ane définie, & l'autre indéfinie. En
appliquant ceci 4 Iobjet préfent, Ia
quadrature définie du cercle feroir la
mefure de fon aire, ou endere , ou few-

10 Quaprarvee
quadrareurs, que celle-ci eft zu-defius
-de.la mefure des fucfaces retilignes.

- IX. Heftd propos de difeucer, avant
d’alier plus loin, quel eft le degeé duri-
~litd de la guadrature du cercle, foir
abfolue, foir approchée. Quant 4 L
premiers , nous penfons, avec M. de
Maupertuis*, que la Géomérrie préfente
aujourd'hui quanticé de recherches plus
intéreffantes. La quadracure définie du
arcle ne ferotr prefque d'aucune uci-
licé : les travaux des habiles Géomerres ,
dont j’expoferai bientdr las découver-
" tes , ont fair connoitre on rapport avec
les fgures rectilignes aflez exactement
pour n'avolr prefque rien 4 defirer; &
jat rendu fenfible, pac un exemple
frappant , la.prodigieufe exadtitude 4
laquelle il eft aifé d'atzeindre. Iy aa-
roic quelque avantage , j'en conviens ,
dans la quadrature indéfinie, ou autre-
ment l'intégration abfolue de quelques-

unes de ces formules, dx /za—x x,

* Lertre [ur le progrés des Sciences.
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lement de quelque fegment dérerminé;
commeCDBP,auAdAPB (fig.1.), les
lignes C2, ou P4, ou AE ayantau
rayonune cereaine raifon décerminde. Si
quelque méthode donnoit en genéral la
quadrature d'un fegment quelconque ,.
quelque fiiz lé rapport de C P, oy P 7 >
ouAE, avec le rayon, on auroic a.
quadrarure indéfinie du cercle. Ce {e..
roit peu faire, on ofe le dire, pour la
Géoméerie que de trouver la premiere:.
pour réfoudre le probit¢me dans toure:
fon érendue, i faudroit afligner la der-
niers, & il y a encore loin de I'une &
Paugera, Car pout pafler de la quadra-
ture definie du cercle 4 celle de fos pag--
ties quelconques , il refteroic & réfous
dre ce probléme, plus difficile que le:
premier, tromver la raifon de denze ares:
dont on connoitreit les finus on les 1a;e
genwes, &e, Pour le dire, en ua mo , [a
quadrature indéfinie du cercle & dé fes:
parues, et autant au=deflus de celle qui.
occupe. infruueufement les vulgaires

Ay
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—_— adx
oudx \/mx—-—xxa ou —=— —_,
A& —=Xx

ou, &c. Mais, je le remarque encore,
c'eft moins 4 caafe du cercle que les ana-
Iykes le défireroient, qus# parce qu'on
auroit par i [a mefure abfolue d'une
infinicé dautres courhes qui dépendent
d’expreffions de cetce forme. Comme il
eft non feulement probable , mais bien
démontré (voyez ta fin du chap. 3,
qu'on n'y parviendra jamais, on regar-
de commne réfolu tour probigme qut
condait légihtimement i la quadrature
du cercle ou de I'hyperbole 5 & il Iet
en effer, midme dans la pratique, puif-
que l'on a des médhodes affez fimples
pour trouver, avec une exadtitude prefl-
que indéfnie, la grandeur d'un arc ou
d’an fegment circulaire quelconque.
Que mauque-t-'ﬂ donc aux Arcs, 4 la
Géomé:rie méme, dans Uabfence de la
quadratuce ablolue du cevele s tien du
t;u:. Une dérerminacies probablement
enveloppés dans-des rapoe

€05 Lres-cont-
A vy

Y]
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pliqués, feroit une fi¢rile connoiffance
vour l'efpric humain. On auroir plus.
d’obligation ,, je le dis avec confance,
a celui qui réduiroir la rectification de-.
Pellipfe & de Phyperbole , aux qua-
dratures de ces.deux courbes.

X.. Je neremarque prefque qu'd re-
gret, & comme un zrait de fimplicité,,
la croyance ol font la pliiparr des cher-
cheurs de {a quadrature du cercle, que
les Squverains s'intéreffant aux travaux
des Géometres , ont promis une récom-
penfe confiderable:d celui qui-y réuf-
firoir. D’autres aufli imples, on méme

lus fimples encore, {e fontimaginé que
leprobléme des longitadesen dépendoir:-

L2
ajoutons i ces prétentions celle que les .

plus grands. ‘Géometrss ant- recherché
ow recherchent la quadrature du. cer-
cle,, comme (i ce probiéme éroir L'objer
~unique & le bur de toate la Géométrie.
Ce font 1d trols points fur lefquels ces
bonnes gens* ne manquent guer? d'in-

»Voyez l¢ Sieur Ballelin,, dans fis quadras,

Y4 QUADRATURE
refant que cewe queltion. Je revieus
4 moa {ujer, -

. Quanz 4 [a quadrature appro-
chée du cercle & des figures courbes,
il eft évident A qui connoit Pobjet de
la Géoméirie , qu'elle devient néceflaire
dés quon fuppofe la mefure ablolue
i'npofﬁ’oié ou encore inconnue. Mille
problémes , foit dans les mathémari-
ques pares , foit dans les fciences phi-
fico - mathématiques, ramenent fans
cefle & cette mefure. Il n'en faut
pas davantage pout juftifier les Géo-
metres de 1euLs peines 4 fe procurer des
“approximations {i peu différentss de la
véried, quelles puilfent en renir lien
dans tous les cas. Sils one quelquefols

paflé les bornes de cetts néceflitd, on
Ie leur paldonnet:a qaand on agra fait
arzention que ¢'eft 4 cette euriefité, en

apparence inutile, quoique fouvent

joftifide par les plus heuzeules décou-
vertes , que tourtes les fciences doivent
leur avancement.

pv CERCELE r§
Bilter beancoup =1l fauc les en défabuler..
I n’y a aucune récompenfe promife cu
a efpérer pour celui qui quarrera le:
cercle.. 1l eft ridicule de précendre que-
les longitudes en dépendent. La raifoa
de la circonférance au diametre n'entre
pour rien dans aucan probléme de navi-
gation; & fi quelquiun la fuppofoir,.
cemme ¢'eft un probléme de pure pra-
vique, il fercir plus que {ufifammenc
réfolu. par quelqu’une des plus fimples
approximations du cerele: celle de Ade-
nus, par exemple, qui differe de la
vérité de moins d'ure 1, ooc, co0®, &
dont P'erreunr fur toure la circonférence
de laterre ne va pasd 25 toifes. Il y a
aufli pen de réalité dans les prétenducs
recherches des-grands Géomerres fur la
quadrature du cercle : nous en avons
aflez dir dansParticle précedent, pour
faire connoltre quils ont eu des vies
plusgénéralesen larecherchant, Cleften
avoir dexceflivement bornées en Géo-
métric , que de 'y voir rien de plus inré-

PV CERCLE 16

CHAPITRE IL

Tentatives & travaux des Anciens

pour lam

ej:.'z'e du Cercl.

1. Y L eft dans Vordre des procrés de

Pefpric humain que la mefure do
cercle fe fov: fait defirer bientdt aprés
qu'on eur rrouvé celle des figures recti-
lignes. Ces objers dela Géomérrie naif-
fante arréterent peu les premiers qui la
cultiverent, & 3 en juger par d'aurres
découvertes faites dés le tems de Thalés
& de Pythagore, ou peu aprés eux ,
ils furent bien:or au-deflus de ces foi-
bles objers de fpéenfarion. On peut
donc conjeturer que les premiersettores
pour meafurer le cercle ont une dace
prefque aufli ancienne que la naiflance

“de la Géomeétrie chez les Gracs

I1. On nez paut douter do. molins
que prés d'un fiécle & demi aprés cette
¢poque , e probléme ne commencac d
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occuper les Géomerres. Plutargue ()
nous en fournit une preuve ,ennous ap-
.prenaar que.e Philofophe Anaxagore (by
s'en occupa dans {2 prifon, qu'il y com-
pofa mémeunocavraged fon fujer. Nous.
ignorons au refte entierement quelles fu~
rent {es prétentians, s'il crutavoir réufl,
ous’il informoi: feulementles Géomerres:
des difficultés qui s'éroient préflentées
d lui dans {2 recherche. Cerre derniere:

opinioneft plus probabie, i nous faifons:

atténtion aux éloges que lui donnoir
Platon (¢), {ir fa grande habileié ‘en:
Géométrie.

" I'IL Quoiqu'il en foit, bientdt
aprés certe tentative le probléme de la
quadratureda cercle devinr trés-célébre.
Il éroic déslarems de Socrate » & fortane
des ¢coles des Philofophes, il avoit déja:

{4) Traité de exilio.

(#) Anaxagore de Clazomene le 4cchefdely:
{écke Tonienne , vivoit vers an 480 avant ]. C..
Il fut contemporain de_ Périclis | quifui fanvala-
vie, ayamr été accufd d'impideg pour avois
penfé que les aftres érolear macériels,

(¢} Brocial €omr. in Eucl. p. 53,

183 Qu4praTURE
n'dit pas ¢chappé i fes Commaentateurs;
c'eft que ce Caomique jouoit dans certs
fcene le fameux Aisn, aurenr® du
Cyzle lunaire. Le nom quil donne ac2
perfonnage, & les difcours quil fui
fait-tenir, “ne laiffenc aucun lien d'en
douter 3 car l'antre Incerlocateur lui
demandant gui il of, le Géomerce lui
repond : Je fuis Métan , cet homme bien
conzis des gensdels Campazne & de tente
Lz Grece. Ces particulazieés convien nent
parfaitement & Afitn PAlironome, 3
caufle de (on invention regue avec rant
-dhppiaudiﬂémens » & des forres de Ca-
lendriers que les Aftronomes publioient
déja, & qui éroient principalemenr{’y-
fage des Navigateurs & de ceux qui
cultivoient la terre. Plufieurs aurres
difcours ridicules concernant ' Aftrono-
mie, que tieat Méron dans cette [cene R
donnent un nouveau poids d ce gqu'on
vient de dire. Cer endroit &’ riffophane
peut encore avoir trait i une ciscopl

* Environr 430 2n$ avant J. C.
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exciré la curiofité du vulgaira, A'};:'ﬁopbd“.
re en {aififfoir Poceafion pour plaifan-
ter dans {a Comddie des Oifeanx: Je
vais, fair-il dire 3 un Géonzetre qu'd
mtroduir {ur la feene, lz regle & Piguerre
e main . vous guarrer le cercl:, Le peu-
ple d’Athénes avoir prodaolement le
méme penchant que fe valgaire d’au-
jourd’hui i donner 4 ces paroles un
fens abfurde , & le Poéte s’en prévaloit
pour Pexcirer 4 rire. Lanote d’'ua Scho-
liafte Gree, qui fur cet endroit remar-
que fcavamment qu'il e impoflible
qu'an cercle {oir quarcé, confirme le
fens que je donne 4 ces varoles, Il eft
bien plus natarel que de penfer qu’ 4-
riffophane et en vie les fauffes folu-
tions des mauvais Géomerres, & leurs
errears déja multiplides fur ce fujer
cela ne feroirbon qu'auprés d'un peuple
de Mathématiciens.

Au refte, je remarque {ur cer en-
droit d’ driffophane , une parricularicé
qui me parcit peu connue, quoiqu'elle
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tance de la vie de Méton, fgavoir ,ala
folie imulée par laquelle il {qut habile-
ment sezemprer daller 3 l'expédirio?
de Sicile, € funefte pour tous ceux qui
y eurent past. ./'r.f;_‘ran , ot mangumint de
courage , ou prévoyant la mauvaifs
iffue qu’elle auroir, contretit l'infenf.é s
comme auisafots Ulifz pour ne point
aller 4 la guerre de Troye, & proba-
blement il dut la vie & cetce adreffe.

1V. Ces plaifanterizs d'un Comique
qui n'épargnoit pas les hommes méme
les plus refpectables, temoin le {zoe
Socraze n’emp&che’rent pas Hippocrate
de Chio, Géometre célébre & environ
du méme tems , de tentar le probltme,
La Géométrie y gagna une déconverte
remarquable , du moins pour ce tems- (2,
Quoique perfonne n'ait encore pl réuf-
fir & quarrer le cercle entier, Hippocrate |
rouva la quadraturce d'une de fes pac-
tes; Ceft ce que nous appellons avjour-
dhui la funulle ou les lunulles d'Aip-
pacrate , & caufe de lsur figure femblable
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a celle &'un croiffant. Cette découverte
eft aujourd’hui {i connue , méme 4 ceux
qui ne fe font jamais dlevés au-defius de
la Géoméurie ¢lémentaire, que je puis
me difpenfer de l'expliquer; je le fais
dauranc plus volonriers, que je me
ménage par id un peu plus d'érendae
pour des choles plus intéseffantes.

V. Rien n'éroir plus propre 4 entre-
tenir une eipérance Hazeufe de la qua-
drature du cercle que cette découverte s
Hippocrate s'y livra en effer, & elle e
conduifit 4 un malheurenx naufmge,
i nous prenons 4 [a riguear ce que
difent Ariffore , & Eudemns Uhiftorien
de la Géomérrie ancienne, cité par
Simplicins, Tel éwoir le raifonnement
d'Hippacrate, {nivant ces Auteurs. It
inferivoit 4 un demi-cercle 4 { fiz. 1. }
un demi-exagone, & fur chacun des
cOtés il decrivoir les demi-cercles B. C.
D. puis un quarriéme E 4 part. Apcés
quoi il raifonnoit ainft : ces quatre
demi-cercles, difoic-il, font ¢gaux 2%
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du cercle 3 il avoir quarté une efpece
de lunulle, il poaveic e{odrer que quel-
-quautre plus heurcux quarreroir un
jour une de celles qui entroient dans
fon raifonnement; dans ce cas voili,
difoir-il, la quadrarure du cercle trou-
vée. Cleft ainf qu’il rransformoit le
probléme de la duplicarion du cube en
un aute, fgavoir en celui de Iinven-
tion des deux moyennes proporiion-
nelles. Au refte, jabandonne ce Géo-
merre 4 fon mauvais {ore, dans Pefprit
de cenx qui croiront devoir défirer
davantage aux témoignages d’.4rifore ,
d'Eudemus & & Eatecins, qu'd mes té-
flexions. Je remarque feulement que
_les fervices réels qu'll rendic 4 {2 Gao-
mérrie de {on tems, doivent effacer de
fon nom la tache que certe erreur y laif-
fercir imprimée , §'il n’éoit connu que
pat elle. *

* Quoique ! découverre de Ia lunglle &' Fiip-
peerate {oizdesplius élémentaires, plufienrs Géo-
meires modernes dela pramicre elaife fembleat
s'dre pids 3 Pilluftrer par diverfes 2dditions
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plus grand 45 deant donc ce qu'ils ont
de commun , ‘fc,:avoir les trois feg-
mens &. ¢, d, on aura les trois lnnulles
B.C.D. & le demi-cercle E éganx a
'exagone 4. Qu'on dte donc, coni-
nuolt-il, de cer efpace rectiligne la va-
leur de ces trots tunulles, le reffan: fera
égal au demi-cercle E.

Le foible de ce raifonnement eft f;
2if¢ d'fentir, que malgre Paurorité des
Hiltoriens que j'ai cités, je ne puls me
perfuader qu'Hippocrate en air éié {é-
duic: en effer, il eft vifible que ces
lunulles ne fonr poinc celles dont il
avoit précedemment donné la quadraru-
re. Comment accorder une inattention
fi groffiere avec la fagacicé que d’aurres
découverres lui fuppofent ? Toujours
porté 4 juger favorablement de cenx qui
ont bien mérité des {ciences, je crois
qu'l faur donner quelquiaurre fens 4
cela.. Hippocrate ne vouloir- il point
propoler un moyen qu'il jugeoit propre
i conduire quelque jour 3 [a quadrature
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VL Nous devons & Ariffsre la mé-
moire de deunx Géometrss qui préten-
dirent contribuer de leurs lumieres 4 ia

ingénicules. M. de Telirnaufen 2 annoncé
(Ades dz Leipfik 1587 ), que tirant une ligne
queiconque du centre C ( fir. 3. ), lefpace
courbe A D éioit encore ablolument quat-

rable , & qu’il éioit égal au eriangle retiligne
A C H , déiermiad par la perpendicalaire D H
148 1a ménie chole d peu prés a éré ren-
conzrée par M. Jean Percks, qui égale 3 cex

elpace le mwiangle A D F, ce qui oft plus aifé 3

appescevoic (Tranf. Phil. 1699, G Adt de Leiy.

1700 ). Voici [a démonfirazion de 'une & de
Paurre. Liarc AT qui meflure Pangle ACT
qui eft 4 fon centre , eft femblable d la moitié
de lure AD qui mefure le méme angle,
parce qu'il eft ¥ la circonférence du cercle
dont BED .4 eft portion. Donc le fegment
entier dont A F T eft l2 moitié, eft femblable
an fegment A D, & par confégquenc ils font
entr’eny comme les quarrés des rayons de leur
cercle, ¢elt-d-dire comme 2 3 1. Le demi.
fegment ZFJ eft donc égal 34D, & le
riangle «i D F reéiiligne égaia Iefpace cur-
viligae triangulaire A DL A océlenc le trizu-
gle ACH et 3 ACB, comme AH: A3,
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découverte de la quadrature du cercle s
_mmais quoique cc Philofophs les défap-

prouve également, ce feroir faire rorrd

cule quarzé de A D au quarré de A B; mais

c'eft encore 12 la raifon du triangle ADF 3
~ACB, 1 caule qu'ils fon: (emblables; Pangle
A DF ézaat toujours demi-droir, puilge'il eft
appuyé {ur le quart decercle A C, qui fe for-
meroit de la continuation du demi- cercle
BEA. Le triangle ADF eft done dgal 3
ACH, & par conféq_uem Pefpace curviligne
A DIeftégal 4 un ou i Pautre. M M. Gre=
gori, Wallis & Cafwel (A de Leip, lieux
cétés ) ont trouvé divers autres efpaces ablo”
lement quarrables dans [a funnlle conjugde,
<’elt-d-dire celle qui {e formeroit par les mée
mes circonférences continudes, M. e " Hipizal
a donné, (Mém. de P Ac. 1701 J, une mé-
thode -pour retrancher tant quon voudra
defpaces abfolumen: quarrables compris encre
deux paralieles, comme GK , foir dans ['an.
cienne lunulle &'Hizpocrase | (oic dans celle
qui (¢ fait du demi-cercle A EB, & des deux
quares de cercle rentrans , comme B ic,
Afe. ‘
Avant tous ces Géometres, M. Fiere avoic
“imaginé nne maniere bcaucoup plus générale

fun
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un, lorfqu'il pretendoic que le cercle
éroit moyen proportionnel entre le
quarzé inferic & le circonferir. 1l éroit

qui avoit prétendu qu'Hippacrase de Chio éroit
le méme qu@nopide de Chio, autre Géometre
& Aftronome Pythagoricien , il ajoute quel-
ques découvertes nouvelles fur cetze fomeufe
lunulle. Mais il feroit long de ics expliques
ici, & cette note, od {ai encére bien des
chofes 3 dire, en deviendroir d’mne prolixité
cxceflive,

Linvention d'Hippocrate de Chio n’eft qu'nn
exemple particulier &’un efpace circulaire ab-
folument 'quanable; on peus em trouver une
infinité d’autres, & divers Géometres en ont
donné des exemples. On aun ouvrage de M.
Artus de Lionre, Evéque de Gap, intitvlé Curvie
linoraem amanior contemplatio, ou ce Préiat Géo-
metreadonné un grand nombze de parcilsefpt
<es 1 ce gue Pai dir plus havur des addizions de
MM, Tehirnanfern & Perks 3 la lunulle & Hip-
_ pocraze, ne lui avoit pas échappé. b, Farigrn
en adonné un nouvel exemple dans jos Mém. de
IAcad. de 1705 311 y fair voir quedi Jon adeas

cercles concentriques & un fofevr AC B (fig

s),&quonprerne Parc DFAD E, comme

€A = CD*: CD* Pelpace EDF AB st
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un denx que de les ranger dans Ia
méme claffe : Bryfon raifonnoit bien
mal pour un Géomerre, fi cen éroit

de trouver des lunulles abfolument Guarra.
bles, dont celle d*Hippocrate n'eft qu'tn cas
paciculier ; car § Pon a un are de cercle com-

‘me ABCDE (fr. 4.}, tel qu'éranc divifg

en un certaia nombre de parties, comme ici
©n 4 (ou plus géndralement m ) le quarré da
A E {oit 4 celuide Ja corde dune des por-
tions daps la raifonde 4 2 1, {on de m 4 ),
il eft vifible que faifant Tare firy AE (em-
blable 4 cenx des fegmens 4 B, B C, &c. lef
pace circulaire coutbe ABCD D EF A, fera
€gal au polygone rectiligne ABCD E A,
ce qui eft affez évidenc pour m*éviter I5 peine
de le démontrer. Or touces les fois que m ne
{urpaflera pas 3+ O POUTE2 trouver up paréil
arc par la Géomérrie plane ; mais Je probléme
fera folide ou plus que (olide quand m fara un
nombre plus grand. Tour cela dépend & (=
démonte aifément 4 Paide de la théorie deg
fections angulaires, ou des rapports des cor.
des des arcs muldiples ou {ous-maliiples,

On wouve dans les Mém. de P Arad. 4,
Berlin 1747, un Mémoire de M. Cramer ,
ot apres avoir réfuté Popinion de M. Heinins ,

B
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aifg de voir dés-lors que ce moyen pro-

‘porttonnel éroit fenlement 1’o&ogone;

car en général deux polyganes fembla-
bles éuanc inferits & circonferics ag
cercle, le moyen proportionnel entre

€galau triangle reftiligne CF A; catle foca
weut CF Deftan fedtens CD E, comme FD3
DE, conféquemment comme CAD e CD=
3 C D* par la conftruétion ; or certe derniere
raifon eft encore celle de 1z portion circulaire
EBAB aufeteur DEC; le fedteur CFD
et doncégal AEBAB, & ajouant de parc
& davtre FAD, ona FABEDF == au
triangle A C F. Un jeune Géometre, le frere
de M. Clairanlt, de "Académie des Scisnces,
igéde 14 ans, donna en 1730 un pecit ou—
vrage trés-ingénieax {ur ces elpaces cireulaires
ablolumenr quarrabies, denc il a trouvé up
grand nombre au-deld de cenx qui éraienc déja
ceapus. On a quelque chofe de femblable de
M. Saume ( Mém. de P Acad, 1712 ). Mais je
ne m'arr.ie pas davantage 3 ces curiofirds géo-
mérriques afin d’abréger ;5 ceux qui en fe-
Ioient plus amarenrs qu’elles ne méritent ordi-
nairemnent , peuvent confulter les livres & leg
tadroics cités.

Bij



23 QUADRATURE

eux deux eft Iinferic qui 2 le double de

<Otes. : - :
Hyaplus de jufteffe dans la préeen-

von du Géometre Antiphon ; celui-ct

regardoit le certls comme un polygone
d’une infnité de cd:ésy ceft du moins
ce quil eft naturel de conjedturer d'a-
prés ce qu'il difoic que ['arc diminuane
-de plus en plus, {e confondoir enfin
avec {a corde. Mais cerre idée fur mal
aceneiilie des Anciens; le tems n'éroit
_pas encore venu ot l'on oferoit , qu’on
me permetee ce rerme, envifager de
face l'icfini. Au furplus c’éroic une idée
ftérile dans ce tems-1i. Comment déter-
miner la raifon d'un polygone inferic an
dernier de cette {uite infinie, qui fe
confond enfin avec le cercle s Fiere Pa
fait, 4 la vérité, parmi nous, par le
moyen d'une f{uite infinie de termes,
mais fans beaucoup d'avanrage pour Ia

‘mefure du cercle. On en parlera quand-

il en fera tems,

VIL On aura quelque lieu de
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le Livre de dimenfione civenls | livre o
il démontre ces deux véritds d’un ufage
{1 joarnalier; Pung-gue le cercle: & tous
Selteur do cercle off égal an triangle reflan-
gle formé de fa circonfirence pour bafe
G du rayon pour hautenr ; Uautre que la
circonference du corele- eft moindre que
3 fois & les 75 dis diametre , rhads gqu'elle
eft plus grande que trois fois & les 12 de
6c méme diamerre s dod il fuir que la
circonférence differe peude la premiere
de ces limites , & qu'elle eft, & peu de
chofe pres, égals 4 trois fois & 3 du
diamatre, ou qu'elle ki eft trés-prés,
comme 74 2235 & le cercle au quarré
du diametre comme 114 14. La prati~
que des Arrts, que L'on fervira toujouts
utilement quand 4 une exadiude mé-
diocre on allidra nne grande facilité, 2
adopté ce rapporr , ke plas exact de rous
ceux qu'on puifle donner ea aufh peu
de chiffres. drchimede, comme nous

en allure fon commentateur Ensogins *,

* Comm. in libram de dim, circuli.

pv CrERCELE. zo
s'étonner que malgré les recherches de
tant de Géomerres pour quarrer le cer~
cle, onait éié jufquan tems d’Arehi-
mede * {ans.en connoitre , da moins &
peu pres, la grandear ; jentends dire
avec quelque exadtimde fuffifance pour
la pratique.. Le Géometre de Syracufe ,
quoiquentierement liveé 4 la théorie la
plus fublime, fencic, ce femble, le
premter l'urilité de cerre connoifflance
fes découvertes fur un grand nombre de
corps & de furfaces, qui le ramenoien:
continuellement 4 la mefure du cercle,
tournerent néceflairement fes viles de
e ¢cbté ¢ laiffant donc la recherche de la
quadrature ablolve , quil. jugea erés-
difficile , peut-érre impofiible, il fe
borna 4 en approcher d'aflez prés, & i
rendic par I3 un fervice confidérable.
aux Arts. Nous devons i ces fages viies:

* Avckimede fleariffoic vers le milien do
troifiéme fiécle avanc J. C. & fur tud Ffore igéd .
ila prife de Syracufe, Pdn 211 avanr ere
chrétienne.

B iij
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fe propofa ce feul objec ; fans cela il lu
aurolt écé facile d’atteindre par fa mé-
thode 4 une plus grande peécifion.
Mais celle-ci eft fuffifante dans les cas
les plus ordinaires , & il n’y a plus que
les derniers des Arrifans qui l'ignorent,
ou qui néglizent de s'en fervir,

VIIL Tour le monde, du moinsle
monde Géometie, fcair de quelle ma-
niere Arehimede parving 4 cetre appro~
ximation ; mais il ne fera peut-&tre pas
inutile de 'expofer pour ceux qui, pew
ver{és dans la Géometrie, n'en auroient
pas une idée diftinte. Il eft clair, pac
les plus communes notions, que la
circonférence du cercle eft moindre que
le polygone circonferic, & 'plus grande
que Uinfcric. Archimede inferivir done
& circonfcrivit au cercle deux polygones
de 96 coeés chacun , & caleula, parles
proprideés d cercle fa longuenr deleur
contour : or ¢e calenl lul montra que
le pslygone inferic éroit plus grand que
3 12 du dinmetre, & que celul du cu—

Biv
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conlferit éroir moindre que 3 $2ou 3 ¥
du diametre. Il eft donc néceffaire d'en
.conclure que la circonférence qui eft
elle - méme plus grande que celle du
polygone inferic, {urpafle i plus forte
raifon 3 fois le diamerre augmenté de
fes 32, & que la méme circonférence,
qui eft moindre que le contour du po-
lygone circonferic, et moindre que 3
fois le diamerre avec .

I X. Plufienrs perfonnes intéreflées &
fe faire illufion pour maintenir quel-
que prétendue quadrarure, ont cher-
ché 3 éluder cerre démonftration : 4le.s
ont objecté, avec une force de confian~
ce capable d'en impofer, que I'impofli-

-bilite d'extraire exadkement les racines.
de plufieurs quarreés qui entrent dans.
le caleal &' drehimede , a dit néeeflaire-
mene Fentrainer dans quelques légeres.
erreurs , & que ces erreurs accumulées
dans une longue fuire d'opérations , ont
pit lui fairc prendre un nombre trop-
grand pour le polygone inferir, ou un.
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polygone inferic eft plus grand qua
63365 or comme cete raifon eft cer-
tainement plus grande que celle de 3
324 1, ileft évident que la circonfé-
rence du cercle eft au diamerre en une
raifon plus grande que celle de 5 2 &
K, ou qu'elle eft plus grandeque 3 12
da diamerre, Unarrifice femblable fair
conclure 4 Archimede que le contour-
du polygone circonferit et moindre que
14688, le diamewre éant 4673 %,
. dlout il conclur que la circonfrence eft
moindre que les 3 22 du diamerre. On,
peur s'affurer de rour ceci dans le Com-
menraire d'Eutecius , qui {entant coure:
Fimporrance de ce procédé ingénienz,.
I'a développé-avec {oin. La conféquence:
d’ Archimeds eft inébranlable.

M. de Lagnia remarqué dans le cal-
cul d'drchimede une nouvelle fine(z.
que perfonne n'y avoir appercu avane
lni. Le Géomerre Grec fuppofe [e rayon.
i la rangente- de 30°, comme 26 g
53 ces deux lignes font dailleurs

pv CERCLE. 3%
trop petit pour le circonferit, fuivanc
que ces racines auroient été prifes paz
excés ou par défaut. L'objection eft rai-
fonnable 3 mais cependant elle ne prou-
ve rien de plus,. finon que ceux qui
I'édleventne fe font pas donné |z peine
de confulter D'écric &' Arehimede. En
effer, ce Géomerre avoit trop de faga--
cit¢ pour ne pas la prévenir , & la ma--
niere donr il fair fon caleul. ne lui laif%:
aucun liea; car il ne prend point la:
valeur approchée du c6té du polygone:
pour {a valenr exacte ; mais sagir-il ,.
par exemple, du cdeé du polygone inf--
¢rit? fon raifonnement & fon calcal’
{onr arrangés. de maniere que prenant’
les racines par défaut, ceme erreur,
qu'on ne peat éviter, lui produir nécefe-
fairement. ur nombre moindre. que le:
vérirable pour la grandeur du cbré du
polygone infcrit. Ce nombre.multiplié-
par celui des cotés du polygone, eft:
6336, le diametre étant 1017 ;: il
gonclue done bien [egirimement que. f&

e
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comme 1: 3, de forte qu'il eft évi-
dent qu'drchimede extrayant la racine
de 3, Padéterminé prochainement éga-
led 222, Or cetre valeur eft précifément
une de celles qu'uneanalyfe aflez fine
fait rencontrer en cherchant les ra@ions
rationelles les plus fimples en mime
temps , & les plus approchantes de Iz
racine cherchée zcar 245 équivalent en
fraftions décimalesd 1. 732016 ——quk:
ne-s'écarcent de la vraie racine de 3.,

5 2 . ; 14
feavoir 5.732050 <+~ que de &
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ou moins d’'une o000, Mais fa valeur

trouvée par Arckimede 2 fans doute l'a-
vantage d'étre beaucoup plus {imples
Comme une exactitude fi recherchéene:
peut point &rre un effer du hazacd, ce
nous eft une nouvelle ratfon de remar-
quer le génie de ce grand homme dans:
fe choix adroit qu'il a fou frire des:
nombres les plus avanragenx,

X. Ce ne-font pas fenlementfes Géo—
metres modernes , qui affectant une-pré-
cifion plus grande qua celle & Arohie

A Ev:]l
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smede , ont cherché i approcher de plus:
prés du cercle, Pantiquité eut aufli fes
laborieux approximareurs s il eft,ala
vérité ,’ forr probable que la grande
difficulté des opérations de leur arith-.
métique ne leur permit pas d’aller
bien loin. On feait que cetee difficuleé:
éroir fi’ grande qu'il lear éroir abfolu--
‘ment impollible de manier des chiffres:
anfli confidérables que les notres 5 ainft.
ils durent refter beancoup: zu-deflous:
des Modernes. Appollonius ™, le célé
bre Géometre, eft un de ces. anciens,
approximateurs ;11 donna un rapport:
plus approchant de ia vérité que celui
& Archimede-, dans: ouvrage- inticulé.
Orv7e€o@ , donton.ne {cair poine la fi.
gniﬁ'cation , &un deceuxde cet Auceur:
que nous n'avons plus. Entocins nousap-.

rend- cela dans fon. Commentiire {ur:
Archimede ; it nous y <ite- aufli un autre-

*. Appollonius de Perge feuriffoir =nviren
00 ans avans J. C.
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XI1. La découverze d' Aichimeds fur
fes fpirales, quoique peu urile A la
mefure du cercle, comme je I'al deja
annonce { Chap. 1.§.6.),a cependant:
avec elle une forre d’affinitéd qui ne
me permet pas de la paffer fous filen-
ce. Elle ferr du moins 4 démonteer ce
dont quelques Géomerres ont {érieufe-
ment douté, sl éroir pofible quiune
ligoe droite égalic une courbe, e le
révoquoit en douts, fe fondan: fur le
paradoxe de l'angle de contingence
moindre que tout angle refiiligne,
qu’on r’'avoit pas encore développe, &
Drefeartes donna prelque dans le méme
fentiment , du moins il deursit fore
quon trouvit jamais la re@ification
d'aucune coutbe; mais ces deux illuf-
tres Géometzes ne faifoiene pas atten-
tion dans ce moment i la vérité démon-
wwée par Archimede , & VPiate (ar-tout
éroit monté fur le ton de paradoxe,
locfqu'il avangoit cette opinion. I et
anjourd’hut connu , je dircis pref=

pv. {eacCLE. T
Géometre nommé Philon de Gadare *
(Aveyadapsy) qui 4 Pexemple d’Adppol-
lonius avoit enchéri fur le Géometre
de Syracufe, & probablement {ur Ap-
pollonius meéme , auquel il elt poftérieur :
I'an & 'aurre, faivantle récit d' Extocins,.
avoient poufl¢ leurs aPEroximations i
de grands nombres. Ce Commenrateur .
en nous apprenant que dans le rappore:
qu'ils avoient donné il entroit des my-
riades, ceft-3-dire des dix milliémes,
nous donne lien de juger quils avoient
prévenu une pareilie erreur au moins ,,
& peut-&ure une plus confidérable ;. car
comme.on ne connoifloit poiat alors les
fractions décimales , il eft probable qu'ils
avoient rencontré quelqu’une des frac-
tions de la fuiee L, 43¢, %;—?— e
dont la derniere équivaut d une approxi-.
mation en 10 décimales au moins..

# 11'eft mal-i-propos nommé Gaditanus:
par-la plipart de- ceux quii'ont connu; la
ville de Gadare étoit une ville d’Afie.. On:
ignorg l¢ tems ot il viveir.
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que trivial, que toure tangente ila
fpirale détermine une ligne droite
égale 4 umrarc de cercle aifément afli-
gnable. A quoi tient-il donc, dira

quelqu’un , que l'on o'aic la quadrature:

dua cercle? Jen al déja donné la raifon ;.
il faudroit pouvoir rirer cette tangente
d’'une maniere qui ne dépendic pas de-
la reftification de cat arc, & ceft ce
qui eft impofible..
¥X11. Le méme inconvénient, ¥
cependant on peut donner ce nom d ce
qui paroir devoir &mre ainfi dansia na-
ture; le méme inconvénient, dis- je.,.
{e rencontre danstoutes les autres coar-
bes déerites par une combinaifon de
mouvement rectiligne & circulaire.
Dans routes ces courbes la rangente dé-
termine une ligne droite égale, ouen
rappott donné avec un arc de cercle.
Mais il eft facile de {2 convaincre, d
Yaide d’une certaine méraphyfique de
Géomérrie , quwon n’en doit jamais ac~
tendre pour la quadraruge du cercle. En.



40 LQusapnasrver

effer i quelque conftrudtion géom&- ‘

‘trique , ol il n'entreroit que des lignes

droites, pouvoir déterminer la-pofition
de la rangente 4 une courbe de certe

nature , ce {eroic réfondre un probléme

fans avoir égard 4. fes conditions. effen-

tiellement déterminatrices ; car ileft aifé

de fentir que la fituation de la tan gente

dépendant néceffairement des proprié-

tés de Ja formation de la courbe, 4

elle eft décrite par une combinaifon de

mouvemens, il faur connolrre leur rap-

porr, & par conféquent dans les cas
dont il s'agit ici, celui du mouvement
circulaire avec le rectiligne , ce qui e
précifément ce que J'on cherche. Le fenl

moyen de Péviter feroit de rrouver
quelqu'aatre conftruction qui: n'em-
ploydt gquun mouvement rectiligne 5.
malis il y auroit-de Fabfurdiré 3 le tencer
{enlement, puifque ce feroit vifible--
ment changer la.nature de la courbe, .
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cercle, quelque peu plas rapprochées
que celles &’ Arehimede * . je ne crois
cependant pas devoir m'y arréeer, pour
pafler & des objets plus incére(fans.

IL. Metins eft le premier des Mo-
dernesd quil'on doir quelque invention
remarquable {ur la mefure du cercle.
La proportion de 113 4 3 55, part la-
quelle il exprima celle du dizmerre 4 la
circonférence , a une célébritéd jufte-
ment méritée;ellea, en effec, un avan-
tage bien digne de remarque. Cleft
qu'elle approche tellemernir de la vériré .
qu'étant exprimée en fractions décima-
les, elle ne s’éearce que dans le 8=
chiffre de Ia proporcion fi connue de
1.00000%500,&c.i5. 1415916535,
&c. Soir bonhear, foir adre(le » Metins
rencontra, de toures les fractions poifi-
bles exprimées en 5 chiffres feulemene,
celle qui eft [a p[us exacte. Au refte ce

Mesies el poine Adrianus Muiys,

“ Dr guad, eirenli ady, Kie de Cury,

ry CERCLE. £1

CHAPITRE 11l
Progrés des recherches Jur la

quadrature du Cercle parmi les
Geometres modernes jufgu’ci {in-
vention des nouvezux calculs.

I. Lzs premieres anné’es_qui {uivent
fa renaiflance des machémari-
ques.en Europe, ¢poqueque je fixe an
milteu du 15° ficcle , ob feurirent Pur.
bach & Regiomontanus , ne fourniffent
rien de remarquable 4 cetee Hiftoire,
Le dernier de ces Mathémariciens mé-
fitc, il eft vrar, des éloges, pour le
foin qu'il pric de combarrre les préten-
dues quadratures du Cardinal de Cufie,
homme célébre de fon tems , & qui en
auroit impofé fi 'oh pouveit en im-
pofer aux Géomerres. Cer examen lui
fournic méme une occafion de dérar-
miner des limites de [a grandeur du
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Mathématicien connu du commence-
ment du 17° fidcle , & frere de J acques
Merins cépucé inventeur du rélefcope 3
celt Pierre Metins, le pere de ['un &
de lantre, Mathématicien des Erars
de Hollande, & qui vivoir fur la in diz
16° fidcle, Je ne fais cetre obflervarion
que parce que jai remarqué qulon fe
trompoit ordinairement en attribuane
an fils cette inven:io.r; s que lai-ménte
revendigue 4 fon pere dans fes ouvra-
ges,

IIL. Lecélébre M. Fisre, dont les
travaux ont tent aidé l'analyfe, contri-
bua aufli de quelque chofe d la mefure
du cercle. On tronve, ce quit mérire
d'érre obfervé , dans une expreflion
quil donna pour le rzpréfenter ¥, an y
trouve , dis-je, la premiers idée d’une
fuice infinie de termes. Travaillanr §
tirer quelque parti de cette connoiffance,
déja ancienne quoique peu golicee, que

* Fieta opers variorim de rebus mathl
refp. cap, 18,
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le cercle éroit le dernier des polygone
inferics ou cir conferits , il démontra que

le rapport du quarré iafcrir 4 ce dernier.

polygone éroir celui de \/Td rdivifé par

Vi JI% Vig \/1'__;__7?;”:

z

&ec. & ainfl 4 P'infint; de maniere que
lediametre écant Lunité, le cercle oft

St g e ey - T =
1

Punité divifée parz /i /i VL

» .;...;_\/_:_ VT %5 &en I feroir
. I

laborieux, Jen conviens, de tirer de

Y

Ii une valenr en rermes rationaux ;

ainfi quotque cerre découverte confi-

o . . i
déréedans la fpéenlation,, ait fa beaucd,
je oy infifte pas beaucoup. Piere rendic
fans doute un plus grand fervice 3 la

. . .
Géométrie, lorfqu'il érablit ce rapport

approché du diamerre & la circonfé-
rence en rr chiffres; fcavoir, comme
T, Q@000 , 00005, 3 3, 14159,
26535 —+:* Perreur eft moindre que

*Ibid. cap. 15. M. Viete feurifloic vers la
fn di 1s¢ fiécle, i mourur en 1§03 83¢ de
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‘polygone de (073741524 chés, & dé-
termina par ce moyen l¢ rapport en 16
chiffres de 1, 0og00, co000, G0000,
d3,14159,26535, 89793 —~+; mals
ce travail de Romanus , quelque grand
quil {oir, el cependant encore beau-
coup inférieur & celul que Zudolph
~Pan Cenlen *, fon contemporain, eut
le courage d’entreprendre. On doit &

celui-ci une proportion exprimee €R

36 chifftes, le diametre érant Lunité
{uivie de 35 zéros; la circonférence eft
entre ces deux nombres: 3, 141595
26535 , 89793, 23846, 26433,
8327y, 50283, & le méme augmenté
d’une unité feale.
Quanct au procédé de Zudolph , il eft
néceflaire de le rapporter ici, “pour
& Ludsph éioir de Cologne, d’cd lui vient
fonnomde Fan Cenlen , car Cologne (2 dic en
en Hollandois Cenlen: il fur long-tems Pro-
feffeur de Mathémadiques en Hollande , i
Amflevdam ot Breda, On ne feair P:c{’que rien

de lui, parce que Plalere Audré e Ia pas mie
dans {2 Bibliotheque Belgique.
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Punicé dans le dernier nombre , qui
finifflane par 6, excéderoir dés-lors la
vérité; ceft ce que nous avons voulu
defigner par le figne -, qui annonce
que le chiffre § et moindre qu'il ne
faut; 6 — fignifieroir que 6 eft trop
grand. Perfonne que je connoiffe nlen
avoit encore approchéde fi prés, & cette
approximation peut rre regardée com-
me le premier exemple, le (ignal de cel.
les que plufienrs Géomerres donnerent
dans la {uirte. A
- IV. I femble en effer que les Géo-
mecres defefperant d'acteindre 4 la me-
fure précife du cercle, ont cherché 3
sen dédemmager par des approxima-
tions d’une exadtitude fort {upérieure 3
nos befoins, Celle de Piste fur effacéa
par celle d"Adrianus Romanus : ce Géo.
metre des Pays - bas calenla [abo.
ricufement la grandeur du cfré d'un

63 ans. M. de Thou ena fit qn éloge érendy
dans fon Hifkoire univerfelle sliv, 129,
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doaoner une idée du rravail immenfe
quil furmonea. 11 fuppofa d'abord le
rayon égal 4 l'unité fuivie de 75 zéros,
8 d'aprés cer immenfe rayon il cal-
cula les cordes des arcs continuelle-
ment décroiffans depuis le quart dua
cercle jufqnd larc, qui n'elt que la
367488907637391¢3232% de [a cir-
conference 5 1l calcula de mBme le cHeé
du polygoné circonferir correfpondant
4 cerarc, & ayant trouvé les longuenrs .
de ces polygones, il les compara enfem-
ble. Or il trouva qu'ils coincidoient
dans [eur 36 premiers chifires; d'on il
conclur que ces 36 premiers chiftres
exprimoient, 4 moins d'une unicé prés,
la grandeur de Iz circonférence; cela
elt aifé 4 fentir. La (uite des opérations
de Ludolph elt expofée dans quelques-
uns de fes ouvrages ¥, od les Géo-
merres de fon tems purent Pevaminer,

Le P. Griemberger , un de ceux qui

® Frund. Geom. lib. 6. de civenls ¢ ad-
Seriptis, Zetematam Geom. epilogifmus , p. 92
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eurent le courage de le faire, affurale
monde [gavant de lcur_jufkeff'e-,: & par
conféquent de celle de I'approximaton
qu’il en tiroit. (a)s . .

Ludoelph avoit quelque raxf"on de
s’applaudir de fon invencion ;s & Vexem-
ple d'Arehimede, il voulut en tranf-
mertre la mémoire 3 la poftériré par un
monument qui y efic rapport 3 & i
fouhaita , pour cer effer, qu'on gravit
ces deux nombres fur fon tombean (b):
cette difpofizion a été exécutée , & ce
monument géométrique {ubdifte encore
anjourd’hui, 4 ce que jat i quelque
part.

V I. Cependant 4 apprécier au-jufte
le travail immenfe de Laudolph , il eft
bien plus propre 4 lui procurer la ré-
putation d'un infarigable calculateur
gue d'un homme de génie. On fair, &
avec quelque raifon, en Mathémari-

- que, peu de cas de ce qui n'eft que le

(,;) Receioli. Almag, novum,
(&) Snellii exclom. pr. 51, 5. ¢5, .
fruic

$o QuapraTvesz
Voici ces théordmes fondamentaux de-
Snellins *,

1%, 5i lon prolonge le diametre A B
duncercle en D (Gg.7.7 1), de ma-
miere que BD [oit égale au rayon , la ligne
D F reranche de la tangente A 7 un fg-
ment A F moindre & & trés-pen de chofe-
prés égal & [are contign A E.

2% Mais que d f (fig. 72 2 2.)
[oit tiré de maniere que le fegmens d1 foir
égal an rayon, dans ce cas le fegment af
de la tangente fira plus. grand que Farc
ae; & comme alors la tangente afeff
égale 4 deux fois le finus , plus une fois.
Ia tangente du tiers de ['arc, il {uic que:
deax fais. le Senus:plus une fois 1a tangente
dun arc | forment yne fomine :ré:~appra_
chame de la grandeur du-triple de cet are,

Ces deux theorbmes réduifent 3
moins de la moitié le rravail des ap-
prozimations qui jufqualors avoient
exigé de fi laborieux caleuls, Snel-

* Voyez fon livre intituld ¢ yelometricns.
Prap. 17. 29,
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fruit de la patience. Sans rabaiffer done
le mérite de Zxdovh , que nous {cavons
d’zilleurs avoir écé un habile analyfte ,
il me parck que le Géoméire donr je
Yais parler mérice plus d'zloges pour
Les découvertes quil ajeura s fa Cyclo-
merte, L

W iliehrord Snellins | Celt ce Glome-
tre, fe propofa d'zbréger ces péaibles
opérations , par le moyen de quela
ques propri¢eés du cercle qui doanaf~

Aent des limites plas rapprochdes que

les polygones inferits & circonferics
traicds 4 la,maniere.d’Arff’:imede, & il
y réuflic allez heureufement, Il {cur dé-
meéler deax théorimes propresa fon def-
fein, & qui lui feroisur encore plug
d’honnenar s'tl avoir pit parvenir iles dé-
montrer parfaitement : en effer [’efpé;e;
de démonftration qu'il en donpe n'eft
pas abfolument convaincante, 1l fuffic
ici qu'il ne fe trotwpe pass car Iitluftre
M. Haygens les &eablic dans fa faite
avec toute [a rigueur géomdtrique,

C
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fins * en. donne pluﬁe’ur‘s" exemples,
qui meteent dans un grand jour I'avan-
tage de'fa mérhode. Arcbz'medg_avoit
éré obligé d'employer deux ‘polygones,
Pun inferit, lautre circonleric, de 96
cdtés chacun, pour en ticer fon rapport
de 7: 22.-Le Géomerre moderne Y
parvient per fa -cop-nc_:iﬁ'ancer du feul
céré de l'exagone, & le polygone de
96 cbtés mis en auvre par celui-ci,
ol donn;—: la prop. de 1. oooogoo ,
d 3. 1415926 + il détermine enfin &
vérifis celle de Ludalph , par un poly~
gone qui n'auroit donné 4-ce Géomerre
que les 17 premiers chiffres de Ton
rapport; il eft de Ia"narure”d.e-l’bpéra'-
rion de Sweliins de donner togjours
plus da-double de cﬁiﬂ?c‘_’s‘vfais ‘é}uéfia."
méthode’ ordinaire ; fans’"y -employer
plus de travail, 'If"a:uroir"pﬁ > avee e
<ttt dua dernier polygone de Zudolphy | -
s'it elr ¢ré parfaitement exad dans toys

k Tbid. prop. 31,
Cijj
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fes .chiffres, trouver une approxima-"

tion en 7 ¢ chiffres; le manque de cztee
condition , car il eft éviden: qu'en
grand nombre des derniers chifftes
étoiear incertains , . Pempécha daller
aufli loin.

Je dois faire honneur 4 Swellins d'une
remarque utile qu'il fair, concernant
le calcul des cbtés des polygones qui
naiffent de la (ous-divifion continuelle
d'un arc. $i B D (fig- 8., dit-il %, eft
1a corde d'un‘arc quelconque , & qu'on
divife en deux fon complement D 4,
Ya corde P Felt moyenne proportion-
nelle entre le rayon & le diamerce
apgmente de la corde précédente ; mais
lacorde 4 F elt moyenne propottion-
nelle entre le méme rayon & le diametre

moins la méme corde. Cesdeux théo- ;

rémes,. qu'il eft facile -de vérifier par
Fanalyfle, lui fourniffent une fuite dex.
preflions commodes 2 trouver {ans ay-

* Cyclom. prop. x. & 21

$4. Quabrarvzre
rayon-par le diametre , & e dernier la
va!eur_ de lz premiere corde 3 D. Si
~ Pon voulsic apres cela crouver la corde
du 44° polygone , i commencer dua
quarré infetic, ceft-d-dire la corde de
1a 70568744r77664 de la circonfé-
I€nce , on aurair ( la corde du quar-
¢ étant /3 G le diametce eft 2 ),
on auroir , dis-je, tout d'un coup

Ve v

——
2= Vg T &Ko
continuée julqu'dla4s® V7 inclufive-
. ment.

Sneliius a plus fair, il a pris la peine '

de calculer jufqud g5 décimales la
_valeur de ces cordes B £ » BG, &c. dod
il eft aif2 de tirer 12 grandenr du cdeé
qu'on voudra dans cetze faite. Dans an
_aurre endroir * il preud pour premier
polygone celuide $o cdeés, & il donge
les limites qui réfultent des polygones
infcrics & circonferits , dont le nome.

* 16id. prop. ir.
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cun caleul, peur les cotés des polygones
quelconques forméspacla bifettion cen-
tnuelle d’un arc comme D 4, dont |2
corde D B eft connue. 1l trouve donc
aifément, 4 l'aide de ces deux théors-
mes , quele rayon érans Punied, & B D
ie coré du triangle équilaréral égal 3

ViiomaBF= VI TV, %86

:.._...'—\/2_-—4[—- \/J__I__v‘s‘;dcmémeAF
= v, __ \/?& AG le cbté da

dodécagene =V r— 2 —— J‘f
La loi de la progreflion eft aiféed voir.
Ot il y arrols divifions fucceflives, il
y 2 trois termes enveloppés continuel-
lement par [e figne radical,, de maniere
que chacun embrafle tout le refte de
Pexpreflion. Tous les fignes fone pofi-
tifs pour les cordes BF, 3G, & pourles
cordes AD, AF,AG, le premuer feul
eft négacif. Tous les nombrés fonr :,
ou plus gencralement le produit du

C ijj

DU CERCLE. §s
bre des cheds va de 13 continueilement
en doublant jufqu'au polygons da
§2428%0 cbrds, de maniere quiune
faulfe grandeur de la circonférence
ttant propofZe, il eft roujours facile , -
en la réduifunce en fradtion décimale>
de trogver au-deffus de quel poly-
gone circonfcrir, ou au - deffous de
quel infcric elle fe rencontee; ce qui
en démontre fort aifément la fauf-
feré, * '

Comme ces limires peuvent avoir
ane utilicé réelle pour ceux qui vou-
drotent , ou qui autcient befoin de
faire ces comparaifons, je vais les
rapporter ici.

¥ Quelques autres Géometres, qui igno-
roient {ans doute ce qwavoit faic Snellius ,ong
donné des expreflions femblables, propres 3

© faciliter le caleul des polygones; on peu: voir

W allis fur ce fujer dans fon Algedre, chap_
86, & M. Nicole, dans les Mdémoires de I’A-
cadémie des Sciences, 1747,

Ciy
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163840:3. 1417926713
327680/3. 1415926515
6§§360/3. 14159265357

1310720;3- 141§926§3726
261144003 14159267388
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56 Quabrature
T,
dﬁ”;ﬁz. Polygone infevit. | Palygone circon:
80 3. 140 1-143
160'3. 141 3. 142
320.3. 1414 3-1418
640,3. 1415 3. 1416
:zSoég.xq.rgS 3. 14160
1§60{3. 14191 3141597
5110;3.14159z4 3. 14159358
10240(3. [41§9L60 3.141¢0281
40960;3. 1419264 3. 14159266

3. 141592656
301417916539
3. 141§926¢38
3. 7415916538
3141592655796
3.141§92653589

3.141592693738961

VIL Le célebre M. Hupgens entra
peu d'années aprés Swellius, dans la
méme carriere que celui-ci avoitr ou-
verte. Les premiers coups d'eflai de ce
Machémaricien illuftre furent d’engi-
chir la Cycloméirie de plufienrs vérités
atiles; ce que Smellius avoit tenté &
1ai(f% i cersains égards imparfaits , M,

38 QUADRATURE

Plus grand que (2 corde angmentée du
tiers de fa différence avec fon finus. Nom-
mant donc C la corde, S le finus, Parc

A fera > ﬁ_’:_s.
. 3

2% Tour cercle comparé de méme an
polygone infirit, oft moindre que les % de
ce polygone plus le tiers dr pelygone cir-
conferit femblable. D'ott I'on peut inférer
que rout arc eft moindre que % de fon
finus-augmenté du ters de fa tangente,
ou<38 457, nommant T la ran-
gente.

Certe feconde propolition, en partie
la méme, mais-plus genérale que celle
de Suellins, fournit la feconds limite
de la circonférence & de Faire dyg car-
cle; la premiere éroir par défaur, celle-
ci eflt excédente , mais une & Panzre
approchent confidérablement de |5 veri-
te, & M. Huygens. s'en {ert. avee fucces
pour le.méme-objer que Snellius. Le tra-
vail des approximations eq eft diminys
de plus de la' moirid,
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Flupgens, encore forr jeune , le per-
fe@ionna confidérablement ; car non
feulement il démontra * les théorfmes
ot fon compa:ribre avoit héfird , maisil
ajouta 4 fa théorie plufieurs anrres pro-
pri¢tés remarquables du cercle, dont
quelques-unes lui donnerent deslimires
encore plus rcﬂ‘errées'que celles que
Snellins avoit dérermindes. On va les
expoler avec la briéveré qu'exigent les
limites érroites de cer ouvrage ; elles
fonr d'ailleurs dignes d’&re connues,
& probablement les Géomeires les
verron: avec plaifir..

10, Tout cercle efft plus grand que Je
polygone inforir plus le tiers de ce dom d
furpafle le pal)fgam inferic, quic ala moitié
moins de corés; & cela doirs’entendre non
feulement de Paire du cercle comparée:
3 celle de ces polygones, nmis encore
de fa circonférence comparée 1 la leur,
11 fuir de 1& que tome arc de cercle ef

x De Circuli magnitudine inventa, 1654.

Cv
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Cependant, on doir le remarquer ,
cette méthode ne emporte Ppas encore
fur celle de Snellins, & mbme elle refte
quelque peu au-deflous; anfli M. Hiy-
gens ne sy arrére-t-il pas, & pour fur-
pafler ce dernier Géomerre, il propofe
bienté: deux autres théorémes qul
re(lerrent encore davantage les limices
de la circonférence : il démonrre pour
cer effer * que,

se. Testt arc de cercle eff moindre
gue (@ corde angmentée dune ligne gui
foit an ticrs de fa différence avee for: finys ,
comme 4 fois cotte corde plus le finus , &
Joisle finus & 3 fois la corde.

Ceci donne une limite par excds,
mals trés-rapprochee ; elle Peft telle-
ment que lorfque l'arc n'eft que dun
petic nombre de degrés, elle coincide
avee la vraie valeur de cer arc jufgu'd
la 10° décimale, ou mime un terme
plus doigne, Il reftoir 2 en trouver

% Prop. 14,

C vi
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une avfll exacte & qui fiie par défane
Huygens le faivpar le procéde fuivant,
ayant trouvé la limite par défaur de
Yarricle 1, & celle parexcés de l'article
précédent. Qu'an premne les 3 de lour
diffirence & qu'on [ ajoute an donble de la
corde, augmemee dn triple du  finus;
g’on faffe enfin cetie proporiion , comme
cere fomme eff acelle du finns & de la
corde , ainfi lestr différence 2 un quarriéme
terme , ce terme ajomté awn finus donners
une ligne moindre que Parc, mais awfli
voifine de {2 vraie valeur que la précé-
dente, L'ufage de ces nouvelles limites
eft merveillenxs par leur fecours M.
Huygens laifle bien loin derriere lui
& les Anciens & Snellins lul- méme.
Un exemple fera fentr combien ils
approchent de la vérité; en caleulant
fimplement le ¢6t¢ dun  polygone
infcric de 6o cdtés, & y appliquant
cette méchode , on trouve les 1o pre-
miers chiffres de la proportion de
Ludelph, On peut juger par 12 combien

3 QUADRATURE
par M. Huygens dans une antre occa-
fion, fcavoir dans le cours de fa que
zelle avec M. Gregori. Que ABC (fig.
10) foit un arc de cercle qui ne pafle
pas la demi-circonférence ; apres I'avoir
partagée en 2 également & fa corde
par la ligne DB, que AE foir égale
aux $ de 4B, &K EF=, ED; la
ligne F B érant tirée, qu'on fafle 'an-
gle F 3G droit, laligne 4G {era guam
proxime egale d larc A B 5 car (x diffe-
rencé avec cet arc en fera 3 peine une
1400° lots méme quiil fera égal ag
quartdu cercle , d'une 13000° quand il
en ferala 6%, d’une 900004 enfin quand
il n'en fera que la Se 1l el aife de
fentir combien petite fera cetce erreur
dans les cas ot V'eare 4 mefurer fera au-
deflous de ces portions de la circon-
férence ; clle deviendra infiniment pe-
tite. *
* Voici quelques autres moyens d’approchez
de trés-prés de la grandeur d'un arc ou dun
aire circulaire. 1% M. Vieze 1 remarqué que
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davantage on approcheroir de la vé-
rit¢, en employant un polygone d'un
plus grand nombre de coiés.

Le méme traité da M. Huygens con-

“tienc plufieurs approximarions pratiques

de la circonférence circulaire, que leur
fimplicité rend dignes de remarque,
& propres i avoir place id. 1°. 8 fois
le cbcé du dodécagone moins le rayon,
différent de la circonférence de moins
d'un 4000% 2°. Dans un cercle { fz.
9 ), dont la demi-circonférence 2 A4C
eft divife en 2 ¢galement, que lautre
demi - circonférence le foir en 3, en
E, F, & qu'on tire 4E & AF, les
lignes 4G —- G H égalent le 3 de cer-
cle, i moins d’une 50c0® prés.3°. Qu'on
ajouted 3 diametres , + du cdté du quar-
ré inferir, la {fomme égalera la vraie
longueur de la circonférence 3 une

18000° prés du diamerre, 4°. Je mers

ici I'approximarion fuivante, qui donne

indéfiniment la grandeur d'un are quei-

conque, quoiqulelle aiv éié propofee

pv CERCLE. 63

VIIL Nous devons encors & M.
H, i i
feuygem un a‘um:e ?uvrag:e qui paroit
;¢ fapporter d [objer préfent; il e

intitwlé Theoremata de Cirenls @ byp.

quad. 1651, M. Hiygens y démontre

quelques théorémes qui durent paroitre
finguliers daas le tems, mais qui n'au-
Xotent pas avjourd’hui le méme mérite,

on divife une ligne en moyenne & exeréme
raifon, la ligne entiere eft les -;- bien prés dela
circonférence du cercle déerit fur fe petit feg-
ment comme diamerre. La différence par excés
elt d peine une 15, coce du diametre.

1% Sil’on fit cetre proportion; comme ura
ligne divifée en moyenne & everdme raifan
augmentée du petic legment , eft 2u double d;
fa ligne entiere, ainG celle don: ie quarré
dgale les + de celui du diam. a uae quatridme
proportionnelle, certe derniere fera Jo céid
d’un quarré trés-prochainement éeal ay cer
cle; caril en différera de moinsd’une 75, 0ot
par defaur ( Fietz opera, p. 391 2,3} Ces
approximazions m'ont piru avoir une dld-
gance qui méritoic quielles fuffea: connues.

Cependanc de toutes celles que ai rencon-
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Ceeft que l'on peur décerminer um
efpace rediligne qut {ufpenda d'une
certaine maniere, contrebalance, ¢'eft-
a-dire fe riemme en- équiltbre avec un
fegment de cercle, dellipfe ou d’hy-
perbole, Soir, par exemple , le fegment
de cercleondelliple 46 2 (fg. 11.)
dont 1'axe foir G 7 A7, que le triangle

trées, !a fuivante, dde 3 un Géomertre Polsu
nois, le P. Kolbanski, me parodr la plus
remarquable par fa fimplicitd & fon ezaéiie
tude.

3% Que AC (fz. .} foir le diamerre d’um
demi-cercle, AF latangente de 300 , & que’
far 1a ligne EC, perpendiculsire 3 Paucre
extrémité du diametre, oaprenne CEo=xy
fois le rayon; quon tireenfin la: ligne FE,
elle ne différera par défan: que de tds-peu de
chofe de la grandenr de la demi-circonfé-
rence 7 carle rayon-érane 1, 00c0000, la ligne
FE {e trouve de 3, 1415933 -, & la.demi~
circonférence eft 3, r4159:6 ~4=; ainfi Iz
différence eft fenlemen: 'TE:%C'ET: ou molns
dune 1, ovo, oot durayon (AL de Léigﬁ
Jick, 1655 ).

19 QUADRATURE
ces veritds pen remarquables anjours
d’hui.

St 'on demandoit ce qui s'oppofe
donc i la découverte de la quadrature
du cercle , puifque voild un fegment de
cercle en équilibre avec une figure
retiligne , 4 peu préscomme Jrehimede
quarroit jadis la parabole, je répon-
drai quil manque de connoltse ia po-
fition du centre de gravité de ce feg-
ment; {1 elle éroit connue on auroit
la quadrarure du cercle non feulement
pat cette voie, mais par une infinité
d’autres, _

VIIL Onne doit point ranger par-

mi les hommes ordinaires qui  ont

échoue 4 la quadrature du cercle un
Géometre du milien du fidcle paflé,
qui précendic 4 la folution complece
de ce fameux probléme. Il eft aifé
d'appercevoir, pour pen qu'on con-
noiffe lhiftoire de la’'Géomérrie, que
j'entens patler du célébre P, Grégoire ds

5. Vincent. On ne peut lui refufer la

pv CERCELE. (]
ECF ait fa bale EF =48, & {2
hautear C D fur 'aze commun , foit
=/ G/x/H, le uiangle fera en
+ équilibre fur le point €, avecle fegment
AGB. L2 méme chofe arrivera 1 ce
fegment et portion d'une hyperbole
comme 2G b dont € eft le centre; ce
qui fe démontre aifément en faifant
voir par [es propriérés des fections co-
niques que les momens des lignes ZK
2 N oumnlont égaux;uneanalyferres
fimple f{uffit pour cela. La formule du
centre de gravité que donne le caleul
intégral , fournic le méme réfalar. La
facilité avec laquelle on en tire tous
ces théorémes, qui couterent rant anx
Guldin, aux La Faile*, &c. rendent
*Le P. Guldin, Jéluire , eft fort connu pour
&cre Pinventear de a belle propri¢eé du centre
de geavité pour mefurer les figures; & le Pere
La Faille, de la méme Société, publia en
1632 un ouvrage trds-ingénicux, quoiquun
peu prolixe, ou il faifoir voir comment le
centre de gravied du cercle & fa quadratuxe
siconent 'un 4 Pautre,
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jufticede remarquer que perfonneavane

lui ne s'eft porté dans cette recherche
avec autant de génie, & méme, {1 nous
en exceptons fon objer principal, avec
antant de fuccés. La quadearnre du
cercle qu'il manqua fur pour luil'occa-
fion d'un grand nombre de découvertes
dont quelques-unes n’éroient pas en ap-
parence d'une difficuleé forr inféricure
& [a quadrature elle-méme ; telles font
les quadratures abfolues dun grand
nombre de figures, foit planes, foir de
{urfzce courbe. La propriéré remarqua-
ble des efpaces hyperboliques entre les
a{ymptotes qui font les logarithmes
des abciffes 5 eft une de ces découverzes
incidentes qui doit effacer le fouvenir
de Perreur qui termiine foa ouy rage.
Bien éloigné donc d’adopter en tour le
jugement que Defcarses porra de ce
Géometre , je penfe avec daures,
dont le fentiment peur {ans doure con-
trebalancer celut du Philofophe Fran-
gois , que fes travaux onc droit 4 notre
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eftime & méme prefque i notre admi-
ration. Huygens & Lebninz lut onc
rendu cette juftice, le dernier * fur-
tour , lorfque dans I'¢énumération de
ceux qui omr le micux méricd de la
Géomérrie, il lut donne parmi eux
un rang diftingué,

Grégoire de S, Pincent nous fair lui-
méme ['hiftoire de festentatives, dans
la préface de fon ouvrage. La fpirale
& Archimede Ll parut d'abord préfen-
ter quelques voies pour arriver 4 la
folution qu'il cherchoit avec rant d’ar~
deur; dans cetre efpérance il en éwudia
les propriéids, & ce furent fes profon-
des recherches qui lui frent découvris
fz imbolifarion avec la parabole, Ce
chemin ne !'ayant pas conduir of il
defiroir, il fe rourna vers la quadrz-
trice, qu'il abandonna par le méme
motf, mais non fans avoir compofé
{ur fon fujer un immenfs trajcé , qui,

* Adtes de Leiplis , 163¢,

50 QUADRATURE
s’empreffa de toutes parts 4 approfondir
fes raifonnemens & {a méthode : le
nom de I'Auteur annoncoit des efforts
dignes d'attention. En vulgaire Géo-
metse il ne fe bornoit pas 4 la quadra-
ture définie du cercle, & du ceccle
feul, il embrafloiz également dans fes
vites [hyperbole & les fegmens quel-.
conques de ces fgures; il donnoit enfin
quatre méthodes différentes pour par-
venir au méme but. La célebrité de la
difcuflion 4 laguelle cer ouvrage donna
lieu, m'engageala rapporter avec quel-

que étendue 5 ot va done expliquer la _

premiete & la principale de ces mé-
thodes-: quoiquelle abouriffe- 3 une
errear, elle eft fondée fur une £ fine
théorie de Géomérria, qu’en croir faire-
quelqué plaifir zux Géonserresen [ leur

préfentant:; -

1°. Qu'on imagine, dit Grégoire de

8. Pincen: , fur un méme axe. AR
(fig. 125 13.) undemi-cercle AB & denx

paraboles égales firudes ep fens. con=y
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Périt dans I'incendie qui fuivit la prife
de Prague en 163 .. *. Enfin il s'artacha
i comparer divers corps, les uns cylin-
driques ou fegmens de ceux-ci, avec
d'autres formés de différentes manieres,
a crudier profondément leurs rapports
& les rapports méme de leurs rapports , |
ce qoi l'engagea 2 fe former plulieurs
nouvelles théories qui lui fournirenc
uae foule de découverres, ou du moins
de vérités qui, quoique fort aifées 3
en juger par notre analyfe, ne laiffoient
pas de fariguer les Géomerres de fon
tems. Clelt le ré{ultar de ces dernieres
recherches, combinées & dirigées dans
la viie de la quadrature du cercle, qu'il
publia dans fon ouvrage intitulé Quad.
Circuli & hyperbole , 1647.

La prétention de Grégoire de S. Fin-
cent éroit d'une nature 4 ne pas échap-
per aw fevere examen des Géomerres.
Sonouvrage n'eut pas plicdt parn qulon

L Voyez Ia préface de fon livre intitulé

Quad, Circali & hyp-
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traire, ABLC, BAP D, & dount les
ordonnées AC, B D font ¢gales entre
elles, & 4 42 ou i leur parametre
commun. Il démentroit dabord, &
c'eft une véritd avoude par la faine
Géomérrie, que filon imagine la para-
bole 4C B dreffée ou relevée parpen-
diculairement au plan dela fgure, &
quon congoive un {olide dont les cou-
pes perpendiculaires d ce plan foient
toajours les reCangles GLx G P ce
folide fera égal au cylindee fur la bafe
crcelaire A8, done la haureur eff
A B: & de plus chaque fegment de ce
folide parabolique, comme celui fur la
bafe 4G P, eft ¢gal au fegment corref-
pondant du cylindre, ou 4GS x 4 3.
De 13 i fuit que fi l'on 2 la mefure ab-
folue de ces fegmens du premier folide,
ou du folide entler, on-aura la quadra-
ture da cercle ; car la grandeur-du feg-
ment de cylindre donnera celie de 3
bafe circulaire, On patviendra aufli &

cetre quadrature en connoiffant fimple-
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ment le rapport de ces fegmens; car dés-
lors on auroit celui des fegmens cic-
culaites 4GS, 4 RT: or it eft reconnu
qu'il ne fauc rien de plus pour la qua-
drature du cercle,, méme indéfinie.

2°, Grégoire de 8. Vincemt chercha

donc 4 mefurer ces folides, ou & afli-
gner du moins lears raifons; or il
crut y parvenir de [a maniere fuivance.
Imaginons, outre les deux paraboles
ABC, ABD, deux autres 47:iD,
C Hh B, qui touchent leur axe commun
en 4, 85 qu'on tire enfuite les diago-
nales 4D, CR,il f& formerada feg-
ment parabolique 4G 7 par fon corref-
pondant AGHC, un {olide fort irré-
gulier , mais dont la folidiré abfolue eft
aﬁignable : on connoltra donc la raifon
de cefolide 4GTx AGFHC & celui de
GiIR x HRGh. Ces deux folides ;
que pour abréger je nommerai refpe&i.r
vement A, B, font dans {e cas particulier
cu AG==audemi-rayon; ces folides,
dis-je, font comme §34 203,
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GO,G?, G/ font continuement pro-

portionnelles , & par conféquent les

reftangles G x GN, GLx GP,
GKxGO,GAaxGd, GEHxGI le
font aufli; & la m2me chofe arrive
par tout ailleurs ol Von rirera uns
parallele d A 27, on y a les re@angles
gmrgn, ghxgp, gk x go, gar
x g%, ghxgi, en raifon concinue.
Par conféquent le rapport des rectan-
glesGK % GOAdgk x go, les troifiémes
“en ordre, fera doublé de celui des pré-
cédens GL x G2, glxgp, & larai-
{on des derniers GHx G/, gh=gi,
fera quadruplée de celle de ceux que
je viens de nommer. On le verra fans
peine en confidérant ces deux fuices de
quantités continuement proporzionnel-
les,1,2,4,8,16,&c. &1, 3, 9,
" 27, 81,00 l'on voit que [a raifon de g
3 4 eflt doublée de celle de 2 3 3, &
celle de 16 2 81 quadrupléc de cere
méme raifon. Par conféquent la raifon

" desrectangles de Uordeede GEHx G7,

DU CERCLE 7e
1 {fe formera de méme du triangle
AOGx AGKC un folide tour refi-
Ligne dont onaura la grandeur abfo-
lue, de méme que celle dua folide da
GCOisRxGKTR, & par conféquent
leur rapporz, qui dans le méme cas de
AG==au demi-rayon eft 5 : 11. Que
ces deux folides foient nommés €, 1,
ceft de la connoiffance de ces folides &
de leurs raifons que Grégoire de S. Pin-
cent déduifotr celle des deux premiers |
dont on a vit que dépendoit [a quadra-
wre da cercle 5 1l le faifoit par le rai-
foanement qui {uic :
Si l'on tire une perpendiculaire quel-

conque d 43, comme M N,ona, par

les propriétés des coniques, les lignes
GM,GL,GK continuement propor-
tionnelles , de méme que Gaf, G K,
G H, de maniere quinterpofant upe
moyenne G & entte GX& GH, opa
lescinqlignes GAf, GL,GK,G a,

‘G H en proportion continue, Par la

méme raifon les lignes GV, GPr,
D
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gh%gi, fera doublée de celle de
Pordre des GK x GO, ghxgo Uy
aura donc entre les élémens femblables
des folides AGIx AGHC, GIIR
®GRHH, cek-d-dire 4, B, une raj-
fon femblablement muleipliée de la rai-
for qui regne entee les élemens analo-
gues des folides 4GO = AGKC

GROOxGRYK, ceft-ddire 2, D,
comme celle-ci 'elt de la raifon deg
€lémens des folides 4GP x 4GKC,
GRPPxGRLL, ouEC?’F.G'régaire
de¢ S. Pincent concluoit enfn de rour ce
raifonnement que la raifon des pre-
miers {olides 4, B contenoit celle des
folides C, D, comme celle-ci conrenote
la troifiéme , feavolr celle des folides
E,F;orlesdeux premieres raifons fonr
toujours données, la derniere le fers
donc aufli; & on a fait voir que cetre
taifon ¢rant une fois connue, on éipjs
en polfeflionde la quadrature du cercle »
ar conféquent cetre quadrature , difoit-
i, elt rrouvée.
D jj



78 QUADRATURE ,

Tel éroit le raifonnement de ce fas
-eux Géemerre , raifonnement quife
fourient conformément 2 1a faine Géo-
métrie, julqu'd la derniere conclufion
ot fe trouve lerreur, Jen vais déve-
lopper les preuves, en méme tems que
je rendrai compte des contradictions
& des querelles qui s'éleverent 4 ce
{ujer. :

Deféartes fur un des premiers qui
porta quelque jugement fur la précen-
due quadrarure & le livre du Géomeire
Flamand; il leur fur trés-peu favora-
ble, la quadracure fur déclarée faufle,
& le livre traité de médiocre & méme
d’embroutilé. On trouve les raifons
de te jugement dans une letrre écrite
3 Schotten* , on r'en admetsta cepens
dant que la premiere partie; car quant
i la médiocrité , nous avons fair voir
qu' Huygens & Leibnizz en penfolent
bien autrement ; & quanta obfeuricé,

w Tettres de Defiarres, in-4°, t. 3. Lenzg
3I7%
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Gdometr=s derivirent pour le réfaier s
3 la véritd rous ne le firent pas aufls

heurcuferweat, Roberval & quelques

autres , poar reaverfer U'édifice élevé
par le Géomerte Flamand , Paraquerent
dans les endroits ot il éroit e plus foli-
de. Ils éwablirenr un faux fyftéme de
proportions, ce qui donna lien 4 un
déferfeur dela quadrsture propofce de
les réfuter eux- meraes avec fuccds &
avec folidité. M. AHuygens & le Pere
Liemrand , Jéluite & Giomerre habile,
attaquerent les prétentions de Gregoire
dz S. Vincent avec plus de folidicé;
Pun dans un perit écrir intitn!é Exetafis ,
fen examen cyclometris Gregorii a Sanfla
Finceniioy 1651, modele de netteré &
de précifion; lautre dans un ouvrage
plus ¢tendu & intiealé , Examen nmove
guadratnre , &c. 1664,

Grégoire de S, Fingent trouva de fon
cbeé de z€lés defenleurs dans quelques-
uns de fes difciples, deux f{ur -tout
fe diftinguersnt dans cewe lice , Yavier

cv CercreE. i
faous pouvons dire que Defeartesn'y en
trouva qu'd caufe du dégotic violent
qu'il avoir pris pour la méthode des
Géqmétres anciens ; Grégoire de S. Vin-
eent eft un des plus intelligibles de ceux
qui ont {uivi cette roate difficile. Je

-reviens A la Lectre de Defeartes; il y dic
avoir fulvi pied i pied Grégoire de
S. Pincem, depuis la proportion ou
il conclur fa quadrature jufqu'd une
autre quil appelle en preave & qui
eft faufle ; clle l'cft en effer vifible-
ment {uivant le fens ‘que lui donne
Defeartes, mais il y alien 4 conrefta-
tion fi on l'entend dans celui que les
défenfeurs du P. de S, Fincent lui ont
donné, f{uivanr la dodtrine & Pinftruc-
tion de feur maltre: ainfi la décifion
da Philofophe Frangols ne tranche

 point la difficuleé,

Defeartes fe contenta de communi-
quer ce qu'il penfoit fur Grégoire de S.
Pincemt i quelques-uns de ceux qui
[e confulerent; mais plufieurs autres

D iij
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Ainfeom & Alphon(s de Saraffa. Celui-ci
¥ patucle premier , pour, réfuter les pre-
tentions de Roberval & de fesadhérens,
& fur-tout le jugement quele P, Mer-
fenne avoir imprimé dans fes Reflexiones
phifico math. CeP. y avoit parlé dela
manieze la plus méprifance dulivre de
Gregoire de S. Fincent 5 & quant ila
quadratare en queftion, illarejettoir,
foudé fur cette fzule ratfon que fon
auteur paroifloir la réduire i ce pro-
bléme : érant donndes trois grandeurs
& les logarithmes de deux, trouver
celui de la woifidme, probléme qu’il
regardoic comme aufli infoluble que
celui de la quadrature du cercle. Le
P. Merfenne avoit tort; mais {uppo-
fant méme qu'il eur eu raifon, ¢zuroic
encore ¢te une grande & belle décoy~
verte que de rédaire ces deux problé-
mes trés-iolés 4 w'eire plas quiune mé-
me & unique queftion. On regarderoit
comue une des vérités les plustemarqua-
bles & les plus uriles de la Géoméurie,
Div )
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une liaifon bien érablie entre la qua-
drature du cercle & de Phyperbole ,
liaifon telle que l'une éranc connue,
Vaurre le fir néceflairement. C'éroit
cependant ce que le D, Merfenne repro-
choit 4 Gregoire de S. Pincent, &,
comeme je l'ai déjadic, il fe rrompoic
enéme en cela; ainfi Seraffe n'eut pas
de la peine'd lui répondre avec avan-
gage , & 4 détruire vidtorieufement fes
ebjections.

Quant 4 M. Huygens & le . Lien-
saud , ils porterent des coups plus réels
3 la quadrature prétendue; ils la rédui-
firent 4 examiner de quel fens éroir
fufceptible cere conféquence de Gré-
goire de S. Pincent, que la raifon des
deux premiers {olides contenoit celle
des deux {econds , comme celle-ci con-
tenoit la troifiéme ; & ils faifoient voir
que de quelque cdté quon Pentendit il
wren réfulroit rien qui approchir de fa
quadratase du cercle. En effer on ne
peut donner 2 ¢¢3 paroles que ces deux

S2 QUADRATURE
aufli inconnue qu'auparavant. Pour-
quoi, enfin, remarquoic- il avec M,

Fuygens , i ceue derniere raifon éroir

donnée par les précédentes , pourquot
le P. Grégoire de S. Vincem avoit-il
négligé de I'afligner? n'eft-ce pas que
réellement cette conféquence, lz pre-
miere raiforn comiemt I feconde comme
celle-ci [a troifiime , n'elt qu'ane phrafe
vaide de fens, qui laiffe encore la
queftion indécife & 4 céloudre?

Ce fur poar tépoudre & ces adver-
Laires qu’ dinfeom , aurre difziple du P,
de S. Vincent | parut {ur fa lice. If publia
vn livee intitulé, Deduétio quadratura-
vuma P.G. & S. Fincent. expofitarum.,
contre Huygens & Lientand principa~
tement, & pat occafion coarre les ay-
tres contradidteurs de fon maiftre. Le
neeud de la principale diffculé 4 ré.
foudre woit dans quel ferns on devoie
entendrs ce rapport de raifons , le fon-
dement de la quadrature, 4infZom pré-

tendic dans cette réponfe que cerre

puv CERCLE. St

2ns3 une raifon eft 2 une antre comms=

une rtroifiéme A une quatriéme quand
étant réduices 3 un méme conféquent,
leurs antécédens font proportionnels;
ou bien lorfque la premiere raifon eft
autant muldpliée de la {econde que la
toifiéme left de la quawriéme : il ne
réfulte rien d'avantageux de ces deay
ens pour la quadrature conteltée. Il n’y

en avoit plus qu'un troifidme 4 difca-
ter , & c'éroit le dernier rerranchement
ou les défenfeurs de la quadratuce puf-
fanr f{e retirer 5 il leur reftoic, dis-je,
3 maintenir que la premiere raifon,
feavoir celle des folides 4, B, étoircoms
pofée d'une fuite de ratfons paruiales,
femblnblement muluplides de chicune
des raifons parriales qui compofent la
raifon totale de €y D3 que celle-ci
éroient multiplices de celles qui com-
pofoicnz ia ratfon cherchée de E, F-
Mais quel avantage peat-on rirer de i
pc;ur t2 dérermination de cette ratfon

difoic le P. Liewzand 1 cllz eft encore
Dy

e
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troifiéme maniere qu’Huygens n'avol
pas méme foupconné, 4 canfe de fon

i |

¢loignement du fens ordinaire; que
Lientand avolr rejetté comme ne pous
vant conduire 3 rien, & au{l difficile
3 dérerminer que la quadratuee eile-
méme , éoir cependant la vériable ,
la feale gue Grégoire de S. Vincent eut
entendue ; que cerre derniers taifon
enfin pouvoit fe dérerminer par des
rapports d'efpaces- hyperboliques: Car,
~difoic-il, i Pon prend denx efpaces
hyperboliques entre le« afymptores, &
que ces efpaces fotent tels que chaque
partie de 'un foir {femblablement mul-
tiple de chaque partie de Paurre que
les pramieres cailons parriales font mul-
tiplices des fecondes, le premier de
ces efpacés fera asutant muluple du
feconcf que la premiere raifon totale
contient la fsconde. Le nombre qui
exprimera le rappett de ces sipaces
hyperboliques (era donc Vexpolant du
sapport mulupli de la premiere 4 i

2
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feconde, ceft-3-dire que fi # eft ce
nombre & la premiere raifon, fcavoir
celle des folides 4, B foit R, la feconde

ou celle des folides €, D foir P la

raifon R fera muldpliée fuivant I'expo-

fant = de laraifon P, & pat conféquent -

celle-ci le fera femblzblement de la
troifiéme cherchée; elle eft par confé-
quent donnée & connue {uivant lul.
Au refte ce nouvean défenfenr de
Grégoire de S. Vincem romboir encore,
nalgré les inftances de Huygens & de
Lieutand ; dans le méme défaur que
fon maitre. Le moyen le plus aifé de
gonfondre fes adverfzires, qui préten~
doient cette derniere raifon inaffigna-
ble, éroir fans doute de lafligner; il
ne le faifoir cependant point encore,

€¢ qui prouve évidemment, comme le -

gemarquoit M. Huygens , que lul & fon
maltre ne cherchoient qu’d prolonges
Ja querelle, {ans fe merre en peine
d’éclaircir la vérieé, ou plitde en crai-
gnane le fuccds : ilsefpéroient du moins

§6 QUADRATURE

) . . '
Grigoire de S. Pincent {e trompoit, &

PPon n'en peac dourer, quoiqa'en ait
dit fon pandgyrifie le P. €. daps {3 pré=
face au traizé da caleul intégral de M.
Starne.
Quant aux autres quadratures que
topofoit Grégoire de S. Pincent | elles
aboutiffen: toutes & un fembiable rai-
fonnement qut compare piufienrs rai-
fons enzr'elles; ainfi le défaur objecté
2la premiere fe trouve dans celles-ci, Un
Géomerre Allemand, nommé Kinner s
dont j'2i Pouvrage, entreprir cependant
la défenfe d: la feconde s mais corte
défenfe , comme celles de Saraffa &
Ainfecom , {olide dans les poinis non
conteftés, ne réfoud pas plus quelles le
neead de [a difficulté.
VIL. La querelle entre Grégolre de

S. Fincent on fes difciples, & les cone

rradicteurs de {a quadratare , éuoir 2
ine finie ' : ablié
pein ’hl > qu'un ouvrage publié par
un Geometre Anglols occafionna une
nouvelle difcuffions la canle en éroit
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par 12 de laiffer la queftion indécife
aux yeux de la poftérité & de leurs
‘contemporains. Mais le P. Lientaund
parolt Iavoir terminée dés-lors entie-
rement ; il n'attendoit que certe expli-
cation du {ens des paroles de Grégoive
e S. Pincem pour lui donner le dernier
coup. En admertant de méme que la
maniere dont ils prérendoient Pafli-
gner, par le moyen de ces efpaces
hyperboliques dont jai parlé, il fic
voir quil en réfulroir précifément le
fecond fens qu'eux-mémes avoient
rejerte. Son raifonnement eft légitime
en effer, le moyen indiqué par Ainfcom
donneroit deux efpaces hyperboliques
néceflairemént doubles 'un de Paurre
& par confequent la premiere raifon
{era doublée de la feconde , & celle-ci
le fera par conféquent de la troifiéme.
Or rouc cela eft faux, car on ne peut
pas dire que la raifon de §3 4 20; foit
en aucune maniere doublée de celle de
54 11, left bien clair par I3 que

pv CERCLE. - $§7
d’une nature bien différente de ceile
quon viénc de voir. M. Jucqnes Gre-
gori, ceft ce Géometre, prétendit dé-
moartrer , dans un trated inticelé Pere
circuli & byperbole qradratura que ces
quadratures éroient tmpoflibles. Le
tere de ce livre, quoique cantradic-
toire, ce femble, avec f{on objet, n=
Pett cependanc pas en Géomérrie; cefk
réfondre un probiéme que d'en démon-
rrer [impoffibilicé ¢ ainfi M. Gregori
ayant, 4 fon avis, démontré celle de
Ia quadrature du cercle, peuvolr done
ner léginimemen: 4 fon ouyrage le ri-
tre quil pocte. Les quadratures appro-
cheées quiil v donne foar les feules
vraies, puifquielles fonr les foules qut
{oient poilibles,

M. Gregbr;‘ érablifloie cerre impoffi-
bilité fur quelques proprideds des poly-
gones inferits & circonferics, & 1ur lg
netare de certaines fuites qu'il nomme
convergentes, Elles different des fuireg
ordinaires en <e que dans celles-ci ce
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feroit la fonme de rous les rermes qui
donneroir la vraie valeur cherchée,
& quon en approche d'aurant plas
qu'on en prend un plus grand nembre :
dans les fuires de Gregori chaque terme
exprime la valear cherchée d’auranc plus
exattement qu'il et plus ¢loigné du
premier,

Si CADBIfig.14, 15,16 ).repre=
fenre un fe@teur circulaire, elliprique on
hyperbolique , aprds avoir tiré la corde
AR, le diametre C F, les tangentes
A F, BF, puis encore les cordes 4D,
8D & la rangente GDE, on aura
quatre feGeurs de polygone, dont il
y en aura deux infcrics & deux cire

conferits. Or le rapport de ces figa- -

res eft tel que le polygone CADZ
eft moyen géomérrique entre inf-
crit CA4B8 & le circonferic correle
pondant C A F B 5 mais le polygone
€ AGDEB elt moyen harmonique
entre ce dernier CAFB & CADB.
Ez fi Von continge 4 V'infini une infcrip-

90 QUADRATURE
quelques exemples ot il réuflic heuren-~
fement; mais dans celoi dont il sagic
ici, non feulement il défefpere dy
réuflir, mais il entreprend mime de
prouver qu'il eft impe(lible de le faire:
fon raifonnement approche beaucoup
de la démonftration, & fe réduic an
fuivane,

Il eft de la nature d'une fuite fem-
blable i celle qu'on vient de décrires
que chaquz terme, C, parex. ( fiv. 1
{oit fem%lablement confpofé diﬁjf s ;i
que E leftde C & D, &c. & de méme
D eft femblablement ccmpofé de 4, B,
que FdeC, D, &c. Ceft encore une
conféquence de {a générarion de cerrz
fuite que chaque terme, le dixidme,
par exemple, aprés 4, B, foir fem-
blablement compofé de 4, B que le
diziéme aprds E , F l'eft de cesderniers.
Par conféquent le terme infiniment
eloigné , & qui l'elt par 13 également de
tous ceux de la fuite, fera fembla-
blement compo(é de chacun des paires
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tion & une circonfeription {emblable,
il fe formera une fuice infinie de poly-
gones inferits & circonferits qui obfer-
veront toujours la lot précédenie; ce
qui fournic une méchode trés-ﬁmpI?
pour dérerminer tous ces polygones, les
deux premiers feuls érant donnés; car
quils folent 4 & B, le fecond inferit
C fera moyen entre 4 & B, & le fe-
cond circonfcrit D moyen harmonique
entre €, B; de mémele troifiémeinferic
E fera moyen eatre €, D, & le teoi-
fidme cisconferit moyen harmoniqus
entre E& D, & ainfi2 linfini, Ceute
{uite cnfin fe terminera i deux termes
égaux entr'enx & au fectenr que je
nomme S, & l'on auroit conféquem-

ment la quadrature du cercle & de
Phyperbole fi Pon pouvoit exprimer c¢
dernier cerme. '

- I weft pas douteux que laleid’une pro-
greﬁion{'cmblable nepuifferretellequil
foi:’po[ﬁblc dans certains cas de rrouver
cette terminaifon; M, Gregorien donne
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A, BouC,Don E, F, & & f1
malgré ce raifonnement on pouvolt
eicore douter de la cecritude de cene
corclufion, on la confirmeroir en re-
marguant que lorfque par fa nature le
dernicr terme eft aflignable; on le trou-
ve par cette vo 8 £ vy, prop. 7 € fwiv. ),
ce qui ne ferolt paine i cette propriéee
da dernier rerme éroit faude : on peut
errare sen aflurer par d'autres raifon-

neniens.

$i ’on examine 4 préfent la nature

des premiers termes de cerze {uire, on
Sappercevia que le dernier terme cher-

ché eft inaffignable analyriquement &
en rermes fnis, Carrédaifant lestermes
A, B iceux de certe forme 5 as a4t b
& abt ~—bs 1 afin d'éviter que les fe-
conds deviemnent irrationnels, on a
pout ceux - i aab——bra & 2bba.
—aly érant, le dernier terme S de cene

{uire convergente , qui exprime le fec-

[

teur cicenlaire ou hyperbolique, de-
vroit érre une quancicé femblablemens
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compofes des termes 45 ——a*b & abt
b5, quede ceux-¢i 2ab —~bha &
266 a; celt-d-dire que les mémes opéra-
tionsanalytiques qui formeroient ce ter-
me § des deax premiers , érant appligués
aux denx feconds, devroient produirela
méme quantité; orc’eft ce qui ne fe peut
en aucune maniere, car l2 terme 43, puif-
fance plus élevée qu'aucune autre de la
méme letrre dans les autres termes,
donnera néceffairement dans les pro-
duits femblables une puillance plus
élevée, & il en réfultera aufli unsz
expreflion plus compofée de premiers
termes, qui le fonr davantage que les
feconds., Le deraier terme S ne peut.
donc s’exprimer analyciquemenc en ter-
mes finis, puifqu’il faudroir pour cela
que cette expreflion analytiqae fir un
méme produic réfultant de denx paires
de grandeurs, qui, foumis aux mémes
opérations, doivent donner des pro-
duaits différens & inéganx. On peut
voir ¢e raifonnement plus développé
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inadvertances qui avoient procuré i
fon adverfaire un léger avantage; ily
“érabliffoic d'ailleurs aflez folidement
d'aurres points conreftés pac Hugens
pour que celui-ci 8’y rendic; mais il
perfita dans un nouvel derit inféré
dans le méme Journal de la méme
année , il perfifta, dis-je, 4 prétendre
que la démonfiration principale ne con-
cluoit pas tenr c2 que Gregori en in-
féroit s il paroilivic feo rendre, 4 la
vérité, f{ur [impoflibilitd de Iz qua-
drature indéfinie, maijs il nioit rots
jours que Yon piit en conclurre la
méme chofe 4 I'égard de celie du cercle
entier, ou de quelqu’un de fes fcgmcns
ou f{efteurs déterminds. M. Gregori ré-
pondit de nouveau i ces oojetions,
& fir un dernter effort pour y érablic
fon fentiment ; on trouve earr'aures ,
dans la réplique, ur raifonnement qul
paroit conciarre qu'afin que iz raifon
d’un {eCteur 3 un des Po[ygoneg inferics
fur exprimée analytiquement, il fau-

pv CErcCrLeE, 93
dans [a prop. 11 du traité de M. Gre-
gorin Jajouterai 4 ces raifons que ce
n'eft que dans l'infini que peut difparoi-
tre cette inégalicd s ainfi lexpréflion du
dernier terme S doit érre d’une compo-
fition , dun degré infini; or ceft ce
qui n'eft fufceprible daucune réfolu-
tion aralytique en termes finis,

Les démonftrations négatives fem-
blentavoir ce défaur, de ne point porter
la méme lumiere que les pofitives, &
Ceft peut-gtre par certe raifon que celles

‘qui ont eu pour cbjer de démontrer

Iimpoflibilité de la quadrature du cer-
cle n'ont jamais eu up grand fucces,
Celle-ci ne parur point concluante 3
M. Higgens; prié den dire fon avis s
de méme que du refte de Pouvrage ,
il Pexpofa par un écrit qui parut dans
le Journal des Scavans du deux Juiller
1663 : il y prétendit renverfer entiere-
mentles démonttrations de Gregori. Ce.
Iui-cirépondir peu aprés dans les Trap.

[abtions, m 375 ily convinede quelques
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droit que cetre expreffion fir d'un degré
tnfiniment élevé, Cetre conféquenceeft
conforme 4 ce quieft roujours arrivé
par quelque méthode quion ait entre-
pris ce famenx problime ; Panalyfe 2
toujours donné des expreflions en ter-
mes infinis , qui ne fonc que des ¢qua-
tions d'une dimenfion infinje. 11 réfulzs
de 13 une grande prefomption en fa-
veur du raifonnement de M. Gregori.
‘Les Géomerres admetcent aujourd’hui
duze commune voix que la guadra-
ture indéfinle du cercle eft impoffible ;
mals quant 4 la quadrazture définie,
on fufpend encore fon jugement,
Limpofiibilité de la premiere efpece
de quadrazure n’entraine pas néceft
fairement celle de la feconde, puifs -
que M., Berpoulli a démontré quil y
avoit des courbes qui quoique ron
quarrables indéfiniment , ne lailfene

pas d'admetere un ou plufieurs efpaces
dézerminds ablolument guarrables: on

. !
o'a poinr encors démoneré que cela ne
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puiffe pas arriver dans le cercles
Ity ear aufli quelques conteftations
entre ces deux Géometres, fur le rné-
rite des approxima;ions qu'ils avolent
donné dans leurs ouvrages. M. Huy-
gens non feulement mit celles de Gre-
gori au-deflous des fiennes, miais re-
fnarquoit que quelques- unes d’entre
elles éeoient les mémes que celles quil
avoit déja publides dans d'aurres rer-
mes, La remarque étoir vraie cepen-
dant le travail de Gregorine laiffe pas
d’avoir quelque avantage, & de 'em-
porter 3 cenains. égards fur celui de
M. Huapgens. En effec les approxima-
tions que celui-ci avoir borné ay cer-
cle, & cela parce que o méthode ne
pouvoit le condnire plus loin, ces
approximations, dis-je, conviennent
également 4 Ihyperbole. La mérhode
du Géometre Anglois ne fépare point
ces deux courbes , qui tiennent une 4
Tautre par tanr de propriéeés analg-
gues. Cette raifon me dérermine 4 les

emertre
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revendiquoir ces denx déterminarions;
mais on peat dire qu'indépendamment
de la généralié que leur donnoir M,
Gregori, la méthode qui I’y conduifoit
les lui rendoi: propres. M. Gregors
ajouts gu’on en approchera de plus prés
en prenanc entie les limites précedentes
la plus grande des quatre moyennes

. . 8D 3.3C — 4
arithmériques, avolr —. T~ -

d'ed il réfulee le triple des chiffres
exacts dans approgimation qu'on en
tire 5 je venx dire que fi les limices
précedentes donnenr uns valeur de la
courbe qui ne differe de la véritable
que d'une 1000c¢0° , la derniere en
donnera une ‘qui ne différera que
d’uge 1, cocno , oocoo, 00000°%;
appliquons ces véritds, avec M. Gre-

3

gori, plus particulierement aux arcs de
cercle.

Si A4 eltlacorde d'un arc & 3 es
deux cordes prifes enfemble des moitids
de cerarc, quon fale1°, 4= 5. 3
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remerere 1ici fous ce poine de vite plus
général. Que 4, C repréfentent deax
polygones cu fefteurs de polygones
inferits de fuite, comme on I déja
expliqué, foir au cercle, foir 4 el
lipfe ou Ihyperbole, comme les poly-
gones CAB, CADB (fig. 14, 15,
16); & que B, D foienc les polygones
circonfcrits correfpondans 2 4, C, tels
que CAEB,CAGFB. Le fecteur eft
plus grand que le polygone ¢ —+ le
tiers de la différence entre 4 & ¢, Le
figne plus eft pour le cercle, & celyj

¢ moins pour l'hyperbole; mais le
méme fedteur eft moindre que la fo-
conde des deux moyennes, (oirarithmé-
tiques, foit géométriques enre log po- '
lygones C,j, D. Yentens par Izjf. feconde
fa plus voifive du circonferic, qui eft
fa plus grande dans le cercle & l’eiifp-
fe, & la moindre dans Uhyperbole,
Les deux limires {ont par conféquent

222 & DM e

3
E
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31:28:C, on aura g_f_j—-_ss_____B-—d
I

plus grande que l'arc, la difference

4 ’ H t . ’
B etanr quenviron st lorfque l'are
cgale le quart du cercle, & beaucoup
moindre quand il fera une moindre
portion de la circonférance. 2°. Que
A:B::8:D, alors “C_'-;@B_'D
)
fera moindre que l'arc & en diffirera

3 peine d'une 6ocoo®, lors méme quil
égalera le quart du cercle, Qulon nren-
ne enfin entre ces limites la feccude
des (ix moyennes arithmédgues (en
commencant par la pius grande ), elle
fera moindre que larc, & Perreur
wégalera pas sl== dans le cas ol

joducon

il feroit un quart de cercle. Ces deg-
nieres approximations de Gregori Peme
portent inconteftablement fur cellas de
fon adverfaire, elles ont méme ce;
avantage, d'&tre fans comparaifon plas

- aies 1 caleuler. On peur voir routes

fes piéces de cette conteftation liged.
E i
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raire dans le fecond tome des Euvees
& Huygens, on y rouve méme le traité
de Grrgari quiy a éeéinféré, fansdoute
pour Lparoner au Leéteur la peine de
recourir ailleurs 4 un ouvrage devenu
rare & difiicile a fe procurer.

XK. Je dois remarquer ici que M.
Gregeri m'elt pas le feul qui ait répute
la quadrrrure du cezcle impoflible;
divers aurres avant & aprés lui lont
tegardée comme relle, & il fzuc conve-
nir que quoique leur fentiment ne foic
pas appuyé fur une démonfteztion com-
plerte, il a néanmoins ung probabilité
quti approche beaucoup de la cerrirude ;
en effer, quel motif d’en juger 2infi ne
fourniffent pas tant d'efforrs fuperflus
qui ent eu ce fameux probléme pour
objerr Quand je parle d’efforts fuperflus,
je fuis bien éloigné de penfer aux ridi-
cules tentatives de ces hommes 3 qui
yon ne fcauroit accorder le titre de Géo-
metcre (ans Pavilir & le pro&iruev mais
un grand nombre de génies fupérieurs,
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Apres Newton je tronve dars les Mém,
de ' :ad. zvant 1699, un éerit de M.
Roll=, cit¢ comme ayant démontré la
mé;se chofe. M. Saurin Iz fair encore
dans les Mém. de 1271, en voici une
démonfirasion wés-fimple,

Que 'aire i1:d¢fAnie du cercle ou le
fegment correfpondant.d une abeiffe
quc!conque xou CP (ﬁg 18) foit
quarzé, & quiil foit exprimé par ¥, qui
et une fonttion quelconque de x,

c’eft-d-dire une expreflion formée de x

& de fes puiflances combinées, comme
Pon voudra, avec des coeffciens conf-

tans; puifque cerre fonltion eft dun

degré déerminé, que ex xpofant de Ia.
plus hauce puiﬂ'ance de x foir e nom-
bre fici 2, il eft évident quen aura
en équation finie le rapport des fe@eurs
AC 3, RCE, {cavoir en dtant du feg-
-ment AP, le criangl_e CBP & l'ajou-
tant 3 B £ E. Le rappost des arcs 4 B,
BE quelconques donne, on aura con-
fequemment par équation finie celui de
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les Archimede ,les Appollonins les Hay-
aens , les Gregori y les W allis » 8cc. {ams
parler de tant d'autres plus modernes;
qu1 , aptés des pemes inuriles, fe font
i réduirs 4 pecfectionner ferzlement [a
mechade d .‘.ﬁmoumafxon s tous ces gc—-
nies, dxs-,:., fhmble nt fournic une preu-
ve de certe impefiibilice qui apﬂroche
beaucoup de la démonfiration. Aw refte
cect ne regarde que [ quadracure défz-
nie du cercle ; ceft une véricé aujcur-
d’huireconnue,quel'indéfnieelt impei-
fible, comme Pillaftre M. Newror I'a
démoneré dans fes principess il y far
voir que non-{feulement le cercle, mais

‘quaucune coutbe rentrant en eile-

méme , comme le cercle, Uellipfe, &c.
n'éroir {ufceptible de quadrature imdé-
finie générale » non plus que de reti-
ficarion, car I'éouation qui exprimerof.
indéfnimenc. cette aire, devroit dtre
dun degre infini. La maniere dont.
Nevwtor érablit cette véricé eft particu-
Yiere, jen donneral une dutre plus bas.
E iij
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CP, CE, oua CP, PE; ceft-a-dire
quon pourra indéfiniment divifer la
circonférence du cercle en deux parties
en raifon quelconque, fans avoir 2
réfoudre qu'ane équation d'un degré
dérerminé #5 mais la théorie des fec-
tions angulaires nous apprend que cela
eft impoflible. Car la raifon propofée
entre les arcs 4B, A E érant exprimée
par deux nombres premiers entr'eux &
plus grands que #, l'équation qui en
réfuleera fera néeeflairement d'un degré
plus élevé quen; & (i ce rapport eft
irrationael, il faudra néceflairemesnt
une équarion dun degzé infni. Quel-
que {oit le nombre 7, il ne peut donc
grre finl & dérerminé, puifquil doir
répondre 4 tous les cas imaginables des
fections angulaires, & quily enaune
infinit¢ qui conduifent & des équations

infinies,
-3%‘*

[y}

o
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CHAPITRE 1IV.

Des découvertes faites fur lamefure
du Cercle a latde des nouveanx
caleuls o l'on foi: paroccaton
Lhiffsiredela natffance ducalcul
ntegral, ‘

1. LES découvertes qu'on vient de

voir {ur la mefure du cercle
{uffiroient déja pour donner unegrande
idee de la fagacité des Glometres qui
les ont produires ; mais fans les dépri-
mier en atucune maniere, nous ofonsdire
qu'elles ne fonr encore qu’une Petirb
partie de ce que la Géoméusie a fair &
cer égard. Ceft proprement aux calculs
modernes que nous {ommes redevables
des grandes lumieres fur ce (ujet;cefont
les Wallis, les Newion, & quelques
illuftees analyftes, dignes fucce(leurs de
ces excellens génies, quilai ont donné

la“derniere perfection dont il parolt
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rapport : Cavalleri 8’y éleva auffi bien.
Wt aprés de lui-méme dans fes Exerci-
gations. Les ordonnées érant comme les
puiflances m de I'abciffe, {oit encieres )

foit rompues; ——  eyprime i
rime en ge-
puess — EXPIIME en ge

néral le rapport de la figure A celle de
méme bafe & méme haureur. '
Mais tout cela n’éoir que quelques
ta.yons échappés d'une plus grande lu-
miere, que Wallis dévoila dans f{on
Lrithm, infinitorsm , 16 57. Cerilluftre
Géometre, en fuivane le fil de I'ana-
logie , qui fut toujours (2 méthode favo-
mee , ajouta beaucoup icasdécouvertes;
ce fur, par exemple , Panalogie qui le
conduifit 4 érendre fa formule donnde
gi-deflus, anx cas mEme oft Fordonnée
eft en raifon récivroque de [abeiffe,
On lui doir Pingénieufe idée de regar-
der les fradtions comme des puiffances
dont les expofans fonz néga_tifs: atnf

i, e
= n'eft autre chofe que x 7+ 1l At
x™ '

Py CERCLE. 10§
fufceptible. L'ordre des progrés de ces
découvertes nous engaged développer la
naiffance du caleul ntégraly nous en-
avons {2ifi l'occafion avec d*autane plus
d'empreffement que c'eftle principal eg-
droit par ot nous avens efpéré de rendre:
cet ouvr.:{é'e intéreffant aux Géomerres..

11, Les Geomerres fcavent que Lob-
jer de la Gomérrie de linfini eft de
trouver le rapport de la fomme des:
élémens infinis en nombre qui. croif-
{fene ow décroifleat {uivant un certine
loi & dont ane figure et compofée.,
avec la fomme des ¢lémens égaux entres
eux , & awplus grand, qui compolent
Iz figure uniforme de méme bafe & de:
méme haateur. Cn n'eut pas beaucoup'
depeineadererminer ce rapport, quand’

. ces élémens f{uivirent une loi fimple,,

telle que celle des rermes d’une progrefi
fion arithmétique, ou de lenrs puife
fances. Fermat, Defeartes X Robeyyal:
gappercurent méme avant Cavaileri, de-
Iz formule genérale qui exvrime ce

Ew
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enfin 4 égard de ceste forte de Géo-
métrie, qui s'occupe de la mefure des
grandeurs, ce que Deféartes avoir fait
fur celle qui recherche les proprictés

es lignes cburbes; il y appliqua un
calcul commode, & par 1d foumir 3 Ia
Géoméerie quanticé d'objers qui huf
avoient jufqu'zlors échappé.

Oun tire aifément de la théorie de
W allis1a melure de routes les paraboles,
de leurs folides de circonvolurion , &,
de routes les figures enfin dont les
élémens exprimés analytiquement ne
renferment point de quantizé complexe,
& de variables fous le (igne radical , ou
qui penvent s'sn dégager par quelque
{ubflizurion. Anfi les figures dont les

114 {" imée ,{;" S,
C1¢MENSs 1oNnl CXDTHMES 11T ehniment P:lf

;;i.‘:'xo 3 ,,;;;i--;;‘ ’ mz >

&c. fe quarreront aifément, car ces

expreffions font refpedtivenent 1. 44

v ogeat I 2aaxic e, qui

dopnent , {uivant les principes de ce
Evj



128 QUADRATURE

3 . 3.
E T134%x
caleul, x, aax—t -4 x4

L s . . '
-+ <> pour les aires corre{pondantes:

aux abeiffes x». Ces confequences font
tout-a-faic conformes au réfuleac du cal-
iulintégral’ appiiquéanx mémes cxemp.,

II 0’y a de la difficalcé que dans
Yes termes ol les puiffancesde s s+ x %
{ont des nombres rompus , ou lorfquel..

les font négatives. Ce premier cas eft ce-

Iui de Pexpreflion de I'ordonnée du cer-
P

dle, quielt Vaa—xx,00c0—xn L
% érant [abeifle prife 4 compter du.
centre & le Tayon €tant 4, on fe con-.
noifloir pas encare 4 certe époque, la.
maniere de développer cette-expreflion.
en termes rationels , & céroit une
condition néceflaire pour y appliquer:
Larichmetique de Uinfini..

111, W allis ».2pEes avoir quarré un
grand nombre de figures , fe trouva,
donc arrété comme on lavoir écé juf=
buwalors d la mefure du cercle ; 1l centa,

110 QUADRATURE
en proportion arithmérique continne

. 3 -
ce qui donnera K= La feconde
équation viendra de la progreflion

ari:hmérique difcrece qui doie {e trou-

ver entre les termesx; 1 —x ;2 —13;
i d 1x—f=3

j—=e:ce qui donne z == —

Or cette valeur de = {ubfticuée dans la

premiere expreilionde x, donnera enfin

3 3

x==¢;on wouvera de méme =113
o - 3

Ia fuiie inrerpolée fera denc o, o1

133 436, &c. donr les diffécences
{onr encore en progreifion arichméci-
que, feavoir 4. 3. I &e. c'eft lilelt
pric des interpolations; & en voild affez
po‘ur mertre les perfennes wneelligentes
en érar d'aller plus loin daas Poccafion s
appliquons cecl d la mefure du cercle,
On remarquera done avec W allis, *
quon a ave {nite d'expreflions, com-

— Q2 1 k3
Mmeas— XX . 28— XX « 22— XX

e

3
aa—xx . &c. dont les expofans des

& Algebra & arithmetica infinitoram,

pv CERcrz, reo,
de furmonzer cer obftacle » & au défaue
d’une méthode directe , 1l imagiha les.
interpolations, auxquelles if a meme don-
ne fon nom., car on les appelle fouvent
W alliffennes. Certe méthode d’interpo-
lation confifte 4 obferver dans une.
fnite de termes quelconques la loi gé-
nérale qui. regneentr'eux , & 3 inféres
entre deux termes un on plufieurs ag..
tres qui s’y conformenr. Cleft 2infi,.
pour en donner un exemple alfez fim-.
ple, quiayan: Ia progreflion des nom-
bres wiangulaires o..1. 3 6. 10, 5.
&e. dans laquelle: on voudroir inférer
un terme entre chacun d’eux ,on remar-.
queroir que leur différence étant arithe
mériquement croiffinte, il faue dene:
que cette loi s'obferve encore entre-
fes termes de la nouvelle progreflion ,
ceft-d-dire que la différence y croiffe.
encorearithn ériquement. Pour y parve-.
nit, folent dong x & = les deux rermes.
dinférerentre 0 & 1, 1.& 33 cela fair,
°a aura d'abord ¥, 1 em x, z— 3,
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puiffances, feavoiro. 1. 2. 3. &c. croifs
fent artthmétiquement. On 2 z2uffi les
fommes des élémens que cesexpreflions
défignent, ou les rapports des figures
compoféesde ces élémensd la figure uni-
forme de méme bafe & méme haureur ;
ils foncdans le cas particulierou x=4,

2
. . . 2 a4 .

ils fone, dis-je, 1. § 70 2. refpective-
ment, ou, pour obferver plus facile-
ment la loi qui regne entre ces expref-
X4 LX4XE

——. &c. Or

fions , 1. .
3I¥§ 3xgx7

Wl
.

quwon infere dans fa fuire des expref-

fions ci-deflus pa—xx°, &c. celle-ci

T

aa—xx*, elle rombera entre le pre-

mier & le fecond, comme celles- ci
3 —_

- 24—xx* romberont en-

core le fecond & e troifiéme, le'troj.

ficme & le quarridme, & il fe formera

une progreffion réguliere de Vexpref.

T |

ag— vx

fon aa—xx, donr les expofans zront
fucceilivementofir 11 4., 1. &c.en-
core arithmétquement croiffans , majs
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par des différences de moitié des pré-
‘cédentes, Or ne pouvant avoir directe-
mene les fommations de ces termes
nouveaux , on les auroit du moins fi on
pouvoit de méme inférer entre lestermes.
1.5 2, AR &c. fi on pouvoir, dis-je
inférer de nouveaux termes entre le
premier & le fecond, le fecond & le
troifi¢me , &c. & que ces nouveaux.
termes , fuivant lefpric des interpo-
lations 5. {6 conformaffen: ezadtement
3 la ot qui régne dans certe progref-
fion , de méme que leurs correfpondans.

1
aa— x.x+. &c. fe conforment 4 la lei

de la progreffion~od on les 2 inferées,.
Le probléme de la quadrature du cer-
cleenvifagé de certe maniere, fe réduic
donc: 4 interpoler entre 1 & 3 le rer=-
me qui convient 4 la progreffion 1. §:
YR4 TALKE

3
s, . Ko
3Ky F3R§X7
1V. 1L feroit long, & beancoup:
plus que les limites de cet ouvrage
ue me le permettent , de développes
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z exprime ici le dernler terme, ou
celui ot on veur sarréter, & il faut
qui! foir el que fon inférieur correl-

pondant foit moindre de I'unit; ou,

¥e qui eft la méme chofe, que le nom-

bre des termes foir pair. Ces limites
font démontrées par la maniere dont
W allis trouve fon expreflion , car il ne
la conclut infinie que parce quil la
touve de cette forme, d'abord plus
grande que -;—:—;' v'i & moindre que
2 %4

3%3
1% 4 X 4 X & o
-

TR R R \/-é- ,» & moindre que

3 x

2. 4. 4- 6 - . \ .
W\/%, & ainfl de futre 4 l'ine
fini. Ot il fera aif¢ daffigner par 13

quel nombrz de termes il faudroit

%, & enfuite plus grande que

ewployer pour arriver 4 un degré

d'exalitude requis. Au refe fi quel-
quun doutit de la véricé de cerre
expreflion, je remarquerai en fa fa-

-veur , quelle fe réduic 4 ha fuite £

pv CERCLE. 12}y
tour le rete de la théorie , toutes
les vemarques adroices que fait Wal-
Iis dans caute vie; il trouve enfin *
que ce tzrme et {2 fuice ir_xﬁnic
2XAXKAXGEXENIXIKIGXTO

A — &c.0u,
JRIRIX(X,XTRIXGR LI X

Y

ce qui revient av :18me, § X X ox
% &2 ox 22 & a I'infinl, cu encois
$x 3 x k2, & dlinfni. Celle-
ci, dans quelque endroir qu’on la ter-
mine, donne une valeur plus grande
que la vraie; [a pré’cédente la donne
toujours moindre d'ot Pon peut fe
former des limites de plus en plus fer-
gés :+ mais i 'on vouloit employer cetre
expreffiond des approximations de l'uire
da cewcle , Wallis en fournit un moyen
plus court que le précédent : fe cercleelt
toujours plus grand que cete exprel

1.4.4.8§.6.8.8. 10, 0.0 Sz ey
flon 4

———

303503779 Fue B— I z
& moindre que
1xixgxEXExXSxto x ST

INIR]XIRFRTEIRSnZ=v L gy
* Arithm, infinis. prop. 191,
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connue pour Je cercle 1 — 3 -3 &c.
M. Euler le démontre dans les Me-
moires de Pérerfbourg (4) , dans Yun
defquels ce fcavant Géometre enfeigne
1 transformer de différences manieres
les fuires infinies pour les réduire d la
forme quon juge la plus avantagenfe
ceux qui ne fe rendent qu’d la muld-
tude des preuves, regarderont celle-ci
comme une confirmation frappante de
la véricé de 'une & de Vaucre {uice.

V. Wallis paroit e dans uns
opinion Lore femblable 3 celle de Gre-
gori far la quadratare du ce.rcle, il
panche beaucoup & la ragarder comma
abfolament impaflible : les parcles fui-
vantes ( 4 ) contiennent fon fentiment
a ce fujec; elles {ont remarquables. Je
fuis fort parté & croire dit-il, ce que fad
Soupconnié dés le commencernent, qus le

rapport { du cercle dune fizare rectili-

(4YT. 9, an8 1737, p. 175
() Alg. c. 8345¢h,
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ligne), eff une nature & ne posvoir
étre defignie par ancune expreflisn encore
recise s pas méme par des nombres Joureds
de forte quil firelr peut-éire niceffaire
dinroduire queigue  nonvells maniers
d'ecprefion auire qute les nombres ratio=
npre & Jonrds. Une des raifons qui
détecmincic Wallis & cesra maniere da
penfer , éroir fa remarque qu'il faifois,
que la Géoméurie connolc dés long-
tems ure infaité de graadeurs abfo-
lumene irrédudtibles 4 des nombres
rationanx. L'ordre & lanalogie ne con-
duifenc-elles pas 4 penfer en confi-
quence quiil peut y en avoir d'autres
qui fonc 4 I'égard des nombres fourds
eux - mémes , ce que ceux-ci font &
I'égard des premiers> Tajouterai que
la Géomérrie ne {2 borne pasi ce feul
exemple; il y a des ordres enriers de
problémes abfolament irrédadtibles 2

-

d'autres inférieurs : la reftiScarion de

Yelliple & de I'hyperbole paroiz étre:dg
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coré la fuivante. Ceft 'unité divifée
PAL 1 =1
R )
2 =28
149
P

La pature de cet expreffion cft aifce
3 ‘appercevoir; la voici cependant plus
développée pour cenx 4 qui elle ne
{faroit pas aflez ¢vidente : c'elt une
fra@tion qui differe des autres en ce
que dans celles-ci ¢ dénominatenr eft
un nombre entier Ant & rerminé ; mais
celle que-donne Milord Brouncker 2
pour dénominateur un nombre entier
plus une fraltion, dort le dénomina-
teur eft lui-méme cotnpofé de la méme
maniere , & ainfi i linfini. Ici le
dénominateur eft roujours 2 , & les nu-
mérazenrs font {uccefivemens les quat-
rés des nombres impairs 1. 3. 5. 7.
&c. Certe {uite infiniment prolongée,
esprime le rapporr du quarré du
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ccite natare , comparée 4 la quadra-
wure de ces courbes ; & celles—ci le font
probablement de méme, comparée 2
quelque figure rectilizne que Pon vou-
dra, foit razionnelie, foit irrationnelle
an quarré de leur diametre. Dans ce
cas il eft auth chimiérique de chercher
la quadrature du cercle & de Vhyper-
bole autrement que par approxima-
tion, que de pré;2ndre afligner exae.
meat {2 racine d'un nombre qui n'eft
pas quarré. '

V L La décomverte qu'on vienc d’ex-
pofer fur bienwt fuivie d'une autre
qui ne lui cede point en beawté; elle
elt die.a Milord Browncher, Confulté
par Wallis, lorfqu'il cravailloic 3 in-
terpoler {a fuite 1.3 &. &ec. confulté,
dis-je, de quelie maniere il croiroir
pouvoir y parvenir s 1l s’y appliqua s &
pendant que W allis rencontrote guidé
par fon analyfe, Pexpreflion quon a
déja faic connoltre, il troava de fop

U CERCEZ. L S
diamerre au. cercle , en faifant le dia-
merre égal A I'unicé ; mais. lorfqu'on la-
terminera , on auraalternarivernent des.
Limires par exces & par défanr : ainfi
£ —~ el trop grand ; 1 -f-%_!_
eft trop perit,” &c. Au refte css Himi-
tes {eront beaucoup. plus refferrées fi
Pon fair roujours le dernier dénomi-
nareur égal 4 la racine de fon numé-

[SFAY: 3

rateur augmente de 2, on aura alors:
alternativement © =3, 1 —f= % |

F]

3
-

X -I—-; -
: +-‘7—’ ;- dont la premiere:
elt encore plus grande que la véricé ,
la feconde moindre, la troifiéme plus
grande, & ainfi dl'infai. Une inven-
tion {1 remarquable méritoir dérre
confirmée par une démonftration; M..
Walitsen a donné ane 3 (o fn de {on
Arichméuque des infinis : mais on ne

connoir point Panalyfe qui y con-
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duifit Mylord Brouncher , & on doit
tegretter , avec M. Enler ( a), quelle
n'alt jamais éé communiquée.

VIL Les fractions de cette forme ong
plufieurs propriétés remarquables , qud
leur ont mérité I'attention {péciale de
M. Ealer : on voir fur ce fujer un fca~
vant écrit de ce Géomerre dans les Mé-
maires de Pereribourg ( 4 ), Parmi plu-
fieurs ufage auxquels il les emploie, il
Y en a2 un qui appardient 4 I'cbjer. pré-
fent. T s'en el fervi pour céfoudre ce
probléme : wne fratlion exprimée par ar
grand nembre de clniffres dtam donnée par
exemple , la raifon de la circonférence an
diamerre de 3 , T4159. 26535, & &
1, 00900 , 00000 , &'¢. # s'agit de 1ron-
wer toutes les fraitions en mosndres rermes
gusi approshent de i pres deba verieé qu'il
foie impoffible den approcher davantage
Jans en employer de plus grandes. On

( a) Mdmoires de Peterlbourg , 1. 9. p. 1032

(&) Ihidem. p. 98.

veus
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353 106 en prenant un terme de plus
on a celle de Metins, qui eft exce-
dente 355. 113 : Pune & lautre eft I
plus exadte { Pune par défaur, Pautre
par excés ), de routes celles qui n’ont
pas un numérareur plus grand que
1000; celle de Adetins fur-rour appro-
che extrémemen: de la vérité. Op en
voit la raifon dans la fradtion cont-
nue, ceft que le terme fuivane = ot
trés - petit; on trouve enfin de {uite
103993 33102, 104348 : 33216
208341 66317, 521050 : 195849,
&c. qui ont des propriéeés femblables s
& que M. Euler enfeigne i trouver
pat un moyen fort fimple. M. W/ allis,
qui 2 réfolu ce probléme par une mé-
thode beaucoup plus laborienfe , 2 do.
né une table de ces fra@iong pouffée

alfez loin. *

VIIL Cleft upe remarque digne

d'atrention dans 'hiftojre

$ Alzebra, ¢, 3,

des Sciences,

v CERrcrLE ixg

Veut, par exemple, trouver quelle eft

Iz fra&ion, dont le numérateur pe
palfant pas 10, 0u 100 ., 0U 1000 , dif-
férera le moins qu'il eft poffible de I2
vércé; il fur pour cela réduire ce
rapport en frattion continue; cleft ce
Qu'on fera en divifant ;. 141y &,
par 10000 &e. le quotienteft 3, en-
fuite on divifera 10000, parle refte,
1415, &c & Pon trouve 73 on conti-
nuera de méme en divifant 1415 &e.
par le refte de celle-ci, & on aura ; §s
& ainfi de {uite; la fraction continue

I
{feradonc ; ~=c

=t
If—f=r
I+I
—, &c,
i9:

<e qui donne fa folution dy probléme
cac + eft moindre quil be faur; [eg
deux premiers termes fonr % la pro-
portion d'drehimede, qui de toutes
celles qui ne paffen: pas 100 eft Ip
plus exacte par excs; les trois premiers
zermes domnent la raifon trop patite de

r

H

PV CzrcrE, 3
que les découvertes les plus heurenfes
ont Prefque toujours été precédees de
quelques légeres ébauches, qui en ont
ér¢ 'ocealion & le morif, Cela fe véri-
fieici: les idées de W allis fur les in-
terpolations, mifes en cuvres plus heu-
reufement par Newron , ont éé le
principe dg¢ prefque routes les décou-
vertes de [a nouvelle Géomérrie. Les
{fuites irfinies de la forme dont nous
les employons, le développement des
puiffances, ou le fameux binome de
WNewton, & un grand nombre de nou-
velles expreflions de I'aire du cercle,
furent le premier fruit des tentati-
ves quil fir pour furmonter l'obfta-
cle qui avoir arrété Wallis. Newton
nous raccut. nt-mén. ' ~rogrés de
ces découvertes, dans {a feconde Jet.
tre *, écrite 4 Oldembourg en 167,
Nous ne fcaurions fuivre up guide
plus {ir.

& Commercium Epift. dz anal, promoti, p. 57.
Neutoni opuftla, .7, p. 318,

Fij
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Wallis, comme on P2 vii, avoit.

réduic la quadrature du cercle 4
déterminer la fommation du terme
V1—xx%, dans fes principes de 'a-
richmetique des infinis : fommation
qui dans le cas défini du quart de cer~
cle entier, oude x=1, eft le rerme
a interpoler entre les deux premiers
de la fulre hypergéométrique 1. ER
&c. W allis avoit bien remarqué * que
fi dans la fuite x. x -z, xmifj
LS o2 3
-+ - &c. on pouvoit trouver [e
tzrme moyen entre les deux premiers,
on auroit quelque chofe de plus parfaic
gue la quadrarure qu'en a fait con-
polure; car on agroir eo alogs la mefure
1m.eﬁme du fegmen: correfpondanr i
*abeiffe ¥ : mais il ne pury parvinjr,
quoiqn’il e fut aflez bien mis fur la
yoie; la réuflite en éoir réfervée aus
?;emiers effais de Newton,

# lpid, . 8y
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dinférer entrex — 113 & xonx — § x5
doit avoir un coefhcient moyen arith-

1

métique entre $ & §, fcavoir =, Les
=

deux premiers - termes f{eront donc

1

X x3; & comme les dénomina-
3

teurs croiffent arichméeiquement & font

3. 5. 7.-&ec. tout eft faic 4 cer égard, il
ne refte plus que les numérateurs de
ces coefficiens. Cleft aufli précfé-
ment le nceud de la difficalee, & il y
eut bien de la fagacité 4 remarquer,
comme fit Newion, que m éuant le
numératetr du coefficisnr du fecond
terme, ceux des fuivans éroient fuc-

MB— 1 M — 1. fh—L

ceflivernent

. .. 3.
&ec, ceft ce quil eft ailée d'éprouver
fur les termes ol ces coefficiens font
connus, '

Appliquons a préfent cerre derniere
B

remarque a Vexpreflion x — = w3, &,
3

ol le numérateur du fecond cerme eft

ptr CXRCLE 12§

Pour fuivre plus aifément la marche

de ce puiffant génie dans cette recher-

che, il nous fane expofer plus diftine-

tement les expreffions qu'on a données
ei-dellus 3 on a donc

x——%xi
Xo— N
X — x5 ——fus
x——--}ti—z——;—xi'-—f—-
7
X —mxi gl 3 X7 = L,

Ce nombre fuffica pour 'objet qu'on fe
propofe.

Newton remarquoit donc d'abord que
toutes ces expreflions commencoient
par x, que tous leurs termes éroierit
alrernativement pofitifs & négatifs; que
les puiffances de x alloient toujours en
croiffant , comme x. x3. x5 &c. Il ne
s'agiffoic que de trouver les coefficiens ;
pour cela il obfervoit encore que les
coefficiens des termes qui fone dans le
{econd rang perpendicvl*ire font {uc-
ceflivement 3.4, 3 &, ainfi | c.\ptcfhon

F 1y
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. On trouve, en mettant certe valear
en la place de m dans les formules
a-deffus, pour les fuivans — 5
— 5 &e. ainfi ayant égard 4 la
compoﬁ.;on des fignes, on trouve pour

le troifi¢me terme ~ X &7 ou bien

- ]:.ol--

[

n

— 33 %73 pour le quatridme — ‘? X7,
ou — i; #7 &c. cette expreffion fera

- 3 1
enﬁux_—-gxs—-_oxs ..-_-!--._.x:r
— +%7 %2 &c. ou, 2fin de mieux

HE R

voir la loi de {2 conrinuation, x
I I. .
w3 3

— e ] ————

Zige§e. - L.4.8.7.

!
AL

'Y
SR
d

. 3. \' .
——— 9 &, |
A x? &c. la pre'mer faire

qui ait été donnée de l'aire du cercle. Si
le dérail ou Yoa vient d’encrer a déplu
i quelque lecteur, on le prie de faire
attention que Ja nature de certe décou-
verte , Yune des plus intéreflantes de
ia Géometrie, le demandoit. La vraie
hiftoire des Sciences confitte 3 dévelop-
per aucant qu ‘il fe peutle proccde méme
Fiy
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de linvention, & cela eft d’autart
plus néceflaire que ce procédé eft ordis.
nairement différent de celai que 'on
expole dans la fuice,

IX. Newton ne tarda pas a découvric
un moyen plus court & plus fimple de

parvenir 4 la méme véricé: 3l sapper--

cut bienzdr aprés qu'il ne s'agiffoir que
de développer le terme V1 — xx,en
expreflions rationnelles; il le fir d’a-
bord en interpolant, par une méthode
femblable, le fecond terme * dans Ia
fuite ;

I
*

I —XXx.
I om0 X8 = X%

ici il ne faur qu'ometrre les divifeurs
3. 5. 7. de la précédente, & diminuer
chaque puiffance de x d'une dimenfion,

xx . C s
on a alors ¥ — T — frt— L xS,

&c. Cette remarque mic Newron en
poffellion de {2 formule pour élever

13 QOUADRATURE

fervir de confirmation muruelle aupeds
de ceux pour qui cete analyfe feroit
trop relevée : eiles n'ont pas befoin de
ce {ecours auprds des Géometres un peut
ver{cs, pour qui elles auront chacuneen
patticulier affez d'évidence, Jeremetsd
tirer plus bas quelques confequences
& quelques dérails en faveur de ceux
que ces vérités générales ne farisfe-
roient pas.

X. L'invendon des calculs différen-
tiel & incégral, ou, comms on les
nomme en Angleterre, des flusions &
flueates , {ucceda bientdt 4 ces premie-
resdécouvartes fur lamefure du cercle,
& en fournit de nouvelles; lillaitze
Newton en érolt déja polleffenr en
1568, Mercator publioit alors fa Zoga-
rithmotechnie , ouvraige. dans lequel ,
comme on {gaic, il quarroir Ihyperbole
par une fuite infinie, & droir de 1
la conftrudtion des logarithmes. Cleft
une découverte qui éroit familiere dés
les années 16635, 1666, 3 Newton, in-
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le binome & —— b 4 une puiffance quel-
conque 7 , formule qui fert encore i
extraire les racines, en faifant » un
nombre rompu, 1i s’appercur enfin que
pour trouver la valenr rationnelle de
Vi—xx, il n'y avoir qu'd en ex-
traire la racine quarrée par P'opération
ordinaire : on trouvera ici cewte feule
différence, que I'opération ne fe termi-
nera pas, de méme que dans les extrac-
tions de racines de nombres qui ne
{ont pas des puillances exackes. Par
cette méthode , la plus fimple de rou-
tes, du rioins dans ca cas particulier ,

on trouve vV 1 — x x comme ci-devant
égal i 1 — ki ij -—":-——;, &e cequi
fuivant la méthode de W allis, donne
pour Vaire du cercle la m&me fuice:
3 7
xw%—ixf ~ &s.

Ces trois méthodes différentes, &
gui conduifent précifement 4 la méme
vateur de Vaire du ceccle, dotvent {2

Fy
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¢onnu encore & ne cherchant point 4
{e faire connofirre 3 car il raconte qu'il
samnufa alors 4 calculer les logarithmes
par la quadrature des aires hyper-
boliques. Puder dicere, écrivoit-il 3
Collins , en 1676, ad quot figurarum
loca computationes bas , otiofus eo tempore
perduxi. Namtunc [ane nimis deledlabar
snventis hifce, .

La publicarion de Uouvrage de Mer-
cator, qui auroit excité un autre 3
divulguer tant de découvertes, faillis
au contrairz 4 deéterminer Newson d
{upprimer toutes les frennes ; il {e per-
fuada que Adercator , apres avolr trouvé
la quadrature de Phyperbole ne racde-
TOit pas 4 rencontrer celle du cercie;
ou que f1elle lai échappoir, d'aurres
¢rendroient fa découverre & ['appli~
querotent & cetre courbe. Il n'y avoit

en effer qu'un pasd faire, & un pas

¢n apparence peg diffeile ; maiscen'elt
pas 1d le feul exemple davs Ihitoire des
{ciznces, ow 'on voit une decouverte

F ¥j
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manguée par celui-ld méme qui ['avoiz
amenée 4 {2 marurité. Newroz enfin ne
croyoit pas &tre encore d'un ige allez
mur pour écrire, trait admirable &
unique de medeftie dans un génie fz
fuperieur | qu'il devroir &tre gravé dans
Vefprit de ces hommes ,.dont les ouvra-
ges prémarurés ansoncent la témé-
raire entreprife d'inftruire le public
de ce doar ils ont 3 peine une légere
teinture !

Ce ne fur que fur les inftances da
Barrow, que Newton {fe dérermina A
communiquer ces découvertes analyri-
ques, Farrew éroit venu 3 connoitre
{ur ces entrefaites cer homme rare, &
il en avoit {enti tour le mérite, car il
étoit lul- méme homme de génie &
grand Géometre & Neuton lai remir,
aufli-tde é@rés la publication de Ia
Logarithmorechnit de Mercator , un
écric intitulé , Snalyfis per equationes
numere terminorsm infinstas , qui fur
envoyé & Collinsy 1¢ MMerfenne de l'An-
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par la connoiffance du finus verfe;
c'eft-d-dire de I'abciffe, commengant 3
Pextrémité du diametre comme 4D,
foit par celle du finus droit ou de I'ab-
ciffe (fig. 19 ), prenant fon origine an
centre. Il en fair de méme de laires"
ainfi fuppofant le rayon du cerclé égal
d 1, laire du fegment CDEBR,
qui répondra 3 l'abcifle x ou C D, eft
égale i l'expreflion

X === — ——, &
& l'are DE eft ¢gal 4 la fuivante,

s 3,_.5 s x7
i s P o T, &e

IEL

Au refte Ies cocfﬁaens fonie

52 40’ Trz

les produits fuccefifs y —— s
2.03.7 1. 4. 4.

, &c. ce qui donne le moyen

1.
2. 4. 6.7
de continuer la peogreflion. Mais fi
I'on veut la grandeur du fegment
ADE, nommant AD=zx, & le
rayon 1, fa valeur eft

Vox 4 x* % gzt
—_—— e — —— -

23 2. i 4T bt 4 Ga T A
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gieterre, On trouve dans ce traité,
fmprimé dans le Commercium epifiolicums,
fur la copie de Collins, collarionnée au
manuferic de Newton; on y trouve,
dis-je, prelque tout le calcul moderne s
les quadratures & les re@ifications des
courbes , foit de celles qui en fone fuf-
ceptibles en termes. finis, foir de celles
gui ne les admetrent quen fuite in-
finie; la formation de ces f{uites, leus

etour, lextrattion des racines , la
réfolution des équations dc tous ies
degrés 5 le principe enfin du caleul
dss fiuxions & fuentes, qui y eft clai-
rement dnoncé & déduir du mouve-
ient ( page 14 du Comm. Epift.). Une
expofition plus déraillée de toutes ces
découvertes. appartient 4 une hiftoite
pamcuhcrc de la Géoméurie: On fe
bornera ici 1 ce qut regarde {pécia-
lement la mefure dut cercle, que New-
ta1: perfedtionne dans cer écrit de bien:
des manieres. 11 y enfeigne 4 trouves
indéfiniment la grandeur de l'arc,. fote

pv CEeErcre 34
3. x} 3. §. 7. x5

- 4.6.8.11.8.  4.6. 8. 10. 13. 16. *
dent la progreffion eft aifée 4 remar-
quer , aa dernier factenr du divi-
feur prds, qui dans chaque terme,
i commencer du trotfidme, va tou-
. A
jours ¢en doublant; la méme fuppo-
fition faite, la valeur de 'atc 4 E cft

i o §
"xxl—i— —{--x--i-;-1~;x5
35
-t

x
1152

wersa , trouver la grandeur du finus

{oit verfe, foir drott, P'arc ou Paire

> &ec. Oun peut enfin, wice

éranr dornnée paf la méchode du rerour
des fuires. Newton en donne quelques
exemples : l'atc 4 E erant 2, le rayon 1,
le finus verfe DA eft égal i la fuire

zz z4 =8
_;_'g,xgx.q.i:.x3x4_x5x5
28 g 22 z4
hz.x;xq.x;xsxyxs’o PR
2.6 9-3
7 —— ——
o oot ree, 5 = &e. & le finas
ycelle - o ..
= et e o —_—
DE da celle-a1, =z 6—}—,110
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-7 'z9

jog0 T Jerigs — e 1l eft aife
dappercevoir que les divifeurs nu-
meriques rone ici [és oroduits {ucceflifs
233 2RIRNAKS ; LR3NANS XG
%7, &c. _

X L. Les découvertes de Newton
ayant ¢éré¢ publides & communiquées
a divers Géometres par 'entremife de
Collins, celui qui fe hica le plus d'y
gjouter, & qui le fir e plus heureufe-
ment , fut M. J acques Gregori; c'éroit
unGéometre' de grande efpérance, un
hemme 2 feconder Newror fi la more

ne l'elic enlevé 4 la Aear de fon age.

Il Tavoit précédé dans. l'invention dg
télefcope catadioptrique, & il marcha
de pres fur fes traces dans quelques-
unes de fes découvertes analyciques,

A pea pres dans le méme temps que
Newtor fe difpofoic 4 répondre aux
inftances de. Barrow, Gragori publioic
dans fes Exercitationes une {uite infinie
pour exprimer aire du cercle : cor

138 QUA4DRATURE

leur legitimité : mais ce ne fut qu'un
fentiment paffager , auquel fuccéda
bientdt celul de la juftice que méri-
toient les inventions de Aewron 3 non
feulement il s’affura de leur véricé , mais’
d l'aide d’une profonde médization, il
parvint i découvrir la méthode eile-
méme que Newror $'étoit formée. On
lut rend ce temoignage dans plufieurs
endroits du Commercizm epift. * 1i ren-
voya bientot aprss 4 Coflins la {fuite
pour exprimer l'2rc par la tangente,

, 23 P2l 7
H — o — —t et
lgaVOIE s A==1 3rr s 5 ,,4. 7 16

Sc. ottt et la tangente, » le rayon,
& a P'atc cherché. Certe fuite, l'une
des plus ¢légantes par fa {implicité &
la régularicé de la loi de fa progreflion ,
eft, tour compen(¢, celle qui maniée
avec adrefle fournic les approximarions
les plus commodes. Grégori donna aufli
dss {uites pour exprimer la tangente &
Ia fecante, Vare étant conna , & mime

“Pagesi9, 48,71, 6d de iy, in-a®
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) Y i =
ouvrage parut peu aprés celui de Mer-
cator. La {nite de Gregori eft celle - c13

s e et e}
4rrdivifé par zd—;—so—d—-—”m;
23 2602t
2 &e. Iz

11340045 7484400 d+
rayon eft defigné dans certe expreflion
ar 75 d et la moitié du coeé du quarré
inferic, & ¢ la différence du rayon avec
ce cbeé. Certe fuire converge aflez
rapidement, elle n’a que le defavan-
tage de fe fervir de rermes un pen
complicués, & de ne pas &wre indé-
finte. _ .
Gregori fut biencde informeé par Col-
lins de la découverte de Newwon fus
I'aize des courbes, & quelques-unes de
fes fuites lui furent communiqgaées. La
préoccupation od il éroit fur [a fienne
& fur fa méthode lui firent dabord
croire qu'elles devoient avoir la méme
origine, ce qui contribua 4 les lui ren-
dre moins remarquables ; voyant méme
qu'elles ne fe rapporroient point aux -
fiznnes, il congut quelques doutes fuz

pv CERCZ E. 1;9
pour rtirer immédiatement de larc
donné fas fecante & tangente artiff-
cielles, ceft-i-dire leurs logarithmes.
La re@ification de Peilipfe & de Ihy-
perbole en fuites infinies > que Collins
ne lui avoit point communiquée ,
éeoir auffi de ce nombre. Je n'at faie
mention de ces dernieres découverres s
'étrangcres i mon {ujet , que pour
juftifier les éloges que fai donné i ce
grand Géometre : je reprens le fil de
mon hiftoire.

X 1L Oa doit reconnolre, & ceft
une vécicé dont le Commercium epiffoli-
cum fournit des preuves, que roures ces
nouveautés brillances d'amalyfe pricent
naiffance en Anglererre, & que les
Géomerres du centinent y eurent alors
peu de part; ce fur feslement quelques
anoées aprés (en 1674 ) que M. Leib-
mirz trouva {a {uite pour le cercle,
fcavoir , le diamerre éeant ['unité ,
1 — 3+ 5 —3, & On ne peut
difconvenir que cewe fuite foir [a
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méme au fond que celle de Gregori o
qui rouvoir (faifant le rayon = 1 &
la rangence aafli == 1 ) |2 méme exprefs
fion pour le demi-quart de cercle, oa
Patc de"45°; cependant plufienrs cir-
conftances doivear écarcer Pimpura-
tion de plagiac inrzncde 3 ce fujet
contre Eeibuitz. 7

1°. Cette découverte elt chez lui
une f{uite de {2 méthods de transforma-
tion qu'il avoir imaginde pour débac-
rafler Vexpreffien de Pordonnée du
cercle de Dirrationalicé qui 'accom-
pagne, zfin dy appliquer le dévelopw
pement de Mercator. Cecte méthode,
expofée an long dans le cours 'Oz
#am , averr éé communiquée anx
Géometres vers I'an 1674, Leibnitz
selt plaint plufieurs fois du filence
de cer éerivain fur Pauteur de cerre
ingénieufe invention, donc on f{eroic
tente de lui faire honnear, fi l'on
ne favoir que ce Mathémaricien droit
dune claflc blen infirieure 3 cells
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séeoit préfenté & Gregori pouvoit auffi
avoir été trouve par Leibmiz au-deld
des mers, ne fair point de difficulsé
de lappeller la fuite de Leibniiz. *
Leibnstz avoit ea deflein de la publier
dans un traicé particulier qu'll fe pro-
pofoit d'inticuler du nom de Quadra-
tura arithmetica s il eft fouvenc parlé
de ce projet dans le Commercium epiffa-
ficwm : fansdoure [ocfqu'il fut en poflef-
fion de plus grandes découvertes, celle-

ci ne lui parut plus aflez remarquable

pour en faire la matiere d'un ouvrage.
Il en donna le précis dans les ades
de Leiplick, année 1681, fous la ditre
de Fera proportio circuli ad gquad. cir-
crmfcriptum.

XIIL Les raifons que je viensde
prefenter pour difeulper ZLeibmizz de
Pacculation de plagiat intentée contre
ful, recevront un nouvean poids de la
gemarque fuivante ; ceft que ta décou-
verte dont il eft ici queftion femble

£ Comm, epift. p. 79, & ailleuss,
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des analyftes dont il eft queftion ici.
2° La bonne foi de Leibnirz, paroit
évidemment dans les Lettres qu'il écri-
volt fur cela A Oldenbonrg , en 1674,
& dans lefquelles il lui faifoir part de
fa découverte avee une forte de tranf-
port *. Croirz-t-on quil elic éé
peu fin que de tenir un pareil lang;{ge
s'il avoir resbe de Collins ou Oldem-
bourg , comme on !’ précendu faire
{oupconner: Les réponfes de ce Secré-
taire de la Sociéé Royale de Londres
le lui aoroient bien rappellé; il fe
contente au contraire de Iinformer,
comme pour la premiere fois, des pro-
gres que Newron & Gregori avolent fair
dans [analyfz. Ces raifons me fonr
penfer qu'il y auroie de Vinjuftice A
dépouiller  Lesbnirz, de cetre décou-
verte; comme ont vouly faire quel-
ques partifans trop zélés de [a gloire
de la nation Angloife. Aewion plug
£quicable, & {cachane que ce qui

¥ Comm. epiff. P57, ed. in-g®,
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navoir pas éé d'une difficulté fi {upé-
rieure, qu'elle ne fe foir préfentée en
méme tems 3 divers Géomerres. Elle
n'c'chappa pas d M. de Lagny , fi nous
Pen croyons lni-méme; il nous affure,
dans les Mémoires de I'Académie de
1719, qu'tl aveir trouvé dés lannde
1682 la méme fuite, nullement infor.
mé encore de ce que Gregori nl Leib-
mitz avolent fair 4 ce {ujer ; & Pon
n'en fera point furpris , car certe année-
1d et a premiere ol fur publide fa
{vite en queftion dans les actes de Leip.
fick: M. 4¢ Lagny, alors & Touloufe,
ne pouvoir que difficilement avoir con_
noifflance , foic des lettres de Letbnstz,
& Newior , toujours reftées entre des
mains privées, {oit de ces Journaux que
I'Allemagne voyoit rout nouvellement
paroitre. Ajoutons 3 cela que la mé-
thode de M. de Zagny, de méme que
celle de LZeibniz, donr elle differe
cependant, donne du poids 4 ce qud
dit, carelle paroit avoir éié imaginée
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dans les mémes vies , je veux dire pout
¢viter l'irrationalité, qui feule empé-
choir d'appliquer an cercle la méchode
de divifion de Mercator, la feule en-
core connue pour quarrer les figures.
St M. de Lagny a pu faire ceree décou-
verte, ne fera-t-il pas fcrt probable
que M. Leibnitz , qui a donné des pref-
ves d'un génic fort fupéricur , lait fait
dans les mémes circonftances:

XIV. Depuis que le calcal intégral
a fair des progrés parmi les Géomerres ,
‘rien n'eft plus connu que les différentes
expreflions quon vient de donner du
cercle & de fes parties : il ne fauc
qu'érre initid dans ce calcul pour les
trouver, On ne satrachera dosc poiat
2 les développer ici par fon moyen ,
ceux qui Fignorent peuvent confuleer
les ouvrages qui en onr trairé : voiei
feulement quelques expreflions duy cer-
cle,, qu'op n'avoit pas pi faire con-
- noltre dans le cours de la narrarion
précedente,

| S8
g
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=1, l'aire de tour le cercle fera fa
fomme de ces trois fuires;

13 £5 ' t"&
2 — —_— _— — &I,
3 = § 7 + b
¢ ¢3 e T pr4
it T — — b — &,
-+ s 7 o
e tzs
b —— . — &,
3 §

Je pafle d préfent & montrer Pufage
de ces exprefiicas, qu'on n'a encore
envifagé que Q'une manijere géné-
tale.

X V. 1l eft d'abord évident que cha-
cune de ces fuites furnic un moyen
commode pour touver la grandeur
approchée de rous fegment, ‘de rour
Lectear, de tour arc de cercle, locfque
fa valeur de l'indérerminde qui {ui con-
wient feea ailez Petite pour faire con-
verger la [nice rapidement ; je vais
m'expliquer par un exemple. Qu’on
demande [aire dy fegment CpER
{fig. 20}, 08 Uabeiffe pepy qu’une petite
Fpa:ie, par €xemple , un ciers dy rayon,

bv CEzrctre. 145
Si la‘corde d'un arceft ¥, le dia

merre 1, le fegment eft égal i

x3 x} 3 %7 3. ¢ x?
— f_....._.. i" | S A
$ 4.5 47 ire o &e

Cela eft aif¢ 4 démonrrer, foir en la
tirant immédiatement de Vexpreflion dig
petr triangle ACR (fig. 19), qui eft

x* dx . .
__'—"—_,...x.: » foit en le dérivane de [a
x

> I -
fuite qui exprime le demi-fegmcn:
ADE, la demi-corde 4E &uane

= —_1-.'«‘.

»’ ! r
On a donné précédemment » d'aprds

MM. Leibniz & Gregori , la fuire

1 — 3=+ —7%, & pour Pexpeef

fion de l'arc de 45°, ou de Iaire du
quare de cercle , le rayon érane I.
M. Newton a trouvé que cerre {uite ,

1 i i
I3 — 53— 7§+ — & ex.

primoicauffi I'arc de 90° la corde drap,
Punicé, & le rayon érane conféquems-
ment ¥ Voicl encore une ayrre
maniere d'exprimer laire dy carcle,
Que le diamerre foit 1, & Ia tangencg

G
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alors 1a {uice qui convienr 4 ce cas, fca-

; 1 :
YOI, X = —— X —— x5, &c.
3 X — vt ol . &c. fe

fy . I 1 1
reduira 4 = —— ——on  — s
3 1. 3. 27, L. 4. §. 243
&, ou -}——[—-E-:-—;—:‘—E, &c. Or i}
eft vifible que les deux premiers termes
feuls donnent la grandeur de ce feg-

ment 4 moins d'ure 9ooo® prés. Ainfi

le plus fouvent un trés - léger calcu]
approche extrémement de la véricé |
& dans d'zurres cas moins avantageux,,
celui de 4, 5 ou 6 termes fuffira,
Je ne m'arréte pas davantage 4 ceci;
dans d'autces cas ol la f{yite feroip
médiocrement convergente , on poures,
méme éviter la peine de fommer gy
nombre de rermes médiocre; i v a
des méthodes que Pon indiquera, &
par lefquelles on convertit une f{uire
peu convergente enune autre qui l'eft
beaucoup. '

X VI Lorfgue 'on a voulu appli-
guer ces {uites 4 en cirer de grandes
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approximations de la valeur entiere du
cercle , on a cherché, pour diminuer
le travail, les cas les plus avantageux
pour les faire converger, Si vou-
lane, par exemple , exprimer |'2ire du
quart de ceccle , on s'‘éroir contenté de
donner 3 labciile & [a valeur qui lut
convient alors , dans la {aice x—1x

T ! » .
— ;%7 — 71 7, &c. on auroiteu ,
puifquelie eft clors l'unité, on anroie
eu,dis-je, 1—2 4L &,

qui eft en effer la vraie grandeur dua
quart de cercle. Mais comme cotte {nite
converge peu, il faudroit fommer un
grand nombre de termes, peut-ere 3o
ou 40, pour en tirer une approxima-
tion feulement en dix d"cimaies; au
liew qu'en faifanc = égala 1, le travail
Cﬂt Conrdmabicmcnt ebrege, car Hlofs
I'arc BE (fig. 10) ¢rantle $ du quarc de
cercle, {ide la valeurde CBED on
bte le triangle CDE connu, le refte,

{qavoir le fedteur CB E, wiplé, {ela
l,r: quare de cercle, Or Lo valeur de
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rareur & le dénominateur de chaque
fraéion, il faudroit, dis-je , augmen-
ter Je numératenr d’un cerrain nombre
de zéros, & puis divifer par le déno-
minatear , qui bieatd: {eroic compofd
d'une malricude de chiffres. Or on voit
aifément combien ¢ procédé feroit
laborieux & incommeode , au lien qu’a-
vec un peu d'attention il fe préfente un
moyen de l'abréger confidérablement.
Ce moyen confilte 4 réduire la fuite
propofée d une ausre forme, dans laquel-
le chaque rerme fe déduit du précédent,
en VaffeGant d'un coeflicient dont la
progreflion ¢t facile 3 appercevoir.,
Ayant, par exemple, nommé le pre-
mier terme négaaf 4, le fecond eft
T 4 5. 4
prouver en mettant au lien de A4 fa

, comme 1} eft aifé de [é-

valear; nommant enfluite B ce {econd

. 3.¢ B
terme, le troifidme C = "—— & le

§.7. 4
7 C
4.

quatriéme D = » de maniere que

E'?
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C D EB converge allez rapidement
pour la trouver {ans beaucoup de pei-
5
. T x
ey car la e & — — x} — ——
Il,’},], ‘ﬁl 13 Ta 3
1. 3.
il 4.6.7

l"l""

x7 &elocfqulonferax =1,
T 1

L5 T d.4.5-38

1
fe convertic en T — -

[T

T. 3 - ’
e, e &c. qui eft compofce
4. 6.7, 118
de fractions affez {enfiblement décroif=

{ances.

On s'engageroit au refte dans d’éerar-
ges calculs, {i on entreprenoir de fom-
mer ces fractions a la maniere ordi-
naire : la méthode des fradtions déei-
males en diminuera conf{idérablement
la fatigue.

Cependant cette méthode elle-méme
ne fuffiroic pas, fi lon n’ufoir encore
de quelque -adeelle pour s'épargnes
quancité d'opérations fuperflues. En
effer en caleulane chaque terme de l2
maniere qui fe préfen'te d’zbord , 1i
faadroiz, aprés avolr trouvé le numé-

G iij
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fa fuite entiere paroit fous certe forme:
1 1 3 A 3.¢B  5.7C
3._“:..6.4_4..;.4.—6.7.4. 5. 9- 4
oD e e |

— 2 —, &e. ot il fuffit de R
10. 11. 4o -

plus legere infpettion pourla coniinuey
i P'infni
Suppofons done & préfent quwil s'a-
gifle de déterminer en 10 décimales
I’aire du quart de cercle comparé ai
quarté du rayon, nous employerons
pour cela la fue préparée comme
Von viem: de voir, ot labciffe x a ¢
faite ==X, afin de wouver le {e,,menc
BCD E. Jai caleuié en pamcuuer
chaque terme jufqu’d 1 § décimales, afin
d'eeee plusaffure que Iz derniere de cel-
les que j'emploie ict cft e,.ac'te Nous
anrons done d'abord * == o.Fcoc0
©0000,00, & 33==0.02083,3333;,
33 3 enfuite muldipliant ce nombre par
, & le divifant par le produir de
4., 5,4, ou 80, on a pour quor -ient
o, 00078, 11439, 9v; de mime
G iv
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plant on aura la demi- circonférence
comparée au rayon , oua la raifon de
la circonférence entiere au diametre.
Or ce nombre mulupli¢ par 4 eft
3, 1415y, 219536, 24, ce qui con-
vient avec les nombres de Zudolph
jufqu'au onzieme chiffre, quielt un
peu trop grand dans cette expreffion,
par la raifon que uous en aveons donnée
plus hauat. '

Mais (i 'on vouloit avolr une expref-
fion cerrainement au - defous d= [a
verité, pour la comparer & la premiere,
& ewe plus aflur? des vrates fimites
de la circonférence , on l'auroit aifé-
ment en [uppofant les onze derniers
termes de la {uire ci-deffus angmentés
d'une unité; 4 1'égard des deux pre-
micrs, ils approchent fi prés de leur
jufte valeur, qu'on peut les regarder
comme vrais, & le pea dont ils sé-
careent de lexadtirude par defaur, ne

fcanroit covtrebalancer Pexcds qu’on
b

donne 3 tous les autres. Cp agra par c¢
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multipliane celui-ci par 1§ & divifane
par 168, on trouve le rerme € = o,
00006, 97544, 64, & ainfi 3 I'é-
gard des autres ; on arrange enfin
tous ces termes affedtés du méme figne
dans une colomne, comme on le voit
ict

A= .... o. 02083, 33333,133
B= ., < e e 78, 12499, 99
Co= ... 6597544, 64
D=, . ........ 84771, oa

.
.

.
-
°

E=n.,....,..°12137,67
F=......0... 1925, 59
G—_—:..........,517,94
H—_—...........c.58,77
I=.....¢.,....zo,95
K*_—_-........,...,.).,IO
L:;.,....e.... 41
M= ............ 8

T= v h e e w e e e e 1

b I L T T T D B Y TS O

0,02169, 42611, g2

Otons la fomme de ces termes,

DU CERCLE. 5y
moyen la fomme de rtous les termes
négarifs meindre queo, 01169 41612,
63, & par conféquent Bide de I oy
0. jocou, & elle lailfera un rofts
pius grand que la vérizé; Ia traizang
enfin comme la premizre, on tronvera
©> 78532, 81635, 74, qui maltinlié
par 4, donne pour vaieur approchée da
lacitconférence 3, 141 §9526534, 01,
qui pe péche par défaus que dans. le
onziéme chiffre;

XVIL On manieroir de la méma
fagon la piupart des autres fuices pra-
pofées plas haut 5 mais & con{tdérer
les moyens d'approximarion qu'elles
préfencenc , il eft aifé d’z2ppezcevolr
qu'elles n'ont pas toutes le méme
avantage, & que la plopare {ont patr
propres 4 donner ces immen(es appro-
ximations de laire du ceccle qu'on
connoit aujourd’hel : aufli ne sep
eft-on point fervi indifféremment;
on a donné la préférence 4 celle on
drant la rangente , lzrc eft eXprimng

G vy

~ e

pUv CERCLE. 1§3

002169 &c. d2 £, ou o. 5000 K.

le reftanc fera 0, 47850, 57387, 48 ;
mais 1 faut rerrancher de 13 le triangle
CDE, doar Vaire ek ¢gale d & \/; on
LV =o. 21650, 635095 45. La
fouftraction faite, oa trouve o. 16179,
93378, o2, pour la valeur du feg-
ment CDEB, ce qui pac conféquent
mulzipli¢ par 3, donne pour le guart
de ceccle 0. 78539, 81634, 06, le
quarré durayon érant 1. 00000, 0c003,
oo. Or certe egpreflion, qui excede
un peu la verité, parce que dans rous
les terimes négatifs le dernier chiffre et
moindre que le véritable, queique de
moins dune unité; cetee expreflion ,
dis-je, coincide avec czlle de Ludolph

 julqu'au dixiéme chiffre inclufivemenc -

car la raifon du quarr de cercle an

quarré du rayon eft la méme que celle

de l'atc de 45° au rayon; par confé-

quent larc de 4% el exprimé par le

nombre ci-deffus; donc en le quadry-
Gv
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23 ¢ 27

par f— — o ——

OEr pour cela que de donmer 4 ¢ une

, & il nes a-

valeur moindre que Punize, en la choi-
ﬁ[ﬁnt telle, qu'elle appartienne en mé-
me tems 2 un arc commenlurable avec
la circonférence entiere, Car il eft vifi-
ble que {il'on fuppofoir s == 1, dans
lequel cas l'are correfpondant feroit de
45 % la fuire fe réduiroitd 1 —3 -1
&c. mais il faudroir une fomme im-
menfe de fes tenmes pbur en tirer une
approximation en dix chiffres; ainfi,
quoique remarquable dans la chéorie
par fon élégance,, elle ne feroir ici daus
cun ufage. Pour Uy rendre propre il
faut faice 1= VI, Tarc corre{pon-
dant fera alors de 10°, ou la douziéme
partie de la circonférence , & la fuite

{e transformera en celle-ci: \/—; X 1
1 1 I

. —_— — Y
Tas sy 2l p PR 9.’°u

chaque tzrme eft moindre que e riers
du précédent 5 on pourroic méme ja

258 Quabratvre

dexadirude, car cela eft abondamment

eompenfé par la facilité des opérations.
On voir en effec qu'ayant une fois la

valeur ds \/— s en aurant de décimales
ou quelque peu plus qu'on en veut
empleyer dans fon approximation , ik
n’y 2 qu'd divifer cette valenr par 3,
& le quortc'at qui en réfulee par 3, &
puis le nouveau quotient encore pat
3, & atnft de fuire ; aprés quot repre-
nant chacun de c.s quotiens, 3 com-
mencer au premier qu'a denné la divie

fion de \./é par 5, le divifer encore

par 3 , enfuite [e fecond quotient trou~
vé ci-devant par 5, le fuivant par 7
. & ainfl jufqu ce que dans le
nombre de chiffresanquel on seft fixé , il
n’y aic plus que des zéros. Alors prenane
fa fomme de tous les rermes pofitifs
& celle de rous les négarifs, Stanc enfin
celle-cl de la premiere, le reftan eft
la douziéme partie de 2 circonférence.

Nous ne croyons pas quil foiz nécelTaire
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tendre plus convergente en ajoutant
les termes deux 3 deny , le fecmm avec
ie troifidme, le quarriéme avee le cin-
quié¢me, & divifine enfuire par 4, ce
qui donneroit la ‘quarante - huitiéme

. - .
partie de la circonfirence cxprimée

-

de cers feya s 1 /1L —_
ette manjers : ; \/5 ® I 3.9, 3

. .
7 &c. ceftaini

729817 11.13. 719,

que quelques Géomerres i'ont empleyée
pour en tirer des approximations. Mais
en comparant les avanrages & les defa-
vantages de cetre exprefiion, on remar-
quera bientd: que cetes préparation ne
faic que la rendre moins commede :
en effer, dans ces fortes de calculs on
doit bien moins chercher 3 fommer un
petic nombre de termes qu'd le faire
trés - commodément , dfit-on en em-
ployer beaucoup davantage. Aufli cerre
raifon a-t-elle fait donner la préférence
a la premiere {uite, quoiqu’il v faille
prendre le double de termes que dans la
derniere pour arriver au mime degre
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de donner un exemple de ce procédé,
qul doit paroitre affez claic aprés ce
qu’on vient de dire.

XVIIL Ces moyens dapproxima-
tions, incomparablement plus abrégés
que ceux des anciens par les polygones
inferits & circonferits, ont mis les
modernes en éear de laiffer ceux-ci bien
loin derriere eux. La proportion de
LZudolph, (i renommée avane la nail
fance de la nouvelle Géomérrie, neft
plus qu'uns perite parrie de celle dons
nous {ommes aujourd’hui en poffefion.
Voici par quels degrés elle s'eft élevée:
a 'immenrfe nombre de M. d¢ Lagni.
4. Sharp , Géomerre Anglois, en em-
Ploy*-ut* méchode précédente, la poulla
julqu’d 74 cheffres 3 il a communi-
qué le procédé de fon travail dans fes
Tatles marbbmitigues. M, Machin , de

1aSociéeé Royale de Londres, Ia pro-

longée julquid 100 termes; jignore &

la véiied dans quel ouvrage, mais ceft
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M. Euler qui nous Iapprend (2). M. de
L:wﬂ' enfin enchériffane {ur eux, Ia
continuée jufqud 1273 i a faic plus,
il I'a vérifice en caleulant la méme
{uice par deux voies différentes (b3, &
eiles lui ont donné le méme réfulrar,
Nous {gavons par 1 que fi le diametre
eft Uuniré {uivie de 126 zéros, lacie-
conférence eft plus grande que le nom-
bre fuivants 3, 14159,26¢35, 59793,
23846, 26433, 33:79 , 50288,

41971, 69399, 37510, §3:00,

74944, §91350, 78164, 6288
20899, 8§62%0, 34815, 34

70679, 82148, o¥651, 32723,
06647, 09384, 46, & quelle it
moindre que ce méme nombre aug-

411

s
-y
-

-

menté de Punicé,

K IX. Mais guelque commode que
foit 12 méthade expliquée dans larticle
XVII, du moinsfinousla Comparons 1

{#) Mém. de Péterbourg, ¢, o,
{5” ) Mém. de IAcad. 1719,
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quées dirrationalités. M. Euler a cher-
chéd donner 4 cerze méthode ce degré
de perfedtion qui lui manquost, &11
y @ réufli des deux manieres que je
vais expofer.

XX. La premiere a pour objer de
délivrer la fuire de Parc par latangente,
de I'irrationalicé qui en rend le cal-
cul fi incommode; elle eft fondée fur
une propriété des tangentes au cercle
qui donne certe analogie : comme fa
difference du reflangle de deux tangenes
avec le grarré du vayon, eff & ce quarré,
anfi la fomme des tangentes & ls rangente
de It fomme des ares. 1l en conelur que
Parc de 55°, le feal commenfurabie 2
la circonférence , & ayant en méme
tems une tangente rationnelle, fe peut
divifer en deux arcs dont les rangentes
font auffi rationnelles 3 & comme
elles {eront chacune moindre que ['u-
nité , ellss donneront pour leur arc
correfpondant deux [uites toures ra-
wonnelles & fort converyenes. 11 eft

vpv CERCLE. 16
proced laborienx des anciens, on ne
peat cependant {e diflimuler qu ‘eile n'a-
voit pas encore atzeint {a pecfection lors
méme qu'on en fuifoic un fi grand
ufage ; car la fuite employée par
MM, Sbm‘,p, Mackin & de Lﬂg?:i y 2
un défaur qui en diminue beavcoup le
mérire. Ce défaur conflifte dans cerie
immen{é extraftion de racine qui dott
fervic de préliminaire au caleut, 4 caufe
de lexpreflion irrationnelle Vi, qui
mulriplie toute la fuite. Dlun autre
cbeé (i Fon emploie celle de 442, elle
ne coaverge pas {znfiblement. Néan-
moins il falloic néceflairement opter
entre ['une ou Paurre: car ce fonc les
plus mples de celles qu'on pouvoit
employer, touates les tangentes ration-
nelles qui ne furpaﬁ'ent pas le rayon,
n apparcenant pointd des arcs commen- -
furables 3 la c1rconference, & toutes
celles qui appartennent 4 de petires
portions commenfurables de certe cir-
conférence érant extzémement compli-

pv CERCLE, 63

bien vrai que I'arc que chacune expri-
mera , confidéré a pare, fera incommen-
furable avec la circonférence , mais
cela n’importe en rien, puifque leur
fomme fera commenfurable avec clle.
‘Nommant ainfi la rangente de 45°
== 1, & les deux rangentes cher-

T 1 . ’ .
chées =, 5, on a, fuivane le théord-
4’ &
-+- b
f I 4
me précédent, 1 = i &deid
1 - N
b= S c¢ qui dcnne : & 3
pour les moindres & les plus fimples
valeurs de 2 & 1':, un de ces deug
arcs lera done
1 I
+ _, P

2-
& ic fecond fera

&ec.

9. ..93

1 1 i I +I K
377330 530 g 37 T g 390G

& conféuemment I'arc entier de 450

fera égal 4 la fomme de ces deux
fuices.

On pourroit, par [e méme amifice;



164 QUADRATURE

réduire chacurne ou celle qu'on vou-
droit de ces deux fuites en deux aucres
qui {eroient encore plus convergentes,
Ainfil'arc dont la tangente eft £, {e par-
tage de nouveau en deux autres, dont
elles font § & 35 maiscela eft inurile , &
deviendroit méme plus nuifible quavan”
tageux : car dans le calcal de la feconde
fuitzon auroit 4 divifer continuellement
par 49, cz qui eft moins facile que
deux divifions par un nombre fimple.
Les deux premieres rempliffent prefque
tout ["objet qu'on peut {z propofer: car
je remarque , ce qui et eflentiel , que
I'invention de chacun de ces termes eft
peu labocieufe , & quelque nombre de
décimales qu'on veuille les poufler; fa
raifon en eft quon rencontrera le plus
{ouvent des nombres dont les chiffres
{eront ou continuellement les mémes,
comme 3 ==0. 33333, &c. 3 = o
250000, &z, ou qui reviendront aprc‘:s
certaines périodes; ainfi le feul travail
du calcul confiftera prefque i ajouter

168 QUADRATURE
Géometres {e font appliqués 4 donner

3 la méthode des fuites cette perfedtion

effentielle. Je n'ai point encore pii voir
le traité de Summatione ¢ interpolations
ferierum de M. Stirling; il doir contentr
dexcellentes chofes 4 cer égard. Ce
que j'en vais dire eft tiré des fcavans
Mémoires de M. Euler (a), & du
livre de M. Simpfon, The doftrine and
applications of fluxions, &e. (b).
. . 13 45
Soit 1°, la fuite ¢+ — 3T &e.
ou en faifant z = EP’ celle-ci~ — =
1 T . ” e
- 7 &c. quion a vt défigne
Parc de cercle, dont la tangente eft ¢
ou ; 1l fauc d’abord avoir ajouré un

certain nombre de termes du com-
mencement de cette {uice; plus on en
aura, plas exacte fera Papproximation

(&) Comm. Acad. Petrop. ann. 1737 ,t.9
gt 8, ad ann 1736,

LI o - -

pv CERCLE, 16§
les rermes corrcfpondans des deux

f' 1 1 1 I &
1S T ~— T} o 7 — 7 {Ce
jn 3 33 31 37 >

1 T . ..
—~ g+, & & 4 les divifer

e

enfuite fucceflivement par 5. 5. 7. g.
11. &e. il faudra de ces termes environ
antant qu'on aura dellein demployes
de chiffies dans l'approximation. Si
guelquun la vouloit pouffer 3 150
décimales, il y parviendroic avec beau-
coup moinsde pcinc’ quil n'en a cofird
4 M. de Lagni pour le faire jufqu’s
127 .

X X1. Le fecond defavantags, non
feutement de la fuite 1 — 3 4+, &ec.
& des autres qul apparriennent au cer-
cle, mais encore de la plipart de celles
qu'on emploie dans la Géomérrie mo-
derne, eft d'¢cre affez fouventtrop peu
cenvergentes. Elles ne font plus dés
lors d'un ufage commode , & cet in-
convénient les rendrotr inuriles dans
un grand nombre de cas, fi Pon n'é.
toit parvenu 4 y remédier. Quelques
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quon tirera de Pexpreflion fuivante,
Nommons , pour abréger, S la fomme
de ces premiers termes , # leur nom-
bre, & 2p— 1 ==, enfin 1 —+pp
== m, on aura zlors, {uivane les prin-
cipes de M. Enler, la fomme eutic-

se de la fuite éoale 4 LAV ALY
uire ebalcaS—g—P, e

2P 2rpie—pt alphemapt
mi gt s R .

coat ey phad o pep?
b PR — &, )
Ainfi I'on réduic la fommartion dcne
o .
laite qui ne converge pre{que pas fenfi.
blemenc d celle d'une aarre qui converge
fort vite, & l'on transforme une fuire
qui eft déa convergente en une aurre
qui Left en quelque maniere infiriment
plus. On abrége donc par 13 confidé.
rablement le calcul dans rous les cas.
Pour en dounner un exemple, je vais
choifir le plus defavantagaux, celni ot
la cangente érane Punité, la {uite eft

[ P A SR S S Y RS 1
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méthode de M. Euler, les fix premiers
termes fuffiront pour prévenir une
erreur d'une 10000006° ; or ces {ix pre-
miers termes ajourés enfemble font
0. 744012, & en employant la for
mule, onap=1, & L——pp =1,
21— 1=11; de maniere gu'on 2
3 ajouter pour complément de cere

I 1 3

—— e, A I —
fomme , T PTT i il sl

8 .
~ 0 — 3, ce que deviennent les

fix premiers termes de la feconde fuite
multipliés par Pi"’ ou 1. Ces termes
réduits en fradtions décimales, font
0. 041386, quiajoutés 4 0. 744012,
" donnent pour grandeur de l'are de 45
ou pour celle du quacr de cercle, com-
pare au quarré du rayon, o, 7853998,
d’ott on tire la raifon du diamerrea f2
circonférence 1:3. 141492, expreffion
qui eft conforme dans cas fepe chiffres
avec celle de Zudolph. 1L auroic fallu
envitos
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2. 4. 6. 8 ¥
-+ R T e i
~F &c. ). Le figne ambigu = fignific
quil fawe ajouter i le premier terme
qui fuit ceux qu'on a renfermés dans
la fomme 5 eft poficif; il faudra foul-
traire 5’1l eft négatif. Certe méthode
¢gale la precédente en exadtitude, En
Yappliquant 4 1 — § ~~ §, &« fix
termes feulement de cette {uite, joints
aux fix premiers de la feconde, don-
nent, comime ci-devant , Pexpref-
fion o. 785398 pour la valeur du
quart de cercle, le quarré du rayon
étant 1. .

La pluparc des autres fuites quion
peut employer pour trouver l'aire du
cercle, font fufceptibles d’abréviations
femblables. Mais il feroic trop long
d'en expofer ici a theorie générale,
qui dépend de celle de Ia fomma:ion
des fuites, Le fimple hiftorique auquel
on seft borné ne parmer pas d'entrer

dans ces déails, & Uon fe contentera
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1000000 termes , de la fuire 1 —*
——1, &c. pour trouver une approxi-
macion aufli exadte: on doir juger par
la de la juftefle de celles que donnera
la méme méthode appliquée 4 des fuites
d¢ja médiocrement convergentes.

La ferie fuivante, qui 2 le méme ob.
jet que celle qu'on vientde voir, eft dfis
AM. Simpfon : elle a quelque avantage
for Tautre, en ce qu'elle eft plus aifée
i conrinuer, la loi de la progreflion
des coefliciens étant plus apparence. Je
conferve 1ci les mémes dénominations
que dans la premiere formule que jai
déja donnée, d cela prés que » fory
==an—1,&m=1—~— t¢; alors
on a , futvant M. Simpfon, pour I

Y -
valeur twds-convergente de la fujre

3
¢ — —, &c. cetee formule § - 17
kg rm

A 14 + 2. 4. 4
1 - o T
( +r-—}-1.m L T R P

: 1. 4 6. 16
= , ==
e ol TR el e i B L
H
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davoir indiqué les lvres ot on peut
les teouver. _

X XI1. Les fuites infinies fournif-
fent enfin des moyens commodes pour
trouver des conftrudtions geomeétris
ques ou des expreflions analyrigues,
qui repréfentent, 2 trés-pen de chofe
prés, des efpaces ou des ates circu-
laires; car on peut combiner de telle
maniere deux grandeurs, que la fuite
dans iaqﬁelle elles {e réfoudront, coin-
cide dans fes premiers termes avec celle
qui repréfente la valeur de cet arc, ou
cet efpace circulaire quion veur ré.
duire en ligne droite ou en figure
rectitigne. En prenant donc cette pre-
miere {uire, ou la grandeur finte qu’elle
exptime, pour la derniere, on aura
fore prés la valeur de celle-ci, puifguse
ce moyen en doone non feulement les
premiers termes , Mmais cncore ume
%artic de tous les autres. Les exem-
ples fuivans, dont quelques—}ms fonc

H j
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tités des Lettres de Newron*, & de
fon Traité des fluxions, vont éclaircir
cela. Er ce quon y exéeute fur le
cercle, peur commodément fe pratiquer
dans une infinité d'aurres cas & {ur
d'autres courbes, dont ona quelquefois
befoin decalculer I'aite approchée avec
plus de gromptitudc gue de préci-
fion.

Qu’on veuille done trouver 'arc, la
corde érant donnée. On fcait que celui-

23

4 / 1

et 2 —

13 érant =, la corce 2=
"

. e ’

T g 0 7 &c. nous la nom

merons A; folt B la corde de fa moje

. z?
ti¢ de cer are, elleeftla

- 2.5 S [ L
e - ———— — &¢. S1l'on com-
4o 4 32 Iz2c 7 .

bine ces deux grandeursen Stant la pre.
miere de huit fois [a feconde, le r2tant
fera trds - prochainement égal 4 crofs

¥ Vives Comm. EPIJff b 38 & friv,
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la tangente BH, coupé par la ligne
£G H. Ceute propofttion démontre la

vérizé de celle de Snellins, qui faifant

£ 4 ==auriyon , difoit que B H croit
moindre que 'arc B G. Cere derniere
eft vraie i plus forte raifon, car la
ligne 4¢ érant toujours plus grande
que AE, la ligne Bh clt néceflaire-

- ment moindre que B A. Mais de cela

méme il eft aifé de conclurre que B &
approche bien plus prés de la légitime
valeur de BG que Bk, qui cepen-
dant, comme nous I'avons fait voir,
en eft wés-pea éloignée.

Quand on a la grandeur d'un arc,
i eft fort facile de trouver laire du
fe&eur cu du fegment: ainfi les mé-
thodes précédentes pourroient fuffire
cet objet. Cependant comme on peat
le faire immédiatement , en voicl
quelques moyens que nous fournic
M. Newron dans les endroics cités. Le

fegment BGF cant propofé , on

3 f
pouura prendre pour fa valeur lexprels
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fois Parc , car huit fols B = 4 z

23 5

T 4érr —+

&ec.

5
z

. _
dont Stant 4, le refte ¢t 3 2 — 11760

4. 4. 4. 120 7+ °?

— &¢. Or comme ces derniers termes
font trés-petits, pour peu que = foit
molindre que unité, il senfuic quon
pzut les négliger enterement, & que
8B — A= 3 z. Il elt donc wvrai,
comme Hiuygens 'a démontré, que hujs
fois la corde de Iz moltié dun arc
moins la corde de Parc enter, égalent
trois fols [arc, ou que huit fois la corde
d’un arc moins celle de I'arc double,
different rrés-peu du fextuple de cet arc,
On peuc encore dire que quarre fois
la corde moinsle finus dun arc, fon
égales, 3 une trés-petice différence prés,
a cee arc triplé.

On trouve de méme que {i l'on pro-
longe le diametre B 4 (fir. 21) de I

quantité¢ 4E =CB — } BF, Yare
#G excede trés-Peu le fegmenc de

' H iij
pv CERCLE. 173

fion ?B’“C?_-{--_G-? x & BF. Mais i
Yon vent une plus grande exatitude ,
qu'on divife BF en deux également
au point 7, alors le reCangle 4 G7
~+~ BG % % B F approchera tellement
de la valeur exa&e du fegment B F G,
que lors méme quil deviendra le
quart-de cercle, il s'éloignera a peine
de la verieé d'une 1500° pardie de l'aire
tozale.

M. Zesbnirz , dans une de {es Lettres 4
WNewton , a donné cetee expreflion pour
trouver Uarc, le cofinus érant conna s
que le rayon foir l'unité, & ¢ ce

cofinas, Lare fera vV __ Ve 12,

Ici l'errear, felon la remarque de i,
) w3 ot

Newran , €rant S -t Ton &e. Ia

ettee v délignane le finus verle, oy

1 —c¢, clle fera fore petite quend o

fera molndre que le tiers du rayon.

Certe conditton eft néceflaire pour l'em-

ploysr avec quelque [urere 5 il y en
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aura davantage 4 [e fervir de la fuis

vame, die 4 M. Newion. v érant
tonjours le finus verfe, qu'on fafle
COMME 120 — 272 4 120 — 17 ¥}
zinfl la corde Y27 2 nne quatriéme
proportionnelle, elle approchera {i prés
de Parc correfpondant, que Perreur

sr vl Vv

{era feulement &environ
) 34800

ce qut fgalera 3 peine cing fecondes
lotfque l'arc ne furpaffera pas 459
& {era méme moindre qu'une feconde
s'il n'éroir que de 30°

Aprés avoir expofé les découvertes
de ces grands hommes, qui femblene
ne rien laiffer 4 defirer fus ce fujec,
me fera-t-il permis de faire part d'une
méthode qui m’a paru commede pour
déterminer par approximation la va-
leur de ces différens efpaces, ou arcs
circulaires? Elle et fondée fur un
certain moyen de wouver la fomme
approchée des [uites qui les expriment;
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B
— i 7t K &C) Je remarque

enfin que fi je donne 4 2 une relle
valear que les feconds termes de cha~
que fuite {oient égaux, ce qui fuffira
fi x n’eft quane perite partie du dia-
metre , alors on aura les deux premiers
termes avec une partie de chacun des
faivans; & par conféquencd pea de cho-
{e pres, la fomme de la fuice. Afn donc
de déterminer », j'egale les deux pre-

miers termes d'ot je tiren = ¥, ainf{i

Vexpreffion  » Vie Ixx, fera la
valeur approché: du fegment circu-
laire, quand fon abciffe ne paflera pas
le guart ou les ¥ du diamerre, En cffer,
mettant 4 la place de » & de fes puif-

fances , leurs valeurs dans fa {uire
donnée ci-defTus, elle fz réduit & vV
% (Fx—fxr — ot — 2 yu &,
dont la différence avec la premiere-
n'eft que o — 0 = ;555 - 5

At
tad

&c. Lors donc qus » fera f2 Iem.,_a
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moyen que jar auwefois appliqué,
avee quelques changemens, 4 former
des regles pratiques & exaces pour
toifer les furfaces des vofices e cuf
de fonr, firhanffees ou wrbaiffées; C'efi-d-
dire, pour m’¢noncer en termes plag
1ntellm1bles aux Geometres , des {phé-
rmdes allongés & applatis. Car o
{air, pour peu qulon air paffé les
bornes de la Géomézrie ordinaire, que
les {urfaces de ces corps fuivent le
meme rapport que des efpaces ellipti-
ques ou hyperboliques. Soit donc mn
fegment circulaire BGF (fiz. 21}
done Pabeiffe eft x, le diamerre 1'u-
nité; on a v quil fe rédair a la fuica
Vi (32— Far— a5 — L x4
— 5= x5, &c. ) Pour en trouver Ia
fomme approchée , je cherche uns
expreflion qui fe refolve en une fuite
4 peu de chole prés ¢galeacelle- g =
Ia fuppofe 2 x Vi—nxx, & l'dvan-r
développée en fuite, Pai Vix x (3 x

Hy
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== 1, ceue différence ne montera qu'd
557 - rigs —+ &c. ce qui fera uns
trés - petite valeur.

Mais quand il sagira de fommer un
fegment dont I'abcifle fera plus grande
quun quart du diametre , alors il
faudra faire enforte que les troifiémes
termes des deux fuires foient -éganx
entr'eux , ce qui rendra la derniere
beancoup plus approchante de la pre-
miere, pourvi qu'on air attention de
ne pas négliger la difiérence qui £z
trouvera aiors entre les deux f{econds
termes. Comparons done & égelons
Larxidon,ontredelin = */gg
cerce valeur {ubftitués dans la fecon-

de fulte, la twansforme en celie-ci:

e I T s 3 .z
V/x b4 ( 3 X o— T \/% X — ey X
R A Y N
..—7_”\/;:& e & &),
dont la différence avec celle qui expri-

me laire du fegment, eft Vi{xo

VI Va0 — oy

¥
H vi
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— g %9 — &, ) de 1 il {uic qu'ajor

tant 4 l'expreflion * x \/x — Vixx,

fa valeur de V& — \/g x*, on au-
ra, 4 peu de chofe pres, fa fomme
de la fuite qui exprime la grandeur du
fegment BG F. Er en effer, lorfque x
deviendra égale au rayon ou 2 &, puif~
gue le diamerrre eft 1, la différence
fera fenlement 73—~ i + &
mals tous ces rermes & les {uivans ne
peuvent faire, commelon voit, quiune
trés - petite quantité, Cewe différence
feroit encore beaucoup moindre i Ya
grandeur d’x n'érolt que de % ou 13
on pourra donc prendre pour celle dun
fegmenccirculaire quelconque dontl'ab-
ciffe eft » , le diametre Panieé , on pour-

125 dis—jc , prcndre ix “/x — \/_%"_x;

-—;--\; 20U Ly Vx—o. Gganx
-T- Q. 019- XX

Qo peut traiter de méme lexprel-
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— i 2% — &c. Lonfcquemmem lotf-
que x ne {eca que la moitié ou les deux
tiers du rayon , cette derniere quantité
sevancuira prefque, 4 caufe de la
hautenr des puiffances des cermes
%7, x? & les fuivans; car dans le
'pre'nier cas clle fe rédaira 3 i
~ e - &ec. du refangle de
Vabcille par le rayon.

Il eft facile d'appercevoir qu'on pour-
roit {ans peine approcher davantage de
Pexad@itude en fulvant le méme procédé,
ceft-d-dire en dérerminant 2 par le
moyend’anterme pluséloignéde lafuice,
& puis 2joutant ou rerranchant la diffé-
rence des feconds ou troifiémes termes
de la nouvelle {uite avec coux de la
premiere. Car 4 mefure que denx ter-
mes plus éloignés de ces {ultes vien-
nent 4 coincider, eles.{e rapproche-
ront davantage Yune de Pautre dans
les termes qui viendrent apids; &
comme les différences des coefficiens de

2

ces termes N PeUvent manguer 4'2s

py CERCLZ. 18x

P #3 x! =7 ¢ x?

4G 11z 11§% 7
&c. qu exprimc Paire du fegment cit-
culaire CBE D (fig. 19}, iai:cﬂc ¢rant
prife 4 comprer du centre; car rédui-
{fant en fuire exprefiion indézerminés

Vi—nxx, puis comparant fe troi-

. ntxt
ficme terme —g— au trolfiéme de la
x5 :
premiese o> OB trouve § = 7*, &
alors Ja grandeur » Vi — Vixx,

onx V1—oa. 429 xx,en lul ajou-

tant Vs — + x5 f{era trds-prochaine-
nement égale au fegmeat cherché , car
cerre expreflion développée en fuite,

e — L — Lo — L VI
eft x \/ X3 X —g5 Vi X7

..._-——- x?, &c.
Or cerre {uire ne chﬂ'ere de la précé-
dente que de Pexcés du fecond ter~ .

it Loyl : 101
1T fur 2 &3, {c’eft ponrquol
nous 1s;outons d Vexpreflion propo-

fée ¥, & de la quamticd —

s

DUy CERCLE PR E
des fradtions, parce qu'enx-memes font
néceflatremert des fradtions, w'elles
affe@eront des termes ot Uindérermi-
née x eft déja élevée 3 une haute
puiffance, cela rendra néceflairement
Ia valeur de toutes ces différences pen
confidérable , & méme infenfible dans
bien des cas,

Cesdiverfes expreffions, comme aufls
fes fuites extrémement -convergentes
qui donnent le finus; la rangente , &c,
par larc, peuvent &cre fort uriles dans
ceraines circonftances. Un Aftronome
qui dans des pays éloignés feroit privé
de fes tables par quelque accident, fe
verroit fans ce {ecours abfolument dé-
concerteé ; avec celur que luy préfentent
ces inventions, il pourreit continuer {es
caleals, & ricer les réfultars de fes ob-
fervations, Plufieurs Aureurs ont traité
de ces moyens de {& paller des tables,
encc’autres Suellins, dans fa Cjc!am‘é-
triey M. Huygens, dans o rraicé de Cir-

i3 mdg?;;ti!:ii’;ﬁ invenst ¢ M. Zethniz
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dans un éerir inféré dans les Ales s
Leipfick, fous le sitre ds Trigonometris
canorica 4 tabularum neceffitate libera-
ta (&), & plufieurs aurres.

XXII1L Je ne fcaurois paller fous
ﬁlencc lingénieule méchode, pour la
quadratare approchée des courbes ; dont
M. Newion adonnéla premiere idée dang
fon traité inticulé Afethodus differen-
tialis. Elle confitte & décerminer, par fe
moyen de plufieurs otdonnées connues,
& également ou inégalement diftanccs
encrelles, (4) de la courbe propofée,
V'equation d'une zutre courbe de genrs
parabolique qui pafle par toutes leurs
exuémités. On appelle ici courbes
de genre parabolique celles qui ont
une équarion de cette forme , g ~— b #

{#) Année 169a.

(%) On s’elt borné ici au €25 o1 les ordons
nées font également diftanzes entr'elles, la
{folution ¢ant confidérablemen compliquée
dans celui ot lewrs diftances enrr’elles font
indgales,
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lement diftantes entr'elles, 4, 2, C,
D, E; nous f{upppoferons ici qu'ly
en a §; on prendra leurs premieres
différences 4 — B, B—C,C—D,
D—E, gu'on écrira avec les fignes
qui leur conviennent, fuivant quwelles
fe trouveront pofizives ou né.gacives »
le terme d fouftraire pouvant &rre plus
ou moins grand que celui dont on doic
le resrancher. Nous nommerons, pour
abréger, ces premieres différences 4, 4,
¢ s 4; on prendra enfuite les différences
de celles-ci,a—b,b—¢, &c. que nous
appellerons encore pour fimplifier 4,5,
¢ : foient encore les différences de ces
dernieres, prifes dans le méme ordee,
=2 6", &la derniere 2" — b" = 4
cela fait, foit ronjours m I'ordonnée du
milieu , quielt ici €. Qu’on nomme pla
toyenne arithmerique entre les deux
différences moyennes ( vay. fig. 22 )

é&c;{oité’zg;it_ﬂzr’

N

o =, & ainfi de fuite, f [2 nombre

DU ULERCLE. 15
wj-oxt = d x5, &c. parce que ce font
en effer des paraboles de genre f{upé-
rieur , comme on le voit dans [émume-
retion des conrbes du troifieme orc_{re,
doanée par M. Newron. Or comme
une courbe de cerre nature &ft ogjours
ablolument quarrable, qu’slle {erre de
trés-prés la courbe propofée, & dan-
rant plus qu'elle pafle par les excré-
mités d’un plus grand nombre dor-
données, il senfulr qu'on aura, en la
quarrant , Uaire approchée dela pre-
miere. _

L’étendue & Pobjer de cer deric ne
me permeutent pas de développer ici les
propofitions fondamentales dont Veys-
ron fair ufage pour parvenir 4 la folu-
tion de ce probléme. Je me contenterat
de préfenter cetze {olution elle-méme ,
& jindiqueral un moyen fmple &
lumineux de saffurer de fon exacti-

de.
Soit donc donné le nombre & la

grandeur de plufieurs ordonnées égas
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" des ordonnées efic éré plus grand, Ici

[ eft le dernier rerme, & quelquefois,
{aivant la nature de la progreflion des
ordonnées, la fuite des différences fe
terminera phicde: mais cela ne jetrera
aucune difficulté dans la folarion; les
termes qui manqueront {eront fimple-
ment répurds o.

Aprés cette premiere préparation il
faur muldiplier de fuite les termes de

q‘ X Xt i
Mo T oAy D —e—

cafe progte 100 I3 L | 3% ?
UYL Je—y 4

47 gx

continliment , c’eft-a-dire d'aberd le

X
5 32 &c.par eux - memes

premier par lui- méme, puis le pre-
mier & le fecond, enfuite les trois
premiers , &ec. cela donnera la {uite des

. Rt I A Tt
prodmtsx,x,z; L

- &c. quon multipliera refpectivement

par 2. p. 7- 7. 5, &c. Ces produits,
liés pat le (igne —j~, feront la valeur
de Pordonnée correfpondante & Fab-
cifl x5 ainfi I'équation de la courbe
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-

X} —

e
fera m == px -}-«g-;-—}—r—"‘s——'

—= f — Il faut remarquer qu'a-

lors les abciffes x prennent leur origine
2u point F, qu'elles s°érendent pofitive-
ment de F vers A , & négativement de
Fversh; c'elt-a-dire aqnela valeur de x
eft pofirive Pi;tlt ta prizie de la coutbe
FGIH, & quellz doiz &tre négative
pour la parte contraire , {uivant les
regles fi connues anjourd’hui de Pana-
lyfe des courbes. Ainfi, pour avoir l'ot-
donnée po, il faudroic , dans I'équation
précédente, changer les fignes de routes
les puiffances impaires de x.

I eft aifé de saffurer, par la mé-
thode fuivante, de la jufteffe de la
folution qu'on vient de voir; il oy
a qu'd examiner i lorfque les abciffes
deviennento, FQ,FH, fq,fh, ilen
réfulee les ordonnées F G, 8 R, H/,
gr, hi. A Pégard de la premiere cela
eft évident, car quand x==o, il ne
refte pour la'valeur de 'expreflion qus
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m. p. g- on met leurs valeurs trouvées

ci-deffus, elle deviendra C - E—D

G2 Ct D g ety dice la

valeur dé 2 R. Qu'on fafle x=—2
oufh, on aura y=m — 2p- 24
— 7 —+ % 5, ol metrant an lien de
m, p. g. 7. s leurs valents en 4. #. C.
D.E. tour fe réduic & y==E, ou
A7 Uen fera de méme fi on donne 4
% les autres valeurs fg ou Fh, ceft-a-
dire quil en réfultera les ordonnées
gr, ki ainfi la courbe pafle par les
fommets de toutes ces ordonnées.

2

%

Il n’a encore été queftion que dua
cas ol les ordonnées font en nombre
impair ; quand ce nombre fera pair,
parex. A.B.C.D,onprendra, comme
4 l'ordinaire, leurs premieres, fecon-
des, troifiémes différences, jufquid la
derniere {woy. fiz. 23 ); on nommera
m la moyenne arithmérique entre les
deux du milieu, p la diffécence & on

nUy CERCLE 1¥¢
le premier terme m, qui eft égal 3
Pordonnée moyenne C ou FG. Pour
démontrer les aurres cas, 1l fauc déve-
lopper les différences que nous avons
déhignées par des lertres fimples 5 ce
procédé nous donnera pour les pre-
mieres 4—3;3—C;C— Dy D—E;
& le coeflicient p == 4 la moyenne en-

. e BeD
tre les deux du milien == ————. Les

focondes différences feront 4—2 B
S C 3 B—2C =D C— 2D
-~ E; dont la moyenne eft B—:C
~j= D, quiaft 4. Les trotfiemes diffé-
rences fout 4 — 38 = 3C — D3
BR—3C—3D—E. Et la quatriéme
A—4 B+ 6C— 4 D~~E. Icinous
remarquerons en P:i[‘i'ant que les coef-
ficlens de ces exgréﬁions font toujours
ceax du binome g —}= &, ¢levé 3 [
puiffance dénotée par le rang de la
différence. Faifons 4 préfent x == 1 oy
FQ , léquation fe reduira & Py on

ge=mobp =15 & fan licu de
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B—C,qla moyenne entre &', &', ca-
fin 2" fera appellée ». On muldpliera
enfuite, comme ci-deflus, les termes
4XXwmm T X 4XX——g

425 37 4.ax

fuivans, 132}

D e & & leurs produits

{ucce{lifs érant affe&és des coefficiens
m. pg.r. 5. &c. donneront m —}- px

4 gRr—g 478} e—rx

4. L Iz.z °? &e.
pour I'équation cherchée dey, quine
comprend ici que ces quatre premiers
termes, parce que tous ceux au-deld
de r font = o. Ici l'origine des abeif-
fes eft roujours le poinr qui parrage en
deux également lintervalle des deux
ordonnées moyennes, & elles s’érendent
politivement vers &, & negativement
dans le fens contraire.

Rien d préfent n'eft plus aifé que de
trouver l'aire entiere de la courbe qui
pafle par les points i, 7, G, R, 7; 1l
Guffir d'trre initié dans le calcul ineé.
gral pout yoir quil faut multiplic: la
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fomme des ordonnées PO, po pat
dx, & intégrer comme i lordinaire;

car mulupliant Po par dx, cela eft’

vifible 4 I'égard du fegment FG O P.
Mais il {emble qu'ea devroit muldi-
plier yo par ~— dx, car fp = — x3
cependant comme par ¢e moyen laire
F G op paroitzoit fous une forme néga-
tive, & que néanmoins eile doir éere

. ; : Y . .
ajoutée pofitivement 3 la premiere, 1l

' faudroit changer fes fignes avant I'addi-
tion. Or la muldplication de po par
dx, & non par = d x , produit préci-
FEment cereffer de changer les fignes,
2infi il n'y 2 qu'd prendre la fomme
de Po,po & la muldiplier par dx, fon
intégrale fera Paire O P po; & quand
FP{era fate=F A, cetze intégrale
fera 'aice entiere HIG ik,

K Prenons i prefent le cas des cing
otdonnées; en changeant les fignes des
termes ou font les putflances impaires
de x, dansla valenr Py, ce qui donge
fa valeur de po, & les ajoutant en-

femble ,
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modément les aires approchées des cour:
bes, & far-tour de celles qui fe réfol+
vent en f{uites peu convergentes, dont
Papproximation eft extrémement péni-
ble ; mais ce théoréme fournit encore
une pratique plus commode que je
vais expofer. Newron s'étant contenté
de Pindiquer dans le dernier {cholie
de fon traité, ce que je vais ajouter en
fera une efpece de commentaire, de
méme que le difcours précédent a pl )
fervir a jerter quelque jour fur le refte
de cet excellent traicé.

Reprenons encore ici les cas des
¢inq ordonnées, pour lefquelles nous
avons trouvé 4 (m =~ 5 ¢ =4~ % [
w2 f); or Von 2 fait voir plus
haut quelles croient les valeurs de
{ & g, en expreifions ol il n'entre que
des ordonnées : celle de ¢ y a eté trou-
vée=8 —2C—H4-D, & celle de [
— A—4B4-6C— 4D~ E. On
pourra donc {ubltituer 4 m. 4. [ ces
valeurs , & dans c¢ cas Popération faite

bV CERCELE g3

oy 1
temble, nous aurons PO —+po=1m

fxt —far
i On peur remar-

g xt

quer ici que tous les rermes afedds
des diférences premieres, troifiémes,
cinquiémes, &c. s'évanouiflzn: , & qu'il
ne s'agic que de doubler les autres, ce
qui facilizera beaucoup cetre opdracion ;
cela ot ¢zalement vrai dans le cas
des ordonnées en nombre pair. Enfin
cerre expreflion muldipli¢e par dx &
Intégrée , devient 2 mx - %ﬁ —P—%

Jx3 .

— Py I ne refte donc qu’i faire x==1z,
& lon aura pour l'aire cherchée 4m
3 B — S égldgx
(m—-3g 5 —~5)).

On trcavera, par un moyen fem-
blable, que dans i¢ cas des quarre or-
donnces Pintégrale eft 3 « (m—- 2 7
.__—;-g):; % (m-i—i-g)

Le théoréme de Newron, préfencé
fous cetre forme, feroir déja dune
grande utilicé pour calculer affez coms

1
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la formule ci-deffus devient = 4
(7 A== 32 B~ 12 C~ 32 D
~~7E) cequietégali L (y 4~ F

+328-4D~1:C) , mulripli¢

.par 4, ou plus généralement par 'inter-

valle entre la premiere & la derniere
ordonnée que nous nommerons doré-
navant R. Or s'aflurera par un fem-
blable procédé que lorfqu'on nem-
ployera que trois ordonnées , laire

" approchée fera L (A-—}-?f—l—-4 B)R;

pour fept elle fera == ( 41 4 1 G

EEXY
-4~ 216 B i—F = 27 E—-{T_E
= 272 D) R. Nous ne poulferons pas
plus loin cetre rable pour les ordon.
nées impaires, parce qu'il et rare
qu'on 2it befoin d’en employer plus

_de fepr ; d'aillenrs il eft aifé d’y fup-

pléer dans le befoin,

La méchode n’eft pas différente pour
les ordonnées en nombre pait. On a v
plus haur que la formule pour 4 deve-
noit 3 (7 =t=39), & un peu aupars.

1y
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vant on a remarqué que g4 Ctoic la
moyenne entre les deux différences

A—2B8+4+C, & B~—2C—+ D,
- A—B D
ceft-a-dire = ¢+ , &

k3
que m érolr la moyenne entre B, C,

: . Ba-C
et~ 3-dire o<, conféquemment

la formule fe réduira 4 2 {A——f—B

-+ 3 84~ C) oubien, en nommant
encore R la pottion de Paxe entre la

remiere & la derniere ordonnée, +
P 3

(A—=4D 3 B—I—-(.)R Pour fix
ordonnées on aura ~38 {19 A+F

75 B-E—E-i—soc-i- D)R.
Nous allons eafin ranger routes ces
expreffions en forme de table, pour la
commodité des lefeurs qui en au-
roient befoin ; mais pour abréger nous
y nommerons 4' fimplement la fomme
de la premiere & la derniere ordonnée,
B’ celle de la feconde & la pénulié-
me, &c. & dans le cas des ordonnées,
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ourbe ytwr, done laire fera égale 3
celle de 2 premiere. Cleft ce qui a été
_démontrl plus haut, que pour aveir
Vaire des deux parties de la courbe par
‘une méme &. unique intégrarion , il
falloir ajouter les deux ordonnées P O,
po, multplier leur fomme par dx,
& qu'en inteégrant enfuite, on auroira
Ia fois les deux aires PO G F, paGF.
M. Newton propofe encote quelques
moyens propres a transformer ces cour-
bes, mais mon deflein n'eft pasici de

faire un commenraire de fon rtrairé-.’

entier 3 ainfi je reviens 4 mon objet
principal, en faifanc une application
de cette méthode 3 la mefuce du
cercle.

Nous fuppoferons donc pour cet
effer que le rayon elt 8, & quiil eft
divifé en huir parties égrles, afin d'a-
voir cing ordonnées dans le fegment:
AEea qui fépond au demi -rayon

" mais ces ordonnées auront en frac-.
tions décimales ies valeurs fuivantes.
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inipaites, la derniere lettre fera [ot-
donnée du wmilieu. Nous avons né-
gligé les cas oit lon n’employereit

- quune ou deuz ardonnées, parce qu'on
ne doit en attendre aucune exacticude,
La premiere colonne perpendiculzire
conrient le nombre des ordonnées, a
coré duquel et exprimée l'aire.

j L (A44B)R

4 3 (4'~+38 )R

S 35 (7 A 432 B 412 C") R

6 (1944758 ~50C") R

7 mel(s1 A = 216 B' 4 27 O

~ 272 D"} R.

M. Newton ajoute, ce qui peut fervir
4 fimplifier beaucoup ces calculs , que
fi l'on prend le double de l'ordonnée
du milien, & que l'on joigrie enfem-
ble les ordonnées qui en font egale-
ment diftantes, comme QR avec g»,
H1I avec bi; qu'enfin {on {ubftirue
ces fommes 2 chacune des premieres

LR, HI, i formera une nouveile
I iy
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A4 = 8. ocooooj B b = V63
== 7. 9372533 Co = V6o =5

.

7459663 D d == \/;5-= 7.416158
Ee¢enfin== V 48=6.928203.Ainfila
fomme .4 de la premiers 44 & de fader-
niere Ee {era14. 928203;celledela 2®
& la quarriéme (B7) fera15.35345 1500
aura enfin C¢ == 7. 745966 Par confé-
quent les 74 == 32 B -~ 12 C de
la formule qui convient au cas descing
ordonnées, {eront 688, 759445, ce qui
doit &rre muliplié par 4 & divifé
par 9o. Ces opérations donneront
50, 611539 pour laire du fegment
AaeE, cequi ne differe de fa vraie
- valeur que dans le fixiéme chiffte. Car
filon en retranche le triangle A Fe
= 13. 856406, le reftant 16. 755124
exprimera le fetenr Ade dont le tri
ple ou §o. 265372 fera le quart de
cercle entier, le quarré du rayon erane
64. 000000 : & enfin reduifant ce
rapport au dénominateur f. 000000

Iiv
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on trouvera le premier nombre =So.
785396 3 fuivant daucres formaules
-plus exactes on auroi eu o. 785599.
L’erreur de celle-a n'eft donc que dans
le fixiéme chifite, & elle eft environ
s U +—i—; le nombre o.
785398 érant 4 peine plus grand qu'il
ne faut, puifque le chiffre fuivdnt n'eft
que lunité.

Nous donnsrons encore un exem-
ple de Papplication de ces formnles
3 la mefure d’un efpace civculaire. lei
nous ne prendrons que quatre ordoa-
nées également diftantes dans le méme
fegment dont 1l vieat d'8re queftion.
Pour cela i} faudra fuppoler le rayon
divifé en fix parties égales, & alers
ces quatre ordonaées feront en frac~
tions décimales 6. 000003 5. 91756
'§. 65685 5 5. 19615 3 par confé-
quent 4’ <~ 4 B' de la formale des
guatre ordonnées auront pour valeur
43. 91938, qu'il faudra multiplier par
3 & divifer par 8, ce qai donnera
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:-]—43’)-;,011%(;4’-—!-48’),1331!1
quici R = 2; on auroit alors A
4 B'=91.833939 : or ce nombre
divifé par 3 donneroit jo. 611313,
qui approche conflidérablement en-
core de la vraie valeur, Car en retyan-
chant le wiangle AEe¢, 13. 856400,
& triplant le refie 16, 754907, on 2
pour rapport du quart du cercle an
quarré du rayon , celui de 5o. 264721
3 64. coooco 5 ce gui eft la meéme
chofe que celui de o. 785385 2
1. ooocoo. L'on voir quele premier
nombre saccorde avec ceux que donne
la proportion de Ludolph , jufquiaux
deux derniers chiffresqui devroient éure
98 au lieu de 86, de forte que l'erreur
pelt que d'une §3000. Iy a done
quelque avantage, comme le remar-
quoit M. Newton, 3 réduire le cas des
cinq ordonnées i celui de trois, puif-
que Verreur eft encore prefque infen- .

fible , & que l'opération eft confidéra-
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“v7. 21977, Afin de voir jufquid
quet poinc on approche de Pexatitude,
iln’ya quwi en rerrancher le tiangle
AEe, qui el ic1 7. 79422, & le
refte 9. a2gg5 érant triplé, doune
pour le quart de cercle 28. 276650,
ce qui comparé au quarcé du rayon
36000000, et l2 méme chofe que
0. 785460 A 1. doocoo. Llerreur eft
donc meoindre que lunité au cin-
quiéme chiffire, & elle vaen tour 2
peu prés 4 un 12000 fentement, ce

qu'on doit regarder comme peu confi-
dérabls en égard 3 la facilite de Lopé--
ration.

Mais fi on failoir ufage de la remac--
que de Newton , & qu'on doublir, dans:
le cas des cing ordonnées, celle da.
milien € ¢, qu'on prit enfin les fommes:
des otdomnées Q R,qr; HT, hii pour:
en faire les nouvelles ordonnées Q ¢,
K7 de 12 coutbe a5 il faudroit’
foslement employer la formule { AL

1w
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blement abrégée. Cleft pourquoi, afin
de faire cette réduétion commodément,
nous {ubftiruerons dans la pratique a
la formule ufirde alors, celle-ci &
(4148 —2C") xR en prenamt
comme 3 'ordinaire 4’ pour la fomme
de la premiere & la cinquiéme, B
pour la feconde & la quatriéme, &
C' pour la moyenne. Car cere for-
mule équivandra 2 la rédudtion qu'on
vient de faire des cing ordonnées
trois.

XXIV. M. Thomas Simpfor , un des
plus profouds Géometres qui illultrent
aujourd’hui PAngleterre , 2 donné*
une nouvelle méthode pour la dimen-

fion des aires des courbes que nous

croyons devoir joindre ici aux précé-
dentes, Il {uppofe, de méme ga'on 2
fait dans l'article i deffus, un certain
nombre d’ordonnées 4 égales diftances;
&, par un¢ opération fore fimple, if

¥ Math. Differiations, p. 105.

T s
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trouve laire de la courbe aves une
exaltitude qui approche beaucoup de
la véricd : cette méthode eft fondée fur
1a coafidération {uivante. Soit la courbe
IRGri(figr2.),&qu'on concoiveles
{fommets des deux ordonnées FG, 45,
joints par une ligne dreize, on peut
Imaginer dans le petit fegment Gri,
un fegment parabolique inferic qui aura
for fommert en r, & fon axe ou dia-
metre dans la pofition 4. Lors donc
que les ordonnées équidiftantss feront
fuffifamment voifines, on pourra regar-
der cet arc parabolique comme coinci-
dant avec la coushe propolée. Or
ayant tiré une parallele 3 G; par le
fommet R, ce f{egment cft ¢gal anx
denx tiers du parallelogramme Gri,
ou fon égal Fh par ur. L'aire FGrib
el donc-égaie au trapeze FGib, plus
aux deux tiers de ce perit parallelo-
gramme. Mais z» eft la difitrence de
g7 & de g1 moyenne ari:hm@rique
entre GF & 43, ceft par conféquent
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Pabcifle 4 E eft égale au demi-rayon ;

Pintervalle 4 eft Punité; ainfi I'zire

AacEfera} (Aa~t~Ee~~4Bb
~=4Dd—2Cc) ce qui deviendra
en merrant 4 la place de ces ordonnée
leuts valeurs, ce qui deviendra, dis- jes
50. 611313, d'ou l'on tirera , comme
on a fait plus hauc, le rapport du quart
de cercle an quarré du rayon, comme
o. 785386 4 1. 0oooes : or ce rap-
port eft vrai jufqu'an pénultiéme chif-
fre, qui ne devroit &rre plus grand
que d’une unité pour saccorder avec
celul quon 2 fi fouvent cité, Je ne
crois pas quon puiffe rien trouver
de plus fimple , & en méme temps
de plus approchant de la précifion.
Au refte, il eft aifé dappercevoir
que cette regle exige neceflairement
que le nombre des ordonnées {oit im.
pair; mais ¢’eft une fuiénon légere qui
diminue tres - peu fes avantages. Il eft
aufli 4 propos, afin qu’elle air fon effer
entler , que la courbe foit ou toute con-

PU CERCLE. 2oy
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ce qui érant muleiplié par 3 F b, donne
195%{49r—2GF -4=hi). D'unau-
trecbeé le rrapeze F Gil=(G F~hi)
% 7h; d'ol l'on tirera, en ajoutant ces
deux grandeurs & réduifanc 3 mfme
dénomination, I'aire FGri 5 =igh=n
(hid~4 g7 4=~ GF). Par la méme
méthode on trouvera aite FGR 7 A
::—;.Q_H'x(GF—}—HI——i—q.QR)::
conféquemment aire entiere fera ( bj
4 Q72 GF 44 QR H7)
multipliée pac £ O & ou gh. De I3

3

il fuit que fi l'on prend quarre fois
les ordonnées 2%, 4% 6°. &c. une fois
la premierz & la derniere, & le dou-
ble de routes les autres, quon muli-
plie enfin ces fommes par le tiers de:
la diftance. commune @ A des ordos-
nées, on aura fore prés Iaire de 12
courbe. Donnons-en un exemple.

Nous reprendrons pour cela les ¢
ordonnées du fegment 4 2 ¢ E', dont
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vexe, ou toure concave vers fon axe ,
4 moins que les ordonnées ne foient
extrémement voifines 3 autrement il
faudroit urer une ordonnée du poinc
d'inflexion , qui la parrageroit en deux
fegmens, Pun concave , 'autre convexe,
vers 'axe, & on les mefureroic i part.
Fajouterai qu’on pourroit dans cer-
tains cas rendre cetce regle beaucoup
plns parfaite, en dérerminant quelle
efpece de parabole conviendroit le
mieux avec le petit fegment curviligne,
1 faudroit pour cela examiner quel
rapport autotent les fecondes diffé-
rences des ordonnées avec les fecondes
différences des abeiffes. Si celles - 13,
par exemple, érolent comme les cubes
de celles- ci, il eft vifible que le feg-
ment parabolique le plus voifin de celug
de la courbe appartiendroir 3 une pa-
rabole dont I'équation eft y3 ==x; alors
Ia regle changeroit un peu, ce petic
fegment érant ay parallelogramime cir.
conferit comme 3 4 45 mais je me
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contenteral d'indiquer ceue addition
Pingénieufe regle de M. Simpfon
parce que ce n'ell pas ici le liea d'en
approfondir davanrage Ia théorie, Les
Géometres me' comprendront du pre®
mier coup, & il faudroit poar les au.
res des explications aflez longues.

XXV. Je terminerai ce chapirre
en donnant une idée de 'ingénienx
moyen dont M. Jean Bernonlli a faic
ufage pour déterminer des limites de
plus en plus rapprachées du r2pport
de la circonférence circulaire ag dia-
meire. On s'eft borné 4 ce brief ex-
trait de fon éeri, parce que {a narg-
re ne permet gueres de Panalyfer avee
plus de derail , fans comber dans une
pralixité que nous cherchons & évirer,
Les Lectears dont nous aurons excicd
la curiofité pourront confulrer les cen-
vees de ce grand Homme, qui font oy
qui doivent &tre entre les mains de
tous ceux qui afpirent 4 des connoif
fances profondes dans la Géoméerie &
l’anaiyfé.
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connue que ces courbes fone les fens
les ordonnées paralleles, dont le dé-
veloppement ne faic que les repro-
duire. .
Ayant donc nommé 4 la premiere
courbe , ceft-d-dire le quart de cir-
conférence dont le rayon eft l'unicé,
M. Bernonlli détermine la loflgueur de
toutes les autres par une fuite d'ex-
preffions forc régulieres & forr aifées
4 continuer pour tel nombre de cour-
bes qu’on peur defirer. Ces expreffions
ont de plus cet avantage , d'trre exrré-
mement fimples; car aprés [es réductions
convenables, elles ne renferment que
Ia grandeur 4 ¢levée 4 une puiffance

dont l'expofant eft celui du rang de

la courbe en comprant la premiere, &
affe@ée uniquement de quelques coeffi-
ciens numériques.

Que 'on fuppofe donc , ajoute
M. Bernoulli , que deux de ces courbes
qui fe fuivent immédiatement foient

dgales entr'elles, & quion égaleles deux
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La méthode dont nous venonsde par-
ler, confifte en ceci. Qu'on imagine
une courbe telle qu'un quare de cercle
(dont les tangentes aux deux extré-
mités [ rencontrent 'unc lautre per-
pendiculairement ) fe développer en
commengant par une de fes extrémités:
Pexrrémicé de certe circonférence cour-
be qui (& roidic en ligne droite & fe dé-
plie, décrira une nouvelle courbe quw'on
pourra fuppofler {e développer aufi,
als en {ens contraire , ceft-d-dira
en commengant par le ¢oté qui a éié
décrit le dernier 5 de 13 en naltra une
Lroifleme qu'on concevra déveIoPpéc
de ta méme maniere, & ainfi 4 linfini.
Toutes ces courbes, comme le remar-
que M. Bernoulli , approchent de plus
en plas de l'égalité & de la imilitude
parfaite, & elles ne rardent méme pas
a &tre fenfiblement égales; on peur en-
core obferver quelles deviennen: de

plus en plus femblables a des cycloides.
’ Poror
C'eft unc conlequence de cetre  vérité
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expreflions qui les défignent. Comme
elles oni cette forme Aar, Nar-+*,
il en refultera néceflairement une équa-
tion fimple entre « ou le quartdela
circonférence , & une fraCion numé-
rique qui fera fa valeur; or il eft évi-
dent que cette valeur approchera d'au-
tant plus de lexa&titnde, que la fup-
pofition qui 'a donnée s'en écartera
moins,

Cette confidérarion conduit 3 dérer-
miner des limizes alternativement moin.
dres & plus grandes qu'il ne faur s car
en égalant la premiere & la feconde
courbe , on rttouve un rdpport du
quarc de cercle an rayon qui excede
le vrai 3 an contraire ia (uppofition d'é.
galit¢ entre la feconde & la croifiéme
en donpe un frop petit , & ainfi de
fuite : au refte ces limites approchent
avec aflez de promptitude les unes des
aurres 3 en effer la comparaifon de [a
douziéme & de la treizidme courbe
fournit ure proportion du diamerre 2
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la circonférence , relle quecellede x7

3y . 2t
00cco. Q0. 1 3.14159. o, & Pé-
- I - ey
galizé fuppofée entre la treizidme & la
quazorzieme , la donnent comme 1.
©0000. 00 4 31415935 ; or ces deux
valears de lacirconférence 3.141 59. 00,
31415935 5 font {une trop petite |
Panzre trop orande , & coincidenc néane
P8
moins julqu'au fixidme chiffre ; ainft
elles fonr veaies dans les fix premiers,
comme on le feate d'aillenrs par les ap-

proximarions {i conanes de Piee ,
Ludolph , &c,
asip

CHAPITRE V.

Hifloire des Quadrateurs les plus
célebres.

J’A 1 donné dans le cours de cet Ou-
vrage le nom de Quadrareurs § ces

hommes qui, pour fa plipare. 4 peine

initids dans la Geomerrie | entrepren-
nent de quarrer le cercle , ou s'obiti-
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d'injure anx Aateurs des inventions in-
génieufes qu'on aexpofées dans les cha-
pitres précédens ; les noms d'un Arehi-
mede , dun Wallis, d'un Newron , fi-
gureroient mald cdeé de ceux des Bryfon,
des Oronces , des Delalen , des Baffe-
Iin , &c.

Mais, diront fans doute quelques
petfonnes judicieufes , quelle urilité -
peut-il y 2voir 4 tirer de la poafere ces
noms déja dégradés anpres de la pofté-
ritéd & de lenr fiécle meme, par les
erreurs de ceux qui les ont portes? Je
me {uis faic cetre queftion plus d’une
fois, & plus d'une fois jal éié fur le
point de fupprimer cet arricle entier;
cependant apres quelques réfiexions j'ai
‘penfé que L hiftoire d’un probléme céle-
bre par tant de rencatives & de chices
honteules, ne pouvoir 2rre complerte
qu'en faifant connoftre du moins quek
ques-uns de ceux qui fe fone {; gnalés par
ce ridicule 5 it y a d2illeurs yne forte
de jultice d traduire devant la poltérité,
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nent 3 maintenir d'abiurdes paralogif-
mes pour une {olurion légitime de ce
probléme. Ayant 4 les nommer fouvent,
il me falloit un terme nouvean pour
évirar les circonlocutions ,» QU ne pas
leur prodiguer le ture de Géomerres
qu’ils méricenc fi peu. J'ai fair afagede
la [ibarré qu Horace accorde dans ane
pareilie circonftance’; le mot de qua-
drateur m’a paru allez haureux pour mon
objec, & jelai adopré.

Le méme morif qui m'a porté 3 dé-
figrer ces elprirs d'une trempe fingu-
iere , par une dénominarion nouvelle,
m’a condaird ne pazler deux que ans
un arricle d parr. Le (eul Hippocrare de
Chio & Gregoire de S. Pincen méritoient
quelque diftinction 4 cet égard. Aurois-
je di expofer de fuite les découvertes
dont nous nous {ommes occupés juf-
qu'ici, & les ridicules prétentions de
tant de Quadrateurs anciens & mo-
dernes : ‘Non {ans doute, ceiir écé trop
honarer ces derniers & faice une elpece
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deshommes qui femblent avoir de propos
délibéré fermé les yeux a la plus grande
évidence. Silerreur grofliere , & pref-
que voloneaire , n'éoit punie que de
Yobfeurité & de Poubli , ce chitiment
léger feroit trop pew capable de retenic
les nombreux imiratears de ceux dont
je patle : ils deviendront peut-ree plus
circonfpedts en voyant le mépris &
Pefpece de tache qui accompagne les
noms de cenx dont ils [uiverr les traces,

IT. Il y eur parmi les Anciens, comme
parmi nous , un grand nombre de ces
foibles Géomerres , qui fe perfuaderent
d'avoir trouvé la Quadrarure du cercle
j'en at déja cité quelques-uns par occa-
fion. La précendue quadrature de Bry-
Sfor , qui faifoitle cercle moyen propor-
tionnel entre les quarrés inferic & eir-
canfcrit , eft une srreur indigne de Ia
Géomérrie , foit quion lentende dy
moyen arithmiérique ou du moyen géo-
mérrique 3 car la différence eft de prés
d'une vingt - uniéme dans le premiex
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cas ; & al'égard du dernier, on fgavoir
déja de fon rems que le moyen géomé-
trique entre ces quarrés éroit 'oftogone
inferit,

Ceft fans doute de ¢2 nombreux
efzin de Quadrateurs que parle Aresi-
mede , dansla préface de fa Quadrarare
de la parabole. On y lir que plufieurs
avoient déja tenté de quarrer le cercle
& Ulellipfe , mais quiils n'avoient
qu'enfanté des paralogifimes, ou fup-
pofé des principes qu'on ne pouvor leur
accorder. La reffemblance de nowe 4ge
avec celui & drehimede eft entiere; come
bien de Quadrateurs qui commencent
A partir de quelque principe directe-

~mentconeraired la Géomérrie! Nous en
avons un aujourd’hui pour qui la
partie n'eft pas moindre que le tour,
pour qui l2 diagonale du quarré n'eft
pas incommenfurable au coté, qui réuf~
{it enfin 4 merveille avec ces principes
féconds & quarrer le cercle , non parla
méchode des Géoméires, mais par fe

mechanifing
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rerournit s'y appliquer; cependant il
fant lui rendre ceute juftice, il n'éroit
pas allez mal-adroit pour prétendre dé-
terminer ce point par un meéchanifme
{i groffier 5 il cherchoir 2 le faire géo=
métriquement, mals fon opération eft
rout 4 fair erzonée : fon autre méthode
lui donnoit cette fanfle dérermination
de la circonférence s fi lom ann cerele
difoir-il , & gwon en decrive un fecond
dont le diametre [oie cqal anrayon du pre-
wier , angmenté di co1é du guarreinferit 3
le triangle équilséral inferi dans ce
Jecond cercle, fera ifopérimetre an pre-
mier. Ce n'elt pas méme la une appro-
ximation , car un calcul trés-fumple faic
voir que la circonférence ainft dérer-
minée , sécarte beaucoup en deflous
des limites d'Archimede. Royanmont sy
pritde cette manisze pour réfuter la pré-
rentionde ce Cardinal Géomertre:cequ'il
fic dans plnfieurs Lettres écritesen 1464
ou 146§ 5 mais imprimées feulement
en 1531 ,avecquelgues autres ceuvres
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méchanifme en plein des figures 5 ce fonz
1 fes propres termes 5 fpelatum admif:
Eifum tencatis amict.

I11.Je ne dirai rien des (igcies d’obls
curité qui ont précédé le renouvelle-
ment des feiences parminons: on adi
trouver fouvent la quadrature du cer-
cle dans-ces temps ol les plus habiles
fzavolent 3 peine une partie de la Géo-
métrie  élémentaire d'Enclide : je ne
w'amuleral pasi y fouiller pour en re-
tirer la précieule découverte de quel. .
que nom inconnu & qui meérite de
'¢wre 5 je pafle dun tems fur lequel nous
avous plusde fumiere.

1 V. Le premier qui, a la renaiffance
des Lettres , occupa les Géomerres a ré-
furer fes errcurs, eft le fameux Cardi-
nal de €'z ;-1 précendit avoir réufli &
quarrer le cercle par deux voyes difé.
rentes, Suivant 'une 1l faifoic rouler fur
un plan un cercle ou un cylindre,
jufqu'd ce que le point qut l'avoirtous
chié au commencement de la révolution

K
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pofthumes de ce fcavant Aftronomc.
Quant 4 la premiere quadrature dn
Cardinal de Cufa, elle fur de nouveau ré-

~ chanffée au commencement du feizidipe

fidcle , par un cerrain Bovillus de Ver-
mandois , que (2 feale obfeurité a pre-
fervé dela rifée dés Géomerres.

V. A ces malheurenx Qunadrarenr
fuccéda, vers le milien du feiziéme G4_
cle , Oronce Finde, Celui-ci {e propofa
un objet bien plus vafte qu'aucun Ma-

‘thématicien de fes predéceffenrs ;5 I

b}

Quadratre du cercle n'eft qu'une patice

partie des nombreufes découvertes qui
compoflent fon Livre , de rebus 2athe-
maticis haftenus defideratis. L'invention
des deux moyennes proportionnelles,
1a rrifeion de l'angle , Vinfeription de
tous les polygones de cbeés impairs dans
le cercle , que fcais-je, rien ne fe re-
fula A fes effores 3 il furmonza lni {eul
touces les difficultés qui avolent juf-
qaes-1d arréré les Géomerres, maisilka.
fion ne fur pas de longue durée, Un
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de fes difciples nommé Buteon, Ma<
thémaricien plus judicienx , I'atraqua lg
premier , & démontra fes erreurs. Ii fug
fecond¢ d'un Mathématicien Portagais,
juftement célebre de fon tems; feavoir
Pigrre Noniss, ou Nugnes dans falan-
gue , qui releva les bévues d’'Oronce
avee plus d’érendue, dans un livre ex-
pres inuiwuld de erraris Oromil, Ainfi
sevanontr I'efpérance d’une immorta-
iité beillanre dont Qrence s'éroir Baré s
& cet ouvrage fur lequel il s'éroit re-
pofé pour fa ‘répu:atiou » fut regarde
comme une des plus mifécables produc-
tions qu'on eus viie depuis Iohg-rems.
Aurefte , Oronce pretendoir, ez qu'il
peuc drre urile d qﬁelqu'un de fgavoit
pour le préferver de la méme erreur;
il prétendoit , dis-je , que la circonfé-
rence du cercle étoit la moindre des
deux moyennas propertionnelles entzg
a5 contours des quarcés inferic & cic-
conferit 3 mals cette moyenne excéde
Lz: fimples limites &’ drebimede , & on
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réifta pasd cene rigoureufe épreuve,
& fur univerfellement reconiue pour
fanfle. ;

VI Parmi ceux qui fe font flatés
dans ces derniers tems davolr attelat
précifément la vraie mefure du cercle,
aucun ne U'a fair avec plus de confiance
que Jofeph Scaliger Noncontentde la cé-
ébrité dont il jouifloitd ditce d'une pro-
fonde érudirion , il prétendit acqeerir
le premier rang parmi les Mathéma-
ticiens. La découverte de la Quadrature
du cercle lui en parutun moyen allure,
& il la trouva comme font tous ceux:
qui, 4 peine iniriés dans la Géo-
métrie , sengagent i la rechercher,
perfuadés qu’elle ne leur échappara pas ¢
il expofa {a rare découverte dans fon
tivre intitulé nova Cyclometria, ent g9 5
& I'air d'affurance avec lequel il l'an-
nonga , en impofa  bien des gens , qui
rhéfiterent pas 4 lut ceindre le fauner
de Géometre ; mais ceux a qui fenls i
appartenoit de décider da mérite géo-

Allemand mir au grand jour fes pa
logifmes, {a contradiction perpérue
avec les principes les plus affurés de |y
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Iz réfuta dés-lors en le lui montranc.
Depuis ce tems M. Hrygens a démontré
immédiatement que la circonférence
du cercle ¢roiz roujours moindre que
la moindre des deux moyennes, foic
acithmétiques , folt géomérrigues, en-
tre les contours des polygones fem-
blables , infcric & eirconferic , quels
quls foient.

VI On vit pea de tems aprés fa
chiite &'Oronce , pa:o'it're dans la car-
riere un nouveau précendant 4 Phon-
neur de quarrer le cercle il {5 nom-
moit Simon Wan - Eys [ du - Chefue ).
Celui-c1 fur appé.rcmrmnr moins mal-
adroir que les précédens; car Pizrre Ave-
tis qui le refura, fur obligé pour la
faire , de dérerminer des limites beau-
coup plus reflerrées que celles & Areh:-
mede 1 ce fut 12 Voccalion de 2 décou-
varte du rapportapproché de 1133 555,
gui convient avec les chiffres de Zu-
dolph , julnu'au fepti¢me inclulive-
ment. La Quadrature de Duchefiee ne

Wy
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métrique,en jugerent bien antrement : |
grand nom de Scaliger demandoir de
grands adverfaires, Piere | le premiet
Mathémaricien de fon dge, le réfum,
de méme qu'Adrianus Romanus , Géo-
metre célebre des Pays-Bas , & le P.
Clavius ; ce dernier {ur-toue le morrifia
extrémement, il fir voir que de la Qua-
dratnse prétendue de Scaliger , il s'en
enfuivoir que la circonférence du do-
décagone infcrit éroit plus grande que
celle du cercle qui le renfermoic : il ne
{e bqrna pasd cela , fes zurres folurions
pitoyables de la trifection de langle ,
de linferiprion des polygones quelcon-
ques impairs , ne fucent pas traitées
avec plas d’in&ulgence. Le Géomerre

»
b

o
[

Al
1

ila

Géomérrie. Pour mertre le combla 3
Pamercume de la crucique, 1! forma de
ces groflieres bévues, le conerafte by

miliant pour Scaliger, avec fa conflance
) Al
Kiv
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& la maniere infuliante dont il avolt

trauté Euclide & Archimede. 11 n'y eut

quwune voix 4 fon fujer, du moins par-

mi les Géomerres. Yajoute & deifein

cette reftriction, car je nignore pas que

tel eft regardé comme un grand homme
par gens hors d'éur de Papprécier 5
qui n'elt qu’un objer de mépris pour
ceux qui cultivent le méme art ou la
meéme {cience : nous en avons de noni-
breux exemples. Quant 4 Scaliger ,
couronné par fesamison quelques igno-

rans , i fur mis par ceux qui éroient”

verfés dans la Géomérrie , au rang des
plus mal-adroirs Quadrateurs,

VI11. Une hiftoire aufli déraillée
des aurres Géomertres de cerre efpece
feroit longue , & le pea d'incérér qu'on
doit y prendre oe la rendroit pas fup-
poreable. Je me borne donc a faire
pafler briévement en revile ceux dont
il merefte d pacler. P2t regrer de trou-
ver ici  Lemgomontanus : ce célebre
Aftronome du commencement du {ideke
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Porta n'en rencontra aucune , mais
{eulementdes ecreurs. Tel eft ordinaire-
ment le procédé de cenx qui sadonnent
4 ce probléme:1l eft hors d’exemple que
leur travail ait procuré la moindce dé-
couverre géomctrique ;‘ jen excepte
lefeul Grégoire de S. pincent , done jai
patlé avec éloge.

Le fameux Hobbes donnoic il v a
pres d'un fidele dans un travers fem-
blable ; on peur méme dire qu'il fur-
pafla en ridicule rous {es prédéceflenrs
ence genre ; car non feulement il cruc
avoir réufli 4 quarrer le cercle , & A
trouver les deux moyennes proportion-
nelles , mais on ne vit jamais un pareil
acharnement 3 les fourenic ~ontre W al-
fis, qui prit la peine de le réfurer par
plufieurs écrics, Le dépir qu'il en con-
sut {e rourna contre las Géometres &
la Geomérrie elle-méme. D'abord il en
avolt admis la méthode & les prin.
cipes; les contradictions que Wadlis [ny
oppofa , le conduifiren; peu-a-peu 3
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dernler, fe fir un vrai tor:, par {a foi-
bleffz, ife faire ilufion fur ja Quadra-
tare du cercle. I voulut que e diame-
tre flird la circonférence comme 1occog
d314185 ()3 cela eft fufifammere
rétaté par les rapports quon a dennés
ci-deflus , fuivant lefquels la circon-
férence eft moindre que 314160 des
mémes gartiés 5 mals Longomentanis
mérite qu_elqué indulgence , eu égard
aux travaux uciles dont on lui eft rede-
vable en Altronomie. A peu prés dans
le mime tems , Jean- Bapiiffe Poria,
Napolitain , tenta la vove des lunulles
pour pazvenir 4 ia Quadratuze du cer-
cle. On trouve bien des pucrilités dans
{on ouvrage, qui aboutit enfin 4 des
paraiogifmes palpables ; quoigqu'il v
edr mille propriétés curleufes des lu-
nulles, que des Géomerres qui ne foiu-
geolent pas 4 la Quadrature du cercle
ont appergues ( woysLnote 1, ¢ 2.5

(a) Huygens | de circuli magnitudina in-
A P,

K v
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Sinferire en faux contre rous fes axio-
mes, & il en entreprit la réforme en-
tiere danslelivre inriguld s @e ratiosiniis
& faftu Geometrarum. Cerce Juerells lai
fic enfanter une foule d’autres éerits |
dont les exrraiss confignés dans les
Tranfz&ions pbilofophiqucs » ne con-
tribueront pas i éeablic {2 répucation
dans la poltricé.

Je citerots encore un grand nombre

H A 3
d'antres Pcrfonnzges d meztre 3 cbeé de
ces premters. Un Olivigr 4, Serres, qui
rrouveir fcavamment que le cercle éroir

M I . - -

double du tangle équilateral inferic 3
il ignordit, ce qui domne yne grande
a1y -

idée de fes connoilfances eg Géomérrie,
que ce double eft Pexagone. Un fenr
D;"lale;s > qui fatigua vers le milieq dig
ﬁf:cic.Paﬁ.f\: s Ics. Geomerres , par fonoha
ftication 4 n?imce.mr {es pflralogii}nes »
coarre les réfatations folides & évi-

*
dentes qu'on y oppofa. Un fieur Adsi-
jement de Meflarnge | célebre dans les
Journaux durems , par fes Impertinens
K
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{yiémes phyfiques (4 ). Un fieur Deths
leve Clwver (k) , qui quarroic métha-
phyﬁqucment le cercle , & déquarroit
{ qu'on me permette ce terme } ia para-
bole , infultant anx Géometres, qui
avoient été fi long-tems lesdupes &' 4r-
chimede. 1l ne tint pas & M. Leibnirz de
{e donner lacomédie & 4 ronte PEuropes
en le metrant aux prifes avec M. New-
wentiit, qui dans le méme tems entafloit
bien de mauvais raifonnemens {ur le cal-
cul différeatiel. Le fieur Adachulan enfin,
- condamné il y aenviron trente ans , pag
un Tribunal de Juftice 4 [a peine qu'il
s'éroit impofée lui-méme , fi on con-
vainquoit {2 quadrature de fanfleté: la
‘perte d’une fomme de 1ooo écus fur
la punidon quil efluya pour avoir eu
Tambition de quarrer le cercle, & Ia
témérité de défier pardevant Noratres
les Géomerres de relever la moindre ex-
reur dans {es raifonnemens,

{2) Journal des S¢avans, 1679, S0, §1, &¢Ci
{5’ } Al llA': Ler}ﬁcf: ;Ann, 1695,
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Géomerre , qui dans le tems qu'il quar-
roit le cercle, Ignoroit qu' Archimede
el quaree la parabol= , eft mort dans
intime perfuafion qu'une pofiérite plus
équicable reconnoitroit quelgue jour ce
que fes jaloux contemporains lui con-
teftoient 3 car celt un foible qui ajoute
encore au ridicule des gens de ceuts
efpece,quadelfe pecfuader que lajaloufie
feale des ftavans , & fur-tout des Aca-
démics , lear oppofe les contradics
tions qu'ils effuyent. Le fiear Baffelin
appréhendoit excrémement les effers de
cette jaloufie , ou quelque plagiat
odieux ; il en agit toujours avec les
Commillaires qu'il avelr exrorques ,
comme un homme qui craine de fe voir
enlever un fecrer inetimable 5 il ne
dévoila entierement {n découverte que
dans V'impreflion ;, pour sen allurer la
gloire.

1%. Tavois crh dabord devoir m'im=-
pofer 1a loi de ne point parler des Qua-
drateuss vivans, puilgue je ne pouvois
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Parmt cente foule de Quadrateurs
obftmés 4 (e refufer aux preuves les plus
¢videntes, le fizur Raffelin elt un des
plus recens 5 il ne faur qu'avoir jereé les
yeux {ur fon livre , pour juger que
c’croit un des pius piroyables & des
plus embarra{lés. Son prérendu rapport
s'accordoit 4 peine avec les limites con-
nues de Ludolph , jufqwan quatriéme
chiffre 3 aufli prérendoit - il infirmes
leur certitude , patce qu'elles font
au-deflous du julte milieu de celles
&’ Archimede. On lni demandoir quelle
aflerance il avoit que [a vérirable gran-
deur du cercle ne fiit pas au-deffous de
ce jufte miliea ; c’éroir répondoit-il, fa
quadrarare, & 1l {e difoir affuré quelle
€roit exacte, parce qu'elle fe rencen-
troit dansles limites &' drchimede |, com-
me fi mille autces rapporrs 2ufli faux que
fe fien , ne {e rencontroient pas ¢gale-
ment entre ces limites, En vain lui
faifoir-on mille raifonnemens trés-pal-
pables pour le defabufer, ce pauvre
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..
avec cquité les ranger dans une autre
clalle que ceux gu'on vient de voir;

_mais j'ai fait réflexion que puifqu’ils

avoient courn le hazard du jugemenc
du public, il m*éroir permis de les citer
devant lui:je me borneral néanmoins
i un petit nombue, ceft-3-dire 4 cenx
que le hazard m'a préfentes, ou 4 qut
la’ fingularicé de leurs prétentions a
donné une forte de célébrice,

M. Liger a rempli les Mercures dé-
crirs concernant ja Quadrature du cercle,
& a fair un ouvrage particulier pour
prouver que la partie n’eft pas moindre
que letour , qu’il n’ya point d'incom-
menfurables , que la racine quarrée de
2qcft la mime que celle de 25, &
celle de solameme que cellede 4y, &e.
il prouve rout cela , non par des raifon-
nemens méraphyliques, mais clairement
& aux yeax, par le méchanifme en plein
des fignres , pour me fervir de Pexprel-
fion qu'il employe dans un éctic que
faiviidelel. Le feur Tonds de Nangis
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eft Autenr de Iinfigne découverte-de
mefurer , non plus les lignes courbes
en les comparant 2nx droites, mais les
droites en les comparant aux courbes.

Le fieur Clerger a redrefl les iddes
des Géomerres {ur le cercle. On Pavoit

cril depuis Penfance de la Géamétrie,
une figure plus grande quancun poly-.
gone régulier inferipuble , quel que
tic le nombre de fes cords , ou fuivant
la Géomérie moderne , un polygone
qui en 2 une infinité, L’Aureur dont

nous parlons a trouvé que Ceft un poly--

gone d'un certain nomgre de ¢&tés dé-
terminé. Fondé apparamment {ur de
nouvellesdécouvertes arithmétiques , il
prétend quil ¥ 2 de la conrradiction
dans la valeur approchée que les Géo-
metres affignent dla circonférence cireu-
laire; car, dit-il,comment e peut-1l faire
gueles uns Pexprimant par Lt day.

iraong ¥

tres nous difen: qu'elle eft HEI LTS

. - A . :DOCCOQOO
& quenfinil y en a2 qai Vexpriment
Par 20, 30 chiffies, &ec. Avec une pa~
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moi-méme d'un tems i mal employé,
& je craindrois d’encourir le blime des
Géometres , fi je leur préfencois un
plus grand nombre de ces objers , qui
oat 4 peine auprés d'eux le mérite du
ridicule.

CHAPITRE Vi

Addizion , contenant Ikiftoire d2
guelques autres problémes fa-
meuxen Geometrie, comme cenx
de la duplicarion du cube ou des
deux moyennes proportionnelles,

& de la wrifedion de [ angle.
I.L *Impreffion de cet Ouvrage éroit

forz avancée, lorfque des perfon-
nes aux avis defquelles je défere,
sont confeille de profiter de 'occafion
préfente, pour traiter hultoriquement
ces deux problemes, qui le cédent peu
en céiébrité & celul de [a Quadrature
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reille fagacizé , P'Auteur pourra con-
teiter que la racine quarrée de 2 {oit

r414

—re5e» 4 moins d'une milliéme prés |

patce quun aurre affedant une exacti-
tude fapérieure , aura dit quielle éroic
T2l ) qul en differe de moins

qu'une 1.cococoe’, M. C. enfin ne {e
bornant pas & la découverte de la Qua-

drature du cezcle , a rrouvéla trifeétion
de P'angle, & fur-tour, cequi eft ad-
mirable , la grandeur du point o fe
touchene deux fphéres inégales. 11 dé-
montre aufli , 4 Paide des principes fé-
conds dont il elt I'inventeur , que la
tezre ne peut tournet autour de fon axe
& dans fon orbite, fans une zbfusdicé
palpable.

Il manroic éee facile de groflir cetre
lifte , fi favois donné le moindre foin
i rechercher ces écrits dignes de Poubli
ot ils rombent , aprés avoir auelquefois
amufé fe public par leur fingularicé &
la confiance de leurs Autzurs; mais je
croirols avoir 4 me rendre compre &
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dn cercle. Je me fuis déterminé fans
peine 4 ce nouveau travail, dans la vie
de Putitité qui peur en &rrele fruir. On
ne voit en effer que trop de perfonnes
matheureufement obftinées a la recher-
the des deux moyennes proportion-
nelles , ou de la wife@tion de I'angle,
fans avoir jamais examiné & connu la
nature de ces guefltions. Ce chapitre,
indépendamment  qu'il  contient un
morcean aflez curienx de hiftoire de
la Geomérzie , m’a parn propre 4 les
infiruire & 2 les defabufer; elles y ver-
ront quelles s'occuppent infruétuenfe-
ment 3 rechercher , ou ce quieft déja
trouvé , ou ce qui eft impoflible. Je
m'explique , ces problémes {ont réfolus
antant qu'ils peuvent I'gtre : en ce fens,
y travailler c'eft chercher ce donron
et déja en pofleffion; mais prétendre
les refoudre par la régle & Ie compas
fenlement , ceft-i-dite par de fimples
interfections de lignes droires & circu-
faires , c’elt sobftiner 4 une recherche
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vaine & impoflible. Certe vérné n'eft
aujourd’hut fujette 3 aucune contefta-
rion parmil les Géomerres , & l'on s'ar-
tachera plus bas 4 la bien proaver. Fer.
tre en Matiere & je commence parla du~
plication du cute.,

S I N s'agit dans cette premiers
queftion de trouver un cube, ou plus
généralement un folide quelconque,
précifémen: double ou en raifon don-
née ,avec un folide femblable, Les Géo-
metres apperqurent bienifr que cela fe
réduifoir 4 déterminer les deux moyen-
nes proportionnelles centinues entre
deux lignes données. Hippacrate de Chie
fut, dit-on , Pauteur de catte remar-
que s elle fuir de cette propridié fi con-
nue des progreflions géomérriques , que
le quarré du premier eft au quarré du
fecond , comme le premier au rroifié-
me; le cube du premier i celui du fe-
cond , comme le premier au quatriéme
&c. ceft-d-dire qu'en général la puif-
fance du premier terme défignée par
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d'égards i 'hiftoire qu'on fait du pro.
bléme des deux moyennes proportion-
relles. Je ne répéterai donc pas ici ce
qu’ontrouve dans tant d’autres endroits,
Ja fable de certe divinicé bizarre , qui
demandoit un aurel précifément double
de celui quelle avoir, & qui fie con-
tinuer la pefte qui ravageoit I'Aruique ,
jufqu'a ce qu'en l'eut fatisfaite, Eratof~
tenes donne d ce probléme célebre une
origine moins brillante. Un cerrain tra-
cique , dir-1l, avoir incroduic f{urfa
fcene Afinos élevant un monument
Glaucus , {25 entrepreneurs lui don-
nolent cent palmes en tous {ens; mais
le Prince, fur linfpedion de Pouvrage ,
qui ne répondoir pas 4 {2 magnifi-
cence , ordonnoit qu'on le fir double :
de 13, ajoute-t-1l , quelques-uns pri
<int {ujer de demander anx Géomerras
comment ils exécuteroient une pareille
volonié 2 Ils tenterent la queltion de
bien des manieres , tichant de conftrut-
r2 un cube double dun autre, jufquas
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Texpofant v, et a fa puillance fem-
blable du fecond , comme le premier
terme 4 celui dont le rang dans la fuite
eft expole par m 4~ 1. Ainfilalighe 4
¢rant le coté d'un cube propofé , la
premiete des deux moyennes continues
entre 4 & m , A fera lecdeé d'un cube
muldple du premicr, commem Uelt de
Punité. Ce quon vient de dire des coués
d'un cube sapplique aux cdeés homo-
logues des [olides femblables 5 il fuffit
pour le voir décre 1nirié dans la Géo.
mézrie. _

I1I. Tout le monde fcait la maniere
dont on raconte Lorigine du probléme
de [a duplication du cube ;c2lt en Géo-

métrie un traic anflt famenxque celui de
Phecatombe tmumolée par Pythagore. Si
Yon seit moq_"aé (a} avec jultice da
ce- prérendu facrifice , qui n'eft compa~
tible ni avec les faculiés d'un philofo-
phe , ni avec les dogmes qu'enfeignoit
celut de Szmos , on ne deit pas plus
(a) Ciceren. Trfeulsu, '
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tems &’ Hippocrate , qui lear enfeigna
quelle fe réduifoit & Pinvention des
deux moyennes proportionnelles con-
tinves. Dans la {uite Poracle de Delphes
ayant demandé qu’on doublit {'aure! du
dieu qui y préfidoir, les encrepreneurs
voulant exdeuter cet ordre, furent obli-
gés de confulter I'école platonicienne,
qui faifoit une érude {péciale de la
Géomerrie. Telle eft fuivant Eraroffe-
res, la maniere dont le probléme de la
duplicarion du cercle fe préfenca la pre-
micre fois aux Géomerres , & done il
leur fat propof¢ de nouveau , aprés
en avoir ¢té, ce famble, oublié pendant
quelque rems.

Mais quelle que foit Poceafion qui les
engagea dans cette recherche , il eft
cerain quielie avoit acquife une grande

célébrird dés le rems de Platar. Falere

Afaxime raconte au reflte un tralic fa-
buleux, quand il dit que ce Philofophe
renvoya d Euclide les dégucés quion lul
avorr adreflés , comme au plus habile
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Géometre de la Grece ;3 comment cela
pourroir- it fe foutenir , puilqu'il eft
certain qu Exclide le Géometre ne flo-
riffoir qu'un demi-fiécle apres Plasor,
& que le Philofophe de Afegare qui
porta le méme nom , ne s'occupeir que
de fophifrues 2 Quelques-uns ont foup-
gonne quil falloit lire Eadoxe ; 1) eft je
crais plus flir de traicer toute hiftoire
de fable.

1V. L’école plaronicienne fournit plu-
fieurs folutions du probléme de la du-
dication du cube. Platon en donna
d’abord une fort fimple, & qui n'em-
ploye que l:s moyens de la Géométrie
#émenraire ; i eft vrai qu'elle exige un
tdtonnement , & Pufage de quelque inf
trument autre que la régle & le compas,
ce qui n'eft point admis dans la rigaet
géomérique. Ce défaur que le chef des
Géomerres ne cherchz pas 4 éviter,
nous donne lieu de penfer qu'il neut
en vie que la facilitd de {exdeution , &

. - [
quiil {acrifia 4 cet avantage réel une de-
licatelle
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on écartoit la régle mobile de Iz bafes
& l'on faifoit enforte que les points
4, E, éant dans ces deux paralleles,
leslignes 48D, EBC paflaffent par
les angles de ces paralleles avec I'une
des couliffes latérales, Par ce moyen les
angles C, D éwolent droits, & en méme
tems les lignes 4C, ED paralleles,
ce qui réfolvoir le probléme. Quelques-
uns variant la conftrudtion de Platon,

fe fervirent de denx équerres mobiles -

ACD,C D E, qu'on difpofoir de ma-

“niere que le point A érant dans le cdeé

.

AC, & les lignes BC, B D paflant
par C & D, les angles des équerres,
le c&t¢ D E rencontric le point E.
Cedernier procédéa fournid un analyfte
du feiziéme fiécle ( Raphael Bombelli )
I'idée de conitrnire par une voie fem-
blable toutes les équations des troifié-
me & quatriéme dégrés, ce qu'il exécure
fort ingénieufement.

V. Lz folution donnée par Platon a,
comme on voit; le défaue de ne pouvol

vvr Cexcre. 14t

licatefe fun - erfue. Voici en fubftane:
le procédé de Platen, Si l'on a deax
triang!es rectangles , comme A4C D,
CDE({fig.25.) appuyés (urlesdeux bales
perpendicuiaires lune d lawre 4 D,
CE, leslignes A3,BC,B D, BE
{oncen proportion continue. Ayant douc
difpofé¢ 4B, BE . les deux extremes
données 4 angles droits , il s'agic de
tirer des points 4, E les paralleles
AC, E D julques aux prolongemens
de 4B, CB, & de faire qu'en mime
temps les deux anglesen € & D foient
droits. Pour exécuter cela avee plus de
facilité , Platon imagina un inftrament
compolé d'une bafz & de deuxcouliffes
Perpcndiculaires > entre lefquelles sa-
vangoit une régle mobile qul par ld
reltoic roujours paralicie 4 la bafe. Je
n'en donne point 2 figure, patce que
cetee couftruction eft alfez fimple poar
quon la concoive alfgment fans cefe-
cours. Cetinftrument feevolr 4 tiouver
2 {a fols les points € 5 0+ pour cai effer
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ére avouée par la Géoméurie; elle eft
i la vérité commode dans l'exéention ,
mais elle bleffe Ia riguenr done cere
feience fe faic gloire. Arebitas en donna
une aurre qui a un défaur rout 4 fair
contraire ; celle-ci eft uniquement in-
telleGuelle , dailleurs elle eft forr fa.
tisfaifante pour ef] prit , & Pon peuren
concevolr une idée avantageufe du gé-
nie de fon inventeur. . Afin d’abréger
je me contenterai de Pindiquer. Ar-
¢hitas imagine fur la furface dun
cylindre droir une ligne coutbs, dé-
crite par I'inzerfe@tion continuelle de
cecte furface , avec la circonférence
d'un demi-cercle qui fe meur d’une cer-
taine maniere; enfuite il fair rencon-
twer cette ligne courbe par anpe (urface
conique , ce qui doane un point dod
dépend la folution du probléme. Au
tefte , comme je l'ai déj2 dir , quel-
qu'ingénieux qite {oic ce procédd, il eft
wout pour Uefprir, la pratique nen fean-

Toit rizer aucun fecours.
Lij
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V1. Ceux qui connoiffear peu l'an.
cienne Geometrie , fe perfuadent or-
dinairement que la vraie folution de cs
probléme c¢it d'une date moderne , &
que Defearses en a le premier dévoilele
principe. Il eft vrai qu’il I'a beaucoup
perfettionnée , mais les Anciens l'z-
voient déja éhauchée dés le tems de Pla-
zan2. Nous avons deux folutions dun
Geéomerre contemporain , & difcipls
de ce Philofophe, quiempleyent les feca
tions coniques ; dans lune ce font deux
paraboles , dans Pautre une hyperbole
entre les alymprotes combinée avec une
parabole ; ce Géometre eft Adenechme
frere de Diroflrate ,d qui un vers d’ Era-
toffenes fembie atcribuer Pinvention des
{ections coniques : fes deux folutions
font trop remarquables pour ne les pas
rapporter ici, je les expoferai en fui-
vant la méthode analytigue dont il f&
fervit apparemment pour y parvenir.

Je fuppele que les extrémes donndes
forent AKX D, & les deuy Moy ennes
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extérieure n'eft que la parabole ordi-

naire décrite fur un axe 4 D, perpen~
diculaire au premier. Ainfi interfe@ion
de ces deux paraboles dennera la folu-
tlon defirée , puifque par ce moyen A C,
comme ordonnée de la premiere para-
bole 4 Bb, fera tclle que 4:BC::
BC:4C; & quen vertude la feconde
ABb,ona BCouAdAD:BD::BD
ot 4C:D; dou il eft manifefte que
A.,BC,4C&D {ont en proportion
continue.
Une analyfe facile conduit de méme
i la feconde folution de AMdenechme;
car puifque les quatre lignes 4, B, C, D,
ont en proportion , le rectangle de
B % C eft égal aa reCtangle conftant &
doané de 4 x D. Les lignes cherchées
B, font donce les coordonnées d’une
hyperbole entre les alymprotes O D7, ot
les reftangles, comme C/ AB , ¢cia B
font rous égaux entr’eux & au rectangle
de 4x D. Or 2 caufe de la proportion
continue , le quarsé de Belt égalau
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7 cherchées 2 & 5 le quarté de B fera

donc ¢galaure@anglede 4% C, 4 caule
de la proportion continue qui réone
entre 4, B, C; par conféquent la hcne
B fera I'ordonnée d’une parabole , don:
A eflt le pardimetre & € Iabeillz. Seir
donc décerite {ur I'axe AC indéterminéde,;
une parabole 4 B b { fir.26.)
BC {eronr quelques- unes des coorden~
nées 3C, AC, oube, Ac, ou &e.
mais B,C& D é erant continuement pre-
portionnelles, le quarré de € doic dcre
égal au reGtangle de Bx D, on Iab-
cxtTe AcC cherchee de ia premiere para-
bole doit &re telle que fon quareé {oir
égalau rectanglede BC, pac la {feconde
des exeréines données. 4 € éuant donc

, les lignes

encore confidérée comme abeille, ZC
fera Pordonnée d'une parabole exzé-
rieure A B4 , dont la propriéed egt,
comme l'on fcau: d'avoir les quarrés
de {es abcifles conftamment & €gaux aux
rectangles de fes ordonnées par une

ligne conﬁm.c 3 au refte ceree parabole
L nj
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redtangle de Cx 4:dou il fuir que B
eft ['ordonnée dune parabole doar le
parametre eft A, & labeiffe C. Ayant
done pris B4 pour axe, on voir que
décrivant la parabole dont le parametre
et 4, elle coupera l'hyperbole 2 I'en-
drott cherché D, qui donaera les deax
moyennes E D, B E. En efferd caule
de laparabole 4: ED::ED:BE, &
ces meémes Iignes ED,BE apparee-
nantd ['hyperbole, donnent E Dx B F=

Ax D, celt-d-dice 1 ED:BE: D,
d'olt {e conclur aifément la proportion
continue. )

Quoique jaie donné des éloges 4 ceg
deux folutions , je n’ignore cependant
pas quelles ont un défaut allez confi.
dérable , défanr qui n'a pas échappé
aux Anclens meéme, 1l confifte en ce
quelles employent deux fe&tions coni.
ques , tandis qu'une feale combinéde
avec un cercle pouvoit fuffice, Cleft en
quot les Deﬁartes, les Six j"s, &e. one
beaucoup perfedtionné la meéthode des
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lienx géométriques. Les Anciens enté
ployolent ordinairement les premiers
qui fe préfenrolent , & ce n'érolent pas
roujours les plus imples; les Modernes
ont eafleigné a choifir les plus commo-
des : mais cela doit peu diminuer fe
mérire de 'Awteur de cette ingénieufe
invention; auroli-on droit d’artendre
quil lui elr donné tout & coup la per-
fection dont elle éooie {ufceprible ¥ La
Géométrie ancienne nous en fournit
d’antres exemples o il n'y a rien de
pareil 2 redire.

V 11. Endexe de Cride fur un des
Géometres contemporains de Flaton
qui travaillerent 4 la duplication du
cube; il ne refte plus de traces de fa
folurion , graccs‘é 1a mauvaife humeur
& Eatocins 5 (a) -qui la déprime fort &
nous la reprefenic comme pitoyable.
Cependant on en penfera bien antrement
fi Yon a quelqu'égard an témoignage

(&) Comm. in Archimed, de [phara &
sylindrs. :
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{i une Maifon illuftre avoitrd tirer quel.
que nouvel éclac d'une courbe géomé-
trique ; Barrow (), qui fort fagement
ne donne aucun nom aux fiennes , &c. -
V 111.Leprobléme desdeux moyen-
nes proportionnelles continua d’¢rre un
fujet fur lequel s'exescerent les plus ha-
biles Géometres. Eratoffenes , dont nous
avons patle i fouvent, le réfolur par une
voie nouvelle , & qu'il eft aifé d'appli-
quer 4 trouver rant de moyennes pro-
portionnelles qu'on voudra ; i n’y em-
oloye que des lignes droires, aufli eft-
il obligé de recourir 4 un inftrament
autre que la régle & le compas. Celui
quil propofe eft compolé de plufieurs
plancheztes mobiles , qui coulent les
anes {ur les aucres parallelernent delles-
mémes : je ne le déeris pas afin d'abre-
ger , on peut le voir dans Extecius ou
dans Pappus (b ). Eratoflenes écrivit (ur
cela un petictraicé intitnle Asefolabinm

{a) Lediones Geomerrica,
(&) Collectiones Mauhem. L 5.
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&Eratoflenes () , qui en parle avee
antant d’¢loce qu'Euatocius afedts de
mépris pour elle, & le jugement de
ce Philofophe & Géomerre célébre dait
Femporter {ur celui du commentaceur
d’ Arebimeds , venu prés de dix fidcles
apres Eudoxe , & quin'a peat-2rre v
quun manuferic aléré, Cer endroic
d'Erasaftenes nous apprend que Je Géo.
metre de Caide avoir imaginé cer-
taines courbes particulieres pour la ré-
folurion de ce piobléme , & queces
courbes ¢rotent différentes des {ections
conigues , puifqu’il parle plus hauc de
ces dernieres au {ujer de Menechme,
Les courbes inventées par Eudoxe
avolent probablement de la reflemblance
avec celles que le méme monf a fii:
imaginer a divers Géomeres , tels que
le Pere Griemberger () , Renaldini( ¢),
qui nomme les fiennes Afedices , comme

(&) Tbidem,
(&} Filielpandi, defeviptio templi §xlsmonis,
{ ¢ ) Dereflutione o comp. matizem, ton, 3.

Ly
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qu'il adreffa au Roi Prolomée , & qu’Ex-
tocins nous a confervé, de meéme que
les vers par lefquels il célébra fon in.
vention. Ces vers cependant ne la pré-
{erverent pas des railleriesde Vicomede ;
celui - ¢ s'en mocquolt comme d'une
chofe qui n’éroit ni trop fubrile ni crop
conforme 4 Uefprit de la Géoméuries
mais il y 2 un peu trop de rigueur dans
cette critique. La folucion &' Erareffenes,
quoique méchanique, ne laifle pasd'dere
affez ingénieufe.

IX. Aprés ces folutions viennsns
celles o' Appollonins , &’ Heron d'Ale-
xandrie & dePhilon de Syrance; je les
joins enfemble , parce qu'elles ne fone
proprement que la méme , vari¢e au
gré de ces Géomerres. Sunivant [un
d’eux, aprés avoir fair des deux lignes
données 4 C , C B le celtongle 4 B
(fig-28), & partage la diagonale 4 B
en deux éealemees en R, il faur déerire
de cepointunacc decercle G727, tel qua
la ligne G F menée rar fos incerfze-

: Lvj
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tions G, F avecles cdiés C4 , CB
prolongés .pafle par l'angle D; alors les
hignes BF, 4G font les moyennes
qu'on cherche. Certe conftruction re-
vient i celle de décrire fur la ligne 4B
un demi-cercle, & detiret F D G, de
forre que les fegmens F E , DG {olent
¢gaux : on peur fatisfaire en tAronnant ,
d ces condirions , & ainfi le faifoit
Plileide Byzance , & Appollonias méme,
au rapport du commentateur d' drehis
mede. Cet éctivain areribue i Heron
d’'Alexandrie, une folution rigoureufe-
ment géomerique , par le moyen de
Yhyperbole. Ce Géainerre en décrivoit
‘une par le point D, entre les alympro-
tes CA,C B; & {on interfection avec
le demi - cercle 4 D B dérerminois le
point E, par lequel 1l falloir mener fa
ligne F D G. Ceuze folution, il faur l2
remarquer , <ft une des plus fimples &

des plus ¢légantes ; mals on doit en Faire

I

M +
honneur 1 dppellonins. Je me fondz en -

~ - [ ad . ! 2 - T
?eﬂi;‘il-. ainfl fur i3 :;:mozgn:-.ge asg

254 QUADRATURE

qui étant prolongée paffe par un point
"afligné P3 & comme cela ne fe pews

exéeuter généralement par la Géomé-

trie plane, il imagina pour y {fuppléer

fa conchoide , avec un infkrument pro- -

pre 4 la décrire par un mouvement con-
tinu. La propricté de cetre ligne 4 44
(fig. 29.) elttelle que 6Bb crant fon
axe , toutes les lignes A B, ab, ab
titées des points de la courbe vers le
pole 2, font égales enteelles. La fi-
gure 3o repréfence Vinfrrument dont l2
conftendtion eft aflez aifée 3 appercevoir
pour m'ea épargner lexplication. On
voit facilement que cette ligne eft pro-
pre par {a géniration, i farisfaire au
probléme auquel Nicomede rappelloic
celui des deux moyennes proportian-
nelles ; car foir un angle 2 D &, ol il
s'agit d'inférer la ligne a b, donnée de
grandeur & de foree qu'éeant prolongées
elle palle par !z poing P quon déerive
furlaxe b 7 25 . %c, une conchoide
dont e pole 101t P, fon interfeftion
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Pappus (@ ) 5 qui dit qu’dppolloniss
réfolur le probitme par les fe&ions co-
niques , & qui auribue 3 Heron calle
qu'Entocins donne 3 cer autre : l'ou-
viage d'Heron {ur les machines de
guerre , confirme le rapporr de‘Fapp:u.
X. De tontes les folations anciennes
du probléme de la duplication du cube,
celle de Nicomede eft une des plus ingé-
nleufes (6} ; ce Géometre le réduilic
par une analyfe twés-fubrile , 3 celui
d’inférer dans un angle comme 2 Db,
une ligne droire de grandeur donnée ,

(&) Colleit. Mathem. L. 3. p. 4.

( &) Nicomede éroirun Géomerre dont 'Age
paroir devoir &ure fixé vers le fzcond fidcle
avan J. C. car on {gair dabord qu’i] éroit pof-
téricur 3 Eraroffenes , qui feurit dans le cours
du troifi¢cme , puilque’, fuivant Exrocius , il {e
mocquoir d¢ (a {folution. D’un astre cbié Pro-
elus nous affure qu’il far Pinventenr des con-
choides , fur lefquelles Geminas , contempo-
rain ou pew peftérieur d Hippargue , écrivic au
lang dans fes Enarrationes Geometrica que nous
n’avons plus; ces deux circonflances fiven:
Idge du Géomeire donz nous parlens , entre
Eraroffenss & Higpargue | & pen prés vers Pan
180 avant Vere chrétienne. .

pv CERCLE. 25
avec le ¢bté D a donnera évidemment
le point a5 d’ott doit 8tre tirée la ligne
@b versle poiat P. }

Certe conftruétion préliminaire étant
fuppofée , voici comment Nicomede
réfolvoir le probléme des moyennes
proportionnelles. Il faifoir d’abord un
rectangle des lignes données 4 €, C B,
8 il les divifoit chacune en deux égale-
ment aux points 7, L; 1l menoitenfnite
laligne D 7 B, & ayant élévé la per-
peadiculaire ZX , telle que BX fii
égaleda C /7,1l tirokt K H, & {2 paralle-
le B §; céoir dans l'angle FR S qu'il
falloit adapter la ligne § F égaled C 7
& paflant par K, ce qui déterminoic
le point F; de forte qu'en tirant FDG,
fes lignes B F, A G éroient les moyen-
nes cherchées.

A l'égard de la démonfration , j
donnoit la fuivante, J'al crll devoir la
rapporter ici , parce quelle ¢ft affez
compofée pour ne pas (e préfenter facile-
ment ; méme 4 des Géomerres habiles,
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Laligne B €, difoit-il, éranc parragée
en deux ¢galement au point Z , donne
lerettanglede BExF C, pius le quarré
de B Z égalau quarté de F L : ajoltant
doncde part & d'aucre le quarré de LK,
ona CFxBF - LB- -7 K*,oun
CFx BF4+BR* =L Fr=}-L K2=
KF*;mas GA: 4AC::8C:BF:
donc G A ACou 4712 BC ou
B H : BF. Coafiquemment en com-
polant, G/ 1 4 /7:: HFP 1 5F:: K F;
§F, donii faitquz G 72t tgal 1 K F,
puifque A7 et ezal 4 SF. Mainte-
naat G =0CG6Gx5 4+ 47 done
CGxG A4~d /==L Fx B F4-BX?*;
pares quon a monm¢ plas haur que
ces derniers reftangles éroient égaux 4
K F*: donc dtant ce qu'ils ont de com-
mun, fcavoir , 47* & BK*, égaux
par la conftrudtion , reftera C G x G4 ==
CFxBF; dot Pon tire la proporrion
CG:CF::BF:GA4:0r CG:CF::
DE oun AC:BF:donc AC:BF::
BF:GAsmasAC.BF..GA4:4D;
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en foit, comme Pon a montré depuis
que toures les équations des troifiéme
& quarriéme degré fe réduifent A ces
deux problemes , on voit déja que la
conchoide peut fervir 4 les conftruire.
avee la plus grande facilité, Fiere en
" aqyoit fair la rermarque; mais perfonne
n'en atiré meilleur parei que M. Newton,
Cer illuftre Geometre a donné pour
chaque forme d'équation du troifidme
degré , la pofition du pole , & la gran-
deur de l'angle & de la ligne 4 y infe-
rer. D'un avis différent de Defeartes,
dont 1l difcate les morifs de préférence
pour les fedtions coniques , il érablic
que la concholde elt la courbe la plus
commode pour conftraire les équations
folides 5 les raifons que M. Newion
en apporte dans fon Arithm. univerf.
méritent d’8rre confidérées.

X1 Il ne refte prefque plus 4 parler
que de la folutionde Discles {4 ) ; celle-

() Discles eft un Géomerre dont Pige n"c{'f:
point connu. J¢ conjeCture néanmoins qui
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par-conféquent ces quatre lignes font en
proportion continue,

Cewre demonfltration fait voir la
raifon du procedé d' Appollonixs , &' He-
ron & de Philon ; ils avoient réduir le
probléme 4 faire enforre que CGx G 4
fit égal 3 CFw B F :or endécrivant
un cercle ADBC, le premier de
cesrectangleselt égal d GEx G D, &
lefeconda F D x FE; 1l falloit donc
que ces derniecs fuflent dgaux , ce qui
acrivera quand GD & E F feronc égales,
& que demandolent en effer Philin &
Heren & Alecandrie : autre confiruc-
tion attribuée 3 Appollonius , fuir affez
vifiblement de celle-ci, pour me difpen-
fer d'une explication.

La folution de Nicomed: 2 Vavanta ge
de réduire précifément a la méme dif-
culté Pinvenrion des deux moyennes
proportionnelles & la trifection de ['an-
gle ; il eft fort vraifemblable que ce fu:
Pobjer quil & propofz, ou le hazard
le fervit bien heureufement : quoiqu’il
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di eft encore une des plus remarquables.
A Pimitation de Nicomeds , ce Géo-
metre imagina une courbe particuliere ,
favoir , celle que nous appellons au-
jourd'hui la cyfloide , nom qui, pour le
remarquer en paffant, parolt avoir €té
commun 3 une clafle entiere de courbes
chez les Géomerres anciens.

Pappus que je crois antérieur 3 Dis-
cles, avoit réduir le probléme des deux
moyennes proportionnelles4 la conftruc-
tion fuivante. Ayant difpefé 4 angles
droits les lignes DC, CL, & riré
DL O {fg- 31.)> il décrivoirdu centre
¢ le demi -cercle A BD 5 aprés quol
il sagiffoir de rrouver fur Ja proionga-
tion de DL unpoint G, el que me-
nant la ligne 4G H, les fegmens G 0,

vivoit plus tard que Parpss, quieft du quarrié.
me fiecle, & je me fonde fur le Glence de cet
éerivain , qui ne dit rien de [a {olution , quoi-
quil employe le méme principe. Ensecins qui
vivoit vers I'an j40, clte Diocles & fon livre
de Pyriis, des machines i feu; ce qui doone
lieu de croire qu’il éroit un Ingénieur,
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0 A hillenr égaux. La ligne CO éroit
la premieré des moyennes cherchées;
en voici la démonftration, qui nous
donnera en méme tems la propriéié
principale de la cyifoide.

Les lignes GO . O H étant égales,il
eft évident que C F, C K le {eroat aafli,
¢ par conféquent K # & FE:or 4K
KHouFE:: AF: FGi & d'un autre
cté , 4 canfe des triangles {emblables ,
HxD,AKH, AGF, KH:KD
on EF::4F, AF:FG. Donc FE,
AF , FG fout en proportion continue ;
par conféquent les quatre lignes 4 X
ouDF:FE AF, FG {ontcontinne-~
ment proportionneiles , & F E, la pre-
miere desdeux moyennes entre 4 Kou
DF & FG ;mais comme c'cit enizé CD,
C L qu'on cherche les moyennes pro-
portionnelles, & que ces ceux lignes
{fonr en méme raifor que DF, F G, il
senfuit qu'ayan: trouvé la premiere des
moyennes entre ces dernieres , il 'y

aura plus quun< fimple analogie 4 faice
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premiere des moyennes. La conftruc-
tion de Sporus dificre fi peu de cellesde
Pappus & de Diocles , qu'on a lieu de
s'étonner qu'Eatocins ait pris la peine
de la developper au fong ; elle ne mé-
rirott pas ce dérail. '

Je ne dois pas omettre une remarque
qui releve beancoup la folution de Dio-
¢les; c’elt qu'on peut décrire {a cyfoids
par un mouvement continu, M. Newion
en a donné le moyen, & il ne faur
pour cela quune fimple équerre. Le
potnt P ¢loigné de I'axe C R de la quan-
tité du diametre 4 D ayant écé pris
pour pole , qu'on air une ¢querre dont
le perit cdee {oitégal 4 4 D, & lautre
indéfini; f1 on la fair mouvotr de ma-
niere que ce dernier cbté crant appli-
qué aa point P, lextrémicé du petic
coté R coule le long de l'axe ou régle
C R ; le point s qui le partage en deux
¢galement, décrira la cyiToide.

X i1, Leprobléme de la erifection de
Pangle =ft de la méme nature que le
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_pour détermuner celle qui convient 2

C D, fcavoir celle-ci, comme D F 2
FE,ouAdKiKH;anhCDoudC
2 CO: par conféquent € O cft la pre-
miere des moyennes cherchées.

Ou voit donc que dans routes les dif-
ferences pofitions de la ligne D L F,
oude 4 F H, le point G qui réfound le
probléme, et cellement fitné, que GO ==
O A. De ld Diocles prit occalion de de-
crire 1a courbe ou {e trouvent tous ces
points , an lieu de les chercher mécha-
niquement. Alorsla premiere propriéié
de cette courbe et , qw'ayant tizé une
ordonnée quelconque EG F, les lignes
DF, FE,AF, FG fonren propor-
tion contipue. Il elt aifd den faire
Papplication au probléme des deax
moyennas ; car ayant mis les excrémes
¢ angles droits comme ci-deflns , dé.
csit le cercle 4B D, & la cyfoide
Ag G B, laligne DL protongée la ren-
conire en G; dov drant 4G A, qui
coupe C8 en 0, la Iagne co cftiia,
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P_récédent; fon affinité avec lui m'en-
gage 4 expofer d’abord les folutions
qu'il regut dans I'anciquitéy je viendra:
enfuite aux recherches que 'un & l'autre
ont occafionnées parmi les Modernes.

Les premiers moyens qui {e prélen~
tent pour parvenir 4 la wrifection de
Pangle , font les fuivans, & ils fonr fi
naturels qu’il eft 3 préfumer qu'ils ne
furent paslong temsignores desAnciens,
SiBAC (fgs2) et Iangle propofé,
aprés avoir abaiffé la perpendiculaire
B C , formé le parallelogramme £ G &
prolongé € A4 indéfiniment, il s’agic de
tirer la ligne B D E de telle maniere
que la partie D E foiv égale 4 deux fois
ladiagonale 4 B3 alors Pangle D 4 C
eft le tiers de B A C. LesGéomerres les
moins verfés font en érat d’ep apper-
cevoir aufli-the la démonftration, Il
¢toit encore aifé de remarquer, que f1
d’un point C du demi-cercle 4 C D
(fiz 53) on tire C D E, de forie que
la pactie D E intercepre entre la ¢ir-



264 QiUrADRATURE

conférence & le diamerre prolongé, foic

égale 2u rayon , onaura encore Pangle
DEF égal an tiers de 4 BC.

On sobftina {ans doute loag-tems
i chercher 1z folurion de l'un & de l'au~
we de ces problémes par la Géomersie
ordinaire , avant que de s'zppercevoll
qu'ils éolent d'une difficulté {upérieure
aux moyens que fournit cecce Géomé-
trie. Aprés un grand nombre de renta-
tives infructueufes , ou qul n'avoient
produir que des p1r1loo1frnes, on f¢
rourna enfin du cdeé des {eétions co-
niques & de diverfes auwes courbes:
Pappus (1) nous rapporee la maniere
izgénieule dont quelques Geéometres
cmploye:ent I'hyperbole pour zéfoudre
le premier de ces problémes auxquels on
dvoir réduir celui de la uifection. Je
vais Pexpliquer en employant Vanalyfe

ul {ervic 4 la trouvern
Que D E foit la ligne cherchée, &

que Pon acheve le parallelogramm¢.

{#) Coll. Matkern. I, 4. prov. 31, 52.
GDEF
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P, avec les ordonnées convergentes a

ce pole de la longuneur qu'on demande,’

coupera la ligne C E au point cherché;
ainfi cette courbe fert également @ ré-
foudre le probiéme de la rifeftion &
celui des deux moyennes proportion-
nelles. .

Alégard dela feconde conftruction
que reprefente la figure 33, on y fa-
risfera-aufli ailément en employant une
concheide , non pas 4 la vérité celle
dont on vient de parler, que les An-
ciens nommoient la premiee 3 mais la
feconds , qui {e décric au deflous de
Paze , au lieu que I'autre eft décrite au
deflus. Il eft 4 propos de remarquer 1cl
qu'on. ne doir point regarder ces deux
conchoides comme des courbes diffe-
rentes ; elles four les deus branches de
la méme courbe : c'elf ainfi que les
hyperboles oppofées forment enfemble
Ihyperbole entiere , avec cette diffe-
rencé que cesidernieres s'éloignent de
vlus en plus de leur axe commun , 28
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G DE F, on voit d’abord que EC:

CB::BG:GD on EF; conléquem-
ment EF x E3=ACx%CB ;dou il
fuiz que le point Felt dans une hype:-
bole entre les afymprotes CH, CE,
& paflanc par le point G 5 mais D Eeft
donnée de grandeur, par conféquent
aufli fon égale G F; ce qui fair voir
que le point F eft aufli dans {a circons
férence d’un cercle , dont € eft le cen-
tre & C F le rayon; il eft donc dans
Pinterfeétion commune de Phyperbole
& du cercle:ce qui le rend aifé 4 dé-
terminer, puilquil n’y a qud décrire
une hyperbole par le point G, entre les
alymptotes C E, CH , & tracer un
cerele du centre € an rayon CF égal
2 AB ; le point ou cesdeux coutbes
fe couperont , fera tel qu'abaiffanc Por-
donnée F E , onaura le point £ qu'on
cherche & la pofition de la ligne D £.
On peut exécurer la meme chofe par
le moyen de la conchoide s car il eft

tvident que celle qu'on décrira du pole
M

pu CERCLE. 167
lieu que les branch:s de la conchoide
sen approchent de plus en pi:.iS.

K I1L Les Anciens donnerent une
aucre folution du probléme de fa trifec-
tion de I'angle , ot ilsemployerent I'hy-
pesbole d’une maniere différente da celle
gqu'on a fair connoitre un peun plus
haut; c’elt encore ?’appm (a) quila

mporte s eile eft fi élépance guelle mé-
rite qu'on en falle mention; Ceft une
fuire de cerre belle propridié de [’ hypet- '
bole décrite enire des afym iprotes , f:u_
fant un angle de 120° ; feavoir, > que
p*emnt fur {on axe une abcziT’“ B4,
égaledia moitié de Uazetranfverfe p P4
(fiz- 340> & tirant dece point 4 & de
I'auere exteémicé de axe D, deux lignes
dlun paint quelconque £, l‘angie EAD
eft toujours double de ED 4 ; par
contéquentfi Pon décrit furla ligne D 4
un arc quelconque, lapartde 4 E en
ferale ders, 1l eft aifé de faire Pap-
plication de cecl d partager en trois éga-

{23 Cal. Sackem. L g, proz. 5.
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lement un angle ou un arc quelconque ;
il n'y aura qu’a-déerire furla ligne D 4
Parc qui mefure I'angle donné DC 4,

alors E C A4 en fera le tiers.

Il y 2 ici une particularité digne
d'dtre obfervée 5 celt que non feule-
ment la mé¢me hyperbole retranche 'arc
AS, égal au tersde 4 S D, le ref-
tant du premier au ceccle , mais que
Vhyperbole oppolée coitpe le méme are
daas ua point E , tel que 'arc ACE el
le tiers de la circonférence entiere
augmentée du petic arc 4 E D. Les An-
clens ne paroiffent pas avoir fait cette
derntere remarque , elle auroit plt les
étf}ﬂntr. A l’égard des Modernes, ils
Ny trouveront aucun fujer de farprifes
ils fcavent que le probléme conduit né-
ceffairement 4 une conftruétion qui
doit donner trois valeurs différentesd la

corde cherchée, )
X1V. Plufieurs courbes que les An-

ciens confidérerent, femblent avoir été

tmaginées dans Ia viie de fervir 4 ¢
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divifion fur I'axe. La {pirale ordinaire
a évidemment la mme propriéé; celt
aufi1 une fuire de {a générarion. Toures
les courbes enfin qui font décrites par
une combinaifon de mouvemens redti-
lignes & circulaires, courbes dont la
Geéomeérrie moderne préfente un grand
nombre , jouiflent du méme avanrage:
mais il eltd remarquer que ces courbes n¢
réfolvent le probléme que par une efpece
de pérition de principe ; il faut les fup-
poler entierement décrites , & pour les
décrire en entier , il faudroir avoir o
la Quadrature indéfinie du cercle, ou
la folution du probléme général de di-
vifer an angle en raifon quelconque;
par conféquent les {olutions qu’elles
donnent ne font que des {péculations,
dont la pratique ne peur tirer rour ag
plus que des moyens d'approcher de I2

Ly
vérité,

¥ V. Les deax problémes dont on
vient de traiter Phiftoire chez les An-
ciens, n'ont pas moins occupé les Me-
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probi%mé s du moins chvifagé d'une
maniere plus générale : telles font la
quadratrice & la fpirale , dont la pre-
miere n'a pas une date moins reculée
que Platon. Enefler, Dinoftrate {fonin-
venteur , étoit un des Géomerres de
Pécole platoniciznne, On fgait que certe
courbe eft formée par Uinterfetion con-
tinuelle d'un rayon qui fe meur d'un
monvement angulaire,, & qui parcourt
le quart de cercle, tandis qulane ligne
toujours patallele  elle-méme , partant
d'un méme terme , {e mear de la hau.
teur du rayon; ainfi ie mouvement an-
gulaire de ce rayon eft toujours mefuré
par une ligne droite, c¢ qui fait qu'il
eft toujours facile de le divifer , non
feulement en parties égales ; mais en-
core fuivant un rapport quelconque
donné, fa-il irrationnet s il ne faudra
pour cec effer que divifer certe ligne
droite de.la méme maniere , enfuite
tirer les rayons par les points de la qua-

dratrice qui répondent aux poimts de
: Muyj
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dernes. Plufieurs de ces derniers {e font
en effet exercés 4 en trouver de nou-
velies folutions , dans le gotur de celles
qu'on, vient de voir , c'eft-d-dire dont
les unes confiftent dans quelque mé-
chanifme commode & facile, les autres
dans I'emploi de quelque courbe parti-
culiere. M. Fiete (2) en a propol€ quel-
ques-unes de la premiere efpece, &
apras lui M. Huygens en 2 donné un
affez grand pombre dans un ouvrage
quil publioit fort jenne en 1654 (&)
M. Piviani a conftruit ces proolémes
de diverfes manieres élégantes & nou-
velles dans plufienrs ouvragss (¢ }. Le
D. Griemberger (4} aimaginé quelques
courbes particulieres pour fervir 4 la
réfolution du probléme desdeux moyen-

(&) Suppl. Geom. Vaviorsm de rebus marhi
refponf. I 8. ¢, 5.

(&) Iifivinm quoramd. problem. confiruc-
tignes,

(¢} Divin. in Ariftsum. Selutia. probl. D.
Comiers. ‘
(d) Templi Salons. deferiptio Tioms Fillal-

bazdi,
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nes proportionnelles , en quoi il a eé

imit€ par Remaldini (2} & Barrow ().

Comime Ja plupart de ces inventions,

quoique belles & ingénienfes dans I

théorie , n'ont pas une urilicé bien mat-
quée, ou me conduiroient trop loin fi
JPentreprenoisde lesexpliguer, je me con-
tenterai de les avoir citées, afin de paffer
3 ce que mon fujer me préfente de plus
intéreflant.

Le P.Ceva (¢) a propofé un com-
pas de trifection , qui eft fondé {ur ceci.
SoitI'angle BA D (fig. 35 ), & que les
cOtés 4B, AD ,BC,DC,de méme
que CF, CE, foient tous égany en-
w’'eux , Uangle FCE fera triple de 340,
& fi l'on continuoic cette progreffion de
lignes égales , on auroir des angles
quintuples , {epruples du premier; ainfi
la conftrudtion de ce compas confifte en
deux longues branches F 4, 4 E mo-

( a) Derefol. & comp. Mathers, 1. 3.
( &) LeBiones Geom.

(¢) AR Lrud, ann. 1833,
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derne leve tout doute d cet egard., D'ail
leurs ce que les Anciens ont donné fur
ce fnjer, comparé aux inventions des
Géometres du dernier fidcle , n'eft
qu'un foible jour 4 coi¢ d'une grande
lumiere. Nous fommes aujourd’huien
pofleflion d’'unc méthode par laquelle
on peut trouver d'une infinité de ma-
nieres la folution de ces problémes,
& de tous les auntres de méme efpece.

Avant que daller plus loin, il eft
effentiel de démontrer ce que nous
avons annoncé dans tant d’endroirs ,
je veux dire I'impoffibilité de conftruire
généralement ces probl2mes , fans em-
ployer de courbe pias compofés quele
cercle. Je vais donc richer de le faire
avectoute la clarté dont pareil (ujer eft
{ufceptible, afin que perfonne ne foic
plus tenté d’en rechercher la folution
par des voyes qui ne fcauroient y con-
duire.

Cette impoflibilicé et fondée fur la
théotie des ¢quattons & la nacure des
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biles , auxquelles font atzachées par des
charnieres BF , DE, les petits cbeés
qui fe meuveanr {ur une charniere com-
mune en C. On a revendiqué dans les
mémes Journaux , un inftrument ront
a fait {femblable 2 M. Tehirnanfen.

X V1. Queique les Anciens paroif-
fent avoir réfolu ces deux problémes
autant qu'ils peuvent 'grre , puilgue ne
pouvénl: fes conftiuire que par descour-
bes d’un genre {upérieur au cercle, ils
y ont employé les fedtions coniques , Ia
canchotde &¢. de diverfes manieres trés-
ingénieufes ; cependarit on peus dire
que ce n'eft qu'd la Géomérrie moderne
qu'eft diie leur folurion completre, Ce
font en effet fenlement les lumieres
qu'elle nous fournit , qul nous mertent
en ¢t de faire voir qu'ils font d’une
nature 4 ne pouvoir &tre généralement
réfolas par la Géomérrie plane, ce qui
&roic un peint néceflaire 3 démontrer
avant de ceffer fes efforts pour y parve-

nir par cette voye ; mais l'analyfe mo-
Mv
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courbes géomérriques; ainfl je fuls obli-
gé d’en rappeller quelques points en
favedr de ceux 4 qui elles ne feroient pas
aflez prefentes. Le premier eft que dans
toure équation , la guantit¢ inconnua
doir erre repréfentée par 2arant de va-
leurs differentes qu'il y a d'unités dans
Pexpofant de {2 plus haute puiffance :
a la veruee il peut arriver que’ quelques-
unes de ces valeurs foient imaginaires;
mais on examinera ce cas, & on fers
voir qu'il ne nuit poin: aux conféguen-
ces qu'on tire dans les aurres.

Le {econd principe eft , qu’une équa-
tion ne fe peut conftruire géomérri-
quement ,° c'eft-d-dire par un procédé
cerrain & qui n’eft fujer A ancun riton-
nement , qu'd Vaide de deux lignes qui
{e puiffent couper en autant de points
que le dégré de I'équation comprend
d’anités 3 en voici la raifon. Confiruire
cne équation , ceft afligner par une
opération générale la valeur de 'incon-

nne qu'slie renferme; conféquemment
Mvi
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lotfque cette inconnue en aura plus
fieurs , i faudra une conftrution ca-
pable de les exprimer toutes égale-
menty car-cete conftruction n'en re-
garde pas plutdr Pune que l'autre, puifs
que l=s donnés font les mémes a leur
égard , & que ce fonr enx feuls qui
pauvent la modifier, 1l faur donc que
les lignes done Uinterfection doit réfou-
dre le probléme , puiffent s’entrecouper
en aucant de poines qu'il admet de {olu-
tions différentes,

Ce quon vient de dire eﬂ: d'ane
évidence fuffifante, Iorfquc !equanon
propofée a toutes {es racines réelless
mais peut-tre n'en trouvera-t-on pas
autant dans le cas ol elle aura des ra-
cines imaginaires. Comme il y aalors
quelques valeurs de moins 4 dérer-
miner , il femblera qu’il n’eft pas né-
ceflaire d’employer des courbes capables
de fe couper en autant de points que
sl n’y en avoit aucune d'impoffible.

Ce doute n'eft pas deftirué de fon-
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fent s'entrecouper en autant de points
que fi toutes les racines éroient réelles,
afin que toutes les inter{eétions qui ait-
ront lien exprimant ces dernicres, celles
qui vienneat 4 manguer défignenc les
imaginaires.

Aprés lexpofidion de ces principes,
ileft aifé de montrer qu'il eft impoflible
de conftruire généralement les p:oblE-

‘mes de la trifs@ion de langle & des
deux moyennes proportionnelies , par
des lignes fimples , comme la droire &
la cirenlaire. Il eft en effer vilible que
Péquation qui convieat au premier eft
nécellniremen: du croifiéme degré,
puifque c'eft le cube de la ligne cher-
chée , qui égale an paralielipipede
donné, & cette équation qui eft de
cette forme xi==a* b {2 & b érantles
deux extémes ), fera toujoursirréduc”
tible , 4 moins que b ne {oic un rel mul-
I'IP!.C dS @, qi.lC rexpofnnt dc ce mui[i‘
pie ait une racine cube , parce qu'alors
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dement; il fe diffipera néanmoins quand
on connoitra quelle eft Ia nature &
Pemploi des valeurs imaginaires dans
les équations : ces valcurs ne devien-
nent telles que parce que certains don-
nés du probléme croiffant ou diminuant
{elon les circonftances , de réelles &
inégales qu'elles ¢roient & abord , elles
fonr devenues égales, deux points d'in-
terfoctions fe confondnnt enfemble, &
formant un point de conzatt; & qu'en-
fin ce point de contact difparoir lui-
méme , P'une des courbes ne touchant
ni ne coupant plus bautre dans cet en-
droit, de forte quil o’y a plus d’or-
donuée. Cela montre que ces racines
imaginaires {ont route avtre chofe qu’un
merum nibil, & qu'elles ont une {orte
d'exiftence , en ce qu’elles défignent
des interfections, que des limirations
particulieres ont rendues impoflibles :
toutes les fois donc qu'il y en aura de
cerre efpece dans une équation , iln'en
faudra pas moins des courbes qui puif-
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Pextralion de la racine cubique réuf-
firoit,

A [l'égard du fecond probléme, it
elt paseillement nécefiaire qu'il foir du
troifiéme degré , & nous allons en con-
vaincre par les remarques fuivanrtes.
Quand on propofe de partager un arc
A B en trois également , c’eft la méme
queftion que fi Fon demandoic d’inl-
crire dans un fegment dont A4 E eft la
corde , un quadrilatece el que 4 8 C D,
done les trois cdwés 48, B D, DE
foient égaux ; or ce probléme eft de tetle
nature qu'il eft fufceptible de trois cas
qui conduifent abfolument 4 la méme
équation 3 car toas les donnés & la
manierc deles employer font les mémes,
foir qu'il s'agiffe d'infesive ce quadrila-
tere dans le perit oa dans le grand feg-
ment { fiz. 36, 37), & méme lor{qu’il 'a-
girad'eninferireunde la forme abde (fg.
56),dans e dernier, de forte qu’on doit
abourir 4 la méme expreflion. Comme
Je ne connots zucun livee qui demontre
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certe vérité, je crois qu'il eft 4 propos
de le faire ici avec quelgue decail , afin
de ne laiffer ancun doure 4 ce fujer. Je
pourrois fans doute m'en difpenfer fi je
n'écrivols que pour les Géometres ha-
biles , mais il eft des endroits dans cet
ouvrage qui font particulierement defti-
nés 4 l'inftrution des plus médiocres.
Daas le premier cas, lestriangles 4BC,
BAF {onz femblables, puifque Iangle B
elt commun, & que langle C a pour
mefure 'atc 4 B, tiers de ABE, tan-
dis que l'angie A eft appuyé fur les deux
tiers du méme arc, & a fon fommerd
la cicconférence ; ainfi C4: 48 ::
A B: B F. Ayantdon¢ nommé le rayon
ry AE=06,& AF ou 48=x,
nous aurons 7 : x ::1x 127 5 enfuite ti-
rant D L parallele B C, ona € D:

DEB:DGouBF:LG, d canfe des
wriangles {emblables CD B DLG;

c’eft pour uoir-v--—: x peft
P q TN ¥y qul

lavaleurde ZG;0or 4 E— A F —~
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mer — %, lorfqu'il fandra la prendre
au deliors de D vers le cbté oppolé.
Apres certe obfervazion dont la nécefiiré
eft evidente pour tous ceax qui fontun
peu verfés dans l'analyle , on remar-
quera que les triangles x 8« , £ap font
femblables, comme éroient leurs ho-
mologues dans les ﬁgurcs précédentes;
ainfi r @ — s — x: ,quleﬂlava-
leur de ¢
fair cindevant & aparalleleass, onaora

; & ayant ticé comme on a

¢r=2Cd Ou fa==-x; par confé-
quent = A fera—2 x : de plus les trian.
gles femblables & égzaux 5:d, aCo
donnent n¢== ap =—=x ; enkn 2
~caufe des triangles ¢x 4, 2 &2 on a

€riCdiidaousdy: }A,ccT’c a-dire ;
x* x3

rix: - :-—-;-—ya 3 mals ¢a ==

YA— 5-——1?\0&5_—‘-—-— g -3,
d’ott nons aurons pour la troifiéme fois
¥ —jrrx—frrb=o.

Si l'on propofoir d'infcrire un fem-=
blable quadrilaicre dansle petit fegment,
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LFouARon DF4ELon EG —

T¥X——y®

]

LG, dotilon tirc p=1 x——

rr
c¢ qui donne I'équation xi—3 rrx —~
rrb=—oaqo.
Qu'il s'agiffed préfent d'inferire un
pareil quadrilaters dans le grand feg-
ment, on aura de méme les triangles

f o, ach femblables , de forre que

" fera encore icl la velenrde b f; de
plus en tirant 4/ paralleledf £, on a
les rriangles ! d g, b« équiangles; ce
qgi donne 4g:ig:ich ; bdour:ix::
xt

2, ainfi I enfi
- anft lg == - ;enfin Ca=

af-t-fl—le, ceﬁ-a.—dlreb—-z.x.._

v)

= d'ott vient ['équation —
rrh—xi-——3rrx , ol comme cl-
deflus 3 — 3rrx~rrb=o.

Le woifiéme eas nous fournira la
méme équation par une analyfe tonr-3-
fait femblable, pourvii que nous faflions
ici attention que la ligne EF ou af,
ayant été nommée ¥, quand elle comboit
au dedans du cercle , on devra la nom-
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la réponfe feroir aifée. Il eft vifible du
premier coup d'eeil que cela elt impoifi-
ble, & moins quace quadrilacere ne foir
confondu avec 4 E, vu {uppoféentire
infiniment voifin , ce qui donneroit pat
la plus fimple analyle x==4; izl ce
dernier ¢as ne conduir poinr 4 la mame
équation que les précédens , & par
cetee raifon celle qui convient au ro-
biéme de la trifection de l'angle <t du
troifiéme dégré & ne le paffe pas.

Quon fe rappelle maintenan: les
principes quon 2 erablis plus haut 3 il
eft aifé den faire Papplication aux pro-
blemes dont nous venons d'examinzr la
nature. Puifque nous avens démearré
quils conduifenc nécellairement i des
€équarions du troifiéme degré 5 il eft
évident qu'on ne peut les confiruirz en
n’y employant que des courbes capzbles
de donner motns de trois points d'inter-
fection. Ceux qui tichent de combi-
ner des cercles & Jes lignes droiczs pour
‘.ar\r=mr d cerce folution , perdens: in-
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fructueufement leur tems & lewss
veilles,

On peut donner 4 cerre démonttra-
tion un tour qui la rendra encore plus
propre i convaincre Pefpric de cette im-
pollibilizé. Suppofons que quelque voie
particuliere et conduir i conftruire
généralement le probléme de la rifec-
tion de l'angle par la {eale Géoméuie
dlémentaire ; comme il eft daillears
démontré qu’il dépend d'une équation
irréductible on la corde cherchée a trois
valeurs inegales , on auroit 1z conftruc-
tion de cette équartion , & par confé-
quen: l2 méme opération réfoudroit de
la méme maniere trois problémes dont
les folucions doivent 8tre différentes, La
Géométrie feroit donc ici en défanr, ce
qui eft abfurde; une {cience fondée fuc
des raifonnemens dont la liaifon. eft
évidente & des principes certains, ne
fcanroient jamais conduire 3 lerreur.

On objettera peut-tre qu'il ne laiffe
pas d'y aveir des cas ol l'on réaflic pac
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& il lesa appliquéesi la réfolution des
deux problémes de la rrifection & des
deux moyennes proportionnelles. La
maniere dont il les réfoud eft trés-fim-
ple & mérite d'avoir place ict. Dans le
cas des moyennes propor:ionne‘.‘xcs , les
extrémes éranc 2 & b , il déeric une pa-
rabole an paramerre 2, & prend une
abciffe D C {ur Faxeégaleda, aprés
quoi il éleve une perpendiculaire fur le
point C ézale a1 b; le cercle déeric
par le point D comme centre, & p;ﬂ"ant
par le fommer de la parabole , la coupe
dans un awtre point, dent U'ordonnée
abailfde fur laxs, cft la premiere des
moyeanss cherchées, & Vabeiffe qui lui
répond eft la faconde. §'il s'agit de di-
vifer un arc en trois également, que r
{oir le rayon, b lacorde de l'arc pro-
pofé , il décric une parabole au para-
metrz 7 5 puis ayant pris fur l'axe une

abeille 4dégale 4 27, il élevela per-

pendiculaite de égale 1§ by le cercle

décrit du point ¢, comme centre, par J¢
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fa Géométrie plane 4 divifer un arcen
trots parries égales tels fonr ceux ol
l'on propofe le cercle entier ou quel-
quiune de fes parcies aliquotes paire-
ment paires. Certe obfervation quoigue
vraie , ne décruic cependant pas ce que
nous venons de dire;1ly a en effer
quelques cas particuliers ot [a corde &
aune relle valeur .que Péquation peut
¢rre abaifiée en la divifant par une de
fes racines ; mais cette équarion confi-
dérée.généralement n'en eft pas moins
rréduétible. Ceelt ainfi que [a racine
de 24 —x % ne pent &cre exprimde en
termes finis, quoiqu’il foir poffible quel-
quefois d’en extraire la racine exade-
ment , {¢avoir , lorfque # & x ont des
valeurs rellement combinées gu'elles re-
préfentent un quarcé parfait.

X V1L Defcartes a donné le premier
des régles générales pour confiruire les
équations folides par une combinaifon
du cercle & des fettions coniques (1),

{«) Geom. [ib. 3,
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fommet de la parabole , 12 coupe en
trois autres pairts G, ¢, 5, dont les
trois ordonnées font les trois valeurs
de la corde cherchée ; fcavoir, GX la
plus petite , la corde du tiers du petit
arc; gk la moyennz, celle du reftai¢
au cercle enrtier , &enfinla plus gr;;nde
qui égale les deux euwires prifes enw
fernbie , eft celle du tiers de la circon-
férence angmencée du petic arc.

Les Géomertres qui ont fuccédé i
Defeartes , marchant {ur fes traces , one
be:.ucoup ajouté:‘l cesiavantions. M. da
Slufe eft un des principaus : on lni doit
d’avoir fait connoitre le véritable prin-'
cipe de la conftraction des équartions
par les lieux géométriques , & d'avoir
enféigné i les varier de plufieurs ma-
nieres , en employantrelle courbe qu’on
voudra combinée avee reile autre. Cleft
13 Pobjet du'fc,avam ouvrage (a ) qu'il

(&) Mefslabunm: | fei due mediz propoytion

sales per eircalum & ellipfior. vel hyp. infim
sitis modis exibity , in a®. Lesdii, 1654,
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publia en 1654, o il réfoud le pro-
bléme de la duvplication du cube d'une
Infinité de facons : cet ouvrage éroit
gcrit fulvant le ftyle des anciens Géo-
metres, & 4 leur imiration fon Autenz
cachoit fa méthode qui l'avoit conduit
aux découverzes qu'il y expofoir; il la
dévoila feulement en 1668, fuivantla
promefle qu'il en.avoir donnée dans la
préface du traitd donc on vienr de
patler (). Je me livrerois volontiers 2
expliquer cette méthode {i je ne crai-
gnois d'¢tre trop long ; je me contenteral
de reavoyer zux Auteurs {ans nombre
qui ont expliquée. M. Wolf far rout
V'a expofée avec beaucoup de précifion &
de netteré dans fon cours de Machéma-
tiques (£ )5 il feroir a defirer , & pour
lavantage de cenx qui cherchent 2
sinttier dans ces {ciences , & pour la ré-
puration de fon Auteur , que routes les
parties dece cours répondiflenc A celle [,

(a) Mefolabam uni cum 44 jronchis Mifeel. |

(&) Elemn, analy/ T, 1. chap.7 & 3.
XVIIL
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prend (fig 40 ) K A==a, & aptés ['a-
voir partagée en deux égalementenC, il
dcrit du centre X une circonférence
circalaire € X, &c. ot il inforit CX =
by alors i I'on infere dans l'angle
EXY, la ligne £ T convergente au
point X & égele 4 £ 2, les guate
lignes X4, X, KE, C X leronten
proportion continue. A l'égard de la
trifection de Fangle , la corde de l'are
propofé (fig. 41.) érant C X, & C Ale
diamerre , il fuffic de prolonger indéfi-
niment 4 X, & d’adapter dansPangle
EXC, laligne EY==C4, & con-
vergente au centre X , arc X/ fera le
tiers cherché, Certte derniere conftruc-
tion tevient, ala vérité, 4 celle de Aico=
mede; mais elle el une fuire de la ré-
gle générale que Aewran a érablie plos
haut pour la conftruction de rtous fes
problémes de cet ordre: la premiere eft
€galement neuve & recommendable pat
fa fimplicité. M. Neweon en donne ua
grand nombre daurres dans le méme
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XVIIL. Je ne puls mieux ferminer
fe récit des travaux des Géometres fur
ks deux célebres problémes qui nous
ont occupé dans ce chapitre, qu'en
expolant quelques unes des belles folu-
tions que M. Newton en 2 donnédes ().
Vai déja dit ailleurs qu'il avoir faic
voir , contre le fentiment de Defoarres ,
que ce n'éwoir pas le degré de compo-
fiion des équarions des courbes , mais
uniquement le degré de facilité A les
décrire qui devoir dérerminer 3 faire
ufage des unes plutdt que des aucres,
Sutvant ce principe, M. Newtor employe
{a conchoide 4 trouver les deux moyen-
nes proportionnelles & la trifection de
langle , & il le faic avec une élégance
fort fupérieure 4 celle des folurions du
Géometre ancien , du moins dans le cag
du premier de ces problémes ; je vais
metere le Lefteur en éuart d'en juger,
Les deuxextrémes doanées étanta, b, if

{ &) Arithm, univer[. appendix de confirugs
Bione cquationin,
N

bV CERCLE. Y31
Ouvrage auquel je renvoye. Ce livre,
quoique élémentaire , doit &rre entre
{es mains de tous les Géomerres , com.
me érant marqué, ainli que toures les
aurres productions de ce grand hom-
me ; 24 coin de fon génie , & d'ailleurs
contenant des recherches & des quef-
tions qui ne font pas au deffous des
plus habiles en géométrie.

XIX.1ly eut dans ['antiquité, com-
me a préfent , un grand nombre de
prétendues folutions de ces deux pro-
blemes par la Geomeérrie plane 5 Puppus

{ 4 ) nous ledir d’une maniere exprefle,
& le commencement de fon rroifiéme

livre des Collections matbénariques | eft
employé 4 réfuter une de ces. folutions,
I es aurres tentatives de cecre efpece ont
eu le fort quelles méricoient, & ne noys
font pas parveaues. Depais le renoy.
vellement des {ciences parmi nous, leg
faulles duplications du cube ou trifze-
tions de langle, font prefque aufli

(#) Coll. mashem.prafiliv. 3.
' N1
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communes que les prétendues Quadra-
rures du cercle , & méme rien n'eft plus
ordinaire que de voir ceux qui' fe van-
-tenc d'Brre en pofleffion du dernier pro-
bltme , annoncer en méme rems les
deux aurres. Oronce Finée | Jofeph Sca-
liger 5 Delalens, les fieurs Clerger , Liger,
Rc. en font das exemples. Je pourrois
aifément former un article affez €cenda
de leurs malheurenfes tentatives ; mais
les mémes raifons qui m'ont fair cer-
tiner le chapitre précédent, malgré
Pabondante matiere qui fe préfentoit
encore pour le groflir, me font mettre
fin 3 celui-ci, §'il eft cerraines erreuss
qui méritent P'acrention des Philofo-

his; il n'en et affurémenc pas ainft
de celles de ces pygmées en geométric,
eliesne font dignesque de Ioubliquiles
dérobe 4 1a connoiflance des Géomerres.

KDL,
Tl

264 QuADRATURE DU CERCLE.

&tre exprimé en termes fmis; ce qui
exclut la Quadrature du cercleentier, &

de rout autre fegment quelconque,

F 1L

nvy CERCLE.

1o
]
Vi

- Addition au Chapitre I11.

N a dit dans ce chapitre,enparlane
de {a démonftration que M. Gre-
gori a voulu donner de linipoflibiics

‘de la Quadrature du cercle , qu'elie ne

concluoit bien qu'd I'égard de lindé-
finie. Aprés avoir réfiéchi plus arren-
tivernent fur certe démonfiration , il me
paroit que M. Gregoria eu raifonden
déduire Vimpoflibilité de la Quadra-
tre méme définie du cercle ; car 571
eft vrai, comme il {emble qu’on ne
peut le lui contefter , qu'en général le
rapport d'un fegment ou d'un fectenr 2a

‘polygone inferic ou circonfcric ne peut

erre exprimé par une fonétion finte , il
eft évident que cela anra également lieq
a l'égard du cercle entier, & de quel-
que fegment ou fecteur particulier que
ce foir. Il n'y zura done dans le cercle
aucan fegment ou fefteur dont le rap-
port avec une figure rectiligne puifie
N iy
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ALPHABETIQUE
DES MATIERES.

Le nombre remain défigne le chapitre, &
Ye chiffre arabe indique l'asticle,

A.
1 Nazagore, Il recherche {2 Quadrature de

cercle dams (3 prifon,  chaz. 1L parz. 2
vintiphon. 11 compare le cercle d un polygone

d'un nombre infini de cSeés; il eft delap~

rouvé dans L’an”tiqr_:zité , maisd tore, 1. &
Appollonius. 11 enchérit fur Papproximation
& Archimede, 11 1o. Sa folution du pro-
bléme des deux moyeanes proportionnclies,
V5L g
Approximations, Ce quecelt, & leur wriliré,
L 5, 13. Diverfes-approximarions : celle
&Archimede 11 7. De Mezius, 111 2. De
Viete, 111 3. D’Adrianus Romanas, 111,
4. De Ludolph, #id. De MM. Sharp ,
Machin, de Lagni, IV.18.
Archimede, $a mefure approghée du.cercle,
I1. 7 ¢y f#v. Son adreifle dans fes calenls,
igid, o
Niv '
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Dinoftrate , Géomerre platenicien, inventeus
de la quadratrice , Pewploye 3 la trifec-
tion de T'angle, ehap. VI. 14
Diocles. 5a folution du probléme des deux
moyennes par la ciffoide , . VLio
Duchefe , Quadrateur réfuté par Pierre Me-
tius, lui donne liea de trouver fon rapport
fameur , Y. 5

E.

Eratoflenes. Idde de [a folmion du problime
des deux moyennes proportionnelies,, VL. ¢
Euadexe réfour le méme probléme parcettaines
courbes, Jugemens sontradifloires que
portent de lui Eutocius & Eratoftenes

VI

Euler. (M.} Application qu’il fait des frations
coatinaes 3 dérerminer les limires les plus
fimples du cercle, IV. 7. Maniere donril

exprime ["arc de 45°, par deux fuites con-

vergentes & rationneiles , IV. 10. S2 mé-
thode pour la fommarion des {uites, appli-
quée 4 ia mefure du cercle , IV, 22

F.

Fration consinue, Expreflion dont on a un’

exemple, b, 1V. 6. Unde leurs ufages, i6id. »
G.

Gregori, ( Jacques ) Géomerre anglois, fon
livre De verd cirenli dp byperbals quadra-
tura, 11y démoaire Iimpoflibilitéd de fa qua-

6 “TABLE
Arekiras, 1dde de {1 folution peu praticable
néanmoins ingénienfe ", du probléme des

- deux moyences, VL 4.
Ariflopbane, Trait de ce comique {ur la Qua-
dratare du cercle & fur Metdn , 1L 3

Arithmézigue de Pinfini. Son objer, coliivée
par Fermat,Defeartes, Roberwal , Cavaileri,
augmeatée par Wallis, perfectionnée par
Newton, & aboutiflant ag calcul intégrad,

. V. 2, 3 &b fuio.

Aynfeom , dilciple de Gregoire de §. Vincent,
gefend {3 Quadratgre | L 5

B.

Baffelin. 82 Quadratare embrouillde, V. 2.
Bernonlli. 1dée de {2 méthoda pour déterminer
les limites de plusen plus rapprochées du
cercle | V.zg
Brounker (Mylord). 3on expreflion en frac-
tion continue, de ia grandeur du cercle;

i1v.¢
Bryfon, Son crreur {ur ia grandenr du.cercle ,
IIs.V.2

C.

Cerele. { Quadrature du ) Foyez Quadrature?
Cufa. (le Cardinal de ) Faufles quadrarures
9u'il propofe , réfurées par Regiomontanus,
UL 1, V. 4

D.

Defeartes. Ses conftru@tions du probiéme des
deux moyennes & de ia rrifection de lan-
gle, YLz
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drature de ces courbes. Précis de {3 aa
monftration 111 16. 82 querelle avec Huyw
gens 4 ce fujer, ibid, Ses approximationg
commanes au cercle & 3 Ihyperbole | i5id,
Il donne une fuice pour le cercle > IV 1.
Il découvre [a méthade de Newran. If trous
ve le premier la fuice de Iarc par Ja taagente,
& fait diverfes autres découverntes analyzi-
ques. Eloge de ce Géometre, ibid,

Gregoire de S, Vinceat. Foyex 5. Vincent,

H.

Heron & Alexandrie. Sa folution du probiéme
des deux moyennes VL g
Hippoerate de Chio. Cherche 2 Quadrarure dis
cercle , & trouve fa lunolle abfolument
quarrable, 11, 4. Mauvais raifonnement
qu'on lui atzribue , & fa juftification , 1T ¢
Hobles. Prétend aveir tronvé 1a Quadrarure
du cercle, la duplication du cabe , &c. Ré-
furé par Wallis | il s'en prend i la Géoméa
trie, & veur la réformer entierement. Il en-
tafle mille piroyables réponfes, V.3
Huygens. Son livre intitulé , Nova dr cireals
. magnitndine inventa, 11 v perfeftionne les
invenrions de Snellius | I11. 7. Approxima-
tions géomérriques quiil y donne de la cit-
conférence & des ares de cercles |, bid.
Anire ouvrage du méme Auteur; {cavoir,
Nova thesremata de cireuli g Byperbols
qaadratura. Ce quil centienc, ibid. 3, 1
séfute Grégoire de . Vincen: , #bid. 9. Sa
guezelle avec Gregori , ikid. 1%
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L

Tnterpolations , ( méthode des ) inventée par
Wailis, Ce que c’eft, IV, 3. Ufage quiil e
faic pour la Quadratbre da cercle, & ce
qu'il en retire | ibid. 4. Newron la perfec-
tienne , & elle le conduit aw caleul intégral,

ihid. &
Kc’

Kolhanski ( le Pere). Approximation géomé-
trique fort élégante, qu'il donne pour la
circonférence du cercle. Note de lart, 7. IIk

L.

Zagni (M. de) tronve ia fhite de Uarc par Iz

tangente, IV, 13.50n rapport dela eircanfé--

rence au diametre, exprimé er 12y chifi-

fres , w.is

Teibnitz, , un des inventeurs da Ia (uite de Pare
par la tangente. Sa juftification-du plagiac
ue lai ont reproché quelques anglois 4 ce
zlje:, V.12, 13
Zeotand (1e P. ), Jefuite , un des aggrefears
de la Quadrature de Gregoire de S, Vincent,,
en démontre folidemeny Ia fauflecd contre
Iui & [es défenfenrs, L o
Longitndes, Elles ne dépendent point de la
Quadrarare du cercle s c’eft une fimplicité
de ie penfer, i 1o
Longomontanus. 1 fe perfuade avoir trouvé la
Quadratuzedu cercle,V. Raifon quilafligne
pour celie du diametre d la circonférence,,
ibid
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- Kicomede y aoplique la conchotde , 8. Dio-
. cles l1a cilfoide , 9. Solution de Pappus &
de Sporus, bid. Indication de diverfes {olu~
sions moderaes, par Viete , Huygens , &c.
VL 1. el impothible de réfoudre ce pro-
blémes par la Géoméuie plane, 15. Deln
cacres le réloat avec one parabole & un cer-
cle, 17. Solwion éiégante qu'en donne
Newton , : 15

N

Newten. 11 travaille d’abord fur les iddes de
Wallis , & trouve la premiere fuite pour la
mefure indéfinie du cercle, IV. & Ileft
bienséc en polleflion d'une foule de décou-
yerTes analytiqu?,s , & enrr’ares du caleul
intdgral , 10. Ses diverfes {uites pour les
arcs & les fegmens circulaires, 1V, 10, 14
Sa 'métiode pour la dimenbion des courbes,
pat le moyen de queiques ordonnées équi-
diftantes, IV. 23. Démontre impoliihi-
Licé de 1a Quadrature indéfinie du cercle,

‘ o Ui 1

Nicomede, Sa folution da'probléme des denx

" ‘moyennes propertioanelles par la conchoi-
de. Avantage qu'elle a. Elle eft forr approu-
vée par Newton, qui Pimice dans tous les
autres problémes folides, Yi 3

0.

Dronce Finde, Machz_énj.ati_cic:}dc quelgue céx
14brird dans le feiziéme (écle [’ fe trompe
gidiculement fiar la Quadrature du cercle&
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Ludoloh 2 Ceulen. Ses travaux & fon approxi-
mation de la circonférence en trente-cing
déeimales | ] 111, 4,5

Lunwlile @Hiprocrate de Chio. Addition qu'y
font divers Géometres modernes. En note ,

11 4

M.

Machin ¢ M.). DPoufle lapproximation de
Ludolph 4 cant chiffres, . 1V. 18
Mallement de Meflange , eft célébre par mille
impertinens (yiiémes phyfiques, & de plus
par fes préeentions [ur la Quadrarure du
cercle , V.12
Mazhalon { le feur ), Quadratenr, puni pac
la prrie dune {fomme de mille éeus, pour
avour défid les Géomerzes de démontrer qu'il
g'étoir trompé, Y. 1o
Menechme | Géometre platonicien, réfou: le
probléme des deux moyennes, par les fec-
tions coniques, de deax manieres diffé-
Tentes, VI 5. Remarque (ur fes folutions ;
ibid.

Metius. Rapport approché qu'il donne de la
circonférence an diametre , fon avantage,
I1L 2. 1} réfute Duchefne | V.4
Meton., eft mis [ur la feene par Ariftophane,
“aw {ujet de la Quadrature du cercle, IR 3
Msyennes proportionnelles continues , ( pro=
bléme des deux ). Son hiftoire , VI. Réfolu
méchaniquement par Placon , 3. [’une ma-
niere tiop intelle€iuelle & trop pen prati=
cable par Architas | 4. Scavamment par Me-
nechme , 5. Solution {’Eratoltenes , &.
Celles de Heron, Philon, Appellonias, 7,
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divers autres problémes fameux, V. ¢, 2e:
futé par Buteon, Nonins , & #id,

P.

DPhilon de Byzance. Sz (olution du probléme
des denx moyennes, V9L
Philon de Gadare , ancien approximateur ,
IL 10
FPlaton. 1 réfous méchaniquement le probléme
de la duplicarion du cube , Vi 3
Porta { Jean-Bapiifte ) ; Médecin napolitain,
travaille fur les lunulles circulaires | pour
arouvet fa Quadrature de cexcle , & (e
trompe, V.2

. Q-
Quadratrice, Ses propriétés dépendantesde Iz
Quadrature du cercle , L 7. Lour inutilité
pour y parvenir, I1 2

Quadrature du cercle; Ce que c'eft, 1. 1

Quadrature ablolue , 3. ou approchée |, 4,
définie ou indéfinie, 8. Quelle eft fog uti-
1ité, 9. Stelle fert anx longitudes , ro. Elle
£l lbupgonnée impollible par Wallis, IV, ¢,
Touz le monde convient que Iindéfinie cft
impoflible, IfL 11, Démonttration quion’
en donne, fbid. Gregori prétend la Qua-
drarure défnie impoflible, ITL 10. & l'on
croiz que [z démenfiration eft concluante.
Addition ais fin. Voyez enfin tout le fom=
smaire de cer ouvrage.

R.

Regiementanus réfuce le Cardinal de Cufa , TIL
V.4
Romanns ( Adrianvs ).doane une approximas
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tion en dix-fept chifites, ITL 4. Kk éfute Sca-
liger, . V.7

S.
Sarafla{leP.de), défenlour de Gregoire da
S. Vincent , écrit pour {2 quadrasure, Sa dé-
fenke eft (cavante & folide par tour ailleurs

que fur le poinc contefté | 1. 5
Sealiger ( Joleph). Sa pitoyible Quadrature
& fes aurres prétentions réfuzées V.7

Sharp ( Thomas ). Poufle 'approximation de
Ludolph 2 foirante-quinze chiffres, 1V. 13
Simpfon (M. Thomas ). Sa méthode pour la
fommaticn approchée des fuites, 1V. 21,
Movyen for: -[inpic qu’il doane peur la di-
menfion descourbes par les ordonnées équi-
diftantes , . ibid. 14
Slufe (M. de}, perfeftionnela regls de Def.
cartes , pour la conflrution des équations
folides, VL 17. Réfour le probiéme des
deux moyennes dune infinité de manieres >
ibid.

Bnellins ( Willebrord ), moyens qu'il imaging
pour rapprocher les limires de 1a circonfé-
rence circulaire, & les calculer 3 moins da
frais, 1IL. 6. Ses awtres découvertes & tra—
vaux dans ce genre , ibid.,
Spirale , fou inutilité pour parvenir i 1a Qua-
dearare du cercle, L7.IL 1,14
Sporas , {3 folution peu différente de celle de
Pappus , V5 10
Suite ou ferie. Suites particulieres de Gregori,
IIL 10. Inventions des fuites par Newron,
1V. 8. Diverfes fuites pour 'atze , pour Farc,
poar le fiaus ou le cofinus, IV. 1o, Manicre

de les employer , IV, 15, 16, 17. Manjere
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de les fommer parapproximation , IV. 27,23
T.

Trifection de Pangle. Probléme folide & irrda
foluble par la Géométrie ordinaire, V1., §-
Queltions auxquelies on voit d*abord qu'elle
fe réduir , VI 11. Manieres différentes dong
les Anciens les réiolurent , iid. 12. Salu-
tions ds Delcartes, i$id. 1¢. Celle de New-
ton, ibid. 1%

V.

Piete. 11 donne une expreflion en termes ind
finis pour-reprélenter le cersle. Son approxi.
mation en onze chiffres 171 3. Autresin-
ventions (urla meluse approchée du cercle.
Note de Pax. 7. IiL

Fincent ( Gregoite de$.), Géomerre céle-
lebre, recherche de bien des manieres la
Quadrzcure du cercle, & croit enfin Pavoir
trouvée , & méme de plufieurs fagons. Expo-
ficlon de {2 quadrawure principale. Elle eit
attaquée par Huygeas, Roberval , Merfenw
ne, le P Leotaud. Défendue par Sarafla &
Ainfcom. Hiftoire de cette quercile, 1l eft
enfin-terraflé par Huygens & le P, Leotaud,

IiL g
w.

PV allis. -perfeftionne Parithmetique des in<
finis , quarre ungrand nombre de coutbes
IV. 2. Il elt arrdee au cercle, & imagine fes
interpelations. Il donne par ce moyen la va~.
leur du cercle en termes infinis, 1V, 3, 4.
Sou fentiment {ur Pimpoflibilicé de 1a Qua-
drature abfolee du cercle, - ibid. §
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