INSTITUT
DE RECHERCHE

POUR L'ENSEIGNEMENT
DES MATHEMATIQUES

mathématiques
approche

par des textes
‘historiques

-

S

Ob]QCtlf Sensibiliser professeurs et é&laves & l'évolution des
concepts et du langage mathématiques

SUﬂeh Exemples d'utilisation de textes originaux

Niveau: Colliége et lycée

publiC: Professeurs de mathématiques

e

61

¢ 88080 88084
EE D N D )

UNIVERSITE-PARIS VII






he

approc
des textes

hitor

%]
=
o

-

quCS

€mati

math
ar

[ 4

P

] Ol .,vﬂ‘v._.\
\“Wvﬁ\w\\.\.\\v“...ﬁ.. ...

V3

JANVIER 1586






1. R. E. M. DE PARIS VII

(1985)

Ont participd :
- & L'3fabonation

de £a brochure

- & L'expirimentation des Lextes :

Marie-Loudise
Martine

Anndie
Marie-Lucie
Marie-Frangoise
Bernadette
Michile
Maryvonne
Manie-Frangcoise
Paule

Yues

Frangedse
Jean-Luc

BABAULT
BUHLER
DEBIARD
DELALE
DELMAS
DENYS
GREGJTRE
HALLEZ
JOZEAU
KNERR
PAQUELTER
VERDONCK
VERLEY

--—_--..-.-.—---__---..q--—-—--.....------...-.—-——_--..._—--—_--..._.--—__a-..-.--——----—-.---—-——...-.

La rdalisation technique de £'ouviage est due :
au Studio ACHEBEE (maquette de fa couverture)

et a Mmes Anndie COLLIN (‘Dac,tyﬂcg)-‘_aph‘:a}
Odette DIERAERT o
Nadine LocurTERf (Dupkication]

..---—-—_..----n-.—---—--—--..u--------.,---—__--..-n----—-----.-————-..—--------.—--_----—‘-...—

Lo bois de fa couverture est celul de fLa page de titre de £'ouviage "Institutiones
arnithmeticae ad penpioizndam astrofogiam et Mathematicas gacullates necessariae”
de Hiemnonymus MUNYOS, Velencia, Espagne, 1566.






Les professeurs de disciplines scientifiques ont de plus en plus conscience
d'une dimension culturelle de 1a matidre qu'ils enseignent face & une présentation
des sciences comme "produit fini".

L'histoire des sciences participe de 1'histoire des idées et de la socigt®.Contrai-
rement & 1'idée courante d'un développement linéaire des mathématiques, celles-ci se
développent suivant un mouvement qui peut nous sembler déconcertant : les découvertes
techniques et les préoccupations de rigueur jouent un ballet subtil que ncus souhai-
terions faire apercevoir aux &léves dans la lecture de quelques textes originaux.

Elaboration de la brochure.

Un groupe de professeurs de mathématiques réunis toutes les trois semaines &
1'1. R. E. M. a cherché comment intéresser les &léves du secondaire & 1'histoire des
mathématiques. Cette brochure est le résultat de leurs travaux.

Au cours de son &laboration, des expérimentations ont até effectuées dans des
classes, de la d4e 3 la terminale ; elles ont mis en évidence les difficultés d'appro-
che, par des lycéens ou des collégiens, des textes historiques. Des exercices ont
alors 8td concus pour en faciliter 1'étude : ils consistent le plus souvent & pcser
le probléme dont i1 est question dans le texte dans un langage mathématique moderne,
plus proche des &léves.

Dans 1'ensemble, ces &tudes ont &t& bien accueillies malgré {et peut-&tre grdce )
Jeur caractdre inhabituel, et les &l3ves ont manifesté un réel intérét pour ce type

d'approche.

Conception.

On 1it dars les programmes :
- de le Al : "On introduira une perspective historique, ce qui permettra de mieux
saisir le sens et la portée des problémes et notions é&tudiés, et de les situer dans
le développement scientifiqua et culturel. En section Al, 1'étude de quelques textes
mathématiques originaux, en rapport avec le programme, est vivement conseillée".
- de 1e S : "On introduira une perspective historique, ce qui permettra de migux sai-
sir le sens et la portée des notions et des problémes &tudiés, et de mieux comprendre



les ressorts du développement scientifique”.

L'étude de textes originaux, d'un niveau accessible aux &léves, permet de leur
faire prendre conscience de 1'évolution historique d'une notion mathématique.

Elle a comme avantage :

d'introduire cette notion de maniére plus concréte et plus motivante,
de voir la maniére dont cette notion a évolug,

de voir les problémes qui ont préoccupé les mathématiciens,

de mettre en évidence les avantages du langage symbolique.

La brochure est organisée par thémes donnant lieu chacun 3 un chapitre ; elle
regroupe au total 15 textes d'ARCHIMEDE & NEWTON et ARGAND. Chaque théme est pré-
cédé d'un "chapeau" historique, et chaque texte est accompagné d'exercices d'appro-

che.

Le probléme des partis, de PACIOLI & PASCAL et FERMAT, a fait 1'objet d'une in-
troduction historique et d'une recherche particulidres donnant lieu & deux types
d'expérimentations et 3 des comptes rendus détaillés.

Utilisation.
Les exercices sont proposés pour faciliter 1a lecture du texte. I1s peuvent étre
traités préalablement & la maison ou en classe.

La Tecture, si elld intervient aprés la correction des exercices, bénéficie des
acquis de cette préparation. Les obstacles d'ordre mathématique &tant levés, i1
reste alors & &lucider les difficultés de langage.

Si, en revanche, le texte est proposé avant la correction des exercices, alors
1a recherche de la résolution du problame resté en suspens devient une motivation
de 1a lecture du texte original.

Une mise au point historique permet de situer le probléme dans le contexte du
développement scientifique et culturei.

L'I. R. E. M. de Dijon & joué un rdle précurseur dans ce type de préoccupaticns,
et nous avons largement prefité de leur expérience.

Nous serons heureux de connaitre les résuitats de vos expérimentations, vos trou-
vaillas, vos suggestions ; tous vos apports seront toujours les bienvenus 3 :

Groupe M : A. T. H.

1. R. E. M. Université Paris VII
2 placa Jussieu

75005 - PARIS
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chapitre ]
Le nombre 7=

La mesure du cercle est un théme qui traverse 1'histoire des mathématiques depuis
T*antiquitd la plus reculée jusqu'aux recherches les plus récentes d'algerithmes per-
formants pour calculer ™ . Les premiéres investigations datent de 1a naissance de
la géométrie, et le probiéme gtait déji célébre dans 1'Antiquité. Ainsi, dans sa co-
médie "Les Oiseaux", ARISTOPHANE, pour se moquer, fait dire a un géométre : "Je vais,
ta régle et 1'éguerre en main, vous quarrer le cercle", faisant sans doute allusion
aux solutions fausses qui foisonnaient déja.

Le petit traitd "La mesure du cercle” est caractéristique de 1z méthodologie
d'ARCHIMEDE. On remarquera, dans la premidre partie, 1a lourdeur de 1a méthode apa-
gogique de double raisonnement par 1'absurde qui esquive le passage & 1a limite, et
1'intervention de 1'infini qui est proscrite. On notera également la formulation

complétement géométrique de 1'@noncé.

e taxte de VIETE utilise des méthodes archimédiennes trés classiques, mais qui
introduisent dans le résultat une suite infinie de termes. Signalons que, un peu
plus haut dans le “"Variorum de Rebus Mathematicis”, VIETE donne i avec 10 déci-

males.

Cette pracision a &été considérablement améliorée par LUDOLPH, dit Van CEULEN (car
i1 &tait originaire de la région de Cologne, CEULEN en flamand), qui consacra sa vie
au calcul de = , et obtint 20 décimales exactes en calculant la longueur des c-
tés d'un polygone raégulier de 15 x 231 cotas. I1 parvint @ 35 décimales exactes,
résultat qui fut pubiié de maniére posthume par SNELLIUS (1621).

La naissance du calcul infinitésimal change radicalement 1a problématique, puis-
qu'il s'agit de calculer la valeur approchée d'une intégrale ou de Ja somme d‘une
sdrie infinie. Le texte de NEWTON est caractéristique de ces nouvelles techniques.

La démonstration de la transcendance de « par LINDEMANN en 1882 établit défini-
tivement 1'impossibilité de la quadrature du cercle avec la régle et le compas.



ARCHIMEDE : "La mesure du cercle” Niveau:
Traduction Charles Mugler
Edition "Les Belles Lettres", t. 1, 1970. 3e-2nd

Exercice préliminaire.

1) Soit € un triangle rectangle dont les cdtés de 1'angle droit mesurent res-
pectivement P et R . Quelle est 1'aire de ce triangle ?
2) Soit € un cercle de rayon R , de périmétre P , et d'aire ﬂt Montrer :

db= 172 wp .

Le but des exercices sutvants est de faciliter la lecture d'un texte d'Archiméde

ou celut—ci démontre géométriquement une proposition équivalente & cette édgalité.
Lire la proposition 1 (lignes 1 & 4) du texte ei~joint.

Remanque : "Un cercle est équivalent d wn triangle ..." stgnifie : "L'aire d'un

cercle est dgale & l'aire d'un triangle ...".

Exercice 1.

On utilisera le fait que, dans le plan euclidien, 12 plus court chemin d'un

point & un autre est 1z ligne droite.

I-1) Tracer un cercle @ de rayon R , de centre O . Tracer un carré ACEG ins-

crit dans &.
2) Soit K 1le projeté orthogonal de 0 sur (AC) . Justifier :

0K < OA
{a)-Exprimer 1'aire du triangle AOC & 1'aide de OK .
-En déduire 1'aire c‘ﬂ, du carré ACEG , et 1'exprimer en fonction de son péri-

métre P, .

(b) Montrer : 9%1 < 1/2 RP (oG P est e périmétre de %).



II-1) On appelle B et F 1les points d'intersection de la médiatrice de [A , (]
et de . €. On appelle D et H 1les points d'intersection de la médiatrice de
[c, E] etde ¥ . On pourra montrer que Te polygone ABCDEFGH est un octogone
régulier.

2)(a) Soit T 1le projeté orthogonal de 0 sur .(AB) .

-Exprimer 1'aire du triangle AOB & 1'aide de QT .

-En déduire 1'aire ﬁ% de 1'octogone, et 1'exprimer en fonction de son périmé-
ire Py .
(b) Montrer : % < 1/2 RP .

3) Comparaison de 3t+ et ﬁ% .
(a) Exprimer 1'aire du triangle O0BC & l'aide de KC .
(b) Exprimer 1'aire du triangle OKC & 1'aide de KC .

Ic) Comparer ces deux aires. En déduire : &, < 45 .

En itédrant le procéddé avec des polygones réguliers & 16 , 32 , 64 , ... cOtés,
on obtiendrait les inégalités- suivantes :
@ < < <&, <y < oon < /2 RP
Corme 1'aire des polygones successifs est de plus en plus proche de 1'aire du cer-

cle, on en déduit : df¢ 1/2 RP , od #t est 1'aire du cercle.

Voir texte : parcgraphe suivant la figure €1.

Exercice 2,

1) Tracer un cercle & de rayon R , de centre 0 . Tracer un carré A'C'C'G'
circonscrit au cercle €.

2) Calculer 1'aire ﬁh de ce carré en fonction de son périmétre Q, .

3) On admet G, > P . Montrer : & > i/Z2 RP .

Si on construisait un octogone réqulier circonscrit & € d'aire @8 , On pour-

rait montrer : @% > ﬁg > 1/2 RP .

En itérant le procédé avec des polygones régulfers & 16 , 32 , 64 , ... cOtés,
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on obtiendrait les inégalités suivantes :
Q)@B>&e>@32>&u>...>l/2Rp,
et, de la méme maniére que précédemment, on obtient :

g5 1/2 RP

Veir texte : paragraphe sutvant la figure 62.

Exercice 2.

Construire un cercle & de rayon 5 cm . Construire un carré ACEG inscrit
dans @?, puis 1'octogone réguiier ABCDEFGH (ef. exerecice 1). Sur 1a méme figure,
construire le carré A'C'E'G' circonscrit d & tel que A ¢ (A'C') , puis 1'oc-
togone rdgulier A"B"C"D"E"F"G"H" circonscritd € tel que A € (A'B') . Compa-

rer & la figure 61 du texte.

Des conclusions des exercices 1 et 2, on déduit :

fi= 1/2 RP

Exercice 4.
Lire la proposition 3 du texte d'ARCHIMEDE.
Compiéter :
On appelle P le périmétre d'un cercle, et D son diamétre. Le texte affirme
(transcrit en langage moderne) :
P=3D+5S, avec ... <S <30
En déduire :
<P <.,

En déduire un encadrement de = par des fractions, puis une valeur approchée

da 7 & 1072 pras.
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VIETE : "Variorum de rebus mathematicis responsorum Niveau:
1iber VIIIUS®
Tours, 1593. 3e-2nd

Exercice I (proposition I du texte de F. VIETE).

1) Dessiner un cercle de diamétre (8, C] , de centre A (de rayon 3 cm).

Dessiner un polygone régqulier de cdté [&D] inscrit dans ce cercle (le nombre
de cotés est laissé au choix du lecteur).

La médiatrice de [B , 0] coupe 1'arc BD en E , et lea segment [B , D] en
F . Compléter le polygone régulier de coté (Be]. Combien a-t-i1 de cdtés ?

On appelle A, 1'aire du premier pelygone, et A, 1'aire du second polygone.

On va montrer :

2){a) Montrer :

AL ¥ 3ipe du triangle BDA

A, - aire du quadrilatére BEDA

(ligres 16 & 20 de la traduction).
{b) Rappeler la formule de 1'aire d'un triangle.

Montrer :
"aire de BED"_EF
aire de T BF

En déduire :

[} it ’
aire de BDA —_ M1 AF _ AF

aire de BEDA A,  AE T B

(1ignes 20 4 28).

{c) Montrer :

(lignes 23 4 32).
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Exercice II.

Premiére partie.

1) Tracer un cercle de centre A, de diamétre 1 , et un carré BDCG inscrit

dans ce cercle. (On prendra comme unité 6 cm )
2) Calculer BD , et 1'aire du carré.

3) Tracer la médiatricé de [B, D] . Elle coupe 1'arc BD en E , et le seg-
ment [B , D] en F.
(a) Quelle est la nature du triangle BFA ?
(b) Calculer BF ; en déduire FA et FE .
{c) Quelle est 1a nature du triangle BFE ? Calculer BE .

(d) Calculer EC . Montrer :

P
4) Quelle est la masure de 1'angle ECB ? Quelles sont les valeurs des lignes

trigonométriques de cet angle ?

Deuxidme partie.

1) Compléter 1'octogone régulier de coté (BE].

2} Tracer la médiatrice de [B , €] . Elle coupe 1'arc B en H , et le seg-

ment [B ,E] en I.

(a) Montrer : AI = 1/2 EC .

(b} Calculer IH , puis 1IB .

(c) Quelle est la nature du triangle BHC ?

Calculer B8H , puis HC . Montrer :

Troisi2dme partia.

On appelle A; 1'aire du carré, A 1'aire de 1'octogore, Az 1'aire du poly-

gone & 16 cotés {de cdtd [BH]), A, 1'aire du polygone 3 32 c¢5tés (comment le
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construirait-on ?7), etc.

L'exercice I permet d'affirmer :

En déduire la valeur de %t . (Lire la proposition I du tewte.)

Exercice II1 : Calcul numérique - Valeur approchée de « .

1) Que représente le nombre An quand n devient trés grand ?

2) En itérant le procédé (comme le suggére VIETE dans la proposition II), déduire
1a valeur numérique de %é , puis de %l . (Voir le corollaire de VIETE.)
n
3) Calculer -%L , 00 A est 1'aire du cercle.
Daduire de 1) et 2) une formule donnant une valeur approchée de = pour n 1irés

grand.
4)(a) Calculer 1a valeur approchée obtenue pour n = 4 ,5,6.

(b) Avec une machine programmable en basic, trouver un algorithme de calcul program-

mable permettant d'obtenir les valeurs approchées de = pour n quelcongque.



Traduction approximative du texte de F. VIETE.

PROPOSITION 1

8¢, dans un méme cercle, on inserit deux polygones nfgulierns, et &i Le nombae
de c3t8s ou d'angles du premien est La moditil du nombre de cdtds cu d'angles du
second, afors Le premier polygone sera au seoond comme 2'apotome du edxf du premien

est au diamiitre.

5 J'appelle apoteme du c¢dtg, fa conde qui
sous-tend 2'arce nestant de 2a demi-circongé-
rence, une {ois Le cdiE€ enlevi.

Dans Lo cexcle de centre A, de diameitrne

BC , on inscnit un polygone rEgulier quelcongue,
dont fe cd%% est BD . L'arc de cerncle BD

Eiant coupd par moiti en E , on Lrace BE .
De cette facan, on inscrnit un autre polygene
rEgulier dont Le ¢i2€ est BE . Le nombre de
c528s ou d'angles du premien polygone sera la moitis du nombre de cotés ou d'angles
15 du second. On frace 0C . Je dis que Lo premien polygone de c5tf BD esl au second
polygone de cté BE ou ED comme 0C est a BC . On trace DA et ED . I appa-
xait que Ze premier polygone contient autant de trniangles BAD qu'il y a de cotEs
ou d'angles dans L2 premier polygone. £t Le second polygone coeniient le méme ncmore
de trhapézes (*) BEDA . Donc Le premier poliygore esd au second polygcnz, comme fe
20 iniangle BAD est au trapze BEDA , Zoquel trapize BEDA esl divisi en deux inian-
gles BAD et BED , dont une base commune est BD . Ox, deux triangles ayani une

base commune sont entrz eux comme Leurs hauteuns entre elles. On trace AE sBcante

(+) Pour VIETE, wt trapdze est wn quadrilatdre qualeonque. Pour le vocabulaire rela-
+iF aquz polygones utilisé d 1'époque, consulter : Dictionnatire mathématique d'Ozanam,

peu en brochure IREM Parig=-Sud.
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en F & 3D . Comme £'are de concle BD a &tE coupd par moitil en E , AE coupe
BD & angle droit. C'est pourquodl AF  oat fa hauteur du tniangle BDA , et FE Lx
hauteun du friangle BED . Done, Le triangle BAD est au triangle BED comme AF
est & EF , et en comparant fe triangle BAD aux triangles BAD et BED mis en-
semble, clest-d-dire au traplze BEDA , on voit que c'est comme de AF 2 AE .
Ainsi, Le premien polygone sena au second polygone dans ce méme rapport. Mais AF
est @ AE ou AB comme DC estd BC . En effet, L'angle BUC el drolt comme
BFA , et pour cette nalson, AF et D¢  sont paralliles. Done, Le premiern polygone
dont Ze cft% est BD eat au second polygone dont Le cdte est BE ou ED comme

DC est & BC . Ce qu'il fallait démontrer.

PROPOSITION 11

84, dans un méme cencle, on inscrnit des pofygones riguliens & L'ingind, ot que
22 nombre de cdigs du p.':emién. soit 2o moitis du nombre de cdtis du second, fe quard
du nombre de cbtds du trolsdiime, Lo huirizme du nombre de ctgs du quatriidme, Ze
sedzilme du nombre de ¢dds du cinquilme, et ainsi de suite chague fois La moitll
en continuant.

Le premier polygone dera au noisieme, comme La surface sous Les apotomes des
cgtes des premier el second polygones est au carntd construit sun Le diaméire du
cencle,

Et au quatriZme, comme Ze solide scus Les apolomes des cizis des premien,
dewxiZme ot noisilme polygones, est au cube consirull sun Ze dizmitre,

Bt ainad de suite en continuant & L'ingdnd.

Seient, en effet, B 2'apotome du c8iZ du premien polygone, C celul du second,
D celul du #roisiZme, ete. Et soit I fe diamitre du cercle. D'aprls La propasd-:
tion pricédente, fLe premier polygone ost au second comme B3 est & I . C'est pour-

quoi, ce qu'on consiuit 2 partin de B dans Le second polygone, sera Zgal 2 ce

qu'on construil & partin de 7 dans fLe premien polygone ; mais Le second polygone
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ost au thoisidme comme C est & I . Et pan consiquent, ce qu'on consthult sous
Lo second polygone et B, c'est-2-dine sous fe premien et 7, est & ce qui se
constwit sous Lo troisiime polygone et B , comme C estd I . Clest pourquod
ce qu'on constault scus Le premien polygone et Le carnnd de 1 esl Egal & ce qu'on
constuit sous Lo troisilme et La sunface sous B et C . Done, Le premien poly-

gone est au troisdilme, comme La surface sous B ot C estau cand de 7 ...

COROLLAIRE

C'est pounquod un camd {nsendit dans un cercle serna au cenele, comme Le o2
du cantd est @ fLa puissance La pfus Zlevée du diamitre appliquie a ce qui &e cons-
tuit & L'ingini sous Les apotomes des cdt€s des polygones néguliens & huit, selze,
thente-deux, soixante-quatre, cent-vingt-huit, deux-cent-cinquanie-six coLds, et

fous Les autres avece fes cfils dans ce méme Aapporl de moitdle {w}.

Soit un cencle de diamdtre 2 . Le cd#d du cawd inscnit dans Le cerncle 25%
/7, Le cannd Lui-mime est 2 . L'apofome du coté de L'octogone esZ 7+ V7 .
L'apotome du cdt8 du polygone & selze cdils esi /24'___2—/—4-—__-/—? . L'apotome du coié
du polygone 1 trente-deux cdtls est /1 + Y EE L'apotome du cotd du

(%) Cette traduction est littérale. La phrase de VIETE n'est pas claire. La for-

mule correspondante en langage moderne est :

"pipe du oarré " C.@1e@3.Q3442@ e

Alre du cercle ded.q.eeden. :

o d est le diamdtre du cercle, C le cdté du carvé, et a L'apotome du cdté
du polygone régulier Q 22 ostds.

Ce qui dorme, pour un cercle de diamétre 1 (dernier paragrapke) :

/1, /1 1\/1'% 1,/1 1\ﬁ‘
\/:;- 7*zVzVzrzVzTzVz
pi

ou N est llcire du cercle.

2| o] s
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polygone & soixante-quatre cités est /2': J?2 + /7 + /2 + /7 . Et ainsd de suite

en continuant.

!

Soit un cencle de diamétre 1 . Le cencle est N . Alons, 7 sena & N, comme

'\/; a 2'units appliquie & ce qui 4e constuit & partin de :

/11\/:‘ \/1/11‘/1'
7*7Vr ¢ 7*7VT*IVT
11/1/11\/1' \/1[1\/1/11\/1‘
\é‘? 7*7V7*I1Vr & 7*37V7T*rIVI*IVTITIVT -
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Atvero cum magnirudines funt continue proportionales in infinitum,
abibit X in nihilum. Et evanefcere aferent Mechanici,cum minima gquan.
ticas fubfic caneum inzelledu.

Ltague evit fecandum tos. Vs diffevemsia rerminaym rationis ed terminumm vationis maforems, e
maxima ad compofisam exomnibu, Cum aliquin effet, Vi differensia terminorum v ationi ad terms.
pum rationis minorem , itaminima ad crementum. Eeut differentia terminorum yationiad teemi-
num rationis majovem, ita maxima ad compofitamex omnibus plas crementa.

Sint magnitadines proportionales in comtinsa rations [ubquadrupln we ;ﬂ:{pn. & fit mazima emniym,.

8. Compofiss ex omnibus fitt 4. Negue enim magnitadinibus illis in continua rationt [ubpuadvipls vxi.

fientibus quarum maxima ot 3, tansuls poreft akdi, quin compofisa fir major 4. Esqus pertinet quadrarie
Paraboles Archimedaa.

Sedvix adfentdentur Plaronici,cumipfa omnis Geomerria firinrelledta,

Carvr XVIIL
‘?o{ygarzomm circulo ordinate snferiptorum ad circulam ratio.

Uadravit parabolen Archimedes infeziptione continua triangulorum

exiftenrium & Asyw prrw, Quoniam enim wiangulo maximo parabo.
Iz inferipzo, fuperinferi fic riangula in continua ratione ad maximum il-
lud conftancer fubquadruplain infinicum: 1deo conclufic parabolen effe
maximi illius wianguli fefquirerriam. Atica circulum quadrare pefcivic’
Antiphon , quoniam circulo inferipta condnuc triangula exiftunt & Adyw
Pepiraw, & vago. An igitur circulus non porerit quadrari ? Si enim figura
compofira ex triangulis in rarione fubquadrupla ad darum maximum i-
angulum confituts in infinitum, ficad idem (efquicersia, infinitorum 4li-
qua fcientia eft. Er figurz quoque plana poteric componi ex triangulis
circulo in infinitum continue infcrips & Asyz, licetdgerre, & vago, Et
compofira illa 2d maximum wiangulum infcriprum aliquam habebit rd~
tionemn. Valebunr aurem Euclidzi adferences angulum majorem aciso
& minorem obrufo non effe reum. Circa hzc, uclicear liberius Philofo-
phari de incerzilla & inconftand polygoni cujufvis ordinate infcripd ad
polygonum infinicorum laterum, feu, fi placer, circulum, iza propono;

ProrostTio L

Si eidem circulo inferibantur duo ordinata poiygona, oumeras auLem
laterum vel angulorum primi , fit fubduplus ad numerum lazerum vel an-
gulorum fecundi: erit polygonum primum ad fecundum, ficut aporome
Latesis primi ad diamecrum.

E

/A

I

D Apotomen lareris voco fubtenfzcs
pevipheriz, quam relinguir & femicirea-
lo €3 cui lstos fobrenditur.

In citculo igitur cujus A centtum,
diamerer BC, infcribatur polygonam
quodcunque ordinarum , cojaslarus it
BD, Secavero circomferentia BD bi-
1 fariam inE, {ubrendatus BE. lraque
A inforibatur aliad polygonum ordina-
» tum cojus lacus Ge BE. Numerus igi-

tue laterum vel angelorum  polygos
primi, erit {ubduplusad numeram laee-
rum vel angnlorom fecundi. Conoes
&arur autem DC. Dico pclygo'nuu’:
primum cujus Jacas BD ad polygonom

{ecan~




Respoxsorvm Lisgr VIIL
fecundum cujus latus BE vel ED effe,urt DCad BC. Iungantus enim DA, ED. Coaoltac
joime polygonum primum tot eriangulis B A D, quot exiltuntlacera vel anguli polygont

- imi. Polygonum autem fecundum conftat toridem trapeaiis BEDA. Poiygonum igi-

qiir primum ad polygonum fecundum fe habec , ut triangulum BA D ad trapezium

BEDA. Quod quidem trapeziom BED A dividicarin duo triangafa BAD, BED, quo-
§im balls communis e 5 D. Triangula autzm quorum cademeit bafis funcuralritudi-
pess Agamuritaque femidiameter AE , ecans BD inF. Quoniam igitur cireumferentia
HD Gkt bifutiam inE, aGaAEfecacBD ad retosangulos. [caque AF eft aleicu-
FarrianguliBD A, & F E altitudo trianguli BED. Quare crtangulum B A D'ad risng-
fm BED cft, ur AF 3d EF, & componendo trizngalum BAD ad triangulaBAD,BE D
fimul jun&:,id ¢ftcrapezium BED A, fcut AFad AE. Qua 2deo inratione erietiam
jolygonum primum ad polygonum fecundum. Sed A Fad AE fea ABcft,0e DCadBC.
E0 enimangulus BOC re&us ficus BFA. &ideo funt pacallelz AF, D C. Eftigicur po-
{fgonum primum, cujustatus BD.ad polygsnum tecundum, cujus latus BE vel ED ,ﬂF::u:
BC ad BC. Quoderac oftendendum.

ProrostTro Il

Si‘eidem circulo inferibantur polygona ordinara in-infinicum , & ni-
merus larerum primi lic 1d numerum laterum fecundi {ubduplus, ad nu-
crum vero laccrum terdi fubquadruplus , quarn {uboétuplus , quinci
Fublexdecuplus, & ca deinceps condinua ratione {ubdupla.

Eric polygonum primum ad rertiam , ficuz planum fub aporomis lare-
um polygoni primi & fecundiad quadrarum d diamecro.

Ad quartum vero, ficut folidum ub aporomis laterum primi fecundi &
‘sertii jolygoni ad cubum & diametro,

" Ad quinrum, ficuc plano-planum fub apotomis larerum primi {ecundi
fertii & quarti ad quadrato- quadratum i diamewo.

Ad fextum, ficue plano-{olidym fub apotomis laterum primi f(ecundi
gerdi quarti & quind polygoni ad quadraro-cubum i diamerro.

Adieprimum, ficuc folido-folidum fub aporomis larerum primi fecundi
«tereii quard quind & fexti polygoni ad cubo-cubum & diamerro. Eceo
‘n infinicum coatinuo progrefiu.

_ Siz enim apozome Iatcrispulygonip:imiB, fecundiC, terii D, quactd F, quint G,
@i H. Ec ficdiametercirculi 2. Ex and=cedente igitur propofitione polygonum pri-
mum ad polygonam (ecundum erit, at Bad Z. ltagquequod fiz ex Bia polygenum fg-
fandum,eritzquale ¢i quodficexZin polygonum prirmuima; polygenum vera fecundum
Id certinm esic, utC ad Z. Er perconfequens, quod fis fub pelygono (ecundo & B,id
¢ quod fic fob primo & Zad id quod ficfub palygone tertio & 8, icee Cad Z. Quare
fuod fit fab polygone primo & Z quadrato, zquale eft =i quod fie (ubpolvgono tertio
& plano B in C. Eftigitus polygonum primura ad polygonum certium , ficucplacum B
inCadZquadratum. £ quod &t fub testio & plaso 3 n C, ®quale erit ¢i quod ficfub
Primo & Z quadrato. Qartis ex eadem antecedente propofitions eft,uc polygooum tet-
bom ad polygorum quastum, icutDad Z. Ecperconfequens. Quod fic {ub terrio &
Blano Bin C, ideft quod Ee fub primo & Z quadrato ad id quod fic fub quarro & plave
‘Bin C, eltficue Dad Z. Quare quod fie fub primo & Z cubo , zquale ericei quod hie fub
Hoarto & folide Bin Cin D, Efigirur polygonum primum ad quartum, ficue Bin Cin
‘Bad Z cabum. Eademqae Jemonitrationis methado esicad quintum, ficueBinCin
giﬁl’ad Z quadrato—quadraum. Ad (estam, ficae Bin CinD inFin G ad Z quadra-
Ao cubum. Adlepamum, fcaxBinCinDinFinGinHadZ ¢aba-cubum. Et eo con-
Mg in inficitum progredfi
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CoROLL ARIY M

Iraque quadratum circulo inferiprum ericad circulum, ficuzlatus liug
quadrati ad poteftatem diamerri aldiffimam adplicaram 2d id quod £
conrinue fub aporomis laterum oftogons, hexdecagoni, polygoni trigines
duorum laterum , fexaginea quatuor, centum vigind odto , ducentorum

uinquaginra {ex, & reliquorum omnium in ea radone angulorum lace.
rumve {ubdupla.

Sitenim quadratam circulo inferiprum polygonum primum , o &togenum esit {ecan.
dum, hexdecagorum tertium, polygonam eriginea duotam laterum quartam, & o cop-
tinto ordine. [taque erit, ut quadracum circule inferiptum ad polygonum extremam
feuinfinitorum laterum , ficur quad fic fub 2potomis laterum tetragoni, otogoni, hex.
decagoni, & reliquorum omnium in ca ratione {ubdupla in infinitum, ad poteftaterm
diametri altiffimam. Et peradplicationem communem, ficut spotomes lateris quadra-

_tiad poteftarem diametri altifimam adplicazam 2d id quod fir fub zpotomis latzrum
o&ogont, h:xdeca%oni, & reliquorom omnium in ea ratione fobdupla in infinitum.
Eft autem apotome lateris quadrati circulo inferipri ipﬁ lateri zqualis, & polygonum
infinitorum latetum circolusipfe,

Sit circali diamezer 3. Latus quadrati ei circalo inferiptifit o/ 2, quadratamipfum 2, Apotome ls-

teris oagoni ¢/ 2 = [/ 7 dpotame laveris hexdecagmi of 2= o/ L o5 Apotame Laseris pely-

goni trigimta dsorym Laserum o

—————————  _Apgtome lazeris polyzani fexagints qus-
i polyzeni fexagines g

gy

tuor laserum &/ 3y o Et e0 continuo progreffa.

2 Vz—;-v’,__,_ﬁ
Sit astem diameter 5. Cirealusx N, Erird adt N, flour oL ad anitazem edplicatam 4 i3

Y - - T._..—-—n—— . N ———

qued fir 2 WIZYT B VI T PV e T
2 LA SO Y]

in3 ———r——
'y

4

§it diameter X. Circulus A planam. Erit X quadracom £ ad A planum, ficue L. X
quadrati £+ ad X poreftarum maximam adplicatam ¢i gnod fit exradice binomiz X qua-
drati &+ radice X quadrato-quadrati £,in radicem binomiam X quadrati 3, plas radice
binomiz X quadrato quadrari £, + radice X quadeato- quadrato- quadrato-quadrain
it radrcern binomiz X qaadrari £, pivs radice binomiz X quadrato-quadzaci 3, - radi-
ce binomiz X guadrato-quadrato-quadrato-quadrati £, + radice ¥ quadrato.qua-
drato-quadrate-quadraro-quadrato-quadraro. quadrasa- quadrari £, inradicem &e. in
infinitum gbfervata unifotmi methodo.

Carvr XIX
Tgéxcdoer, few ad yfam SMazhematici Canonss methodica.

T vos, & nobiles fiderum obfervarores , miffa faa marzorschnia ad
cram Cyclomeriamrevoco,hoc eft, ad legitimum Mathemadci Ca-
nonis nfium. Ut enim vulgo peccazur in cjus fabrica,fic etiam in ufis. Iraque
dum renovarur meus ad Canonem infpedtionum liber, Analytcx me=®
methodi, quz foleo expedire me a triangulis planis ac fpharicis,, ulero £o-
piam facio ad excitandum vefira ftedia per aliquod laborum,quos fuftine-
tis in abacis Aftronomicis, fublevamren. Ncque vero obruent vos mul-
ticudine pracepra. Tum enim ncgocium viginei & uro didapues fere

abfolvo.
|4
Asde-



NEWTON : "La méthode des fluxions” Niveau:
Ecrit en latin vers 1670

PubTié en anglais en 1736 Terminale C
Traduction frangaise de Buffon : 1740.

| 'objet du probléme est de déterminer une approximation décimaie de = .

Préambule.
Dans cette partie, f désigne une fonction dérivable sur {0 , a] , avec a

réel strictement positif.

1) On suppose :
Wxel0,a . [F(x) <M

Donner une majoration de |f(x) - f(0)| en fonction de |x] , pour x € [0, a] .
2) On suppose :
vxel[0,a, PFrx)l < MxP, peN

X
(a) Pour tout x de [0, a] , majorer IIO f'(t) dt| en fonction de x .

(b) En déduire :

xp+1
¥vxe[0,a], [£(x) - F(O)| « M 5=

1) Calcul de = & 1'aide d'une intégrale.

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (G , T ,3) , on considére le cercle
QZ de centre Q(%-; Q) , et de rayon -% . Soient A le point de coordonnées

Qé ; 0) , et B le point du cercle d'abscisse -% et d'ordonnée positive,

1)(a) Faire une figure.

(b) D&terminer 1'aire # du cercle B, et 1'aire %ti du triangle QAB .

2){a) Donner une équation du cercle z.
(b) Exprimer, & 1'aide d'une intégrale, 1'aire Zté du domaine compris. entre le

segment [0 , A] , le segment [A , B] . et 1'arc de cercle 0 .
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3)(a) Daterminer une expression de « en fonction de 9ﬁ et ﬂ; .

(b) Donner une approximation décimale de ﬁi i 1077 prés.

On se propose maintenant de calculer une valeur approchée de iﬁé .

I1) Soient T et g 1les fonctions définies par :

x — f(x) =Vx - x2 ,
X — g{x) =v1l - x
1){a) Quels sont les ensembles de définition Df et Dg de f et g?

(b} Quelle est 1a courbe représentative de f ?

(c) Exprimer f{x) & 1'aide de g(x) , pour X glément de Df .
2) Donner un développement 1imité & T'ordre 2 de g au voisinage de 0 .

3)(&) Déterminer g(O) + g' ’ g'(O) ’ 9" ) 9"(0) ’ 9(3) % 9(3)(0) s 9(“) .

{b) D&terminer un réel M tel que :

Yxel0, %ﬂ , 194 (x)] « M

4)(a) En remarquant que g(“) est la fonction dérivée de 9(3) , et que
g(3)(0) = - %-, majorer en fonction de x 1'expression ]g(3)(x) +-§i pour

X € [0 . %ﬂ .

{b) De fagon analogue, majorer =n fonction de x 1'expression 19(2

)(x) + % X + %|

pour x ¢ [0, %] i

{¢) En itérant le procéddé, démontrer :
Yxe0.8 ., gx)-(-3x-gx-xd)=xex) ,
avec le(x)! « gﬁ X
En déduire un développement limité d'ordre 3 de g au voisinage de O .

5)(a) Montrer :
vxe[0, g, fx) =h(x)+x72elx)

o ¢ est la fonction du 4)(c), et h(x) est de la forme :
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h(x) =
i

. ki X avec a; £ Q

N ~1 6

(b) Déterminer la primitive H de h qui s'annule en 0 . Mettre H(x)}

forme : H{x) = x372 P(x) , ol P est un polyndme de degré 3 .

III) Valeurs approchées de ﬂ‘tz et = .

sous la

1)(a) Démontrer : ﬂé =q+r ,avec g€ ,et r un réel vérifiant :

IrléM', ou M'=H0

(On utilisera les résultats obtenus dans les parties I et II.)
(b) Donner une valeur approchée de q a 1077 preés.

(c) Calculer :
1/u

IO 212 dx

en déduire une valeur approchée de M' par excés d 1077 prés.

2) En déduire une valeur approchée de ﬁ; . Quelle est 1a précision obtenue ?

3) Donner une valeur approchée de = . Quelle est la précision obtenue

?



XLV Soic propofée 'Hyperbole AD dont I'Equaton eft

V% o= xx = Z, le Sommet érant en A &
les deux Axes égaux chacuna l'unité ; parce
qui a éé dit ci-devant PAire ADB eft =
ot o e — o e X &c.
ceft-2-dire, x7 % (1% == ;xT = X3 -
Joxt = mx3, &C, Suite que l'on peur con-
finger 3 linfini en multipliant continuelle-
ment le dernier Terme par les Termes fuc-

1. % -— 1.7 -0 -—T.rT

Ly,
ceflifs de cerre Progreflion ey 55, T TR T

&c. c’eft-a-dire que le premier Terme =i mulipli¢ par -‘-;—:x, for-
mera le fecond Terme ix!; lequel fecond Terme multiplié par

=t f« formera le troifiéme Terme — $xf, qui muldiplié par =-1-2x
4e 7 . v 2
donnera le quatriéme Terme j;xf & ainfi 2 linfini ; prenons main-

temant AB de telle longueur que nous voudrons, ﬁar Exemple | ;
écrivons ce Nombre pour x, fa Racine - pour xt ;lc premier Ter
me Lxt ou } . § réduic en Fraclions decimales devient . 083333333 »

&ec. ce qui muldplié par ::.: produit le fecond Terme o0.006:1§
qui multiplié par "':.; - donne — o0.0002790178 , &c. pour le

troifiéme Terme & ain(i de fuite 3 Tinfini ; 3 mefure que je tire
ainfi la Valeur de ces Termes je les difpofe en deux Tables, I'une
des affirmarifs & laurre des négatfs , comme vous voyez icl

== 0.0833333333333333 ~- 0.0002790178 577429
62 §00000000000 346790660351
271267361111 334465027
5135169396 26285354

144628917 961296

4954581 38676

190948 1663

7964 75

352 4

16 — 0.c0028257193389575

4 — 0.0896109885646513

= 0.0896109885646518 0.0853284165257043

Et dtane la fomme des negatifs de celle des affirmadifs, je trouve
0.08932841662 57043 pour [Aire Hyperbolique ADB , que jg
chezchois.

X L VII Soit maintenant propofé le Cer-
cle AdF reprefenté par 'Equadon v/ % — xx
== z_, le Diametre érant fuppofé égal a2 I'uni-
té ; par ce qui a éré diz ci-devane Aire AdB
fera et — Fxt == SxT — Lxt, &c. comme
cerre fuite ne differe de celle qui exprimel’Aire
Hyperbolique que par les Signes o= & ==




il i’y a donc qu'd joindre enfembie les mémes Termes numdriques
avec d'aurres Signes , c'eft-2-dire, éter le Total des deux Sommes
des deux Tables 0.089893 5605036193 du premier Terme doubld

0.1666666666666 ,&c. le refte 0.0767731061630473 fera la por-
fion AdB de I'Aire circulaire, AB érant le quart du Diamerre, nous

ouvons obferver ici que quoique les Aires du Cercle & de I'Hyper-
gol: ne foient pas comparables Géometriquement, elles fe rouvent
cependant par ‘)e méme calcul Arithmetique.

g(LV I?I. 1’Aire de la portion AdB érant trouvée , 'on peur
en rirer PAire romle ; car en tirant le Rajon 4C & multipliant 4D
ou V3 par 4C ou?, lamoitié 133 du produit ou 0.0541165877365275
fera 1a Valeur du Triangle CdB, laquelle érant ajourée i I'Aire AdB
doane I'Aire du Sefteur ACd = 0.130899693%8995747 , done le
Sextuple 0.7853981633974482 eft la Valeur de 'Aire rorale.

X LIX. On peut obferver en paffant que la longueur de la Cir-
comférence qui eft égale i PAire divifée par le guarr du Diametze

eft égale 2 3.1415926535897928.



chapitre 2

Construction de tangentes

Les géométres anciens savaient construire des tangentes aux coniques et a quel-
ques autres courbes, comme la spirale &tudiée par ARCHIMEDE, mais la méthode &tait
spécifique & chaque courbe. Les premidres méthodes générales sont dues & DESCARTES
{qui construit de fait la sous-normale, Gaométrie, livre 2, 1637) et & P. de FERMAT
qui donne une méthode pius simple. FERMAT possédait vraisemblablement sa méthode:
dés 1629, comme le montre une lettre & ROBERVAL datée de 1636 ; elle fut publiée
pour la premidre fois par HERIGGNE en 1642. A proprement parler, cette mé&thode
n'est pas infinitésimale, mais s'y raméne par modification du langage, comme le
fera BARROW. Vers 1659, PASCAL, pour sa part, utilise dans ses recherches sur 1a
cycloTde un triangle infiniment petit. BARROW, puis LEIBNIZ, reprendront cette idée.

Au milieu du XVIIléme siécle, le calcul infinitésimal, si des doutes subsistent
sur ses bases, a fait ses preuves. Les deux textes de D'ALEMBERT sont de la vulga-
risation scientifique, 1'un desting & 1'Encyclopédie (article "différentiel”, 1754),
1'autre Gcrit 4 la demande de Frédéric de Prusse. On remarquera avec quelle netteté
1a notion de limite est explicitée. L'apport de D'ALEMBERT est en effet d’insister,
en opposition 3 EULER qui utilise les infiniment petits, sur le fait que "La théo-
rie des limites est 1a base de la vraie Métaphysique du calcul différentiel” (ar-
ticle "limite" dans 1‘'Encyclopédie, 1765).



FERMAT : "Varia Opera Mathematica® Niveau:
Toulouse, 1679
Traduction Tannery, 1896, Paris. le § - TB

Exercice 1.
Soit [A » C] un segment de longueur b . On cherche un point E de [A , C
tel que AE x EC soit maximum.

On pose AC = b , et on cherche AE =a .
1) Exprimer le produit AE x EC en fonction de a et b .

2) Soit E' € [A,C] tel que AE' =a + e .

Exprimer AE' x E'C en fonction de a , b et e . Lire le texte lignes 1 d 6.
e peut-il &tre négatif ?

Discuter la position du point E' suivant le signe de e .

FERMAT se préoccupe-t-il de ce signe ?

3) On pose a(e) = AE' x E'C - AE x EC .

(a)Montrer :
[a(e) <« O pour tout e]  si et seulement si  [AE x EC est maximum]

Nous allons chercher une valeur de a pour laquelle A(e) £ 0 pour tout e .
(b) Exprimer a(e) sous la forme Ae + Be? .
(c)Déterminer une relation entre a et b impliquant a(e) ¢ 0 pour tout e
{quel que soit son signe).
(d}0u faut-il placer E pour que AE x EC soit maximum ? Lire lz texte de la ligne
7 4 la iigne 12,

(e)La relation entre a et b serait-elle la méme si e &tait toujours positif ?

Exercice 2.

. . . i ,
Dans le repére orthonormé (D , ¥, ) , on considére 1a courbe U représentative



31

de f: x- x2 . Soit B un point de 63 d'abscisse positive, et C 1la projec-
tion orthogonale de 8 sur (D, 3) .

On appelle & la tangente en B a %?; A coupe (D, 3) en E . On se pro-
pose de d&éterminer analytiquement 4 et, pour cela, de calculer la distance CE

(ce qui détermine le point E ).

1) Faire une figure. La comparer d 1a figure 92 du texte.

Soit O un point de [B , E] d'ordonnée positive, et I la arojection ortho-
gonale de 0 sur (D, 7) . La droite (OI) coupe ga en Of

CD est connu (abscisse de B ). Onpose CD=d et Dl =d-e. On cherche
CE = a . Pour trouver a , on fera varier e .

Que représente e sur la figure ?

S{ 0¢ (BE) est tel que B¢ [0, E] , quel doit étre le signe de e si

DI = d - e ? Que représente alors e ?

2 2
2) Comparer %% et e s PUis %% et Ce” . Lire le texte de la ligne 13 4 la
012 IE2
ligne 21, (Le thdoréme de Thalds équivaut 2 la gimilitude des triangles.)

2
Quel est 1'argument sur 0 employé par FERMAT pour obtenir %% > BCZ ?
01

3) Exprimer IE en fonction de a et e .
Déduire de ce qui précéde une inégalité ol interviennent a , d et e . Lire le

texte de la ligne 22 d& la ligne 26.

4y Aprés simplification, mettre 1'inggalité sous la forme Ae? > Be .
Donner une relation entre a et d impliquant que 1'inégalité est vraie pour

tout e (quel que soit son signe). Lire le texte de la ligne 27 & la ligne 36.
5) Ecrire une équation de & en fonction de d (en utilisant a = 2d ).

6) Dans un repére orthonormé, construire une dizaine de tangentes (& 1'aide de

1'équation déterminée en 5), et en prenant diverses valeurs de d }. Qu'observe-t-on ?

Remarque : Ces exercices ont étd posds sous wne forme légérement différente en
le 3, quant l'intrecducticn des dérzvees, et en ID, d titre de révision.
Cette expérimentation nous a amerndsd domner une rédaction nouvelle & ces szerci-

ces, qui n'ont pas encerg été proposés dans des classes.



METHODE

MOCR LA

RECHERCHE DU MAXIMUM ET DU MINIMUM.

Toute la théorie de la recherche du maximum et da minimum sup-
pose la position de deux inconnues et la seule régle que voici :

Soit a une inconnne quelconqgue de la question (qu'elle ait une,
deux ou trois dimensions, suivant qu’il convient d'aprés’éaoncé). On
exprimera la quantité matima ou minima en &, av moyen da termes
qui pourront étre de degrés quelconques. On substituera ensuite
a-~e 3 I'incoanue primitive a, et on exprimera aiasi-la quantité
maxima ou minima en termes o entreront a et ¢ 3 des degrés quel-
conques. On adégalera, pour parler comme Diophante, les deux
expressions de la quantité maxima ou minima, et on retranchera les
termes communs de part et d’aatre. Céla fait, il se trouvera que de
part et d'autre tous les termes seront afectés de cou d'une de ses puis.
sances. On divisera tous les termes par ¢, ou par une puissance de e
d’un degré plus éleve, de fagon que dans 'un au moins des termes de
'un quelconque des membres e disparaisse entierement. On-suppri-
mera ensuits tous les termes oiz entrera eacore ¢ ou I'une de ses puis-
sances et I'on égalera les autres, ou bien, si dans 'un des memberes il
ne reste rien, on égalera, ce-qui revient 2u méme, les termes en plus
aux termes en moins. La résolution de ceite dernikre équation don-
nera la valeor de a, qui conduira au maximom ay au minimum, en
reprenant sa premiére expression,

Voici nn exemple :

Soit & parager la droite AC (fig. 91) en E, en sorte que AE x EC sou

mazunumn.,

Pig. gt.

A, b _ ¢

Posons AC == &; soit a un des segments, 'antre sera b~ g, et le

produit dont on doit trouver le maximum : da — a*. Soit maintenant
a +-.ele premier segment de &, le second serz & -~ @ — ¢, et le produit
des segments : ba — a* + be — 2a¢ - &7

Il doit étre adegald au précident : ba — a*;

Supprimant les termes communs : b2 2a2 + &%

Divisant tous les termes : beunoa - e;

Supprimez ¢ : b=2a.

Pour résoudre le probiéme il faut done prendre la moitié de 5.

"l est impossible de donner ume méthode plus génsrale.



DES TANGINTIS DES LIGNES COCRBIS.

Nous ramenons  la méthode précédente I'invention des tangentes
en des points donnés i des courbes quelconques.
Soit donnée, par exemple, la parabole BON (Ag. 92), de sommet D,

Fig. 2.

F

de diamétre DC; soit dooné sur elle le point B, par lequel il faut mener
la droite BE tangente i la parabole et rencontrant le diamétre er E.
Si I'on prend sur la droite BE un point quelconque O, dont on méne

Pordonnée Ol, en méme temps que Pordonnée BC du point B, on aura :
% > g%‘. puisque [e point O est extérieur 2 la parabole. Mais,

'BO'%': = %T'. a cause de la similitude des triangles. Donc %’;— > %
" Or le point B est donné, done T'ordonnée BC, done le point C, done

CD. Soit donc CD == d, donnée. Posons CE=a et Cl =¢; on auna
d a!

d—e > gt ~aae
Faisons le produit des moyens et des extrémes:

dat == d2t == 1dae > da*— ate.

Adégalons donc, d’apres la méthode précédente; on aura, en retran-
chant les tarmes communs:

detwe 1dae wn— ale,
ou, ce qui revient au méme :

det 4= ate on 2 dae,

Divisezdous les termes pare:

de + aten 2da.

Supprimez de : il reste @* = 24a, donc : a = 24d.

Nous prouvons 2insi que CE est deuble de CD, ce qui est conforme
2 la vérité.

Cette méthode ne trompe jamais, et peut s"étendre 2 mombre de
questions trés belles; grice a elle, nous avons trouvé les centres de
gravité de figures terminées par des ligaes droites et courbes, aussi
bien que ceux de solides et nombre d’autres choses dont nous pour-
rens traiter ailleurs, si nous en avons le loisir.

Quant a la quadrature des aires limitées par des lignes courbes et
droites, ainsi qu'au rapport que les solides qu’elles engendrert ont
aux cdnes de méme base et méme hauteur, nous en avons déji longue-
ment traité avec 3. de Roberval,



FERMAT : "Varia Opera Mathematica" Niveau:
Toulouse, 1679
Traduction Tannery, 1896, Paris. 2e - le

Exercice 1.

Soit [A , C] un segment de longueur b . On cherche un point £ de [A,C]
tel que AE x EC soit maximum.

On pose AC =b , et on cherche AL =a .
1) Exprimer le produit AE x EC en fonction de a et b .

2) Soit E' ¢ [A,C] telque AE' =a +e.

Exprimer AE' x E'C en fonctionde a , b et e. Lire le texte lignes 1 & 8.
Le nombre e peut-il &tre négatif ?

Discuter la position du point E' suivant le signe de e .

Fermat se préoccupe-t-il de ce signe ?

3) On pose afe) = AE' x E'C - AE x EC .

{a)Montrer :
[a(e) < O pour tout e]  si et seulement si [AE x EC est maximum]

Nous allons chercher une valeur de a pour laquelie Ae) « O pour tout e .
(b)Exprimer A(e) sous la forme Ae + Be? .
(c)Déterminer une relation entre a et b impliquant ale) « 0O pour tout e
(quel que soit son signe}.
(d)0d faut-il placer E pour que AE x EC soit maximum ? Lire le texte de la ligne
7 & la ligne 12.

{e)La relation entre a et b serait-elle la méme si e était toujours positif ?

Exercice 2.

Soit [A, C] un segment de longueur b . On cherche un point B de [A , C]
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tel que AB2 x BC soit maximum.

On pose AC = b , et on cherche AB = a .
1) Exprimer le produit AB2 x B8C en fonction de a et b .

2) Soit B¢ [A, C] tel que AB' =a+e .
Exprimer AB'2 x B'C en fonction de a , b et ¢ . Lire le texte de la ligne 13

d la ligne 21.

3) On pose a(e) = AB'2 x B'C - AB2 x BC .

{a)Montrer :
[AB2 x BC est maximum] si et seulement si [a(e) ¢« O pour tout e]

(b)Exprimer a{e) sous la forme Ae + Be2 + Cel? .
{c)Déterminer a tel que A =0 (a#0).

Montrer que, pour cette valeur de a , a{e) s 0 pour tout e (quel gue soit
son signe).
(d)0h faut-il placer B pour que A3% x BC soit maximum 7 Lire le texte jusqu'd

la fin.

Exercice 3.

Soit f définie par :
¢,2] —R

fi: a=—>(a-1)3
On se propose de chercher a € [0 , 2] tel que f(a) soit maximum.
1) Développer, ordonner; et réduire (2 - 1)3 .
2) Caleuler f(a + e) .
3) On pose a(e) = f{a + e} - f(a} .
Montrer :

[f(a) est maximum]  si et seulement si [a(e} < O pour tout e]

Exprimer A{e) sous 1a forme Ae + Be? + Ce? .

4) Déterminer a tel que A =0 .
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Cette valeur de a réalise-t-elle un maximum pour f ?

5) La méthode de FERMAT s'applique-t-elle & ce cas ?

Remarque :@ Ces exzercices n'ont pas encore été utilisés en classe. En effet,
1'expérimentation précédente et la lecture d'autres extraits du méme texte de

FERMAT nous ont domné envie de rédiger des exercices utilisables en gseconde pour

les notions d'extremum.



METEODE

MOCH LA

RECHERCHE DU MAXIMUM ET DU MINIMUA.

Toute la théorie de la recherche du maximum et du minimum sup-
pose la position de deux inconnues et la setle régle que voicl :

Soit & une inconnue quelconque de la question (qu'elle ait une,
deux ou trois dimensions, suivant qu'il convient d"aprés'énoncé). On
exprimera la quantité maxima ou minima en ¢, an moyen de termes
qui pourront étre de degrés quelconques. On substituera ensuite
@ -+e 3 Pinconnue primitive @, et on exprimera ainsi la quantité
maximia ou minima en termes ol entreront a et ¢ & des degrés quel-
conques. On adégnlera, pour parler comme Diophante, les deux
expressions de la quantité maxima ou minima, et on retranchera les
termes communs de part et d'autre. Céla fait, il se trouvera que de
part et d’antre tous les termes serant affectés de con d’une de ses puis-
sances. On divisera tous les termes par ¢, ou par une puissancs de ¢
d’an degré plus élevé, de facon que dans I'un au moins des termes de
'un quelconque des membres e disparaisse entizrement. On-suppris
mera ensuite tous les termes ol entrera encare ¢ ou "une de ses puis-
sances et I"on égalera les autres, ou bien, si dans I'un des membres il
ne reste rien, on égalera, ce'qui revient au méme, les termes en plus
aux termes ex moins. La résolution de cette derniére équation doa-
nera la valeur de g, qui conduira an maximum ou au minimam, en
veprenant sa premiere expressioa,

Voici un exemple :

Soit & partager la droite AC (fig. 91) en E, en sorte que AE X EC soit

mazonum.

Mg. g1

A 2 t

Posons AC = b; soit a un des segments, I'autre sera b—a, et le
produit dont on doit trouver le maximom : ba — a’. Soit maintenant
a + ele premier segment de b, le second sera & — a — ¢, et le produit
des segments : ba — a*+ be — 222 — &%;

It doit &tre adégali cu precédent : ba — a*;

Supprimant les termes communs : bewn 2ae +- €3

Divisant tous les termes : bunza +e;

Supprimez e: b=2za.

Pour résoudre le probi2me il faut donc preadre la moitié de b.

Il est impossible de donper ume méthode plus générale. |



SUR LA MEME METHODE.

Je veux, au moven de ma méthode, partager iz ligne donnée AC
( fig. 94) au point B, en sorte que AB* x BC soit le mazimum de tous
les solides que 1'on peut former de la méme facon en partageantla

ligne AC,
' Fig. o,

A B £

Posons, en notations algébriques, AC =4, 'inconnue AB=ga: on
aura BC = b — a et le solide a*6 — a® doit satisfaire 4 la condition
proposée.

Prenons maintenant @ == e au lieu de e, on aura pour le solide

(g+ &) {b—e—a)=bo'+w bet+1bae —a*— Sae*—3a%c — &

Je le compare au premier solide; a*b — a°, comme s'ils étaient
égaux, quoiqu'en fait ils ne le svient point. C'est cette comparaison
que j'appelle adégalité, pour parler comme Dicphante, car on peut
ainsi traduire le mot grec =zz:155775 dont il se sert.

Je retranche ensuite de part et d’autre les termes communs, c'est-
a-dire ba®— a®. Cela fait, dans un membre il ne reste rien, dans
'autre on a be* + 2bae — 3ae* — 3a*e — ¢'. 1l faut donc comparer
les termes en plus et ceux en moins; on a ainsi une seconde adega-
lité entre be? + 2 bae d'une part, 3ae* + 3a’e < ¢* de 'autre. Divisons
tous les termes par e, l'adégalité aura lieu entre be +- aba et
3ae + 3a®+ ¢ Aprés cette division, si tous les termes peuvent
encore étre divisés par e, il faut réitérer la division, jusqu’a ce qu'on

ait un terme qui ne se préte plus i cette division par e, ou. pour em-
ployer le langage de Viéte, qui ne soit plus affecté de e. Mais, dans
exemple proposé, nous trouvons que la division ne peut éfre rej-
térée. Il faut done s’arrater la.

Maintenant je supprime tous les termes afTectés de e; il me reste
d'une part 25a, de ['autre 34, membres entre lesquels il faut établir.
non plus comme auparavant, une comparaison feinte ou une adégali?s.
mais bien une véritable équation. Je divise de part et d'autre para:

jaidonc a2 =3a ou g = 2‘

Revenons i notre question, et divisons AC en B en zorte que -E-g- =
je dis que le solide AB* x BC estle maximum de tous ceux qui peuvent

étre formés sur la ligne AC, par une autre division quelconque.



D'ALEMBERT : "Eclaircissemens sur les Elémens de Niveau:
Philosophie"

in Mélanges de littérature, d'histoire et de 1°A1-TAl

philosophie, t. V, 1767.

Extrait de 1'article"différentiel"
in Encyclopédie ou Dictionnaire raisonné des
sciences, des arts et des métiers, t. IV, Paris,
1754.

Les exercices ont &été congus pour préparer la lecture du premier texte, texte

de vulgarisation.

On considére la fonction f définie sur [0 , 2] par :

f{x) = =2x2 + 3x+ 1, si ox<1l ,

et
flx) ==x3+2x+1, si x31

On appelle (r) , 1a courbe représentative de f dans le plan rapporté & un repére

orthonormé {w , 1 , J) (unité graphique : 2 cm ).
I.0nnote A et B, les points de (r) d'abscisses respectives 1 et x

T(x) = fix! -2

Que représente T(x) pour la droite (AB)} ?

{(x #1) . On pose :

La fonction T admet-elle une limite quand x tend vers 17
Montrer que (') admet une tangente (&) en A , déterminer une &quation car-

tésienne de (a) , et étudier la position de (r) par rapport & (a) .
I1I. Etudier les variations de f sur [0 . 2] , et tracer la courbe () .

111. Lire le tezte ci—joint.

On se propose d'illustrer ce texte de d'Alembert par le graphique précédent.

1) Donner, sur ce graphique, une disposition des points nommés par d‘Alembert
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{(on pourra utiliser des couleurs différentes).

2) Calculer DE et B0 en fonction de x , puis le "rapport de d'Alembert"
(lignes 25 ¢ 28) . Que représente ce “rapport" pour la sécante (AB) ?

3) Etablir une relation entre f'(1) et ce "rapport”.

4) Donner, en gquelques lignes, les remarques que vous inspire ce texte.

Remgrque : Cet exercice a été dormé lors d'une épreuve de type "bac blanc” en

TAl, et assez bien réussi par les quelques éléves qui ont eu le temps de finir 1'é-

prewve. Il peut trds bien &tre donné en 1°41.



Extrait de "Eclaircissemens sur les £lémens de Philosophie”

Ce que jai dic fur laquantité infinie,
je le dis de médze de 12 quandté infnis
gent petite. Le caleul de [infini ne
fugpofe point l'exiftence de ces fortes
de quanmués. I efl nécedaire de déve-
lopoer coota idde,

Je veux parexem.
ple, trouverla@ns
ente d’une cousbe
v GCAB au point A,
Ja prends &abord
_ deux poinats 3 vo=
loaté 4, B, furcetta

_ ligne courbe, & par
ezsdeux points, je tire une ligne droure
AB, indéfiniment prolongés vers Z &
vers X, laquelle coupe la courbe, com-
“me cala eft évident; appelle certeligne
une ficante; imagine enfuize une ligae
fize CEjy placés i volonté daas le plan
fur leguel eff tracée la courbe; & par
les deux poiars A, B, que jai pris fur
12 cowrbe, je mi2ne des ordonnéas A D,
B E, perpendiculaires 2 cotrr ligne
Zxe C E, que pour abréger {'appelle

que 13 pofirion de I3 {écants eft déter-
minée par ka diftance DE des deux or-
donndes & par leur diffdrence B O
en forte que fi on conoeiflsit catte dif-
Race & cette diffizence, ou méme lg
- rapport deladiftan:

< \§ A cep esordonnées 3

o leur différence, or

\ p aurcitlapofiionde

n

L o

r M3 nons i preient qu=
o m des deugz poinrqu,
2

#, que nous avons

firopofés fur Ia couthe, il y enait ud,
par exemple B, qui le rapproche coa-
tinuellemear de "autre point A& que
par ez aurrs point A, qu'oa {uppofe
fixe, onzit 6iré unetangente AP & la
eaurbes il eftaifé de voirque la fécante
A B, nirée par cas deux points A, B,
doat I'un eft funpolé fe rapprocher de
Ppius en plus de I'antre, approchera con-
tinusllement de 2 rangente ,*& enfin
deviendra la mangente méme , lorique
les deux points {e {eront confondus ea
un feul La rangence eit dong la limite
des {écantes, le terme doat elles aporo.
chent d¢ plus en plus, {ans pourtant ja-
mais y arnvertaatyu'elles font fécantes,
mais dont elles peuvent aporocher aufl
pres qu'on voudra. Or nous venans de
voir que la pofiticn de I3 fécante (e dd-
tesmine par le rapport de la diffzrence
BQdesordonates, i leur ditlaace DE

12

Tazedela courbe, Helt d'abord évident 20

la. fécante. lmagi- 30

Donc § on cherchs la Liniz de c2 rap-
port, c'eft-i-dire 2 valeur dont ez 2
‘port approche toujours d2 plus en plus
2 mefure que l'une des ordonnées s'ap~
proche de ['autrs, c2tre imice dopnera
1a pofiion de I3 ranyenrs, puifque ka
tangente 21 la Bmite dus (Scantas,

£ quol connlie doncle calcuiqu’on
appeile differensiel? A touver la himite
du rapport entre l2 diférence finie de
deux quantitds , & la difireacs Enie de
deux qutrss quantizés, qui enzavec les
deux pramieras uneanaiogis donz la s
efl conaue,

Heft évident que plus cacune de c2s
diffirences eft padite, plus leur rappore
spproche de la limite qu'on cherche. H
eft d= plus &videnr, que rant que cas
différences ne font pas abfolument aule
les, le rapport n’eft pas exatement égal
3 cette himice; & que lorfqu’elles at
nulles, il 0"y a plus de rapport propre-
ment dit: czr il 8"y 3 point de rappor
entre dvux chofes qui a’exiffens poiat s
mais la Emite du rapport que gos difid
sences avoient earr'elles loriquielles
étoiznt eacere gquelque chole, getre
limite n’2ft pas moins rdelle; &Ikt
ia valsur ds cecte fmite qui conduit,
comme nous avons vu, 3 détermines
b pofition de la rangente,

Pour faire enteadre par un exemple,
€2 que je viens de dire fur l2 imite dos
rapports, je luppole deux guaaciés,
dont la feconde foit £gale au double de
1a premiere lg!us au quarré de carte pre-
miere ; il elt évidear, 1°. que le rap.
port de la {eccnda 2 Ia premiere fera
roujours plus grand que le nombre Jexx,
mant que 1z pramiers & la feconds au-
ront queique valeur; 2%, que 2 rappore
de la leconde 4 la premiere 2ppracaera
d'autant plus d'érre égul 3 dezxr | que
cetze preqiere fera plus petite, & que

€8 rapport peut approcner aufl prés

qu'on voudra du nombre dexx , en
prenant k2 grcmiere quaatité aufi pe-
tite qu'l le faudia. Dot il s'enfuir qua
l¢ nombre 2 ¢it la kmite du raoport de
ces deux quantuds; lurfque la pramiera
des deux quastités deviznt nulle, la fe-
conde devizns aulli évidemment aulie ;
& ilefl vrai de dire qu'elles n'ont alors
proErem:n: aucun rapport, mais i
n'elt pas moins vrai Bi moins évident,
que 1 eft la imite de leur rapport tant’
gu'elles fon: quelque chofe.




Extrait de 1'article "différential”

Sott £ M { fig. 3, Analyf) une parzbole ordi-
mire, dont leguarion, ¢n pommant £ P, 2,
PHM,y, & a le paramiure, et yy=a= On
propof:de tirer la mogente JAQ de ceme parabele
au point M. Suppelon: que le problems foirrifoly,
& to=zinoos une erdommés pm 4 uee difance
quslconque finic de P M; & par les poinn M,
@ dreos la ligne m M Ro 1t ot évidanz, 1.0 que

le ngponi-‘—-z de l'ordonnée 3 1a foutagenre,

plus graod que ke mpport g 02 33, qilui

?z‘ﬂpi‘z cufe des ng’:n-la' {::zbi:}:!:s M0 :.‘

L3R o e peint = {er2 proche du

poioz M, pig;rl.:ga'u:tﬁp?::'agr'adnpde,
HE =0

pins par confEmment {e rapport ¢ 08 7o appro-

chesz du rappert ‘g% 3 & quele previer dees

rapports poarrs approcher du fecond axdhi- pris
qu'on vogs.;, pfi?que P R pex différer il

P21 qe'on voudra de P Q. Donc le ngpon%

et Iz limire du rapport de m O 4 O 3L Doxx, &
on soaver 2 limire du rapgort de ML O §
Oﬂx rimse algébriquesnent , on. amra lex-
preffion alychrique an rappore de AP 3 PQ; &
par conféquent l'expreffion algébrique du rapport
de {'ordoands A 13 fonangeare, ¢& qui fra mouver
carte fourapsente. Soit dodae M O ==z, Um=1,
ot surz as=yy, L az-hau=yy .2
2 i Domey d ufe deas=yy,d sxmaa

-

—— ! t_=—:—.—
_-J’{JI—{t&. 3:.*-‘.

Done ;?E_Teﬁ en ginérai le rapport d2m O
3 03, quelque part que P'on prenve le point m.
Ca rappont dtmuiounplusped:que;‘;; siats
plus z fera pedit, plus c2 rappo:T angmedtes; &
Zourse on peuc prandre ¢ i petit quion voudra, og

pourzs faire 2pgrocher le rpport U:H auffi prés

qu'or voudrz du t:pgort.;‘;;douc % edlalimite

dn rapport de _,;_ , et~ & - dire du mppoct
hd L3

'&,9.,- Done ;‘;‘ﬂé‘é‘l a %a que Tows avens
eroavd &ve nudl ta limite du raprort de m O 4
O M ; ez deux grandeurs, qui {ont la limire d'uze
mizme graadeur, fontniceilsirement égales saer'elles,
Pour le prouver, {oie Z & X les limires d'une
mime quzatité ¥, je dis que T=2Z; ar, il
y avoir ear'siles quelque ditférencz ¥, foie X
= Z %= V¥ : gar Uhvpockdle, 12 quantire ¥ peag
approcher de ? awf prés quoz voudra;cleli
dire que la diffzrence de ¥ & de X peur drs
antl peste qu'oa voudra Donc, puilgue Z difirs
de X de la quandee V5 il s'enfuit que Y re pene
approcher de Z de plus prés que la quaded ¥,
& par confdquent que Z p'eft pas la limite de ¥,
ez qui cft conze Uhypotdfe. Veyq Liwure

ExHAPSTION. ?

®
Q
Fuwr. 5.
L 4
A
: i
> s =

Deli 1 réfulte que 5 o égaf i 5 Doce

PQ= L=z Or, fuivacr I oikode da
alail Eféeadd , e Tappors de P 4 P.Q et
dgal 3 coled da J;' 2 d:!:;?o& {'équarion ¢:-=Q_Iy
denoe gdzz=z2y dy, &:,—'-_-‘;.'- M’g
eft la Emise du rapporr de 7 3 n;i carze limxire

{e txmeve en faifane p==o dansla ﬁ"&imﬁ":ﬁ'

- MMazis, dirat-on, ne fantil pas faire mffi z=o

2., & alers.

s+’
oo aura 5:;-3, Qefl-ce que czla Eznifie? J=

&u=s, dams iz fra&ianf-_-:

réponds , L.* quil o'y a3, eo cela, zocane bfur-
ditéy aar § pewr dze égal & rour ¢ qulon veur:

zinfi, il peur éxe ;-;. Je réponds, 5. qus, quoi-
gue 1z limice du rappory d2 g 2 u fe moave quand

=0 & a==o, cexre limire o'«t pas proprement
le rapport e 1==0 4 u== o, ¢ar cela ze prefenee
point didés merie; oo ne fair plis ce que c'ef

‘up rapport dont ley deux termes fonr puls I'uz

Izeme. Cene limite oft I quanriré donr le rap-
pore L zpproche de, plas en plus, en fuppolanr { &
# tous depix réely & décroifians, & donc ¢e rap-
Fort approche d'zufl pris gu'on vovdri. Ricn
g'efl plus clair que cérre idées on peur apoliquer
4 une infinité ¢’aneres cas. Voyey LimiTe, SEais,
ProGrEssION , &r.



chapitre 3
A propos de courbes

Les anciens connaissaient d‘'autres courbes que les coniques: la spirale, déja
citée, mais aussi des cubiques qui apparaissent dans des recherches de lieux géo-
métriques (trisectrice d'HIPPIAS, liée & la trisection de 1'angle, cissoide de
DIOCLES, etc.).

Avec la géométrie analytique de DESCARTES, qui réduit 1'&tude d'une courbe
1'algdbre, apparait la distinction fondamentale entre les courbes algébriques et
les courbes mécaniques (nous dirions transcendantes) comme la cycloide, trés é&tu-
dige au XVIIadme sidcle par PASCAL, ROBERVAL, HUYGENS (brachystochrone).

Le texte de HUYGENS &tudie géométriquement une courbe introdujte par 1'intermé-
diaire de 1'analyse, & savoir les propriétés des logarithmes liés, comme 1tavait
montré Grégoire de Saint VINCENT, & 1'hyperbole égquilatére. IT est trop tét pour
parier de graphe d'une fonction, car 1a notion de fonction commence 3 peine & se
dégager et n'a pas de statut explicite avant les premidres années du XYIIIéme
siécle. La terminclogie “logistique" tient au rdle fondamental des logarithmes
dans la manipulation des raisons, c'est-d-dire des rapports (» oy os) , réali-
sant la liaison entre les raisons et 1'addition des nombres.

L 'aspect représentation graphique d'une fonction prévaut aux XVIIIame et XIXéme
sidcles, la courbe traduisant les propriétés de 1a fonction. D&s lors que 1'analyse
pose ses fondements et définit rigoureusement les notions de continuitd et de déri-
vabilité, 1'atude des courbes s'affine, et 1'on voit apparaitre des "monstres”, par
exemple des fonctions continues non dérivables. L'intérét de la courbe de VON KOCH
est de montrer géométriquement comment, par itération de constructions simplies, on
voit apparaitre de maniére naturelle des courbes sans tangenie. Les recherches de
ces dernidres années ont fait apparaitre le rdle important de ces objets fractals
dans la description des phé&noménes naturels.



HUYGENS : "Discours de la cause de la Pesanteur" Niveau :
A Ta suite du "Traité de La Lumiére", Leide, 1690. -

Travail dirigé :

I. CONSTRUCTION D'UNE COURBE PQINT PAR POINT

Sur papier millim&tré, unitd 2 cm , placer @ sur le grand axe de la feuille,

(A2) perpendiculaire & cet axe, et A =1.

+A

gl mam R W e e el

Tous les segments [Mm] envisagés dans 1a suite sont perpendiculaires & (Aq) ,

leur extrémité gauche M étant sur (AQ) . droite

. . s LA}
D'autre part, si ces segments sont &quidistants, 4
M
4 m
] I
c'est-d-dire que, si M; My = My M3 = M3 M, , alors My
M
4 m

leurs longueurs sont en progression géométrique,

My m , Mpmp , Mgmy , My m est une progression

{g_éométri que.

1) o Tracer les segments [ow] et [A2] tels que w =1 et Aa=2.

o Tracer de nouveaux segments (le plus grand nombre possible) de part et d'autre
de ceux-13 de telle sorte que la distance entre deux sagments voisins quelconques

soit égale & 1 . (Justifier bridvement la longueur de ces segments.)

« Tracer ie segment [B , b] , B é&tant miljeu de [aA] . (Justifier sa Tongueur.)
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Compléter de maniére analogue de part et d'autre de [Aa] et [Rw] pour obte-

nir une figure ol tous les segments sont réguliérement espacés.

. Tracer [Cc] , C étant milieu de [nB] , puis compléter de maniére analogue
tout le graphique.

Finalement, tous les segments tracés sont espacéds de -% .

. Compléter ce tableau, en considérant des points M consécutifs sur le graphique.

Longueur
de [Mm] 1 2
Ordonnée de M 0 7 1

Que peut-on dire de la suite des nombres de 1a 2e ligne du tableau ? de la lére ?

2) Soit @ courbe passant par 1‘extrémité droite de tous les segments, et f
—
fonction dont ¥ est la courbe représentative dans le repére (2 , [ » QA) .
Compléter :

« le tableau

fol 11

ot x prend les valeurs suivantes :

LLEe3.1. 22,2/ ,4,8 ;
e les égalités
f(4) + f(2) = £(?)
$E o fR) = () R(2) + F(p) = £
f(2) + f(v2) = £(7) f(8) - f(2) = f(?)
f(8) - f(v2) = f(?) f(4) + f(?) = f(4)

3} Sur une feuille de papier calque { 16 cm x 24 cm ).

Dans ce paragraphe, tous les points m considérés sont ceux d'ordennée <§ y K

8tant un entier relatif.
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Placer le calque sur le graphique, et y tracer (/) , [ow] , et le repére.

— -
Pour chaque point m , on définit M' par MM' = - 1,45QA .

Tracer sur le calque les segments [Mm] et les droites (M'm) .
Que vaut le coefficient directeur de (M'm) ?

Quelle position semble occuper 1a droite M'm par rapport & la courbe G2

1I. LECTURE DU TEXTE (lére PARTIE)

1) HUYGENS donne la propriété fondamentale de "1a logistique"”.

Donner de cette propriété un &noncé plus conforme & 1a terminologie actuelle,

et refaire un dessin ol ne figureront que les traits et points nécessaires d la

compréhension de cet énoncé.

"La logistique" pourrait-elle étre ume autre courbe que g (tracée au I, 2))} 7

2) La propriété encadrée, indiquée au début du I, permet-elle th&oriquement de

trouver sur % autant de points que 1'on veut ? de trouver tous les points de 1

3) Seit f fonction dérivable représentée graphiquement par "la logistique" dans

un repére orthonormé dont 1'axe des ordonnées est 1'asymptote BO orientée par 08 .
d P

Que peut-on dire du nombre f'(xy) , d'aprds la propriété 4 du texte de HUYGENS 7

Indicattons

Nombres proportionnels continus : nombres en progression géométrique.

Ordonnée du point M sur la droite D : le segment ([MH] ou sa longueur.

M

Espace ABCY : aire du domaine hachuré.

8
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"a et b sont entre eux comme c gt d": -% = % .

Logistique : les Grecs partageaient la science des nombres en deux parties :

- arithmétique ou étude des propriétés des nombres ;

- logistique ou pratique des calculs.

11I. PROPRIETES DE LA FONCTION

Dans cette partie, r est la courbe représentative du logarithme népérien.

1
Y1 s Y2 5 ¥3 ¢€tant une pro-
gression arithmétique, que
peut-on dire de x; , X2 » X3 ?
2)

%
.
4

\\
:‘
L)
" ww
o =7
e
s Nt
+ R
e led
.
ALY T
s ® . +
PO SR A
. .«
* . PRAPET B
Bl .t
' ..I'. .




48

Soit A\en xy/ » V\an xp/ , % et xp &tant des réels teis que 0 < x < x

{a) Calculer

I
X n x dx

En déduire 1'aire du domaine AVE pointillé, puis celle du domaine hachuré ABCV .
(b) Ecrire 1'équation de la tangente & T en A (c'est-a-dire (1A} ).

En déduire 1'abscisse de I , et IV .

Compte—rendu d'expérimentation :

- Le travail dirigé (I et II} a été proposé au mois de septembre & une classe de TC.
Ie caleul de primitives avait été revu, mais ni les logarithmes, ni les exposants ra-

tionnels, n'avatent été étudiés.

Il s'agissait d'abord de mettre en place des points d'une courbe a l'atde de seg-
ments (I, 1)). Il n'y a eu aucune difficulté pour les segmenis espacés de I . Pour
ceux qu'ils devaient ensuite intercaler, les éléves ont assez souvent tracé des seg-
ments dont las longueurs, qu'ils avaient calculées, étatent en progression arithmé-
tique. Ils ont eu du mal d comprendre pourquot leur errewr était trés vigible sur la
Figure.

Les valeurs de la fonetion f intreduite au I, 2), ainsi que les égalités écrites
ensuite, ont surpris la plupart des éléves,

En revanche, trowver deg "tangentes' d 8 en superposant le graphique sur calque

(I, 3)} au premier n'a suseité aucun étonnement.

Le texte de HUYGENS a semblé alors "assez naturel et assez clair” au premier
abord. Mais les questions posées omt amené dzs réponses diverges.

La elasse s'est partagée entre ceuz qui croyaient que seule l'¢paisseur du tratt
de erayon les empéchait de trowver tous les points de g , et ceuxr gqui pensaient
"approcher autant qu'on le voudrait tous les poinis théoriques de 8 " par le procédé
utilisé au I.

Lors de la corrvection, l'existence de points de € drordonnse %,‘ ou V5 , ayant
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suscitd un certain embarras, une discussion s'est engagée sur les rationnels, les
irrationnels ("nombres impalpables”). Les éléves se sont rendu compte qu'ils auatent
inconsciemment supposéd la fonction continue, et ont congiaté avec amusement que
HUYGENS ne s'enm souctait pas.

La traduction par f'(xy) = %E du fait que la sous-tangente est constante (II, 3))

n'a été domnée spontanément que par des redoublants. La classe a alors compris qu'avec

. . e k
cette nouvelle fonetion apparaissait un exemple de primitive pour x —+ > -

- Aprés 1'étude, en cours, des logarithmes et de l'intégration, la partie III a été
proposée 4 titre d'exercice. Les résultats obtenus :

(aire de ABCV = EV , aire de AVE = VI)
ont été jugds plus préeis que le texte de HUYGENS qui pourratt s'éerire :

atre de ABCV _ VE
atre ag ABGD DK °°°

Maia les éléves ont estimé que HUYGENS avait raison puisque "une surface ne peut pas

étre égale d une longueur”.

La classe s'est beaucoup intéressée & l'ensemble du travatl proposé. Les éléves
ont trouvé que le terte original aurait été trop difficile & lire sans indication
(& cause de sa terminologie ancismme) et & comprendre sans la recherche préliminaire
du I, mais que "dans L'ensemble, les propositions de HUYGENS sont cohérentes” et en

accord avee ce qu'ils auraiemt pu eux—mémes dire sur le logarithme adpérien.

- Des questions ont été posées.
e Qui dtait HUYGENS 7
e Ftatt~il un mathématicien connu ? un grand mathématicien ? un "mathématicien

rigoureux” ?

e Dans le cours de TC, l'étude du logarithme se fonde sur la notion de primitive,
HUYGENS, qui ne parlait ni de continuité, ni de dérivée, "savait—il démontrer les
propridtés de sq courbe” ?

o (Comment pouveilt-il utiliser sa courbe pour faire des calculs ?
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VON KOCH : "Sur une courbe continue sans tangente obtenue Niveau:
par une construction géométrique élémentaire"

Archiv for Matematik, Astronomi och Pysik, 1904, t. 1, 2nd

p. 681-702.

Helge VON KOCE (1804) explique comment passer d'wn segment d une Ligne poly—

gonale en itérant la construction expliquée qu paragraphe 1 du texte.

1. Fais de méme avec un triangle &quilatéral comme figure initiale. (On appelle
C, le triangle équilatéral ABC de cGté 1 - unité latsede au chotz du lecteur -
On appelle C, 1la figure suivante ven)

On présentera, sur une feuille de dessin, Co , G C; » C3 . ( Cy est laissé
qux ecourageux.)

Le dessin obtenu s'appelle flocon de yON KOCH ou flocon de neige. Théoriquement,

on peut continuer ce procédé a ]'infini.

II. On appelle S 1'aire de Cq .
1) Calcule S .
2) Compléte ie tableau suivant (pour le début, voir le texte Joint au paragra-

pre 2, & partir de la ligne 14).

Co o Co Cy Ch
Nombre de cdtés 3
Mesure du cdté 1
Longueur totale de fa ligne 3

Nombre de nouveaux triangles

Aire de chacun de ces triangles
en fonction de S

Aire ajoutée en fonction de S

Aire totale de Cn en fonction S
de S

wla- o b o e (A
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On justifiera les différents résultats obtenus.

Sans le démontrer, on en déduira les formules pour Cn .

II1. Verifier que : (3)° > 10 .

A quel nombre est supérieur le périmétre du polygone Csu ?

Que devient le périmétre de Cn pour n trés grand ?

En est-i1 de méme pour 1'aire ?
{a) On pourra, & 1'aide d'une calculatrice, chercher ce que devient 1'aire de Cn
pour n trés grand. Eerire un programme, et présenter les résultats dans un ta-

bleau.

(b) Essaie de faire une démonstration.

- Soit x 1'airede C. . Exprime x - S , puis %-(x - §) en fonction de S
comme une somme de n termes.

- Dé&duis-en :

1 4

(x-ﬂ-%(x-ﬁ=§5-§x%x%qu

- On admet que, pour n trés grand, (%J"‘l est négligeable ; calcule x dans

ce cas, et vérifie ainsi le résultat obtenu au (2).

La courbe de VON KOCH peut &tre tracée sur ordinateur en langage LOGC.

REFERENCES

[1] Algorithmes au fil des &ges, IREM de Poitiers-St Quentin.

[2] Pour une mathématique active en Seconde, Brochure APMEP,
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polygonale formés par lea cordes KK, KK, ... K, K.
Faisons sugmeunter indéfiniment le mombre de ces points in-
termédiaires do telle manidre que la longuenr de chncune de
ces cordes tende vers zéro. Si. la longueur de la ligne poly-
gonale ainsi définie tend vers nne valeur finie ot détermings
L, on dit que V'aro de courbs KK est reclifiable et a. pour
longuenr L.

Dans le cas contraire on dit que 1’are n'est pas rectifichle.
8i Ia longueur de la ligne polygonale tend vers Yinfini, on
dit que la longneur da l'aro est inflnie.

1
Définition de la oourbse P ot de 1a fonotion f(z). —
Centlnuité. — Non-oxlstence de la tangente.

1. Joignons par ume droite denx poirts A et H d'nn
plen {fig. 1). Partageona lo segmont A1 en trois parties égnles

D

A ¢ 3 B
Fig. 1.

AB, CE, ED, et construisons sur CE comme base un triangle
&ynilatdral CDE. Nous nurons uns ligne brisde ACDED
forméa par 4 segmenta éganx. Pour fixer le ¢ité vors le-
que!t doit &tre tournd le triangle, nous conviendrons de re-
garder nne direction (par exemple celle de A vers It} comme
positive et do considérer comna positif la c6td lnisad & gaucheo
quand on pareourt le segmont daus lo sens pesitif. Uour
sbrdger, nous désignons par £2 celte opération au woyen de
layuells on poase d'un segment rectiligne ADB & la ligne poly-

gonale ACDEDR déviant de AR vera lo ¢bté positif.
2, Partons maintensnt &'une ligne droite déterminde A1,
le sena do A vors I} étant considdré comme positif (fig. 2)-
Par Vopdration £, AN est remplacie par la ligne brisée
ACDEB, les segmenta AC, CD, DE, EB &taut éganx eutre

vod Koci, SUR UNE COURDS CONTINUS SANS TANGENTB.

anx et lenr sons positif étant respectivement celni de .4 vers

0, do O vers D, de D vers F, de E vers D.

Effectuona 'opération 2 sur I
chacun do ces segments; la
ligne {CDER wera rem-
placto pnr la ligne lriste
"AFGHCIKLDMNOEPQRE
composéa de 16sagmenta éguux
AT, PG ete.

Sur chacun ds ces derniers a
segments uous eflectuons en-
core I'opération §2; nous an-
rons une ligne brisée ASTUF..,
aoinposdo par 47 ={i4 segmenta
égnux entre sux AS, ST ete.

Eifectunnt 'opération £ sur
chncun de.ces nouvenux seg-
menta et continuant ainsi in-
ddfiniment, nons obtenons une
suite indéfinie de lignes poly-a
gonalea que nous désignerons
par

Aﬂv .Nu-¢ vﬂ- .kun-oo- HUI-.-

et qui ee composent respes-
tivement de

1, 4, 43,..., 4274, d

cotés. P, désigne la droite
primitive 4B, Iy la ligne
ACDED ct ainsi de suite.

Fig. 2.

Nous allous voir que, quand s
» erott inddfiniment, P, tend -
vers une courbe continue P oo
i ne posside, en auenn point, - A ®
de tangenia déterminda,

3. Nous nommerons soniniels e
de 1’ les denx points A et I3,
sommels da P, les 4 4 1 points A, C, D, E, B, sommels de I,
les 42+ 1 points A, I, G,..., B et ainsi de snite. On voit que
P, aurn 4141 sommiets, quo tous les J*—74 1 sommeta de







chapitre 4

Nombres complexes

Les nombres complexes furent introduits "accidentellement" au XVIéme siécle par
Jes algébristes italiens. Par un fait singulier, les formules de CARDAN pour résou-
dre 1'équation trindme du troisiéme degré x3 + px + g = 0 dans le cas de trois
racines réelles (4p3 + 27¢2 < 0) font intervenir des expressions "impossibles”
comportant des racines carrées de nombres négatifs. Et pourtant, il est possible,
par des manipulations algébriques formelles, de retrouver ainsi les racines réeiles.
C'est ainsi que BOMBELLI ("L'Algebra", 1572} &tablit la relation :

en &tudiant 1'équation x3 = 15x + 4 qui admet la racine évidente x =4 .

Avec des précautions oratoires plus ou moins grandes (DESCARTES, A. GIRARD,
LEIBNIZ, etc.), les mathématiciens s'habituérent & manipuler formellement des ex-
pressions de 1a forme a + b v= 1 , mais seuls des nombres réels figuraient dans le
résultat final, et ces expressions impossibles étaient dépourvues de tout statut
mathématique rigoureux (comme aussi, et en plein XVIIIéme siécle, pour D'ALEMBERT
par exemple, les nombres négatifs).

Le texte d'ARGAND fait appel & une représentation géométrique pour justifier les
calculs sur ces "nombres" qu'il représente comme des segments orientés ; en fait, il
s'agit ici de 1a préhistoire du calcul vectoriel, et il définit ce que nous appeions
le plan (vectoriel) d'ARGAND. Quelques années plus tard, GAUSS, partant de la repré-
sentation des nombres réels comme points d'une droite, suggérait de représenter les
nombres complexes comme points d'un plan.

Le XIXéme siécle a vu fleurir de nombreuses constructions algébriques du corps
des nombres complexes {classes d'équivalence de polyndmes modulo le polyndme X2 + 1
chez CAUCHY, couples de nombres réels munis d'une addition et d'une multiplication
adéquate chez HAMILTON, etc.), chacune de ces définitions cenduisant 3 définir de
nouveaux nombres : corps de nombres algébriques pcur la théorie de CAUCHY, quater-
nigns, matrices {CAYLEY) pour le point de vue purement formel de HAMILTON.



ARGAND : "Essai sur une maniére de représenter les Niveau:
quantités imaginaires dans les constructions géométriques”

Paris, 1806 TC , 7D
Réédité par A. Blanchard, 1971.

Exercice 1.
Définition : On dit que x est moyenne proportionneile entre a et b , si

%-: % (a et b réels non nuls).

1) Déterminer les &léments z de L , moyennes proportionnelles entre 1 et
1 ,puisentre 1 et =-1.

Les mettre sous forme trigonométrique, puis construire leurs représentants
A,I,E,N dans un plan affine euclidien P muni d'un repére orthonormé
(K, U, V) . Voir figure 1 du texte.

2) Résoudre dans €2 le systéme d'inconnue (u , v} :

oi z est un nombre complexe donné par son module r # 0 et une détermination ¢
de son argument.

Construire dans P les points d'affixe u et v dans les cas particuliers :

(a) z=1,
(b) z =1 .
(Références dans le texte d'ARGAND ci-joint : parcgraphes 2 et 4.)
La notation 1 : x ::x : -1 signifie: %-‘-—:ET

Exercice 2.

Le probléme est de construire dans P , plan affine euclidien rapporté & un re-
pére orthonormé, le point M d'affixe z = z; zp , en utilisant uniquement une
régle non gradude et un compas, les points M, et M, d'affixes respectives 1z,

et 1z, étant connus { z; et 2z, sont dans € , non tous deux réels).
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Dans la résolution du problZme, on supposera:z; £R .

miz)
v H%Q;)
n

tpuh

g
1) Tracer la demi-droite [0t) telle que M e for) .
2) Tracer le point B ,sur la demi-droite [0A),tel que 08 = z1} » puis, &

1'aide du théorzme de ThalZs, le point N sur la demi-drofte [OM,) tel que :

ON = |2y z,]

Inéieation : figure ci-contre.

3) Construire M.

4) Montrer :
/\A
- —
(OA , AM;) = (OM; , My M) .
(On pourra utiliser les arguments d'affixes de vecteurs.)
En deduire une construction plus rapide de M . (Référence : ARGAND, paragrephe

11.)



3. Maintenant, si, fuisant abastraction du rapport des
grandeurs absolues, on considére les différents cas que
peut présenter le rapport des directions, on trouvera
qu’ils se réduisent 2 ceux qu’offrent les deux proportions
suivantes :

1L --1 0 =10 =1

==l =11, —1:+1.

L'inspection de ces proportions et de celles qu’on for-
merait par le renversement des termes montre que les
termes moyens sont de signes semblables ou dilférents,
suivant que les extrémes sont eux-mémes de signes sem-
blables ou différents.

Qu’on se propose actuellement de déterminer la moyenne
propurtionnelle géométrique entre deux quantités de signes
différents, c’est-d-dire la quantité z qui satisfait 3 la pro-
portion

+~tid2ll 2l —1.

On est arrété ici comme on I’a été en voulant continuer
au delad de o la progression arithmétique décroissante,
car on ne peut égaler = 4 aucun nombre positif ou né-
gatif; mais, puisqu’on a trouvé plus haut que la quantité
négative, imaginaire lorsque la numération était appli-
quée a de certaines espéces de grandeurs, devenait réelle
lorsque I'on combinait d’une certaine maniére l'idée de
grandeur absolue avec l'idée de direction, ne serait-il pas
possible d’obtenir le méme succés relativernent 2 la quan-
tité dont il s'agit, quantité réputée imaginaire par Pim-
possibilité olt I'on est de lui assigner une place duns
I'échelle des quantités positives ou négatives?

En y réfléchissant, il a paru qu'on parviendrait % ce
but si 'on pouvait trouver un genre de grandeurs au-
quel piit s’allier I'idée de direction, de maniére que, étant
adoptées deux directions opposées, I'une pour les valeurs
positives, Pautre pour les valeurs négatives, il en existat
une troisiéme telle, que la direction positive fit i celle
dont il s’agit comme celle~ci est & la direction négative.



k. Or, si I'on prend un point fixe K (ffg. 1) et qu'on
adopte pour unité positive la ligne KA considerée comme
ayant sa direction de K en A, ce qu'on pourra désigner

par KA, pour distinguer cette quantité de la ligne KA
dans laquelle on ne considére ici que la grandeur absolue,

'unité négative sera KI, le trait supérieur ayant la méme
destination que celui qui est placé sur K4, et la condi-

tion 4 laquelle il s’agit de satisfaire sera remplie par Ia
ligne KE, perpendiculaire aux précédentes et considérée

comme ayant sa direction de K en E, et qu'on exprimera
également par KE. En effet, la direction de K3 est, a
Végard de la direction de KE, ce que cette derniére est 3
I'égard de la direction de K1. De plus, on voit que cotte
méme condition est aussi biea remplie par KN que

par KE, ces deux derniéres quantités etant entre elles
comme --1 et — I, ainsi que cela doit étre. Elles sont donc

ce qu'on exprime ordinairement par -~/ —1, ~— y—1.
Par une marche analogue, on pourra insérer de nou-
velles moyennes proportionnelles entre les quantités don?
il vient d'étre question. En effet, pour construire la
moyenne proportionnelle entre KA et KE, il faudra tirer
la ligne CKL qui divise 'angle AKE en deux parties égales,
et la moyenne cherchée sera KC ou KL. La ligne GKP

donnera également les moyennes entre KE et KI ou entre



KA et KN. On obtiendra de méme les quantités KB, KD.

E, E, ﬁ, KM, KO, KQ pour moyznnes entre KA
et KC, KC et KE,.. ., et ainsi de suite. On pourra pa-
reillement insérer un plus grand nombre de moyennes
proportionnelles entre deux quantités données, et le
nombre des constructions qui pourront résoudre la ques-
tion sera égal au nombre des rapports que présente la
progression cherchée. S'il s'agit, par exemple, de con-
struire deux moyennes, -sz;, fi._é, entre KA et KB, ce
qui doit donner licu aux trois rapports

KA:KP::KP:KQ:: KQ:K3,
il faut qu’on ait
angle AKP — angle PKQ = angle QKB,

le trait supérieur indiquant que ces angles sont en posi-
tion homologue sur les bases AK, PK, QK. Or on peut y

Fig. 2. Fig. 2 &,
B —B
] \? p/” /N
K 5’.__._,.: A ' ( I:': A

parvenir de trois maniéres, savoir, en divisant en trois
parties égales : 1° I'angle AKB; 2° I'angle AKB, plus une
cireonlérence; 3° Pangle AK B, plus deux circonférences,

ce qui donnera les trois constructions représentées par
les fig. 2, 2 bis, 2 ter (*).



11. Passons & la multiplication des lignes dirigées, et
proposons-nous d'abord de construire le produit KB < KC

Fig. 7.

=

D
e
Ve ™~

/
/

o B
)
K

N

: -
{ fg. 7). dont les facteurs sont des unités non primes.
Soit pris angle CKD = angle AKB.

D'aprés ce qui a été dit plus haut, n° %, note (), on
aura

d'ol
EX_KIS:_'T}}\"R,
mais
KA— +1,
done
ﬁxﬁ;:ﬁ'ﬁ.

Alnsi, pour construire le produit de deux rayons diri-
gés, il faut prendre, & purtir de Porigine des arcs, la
somme des deux arcs qui appartiennent & ces rayons, et
Iextrémité de I'arc-somme déterminera la positon du
rayon-produit : ¢’est encore une multiplication logarith-
mique. Il n’est pas nécessaire de montrer que cette régle
a lieu pour un nombre quelconque de facteurs.

Si les facteurs n¢ sont pas des unités, on pourra les

mettre sous la forme m.KB, n.XC,..., m, n,... étant
des coefficients ou lignes primes positives; et le produit
sera

Or le produit de la ligne prime positive {mn...) par le
rayon KP n’est autre chose que cette méme ligne tirée
dans la direction de ce rayon.

La division -s'opérera par une marche iaverse, qu'il
serait superflu de détailler.



DESCARTES : Appendice au"Discours de 1a Méthode" Niveau :
Géométrie, Livre III, 1637.
TAl

1. Résolution de 1'équation x3 - 6x2 + 13x - 10 = 0 dans R par 1a méthode de

CARDAN (Ars Magna, 1545).

1) Chercher o € R tel que le changement d'inconnue réalisé en posant x =X + a
conduise 3 une équation de la forme X3 + pX+q=20.

2) Résoudre 1'équation d'inconnue X ; en déduire Tes solutions de 1'équation

proposée.

11. Chercher une racine avidente de 1'équation x3 -~ 6x2 + 13x « 10 = 0 , et résou-

dre cette &guation dans R .

111. Résolution de 1'équation x3 - 2x + 4 =0 (1) par la méthode de CARDAN {Ars

Magna, 1545).

1) On pose x = u + v ; que devient 1'équation (1} ?

2) Montrer que 1'on peut choisir le produit uv pour que la nouvelle équation
soit équivalente & ud +v3 = - 4,

3) Former 1'équation du second degré dont les solutions sont ud et v3 .

4) En déduire la résolution de 1'équation (1).

IV. Chercher une racine évidente de 1'éguation x3 - 2x + 4 = 0 , et résoudre cette

équation dans R .

V.1)Développer (x - 1)(x = 2)(x + 3} .
2) Résoudre 1'equation x3 - 7x +6 =0 .

3) Utiliser la méthode de CARDAN (voir III) pour résoudre & nouveau cette gquation.



COMPTE=-RENDU D'EXPERIMENTATION

Le but était d'introduire l'emsemble € en utilisant wne démarche historique d
partir des travaux de Jéréme CARDAN (1501-1576} repremant les déecouvertes de
PARTAGLIA (1500-1557), et d'un texte de DESCARTES, extrait de sa "Géométrie" parue

en 1637,

Cette expérimentation se fit en deur séances de travail individuel avec mise en

COMMUTt.

Premiére séance (1h30).

1, Exercice préliminaire.

/7. 3 - 3
Caleul de (1 * 357 ot de (X ,/3} en utilisant l'identité remarquable

V3 3

(a +b)3 =@a3 + 322 b + 3ab? + B3

2. Travail individuel sur les exercices de la page précédente. (Il a été préciaé

auz éléves que le caleul précédent leur gerait utile.)

Deuxidme séance (2h).

1. Imtroduction du nombre © comme nombre ayant pour carré - 1 , avec quelques

applications rnumériques.
2. Lecture du tegte de le "Géomdtrie" de DESCARTES de 1637.

2. Lecture du texte de la eonférence de Suzarme BACHELARD du § mars 1966 au

Palats de la Déccuverte.

4. Exercice.

Caleul de
(V3 + 2¢)3 : vz~ 24)3

3

5 . .
(T‘l'"z-‘!f) s (3 -E'LJ 3
W31 .3 , 3/3 1.3

{ —E-+ E-z) 3 -t E-z) R
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en utilisant

(a + ib)3 = a3 + 322 b + 3az? P> + 13 b3

(a3 - 3ab?} + i(3a® b - b3)

5. Nowvel essai de résolution de l'équation xz3 - 7x + 6 = 0 par la méthode de
CARDAN. en utilisant les nombres compléexes pour la résolution de l'équation du 2e

degré dont le discriminant est négatif.

Remaraues.
Aucun éléve du groupe des 17 é&léves de TAIl n'a émis d'objection a la méthode

proposée de CARDAN, bien qu'tls sachent tous déterminer les "zéros évidents” d'un
polyndme.

Ils semblent aquoir saisi L'utilité de la méthode dans le cas ou le polynéme du
3e degré n'admet pas de "zéros évidents”, mais aucure dvaluation n'a été faite pour

le moment.

La complexité de la résolution de l'équation X3 =a dans R quand a £ a
10 + 6V3
33

été bien mise en évidence, et la satisfaction fut grande de trouver wd =

et de pouvoir utiliser le résultat préalable.

Ils ont admis de bonne grdce et ont pu verbaliser que la méthode de CARDAN illus-
trait bien le texte de Suzarme BACHELARD dans le cas ou 1'équation du 3e degré avait
trois racines réelles nom "évidentes", mais omt manifesté le refus de résoudre une

cutre équation du 3e degré ou les racines n'étaient pas évidentes.

TIndication : Résolution de xz3 - 7x + 6 = 0 par la méthode de CARDAN.

On pose :

L'équation devient :

W+ 0¥ Zwlu+v) - 7(u+v) +8=0 ,

i

Suvlu + v} = 7(u + v) g'awmuls pour wv —-% . It revient d résoudre :
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wWrvi=-6

uv =

wal ~a

w3 et v3 sont done solutioms de l'équation :

343

X2+ 6X +55-=0
qut a pour diseriminant :
- _ 400
A—--g'?——
Ce qui domne :
u3_—9/§+10£ 1)3_-9»/;?-101:
PR AL L =
3/3 33

Les couples (u , v) solutions sont i

[/34-2?:./?3'-27:
/E >

V3

/_fé"+£..__/fs_'_§-
7 77 Y73 7t s

et 3 5
_ 373 1-.-1&-1-}
(’2‘*2" z

Or z=u+ v . Les solutions sont donc les réels 1, 2 et -3 .



La GtomETRIB

eftcieat ,1, &%, & que celles de 1a premiere eftoient

23,3V &5V 3.
Cémens,  Cete operation pent audy feruir pour rendre {2 quan-
quucisé titéconou€ de quelqu'ondes termes deI'EquatiG efgale
Sonnes aquelqueantre donnde, comme fi ayant
dnter. X1 0 fhreesime
mesd1ne On Vearauoiren 3 place vae antre Equation, en laquel-
%:Iea le 12 quantite connué, du terme qui occupe la troifie/me
auon . place,afanoir celle qui eft icy 5 4,foit 55 4,il faut fappa
Teut. javc?

fery 0= Vﬁ%,-puiscfcﬁrcy" ~ jasy -~ ¥'3 2o

Que s Aurefte rancles vrayesracines quelesfaufles ne font
iy pas toufiours reelles; mais quelquefois fenlementimagi.
ysque  najres;¢’eft adire qu'onpeur bien roufiours en imaginer
;ﬁ?ﬂ aurantqueizy diten chafq?c Equation; mais qu'il,n'y a
;ﬁ“;:"" quelquefoisaucune quantite, qui corr:fpcnc-ic a celles
imaginai- qU'OD imagine. comme encore qu'on e puiffe imagi.
e pertroisencellecy, ' w 6x¥<- 13 v~ 10200, ilnYy
enarontefois qu'vne reelle, quielt 2, & pour les deax
antres,quoy qu'on lesaugmente, ou dimiave, ou multi-
plie enlafagan que ie viensd'expliguer, oo pe fgauroit
fes rendre zptres qu'imaginaires.,
tarrdu-  Or quand pour troouer I2 conftru&ion de quelque
g‘m‘g‘, problefme,on vient a voe Equation, en laquelle la quan.
csbiques tit€ inconnué z trois dimenfions; premierement fi les
::fg;:}"‘ quantites conanés , quiyfont , cortienent quelques
meet  pombresrompus,il les fanereduire a d'autres entiers, pas
Pl 1 mulriplicationtantoft expliquée ; Er s'ils eo contie-
neardefours , il fant anfly lesreduire a d'sutres ratio-
naux, autant quiil fera poffible,tant par cete mefme mal-

tiplication,



LA REPRESENTATION GEOMETRIQUE
DES QUANTITES IMAGINAIRES
AU DEBUT DU XiX® SIECLE

e==—===0"j11sTOIRE de la découverte de la représentation

géométrique des quantités imaginaires est un
L fragment, relativement bien connu, de Uhis-

toire de l'algébre. Ce que je voudrais évoquer
dans cette conférence, c'est le retentissement
que cette découverte a eu sur les fondements
de Palgébre, sur ce qu'on pourrait appeler la métaphysique
de I'algébre, en reprenant une expression que l'on trouve sous
la plume de nombreux algébristes 2 la fin du xvin® et au
début du x1x* siécles.

Les quantités imaginaires avaient été introduites, sous le
nom de quantités impossibles, au xvi* siécle pour résoudre
une équation du second degré, & I'occasion de la résolution
de I'équation du 3% degré. On sait bien que si 'on ne dispose
que des nombres réels, la formule de résolution d’une équation
du second degré & coeilicients réels #'g plies de sens, peut-on
dire, quand la racine carrée qui intervient dans cette formule
est 1a racine carrée d'un nombre négatif. Au symbole y—g,
e étant un nombre positif, on ne peut faire correspondre
aucune quantité i proprement parler. Cependant, méme dans
ce cas, on peut continuer i calculer formellement sur les racines
d'une telle équation. En particulier, la somme et le produit
des racines de "équation sont des nombres réels. C'est pour-
quoi Descartes a pu, dans sa Génmétrie, en 1637, appeler de
telles racines imaginaires en ce double sens qu'clles ne sont

pus réeiles mais aussi qu'on peut les imaginer. Je rappelle,
pour la compréhension du court texte de Descartes que je
vais citer, que Descartes a posé le principe qui avait déja été
formulé par Albert Girard en 1629, selon lequel une équation
a un nombre de racines égal & son degré :

+ Anreste. Lant les vraies racines que les fausses (1) ne sont pas loujours
réetles, mais qucinuefois sculement imaginaires, ¢'est-i-dice qu’on peut
bien loujours en imaginer autant que j'ai dit ¢n chaque équation,
mais qu'if 1’y 2 quelquefois aucune quantité qui corresponde & ceiles
qu’on imagine; conume encore gu’on en puisseimaginer trols en eelle—ci

2 — G2t - 13Ir — 10 = 0

it n’y en o teutcfols qu'une réelle qui est 2, el pour les deux aulres,
quoiqu’en les uugmente cu diminue, ou multiplie en 1a facon que je
viens dexpliquer, on oe saurait les rendre aulres qu'imaginaires « (2).

in 1746 d'Alembert démontra cctte proposition impor-
tante que les nombres imaginaires sont tous de la forme
a = b\/=1, disons @ + bi pour prendre la notation d'Fuler,
@ ot b représentant des nombres réels (cette expression de
nombres récls ne prenant d'ailleurs son plein sens qu'apris la
délinition correcte qui a été donnée de ces nombres tardi-
vement dans la scconde moitié du xix® siéele et qui corres-
pondent a ce qu'on appelle aujourd’hui les points de ia droite
numérique), et i étant le symbole d'un « nombre » dont le
carré est éoul & — 1. I'adoption de ces nouveaux nombres
a - bi qui rend soluble toute équation du second degré rend
également soluble les équations algébriques de tout degré.

A la fin du xvine siécle les quantités imaginaires inter-
venaient dans des domaines d'étude de plus en plus nombreux,
dans I'étude des fonctions logarithniiques, dans I'étude des
fonctions exponentielies et des fonctions trigonométriques —
dont elics ont réalisé Punité, Leur emploi facilitait les calenls,
n'entrainait pas des résultats erronds et surtout donnait aux
théorémes algébriques cette généralité vers laquelle tend

(1) C'est-a-dire lanl les rzcines posilives gue les racines négatives.
(1) La Géomelrie de René Drscartes, I'ans, Hermann. 1927, p. 63,



chapitre 5

Newtoniana

Sous ce titre, nous rassemblons quelques textes du grand NEWTON, un scientifique
qui, dans une dialectique de 1'expérimentation et du raisonnement théorique, a chan-
gé le visage de la science. I1 a rendu intelligible le systdme du monde ("Principes
mathématiques de la philosophie natureile, 1687}, fondé la mécanique rationnelle,
1a théorie des couleurs {"Optique", 1704, conception granulaire de la lumiére).

Pour déveiopper les conséquences de la 1oi fondamentale de la gravitation univer-
selle, un outil mathématique nouveau était indispensable. Dés 1665, NEWTON &tait en
possession de sa "Méthode des fluxions" qui, aux notations prés, est notre calcul
infinitésimal. Ce texte ne sera publié qu'en 1736, neuf ans aprés la mort de son au-

teur.

L'"Arithmetica universalis” est une production de jeunesse de NEWTON, texte, dit-
on, des legons qu'il donnait sur 1'alg&bre & Cambridge. Cet ouvrage &lémentaire n'a
gté publié qu'en 1707. Dans la continuaticn de Ta "Géométrie" de DESCARTES, avec une
réflexion sur les bases des mathématiques, c'est un modéle de la maniére systémati-
gue de soumettre des questions de diverses natures au calcul algébrique.




NEWTON : "La méthode des fluxions" Niveau:
Ecrit en latin vers 1670

Publié en anglais en 1736 2e ~ le
Traduction frangaise de Buffon : 174C.

Exercice 1.

Soit f 1'application de R dans R , dé&finie par f(x) = x2 - 7x + 3 .

Déterminer le domaine de d&finition de f , son taux de variation, son tableau
de variations.

Tracer la courbe représentative de f relativement & un repére orthonormé

3) , pour x é&lément de [0 , 8] . On pourra prendre H?m =2 cm et

(0,7,
-?
f3l =2cm.

Résoudre & 1'aide du graphe f{x) =0 .

Calculer f(0,4) ; f(0,5) .

Exercice 2.

On se propose de déterminer avec 8 chiffres aprés la virgule la racine de
f(x}) = 0 pour 0,4 < x < 0,5,

Soit %5 = Q,4 .
e Posons x = xg + r ; on substitue dans x% - 7x + 2 =0 (1).

On trouve une &quation en r2 notée (2). Comme 0 < r < 107t , alors 0<r2<1072 .
On néglige le terme en r2 . On obtient une équation du premier degré en r . En
déduire r .

On prend
rg = 0,0.

.
1 chiffre
e POSONS r = rg + p ; on substitue dans {2). On trouve une équation en pZ notée
(3). Comme 0 < p < 10=2 , alers p? < 107% . On néglige le terme en p2 , on obtient

une équation du premier degré en p . En déduire p .
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On prend :
Po = 0,00..

T
2 chiffres

e On pose p =py +q , et on continue les calculs.
£ssayer de donner une présentation claire des calculs (tableaux, schémas, etc.).

Combien de pas sont nécessaires pour obtenir 8 décimales ?

Exercice 3.
Tracer la courbe représentative de 1'application f définie par f(x) = x5 - 2x - 5
pour x é&lément de [2 ; 2,15] . Ce tracé se fera point par point pour un pas de
0,01 en prenant H?m = 100cm et Irfﬂ = 10cm .
On remarquera : f(x)} = x{(x2 - 2) -5 .
On pourra utiliser le programme "machine® suivant qui utilise la mémoire :
Ac Min  taper MY x2-2= *MR -5 =

ou
MC

L
annule le contenu de 1a mémoire
On prendra pour les images les valeurs décimales approchées & 107 prés par

défaut.

Remarque : Les exercices ont été préparés d la matson par les éléves d'une classe

de 2nde, 2t le texte a été &tudié em séance de Travaux dirigés.



De la Reduition des Equaiions Afeliees.

XIX. Ilfaut que nous entrions dans un dérail un peu plus grand,
pour expliquer comment on doit reduire les Racines de ces Equa-
tions 3 des fuites infinies ; car ce que les Géomettres nous ont donne

fur les Equations en Nombres, eft extrémement cabarafic, & chargé
d’Opérauons fuperilués; de forte qu'on ne peut prendre fur cela un
bon Modele pour faire les mémes Opérations en Efpeces. Je ferai
donc voir d'abord comment fe. doit faire en Nombres la Reduction
des Equations Affe@tées, & enfuite jappliquerai la Methode aux
Efpeces.
_ I;CX. Soit FEquation y3 == 2y == § = 0 1 reduire en {uite infinie,
prenez un Nombre comme 2, qui ne differe pas d'une de fes di-
xiemes Pardes de la vraie valeur de la Racine, & faites 2 4+=p =y,
fubfituez 2 ~ p pour y dans 'Equarion donnée, & vous aurez
23 == 6p3 == 10p— 1==0, dont il faut chercher la Racine pour la-
jotirer au Quodent; rejerrez ps == 6p* & caufe de fa petitefle, 1lreftera
10p— L ==0, ou p==0,I,ce qui eft trés-prés de la vraic valeurde
?; ceft pourquoi I'écrivane au Quotient, je fais o1 =g=p, &
fubftituant comme auparavant, jai g5 —t= 6,341 == 11,234 =~ 0,061
=0, négligeant les deux premicrs Termes , il refte 11,234 -4
0,061 ==0,0u g=—0,004 1 peu prés (&celaen divifant 0,061
par 11,23 jufqu’a ce qu'on ait aurant de Figures qu'il y 2 de places
entre les premieres Figures de ce Quotient & le principal Quotient
exclufivement, comme ici ol il a deux places entre 2 & 0,005 ) Jé-
cris donc--0,005 4 dans le Quotent , mais au-deffous parce que ce
Terme eft Négarif; & fuppofant—o0,0054~+r==¢, je fubftitue
comme auparavant, & je continue ainfi 'Opération auffi long-tems
qu'il convient, commeon le peut voir ci-deffous.

Jlomiye= g I2 0 o 2,10000000Q
-—2,00¢448r2
= 2,0945 7143, &&. =7
=y o g3 o8 he t2p e 6p* oo S
-3y el Tl ¥
- f -_
SOMI\iE. —]+:°?+‘FS+P3 .-l
Hidg=7p gt | o001k 0,037 + G373 g}

46 pt =008 ke 132 =4
- 10p iy o 10,

o _r,

SOMME. e 0,061 11,237 F= 5,392 4= q?
- 00054 brz g b 4} 1 0,00000014 8 g8 41 0,000 857 $Fro= ST FX 731}
+ 6,3 7* H-000018578F =—o0,0682F 5,3
11,334 = 0,060542 o= 11523
0,061 {deo0br
SOMME. = 00007 ¢+ 6 RNy,

=0, 00090485 2=t r




XXT. On peutabseger le Calcul versla fin de 'Opcraion, & ccla
principalement dans les Equations qui ont pluficurs Dimenfions; vous
dérerminerez d'abord jufqu’olt vous voulez poufler votre Extrac.
tion, c'eft-i-dire combicn vous voulez que le Quotient contiennc de
Chiffies ; enfuite vous compterez autant de Chiffres moins un apres
12 premieze Figure du Coefficient du dernier Terme des Equations,
qu'il refte de Places & remplir dans le Quotient, & vous rejetterez
les Decimales qui fuivent ; dans le dernier Termeil faudra négli-
ger les Decimales qui feront au-deli du nombre des Figures du Quo-
tient; dansle Terme antepénultiéme toutes celles qui feront en-dega
de ce méme nombre de Figures, en procedant ainfi Arithmetiquement,
{uivant lintervalle des Chifftes; ou bien, ce qui eftla méme chofe,
vous couperez par-tout autant de Figures que dans le terme pénul-
tidme; de forte que leurs Places les plus éloignées foient en progref-
fion Arichmérique, felon la fuite des Termes, ou foient fuppofées
remplies de Chiffres , lorfque cela arrive aurrement. Ainfi dans exem-
ple ci-deflus, fi je ne veux pas poufler mon Extraflion, ou conti-
nuer mon Quoticat plus loin que la huitiéme Figure des Decimales;
lorfque j'aurai fubflicué 0,0054 —+rpourg, il yaura dans le Quorient
quatre Places de Decimales remplies, & autant qui demeureront 4
remplir ; je puis donc négliger les Figures dans les cing places les plus
dloignées , & ceft pour cela que je les ai croifées de perites lignes;
& 3 la vérid jaurois ph négliger auffi le premier Terme 73 quoique
fon Coefhcient foit 0,59999 , &c. Ainfi en ne tenant plus compte
de ces Figures, 'on aura dans 'Opération ci-deffus 0,0005416 ~~
11,162 7 pour la fomme, ce qui par la Divifion continuée aufli loin
que le terme prefcrit, donne pourla valeur de r, — 0,00004852 ,Ce
qui remplit le Quotient jufqu'au Terme preferit ; il ne refte qu'a feul-
traire le Négatif du Quorient de I'Afirmarif, & Ponaura2;0945 5148
pour la Racine de I'Equation propofée.



NEWTON : "Arithmetica universalis" Niveau:
Publié en 1707 (écrit beaucoup plus tdt)
Traduit par No#&l Beaudeux, Paris, 1802, 4e - 3e

Exercice 1.

Résoudre : 64x - 14 800 = 54x .

Exercice 2.

Chaque année, un marchand augmente d'un tiers son avoir diminué de cent livres,
qu'il dépense dans le méme espace de temps pour les besoins de sa famille. Au bout
de trois ans, ses richesses sent doublées. Combien le marchand avait-il d'argent

au départ ?

Exercice 3.
Un homme veut distribuer de 1'argent & des pauvres. $'il avait huit deniers de
plus, i1 pourrait en donnmer trois & chacun ; i1 ne leur en donne donc que deux,

et i1 1ui en reste trois. On demande le nombre des pauvres.

Exercice 4.

Deux messagers A et B sont &éloignés 1'un de 1'autre de 359 milles ; ils
partent le matin pour aller & leur rencontre mutuelle. A fait 7 milles en deux
heures, et B en fait 8 en trois heures, mais A est parti une heure avant B .

On demande combien A fera de milles avant de rencontrer B .



DE LA RESOLUTION

Meiods pour meare une queston en éguaron.
———— TR I TR beamsmae

L‘GRSQ ' 0N se sera suffsamment exares & mansiormer et 2 réduirs
des &quanions, il fam essayer ses forces, en memant des questons
en €équaton. Une question émnt proposés, une parte impormante de
Part du calculareur cozsiste 2 exprimer par des équations chacune
des condifions du probléme. Pour y parvenir, il examirera d"abord
si toutes css conditions peuvent &xe expriméss par des caracréres
algéhriques, de 12 méme maniére que nous peignons aos pensées par
l= moyen des lewres de T'alphaber. Si Iz chose est possible ( comme
elle TPest. roujours, lomsque ks quesion roule sur des nombres ou sir
des quanteés abswaites ), alors i dommera des noms awx quandtés
connues, de méme' qu'aux quandiés inconnues; et le sens ds la
question sera exprimé , s on peur parler zins , par un discours
analytique. Ex les condirons zinsi gaduitss en langage algébrique,
donneront autant d'équadeons quH ea faur pour résoudre la ques-

tion.

Par exemple, qu'on demande tois nombres ea propordon cond-
gue, dout Iz somme soit 20, er la somme des quarrds 140, Jappelle~
raf ¢=s ois nombres inconnus.=, y, z; et la question sera waduire
da langage ordinaire ea langage algébrique, en ceme manidze:



DE LA RE

SOLUTION

Void un aume exemple. Un marchand augmeate son atgant d'ua

fers chaque amnée
méme espace de =

tToOis .ans 585 richesses sont doubléss ; on demandsa

d’argent. Voici tourss les proposidons qu
ment dans ceme queston, et qui doivent éoe exprimées, pouT

yenir-3 12 résoludon du probléme.

Queszon a:pr:'mz'e e

langage or aire.

Urn marchand a ta.

certain pombre d'é-

cus, sur lesquels i dé- |

peuse ceat hvres Ia
premidre année;
: 11 augmente c= qui
b reste dus gers.
La seconds annés

il dépense encorecemt |
fivres, et il augmente |

ez qud lui reste dun
BerS.-

‘La wroisiéme année
i dépense encors cat
Hvres, et il augmente

tiers , et U segouve
denx fois plus riche
quau commencsment
de la premiére annés.

Lz méme e Lngege
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, moins cent livres (%) quil dépense dans le

emps pour les besoins de sa fFamille ; au bout de
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sont renferméss imphate-

par=.

glaeiriquz.

£

4 3 o= (T

..———-n-:—'
-

en
3

4 F ==X

———C——— ¢,

3

16 & == s3Sce -
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163 == 70
3
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v

biea

) T s'agit icl, comme on pe=se biea, de Hvres seeslings , ainsi c==t Livrss font

exvirop 2269 Szocs.



Urn homme vaur diserifuer dr lopon & des pawvres, S aveit huir
deniers de phus, il pourrait en donner trois & chemun; il ne Lur en donne
done que dewx | &2 U lui en reste mrois, On demande le nomébre des pauvres 2

Soit = le nombre des parvres. I Yen famr de buit deniess que

I'"homme ne puisse dismibuer 3% Son argent peut donc éwe repré-
senté par 3= —8. Il diszribue sur cet argent 2> de deniers : par
coaséquent, cs qui lui reste aprés la diswmibution sera représenté par
3¥—8&—21x, ou x—8; mais nous avons dit que ¢e reste éeair
égal & tois deniers; par conséquent, £ — 8 == 3, on r== 11,

PROBLEME v,

Deux messagers A & B sons doigrés fun de lazere de 5o milles ; iis
pareens le mazn pour aller & leur renzonze muvuelle. A fais 7 milles en dewe
hewres, e B e fait 8 en trois keures, mais A ess parti une bewrs avens B.
On demands combiers A fira e milles avan: de mrcontrer B.

Appelez ce nombre de milles . Alors §g—=x sera le chemin
qu'aura fait B, Et comme A fait 7 milles en dewx heures, @l fea =
= milles ea = d'heures; ce qu'on wouve en fiisant cetre propor-
tion, 7 milles ¢ 2 heures 12 = milles : 22 heures. De méme, comme
B fait 8 milles en 3 hewres, il fem yg— = mills en LTI
d'heures, Maintenant, comme la différence de ces temps esz 1 heure,

ils deviendront égaux, en sjoutant i an plus pedz, clest-2-dire 3

_‘L'Z..i‘L?.f. ; et on aura_ Péquation 1 o+ m;—;- = ‘7’. Es ea
réduisant, on wouve x == 3. Ea effet, si on multplie Méquaton

PRI -3 LIS 1'7' par 8 , elle devient, 8 4- :77-_3:-__—_’:_'_'

ou 18§ —~3x= -‘-:‘-1;1 » €t en multipliant de nouveau tout par 7, on

denfin, 1195 — 2112 = 167, Ou, 129§ = 37 =; €t en divisant par 37,

on 2, x == 3§. Ainsi A fera 3¢ milles avant ds renconmer B.



NEWTON : "Arithmetica universalis" Niveau:
Publié en 1707 (écrit beaucoup plus tdt)
Traduit par No&l Beaudeux, Paris, 1802. 3e - 2e

Exercice 1.

On dit que b est moyenne proportionnelle entre a et c¢ , si, et seulement
si, -% = %-.
De méme, " a est & b comme ¢ estd d " signifie : %-= %-. Exemple @ 1

est 3 2 comme 2 estd 4, car: 7=

1) Compléte :
- 8 estd 16 comme 4 estd ...
- 15 est d 3 comme ... estd 5.
- 21 est moyenne proportionnelle entre 23 et ...
- 3 est moyenne proportionnelle entre 1 et ...

- 15 est d3 45 comme ... est 3 48 .

2) Quelle est la moyenne proportionnelle positive enire 4 et 167

Quelle est la moyenne proportionnelie positive entre 3 et 157

3) Seit a >0 .
Quelle est la moyenne proportionnelle positive entre 1 et a ? Exemple : 1
est 3 8 comme 8 est 3 ..., autrement dit : 8 est moyenne proportionnelle

entre ... et ...

Quelle est la moyenne proportionneile positive entre 1 et 1772

Exercice 2.
Soient A et B deux points distincts. On veut construire & 1a régle et au

compas un point D tel que : 80 = /AB .

1) Faire la construction de Newton (lignes 17 & 23). On prendra BC =1 cm (et

la Tongueur AB quelconque).
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2) Qualle est 1a nature du triangle ADC ?

3)(a) Appliquer le théoréme de Pythagore au triangle ADC .
: BD = VAB

(b) En appliquant encore deux fois le théoréme de Pythagore, prouver

4) Quel théoréme du cours emploie Newton pour démontrer la méme chose ?

.:.vi- F
. ' »

1k

c Fre.




NOTATION,

Une racice muldpliés par elle-méme produir un quamé; fe quarmé
muitiphié par la racine produit un eube, ets. Alnsi, dapris [ déa-
niton qui a éeé donnés de [z multipiicaton, on voit quil y 2 méde
rapport de lunitd 2 a racine , que de la rzcine aw quarrd, que dn
quar® au cube, ez Donc Iz racine quamrés dune quandtd quel-
conque, &St toujours moyenne proporsonnelle eame Munité e 2 quan~
tté efle-méme; et 12 racine cubique o5t |2 premiére de dewx moyennes
propordonnelles ente Punité et ceme méme quantité; et la racne
qratsiéme est la premiére de trois moyennes proportonasiles, et ainst
du reste. On pourra doac recomnairre les racines & deux caracrires;
ea mar que se mulrpliznr elles - mémes, elles produisent les puis-
sances; et en tint qu'elles sont des termes moyens ence ces puis-
sances et luaitd, Ainsi on reconnait, par exsmple, que la racne
quarrde da 64 est §, et sa racine cubique 4, soit, parce que §.8 waur
64, 0u que 4.4.4 vaut 64, oubien, que 1 est 2 8 comme § est
& 64; ou biea, pour Iz racine cubique, parce que t est} 4 comme
4 estd 16 comme 16 est 4’64 I suic de-l2, que #il agic de drer
12 racine quzrée dune ligne, telle que 43 (PL I, Fig. 2), 1 Sue
prolonger la ligne # B d’une quantitéd B C quon preadra pour uniré,”
er sur 4 £ comme dizmére ayame décrit un demi-corcle, on éle-
vesz aux point B, la perpendiculaire 3 Dj jusqu’a ce qu'elle reacontre
en D Ia demi - cCreonférence, er la ligne B D sera Iz racine cher-
chée, pares quelle est moyehne proportonnelle eaxe £ Betlunitd 8 CL

Pour désigner l2 racine dune quantté quelconque, on a coutume
de faire précéder cene quantitd de la marque /™, quand it sagit
de la racine cuarrée; de Vo , s s'agic d'une racine cubique; da

+
V', sl fagit dune macize quaritme, e, Ainsk, V6g estla
Tome I. B



chapitre 6
Probabilités—Statistiques

CARDAN (dans son livre posthume "De ludeo Aleae"), GALILEE (probléeme du Duc de
Toscane), et bien d'autres, avaient dénombré les possibilités de certains jeux de
hasard, majs 1'acte officiel de naissance du calcul des probabilités date de 1654,
année de la correspondance PASCAL-FERMAT sur le probléme des partis (cf. chapitre 7) :
"le hasard est géométrisable". Le "Traité du Triangle Arithmétique, avec quelgues

autres petits traitez sur 1a mesme matidre" (publié en 1665, aprés la mort de PASCAL)

gtait probablement terminé fin 1654. Dans 1a XIl2me conséquence de ce traité étudiée
dans les textes proposés ci-dessous, 1'auteur dégage de maniére trés novatrice pour
1'époque les deux étapes d'un raisonnement par récurrence.

Dés son arrivée en France en 1655, HUYGENS s'intéresse aux problémes &tudiés par
PASCAL et FERMAT, et publie en 1657, dans les "Exercitationum mathematicarum" de
VAN SCHOOTEN, un petit traité : "De ratiociniis in ludo aleae" (Du calcul dans les
jeux de hasard) qui est le premier texte imprimé sur le calcul des probabilités. IT

- =

se termine par des exercices destinés & "laisser quelque chose & chercher aux lec-
teurs, afin que cela leur servit d'exercice et de passe-temps", qui furent un sti-
mulant pour ses plus illustres successeurs.

Le premier ouvrage entiérement consacré au calcul dés probabilités, 1'"Essay
d'Analyse sur les jeux de hazard" (Paris, 1708) de Pierre Remond DE MONTMORT, énonce

et résout partiellement les principaux problémes devenus classiques de théorie des
jeux. I1 rassemble tous les travaux de ses prédécesseurs, y compris la célébre cor-
respondance PASCAL-FERMAT qui n'avait été publiée que dans les oeuvres posthumes de
FERMAT (Toulouse, 1679). Le texte proposé ci-dessous est extrait de 1a seconde &di-
tion de 1'"Essay d'Analyse" (1713}, plus précisément du "Traité des combinaisons",
qui parait ici pour la premiére fois ainsi que 1'importante correspondance de 1'au-
teur avec Nicolas BERNOULLI, neveu de Jacques BERNQULLI et é&diteur de 1'"Ars conjec-
tandi" (posthume) de ce dernier (Basies, 1713). Dans cet ouvrage, J. BERNOULLI énonce
(et démontre rigoureusement dans le cadre du jeu de pile ou face) la loi Taible des
grands nombres. Cette loi des grands nombres sera un fil directeur des recherches
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théoriques en probabilités ; i1 ne sera complétement démontré qu'au début de notre
siécle par les mathématiciens de 1'@cole russe {principalement TCHEBYCHEFF et
MARKOV).

Avec 1'"Ars conjectandi" et "The Doctrine of Chance" (Londres, 1718) d'Abraham

=

de MOIVRE, le calcul des probabilitds devient une branche & part entiére des mathé-
matiques, et la plupart des grands mathématiciens du XVIIIéme sigcle y ont apporté
Jeur contribution ; la "Théorie analytique des probabilités" de LAPLACE (Paris,

1812) couronne 1'édifice.

L'école anglaise du XIXEme siécle (DE MORGAN, BOOLE) développe 1a logique mathé-
matique dans le but avoué de formaliser le calcul des probabilités, et les recher-
ches fines d'analyse de la fin du siécle dernier trouvent des applications dans et d
travers le calcul des probabilités. L'axiomatisation de ce calcul par KOLMOGOROY
(entre 1929 et 1933) le situe définitivement dans le cadre moderne de la théorie de
la mesure.



PASCAL : "Traité du Triangle Arithmétique Niveau :
avec quelques autres petits traitez sur la
mesme matiére", Paris, 1665. TAlL

1. D&finition du triangle arithmétique.

Considérons la figure construite et décrite par PASCAL dans le "Traité du trian-

gle arithmétique" (1) :

2 af 2l sl el s] el AL sl el v
TINGST 7 = X/ ws| o [4
1 . ﬂ
] R 5 N /
s A
A B c [™ [
F!
D E (3 ) Y.
;6 &
4 Y
H K ~ { Runge paralleles,
s > bl
¥ )“i TRIANGLE
- ARITHMETIQUE.
& =
7 3
=
®
8
3
Y
10 3

Le contenu de chaque “case" du triangle est appel& "cellule”, les lignes "rangs
paralldles”, les colonnes “rangs perpendiculaires”, et les lignes transverses telles
que Ayr sont appelées “"bases". Les "cellules d’une méme base" sont celles qui sont

traversées par la méme ligne transverse (ou base).

(1) 11 y a d'autres dispositions possibles du triangle arithmétique, par exemple :

1

121

1331

14641 etc...
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On remplit les cellules du triangle de la maniére suivante : les cetlules de la
lére ligne et de 1a lére colonne valent 1 , et on obtient une cellule en ajoutant
les deux cellules de la base précédente qui lui sont voisines ("contigués) suivant

le schéma : . .
, ’ /’ 4
P ” ” ”

/ ,/ , ”/
* ,”’ * ,”EtC...
.’11 /, "; "I

Compléter la lle base du triangle arithmétique ci-dessus en appliquant les ré-
gles indiquées.
Quelle propriété remarquez-vous pour les cellules de la 2e ligne et de la Ze

colonne 7

11. Démonstration de la "conséquence douziéme" du traité du triangls.

Nous n'utiliserons pas dans cette partie les notations de PASCAL, maijs unre nota-
tion indicielie de position : nous appellerons Cﬁ ta cellule de 1la p-iéme colonne
de Ta (n + 1)-i2me base (2). Le triangle se présente alors sous la fcrme suivante

{voir page suivantel.
1) Compléter les 4e et Se bases du triangle avec les notations Cz .

2) Démontrer que les nombres Cﬁ satisfont aux propriétés suivantes, quels que
soient n et p entiers (0gpgn):

0 = = Py cP+t o PPl
=1, c, =1, e+ Ch C

n+l

(2) Cg ne représente ici qu'une notation de position. Bien sdr, elle coTncide avec
1a notation classique Cg , mais 1'exercice peut étre traité sans connaitre la no-
tion de combinaison et les formules donnant Cg , et 11 est méme plus intéressant de

ne pas les utiiiser.



p:O p:l ‘p=:2 p=n p=n+1
_.C8” S _-c o
0 " " ” ” . -
= 0-- 1° -
o \ ’,Cl ’,.Cz 'Cp+1 .-
bas \b" . p‘ n -
e = 0 - -C .
[ o ,Cz n 1
ba-se - cz' ’Cp 1
e P .7 Le7one
e .o P
p3® .cl 2 -
e "% . -Cha
_co” 17
o n .-
e -
pa® 0"
@ ¥ ne .-<Ca
gt
x
o
e
v3°
e
A

3) Pour tout n € N*, calculer C% (on peut faire un raisonnement par récur-

rence).

4) Combien de cellules contient chaque base ?
Considérons deux cellules consédcutives de Ta (n + 1)-iéme base CE et Cg+1
(0 g p<n-1) . PASCAL &nonce, dans 1a "conséquence douziéme" du "Trait& du trian-

gle arithmétique”, que cﬁ/cg*l est &gal au rapporti %~§~% du nombre de cellules

de 1a (n + 1)-i2me base situes en desscus de Cﬁ , cette derniére comprise, au

ptl

nombre de celiules de 1a méme base situées au-dessus de Cn

» celle-ci comprise.

5) Vérifier que la propriété :

cP

1

P(n) vpelo,n-1], p21=-§-—3_“—-5
Cn

est vraie pour n =1 .

6) On suppose, dans cette question, que la propriété P(n) est vraie pour un en-
tier n .
(a) Quel est le nombre de cellules de 1a (n + 2}-iéme base situdes en dessous de
‘Cﬁii , celle-ci comprise, et 12 nombre de cellules de cette (n + 2)-i2me base si-
tuées au-dessus de ngi , cdlle-¢i comprise ?
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{b) Démontrer que :

ptl p
cn+1 _ Cn +1 =0 + 1
P - P! n-p
n n
et que
p+2 p+l
Cn+1 _ Cn +1=_n¢% 1
p¥2  .p¥2 n-p-1
Cn Cn

(¢) Calculer CP*/cP™

(d) Ecrire CEI%/Cﬁi? 3 1'aide des 3 rapports obtenus en (b) et (¢). En déduire

une valeur de Cﬁii/tﬁiﬁ . Est-ce la valeur annoncée par PASCAL ?

(e) La démonstration ci-dessus permet-elle de donner ia valeur de C%+1/C

I 2
n+l

Calculer directement C0

1 - - -- ] A - - -
n+l/Cn+1 . Ce rapport satisfait-il & la propriété é&noncée

par PASCAL 7

(f) Ecrire la propri&té P(n + 1). Que peut-on en dire ?

7) Quelle conclusion peut-on tirer des questions 6) et 7) ? Quel mode de raison-

nement avez-vous utilisé ?

II1. Etude du texte de PASCAL.

1) En utilisant les notations de 1a partie II, comment notez-vous les cellules

D,B,e,x,E,C?
2) Dans quelle guestion de la partie II avez-vous démontré le lemme 1 ?

3) Reprendre, avec les notations de la partie II, Ta démonstration (1ignes 30 &
37) de la proposition &noncée ligne 29, "E est &8 C comme 2 & 3 " (c'est-&-
dire % ='% }. Rectifier, en particulier, 1'erreur de typographie ligne 34.

Indication : La régle de la proportion troublée peut se traduire, avec les nota-

. cqs ., C_C_8B . c_C. 8 18
tions actuellement utilisées, par : TEgXg> et en itérant T3 X g X g pour

tout réel C et pour B, 6 , E réels non nuls.

4) Quelles remarques vous suggérent ce texte et le probléme de la partie II ?



CONSEQUENCE DOUZIEME

Eg 2out Triangle arithmitigus, denx celzies contignés étant
dans une méme base, la supérienre eit & Vinfirienrs comme la
multitsde des cellules depuis o supérieare fusqu'an baut de
la baw & la multitude de celles depuis Uinférienrs jusqu'en
bas inclutivement,

Soient deux cellules contigués! quelconques d'une mdme base,
E,C:jcdisque:

E entd o cormnme 32 i 3
infériesre, superieire, r gu'il ¥ a ree gu'il y a troir
i 7 Pi:; ?ruf.'du] de- e:ﬂ::lt?ru depair C

_f:j.r B jugu'ex  jusqilen bant | ra-
ceavair, BV H;  voir, G R, u.

Quoique cette propositioa ait une infinité de 13, j'en doanerai
upe démongtration bien courre, en supposaat 3 lemmes,

Le 1, qui et évident de soi-méme, que cetts proportion se rea-
conrre dans la seconde base; car il oSt biea visible que p et d
comme 14 L.

Le =, que si cette proportion se trouve dans une base quelceaque,
elle se trouvera nécessairement dans la base suivanee.

D’odi il s& voit gu'elle eft nécsssairerment dans rouees les bases :
ar elle et dans [z seconde base par le premier lemme; done par
le second elle et dans la woisiéme base, done dans la quarrieme,
et i Pinfini.

1l fur donc seulement démonter le second lemme, en ceme
sorre. Si cette proportion se rencontre en une buse quelconqus,
comeme en la quacriéme DA, c'eft-a-dire si D eft 4 Beomme t a 3,
etBabBcommez2az et Oaicomme;iarn ec;jedisquela
méme proportion se trouvera dans la base saivamte, Hiz, et que,
par exermple, E eft 3 Ccomme 24 3.

Cac D et 4 B comme 1 4 3, pag I'hypothése,

Done D4 BestiBcommer +3i3.

s ————

E 2 Bcomeme 4 43

De méme B eft i § comme 2 3 2, par Ihypockise,
Done B4+ 93P commez + 242,

C aB,comme 4 a2z
Mais B 4B, commes 3 &4
Doac, par Iz proporticn troublée, C et & E comme 34 2.

Catfd

Of Ie montrers de méme dans tout le refle, puisque cette
preuve nledt fondde que sur ¢ que cette proportion se troure
dans 12 base précédente, et que chaque cellule et dgule 3 sa précd-
dente, plus 4 sa supérieure, ce qui & vrai parcout.

Remarque : Ce texte a été lu, commenté et travatllé en classe de Terminale Al.
Certains &l3ves ont trés consciemment "décortiqué' le texte ; ce qui mous aq amené &
cette présentation et cette traduction des propriétés dans le langage des Ci .

(Le texte a été utilisé cprés 1'étude des dénombrements, mais peut L'&tre avant.)



DE MONTMORT : "Essay d'analyse sur les jeux de hazard" Niveau:
2e &dition, 1713 - Traité des combinaisons.
TAlL

I. On lance deux dés non truqués, et on appellera "jet" tout couple de deux &lémentis

distincts ou non pris dans 1'ensemble {1 ,2,3,4,5, 6} .
1) Combien obtient-on de "jets" différents ?

2) En langant les deux dés, on peut obtenir le méme coup (par exemple {4 , 1} )
par deux jets différents ( (4 , 1) et (1 ,4)).

Déterminer le nombre de coups différents dans le lancer de deux dés.

On ge propose, avec MONTMORT, de "trouver combien on peut amener de coups diffé-
rens avec un nombre queleonque p de dés, dont le nombre des faces f soit ausst

queleonque" (proposition XI du traité des combinaisons). Selon Tut :

En nommant fle nombre des faces de chaque dé, on
aura le nombre cherché de coups pour un de = f pour
deux dés =£L21 . pour trois dés £L51:0=2 , pour quatre

Leded
le s Fof et ftt, faed . Lo Fuf s fanto Fel . frind
dés = L L1l ,pourcqucs__. Eifer it

& ainfi des autres; en forte que dans deux dés on aura 21
<oups differens , dans trois dés 56 coups ,dans quatre dés
126 coups, dans cinq dés 252 coups, &c.
Ces nombres §, 21,6, 126, 252, 462, 792, 1287, &
les autres fuivans compofent fa fixiéme bande rranfverfale
12 Table, 272 z. L'on aufoit les nombresdela fepriéme
bande tranfverfale, i # éroit == ¥ ; & les nombres de la
huiriéme bande tranfverfale, fi feroic = 8, &c.
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11. Voici la Tabie citée par MONTMORT, qui n'est autre gque le triangle arithmétigue

de Pascal :

“Tble de M. Pafcalponr les combinaifons.
g.f.1.1.%. 3. 2. 1.12. 1. To 1. 1. 1
1.2.3 4550 607 3, ‘9, 10, Ils 12 T3

1.3.6.10.15.21,28, 36. 745- 55 66. 7%
1;4;:o.zq:35.56, 84.120,165,220, 28¢
1. 5.(5,35.7q.116,zzo,350,495, 718
:,'B,iz.56.1;6.:52,46:.791.1287

1. 7.28. $4.210.462.924.1716

i. 8. 56,120,330.793,1716

I. O« 45.165,495.1237

3, 10. 3§.220, 71§

£, I1. 66. 286

., 12. 78

1. 13

1

1) Faire apparaitre 1a 6e bande transversale de ta table qui contient les nom-

bres cités 1igne B du texte.

2) On rappelle que chaque &lément de la table, en dehors de la premigre Tigne

gui ne contient que des 1 , est obtenu selon le schéma suivant :

;
[ - (8]

Vérifier que chaque nombre de la fe bande transversaie est ggal & la sorme
des 6 premiers nombres de 1a bande horizontale précédente (par exemple :
56 = 1 +3+6+ 10+ 15+ 21 ).
Plus généralement, vérifier que chaque nombre de la table est égal & la semme
des nombres de la bande horizontale précédente jusqu'2 la colonne qui précéde ce

nombre (par exemple :
330 =1 +7 + 28 + 84 + 210 ).
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111. Démonstration de 1a formule proposée par DE MONTMORT.

Premiére partie (lignes I & 14) : Lancer de 1 dé&, puis de 2 dés.

DE MONTMORT utilise une nouvelle table (lignes 22 ¢ 28) : & la premiére ligne
(ou ligne 23) sont énumérés les six coups différents contenant 1'as, soit :
(1,1 ,1{1,2y, ... ,(1,86}
3 1a deuxiéme ligne (ou ligne 23) sont &numérés les cing coups différents contenant

le 2 et non 1'as,

On obtient bien 21 coups différents dans 1e lancer de 2 dés.

Deuxiéme partie (lignes 1¢4 & 39) : Lancer de 3 dés.

On lance trois dés indiscernables. Dénombrer le nombre de coups différents conte-

nant :

(a) au moins un as,

(b) au moins un 2 , mais pas d'as,

(c) au moins un 3 , mais ni 2 , ni as.

En déduire le nembre de coups différents obtenus avec trois dés.

Troisiéme partie : Généralisation.

1) Comment DE MONTMORT justifie-t-il la généralisation de la formule démontrée

pour 3 dés & 6 faces ?

2) Utiliser les notations CE pour exprimer la formule que DE MONTMORT donne

pour les coups différents pour le lancer de 5 dés.

Donner une formule généralisée pour le lancer de p dés 3 f faces.

(Voir le texte de DE MONTMORT page suivante.)

Remarque : Ce texte a été expérimenté en terminale Al, sous forme d'un dezvoir d
la matson, et a été généralement bien compris. La tendance, & la question de la
deuziéme partie du paragraphe III, a été de reprendre les dénombrements (et méme
la rédaction; de MONTMORT, plutdt que de refaire des raisonnements et des caleuls

personnels.



DEMo NSTRATION.

Iv e clair que pour {cavoir combien il y 2 de coups
differens avec un dé, il 'y 2 qu'i ajoutér en une fomme
les fix premiers nombres de Ia premiere bande horizon-
tale, art. r,quieft compofée d'unités; & que pour fea-
voir combien il 'y 2 de coups differens avec deux dés, il
faut ajouter en une fomme les fix premiers nombresde la
feconde bande horizontale; puifquiil eft évident quen
joignant I'as du deuxiéme d¢ avec les fix facesdu ?rcmi_e_r
déon a6, & le i du deuxiéme dé avec les cing faces du
remier ot I'as m'eft point, ona §; & qu'en joignant
e 3 du deuxiéme dé avec les quarre faces du premier ol
I'2s ni le 2 ne fe trouvent point, ona 4, &c. En forte qu'il
4 60 TOUE § = § = 4+ 3 = 2 = 1 == 2¢ coups differens
ott chacune des faces peur entrer, -4 == 3-+=2 - 1=1j,
ok chacune des faces peut entrer, 4 'exception de Pas.
43 42+ T==10, Ol chacune des faces peut entrer,
4 Pexcepdion de l'as & du 2, &c. & qu'ainfi ces nombres
ui repréfententles differens coups poffibles avec denx dés,
! forment en la méme maniere que les nombres dela fe-
conde bande horizontale, a7z 1.
'On remarquera d¢ méme pour trois dés, en confide-
rant la Table cijointe, que I'asdu troifiéme dé fe joignanc

1T, 12, 13, 14, I5, 16 6
22, 33,24, 25,26 == §
335 345 352 36 == 4

Ads 45, 46 =3

55,56=z
66 =1

I



aux a1 coups differens de deux dés, donnera 21 coups dif.
ferens, & que le = du troifi¢éme dé fe joignant aux 15 cOUps
de la Table ot il n'entre Ediﬁt- d’as, donpe 15 coups ; &
quele 3 du troifiéme dé fe joignant aux 1o coups de la
Table ot il nentre point d'as nide 2, donne 10 coups, &
ainfi du refte, ‘

En forte que la fomme de'tous les' differens coups pofE-
bles avec trois dés eft 21 = 15 4= 10 4+ 6 =31 == 56,
& que ces pombresfe forment en la maniere que les nom-
bres de la-feconde bande horizoprale du triangle arith-
metique, &rt. 7.

Et de méme qu’avec quatredésil y sura 36 coups differens
ou chacune des faces pourra entrer. 56 — 1t =35 0 il
n'y aura point d'as, §6 — 28— 1§ = 20 ot il n’y aura
niasniz, §6 — 21— 1§ — 10 ottil n'y aura ni as, niz,
ni 3, &c. en forre qu'avec quatre désla %mmc de rous les
differens coups poffibles fera = 56 - 35 4+ 20+ 10k 4=

I==126.
Ee que ces nombres {e forment en [a m&me nianiere
ve fes nombresde la quacriéme bande horizontale, «rt 7.
Creft la méme chofe pour tout autre nombre de dés &de
faces. Or l'on fcait que chaque teznte d’une bande tranf-
verfzle Feft égale d la fomme des £ premiers nombres de

1a bande fuperieure horizontale : Donc, &c.



Document extrait de Niveau :

"Démographie historique" de

Guillaume et Pousson, Collection U. Znd « le A~B
Terminales

TRAVAIL DIRIGE :

COMPARAISON DU NOMBRE DES MALADES ET DE
LA MORTALITE DE L'HOTEL-DIEU DE ROUEN
AVEC LE PRIX DES GRAINS,

DEPUIS 1680 JUSQUES ET COMPRIS 1699

- Prendre connaissance du tableau de nombres proposé.

- Reclasser les données : on peut, par exemple, extraire du tableau trois séries
chronologiques distinctes donnant respectivement le nombre des malades et des morts
3 1'Hétel-Dieu de Rouen, entre 1680 et 1700, et pour la méme période la variation
du prix du septier (ou setier) de blé & Paris, unité de capacité correspondant &
12 boisseaux, soit & peu prés 156 Tlitres.

Dans cette troisiéme série, 1'unité monétaire utilisde est la livre (&) , et
ses sous~divisions e sou (f) et le denier (d) .

Les prix proposés peuvent &tre convertis soit en deniers, soit en livre décimale.

1¢ = 20f et 1f = 12d

- Proposer une représentation graphique du nombre des morts et des malades & 1'Hotel-
Dieu de Rouen, entre 1680 et 1699, et de 1a variation du prix du bié pendant la méme
période.

Peut-on tirer quelqgues conclusions & la Tecture des graphiques ?
- Lalculer, de 1681 3 1699, année nar année, le taux de croissance annuel du prix du

b1é et simultanément le taux de croissance annuel de la mortalité (ou de la maladie)

3 1'Hotel-Dieu de Rouen pour la méme période.
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Tracer les deux graphiques représentatifs des résultats obtenus.
Ces deux nouveaux graphiques permettent-ils "d'affiner" les conclusions tirées

de la premiére représentation graphique réalisée ?

- Représenter les variations de la mortalité (ou de la maladie) & 1'Hétel-Dieu de
Rouen en fonction du taux de croissance du prix du blé, entre 1681 et 1699.

On portera en abscisse, pour chaque année, le taux d'augmentation du prix du
blé, et en ordonnée le taux de croissance de 1a mortalité (ou de la maladie) corres-
pondant & 1‘HAtel-Dieu de Rouen.

Peut~on tirer de la lecture de ce dernier graphique de nouvelles conclusions ?

- Interpréter la dernidre ligne du tableau statistique &tudisé.
Par exemple : Quel sens donner & 1'intitulé "Année commune" ? Que représentent

les nombres proposés dans les six colonnes 7

- Le second document propose une comparaison entre le prix du blé et le nombre de
baptémes & Gérone entre 1670 et 1700.

Faire un graphique significatif (38 votre choix) permettant une interprétation
des données,

Quelle(s) conclusion(s) tirer & la suite de ce dernier travail ?

Remarque : Ce travail peut Ztre mené en seconde (Travawr dirigés), en premiére

(A et B), ou en Terminales, aveec un ajustement lindaire possible sur les dermiers

graphiques.



XV™ TABLE, I ParTIc

COMPARLIS ON dunombre des malades & de la moreafiné
de I'Hotel-Diex d2 Rouen avec le prix des grains
depuis 1680 Jufques & compriz 1699.
On 2 mis dars 12 premicre colomne das anndes coiles qui onc ¢z des plus morzelles;
dans [a feconde, celles quil’ent & {e moins.

Le nombre les malades & des mores 2 &é prisfuc les Regillres senus dans cez Fidpinal,
*

LPrix dz feptier Prix g jezee
e bled , mefur: de bled  me,uic
de Paris , au de Poris.
Années, | Malades. | Morts | masepé de | Années.| Matedes.| Borss. au mareii
Paris. de Poric
liv. £ d , iv. € 4.
1680 | 3126 | Go6 | 27 1682 | 2341 31591 26 2 61
1681 | 2748 | 579 | 28 3 1633 | 2175 | 299| 24
1684 | 2732 | 400 29 7 o} 1687 | 2048 3661 21 6 3
1685 | 3461 | 482 | 33 5 3§ 1683 1946 343 15 2
1686 | 2678 | 471 | 21 13 3} 1689 1953 330! 17 o !g
1691 | 3760 | 430 | 17 9 of 1690 | 2577 | 326 17 13 of
1692 | 3100 | 545 | 22 16 3 1695 | 1676 272 22 3% 6!
1693 | 7453 {1772 | 43 7 1696 | 1649 252f 23 & 3
1694 | G954 a294 52 2 6§ 1697 | 1852 264} 2§ 1o
1699 1 2657 | 348 | 39 18 ol 1693 | 2043 278) 3117 €
Tors:-{33G69. 17927 |31% ‘4 6] Torur|z026) 30891225 4 5
.i::.:-. 3867 [ 792 | 31 10 § ;:::u 2016 | 309! 2210 6
Ji ’ R | ]

* Pour les 20 anndes depuis 1630 julgues & compris 1699 en a empleyé le prizda
{eptier de Paris, 3tcendu que le peix des grains, an marché de Roen , ne ramonse pas
plus baue qu'en 1704,

Sovnce : Mcssancg, on, cIf,

Cherté et dénatalité & Gerone 1570-1700

Années - Prixdoviée | Baptémes Aonbes | Prix du Blé Bapuimes
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chapitre 7

Le probléme des part1s

de PACIOLI
3 PASCAL et FERMAT
1494 -1654






Deux joueurs jouent & "un jeu de pur hasard", et le premier qui aura gagné
un nombre déterminé de parties sera déclaré vainqueur. Mais voild qu'ils doi-
vent "quitter le jeu" avant qu'aucun des deux joueurs n‘ait atteint le nombre
de parties entrainant la victoire. Comment doivent-ils alors, en se séparant,
partager "1'argent qu'ils ont mis au jeu" ?

Tel est le célébre "probléme des partis" (1) qui doit son nom 3 Pascal, lequel
traita de cette "juste distribution" dans sa correspondance avec Fermat et dans
le troisiéme "usage" du Traité du Triangle Arithmétique (2), ceci en 1654, accom-
plissant par 12 méme les premiers pas du calcul des probabilités.

Mais ]'admirable &change que représente cette correspondance, ainsi que la

-

clarté du "troisiéme usage", ont trop souvent conduit les commentateurs 4 rejeter
dans 1'ombre, ou tout au moins au musée des “curiosités" et des "erreurs grossié-
res", les solutions du méme probléme proposées par des auteurs du xy1&me

Or, si au contraire, nous prenons la peine de nous arréter un moment sur ces

sjaécle.

premiéres tentatives, nous découvrons un "matériau” d'une réelle richesse, tant
pour 1'historien que pour 1'enseignant de mathématiques, comme nous allons tenter
de e montrer,

Assurément, i1 y a une "histoire" du probléme des partis, ou, plus exactement,
un ensemble de textes (souvent assez courts) qui, lorsqu'on les rapproche, per-
mettent 3 1'analyse de saisir toute une "dynamique" entre les solutions proposées
et les critiques de certaines d'entre elles, tout un cheminement dans la compré-
hension du probiéme. Et c'est bien cette dynamique, ce cheminement, qui consti-
tuent, 4 nos yeux, 1'aspect le plus original et le principal intérét d'un tel
corpus de textes dans la perspective de son utilisation avec des &léves.

1, PRESENTATION HISTORIQUE

Avant de rendre compte de quelques exemples d'utilisation de ces textes dans
des classes, il nous faut les présenter historiquement. Précisons qu'il s'agit
bien uniquement, pour des questions de place, d'une "présentation”, et non pas
d'une analyse historique. Pour une &tude plus approfondie, nous renvoyons a 1'ar-
ticle trés documenté d'E. COUMET (3) (cf. bibliographie [3]). Répétons, d'autre
part, que ce qui nous intéresse ici se situe moins dans 1'8tude de chague texte
que dans ce que 1'on peut tirer de leur rapprochement, voire leur confrontation.

Indiquons enfin, pour &tre tout & fait clair, que nous ferons référence, dans
cette présentation, & deux types de textes :

1) Des "adaptations-résumés” écrits & partir des textes originaux, et qui cons-
tituent ce qui a &té proposé aux &ldves dans un premier temps. Nous en justifierons
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1'emploi un peu plus loin (cf. p.709). I1s seront désignés par la numérotation
(T1), (T2), (T3}, ...

29 Les textes originaux eux-mémes, sans lTesquels on ne peut prétendre, de notre
point de vue, faire réellement de 1'histoire des mathématiques. Ils sont situés en
annexes, et désignés par (Al), (AIl), (AIII), ...

1) PACIOLI.

C'est dans la Summa de arithmetica geometria proportioni et proportionalita,
dont Ta premigre &dition parut en 1494 i Venise, que Luca PACIOLI aborde, de maniére
d'ailleurs fort marginale, le probigme des partis (AI}.

Le probléme &tudié par le mathématicien italien est Te suivant :

Une brigade joue d la paume. Il faut 6C pour gagner, et chaque coup vaut
10 . L'enjeu est de 10 ducats. Un incident survient qui force les soldats d
interrompre la partie commencée, alors que le premier camp a gagné 50 , et le
second 20 . On demande quelle part de l'enjeu revient @ chaque camp (cité d'a-
prés [5]).

IT fait partie d'une section intitulée De Milizaribus, et se trouve aprés ie
probléme suivant (8galement dans (Al)) :
Une brigade de 3 000 hommes fait sur l'ennemi un sac qui lut rapporte
7 876 ducats. On demarde ccmbien revienmt & chaque homme, en supposant que le
capitaine touche diz pour cent (Cité d'aprés s]).

On peut se demander ce qui autorise PACICLI & regrouper dans une méme section
ces deux textes qui représentent pour nous deux problémes radicalement différents :
si e premier, que nous avons ctté, correspond bien & la situation du probléme des
partis, le second, en revanche, n'est & nos yeux qu'un simple probiéme de propor-
tionnalité. Assurément, 1'identitéd des contextes anecdotiques, si elle justifie le
titre de la section, ne donne pas les raisons de sa constitution.

La réponse & cette question se situe dans la solution m3me de 1'auteur. En ef-
fet, c'est & 1'aide de la Régle de compagnie (3 peu prés notre "régle de trois"},
"une des rigles les plus fondamentales de 1'arithmétique commerciale" ({3], p. 250},
qu'il résout ces deux problémes dont le rapprochement s'expiique aiors : 11 s'agit,
dans les deux cas, de prendre une décision pratique & 1'aide d'un "outil" pratique.

D&s Tors, la solution de PACIOLI au probléme des partis ne pose pas de probléme
de compréhension (4) : les deux camps ont déji obtenu 70 points qui correspondent
i 1'enjeu de 10 ducats. Le premier camp aura donc 5/7 de 10 ducats, et le se-
cond Tes 2/7 restants (cf. (TS)).

Comme e dit fort justement E, COUMET, la démarche de PACIOLI se caractdrise par

le fait que "les points acquis constituent en quelque sorte un bien, un aequis,
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d'aprés lequel doit s'effectuer le partage. Ce qui compte, c'est ce qui a 8té joué
et gagné® ([3], p. 250).

C'est en s'appuyant sur cette argumentation, et aussi sur le sentiment trés
fort qu'il avait d'avoir découvert la "voie droite” (5), que PACIOLI va rejeter
deux autres modes de répartition {d‘aiileurs équivalents entre eux} sur lesquels
i1 ne nous Jivre que peu de chose (nous ignorons, en particulier, quels en sont
les auteurs). Nous nous contentons pour ces deux solutions et leurs critiques par
PACIOLI de renvoyer aux "résumés” (T1), (T2}, (T3), (T4).

2) TARTAGLIA.

C'est dans un tout autre &tat d'esprit, fort &loigné de ce sentiment de certi-
tqge, que Niccolo TARTAGLIA aborde le probiéme des partis (6). I1 écrit, en effet :
“1a résolution d'une telle question est davantage d'ordre judiciaire que rationnel,
et de quelgue maniére qu'on veuille 1a résoudre, on y trouvera toujours sujet & 1i-
tiges" (AIl}, allant jusqu'ad refuser d'écrire plus longuement sur le sujet en disant
que “"parce que de telles questions sont matiere & litiges et de peu d'intérét, it ne
faut pas en tenir compte” (AIIl}.

I1 s'agit donc pour lui de proposer 1a solution "la moins 1itigieuse” & ses yeux,
et par conséquent de montrer, dans un premier temps, que 1a solution de PACIOLI est
inacceptable.

L'argument qu'il emploie consiste & appliquer la méthode de son prédécesseur dans
le cas ol 1'un des deux camps n'a gagné aucune partie :

Sa régle ne me paraft, ni bonne, ni belle, parce que, s'7l arrive que un parti
ait 10 (points) et l'autre rien, et qu'on procédit selon sa régle, le prerrier
devrait tirver le tout et le second vien ; ce serait tout d fait déraisonmable que
pour 10 <l doive tirer le tout ((AIl), voir aussi (T6)).

I1 s'agit donc bel et bien d'un contre-exemple, ce qui déjd ne manque pas d'inté-
r5t. Mais 1'étude de la soiution méme de TARTAGLIA est é&galement riche d'enseigne-
ment,

Apréds avoir critiqué PACIOLI, i1 est 1&gitime que son souci essentiel soit d'évi-
ter les partages déraisonnables qu'il vient de relever. On peut alors penser que
c'est en réfléchissant précisément sur les raisons qui rendent "efficace" le contre-
exemple qu'il vient d'exnhiber, que TARTAGLIA s'attachera a considérer, non plus seu-
lement les points obtenus par chaque joueur, mais surtout 1'&cart entre ceux-ci. Et

c'est bien ce qui caractérise sa solution (77).

11 faut encore remarguer que cette solution est en fin de compte équivalente &
celles que PACIOLI avait rejetées précédemment, non sans pertinence. On peut donc
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s'atonner que TARTAGLIA, qui a Tu PACIOLI, n'ait pas reconnu dans la critique de
celui-ci une réfutation "par avance" de sa propre sotution.

Pour comprendre cela, il faut sans doute d'abord noter que "les différences de
présentations devajent suffire & masquer cette similitude” ([3], p. 255) ; mais,
n'est-i1 pas possible de penser également que s'affirme ici, dans cette régression
apparente, le caractére particulier du "débat" autour de ce probléme, & cette é&po-
que. Cela mériterait d'étre explicité davantage (7), mais disons simplement que
nous sommes ici en présence d'un niveau de rationnalité (peut-étre faudrait-il
risquer de dire "un niveau de mathématisation du probléme") qui tient davantage de
1'argumentation que de la démonstration. Et ce n'est pas 13 le moindre intérét de

cette Btude simultanée des textes de PACIOLI et de TARTAGLIA.

3) FORESTANI.

Lorenzo FORESTANI (8) rejette &également la solution de PACIOLI, mais pour des
raisons d'un tout autre ordre que celles de TARTAGLIA. Ce qui est au coeur de son
argumentaticn, c'est la notion de “Fortune” : puisque le sort peut favoriser n'im-
porte lequel des deux joueurs, il faut partager gquitablement (en deux parts &gales)
ce qui dépendrait de lui s'ils continuaient & jouer (9).

De 14 le calcul de FORESTANI qui débute par la recherche du maximum de jeux que
peuvent faire les deux joueurs, puis gtablit un mode de répartition qui tient ef-
fectivement compte (contrajrement & PACIOLI, cf. note 4) de ce maximum.

Pour le reste, cette solution ne présente, elle aussi, aucune difficulté. Le
partage proportionnel est rapporté & ce nombre maximum de parties, et ce qui res-
terait 3 jouer (c'est-i-dire ce qui n'a pas été acquis) est partagé en deux, puis-
que 1'on ne peut rien dire de sir & son sujet (cf. (18}).

Citons, pour en terminer avec FORESTANI, un passage de son texte qui résume par-
faitement sa position :

La raison que quelques-ung alléguent & 1'opposé est la suivante : tls disent
que celut qui a davantage de jeur 2st plus prés de pouvoir finir et d'obtenir
le tout ; aussi convient—tl qu'il retire une partie de ces deniers au proraia
des jeuxr gagnés.

Et nous nous disons que la fortune peut se retourner rapidement e favoriser
1'autre & gagner le tout, comme on lL'a vu et comme on le voit un nombre infini
de fois, aussi bien dans le jeu de la balle que dans tout autre, mais principa—
lement dans les choses de la guerre... ainst que l'a doctement montré L'Artoste
en la personne de Charles dans ces deux vers :

Ainsi 1a Fortune sourit-elle & Agramant
Qui devint de nouveau, de Charles 1'assidgant (10).
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Charles ayant en effet assiégé Agramant, la Fortune se retourna é un tel
point qu'Agramant mit en déroute en un ingtant l'armée de Charles, et l'assié-

gea une nouvelle fots dans Paris.

4) CARDAN.

Le dernier chapitre de la pratica arithmética et mesurandi singularis (11) est

intitulé De erroribus fratris Lucae in arithmetica (cf. (ALIV)).

Parmi ces erreurs de PACIOLI, il y a pour CARDAN les “absurdités" (absurdissimn)
auxquelles conduit le partage que celui-ci a proposé dans le probléme des partis.
CARDAN parle méme d'erreur que "méme un enfant peut reconnaitre" (a puerec ettam
cognoseibili). Parmi les arguments qu'il emploie pour réfuter cette répartition,
deux d'entre eux peuvent aisément &tre explicités (ce sont ceux que nous avons re-
pris dans (T9)) :

- Le premier consiste & montrer que le partage défavorise celui qui a presque
gagné, dans certains cas, comme lorsque 1'un des joueurs a gagné 18 parties,
1'autre 9 , et que 1'on joue en 19 parties. En effet, la régle de PACIOLI, don-
nant respectivement 2/3 (18/27) et 1/3 (9/27) de la mise & chacun des joueurs,

ne rapporte & celui qui a 18 que 1/3 de 1'argent déposé par son adversaire,
alors qu'il reste & ce dernier 10 parties @ gagner (contre 1 pour celui qui a
18 }.

- Le second argument utilise le méme type de contre-exemple que TARTAGLIA, pre-
nant cette fois la défense de celui qui n'a (encore) gagné aucune partie face &
celui qui en a gagné quelques-unes et qui regoit cependant toute 1a mise comme s'il
avait gagné le jeu. A noter que CARDAN "généralise" le contre-exemple de TARTAGLIA
en considérant comme tout aussi injuste le partage de PACIOLI dans le cas o0 1'un
des joueurs a presque gagné ( 18 parties dans le cas précédent) et ol 1'autre n'a
rien gagné. Car alors, tout donner au premier serait considérer la dernidre partie

nécessaire (celle de 18 & 19 ) comme superflue.

En ce qui concerne la solution proposée par CARDAN, elle est d'un abord beaucoup
plus difficile, le texte, par sa concision méme, posant des prcohlémes d'interpréta-
tion.

Notons tout d'abord que CARDAN est le premier (se rapprochant ainsi de PASCAL et
FERMAT) & avoir remarqué que ce qu'il faut considérer lorsque les joueurs s'arré-
tent, ce n'est pas ce qu‘ils ont acquis (ce qui est l1a position de PACIOLI et méme
de TARTAGLIA), mais ce qui leur manque pour gagner le jeu (ce qu'il appelle le
terminus ad quem).

Partant de 13 ( soit = x et y les nombres de parties que devraient encore
gagner chacun des joueurs pour remporter le jeu), CARDAN fait intervenir une
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"progression" (progressio 3 est 6 ... progressto 7 est 28) qu'il "applique"
i3 x et y . Il trouve ainsi deux autres nombres ( soit respectivement z et

t ) & partir desquels il partage proportionnellement la mise ( t/{z + t) pour ce-
lui auquel i1 manque x , z/{z +t) pour 1'autre).

Or, s'il est facile de remarquer que cette progression correspond @ la somme
des entiers naturels ( Sy = n{n + 1)/2 ), il est beaucoup moins aisé de comprendre
par quels raisonnements CARDAN justifie T'utilisation d'un tel outii dans lequel
i1 voyait certainement “le moyen de résoudre rationnellement, et non pas par quel~
que compromis boiteux comme chez TARTAGLIA, la question du partage gquitablie"” ([3],
p. 263).

Ceci peut, en effet, donner lieu & plusieurs interprétations. Nous avons repris
dans "1'adaptation-résumé" (cf. (T10)) celle de Moritz CANTOR {12), citée et cri-
tiquée par E. COUMET, bien que nous soyons sensibles aux arguments de ce dernier
et préférions 1'interprétation qu'il propose. Mais celle-ci exigeant une analyse
plus fine, et donc plus longue, de "t'esprit de 1'argumentation” de CARDAN, nous
avons &ta conduits & faire ce choix "discutable” dans le texte proposé aux éléves.

De méme, i1 serait trop long de présenter ici cette interprétation qu'E. COUMET
slabore dans son articles nous mous contentons d'en conseiller vivement 1a lecture

([3] , p. 266-270).

11 nous faut néanmoins citer deux passages du texte de CARDAN, afin de saisir
un peu mieux 1'esprit de sa démarche :
e premier est d'une grande clarté :
Or la raison démomstrative de ce qui précéde est la suivante : gt la diviaionm
wne fois faite le jeu recommengail d nouveau, les partts en présence devratent
miser la méme somme que celle qu'ils ont regue d condition de s'arréter de jouer.
Ce principe, qui lie les "partis" aux "paris", est trés proche de ia position pas-
calienne (13), quoique "en sens inverse" d'une certaine manigre ([3], p. 263).

C'est & coup sir la grande originalité de CARDAN que d'avoir adopté ce point de
vue. Cela lui fournit un autre argument pour réfuter PACIOLI ([3], p. 263), et lui
permet d'expliciter (de manigre i1 est vrai assez confuse) 1'usage de sa progres-
sion sur un exemple :

Quelqu'un dit : "Je vewx jouer & cette condition que tu me puisses vainere d
moine de gagner 2 jeuxr de suite, et je veux &ire tenu pour le vaingueur si
mot, je gagne 1 Jeu. Et celui qui veut gagner 3 Jeuxr mise 2 ducats ; de
combien doit Stre la mise de l'autre ? Je dis qu'il mise 12 ducats. En votei
en effet la raison : s'ils avatent 4 jouer en I Jeu, 1 suffirait qu'il mise
2 ducats, et s'ils jouatent en 2 jeuz, il devrai? miser le triple, car en

gagnant simplement 2 Jjeux, il gagnerait ¢ ducats, mais 11 persévére en
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courant le risque de perdre le second jeu aprés avoir gagné le premier, done il
doit avoir un bénéfice triple ; et s'ils jouent en 3 Jeum, son bénéfice doit
&tre sextuple, parce que la difficulté est redoublée, done 1l devrait miser 12
ducats. Et tout-d-1'heure il a regu 12 ducats et L'autre 2 : donec la division

a été faite de manidre convenable...

La démarche de CARDAN exigerait certes de plus longs développements, et nous
sommes tout & fait conscients de 1'avoir quelque peu "mutilé" afin de ne pas rendre
"i11isible" le texte proposé aux &léves (T10). Les exigences de clarté et de conci-
sion de la formulation et le respect de 1'esprit du texte ne sont pas toujours fa-
ciles & accorder. C'est 13 sans doute une difficultd de cette démarche d'introduc-
tion aux textes historiques & 1'aide de "pré-textes" (“adaptation-résumés" ou
“exercices"), Nous travaillons cependant & une autre rédaction, plus “fidéle”, de
1a "solution de Jérdme".

5) PASCAL ET FERMAT.

Contrairement aux précédents, ces textes (notamment ceux de PASCAL) ont é&té
abondamment &tudigs (cf., par exemple, [2] et [6]). D'autre part, méme s'ils sont
parfois difficilesid suivre “"dans le d&tail", ils demeurent cependant d'un accés
plus aisé (ne serait-ce que parce qu'ils représentent ce que nous considérons au-
jourd'hui comme "LA" bonne solution). La lecture des textes originaux {AV), (AVI),
(AVII), accompagnée de celle des "résumés" (T1l), (T12), (T13), devrait donc suf-
fire 3 1a compréhension des méthodes de PASCAL et FERMAT. C'est pourquoi nous nous
contenterons, dans ce paragraphe, de queiques remarques :

% Comme le rapporte PASCAL lui-méme, Antoine GOMBAUD CHEVALIER de MERE (1607-
1684) Tui posa deux problames, dont le second correspond au probléme des partis.
Pierre de CARCAVI (1603-1684) servit un moment d'intermédiaire entre PASCAL et
FERMAT (14) avant que les deux hommes n'entament une correspondance directe, tout
au long de 1'année 1654.

De cette correspondance, un certain nombre de lettres ne nous sont pas parvenues,
notamment celle de FERMAT (antérieure & la lettre de PASCAL du 29 juillet) ol celui-
ci exposait sa méthode que nous ne connaissons donc que par 1'exposé qu'en donne
PASCAL {AV). Nous donnons des extraits (15) de trois de ces lettres :

1°) La Tettre de PASCAL du 29 juillet, ol celui-ci expose sa méthode.

2°) La lettre de PASCAL du 24 aolt, dans laguelle i1 expose 1a méthode de
FERMAT pour deux joueurs, et 1'objection de ROBERVAL envers cette méthode. PASCAL
donne alors les arguments qu'il utilisa pour convaincre ROBERVAL. Enfin, il criti-
que cette méme "méthode des combinaisons" (16) dans le cas de trois joueurs.
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3°) La lettre de FERMAT du 25 septembre, oi le savant toulousain répond
aux critiques de PASCAL, et donne clairement le principe de sa méthode.

% Que 1'on célébre le génie de PASCAL et FERMAT, que 1'on s'extasie ou ironise
sur cette "rencontre de hasard" entre PASCAL et MERE (17), il n'en reste pas moins
que la question de la genése de la découverte de "1a“ solution par les deux mathé-
maticiens frangais reste posée (18).

Question complexe (et encore ouverte), dont nous voudrions simplement évoquer
deux aspects :

- Le premier concerne la "dette" de PASCAL et FERMAT envers leurs prédéces-
seurs {cités dans les quatre premiers paragraphes). Or nulie part, dans la corres-
pondance de 1654 (ou dans le Traité du Triangle Arithmétique), il n'est fait allu-
sion & un des quatre mathématiciens italiens (19). Nous scmmes donc conduits 3
faire des hypothéses 3 partir de 1'analyse des différentesméthodes (voir, par
exemple, 1'identité de point de vue que nous avons indiquée entre CARDAN et PASCAL).

- Le second s'attache au contexte historique dans lequel les idées de
PASCAL et FERMAT virent le jour (statut “théologique" et "juridique" des jeux de
hasard, notions de paris, de fortune, de risque...). Nous renvoyons pour tout ceci
i un autre article, tout & fait passicnnant de E. COUMET ([4]).

% Reste alors 1'analyse des deux méthodes développées dans cette correspondance,
et 1a recherche de la spécificité de chacune d'entre elles (20).

Peut-&tre serait-il alors préférable de parler de "démarches", car 1'opposition
des deux mathématiciens se situe précisément dans la mani&re de "saisir" (au sens
premier de "s'emparer de") le probléme ; on serait presque tenté de dire : dans la
fagon qu'ils ont de "se raconter 1'histoire" des deux joueurs.

Entre 1a formulation “personnai%sée" (je suis sty d'avoir 32 pistoles...), si-
gnificative de ce que, faute de mieux, nrous appellerons le "style" de PASCAL, et le
tableau de FERMAT, entre le raisonnement progressif et récurrent du premier et la
“mise & plat" globale et "conventionnelle" du second (cette fiction d'étendre le
jeu @ un certain nombre de parties ne sert qu'd faciliter la régle...}, il n'y a
pas seulement opposition de deux "techniques" de résolution, mais bien confronta-
tion de deux démarches, de deux "regards"... Ceci dit pour inviter au travail pas-
sionnant de "commentaire de texte" détaillé de cette correspondance...

% Un autre aspect tout & fait intéressant {y compris dans la perspective d'une
étude en classe, voir, plus loin, le compte-rendu de la deuvxiZme utilisation propo-
sée), concerne 1'aspect argumentatif de cet échange de lettres. Il se cristallise
sur deux points :

1° L'objection de ROBERYAL ((AVI} et (T13)) qui représente une objection
“forte" (21), trés souvent formulée spontanément par des €l&ves découvrant la
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méthode de FERMAT, et qui donne 1'occasion @ PASCAL de développer toute une argumenta-
tion 3 la fois pertinente et "partielle" puisqu'elle est, & notre avis, 1'une des
causes de "1'incompréhension" (22) de ce dernier en ce qui concerne le deuxiéme
point annoncé ci-dessus :

2°) Le cas de trois joueurs ((AVI), (AVII)) (23) ol 1'on voit PASCAL commet-
tre une "erreur de lecture" du tableau de FERMAT qui s'explique alors trés claire-
ment sur sa méthode, dans sa réponse @ PASCAL (24).

Encore une fois, tout ceci est davantage de 1'ordre de la remarque (voire de la
“piste de réflexion") que de 1'analyse. Notre seul but est de montrer combien cette
correspondance entre PASCAL et FERMAT peut étre riche, si 1'on dépasse le simple
exposé (trop et mal connu) des deux méthodes de résolution.

£t i1 en va de méme de toute cette présentation. Sa lecture ne permet certes pas
de "tout comprendre", ni de clore le sujet, mais se veut, au contraire, point de dé-
part de nouvelles questions et recherches sur des textes qui méritent mieux, & notre
avis, que 1'oubli (ou le trop rapide survei) dont ils furent 1'objet dans 1a plupart
des cas.

£t ceci d'autant plus, répdtons le, qu'ils nous sembient parfaitement adaptés (ou
adaptables) pour une &tude avec des Eléves ; ce dont nous allons maintenant dire
quelques mots.



I1. LES DIFFERENTES SOLUTIONS AU PROBLEME DES PARTIS
EXPERIMENTATION EN TERMINALE D

1. PRESENTATION DES ADAPTATIONS-RESUMES

A mi-chemin entre les textes historiques et leurs traductions en iangage moderne
{voire formalisé), les textes qui suivent peuvent apparaitre comme un compromis
discutable et dangereux, susceptible d'entretenir la trop fréquente supercherie qui
consiste 3 prétendre faire de 1'histoire des mathématiques sans &tudier les textes
sources (en se contentant de "renseignements de seconde main").

Cependant, ils ont &té rédigés dans un but bien précis, et suivant une démarche
dont i1 convient sans doute de dire quelques mots afin, non seulement de se justi-
fier, mais également de prévenir les malentendus éventuels :

* Précisons, tout d'abord, qu'ils ont &té& &laborés et expérimentés dans le cadre
d'une recherche (25) dans laquelle la dimension historique des mathé&matiques, sans
gtre marginale, y &tait néanmoins secondaire. Davantage : le bon déroulement de
1'expérimentation elle-méme exigeait 1'occultation momentanée de 1a nature histori-
que des solutions proposées aux éléves (cf. le "scénario" exposé un peu plus loin}.
Elles furent donc présentées comme "solutions d'autres &laves” (d'ol la dénomina-
tion par prénoms francisés).

Le passage par 1'intermédiaire de ces "adaptations-résumés” nous semblait en ef-
fet &tre un stratagéme indispensable pour que soient prises en compte, de maniére
équivalente pour les &léves, leurs propres solutions et les solutions historiques ;
c'est-i-dire afin que ne s'introduisent pas d'artefacts du type : "un mathématicien
a toujours raison", “la solution la plus récente est certainement la bonne"... dans
Tes raisonnements des &léves.

# Si nous pensons d'autre part que, malgré son caractére singulier, 1‘utilisa-
tion de tels textes a sa place dans cette brochure, c'est que, par deld 1'emploi du
"stratagéme" évoqué ci-dessus (et sans doute grdce & lui), ces textes "fabriqués"
constituent une sensibilisation possible (et "efficace" d'aprés nos observations) &
"1*histoire" du probléme des partis, et donc aux textes historiques eux-mémes. Elle
suit en cela la démarche commune 3 toutes les propositions de 1a brochure, les sclu-
tions proposées sous cette forme faisant alors office d'exercices d'introduction.

*« Enfin, i1 faut souligner que, sans &tre, bien évidemment, des traductions 1it-
térales des textes histecriques, ces "adaptations" furent rédigées, & chaque fois, &
partir du texte original, et avec pour souci constant le respect de 1'esprit du
texte, c'est-d-dire de la démarche de 1‘auteur.

Sans prétendre y étre parfaitement arrivés (nous avons notamment souligné, dans
la présentation, nos difficultés en ce qui concerne CARDAN), nous pensons néanmoins
avoir sauvegardé la spécificité, le "style" de chaque sclution, et par conséquent
ce qui fajt 1'intérét de leur confrontation.
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Sans doute ne faut-il jamais oublier qu‘il y a un moment ol le résumé appauvrit
définitivement, ol le changement de langage trahit irrémédiablement. Mais c'est
précisément cela qu'une analyse rigoureuse des textes originaux et un travail pré-
cis de rédaction doivent permettre d'éviter.

Rester fiddle aux textes, dissimuler un moment leur origine historique et, dans
le méme temps, étre suffisamment clair pour permetire aux éléves "1'accés" aux tex-

tes originaux plus complexes, tels furent les objectifs et le role de ces “adapta-
tions-résumés”. Ce n'est que dans ce cadre qu'ils peuvent apparaitre légitimes et

adéquats.

AUTEURS ET SOURCES DES SOLUTIONS PROPOSEES

YAVIER et YANN : X et Y, auteurs inconnus, solutions rapportées et critiquées
par Luca PACIOLI.

LUC : Luca PACIOLI (1445~1514).
Summa de arithmetica, geometrica, proportioni et proportionalita, lére

8dition, Venise, 1494,

NICOLAS : Niccolo TARTAGLIA (1500-1557).
Ta prima parte del general trattato di numeri e misure, 15%6.

JEROME : Jérome CARDAN ({1501-1576).
Pratica arithmdtica et mensurandi singularis, 1539.

LAURENT : Lorenzo FORESTANI.
Pratica d'aritmética e géométria, lére édition, 1603.

PASCAL : Blaise PASCAL (1623-1662).

Troisiéme usage du triangle arithmétique, 1665.
Correspondance avec Fermat, 1654-1660.

PIERRE : Pierre de FERMAT (1601-16565). .
Correspondance avec Pascal, 1654-1660.

GILLES : Gilles Personne de ROBERVAL (1602-167%5).




2. ADAPTATIONS-RESUMES

TO. PROBLEME,

Ariane et Bernard jouent i un jeu qui consiste en plusieurs parties de "pile
ou face".

Chague partie rapporte 1 point & celui qui 1a gagne.

Le premier qui a 8 points (c'est-d-dire qui a gagné 8 parties) est le vain-
queur du jeu, et i1 gagne 84 francs (on appelle cette somme : la mise).

Seulement, Ariane et Bernard sont obligés de s'arréter avant d'avoir pu terminer
le jeu. . _

Quand ils s'arrétent, Ariane a gagné 7 parties (elle a donc 7 points), et
Bernard 5 parties (i1 a donc 5 points),

Avant de se séparer, ils veulent se partager la mise puisque personne ne 1'a
complétement gagnée ({aucun d'eux n'a 8 points).

Mais alors, comment partager la mise, c'est-d-dire que donner & Ariane et que
donner i Bernard pour que le partage soit juste ?
Quel partage proposez-vous, et pourquoi ?

Rappel de la situation :

Le vainqueur est celui qui obtient le premier 8 points.

Quand ils s'arrétent de jouer : Ariane a 7 points,
Bernard a 5 points.

La mise totale est de 84 francs.

Question supnlémentaire :

Quel partage proposeriez-vous, et pourquoi, si la situation, pour le méme jeu,
gtait la suivante :
Le vaingueur est celui qui obtient le premier 8 points.
Quand ils s‘arrétent de jouer : Ariane a 7 points,
Bernard 2 0 point.
La mise est toujours de 84 francs.
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T1. SOLUTION DE XAVIER,

Revenons en arriére, et 6tons 2 points 3 chaque joueur, de sorte qu' Ariane
a 5 points et Bernard 3 points.

Puisque 5 + 3 =8 et que 8 points font gagner 84F , alors Ariane, qui a
5 points, doit emporter 'g x 84F = 52,50F , et Bernard ayant 3 points doit
avoir, quant @ Tui, g x 84F = 31,50F

Donc l1a mise se partagera en :

52,50F pour Ariane ,
31,50F pour Bernard

T2, SOLUTION DE YANN.

Revenons en arriére, et 8tons 5 points d chaque joueur, de sorte qu' Ariane
n‘a plus que 2 points et Bernard 0 point.

Puisque 2 est le quart de 8 , on peut dire qu' Ariane a déjd le quart du
jeu, donc élle doit déja prendre le quart de 84F , c'est-d-dire 21F

Le reste de la mise { 84 - 21 = 63 ) doit étre partagé également entre les daux
joueurs. Ce qui fera donc pour chacun 31,50F

Donc 1a mise se partagera en :

21F + 31,50F = 52,50F pour Ariane ,
31,50F pour Bernard

T3. LUC CRITIGUE LA SOLUTION DE XAVIER.

On ne doit pas faire comme Xavier pour partager la mise. Car, si on Gte deux
points & Ariane, qui en a 7 , cela veut dire qu'on lui retire -7 de ses points.
Tandis qu en dtant 2 points & Bernard, on lui retire % de ses points.

Or g -7 Proportionnellement, on a donc retiré plus & Bernard qu'd Ariane.
C'est-d-dire qu'on a retiré une plus grosse partie de ses points & Bernard qu'd
Ariane. Et cela n'est pas juste.

T4, LYC CRITIQUE LA SOLUTION DE YANN.

La solution de Yann n'est pas bonne. Car, en dtant 5 points & Ariane, on lui
a2 retiré -% de ses points (car elle en avait 7 ). Tandis qu'en 6tant 5 points
a Bernard, on lui a fout retiré.

Proportionnellement, on a donc plus retiré & Bernard qu'ad Ariane. Et ceia n'est
pas juste.
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T5. SOLUTION DE LUC.

Voici ma solution :

Les joueurs ont & eux deux 12 points. On peut donc dire qu'Ariane a %? de
tous les points, et que Bernard a %? de tous les points. .

I1 faut donc partager la mise suivant cette proportion : 15 de la mise pour
Ariane, et %? de 1a mise pour Bernard.

Donc la mise se partagera en :

%? x 84F 49F  pour Ariane ,

%2 x B4F 35F  pour Bernard

T6. NICOLAS CRITIQUE LA SOLUTION DE LUC.

La régle de Luc n'est ni bonne, ni belle. Car, si Ariane avait un seul point
et Bernard zéro point, et si 1'on appliquait la régle de Luc, alors Ariane devrait
recevoir toute la mise et Bernard rien du tout !!

Ce ne serait pas juste que, pour un seul point (ajors qu'il en faut 8 pour
gagner), Ariane doive retirer toute la mise en ne laissant rien & Bernard.

T7. SOLUTION DE NICOLAS.

Quelle que soit la solution qu'on propose, on trouvera toujours moyen de 1a dis-
cuter. Je propose quand méme ma solution qui me paraft étre la moins discutable.

Si la mise est de 84F , on peut dire que chaque joueur a misé 42F

Ariane, qui a le plus de points, doit d&jad récupérer sa mise (4zF ) . Mais,
puisqu‘elle a 2 points de plus que Bernard et que 2 points représentent le quart
du jeu, Ariane doit prendre aussi le quart de 1a mise de Bernard (c'est-&-dire 42F
divisé par 4 ), ce qui est égal & 10,50F

Donc 1a mise se partagera en :

42F + 10,50F = 52,50F pour Ariane ,
84F - 52,%0F

31,50F  pour Bernard

T8. SOLUTION DE LAURENT.

Je pense aussi que Luc se trompe. Car i1 faut tenir compts de la chance qui peut
se retourner rapidement et favoriser Bernard d'un seul coup.

Si 1a partie se gagne en 8§ points, les deux joueurs peuvent jouer au maximum
15 parties. Or Ariane en a gagné 7 etf Bernard 5 , ce qui fait 12 parties en
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tout. 11 pourrait donc encore y avoir 3 parties et, sur ces parties 14, on ne
peut rien décider.

I1 faut donc faire ainsi :

- Ariane a gagné 7 parties, donc elle doit prendre %g de la mise, c'est-a-
dire 39,20F

- Bernard avec ses 5 parties doit prendre les %g de la mise, c'est-d-dire
28F

- I1 reste %5 de la mise qui correspondent aux 3 parties qui pourraient
avoir lieu s'ils continuaient de jouer. On ne sait rien de ces parties. I1 faut
donc diviser en deux parts égales ces %3 de la mise qui représentent 16,80F
11 faut donc donner en plus & chacun 8,40F

Donc la mise se partagera en :

39,20F + 8,40F = 47,60F pour Ariane ,
28F + 8,40F = 36,40F pour Bernard

T9. JEROME CRITIQUE LA SOLUTION DE LUC.

Je veux d'abord dire que la solution de Luc est absurde. I1 fait une erreur que
méme un petit enfant pourrait reconnaitre. Voici laquelle :

Dans 1a solution de Luc, Ariane emporte 49F et Bernard 35F . Autrement dit,
si on considére qu'ils ont chacun misé 42F , cela veut dire que Ariane a gagné
7F  sur 1'argent de Bernard.

Or 1a somme de 7F représente seulement %- de la mise de Bernard, alors qu'il
ne reste plus qu'une seule partie @ gagner pour Ariane, tandis que Bernard doit en-
core en gagner 3 , c'est-&-dire 3 fois plus !!

On voit qu'Ariane ne gagne pas assez sur 1‘argent de Bernard. Ce partage est in-
Juste.

Mais regardons encore un autre exemple ol la solution de Luc n'est pas bonne :

Si Ariane avait 7 points et Bernard 0 'point, alors, d'aprés la solution de
Luc, Ariane devrait prendre toute la mise et Bernard rien du tout.

Mais alors, ce serait faire comme si Ariane avait gagné le jeu, comme si elle
avait 8 points, comme si la derniére partie n'avait pas d'importance. Cela ne se-
rait pas juste.

T10. SOLUTION DE JERCME.

Voici ma solution :

-

Pour trouver le bon partage, il faut seulement regarder ce qu'il manque & chaque
q
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joueur pour gagner : il manque 1 partie & Arjane et 3 parties & Bernard.
11 faut donc 1 hasard & Ariane pour qu'elle gagne la partie qui Tui manque.
I1 faut 1 hasard & Bernard pour qu'il gagne la premiére partie nécessaire,
2 hasards pour qu'il gagne la seconde, et 3 hasards pour gagner la troisiéme

et enfin gagner le jeu.
I1 faut donc 1 hasard pour Ariane et 1+ 2 + 3, soit 6 hasards pour

Bernard.
Donc Ariane doit avoir 6 fois plus de chances. de gagner que Bernard, et elle

doit emporter 6 fois plus.
Donc 1a mise se partagera en :

i}x g4F

72F  pour Ariane ,

H

1 x84 =12F pour Bernard

T1l. SOLUTION DE PASCAL.

Ce qui est important, c'est ce qu'il manque & chaque joueur pour gagner (1
point pour Ariane et 3 points pour Bernard), et ce qui pourrait se passer s'ils
continuaient & jouer.

Par exemple : Si Ariane gagne la partie d'aprés, i1 lui manquera 0 point et
elle aura gagné le jeu, mais si c'est Bernard qui gagne, i1 ne lui manquera plus
que 2 points (et i1 manguera toujours 1 point & Ariane).

Pour imaginer tout ce qui pourrait se passer dans les parties qui suivraient
s'ils ne s'arrétaient pas de jouer, je représente cela sous forme d'un "arbre" (ou
MA désigne ce qui manque 3 Ariane, et MB ce qui manque & Bernard) :

Ariane gagne le jeu
MA=0 et MB=3| ----—-— €— - ~-=——7 2t emporta Tes 84F .

/
/

/
¥
/
MA=1 et MB=3 ’

!
\ MA=0 ot MB=2 I/

'MA=1 et MB=2

Les deux joueurs sont
d égalité et deivent
se partager 1a mise

( 42F chacun).

MA=1 et MB=l |-—<-—-
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Ensuite, voild comment ils se partagent 1a mise. Ariane dit & Bernard :

"Imaginons qu'il me manque 1 point et toi 2 points. A la partie suivante :

- S§i c'est moi qui gagne, i1 me manquera 0 point et j'aurai gagné le jeu.

Donc je devrai prendre toute la mise : 84F

- Mais si c'est toi qui gagne, i1 nous manquera & chacun 1 point. Nous devrons
donc partager la mise en deux parts égales : 42F  pour chacun.

Or nous avons chacun une chance sur deux de gagner cette partie. Je suis donc
siire de gagner au moins 42F , et pour les autres 42F , j'ai une chance sur deux
de les gagner.

Donc, s'i1 me manque 1 point et toi 2 , je dois prendre 42F +-% x 42F = B63F .
£t toi, tu prendras le reste : 21F

Mais, en fait, i1 me manque 1 point et toi 3 points. I1 faut don¢ remonter
gncore en arriére :

Si je gagne la prochaine partie, je gagnerai 84F , et si je la perds, il me
manquera toujours 1 point, et toi il ne t'en manquera plus que 2 . Or je viens
de te montrer que, dans ce cas, je dois prendre 63F et toi 2IF . Je suis donc
sire de gagner 63F , et j'ai une chance sur deux de gagner le reste, c'est-d-dire
84F - 63F = 21F

Donc je dois recevoir, avant de jouer cette partie et si on décide de s'arréter :
63F + g x 21F = 73,50F .*

Donc 1a mise se partagera en :

73,50F pour Ariane ,
10,50F  pour Bernard

T12. SOLUTION DE PIERRE.

Il manquera 1 point @ Arjane et 3 points & Bernard. Donc, s'ils ne s'arré-
taient pas, ils devraient encore jouer au maximum 3 parties.

Regardons tout ce qui peut se passer pendant ces 3 parties. Je note "a" lors-
que Ariane gagne, et "b" quand c'est Bernard qui gagne. On a alors corme possibili-
tés tous les cas suivants :

Partie|Partie Partié Partie{Partie|Partig
n°1|n®2¢{n°3 n®1l|n®2)n°3
(1) a a 2 (5)| a b b
(2)1 a a B (6){ b b a
(3)1 a b a (7} b a b
(4)} b a 3 (8)| b b b
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ITya 8 cas (en fait 23 ), et sur ces 8 cas, il y ena 7 ol Ariane gagne
(les sept premiers dans le tableau), et 1 seul ol c'est Bernard.
11 faut donc qu'Ariane emporte une partie de 1a mise 7 fois plus importante que

celle de Bernard.

Donc la mise se partagera en :

% x 84F = 73,50F pour Ariane .,

10,50F  pour Bernard

%xMF

T13. OBJECTION DE GILLES.

Pierre a tort de faire la répartition de la mise en supposant que Ariane et
Bernard jouent encore 3 parties.

Car, s'il manque 1 partie & Ariane et 3 & Bernard, i1 n'est pas nécessaire
qu'ils jouent 3 parties pour terminer. I1 peut arriver qu'ils n'en jouent que 1
ou 2 .

Alors, je ne vois pas pourquoi Pierre prétend faire la répartition de la mise en
suivant une régle imaginaire (3 savoir qu'ils jouent en 3 parties), car la régle
naturelle du jeu est qu'ils s'arrétent de jouer dés que 1'un des deux a gagné. Ce
qui n'est pas le cas dans le tableau de Pierre (sauf pour les lignes (6) et (8)).

Ce que fait Pierre n'est peut-étre pas faux, mais, en tout cas, cela n'est pas
démontré. 11 risque donc d'y avoir ure erreur dans le raisonnement.



3. EXPERIMENTATION EN TERMINALE D

Le travail proposé a été présenté comme une introduction au cours de probabilités.

Deux séances de 45 minutes environ ont &té proposées & 20 &léves d'une classe
de Terminale D comprenant 8 redoublants (ayant donc eu un cours de probabilités
1'année précédente).

Les &léves se sont constitués en bindmes, dont 3 bindmes de redoublants et 2

binémes mixtes.

Premiére sdéance.

Lors de la premiégre séance, 1'énoncé TO {cf. p.111) a &té distribué & chacun des
bindmes : i1 leur a &té demandé de donner une solution, et de justifier leur réponse
afin de convaincre un autre bindme. Au bout de 25 minutes environ, chaque binfme a
rendu sa feuille de communication et a regu celle d'un autre bindme (26) : il a eu
mission d'exprimer son accord ou son désaccord avec la solution du bindme émetteur
en justifiant son opinion.

L'atmosphére de la classe s'est avérée immédiatement excellente : la situation en

hindme a &té un puissant stimuiant de la réflexion.

Sur 10 bindmes, appelés Bi 1 ,Bi2, ... ,B1 10, 7 d'entre eux ont proposé
une répartition proportionnelle au nombre de parties déja gagnées (répartition appe-
1de dans la suite “raégle de proportionnalité"), soit %2 de 84 F pour Ariane et
%? de 84 F pour Bernard : il s'agit de la solution qui avait &té proposée par
PACIOLI (cf. T5, solution de Luc, p.113).

Bi 9 , qui avait lui aussi affecté la valeur de %Z de 84 F ,soit 7F ,a
une partie, a remarqué qu'il manquait une seule partie & Ariane pour gagner, et a
donc proposé la somme de 84 F -7 F pour Ariane.

Bi 1 3 tenté de tenir compte du nombre de points manquant & 1'un et & 1'autre
pour gagner le jeu ; i1 en a déduit une répartition preportionnelle, pour chaque

joueur, au nombre de points manquant & 1'autre joueur, soit -% de 8 F pour

Ariane et % de 64 F pour Bernard.
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Enfin Bi 7 , bindme de redoublants, a tenté d'utiliser des chances de %- et

3
de (%) , mais n'a pu mener son raisonnement correctement.

La question supplémentaire a &té traitée par 8 bindmes sur 10 . Elle porte
sur un cas particulier (1'un des joueurs a 0 point), historiquement trés impor-
tant puisqu'il sert de contre-exemple & TARTAGLIA et & CARDAN. Cette question sup-
plémentaire &tait destinée 3 faire obstacle & la “régle de proportionnalité” dont
les expéiiences préalables avaient montré le caractgre dominant.

~ Bi 7, aprés avoir affecté & Bernard une chance de (%)6 , N'a pu, de nouveau,
terminer correctement. Quant aux 7 autres bindmes, ils ont tenté d'appliquer leur
"riégle de proportionnalité" avec des stratégies diverses :

- Bi2 et Bi 5 ont appliqué strictement Teur r&gle : ils ont donné B4 F &
Ariane, soit parce qu'"Ariane a gagné toutes les parties”, soit parce que "Bernard
n'a pas encore gagné de parties”.

- Bi 4 et Bi 6 n'ont sans doute pas acceptd cette &vidente injustice qui
corisisterait & donner la somme totale & Ariane, et ils ont “adapté" leur régle & la
nouvelle situation ; ils ont affecté & chaque partie la vaieur de é- de 8 F ,
soit 10,5 F  (en pensant sans doute aux & parties & jouer pour gagner 1), et en
ont déduit la répartition de 7 x 10,5 F  pour Ariane et de 1 x 10,5 F pour
Bernard, en remarquant bien que celui-ci n'avait encore rien gagné.

- Bi 8 et Bi 10, aprds avoir affecté de la méme maniére la valeur de 10,5 F
i une partie, ont pensé que, aprés avoir donné 7 x 10,5 F , soit 73,5F &
Ariane, i1 fallait partager en deux parties é&gales les 10,5 F qui restaient ;
d'od la répartition : 73,5 F + 6,25 F pour Ariane et 5,25 F  pour Bernard.

- Bi 9 , enfin, a maintenu sa stratégie initiale : i1 a affecté & chaque partie
la valeur de % de 8 F , soit 12 F , et a proposé de donner & Ariane la somme
de 84 F - 12 F , puisqu'il lui manquait une partie pour gagner (les 12 F  res-

tants étant donnés 3 Bernard comme "prime de consolation" ).

La solution “proportionnelle" de PACIOLI semble donc correspondre au schéma clas~

sigue spontané (?) que les &l&ves mettent en oeuvre avant dtavoir recu un enseignement
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de probabilités. Les autres solutions historiques ne se retrouvent guére dans les
réponses des &léves, 3 1'exception peut-étre du partage égal entre les deux joueurs
du reste de la mise dans une solution rejetée par PACIOLI lui-méme (cf. T2, solu-

tion de Yann, p.112).

La critique de la solution d'un autre bindme qui a &té demandée ensuite a donné
les résuliats suivants en ce qui concerne la premiére question :

- 4 binémes, qui avaient proposé une solution identique & la solution regue,
ont exprimé leur accord ;

- Sur 6 bindmes qui ont eu & critiquer une solution différente de 1a leur, 4
ont mis en cause le raisonnement qui leur était soumis, un bindme s'est contenté de

donner sa propre solution, un autre enfin a exprimé son incompréhension.

La critique de 1a solution & la question supplémentaire a suscité davantage de
questions ; 7 bindmes 1'ont abeordée :

- Bi 4 et Bi 9 se sont Taissé tenter : "Ce n'est pas une mauvaise idée",
"Pourquoi pas ?".

- Bi 10 avait recu de Bi 3 une feuille de communication sans réponse 3 la
question supplémentaire : i1 a appliqué le raisonnement employé 3 la premigre ques-
tion (le méme pour Bi 3 et Bi 10 ), et en a donc déduit une solution (somme totale
remise & Alain) différente de celle qu'il avait proposée précédemment pour cetie méme
question supplémentaire.

- Bi 6, qui avait recu une feuille de communication sans réponse a la question
supplémentaire, s'est contenté de donner sa propre solution.

- Bi 5 a contestd la solution regue qui, pourtant, &tait en accord avec la
sienne.

- Bi 8, refusant de donner la somme totale & Alain comme Te proposait Bi 5, a
exposé sa solution.

- Bi 3, enfin, qui n'avait pas répondu lui-méme & la question supplémentaire,
n'a pas été convaincu par Bi 9 : "La preuve n'est pas logique avec votre raisonne-

ment".
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La critique de 1a question supplémentaire semble avoir confirmé le rdle déstabi-

tisateur joué par cette derniére.

Deuxiéme séance.

Lors d'une deuxiéme séance, une semaine plus tard, chaque bindme a regu :

- sa feuille de communication sur laquelle &taient rédigées sa solution initiale
de 1'exercice TO ainsi que la critique d'un autre bindme,

- une solution ou une critique de solution ayant pour auteur 1'un des "prédéces-
seurs" de PASCAL et FERMAT (T1 a T10), ou d'un de leurs contemporains, ROBERVAL
(T13),

- 1a solution de PASCAL ou celle de FERMAT (T1l, T12}.

Chaque bindme avait donc une “"bonne solution™ ( 5 bindmes avaient celle de
PASCAL, et les 5 autres celle de FERMAT). En ce qui concerne les autres texies,
nous avions choisi une solution ou une critique de solution qui puisse provoquer
une remise en cause de la solution initiale ; en particulier, le texte T5 (solution
de PACIOLI) a &t& proposé & 4 bindmes, accompagné, soit de sa critique par
TARTAGLIA et de la solution de celui-ci {76, T7), soit de sa critique par CARDAN et
de 1a solution de ce dernier {T9, T10) ; les autres bindmes ont recu les solutions
de FORESTANI (T8), de CARDAN (T10), de 1'un des prédécesseurs de PACIOLI (Ty, T2),
ou 1'objection de ROBERVAL (T13).

I1 a étéd demandé 3 chaque bindme d'&tudier tcutes les critiques et solutions qui
lui &taient soumises, puis de rédiger une nouvelle solution s'il le désirait, en in-

diquant pourquoi, &ventuellement, i1 avait changé d'avis.

La solution de FERMAT a &té retenue par 4 bindmes sur 5 , alors que celle de
PASCAL n'a &té retenue que par 1 bindme sur 4 , et avec réticences. La solution
de TARTAGLIA a &té choisie de préférence i celle de FERMAT dans un cas, les solu-
tions de CARDAN et FORESTANI de préférence i celle de PASCAL dans un cas chacune.
Enfin 2 bindmes, n‘ayant pu se mettre d'accord ou n'‘ayant pas &té convaincus, n'ont

pas fait de choix final.
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Les arguments, dans 1'ensemble, ont &té d'ordre plus gualitatif que quantitatif :
ndes forces autres que mathématiques agissent sur la rdalitd...", "quelgue chose qui
cloche dans les hypothdses", "la fin du raisonnement semble fausse", "le début pa-
rait logique, la fin parait compliquée et ambiqué", “convaincu en partie dans le

raisonnement, pas dans les résultats”.

La question supplémentaire a &té traitée par 4 bindmes {dont les 2 bindmes
qui n'y avaient pas répondu lors de la premiére sdance).

- Bi 4 et Bi 3 ont utilisé cette question comme critére de choix : Bi 4 a
tenté d'appliquer successivement les méthodes de FORESTANI et PASCAL et, n'ayant pu
aboutir dans le cas de PASCAL, a &lu la solution de FORESTANI ; pour Bi 3, la solu-
tion de FERMAT “n'est pas équitable, mais elle est peut-étre 1a bonne !", et il choi~
sit "donc" (!) la solution de TARTAGLIA car, en 1'appliquant au 2e cas, on obtient
une répartition "&quitable par rapport aux 42 F de mise".

- Bi 1, aprés avoir choisi la solution de CARDAN, 1'applique @ ce cas particu-
1ier.

- Quant @ Bi 7 , bindme de redoublants, i1 a reconnu dans la solution de FERMAT

celle qu'il avait tenté d'utiliser lors de la premiére séance, et 1'a appliquée cor-

rectement au cas de la question supplémentaire.

A la fin de la deuxieme séance, nous avons remis & chacun des g1&ves 1'ensemble
des adaptations-résumés (T1 & T13), ainsi que le tableau de correspondance entre les
solutions proposées et leurs auteurs ; enfin, les "bonnes” solutions leur ont été

indiquées.

Evaluation.
Les deux séances ont &té, pour chaque bindme, un temps privilégié de réflexion
sur les "chances de gagner" de chacun des deux joueurs et le "partage équitable"

au moment de 1'arrét, face au caractdre concret de la répartition effective en cas

de poursuite du jeu.

La nicessité de convaincre un autre bindme a modifié le contrat didactique (27)

et a suscité une motivation inhabituelle & la premiére séance. Dans la deuxiéme



123

séance, la lecture des textes a constitué une tache délicate a Taguelle les bindmes
ont consacré beaucoup de temps : d'oil une argumentation moins solide et un choix de
solution plus aléatoire qu'd la premigre séance.

L'ensemble s'est révélé &tre une bonne introduction au cours de probabilités qui

a suivi (sans commencer par un cours de combinatoire). Cependant, cette introduction

“n'a pu étre exploitée et discutée, par manque de temps, dans la suite du cours.



I1I. CORRESPONDANCE ENTRE PASCAL ET FERMAT
EXPERIMENTATION EN PREMIERE Al

1. EXPERIMENTATION

Les trois lettres présentées dans 1'introduction historique (cf. p.106) ont é&té
proposées & 20 @&léves de le Al ; cette lecture a &té précédée de travaux par bi-
ndmes (28), et suivie d'une évaluation individuelle.

Cing séances d'une heure environ y ont &t consacrées : deux séances par bindme,

deux séances avec toute la classe, et une séance d‘'dvaluation individuelie.

Premiére séange : Travail, par bindme, sur le probléme envisagé dans le cas de

deux joueurs : exercices d'introduction, premidre partie, exercices 1.1 et 2 (ef.
v.129/).
Cing bindmes ont travaillé 1'exercice 1.1 préparatoire & 1a méthode de PASCAL,

et les cing autres ont cherché 1'exercice 2 préparatoire & la méthode de FERMAT.

Exercice 1.1.

Malgré les indications précises orientant la réflexion vers les scénarios 4 en-
visager au cas ol le jeu ne serait pas arrété, c'est la répartition proportionneile
aux points déja gagnés par les deux joueurs qui a &té le plus souvent adoptée par
les &élaves. Quand 1'arbre des éventualités a &té tracé, soit il n'a pas &té utilisé
pour proposer une répartition de 1a mise, soit la méme "valeur® a &té accordée aux

“chances" de gagner au bout d'une partie ou de deux parties aprés 1'arrét.

Exercice 2.

Le nombre maximum de quatre parties qui resteraient & jouer aprés 1'arrét a été
trouvé. La question suivante a scuvent &té mal comprise, et les glaéves n'ont en gé-
néral proposé que les € &ventualités :

BABA - BABB - ABBA - ABBB - BBAA - BBAB ,
correspondant aux cas ol il y aurait un vainqueur 4 parties exactement aprés 1'ar-

rét : ils ont ainsi respectéd spontanément 1'objection de ROBERVAL (sans en avoir oris
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connaissance). Pour 2 bindmes, chacune de ces &ventualités a alors donné lieu &
une répartition proportionnelle au nombre de parties gagnées, sans qu'il y ait un

choix entre les 6 répartitions obtenues.

Les deux lettres de PASCAL (AV, AVI) ont &té distribuées & la fin de la séance.

Dewriéme séance : Correctiion des exercices d'introduction, premiére partie,

exercices 1.1, 1.2 (méthode de FASCAL) et exercice 2 (méthode de FERMAT) (cf. p.128)
lecture partielle des lettres de PASCAL pour le cas de deux joueurs.

Ces exercices avajent &té préparés i la maison (s'ils n'avaient pas é&té traités
en classe par bindme), et une premiére lecture des solutions proposées dans les deux

jettres avait &té faite.

Les deux méthodes ont pu étre comprises grice & 1'utilisation d'arbres et (ou) de
tableaux. La principale difficulté @ surmonter a &t&, dans le cas de 1a méthode de
FERMAT, le refus de poursuivre, au-deld de 1'existence c'un gagnant, 1'arbre permet-

tant d'obtenir le tableau des 16 é&ventualités.

ta lecture fut ensuite reprise, au moins partiellement, de maniére & glucider les
difficultés de présentation et de langage. Les &l&ves ont été manifestement intéres-
sés, mais sont peu intervenus, sans doute pour deux raisens : le "caractére" peu ba-
vard de la classe d'une part, et la "défloraison" du probléme par la correcticn qui

venait d'dtre effectude, peut-&tre prématurément, d‘autre part.

Troteidme séance : Travail, par bindme, sur le probléme envisagé dans le cas de

trois jousurs : exercices d'introduction, deuxidme partie (cf. p.130).

Sur 10 binomes, 8 ont donné la répartition correcte : 7 par la méthode de
FERMAT, 1 seul par l1a méthode de PASCAL. Quant aux 2 autres bindmes, ils ont
dressé correctement 1'arbre ou le tableau correspondant a la méthode de FERMAT, mais

n'ont pas su poursuivre le raisonnement.

11 faut noter que les &léves avaient sous les yeux la deuxiéme lettre de PASCAL.

En fin de sdance, la lettre de FERMAT (AVII) leur a &té distribuée.
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Quatriéme séance : Corraction des exercices d'introduction, premiére partie,

exercice 1.3 (préparé & la maisom par la méthode de PASCAL), et deuxiéme partie
{méthode de FERMAT) (ef. p.130) ; fin de la lecture des lettres de PASCAL et de
FERMAT.

Les principales difficultés ont semblé étre surmontées, et les deux points de

vue de PASCAL et FERMAT nettement différenciés.

Une fois 1'objection de ROBERVAL surmontée dans le cas de la méthode de FERMAT

-

appliquée 3 2 Jjoueurs, aucun &l2ve ne s'accroche aux objections de PASCAL.

Cinguiéme séance : Evaluation individuelle (avee utilisation du texte des trois

lettres) comportant un ezercice & résoudre successivement par les deux méthodes de
PASCAL et FERMAT suivi de questions concermant les méthodes et l'argumentation des
deuxr mathématiciens.

Les &léves ont disposé, en fait, de trois quarts d‘heure, et ce temps s'est ré-

v&1& trop court pour traiter avec soin toutes les questions posées.

(a) Solution & 1'exercice.

- Méthode de PASCAL.

*exercice a &té réussi correciement (&ventuellement avec une méthode "mixte")
par 12 @&laves ; de plus, 1 &léve qui a fort bien compris la méthode a fait une
erreur de calcul ; 4 @&léves ont résolu partiellement 1'exercice, mais n'ont pas
su mener le raisonnement jusqu'au bout ; enfin, 2 &l&ves n'ont pas utilisé cette
méthode.

- Madthode de FERMAT.

Elle a &té bien utilisée par 14 é&ldves { 11 d'entre eux avaient correctement
utilisé 1a méthode de PASCAL) ; 1 élave qui avait compris 1a méthode a fait une
erreur de calcul ; 1 &léve n'a pas su utiliser les 8 &ventualités proposées ;
2 &laves n'ont pas compris le raisonnement, et 2 &l&ves n'ont pas utilisé cette
mé thode.

Souvent, les &léves ont adopté comme support de leur raisonnement la présentation
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proposée en classe : pour la méthode de PASCAL, un arbre dont chaque branche s'ar-
rdte au moment o0 il y a un vainqueur ; pour la méthode de FERMAT, un arbre dont

chaque branche correspond & une ligne du tableau.

(b} Questions concernant les textes.

Las réponses aux questions qui suivaient 1'exercice ont permis de préciser les
observations faites pendant les séances précédentes.

Premiére question.

Chaque &l&ve a exprimé comment i1 avait pergu les approches de PASCAL et FERMAT ;
cependant, méme un &léve qui a correctement résoiu 1'exercice par les deux méthodes
peut étre difficilement 1isible : “FERMAT envisage le nombre total de parties ga-
gndes ; PASCAL envisage les chances, et partage en décomptant”.

Pour 1a plupart des &léves, la méthode de PASCAL paraft "plus concréte", "plus
logique", mais la méthode de FERMAT est "plus pratique", "plus sdre”, "plus juste",
elle est "1a meilleure™, et surtout ils la “préfarent". Notons cependant qu'un &ié-
ve trouve la méthode de PASCAL "plus pratique", "plus facile" ; i1 n'a d'ailleurs
pas utilisé calle de FERMAT,

Pour un &léve : "PASCAL a un raisonnement plus "littéraire", et FERMAT un raison-
nement mathématique".

Des ambiguités peuvent étre repérées,

- Pour un &léve qui a mend & bien les deux méthodes, et qui précédemment avait
résolu le cas de 3 joueurs par la méthode de PASCAL : "la méthode de PASCAL me
paraft ia plus simple, mais je préfére celle de FERMAT car les calculs sont plus
simples®.

- Pour un autre &léve qui a, lui aussi, compris les deux méthodes, celle de
PASCAL est “plus courte et plus sdre" ; cependant, i1 "trouve gue celle de FERMAT
est la meilleure” : "elle est plus longue, mais nous sommes slrs de trouver un ré-
sultat juste®.

Deuxiéme et troisiéme questions.

L'objection de ROBERVAL semble avoir été comprise par une majoritéd d'éléves :
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“ROBERVAL trouve illogique que 1'on continue", "Pourquoi continuer ?", "Ce n'est
pas faux, mais ce n'est pas démoniré”.

Cependant, plusieurs &idves ont éprouvé des difficultés pour s'exprimer, et
quelques-uns ont fait des confusions entre 1'objection de ROBERVAL et celle de
PASCAL.

La troisiéme question, traitée par 15 é&léves, a &té comprise par la plupart
d'entre eux : "PASCAL reproche i FERMAT de négliger le fait qu'un joueur peut ga-
gner aprés qu'un autre joueur a déjd gagné " . Les réponses n'‘ont, pourtant, pas
toujours été claires.

Quatriéme question.

Sept &leves ont répondu & cette question délicate, mais leurs réponses sont dif-
ficilement analysables, car insuffisamment explicitées. Pour un &lgve : "tous les
jeux auront donc le méme nombre de parties® ; pour un autre, 1a "réduction @ un
méme dénominateur" est une “"simplification effectuée en poursuivant un certain nom-

bre de parties, et qui facilite Te calcul®.

Evaluation de l'expérimentation.

Tout au long du travail proposé, les &léves ont manifesté leur intérét. La pro-
blamatique historique et 1'"&change" d'arguments entre PASCAL, ROBERVAL et FERMAT
("&change" qui illustre 1'existence de problémes de compréhension entre mathémati-

ciens) ont créé une puissante motivation intellectuelle.

Cependant, la discussion & 1'intérieur de la classe aurait sans doute été plus
riche si elle s'atajt &tablie avant la correction des exercices d'introduction.
De plus, 1'évaluation individuelle aurait donné un matériau plus riche si davantage

de temps avait &té proposé aux &l&ves.



2. EXERCICES D'INTRODUCTION ET EVALUATION

{A) Exercices d'introduction.

Premiére partie.

Ariane et Bernard jouent & un jeu qui consiste en plusieurs parties de "pile ou
face".

Chaque partie rapporte 1 point & celui qui 1a gagne.

Le premier qui aura 3 points gagnera la mise de 64 F .

Mais Ariane et Bernard sont obligés de s'arréter avant d'avoir pu terminer le

jeu. Avant de se séparer, ils veulent se partager la mise équitablement.

Exercice 1.
1) Le vainqueur est celui qui obtient le premier 3 points.
Quand le jeu s‘arréte, Ariane a gagné 2 points et Bernard 1 point.

Comment Ariane et Bernard peuvent-ils se répartir équitablement la mise de 64 F ?

Tndications : Au moment ol le jeu s'arréte, il manque donc 1 point & Ariane et
2 points & Bernard pour gagner 64 F . On peut donc examiner les différents scéna-
rios possibles pour les parties qui se joueraient si Ariane et Bernard n'étaient pas
obligés de s'arréter.

La présentation de ces scénarios sous forme d'un arbre facilitera 1a recherche
d'une répartition équitable.

On notera 4 1me partie gagnée par Ariane, et B unme partie gagrée par Bernard.

2) Quand le jeu s'arréte, Ariane a gagné 2 points et Bernard O point.

Proposer une répartition équitabie de la mise.

3) Quand le jeu s'arréte, Ariane a gagné 1 point et Bernard 0 point.

Proposer une répartition équitable de la mise.

Exercice 2.
Le vainqueur est celui qui obtient le premier 3 points.

Quand le jeu s'arréte, Ariane a gagné 1 point et Bernard O point.
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1) Quel est le nombre maximum des parties qui resteraient & jouer ? Soit n ce

nombre.

2) En notant A une partie gagnée par Ariane, et B une partie gagnée par
Bernard, dresser le tableau des résultats que pourraient donner ces n parties, si

elles étaient toutes jouées.
3) En déduire une répartition équitable de la mise de 64 F

Tndication : Si le nombre maximum de parties &tait 3 , 1'écriture "ABA" signi-

fierait :

- Ariane gagne la premigre et la troisiéme partie, Bernard la deuxiéme.

Deuxiéme partia.

Ariane, Bernard et Charles jouent & un jeu de hasard.

Chaque partie rapporte 1 point & celui qui la gagne.

Le premier qui aura 3 points gagnera la mise de 270 F

Mais les trois joueurs sont obligés de s'arréter avant d'avoir pu terminer :
Ariane a gagné 2 points, Bernard et Charles ont chacun 1 point.

Comment les trois joueurs peuvent-ils se répartir équitablement la mise ?

(B) Evaluation.

Exercice.

Alain et Béatrice jouent & un jeu qui consiste er plusieurs parties de "pile ou
face". Chaque partie rapporte 1 point & celui qui la gagne. Le premier qui aura
6 points remportera la mise de 90 F . Mais Tes deux joueurs sont obligés de s'ar-
réter avant d'avoir pu terminer le jeu : & ce moment, Béatrice a 5 points et Alain
3 points.

Comment les deux joueurs peuvent-ils se répartir équitablement la mise ?

Utiliser successivement les méthodes de PASCAL et de FERMAT pour résoudre ce pro-

bléme,
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Questions.

1) Comparer les méthodes employées par PASCAL et FERMAT : caractériser leurs
différences. Quelle est, des deux méthodes, ceile qui vous parait la plus pratique ?

2) Quelle est 1'objection faite par ROBERVAL & FERMAT ? Quels sont les arguments
utilisds ? Que ROBERVAL n'a-t-il pas compris ?

3) Quelle est 1'objection faite par PASCAL 3 FERMAT ? Quels sont Tes arguments
utilisés ? Que PASCAL n'a-t=il pas compris 7

4) Que FERMAT entend-i1 par "réduction & une méme dénomination” ?

(C) Corrigé des exercices - 4 titre indicatif.

Premidré partie.

Exercice 1. Méthode de PASCAL ( 2 Joueurs).

1) 11 manque 1 point & Ariane, 2 points @ Bernard.

A
4 Répartition "équitable" :
Ariane : 32F +4 (B4 F -32F)=48F
8 Bernard : 64 F -48F =16F
8

2) I1 manque 1 point & Ariane, 3 points & Bernard.

A Si Bernard gagne, on se retrouve dans la si-
A tuation précédente.
A Répartition "Equitable" :
8

Ariane : 48 F +-%-(64F -48F)=56F
Bernard : 64 F -5 F =8F

3) 11 manque 2 points & Ariane, 3 points & Bernard.

Si Ariane gagne, on s& retrouve dans la situation précédente.



Répartition “équitable® :
1

Ariane : 32 F + ?-(56 F =32 F)
Bernard : 64 F -44F =20F

Exercice 2. Méthode de FERMAT { 2

11 manque 2 points & Ariane et

It ya 16 éventualités :
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=4 F

joueurs).

3 points a Bernard.

AAAA ABAA BAAA BBAA
AAAB ABAB BAAB BBAB
AABA ABBA BABA BBBA
AABB ABBB BABB BBBB

D'ol la répartition "équitable" :

Ariane :

Bernard :

Deuxiéme partie.

Méthode de FERMAT ( 3 joueurs).

i1 manque 1 point & Ariane, 2
I1 ya 27 éventualités :

AAA AAB AAC ABA
BAA BAB BAC BBA
CAA CAB CAC CBA

Il ya 17 éventualités favorables

11y a 11 éventualités favorables @ Ariane et 5 éventualités favorables 3 Bernard.

11 v 6aF =82F

20 F

pod
(o))
=
|
It

points & Bernard et 2 points d Charles.

ABB ABC ACA ACB ACC
BB8 BBC BCA BCB BCC
B8 €BC CCA CCB CCC

i Ariane, 5 favorables & Bernard et & favora-

bles & Charles. D'ol la répartition "&quitable" :
Ari ] 17 .
riane @ v X 270 F =170 F ,
Bernard : 3y x 270 F =50 F
Charles : 50 F
Evaluation.
I1 manque 1 point 3 Béatrice et 3 points & Alain
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Méthode de PASCAL.

Si Alain gagnait la 1lére partie aprés
T'arrét, i1 serait alors équitable de donner

d Béatrice :
45 F +.%(90F - 45 F ) , soit 67,5°F

Donc i1 est &quitable de donner au moment de

T1'arrét :

3 Baatrice : 67,5 F +{, (0F -67,5F ) =7875F ,

& Alaih : 90F -78,75F =11,25F

Méthaode de FERMAT.

ITya 8 éventualités :
AAA AAB ABA ABB BAA BAB BBA BBB
I1ya 7 éventualités favorables & Béatrice et 1 favorable & Alain. D'ol 1a ré-

partition "&quitable" :

Beatrice : %x 9 F =78,75F ,

Alain  : é-x 90 F = 11,25 F



IV, CONCLUSION

S'ils reflatent un méme souci d'introduction d'une dimension historique dans
1'enseignement des mathématiques, ces deux exemples d'utilisation, dans des classes,
des textes présentés au début de cet article, ne procédent assurément pas de la méme
"stratégie didactique" :

Dans le premier exemple (en terminale D), i1 s'agit d'amener les &léves & modi-
fier leurs solutions "premigres” par la confrontation avec d'autres solutions et
certaines critiques (3 prendre en compte ou & rejeter) ; ceci dans un mouvement
“d'aller et retour" entre 1'ajustement ou Te changement radical de leur solution et
la réception de nouvelles propositions. En cela, la dimension historique ne sera
explicite pour les éléves qu'd la fin de la recherche, donnant lieu, é&ventuellement,
i une discussion & partir de certains textes originaux. Le matériau historigue,
"s'avancant masqué", est alors utilisé comme moteur d'une situation dont le but ex-
plicite est la résolution d'un probiéme. I1 s'agit de participer "activement" &
1'histoire du probléme des partis.

Dans le second exemple (en premigre Al), en revanche, 12 démarche est toute dif-
férente. 11 s*agit de faire participer les &léves & 1'analyse plus ponctueile, plus
fine, d'un ensemble de textes plus réduit. C'est pourquoi, dés le ddpart, les exer-
cices d'introduction "orientent" les solutions des &léves vers des approches &qui-
valentes 3 celles des textes & &tudier. La dimension historique est alors au centre
méme du travail des &léves. I1 s'agit avant tout de comprendre un texte, d'appréhen-
der la démarche d'un auteur. La recherche préalable et "balisée" du probiéme, au
moyen des exercices, n'est que le point de départ de ce travail.

IT n'en reste pas moins qu'il s'agit avant tout de faire progresser un savoir
mathématique, 1'apport de 1'histoire &tant alors soit celul d'une dynamique (exem-
ple 1}, soit celui d'un &clairage différent (exemple 2).

Quel peut &tre alors le rdle de la prise en compte de la dimension historique
d*une notion mathématique pour 1'acquisition de cette notion par ies &léves ? Ques-
tion assurément complexe et abondamment débattue... Disons simplement qu'il nous
parait essentiel d'envisager cet aspect des choses lors de 1'é&laboration du “scéna-
rio" d'une expérimentation du type de celles présentées ci-dessus.

I1 nous semble également important de dire que les exemples d'utilisation de cas
textes, dont ncus avons bri@vement rendu compte, ne sont en rien "exemplaires", et
ne saurajent, par ccnsdquent, &tre considérés comme des “"modéles"”.

L'introduction historique et les deux comptes rendus d'expérimentation sont 13
pour fournir des éléments utiles & la construction de s@ances autour du probléme
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des partis. L3 s'arréte notre ambition. L& commence un passionnant travail d'adap-
tation et de transpasition, travail sans lequel ce qui est avant tout, pour nous,
une démarche, risquerait de devenir une "recette" (29).

Signalons enfin un intérét "indirect”, mais non négligeable, de cette introduc-
tion de textes historiques avec des éléves. I1 consiste en ce que les remargues, les
interrogations ou les productions des &léves nous apprennent de la situation histo-
rique elle~méme. Notre compréhension des textes originaux s'est, en effet, trouvée
enrichie, sur plus d'un point, par 1'&tude des solutions des éléves et de leurs ar-
gumentations 3 propos du probléme des partis.

I1 y a comme un "retour d'éclairage" du comportement des é&l&ves en direction de
1'histoire des mathématiques (30). Ainsi, d'une certaine mani&re, "la boucle est
boucl&e", non pas dans le sens d'un ach&vement, mais dans celui d'un enrichissement

permanent entre 1'histoire des mathématiques et leur apprentissage aujourd'hui..,



NOTES

(1) “partis" (ou "partys"“},.avec cette orthographe, 5%ent de “"partager". Le mot se
rencontre avec ce sens dans les arithmétiques du XVIS™ siscle ({3], p. 247). I1
ne faut évidemment pas le confondre avec “parties" (les deux mots se trouvant em-
ployés simultanément dans les textes de Pascal).

(2) Usage du Triangle Arithmétique pour déterminer les partys qu‘on doit faire en-
tre ~Z Jjoueurs qui jouent en plusieurs parties. Les expressions entre guillemets
dans la présentation du probléme sont tirees de ce texte,

(3) Cet article fut d'ailleurs 4 1'origine de notre travail et représente 1'apport

essentiel d'informations pour ia rédaction de cette présentation.

(4) Notons que le texte de Pacioli n'est pas aussi clair, celui-ci faisant interve-
nir notamment, dans certaines répartitions, le nombre maximum de parties que Tes
deux camps peuvent jouer. Mais cette intervention est une "opération blanche", et
1a solution se raméne bien toujours 3@ une simple opération de proportionnalité.

{5) P. Boutroux le peint comme "un de ces savants enthousiastes qui croyait & la
vertu universelle des mathématiques" et cite cette phrase de Pacioli & propos du
rale indispensable des mathématiques, méme en médecine : On se rendre compte que
sans elle il n'y a pas de salut possible pour le corps humain ! ([5]).

(6) L'ouvrage de Tartaglia est La prima parte del general trattato di numere e mi-
sure, publié en 1556, Signalons, au passage, que Guillaume Gosselin, dans la tra-
duction francaise qu'il donne en 1578 de 1'arithmétique de Tartagiia, néglige le
probiéme des partis,

{7) C'est ce que nous avons tenté de faire dans un exposé au cours du Colloque
Inter-Irem d'histoire et d'épistémologie de Montpellier (31 mai - ler juin 1985).
Pour une analyse plus détajllée de ce phé&noméne, on pourra donc se reporter aux
Actes de ce colloque (& paraitre début 86),

(8) Pratica d'aritmetica e geometria (premigre &dition, 1603). Le probléme des par-
tis v est sujet a un développement assez long & cause de nombreux détails dont
1tauteur aime enjoliver ses historiettes. Nous n'en avons donné que quelques ex-
traits dans (AIIl).

(9) E. Coumet signale que Forestani, en adoptant ce point de vue, n'a sans doute
pas le mérite de 1'originalité ([3], p. 257).

(10) Ces deux vers sont tirés du Roland Furieux {publié en 1516, puis 1532), et
font allusion 3 la guerre (imaginaire) entre Charlemagne et le roi d'Afrique-
Agramant.

(11) Ce texte parut en 1539. Nous suivens, dans cette présentation, 1'ordre d'expo-
sition "plus logique que chronologique” qui est celui d'E. Coumet. Sur bien des
points, Ca;dan est en effet plus proche de Pascal que Tartaglia ou Forestani ([3],
p. 264-271).

{(12) Vorlesungen {iber Geschichte der Mathematik, tome II, 1900, p. 502.

(13) Le réglement de ce qui doit leur appartenir doit &tre tellement proportionné &
ce qu'ils avaient droit d'espérer de la fortwne que chacun d'eux trouve entidrement
dgal de prendre ce qu’on lut assigne ou de continuer l'adventure du jeu ; et cette
distribution s'appelle le party (Usage du Triangle Arithmétique pour déterminer les
partys..., c¢f. p. 57},
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(14) C'était déji ce méme Carcavi qui avait mis en relation Fermat et Etienne
Pascal, le pére de Blaise, en 1636, & propos de problémesde mécanique.

(15) 11 s'agit des passages se rapportant au probiéme des partis. D'autres problé-
mes sont en effet abordés dans cette correspondance, mais de maniére beaucoup plus
marginaie.

(16) Nous utilisons ce terme avec le sens que lui donnent Pascal et Fermat dans
Jeur correspondance. 11 faut en effet noter que nulle part dans ces lettres i}
n‘est fait usage explicite de "combinaisons" au sens ol nous 1'entendons maintenant.

(17) Un probiéme relatif aux jeux de hasard, posé & un austére janséniste par un
homme du monde, a été a@ l'origine du calcul des probabilités. Poisson : Recherches
sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en matiére civile, 1837,

p. L.

(18) Ceci, bien entendu, si 1'on refuse le mythe de 1a "génération spontanée" en
matiadre de découverte mathématique.

(19) Méme si 1'on peut douter, en raison de sa grande &rudition, que Fermat n'ait
pas eu connaissance des textes de Pacioli ou de Cardan.

(20) Notons que trés vite celle de Fermat fut jugée "beaucoup meilleure” (Pierre
de Montmort : Essay d'analyse sur les jeux de hazard, 1713). Mais le développement,
ces trentes dernieéres annees, de la théorie des jeux redonna au point de vue “déci-
sionnel" de Pascal une certaine acuité (cf. [3], p. 246-247).

(21) D'Alembert ne fera rien d'autre que reprendre & son compte cette méme erreur
Torsqu'il prétendra qu'il y a 2 chances sur 3 (P et PF parmi P , PF et
FF ) d'obtenir au moins une fois “pile” en 2 coups.

(22) 11 n'est pas non plus impossible de penser qu'il y a 1d une réaction de défense
et d'orgueil de Pascal, vexé de voir la plus grande efficacité et généralité de la
méthode de son correspondant. L3 aussi nous reprenons tout ceci, de maniére plus ap-
profondie, dans 1'article (& paraitre) déjé cité (cf. note {(7)).

(23) A signaler que Pacioli et Forestani avaient eux aussi abordé le probléme de
trois joueurs en y appliquant tout simplement, et sans difficulté, 1a méme méthode
que pour deux joueurs.

(24) Signalons, d'ailleurs, que Pascal reconnaftra son erreur (ou sa mauvaise foi !)
dans la courte lettre qu'il écrira & Fermat le 27 octobre (votre dermidrs lettre m'a
parfaitement satisfait).

(25) Des phénoménes de persuasion dans 1'enseignement des mathématiques. Cette si-
tuation s'intéresse 3 1'&tude de tels ph&noménes dans le cadre de la recherche d'un
probléme.

(26) Chaque bindme récepteur ignorait 1'identité du bindme émettesur ; de plus, la
ggr@utation a été réalisée, non pas sur deux bindmes, mais sur deux groupes de cing
indmes.

(27) Contrat didactique : “ensemble des conditions qui déterminent implicitement ce
que chaque partenaire, 1'enseignant et 1'enseigné, a la responsabilité de gérer,
dont i1 est comptable devant 1'autre”.

Douady (R.) : Mathématiques (Didactique des) in Encyclopaedia Universalis, Nou-
velle &dition, 1984, t. 11.
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(28) Les exercices d'introduction ont &té préparés de la maniére suivante :
Premidre partie.
Ezzretoe 1 (1.2.3) : Introduction & Ja lettre de Pascal du 29 juillet 1654.
Tmerotos 2 : Introduction & la lettre de Pascal du 24 aedt 1654 (cas de deux
joueurs).
Deuztéme partie.
Trntroduction & la lettre de Pascal du 25 septembre 1654 (cas de trois joueurs)
gt § la lettre-réponse de Fermat du 25 septembre 1654.

{29) 11 faut notamment prendre en compte 1a variable "temps" qui est loin, ici,
d'atre négligeable. De telles expérimentations, en effet, nécessitent, @ notre
avis, de "prendre son temps".

(30) On pourra consulter & ce propos 1a conférence de H. Freudenthal au Congrés in-
tarnational des mathématiciens de Varsovie en 1983, conférence qui sera traduite
dans la prochaine brochure de 1'APMEP sur 1'histoire des mathématiques.
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pote: Les annexes 11, 111, IV ne constituent pas des photocopies des
ouvrages originaux mais des copies ( manuscrites puis dactylographiées )
de ces ouvrages.

ANNEXE [{

NICCOLO TARTAGLIA,
LA PRIMA PARTE DEL GENERAL TRATTATO DI NUMERE E
MISURE. 1556 . {cote BN: V1480).
Livre X. Folio 265:
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ANNEXE HI

DEl REV P. LORENZQ FORFSTANI DA PESCIA
PRATICA D'ARITMETICA E GEOMETRIA. 1682.(cote BN: V6303)

Livre V. p.364-367.

0364 Un genthiluomo gis vecchio ritrovandosi o uno sua villa,
¢ dilettandosi gradements del giuoco di palln, chiamo due giovani
Contadini e disse, eccoui 4 ducati, giocoteli qui in mia presenzo olle
palla, e chi di voi prime vince 8. Giuochi voglio che habbia vinto [i 4
ducati e cosi cominciaromo o giocore ¢ quando un di loro hebbe vinto §
giuochi ¢ ['altro 3. 3i perse o palla ¢ non poteromo finire e il
gentilhuomo disse, ecooui i denari divideteli fra vei, si domanda

Nel risplusre simili propositioni son diverss [‘openioni, pero
questa @ noi pare (o pid retia ¢ [o pid commune e prima disemo cost che
guello if qualle vorre [i 4 ducati bisognare che vinca 8 giuochi et l'altro
non ne puol vincer piu che 7 percioche [ro di (oo non puo correre piu di
15 giunchi; Laonde il primo vincendo 5 giuochi viene o vincee 5/13 cioe
1/3 de 4 duc et il secondo che vince 3 giuochi viene o vincere 3/15 cio
175 de detti 4 duc. Di maonietuche tra il primo e secondo vengono o
vincere 8/15 de 4 duc per [o qual cose chicraments si conosce che vi
resta 7/15 i ouali non sono afjoticati né giuscati, ne vinti da nessun di
{oro ¢ percio bisogna dividerdi per metd di 2/15 piglin aduque [o meta
cf'2 7/30 et aggiungili a 1/3 fonno 17/30 ¢ tal pasts ne tocca al primo et
['altre meta cioe 7/30 aggiungilic o 1/3 Janno 13/30 ¢ tal parts ne tocco
ol secundo.
D367 Lo ragione che alcuni adducono in contrario e questa cioé
dicomo che chi ha piu giucchi e piu vicino al potere jinere, g conseguire
il tutto e percio gii si convien tirace di quei denari per rote de giucchi
viuti, e noi diciamo que [o Fortuna si puo rivoltar presto e fovoric
quell'alito o vincer il tutto, si come infinits volte s'e visto e vedesi,
tanto nel giuoco di palla, come in ogn'altro mu molto piu ndle cose di
guertn, si come dottaments ne dimostra [' Ariosto in persona di Caslo
con questi due versi:

Losi Fortuna ad Agromants arrife
LA'un aitra volla o Loarlo assedio miss.

U qual' havendn assaliats Agramante, si rivolto talmente (o Fortuna,
che Agramante in un attimo ruppe ['Esercito di Corlo e nuovamanis
['assedio in Parigt.



ANNEXE |y

CARDAN,
OPERA OMNIA.LYON 1663 (10 vol.){cote BN: 21425..71434)
Tome V. Ch 61: De extraordinariis et ludis.p.112. 5§13 et 14

§13 Quontum ad rationem [udorum sciendum est quod
in fudis non habet considerari nisi terminus ad quem et hoc in
progressione dividendo totum per easdem partes. Exemplum dug
[udunt ad decemn unus habent 7 afius 9 quaeritur in cosu divisionis non
Jiniendo f{udum quantum quisque dcbet habere subtrahe 7 o 10
remanegnt 3, subtrahe 2 ¢ 10 remanet 1. progressio 3 est . progressio
est 1. Dabis igitur dividendo totum depositum in 7 partes, 6 partes
habenti 9 et 1 partemn habenti 7. Ponamus igitur quod posuissent aureos
7 singuli, tunc totum depositum esset 14 ex gquibus 12 contingunt
habenti 8 et 2 habenti 7 ludos, quare qui habet 7 perdit /7 copitalis.
Aliud exemplum {.]

814 Ratio agutem demonstrativa super hoc est quod si
Jacta divisione iterum [udus esset inchoandus, partes haberent
deponere idem quod receperunt stante conditione et sit in exemplo
ptimo quod quis dical volo [udere hac conditione ut tu nom possis
vincere nisi vincas 3 sine intermissione, ot si ego vincos unum volo
vincere et deponat ille qui vult vincere 3 [udos aureos 2 quantum habet
deponere alius dico god deponet 12. Ratic nam si ad unum [udum
haberet [udere sufficeret ponere 2 et si duos haberet ponere triplum,
tatio quia vincendo simgpliciter 2 ludos vinceret 4 sed hic stal cum
periculo perdendi secundum victo primo, igitur [ucrari debet triplum et
si od 3 sexcuplum, quis duplicatur difficultas, igitur haberet ponere
12. Et iam accepit 12 et ills 2 igitur divisio fuit convenienter [octa et
hoc ubi seporatio esset de voluniate partium, aliter si sit cousn hobentis
plus dividitur per aequalin si causa habentis minus perdidit totum.

Tome 1V. Ch 68 De Erroribus Fratris Lucae In
Arithmetica. p.214.§5
85 £t earavit [udorum determinatione  errore
manifestissimo et @ puero etiam cognoscibili dum alios arguit et suam
laudat exquisitom opiniomem. Unde [udentibus od & ct hobenti 5 alteri
2 dat post multas superflues supputntiones partes 5 et 2 ita quod totam
summom dividit in 7. Ponamus igitur quod duo ludant od 19 et unus
habeat 18 alius tantum 3 habet igitur primo 2/3 totius summe ot
secundo 1/3, sit igitur depositum aurei 12 summae amborum erit 24
quibus 16 primo et 8 secundo continget: nom igitur ille qui habent 18
fudos [ucratus est nisi aureos 4 et ex odversurio qui sunt tertia pors
depositi et tam ad complendum non deest nisi unus [udus, secundo
autem desunt 10, hoc autem est absurdissimum prostera illam portem
quisque debet assumere quam aeque raotione depomere posset ea
conditione sed habens 18 cum habente 9 potest eundo ad 19 deponere 10
contru | imo 20 conira unum: igitur in divisione debet habere 20 et illo
tantum unam.,



ANNFXF 1V (suite):

Textio si ludimus ad 19 et unus habeat 2 clter nullum, per suam
rationem qui habet 2 debet acquite totum depositum, patet ex suo
tam modico superutione, cim tunta remotions o fine debeot acquires
tantum quantum si [uctatus fuisset 19 [udos: secundo quic od deterius
ille non potest venire qui perdit depositum, sed dato quod hoberet 18
fudos primus et secundus nullus adhuc non debentur omns quis
ultimus esset superfluus, quanto igitur minus debet hobere totum per
duos tantum ocquisttos |...]



ANNEXE Y
LETTRE DE PASCAL A FERMAT DU 29 JUILLFT 1654, ([1}p.43-44)

LETTRE DE PASCAL A FERMAT

Le 29 juillet 1654,

Meonsicur,

L'impatience me prend aussi bien qu™ vousct, quaigue
j¢ sois encore au lit, j& ne puis m'empécher de vous dire
que jo resus hier au soir, de ta part de M. de Carcavi,
vatre lettre sur les partis, que j'admire si fort que je ne
puis vous le dire. Je n'ai pas le loisir de m'éendre, mais,
& un mat, vous avct trouvé les deux partis des dés et
des parties® dans la parfaite justesse; j'en suis tout satis-
fuit, car je ne doute plus mainienant gue je ne sois dan¢
la véritd, aprés la tencontre admirable ol je me irouve
avec vous,

Jadmire bien davantage ia méthode des partis que
exile des dés; j"avais vu plusieurs personnes trouver celle
des dés, comme M. te Chevalier de Méré, qui est celui
qui m'a proposé ces questions et aussi M. de Robervai :
mais M. de Méré n'avait jamais pu trouver la jusic valeur
des partis ni de biais pour y arriver, de sorte gue je me
trouvais seul qui eusse connu cete propartion.

Yotre méthaode est tres sire et est celle qui m'est la
premidre venuc & la pensés dans cette recherche: mais
parce que la peine des combinaisons est excessive, jen
1 trouvé un abrégé et proprement une aulre méthode
bien plus courte ¢t plus nette, que je voudrais pouvar
vous dire ici en peu de mots : car je voudrais désormais
vous ouveir mon ceur, $'il 3¢ pouvait, tant i'ai de joie

de voir notre rencontre. fe vois bien que la vérité est |+3
méme 1 Toulouse ¢t a Paris.

Yoici 4 peu prés comme je [ais pour savoir 1a valeur
de chacune des perties, quand deux joueurs jouent,
par exemple, en rois parties, ot chacun 2 mis 32 pis-
oles au jeu :

Posont que le premier en 8it deux et 1"autre uac; ils
jouent mzintenant une parue, dont le sort est tei gue,
si le premier la gagne, il gagne tout {"argent qui est
au jeu, savoir, 64 pistoles: si 1'autre ia gagne, ils sont
deux paruics i deux parties, et par conséquent, s'ils
veulent se séparer, il faut qu'ils retirent chacun leur
mise, savoir, chacun 32 pistoles.

Considérez donc, Moasicur, que s le premier gagne.
il lui appartient 64 8'il perd, il lui appattient 32 Donc
s'ils veulent nc point hasarder cetic partie et 3¢ séparer
sans la jouer, le premier doit dire : « Je suis sur d'avoir
32 pistoles, car la perte méme me les donnc; mais pour
les 12 autres, peut-itre je les aurai, peut-2tre vous les
aurez; le hasard est égal; partageons donc ces 32 pis-
toles par la mostie et me donnez, outre cela, mes 32
qui me sont sires. » 1 aura donc 48 pistoles et autrs 16,

Pasons maintenant que le premier ait deux partics
et i'autre point, ¢t ils commencent & jouer une partie.
Lc sort de cetie partic est tel que, si [e premier la gagne,
i use tout V'acgent, 64 pistoles; si autre la gagne, les
voili revenus au cai précédent, auguei e premier aura
deux parties €t l'autrs une.

Or, nous avons déji maniré qu’en ce Cas il appartient
3 celui qui a les deux partiez, 48 pistoles : done, $'ils

veulenat ne point jouer cette parue, il doit dire ainsi
« Si je la gagne, je gagnerai fout, qui ese 64 3i je la perds.
il sn'apparuendra légitimement 48 - donc donnez-moi
les 48 qui me sont certaines au cas méme gue je perde,
et partageons les 16 autres par la moitié, puisqu’il ¥y a
autant de hasard que vous les gagniez comme mei. »
Ainsi it aura 48 ¢t 8, gui sont 36 pistoles.

Posons enfin que g premuer n'ait qu'une partic et
I'autre point. Vous voyez, Monsicur, gue, s'ils com-
mencent une partie nouvelle, le sort en est tel que, st ke
premier la gagne, o aura deux parties & point, et paniant,
par le car précédent, il lui appartient 56, s'it la perd,
ils sont partie & partie : don¢ il lui apparuent 32 pistales.
Donc il doit dire . = Si vous voulez ne la pas jouer,
donnez-moi 32 pisioles qui me scot sdres, =t parlaeons
le reste de 56 par la moitié. De 56 dtez 32, resie 24
panagez donc 24 par la moiué. prenct-en 12, et moi 12,
qui. avec 32, font 44 »



ANNFXE Vi

LETTRE DE PASCAI A FERMAT DU 24 AQUT 1654 ([1]p.46-49)

LETTRE DE PASCAL A FERMAT

Du 24 aoQt 1654,

Moasicur,

Je nc pus vous ouvrir ma pensée entidre touchant les
parties de plusicurs joucurs par lordinaire passé, ct
méme §"ai quelque répugnance A le faire, de peur qu'en
ceci cette admirable convenance, qui éait entre nous
¢t qui m'était si chére, ne commence i s¢ démentir,
-car je crains que nous ne soyons de différents avis
ur ¢2 sujet. Je vous veux auvrir toutes mes raisons, el
vous me ferez la grice de me regresser, si perre, ou de
Taffermir, $i j"ai bica rencontré. Je vous le demande tour
de bon ct sinciremest, car je ne me tiendrai pour cerin
que quand vous serez de moa cdié.

Quand il &’y a que deux joueurs, votre méthode, qui
procede par les combinaisons, est trés sire, mais quand
il ¥ en & trois, je crois avoir démonstration qu’clie est
mai juste, si c2 n'est que vous y procédiez de quelque
autre maniére que j¢ n'catends pas. Mais la méthode
que je vous ai ouveric ¢t dont je me sers partoul est
commune i toutes fex conditions imaginables de toules

sortes de partis, au heu que celle des combinaisons (don!
j& ne me sars quaux rencontres particulieres ou elie
est plus courte que ia générale) n'est
bonne qu'en ces seules gecasions et

aaria

aa1b : nON Pas AuUX autres.

Je suis sdr que je¢ me donnerd
2aba ! 3 entendre, mais i me {audra un peu
2abs | de discours, ¢t 4 vous un peu de
abaa 1 | opatience,

Tabab ' L1 Voici comment vous procéder
abba ! quand il y 2 deux joueurs
abbb 2° St deux joueurs, jouint zn plu-
_Baaa: t | sicurs parties. s trouvent en eet
jvaab | ¢ &t qu'il manque deux parties au
. baba | G Premier &t rois au second, pour
I babb - 2| touver le parti, d faut (dites-vousi.
- I voir en combicn de parties le jeu sera
bbaa 1 décidé absolument.
: 5bab ;2 li est aisé de supputer que ce sera
. ::‘;: §  en quatre parties, d’ou vous concluer

quil faut veir combien quate par-
ties se combinent entre deux jQueurs
&1 voir combien il y a de combinaisons pour faire gagner
le premier ¢t combien pour le second et partager |'argent
suivant cette proporuon. J'eusse eu peinc 4 entendre ce
discours-id, si je ne 'cusse su de moi-méme auparavant;
aussi vous {'aviez écrit dans ceue pensée. Donc, pour
voir combien quatre parties se¢ combinent entre deux
joueurs, i faut imaginer qu’ils jouet avec un dé 3 deux
faces (puisqu’ils ne scar que deux jGueurs), comme 2
croix et pile, &t qu'ils jeuent quatre de ces dés {parce
qu'ils jouent en quatre parties); €t maintenant il faut
voir combien ces dés peuvent avair d assicties ditfdrentes.
Cela est aisé & supputer : ils peuventi en avoir scize,
qui est fe second degré de quae, ¢'est-i-dire le carre.
Car figurons-nous qu’unc des faces et marquée 4, favo-
rabie au premier joucur, et I'autre b, favorabie au second.
donc ces quatre dés peuvent s°asseoir sur une de ces
SEIre assielies | zaaa,.. bhib,

Et parce qu'il manque deux parties au premier joueur,
toutes les [aces qui ont deux a lo font gagner : doncil
y en 2 11 pour lui; ct parce qu'il manque trois parties
au second, toutes les faces ou il ¥ a trois b le peuvent
faire gagner : donc it y en a 5. Donc il faut qu'iis par-
tagent la somme comme 11 3 5,

Yoild vorre méthode quand i y 2 deun joucurs; sur
quoi vous dites que, sl y en a davantage, il ne
sera pas difficile de (aire les parvis par la méme
méthode.

Sur ceta, Monsieur, j"ai 4 vous dirc que ce part
pour deux joueurs, fondé sur les combinaisons, et
trds juste et trés bon: mais que, sl y a plus de deux
joucurs, il ne sera pss toujours juste ef je vous dirsi la
faison de cette différence.

J& communiquai votre méthode 3 nos messieurs, sur
quot M. de Roberval me fit cene objection :

Que c'est & tort que I'on prend 1'art de faire le paru
sur fa suppasition qu'on joue en quatre parties, vu que,
quand il manque deux parties 4 'un et trois A 'autre,
il o'est pas de nécessité que i'oo joue quatre parties,

pouvant arriver qu'on n'en jouers que deux ou Irois,
ou, 4 lz vérité peut-due quaire

E1 ainn quiil ne voydit pas pourquoi on prétendain
de faire le paru juste sur une condinon leinte qu'on
jousra guatre parues, vu gque la condiion natureile du
jeu, €st qu’on ne jouera plus dés que l'un des joueurs
aura gagne, et qu'au moins, si cela n'dtaur faux, cela
n'était pas démontré, de sorte qu’il avait quelque soup-
con que nous avions (ait un paraiogisme,

le {ui répondis que je ne me fondais pas taal sur ceile
méthode des combinaisons, laquelle véritablement a'est
pas en son lieu en celte occasion, COMME sUr Mon autre
méthode universelie, 3 qui rien n'échzppe et qui porie
12 démonstration avec soi. qui trouve le méme parti
précisément que celle des combinasons; et de plus
Je i démontrai la vérité du parti entre deux jouewrs
par les combinaisons en eatie sorie

N'est-it pas vrai que, si deux joucurs, s¢ trouvant en
cet état de "hypothése quil manque deux parties 4 1"un
et trois 4 [“autre, conviennent maintenant de gré & gre
qu’on joue quatre parties complétes, ¢'est-d-dire qu'on
jetie les quatre dés 4 deux faces tous 3 fa fois. n'est-il
pas vrai, disje, que ¢'ils ont délibéré de jouer les quatre
parties, le parti ¢oit étre 1el que nous avons dit, suivant
is multitude des assicttes favorables 4 chacun?

It en demeura d'accord et cela en effet est démanstra-
uf; mais il niait que la méme chose subsistdt, ¢n ne
s'astreignant pas & jouer les quatre parties. Je lui dis
dong ainsi :

N'est-il pas clair que les mémes jovcurs, n'étant pas
astreints i jouer ies quatre parties, mais voulant quitter
le jeu dés que ['un aurat attewnt s0n aombre, peuvent,
sans dommage ni avantage, s'astreindre 3 jouer les
Quatre partics entiéres ¢t que ceile convenlion ne change
en aucune maniére leur condition? Car, si le premier
gagne les deux premiéres parties de guarre et quTainsi il
ait gagné, refusera-1-il de jouer encore deux parties, vu
que, 3'il les gagne, il n'a pas micux gagne, et 5°if les perd,
il n'2 pas moins gagné, car ces deux que "autre a gagnées
ne lui suffisent pas, puisqu'il lui en faug trois, et ainsi
il n’y a pas assez de quatrc parties pour faire qu'ils
punssent tous deun atteindre ie nombre qui leur mangque.

Certainement il est aist de considérer quil es1 absolu-
ment égal et indifférent 3 1'un et 4 I"autre de jouer en la
condition natureile 4 leur jeu, qui est de finir dés qu'un
aura son compte, ou de jouer les quatre parties entiéres :
dong, puisque ces deux conditians sont égales et indif-
ferentes, le parti doit 2tre tout pareil en unc ¢t en
t"autre, Or, il est juste quand ils sont obligés de jouer
quatre pariies, comme je U'ai mootré : donc il est jusie
aussi en }'aucre cas,

Voilh comment je le démontrai et, si vous y prenez
garde, cette démonstration est fondée sur 1'4galité des
deux conditions, vraie et feinte, i 1'égard de deux joucurs,
et qu'en Fune et en !'autre un méme gagnera toujours
et, 31 ['un gagne ou perd en l'une, il gagnera ou peedra
en "autre et jamais deux n'iuront leyr compte.

Suivons la méme points pour trois joueurs el posons
qu'il manque une partie au premicr, qu'il en manque
deux zu second ot deux au troisiéme. Pour faire ke parti,

suivant la méme methode des combinaisons, il faye
chercher dabord en combien de parties le jeu sers
décidé, comme nous avons 2ir quand il ¥ svait deux
joueurs : ce sera en trois, car ils ne saucient jouer troiy
parties sans que la décision soit arrivée nécessairement.

I faut voir maintenant combien 3 parties se com-
binent entre trois jouecurs ¢t combien it y en & de favo-
rables & ["un, combien 4 {"autre ct combien au demier
el, guivant cetle proportion, distribuer l'acgent de méme
qu'on a fait en "hypoihése de deux joueurs.

Pour voir combien i y 3 de combinsisons en tout,
ccla st aisé @ c'est la wroititme puissance de 3, clest-d-
dire son cube 27, Car si on jette trois dés 4 13 fois {puis-
qu'il faut jouer trois partics) Qui aient chacun trois
faces {puisqu’il y a trois joueurs) i'une marquée a favo-
rable au premeer, 1'autre b pour le second, Pautre ¢
pour ie woisieme, il est manifeste que ces trois Jdés
ey entemble peuvent s'asseoir sur 27 assiettes diffe-
rentes, savoit

Ou, il e mangue qu'une partie au premisr : done
toutes les assicttes ol if ¥ & un a sont pour lui : donc
il y en ai9.



ANNEXE V] (suite)

if mangue deux parties au
t  second : donc toutes les

aaa ;1! . -
aab | ! ! |  assieftes od _ll ¥ a deux b
2ac |1’ scl;t pour lui : donc il y en
el [ SRS £ a1
aba ;! I i 11 manque deux parties au
abb: ! 2 | woisieme : donc toutes les
abe | Lf | 1 assientes o il y 3 deux ¢
aca | ! | sont pour lui : donc il y en
ach | t! I S
ace | | 3 Si de 1A on concluait qu'il
Baa 1! T faudrait donner i chacun
Bab ! ! 2 suivant la proportion de 19,
hac !t H 7, 7. on se¢ tromperail wop
- --—i-.,—k——- grossiérement et je n'ai garde
bba ! 21 de croire gue vous le fasmez
g:b ; i zinst; car il y a quelques
€l faces favorables au promuet
beca |1 et au second tout ensemble,
beb 2 comme abb, car lc premier
beec | | 3| ¥y wouve un a quil lui faut,
cax |l et le sccond deux b qui lui
cab | 1 manduent; ainsi acc st pour
cac | § 3 le premier et le troisiéme.
Y — Donc il ne faul pas compter
cbhb ! 2 cas faces qui soni communes
ebe | 3 & deux comme valant la
——|m—|g| SOTIME enti¢re & chacun, mais
ccal b 3! seulement la moitie. Car, 'il
cch 3 arrivait 'assiette ace, le pre-
feeey 13 i micr ¢t le troisiéme auraient

méme drait 4 la somme, nyant

chacun leur compte: donc ils pariageraient largent par

la moitié: mais 8’il aerive "assictie 2ab, le premier gagne
seul. 1t faur dons faire la supputation ainsi :

Il y a 13 assieties qui donnent I'entier au premier et &

qui lui domnent la moité et % qui ne lui valent riea :

done, si la somme entidre est une pistole, il ya 13 faes

qui Mui valent chacune une pistole, il y 2 6 faces qui 1o
1
valent chacune 3 pistole, et 3 qui ne valent rien.

Donc, en cas de parti, il faut multiplier

13 par une pistole, quifont . . . . 13
& par une demi, qui font. . P |
8 parzero, quifont. . . . . . . O
Somme 27 Somme 16

et diviser la somme des valeurs, 16, par la somme Jdes
e 16 .
assiettes, 27, qui fait la fraction 7 qui st ce qui appar-
tient au premier en cas de parti, savoir 16 pistoles de .
Le parti du second ct du troisiéme joucur s¢ trouvers
de méme :
Ity a 4 ssziertes Gui fui valent I pistole :
multipliezr . . . . . . . ... 4

. L 1.
1t y a 3 assiettes qui Jui valent 3 pistole :

multipliez . . . . . . . . ... 1<
P 2

Et 20 assietzes qui ne lui valent rien. . . 1]

1

Somme 27 Somme § -
2

. . . 1

Done il zppartient au second joueur 3 pistoles et 3

sur 27, et autant au iroisicme, ot ces trois sommes,

b} ; ] % et 16, étant jointes. font les 27.

Voild, ¢= me semble, de quelie mamwcic 1l faudraut
faire les partis par les combinaisons suivant volre
méthode. si ce n'est que vous ayez quelque autre chose
sur ce sujet que je ne puis savoir. Mais si je ne me Lromps,
ce parti est mal juste.

La raison en est gu'on suppose une chose fausse, qui
est qu'on joue en trois parties infailliblement, au lieu
que la candition naturetle de ce jeu-ld est qu'on ne joue
que jusqu'd oc qu'un des joucurs it atteint lc nombre
dc parties qui lui manque, auguel cas le jeu cesse.

Cz n'est pas qu'il ne puisse arriver qu'on joue 3 par-
ties; mais il peut arriver aussi gu'on n'en jouera quiune
ou deux, et rien de nécessité.

Mais d'oi vient, dira-t-on, qu'il a’est pas permis de
faire en cetic rencontre la méme supposition feinte que
quand il y avait deux joueurs? En voici la raisan :

Dans la condition véritable de ces irois joucurs, il o'y
en a gqu'un qui pcut gagner, ¢ar la condition est que,
dés qu'un a gagné, le jeu cesse. Mais, en la condition
feinte, deux peuvent aucindre le nombre de leurs par-
ties : savoir, si le premier en gagne une qui lut mangue,
et un des autres deux qui lui manquent; car ils n'auront
joud que trois parties, au lieu que, quand il Ny avait que
deux joucurs, lz condition feinte et fa véritable conve-
paient pour les svantages des joueurs en tout; ot c'est
cc qui met I"extréme différence entre la condition feinte
et 1z véritable.

Que si les joucurs, 3¢ trouvant en ['¢tat de {"hypothése,
crest-d~dir= #'il manque une partie au premier ct deuxr v

second et deux su troisiéme, veulent maintenant de gre
a gré et convieanent de cette condition qu'on jouera
wass parties compiétes, et gue ceux qui auront alteint
1 nombre qui leur manque preadront la somms entidre,
s"ils se trouvent seuls qui aieat atteint, ou, §7il sc trouve
que deux Laent auteint, qu'ils ia pirtageroat également,
en ce cas, e parti s¢ doit faire comme je viens de le don-

1 !
ner, que e premier ait 16, l¢ second § 3 ie troisiéme 5 3

de 27 pistoles, et cela porte @ démonstration de 30i-
mime en suppoiant celle condition ainsi.

Mais 3'ils jouent simplement 4 condition, noa pas
gu'on joue nécessairement teoi partics, mais seulement
jusqu‘t ce que 1'un d'entre cux sit afteint ses pariies,
& qu'alors le jeu cessc sans donner moven 3 un e
d'y arriver, slors il appartient au opremier 17 pistoles,
au second 3. 2u troisitme §, de 27.

Tt cela 3¢ trouve par ma méthode générale qui déter-
minc sussi qu'en la condition précédentc il ea faut

1 ] ..
16 au premier, § H au second, ¢t 5 3 #u Uroisidme, sans

se servir des combinaisons, car clic va partout ct ans
obstacle.

Voila, Monsicur, mes pensécs sur ce sujet, sur lequel
je n'zi dlautre avaalige Sur vous Que celui &'y avoir
beaucoup plus méditd; mais ¢est peu de chose & voire
¢zard, puisque vos premicres vomes sont plus pénétrantes
que la longueur de mes efforn.

e ne laisse pas de vous ouvrir mes raisons pour ea
attendre e jugement de vous. Je croit vous avoir fait
connaitre par 14 que ma methode dey combinaisons <3t
bonne entre deux joucurs par accident, comme cile [est
aussi quelquefois entre trois joucurs, comme quand il
mangue une partic  'un, une i 'sutre €t deux & Tautre,
parce qu'en ce cas le nombre des parties dans lesquefies

{¢ jeu sera achevé ne suflit pas pour en faire gagner deux;
mais eile n'est pas générzle et n'est bonne généralement
qu'au ca3 sculement Gu'on soit astreint & jouer un ocr-
tain nombre de paries exactement.

De sorte que, comme vous n'aviez pas ma méthode
quand vous m'avez proposé le parti de plusicurs joueurs,
mais seulement ceilz des combinaisons, ¢ craing que nous
ne soyons de sentiments différents sur ce sujet,

Je vous supplic de me mander de Quelle sorte vous
procéde: en ta recherche de ce parti. Je recevrai votre
répqnse avec respect ¢l avec joie, quand méme votre
sentiment me serait contraire, Je suis, stc.



ANNEXF VII
LETTRE DFE FERMAT A PASCAL DU 25 SEPTFMBRE 1654, ((2])

Munneur,
1. Nappréheades pas que noire convenance se démente, vaus {apez confirmée

ww méme en pensant la détruire, et il me 1emble qu'en répondsnt 4 M. de
Roberwl pour vous, wous aves susi répondu powr moi

Je prends Uexemple des troi joueurs, au premier desquels d manque une par-
tie, ¢ & chacun des deux sutrer deus, qui el le ca3 que cous m'opposes.

Je n°y trouve que | T cambinaisans pour le premier et 5 pour chacua des deus
autres ;ear, quand vous diter que ki combinaison scc esd b pour le pre.
mier et pour le troisidme, il mble qua vows me vous souvenies plus que lout
e qui s foit aprés que 'un des jouewrs a gagrd, ne sert phu de rien. Or, cette
combinsiion syanl foll gagner le premier dis la premidre partie, quiimporte
que le {roisiéme en gugne deux eniuile, puisque, quend i en gagneroil trente,
iout cela seroit superflu ¥

Ce¢ qui wenl de ce que, comme vous avez Irés bien remarqué, ceite Jiction
d'tlendre le jeu'd un certain nombre de parties ne sert qu'd focililer la régle
ef (iivont moa sentiment) d readre tous les hasmrds égaux, ou bien, plus intel-
tigiblement, d réduire ioules les froctions & uac méme dénomination.

£t afin que vous a'en douties plus, 5 ou licu de trois parties, vous dendez,
au cay propasé, [z feinie jusqa’s quatre, i y sum non seulement 27 combi-
neisons, mais 81, el i feudre oo bien de combinai feront ggner au
premiee une partie plus 14t que denr @ chacun des qutres, ¢ combien feront
gagner & chacun des dews setres dews pantics plus I quane su premizr.
Fous Irouveres que lea combingisons pour le gain du premier seront 51 ef
ceiles de chacun des sutres deuz 15, ce qui revient & la miéme raison.

Que & vous prener cing perties ou tel autre nombre qu'il vaur plaira, vow
teauveres toufours trois nombrer en proportion de 17, §, 5.

£l aingi j'ai droit de dire que ls combinaisan sce a'eut que pour le premier e
nan pour le troisidme, ¢f que cea n'est que pour le lroiiéme ¢f noa pour le
premier, el que partant ma régle detcombinaisons est Iz méme en lrois josenrs
qu'en deux, ¢t généralement ¢n lous numbrer,

2. ¥ous svins déjd pu voir par ma pricédente que je a'hdsitoi point 3 la solu-
tion writable de lo queation des trois joucurs dant je vous ¢vols envoyé ln
trois nombres ddcaifs, 17, §, 5. Mais parce que M. <de > Roberval sera peut-
étre bien aise de voir une solution sens rien feindre, o8 qu'elle peut quelquefoin
produire des abrégds en basucoup de cas, la witi ea leremple proposd :
Le premier peu! gagner, ou en une saule parie, ou en deux, ou en trois.

$'d gagne en une seule partie, & faet quiavee un dé qui a trois faces, il rencon-
tre la favorable d'u premier coup. Un seud dé produil irois hesrda :ce jouear
a doac pour lui T des hamnda, lorsquon e jous qu'une pertie.

Si am en joue deux, i peut gagner de denz fagans, ou lorque le wecond joueur
gagne la premiére el lui la seconde, ou lorsque L troisiéme gagne I premiére
o lui Is weconde, Or, deux dés produisent 9 hamrds : ce jouewra donc powr lui

-
-—;— des hasards, lorsqu’on joue dess parties.

Si 0n en joue trob, d ae pead gogner que dv deus fagons, cu larsque le second
gogne la premiire, le trodtidme [ seconde ¢t lui la troisidme, ou lorsque le
troisiéme gagne la premidre, le wcond & seconde et [uila troisiéme ; car, ule
secand ou [otroiidme jouewr gagrod lea deus premiéres, il gagneroit le jeu,
et aoa pas le premier joueur. Or, trois dés ent 27 haserds : done ce premier

2
joueur 4 rr des hasards lorsqy'on joue trois partier.

La somme des hasards qui foml gegner ce premier faueur ext par corséguent

! 2 t . [ fail en tows i
— e et =* ce —
J 7 27 ql.ll ad en (O 27

£t la régle est bonne et génémie e lous [ns cas, de worie que, xans recourir &
la feinte, 03 combinaisons ofriichies en chajue mombre des parlies porient
lewr wlylion et fonr vair ce que j'ai dit au commencemeni, que ["exienuan
4 um certain nombrs de parties n'es oulre chose que lo réduciion de diverses
fractians 6 une méme dénumination, Voild en pec de mots toul le mystére,
qui Aous remellra 1ans doute en bonane iatelligence, puirque nous nc cher-
chans l'un el cutre que la raison et la vérité.
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