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LES REELS : quals mod&les en ont les £léves ?
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LES REELS : quels modéles en ont gveg 7

Un certains nombra de travaux ont traltd des difficultés gue ren-
contrent les &13ves dans le maniement des dBcimaux jusqu'en seconde. I1 nous
a semblé gue ces difficult@s i propos de décimaux pouvaient A leur four créer
des m&prises dans 1'id&e que les &l&ves sz font des nombres résls. Or nous

prensons qu'una bonne conception des nombres réels pourrait amé&licrer-les

[§+]

conditions d'apprentissage de certaines notions d'analyse, en particulier
celles qui font intervenir les nombres r&els dans leur formalisation :
convergence des suites ou des fonctions par exemple, Notre propos est d'es—
saver de repérer du mieux possible les mod8les qu'ont les Zléves 3 propos
des nombres rfels ; la connaissance de ces modiles nous serait en effet
utile pour &clairer 2t tenter d'améliorer les divers disfonctionnements
P f s . , , . .
repdrés dans 1l'utilisation des nombres réels (soit pour des calculs, soit

*
pour des formalisations dans des problZmes plus complexes) .

I1 v a 3 1'heure actuelle dans 1'enseignement francais deux périodes
ot 1'on fait spécifiquement un apprentissage de la notion de nombre réel,

8 Bk% ' _ s . - y ,
-3 d'une part et en premiBre année aprés le baccalauréat
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scientifique d'autre part. De 1'enseignement de 47-37, il ressort que les
professeurs sont assez mal & 1'aise ; en effet ils introduisent la notion
de développement décimal illimité, mais une fois cette introduction faite,
la notion n'est plus jamais utilis@e (il n'y a ni problZmes, ni exercices
*Ax , P
prévus sur ce sujet}. Du cBté des 8léves, il n'y a pas encore d'étude
approfondis sur leurs conceptions des nombres réels ; les &tudes existantes

ke
ont porté de facon plus précise sur ies nombres dzcimaux.

Notre recherche vise plus précisément 1'interaction entre les con-
ceptions des &l&ves & propos des mombres réels et les apprentissages des

notions d'analyse ; nous ne nous int&resserons donc qu'aux Elaves 3 partir

L . - . **** . . 1 -
de la premi8re scientifique , en effet il ne nous est pas utile d'&tudier
ok . .
les mod&les des &laves en fin de troisiéme puisque, tous les £laves ne
KKK ) . . ] .
passant pas en seconde , i1 n'y a peut-8tre pas identité entre les
* Voilr les travaux d'Aline Robert {157,
*% El8ves de 14-15 ans.
* %3k Il v a des travaux en cours sur le sujet : J.M.Perrin Université Paris VII

*%x%* El3ves de 17 ans (Btudes longues).

**x%%% Kl3ves de 16 ans (&tudes longues).




mod&les des &l8ves en fin de troisidme et ceux des Zl8ves 2n seconds cu en
PremidZre.

Nous alliens 2tudier les mod&les des £18ves de Premi&re, de Terminale
scientifique, et de premilre année post-baccalaurdat dans des Ztudes scien-
tifiques (DEUG 3SM & 1'Université@ Paris VI et 3 1l'Universit& Paris VII,IUT,

qualques classas de mathfmatiquas supérieures).

La confrontation entre les modé&les des &léves de premisre a2t ceux
des &€l&ves de terminale nous permettra de contrdler si 1'enseignement de
notions périphérigques & celle de nombre rZel falt ou non &Evoluer les concep-
tions des &l&ves. Ensuite 1'Ztude des modEles des Ztudiants pourra nous mon-—
trar comment un ensalignement sur la nofion de nombre réel fait changer (ou
non) les conceptions,au moeins temporairement (nous les avons &tudides peu

de temps apr@s 1'apprentissage).

Pour réaliser notre projet, nous avons fait remplir un questionnaire,
par des &l8ves de Premidre, Terminale et par des étudiants en premidre an-
née d'8tudes supérieures. Pour dépouiller ce gquestionnaire mous avons con-
fronté les réZpouses des &léves et des Etudiants avec les réponses apportées
aux mémes questions par tous les mathématiciens au cours du temps : d'Euclide
et Aristote jusgu'3d Pedekind et Cantor. En effet les études EpistiZmologiques
exigtantes (plus précisfment celles faites par Dhombres, Ovaert et Verley,

Caveing} nous sont tr8s précieuses pour interpréter les réponses au gues—

tionnaire.

Pour éclairer notre exposé&, nous allons rappeler brié&vement et syn-—
thétiquement quelques repi8res historiques et Epistémologiques sur la notion
de nombre réel. Signalons, tout de suite, que ce bref rappel ne prétend
gtre nl original (nous avons utilisé les travaux existants car nous ne som=
mes pas Epistdmologues), ni exhaustif et som seul int8r8t est de mettre en

lumiBre certains r8sultats qui pourront &tre utiles par la suite.

Un peu d'histoire.

Quelques points sont assez frappants lorsque l'on se penche sur
l'histoire des nombres réels. Tout d'abord, si les Grecs ont &té les pion=-
niers puisqu'ils ont approché la notien d'irratiommel, ce n'est qu'avec
Dedekind que la notion de nombre rdel est complétement claire. Il a donc
fallu Enormément de temps pour passer de l'intuition grecque jusqu'3d une

construction affective ; c'est donc que cette construction nécessite des




des conceptions et des outils tr&s élaborés. Ce qui est enstite assez remar-
quabla, c'est que les nombres réels ont deux ovigines ; 1l'une lids 3 iz géo-
métrie et & la notion de mesure, l'autre lige 3 d d

de ré&solution d'dguations, On voit au long de l'histoirs, les deux points

de wvue s'affronter ocu s'ignorer selon les &poques. Enfin, on paut se poser

la question de savoir si le temps tr&s long de gestation de la notion de
nombre réel n'est pas d@ aux utilisations possibles de ces nombres : 3 queil
servent les nombres rZaels 7 On peut répondre assez vite sur 1'intérat de
1'outil "nombres r&els” : cela permet de faire n'importe qu'elle mesure

avec n'importe gquelle pricision ou de réEscudre un certain nombre d'dquations.

i1 goit établi que les réels forment un corps or-

Mais par contre 1z fait qu
donné complet qui contient ¢ comme spus-corps n'a pas une utilité ausgsi im-
médiate. L'int€rét d'une telle construction est 3 meibtre au compte des exigzen-—
ces de "1'8ge de la vigueur" qui a pour objectif de fonder solidement 1'ana-

lyse, clest-A-dire sams aucun renvol 3 1'intuition g8omdtrique.

Etayons ces quelques remarques par une courte Ztude historique.
- {Chez las mathématiclens grecs {Eudoxe, Euclide, Archim&de), on parle

H

de langage des "grandeurs" et il s'agit de les mesurer. Pour cela, Eudoxe a

construit une théorie exposée dans le livre V des &léments d'Euclide, cette

-

théorie des rapports de grandeurs (appelés '"raiscoms') Elimine le recours & la
notion d'infini et 3 1'intuition géométrique. Cependant, dans cette théorie,
seuls les nombres entiers ont vraiment le statut de nombres (c'est-3-dire
qu'ils peuvent 2tre additionn@s et multipliés) ;par ¢onbrel'addition des rai-
sons n'est pas dé&finie, et le produit ne i'est que dans le cas de deux
raisons wn fait. Ggales (le produit de deux grandeurs rectilignes est re-
présenté par une grandeur d'un autre ordre puisqu'il s'agit de l'aire du rec-
tangie associ&). Pour Eudoxe et Euclide, les seuls rapports irrationnels &tu~
diés sont ceux gue l'on obtient par une construction géométrigue 2 la rdgle
et au compas c'est-Z~dire de la forme vva = /b. Archim&de fait progresser
1'approfondissement de ces notiouns en introduisant le cencept d'approxima-
tion d'un rapport irrationnel par des rapports ratiounels (citons par exem-
ple la troisiZme proposition du traltd "De la mesure du cercle” : "le péri-

métre de tout cercle vaut le triple du diamBtre augmentf de moins de la sep-

tigéme partie, mwais de plus des soixante et onzidmes parties du diam@tre™).

- Paralldlement, un courant dit "num&ricien” se développe, 1l est carac
t&risé par le fait que tous les '"nombres” sont utilis@s pour le calcul sans

que I'on se pose de questions sur la 1l8gitimité de telles opZrations : par

t
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exemple, Hérom utilise{én termes modernes) la sulte o=
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calculer des valeurs approch@es de YA, Cette pratique est tr2s développée
chez les mathématiciens indiens =t arabes qui font preuve d'une grande ha-

P 4 - a *
biletd technique dans la ré&sclution des Zquations : Aryabhata , par exemple,

détermine toutes les sclutions entidres des &quations de la forme ax % by=c

ofi a,b et ¢ sont entiers, en utilisant les fractions continues.

- L'influence des calculateurs numériciens va petit & petit se faire
sentirt én Occlident,et jusqu'au XVIIES,_ les mathématiciens vent adopter
cette attitude formelle pour le calcul sans trop se poser de questicns. A
cette époque deux tendances amdnent 3 une alg2brisation des notions concernées :

grandeur et nombre.

Une tendance numérique :

* Nicolas de Chuquet (i1544) essaie de dégager le calcul des comsidéra-
tions gfométriques.

* Stevin introduit la reprdsentation d@cimale des irrationnels (Traité
des incommensurables grandeurs, 1634).

* J. Wallis (Algébre, 1683) et Newton (Arithmétique Universelle, 1685)
développent des méthodes de calcul (pour approximer des racines d'Equations,

ar exempla).
P

Une tendance géométrique :
* Dans le traitd d'Algdbre de Bombelli (1572}, les rapports et les
grandeurs sont identifi&s 3 des nombres gréce au choix d'tne grandeur unité.
* Descartes, qui tient i rester dans le domaine gZométrique, prouve
1'existence de racines d'8quations par des intersections de courbes {La

géométrie, 1637).

Au.XVIIIés, le point de vue numérique est tr@s développé, en effet
les mathématiciens sont trds occup@s i rédsoudre les Squations en exprimant
les racines au moyen de radicaux portant sur les coefficients. Avec des mathé-
maticiens comme Euler et Lagrange, l'algdbre et l'analyse vont &2tre dévelop-
pées de mani3re autonome, la gdométrie et la mesure des grandeurs apparais-—

sent alors comme des applications.

o ; & - o Lo .
Jusqu'au milieu du XIX s, les math&maticiens ont une utilisation
implicite des propriétés de ce que nous appelons les sous—ensembles de R ;
ils justifient leurs r&sultats par des propristés intuitives de la droite.

Par exemple, Cauchy et Bolzano utilisent la réciproque du critére de Cauchy

g ..
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et Bolzanc s'en sert pour démontrer (en termes modermes) que tout ensemble
non vide majoré de nombres réels admet une borne supérieure*. Dans "les
notions fondamentales de la th#orie des suites” et dans "le m8moire sur la
s@rie hyperg@ométrique' Gauss utilise la convergence des suites majories,

ons

T

i'existence des bornes supérisures et celle des limites sup&rieures. Ci
3 ce propos Dedekind : "A propos du concept d'une grandeur wvariable qui
tend vers une valeur limire fixe &t notamment pour prouver le théordme que
toute grandsur qui croit constamment, mais nonm au-deld de toute limite,
doit nécessairement tendre vers une valeur—limite, je cherchal  refuge dans
>

les &vidences g8ométriquas [,.....] . Mon sentiment d'insatisfaction &tait

b2
alors si puissant que je pris la ferme résolution de r8fléchir jusqu'i ce
que j'al trouvé un fondement purement arithmétique et parfaitement rigou-
reux des principes de 1'analvse infinitésimale’. (Préface de "Continuité et

nombres irrationnels, 1872).

L'utilisation de ces propriftés non démontrées est donc dénoncie

et cela pour plusieurs raisons :

- Les considérations gfométriques permettent de justifier mais pas de
prouver, ef Dedekind par exempla, sent bien la nBcessitZ de fonder 1'analyse

{(ne serait-ce que parcequ'il enseigne et donc qu'il doit d&montrer).

~ Certaines fonctiouns sont construites qui conduisent 3 des phénomEnes
inexplicables dans le cadre de la géométrie : par exesmple les fonctions con-

tinues, nulle part dérivables (Bolzano).

~ Il v a émergence de géométries non euclidiennes, cela porte un coup
au prestige de la construction suclidienne, qui peut &tre contestée et donc

sur laquelle on ne peut pas raisonnablement fonder 1'analyse.

A partir de 1835, vont éclore des tentatiyes pour fonder la thZorie

des nombres réels sur une base purement arithmétique et done incontestable.

La premiére tentative est celle de Bolzano (1835} dans son 'traité
sur la théorie des grandeurs''. Autre tentative, c'est celle de Martin Olm
qui projette de recomstruire toutes les mathématiques & partir du concept
de nombre entier. Quelques découvertes anbirieufes aﬂ:?anmis'&Aﬁ%;b&%babfvﬁﬁ
d'aboutir : les travaux de Vandermonde (1771}, Lagrange (1770 et 1798),
Ruffini (1799), Gauss (1801}, Abel (1826) et Liouville (1851) sur les nombres

algdbriques et transcendants ont donné une meilleure connaissance des pombres

irrationnels.

* Théorie des founctions (1830)




11 va alors y avoir plusieurs constructions de 1'ensemble des nom-
bres rdels unicuement Zlabordes i partir des propriftés des nombres irration-

s-ci 8tant consid@rfes comme bien fondZes) :
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- La m3thode des agrBgats de X.Welerstrass (Stablie vers 1863, publiZe

.. = - - 3 l l 1]
par Kossak en 1872). La notion de base est celle d'agrégat §~={§3 T 5
ou encore-£= @E~ L -J—, J—} ce qui permet de définir chaque rationnel posi-
5 107 137 107 10 i “ : i

: T oz . P ] + LI ] 18 - K
£if comme un ensemble fini d'&léments de § (modulo une relation d'8quiva-

lence). Welerstrass définit ensuite les agrégats infinis qui représenteant
soit des rationnels, soit d'autres nombres {modulc ume relation d’'&quiva-
lence). Ca nouvel ensemble peut alors étre muni des opérations habituelles

et en rajoutant la soustraction, on obtient tous les réels. Cela ne permet—
tait pas 3 Welerstrass de montrer ce qui pour Dedekind est "le peint centrai
3 savoir que R est "continu" (c'est-a~dire parfait dans la terminologie mo-—

derne, continu &tant r@servé aux ensembles compacts).

- La comnstruction de Dedekind (2l8ve de Dirichlet et de Riemann).

ug

En 1838, celui-ci doit enseigner & 1'8cole polytechnique de Zurich, =t en
rédigeant son cours sur ''la premiZre partie du Calcul différentiel et
intégral', il sent la nécessité d'élaborer uns théorie des nombres réels.
T1 intitule le premier paragraphe de son cours : "le domaine des nombres
réels, sa continuité&”. Mais c'est en 1872 qu'il publie une construction dans
" e . . " _ . iy e 4

continuité et nombre irratiomnels'. Dans la pr&face, il imsiste sur le fait
que certains thBor2mes fondamentaux de 1'analyse sont fondés sur une intui-
tion géométrique qu'il estime irrecevable pour fonder rigoureusement 1'ana-
lyse. Il va s'appuyer sur la notion de rationnel : "le développement de

t s . L - ¢ as - P "
1'arithmétique des rationnels est 3 vrai . dire, supposé comnu ici ..." . Il
rappelle que si a > b et b > ¢ alors a > ¢, que si a # b il existe ume infi-
nité de rationmnels entre a et b {premiBre manifestation d'une reconnaissance
de propriétd topologique dans @) et si a est rationnel, il existe deux par-
et A

fies A de @ telles que @ = A, U A,, et telles que si a, est dans Al

1 2 H 2?

alors a; < a et si a5 est dans A, a, # a., Il considi&re alors un partage de
Q@ (qu'il appelle d'ailleurs domaine R des nombres rationnels) en deux clas-
ses Al et AZ telles que tout &l&ment de Al est plus petit que tout &lZment
de Ay, i1l appelle "coupure" une telle partition. Il montre quelle analogie
on peut faire avec la droite, puis il consid&re 1'ensemble des coupures

que 1'on peut construire sur ®. Il montre qu'il existe des coupures qui ne

sont pas engendrdes par un rationnmel, et chaque fois qu'une coupure n'est

* "Continuitd et nombres irrationnels",




as engendrée par um ratiommel, elle crEe un nouveau nombre entidrement

Rl

ddfini par cette coupure et gqul est irraticnnel,

Dedekind prouve alors que la relation d'ordre de Q se prolomge 3 R
qui est un corps totalement ordonné dont § est un sous-corps ordennd. Ii

montre aussi qu’'en renouvelant le proc8dé on n'obtient que R.

- M&ray publie en 1869 une construction rigoursuse des rdels (c'est
donc la premi@re construction publife). Il wva considérer les suites de Cauchy
de rationnels, il définit laz notion d'équivalence pour celles qui ont une
limite rationnelle et un passage au guotient donc R. Cantor fait la méme

. . . Lo
construction qui est publiée en 1872 par Heine .,

Dag 1872, Dedekind d&montre que les premifres constructions de R
sont &quivalentes ef qu'elles permettent de démontrer :
- l'existence de bornes supérieures et de limites inférieures
- que toute suite de Cauchy est convergente
- gue toute suite croissante major8e admet une limite,
Il a donc atteint son objectif : fonder 1'analyse sur les propriétés arithmé-
tiques des nombres sans aucune considération géométrique (la droite, le plan,

1'espace devenant tout simplement R, R® et RY),

D'autres comstructions apparaissent ultérieurement : celle de Stoltz
fondge sur la méthode des développements décimaux ([883), celle de Kronecker
fondée sur 1'axiome du choixz dénombrable {1887), celle de Hilbert fondde sur

la méthode axiomatique (1869),

A partir de Dedekind, il n'y a plus de precbldme pour concevoir les
réels chez les mathématiciens et leur utilit@ (autre que celie de fonder qui
ne peut &tre motivante pour les &tudiants) est claire : ils permettent de
traiter des quantités avec une précision variable (ce que permet le dévelop-

pement décimal illimité).

Métrhodologie

Guestionnaire.

Avec 1la notlon de réels, nous touchens 3 des notions qui ont fait
l'objet de grandes controverses chez les philosophes et mathématiciens :
La notion de rationnel et celle d'incommensurazble
La notion d'infini

La notion de c¢ontinu.

* "Les Eléments de la théorie des fonctions " (Jourmal de Crelle).
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Nous avons donc essayd de trouver des questions dont les réponses

puissent nous &clairer sur les conceptions des Etudiants 3 propos das trols

points précédents,

1°) Comment vous représentez-vous les nombres réels ? $i vous en avez
une image décrivez-13, = vous pouvez par exempla imaginer et transcrire la

.
L

réponse que vous feriez 4 un E&l3ve plus jeune vous posant la question :

"Qu'est-ce gu'un nombra réel IV

2°) y-g~t=1l un nombre rdel (puis un ratiomnel, puis un décimal) com-

K
5

IR
2

. 1 )
entre 7 et ? entre T ot 3,1416 7 entre £l et 0,3333...

o

, 7

pris entre -z et
19

(développement décimal illimitg) ?

3°) Y-a-t-il unme différence si oul laquelle, entre les rationnels et
les dBcimaux ? Y-en—-a-t-il "plus" des uns que des autres ? Quels sont les
avantages éventuels des uns des autres ? Quelles propriétds supplémentaires

ont les réels 7

4°) Si on grossissait au microscope &lectronique {ou avec un ordinateur)
la droite gqu'est-ce qu'on obtiendrait comme dessin "ultime' ?

Méme questlon pour ia parabole,

La premidre et la quatriZme questiocns sont complémentaires. En
affet, on peut faire 1'hypoth@se que 1'on aura des rZponses de nature géo-
métrique 3 la premidre guestion, la question 4 est alors nécessalre pour

préciser les propriét8s "accordées' par les gléves 3 la droite.

La deuxidme question teste de maniire différentieile les connais-—

sances des &ldves sur les décimaux, les rationnels, les irrationnels. Elle

permet aussi de repérer l'utilisation de thEorémes "topologiques" du type
entre 2 nembresil y a une infinité de ngmbres danms R, dans Q et dans ® ou si
au contraire ces théorBmes me sont pas appliqués dans un ou plusieurs des
ensembles R, @ ou D. Cela donne aussi des indications sur le fonctiounement
des développements décimaux chez les &léves.

-

La troisi®me question est destinfe & faire préciser une différence
entre nombre réel, écriture décimale et développement décimal, et i domner
des indications sur les puissances respectives de @ et de 9. A la deuxieme
partie de la,question nous espérions avoir des réponses (au moins de la part
des &tudiants) concernant les propriétés spécifiques de R (complétude,

indénombrabilité...}.

* (Ce questionnaire a 2té &laboré par A.Robert.




Les réponsges 3 la question 4 (mEme si aucun modile géométrique
n'est exprimé dans la premiZre guestion) peuvent peut-&tre,donner des ren-
seignements sur "1'id8e" que les El&ves se font de la droite. Par exemple,
les propridtés de la droite quil sont spécifigues des rZels (continu c'est-
Z-dire connexit#&, indénombrabilitié) sont-slleg aussi'intuitives™ ou aussi
&videntes que Dedekind 1'espére :

"Maintenant encore, admetira ainsi l'intuition gl@omEtrigque dans le pre-
mier enseignement du calcul différentiel me semble, du point de vue didac-
tique, extraordinagirement utile, indispensaﬁle méme, si l'on ne veut pas

perdre trop de temps”.

Ceci dit, on peut d&ja tentesr de trouver dans les tfravaux 8pisté-
is

moiogiques concernant les rZels des indications sur les mod&les possibles.

1°) Rationmels —~ irrationnels.

Si chez les Grecs, seuls les nombres entiers aveient vraiment le
statut de nombre, nous avons vu par contre gue les math@maticiens ont assez
souvent par la suite calculé avec les irrvationnels sans trop se peser de
questions. En fait, cela n'allait pas sans réserves de la part de certains
d'entre sux. Un mathématicien allemand Stiffel Zcrit par exemple dans
Arithmetica Integra (1544) :

"Puisque, en prouvant certaines figures g@omdtriques, quand les nombres ra-
tionnels ne nous peuvent servir, ce sont les irrationnels qui interviennent
et momtrent exactement ces choses que ne peuvent montrer les rationnels.....
nous sommes alcrs conduits i assurer que ce sont vraiment des nombres, con-
duits et obligés par le résultat que nous percevons comme réels certains et
constants”. A propos de la représentation d&cimale, il &crit

" I1 n'est cependant pas possible d'appeler vrai nombre celui dont la nature
est de tendre vers la précision et n'a pas de proportion connue avec tout
nombre vrai. De méme gqu'un nombrz infini n'est pas un nombre, de méme un nom—
bre irrationnel n'est pas un vral nombre, mais reste cach& dans une nuée
d'infini",. [ Traduction de Dhombres [5] p.127-1281. Les irratiomnels pren-
nent un statut plus numdrique avec Wallis qui montre qu'ils sont des sommes
infinies de rationnels ; c'est avec Dedekind que les cpérations sur les irra-

tionnels sont légitimdes et il fait remarquer que personne avant lui n'avait

démontré que vZ x V3 = /5. [4,p.60] .

2°) Fini - infini,
Rappelons bridvement les positions d'Aristote sur ce sujet : lTexis-

tence d'une pluralité d'objets infinie actuellement est contradictoire, mais




ells ast potentiellement infinie puisgu'on peut toujours ajouter um nouvel

objet et donc obtenir un nombre plus grand.

Une grandeur infinie actuellement ne peut pas exister, elle ne
eutr 8tre infinie en pulssance gue par la pensée (car le monde est borné).
P i i b

Ensuite les conceptions ont &volug sous 1l'impulsion des mathéma-
riciens ou des philosophes. Cltons Tony Lévy, parlant des conceptlons de

a
Crescas (XIV's) :

"17. Une grandeur infinie en acte n’'est pas lmpossible ; au cours de
son analyse Crescas proposerz de d&8finir le couple fini/infini non pas comme
1imité/illimitd, mais comme mesurable/non-mesurable. Partant de 1a, il refu-
tera 1'argument aristotélicien du tout et de la partie.

1

2°. La grandeur peut croftre 3 1'infini de la méme maniére que le
nombre, en restant limitZe. Cette znalyse est l'occasion pour Crescas de
faire un rapprochement audacieux entre infiniment grand et infiniment petit.

.=

3%, Un nombre infini en acte n'est pas impossible. [....] Crescas est
alors conduit & associer 1l'infinitude en acte 3 une multitude nombrable, sus-—
ceptible de recevoir "1'idée de nombrement’, mais mnon effectivement nombrée,

car alers elle nme peut &tre que finie". (Lévy [12]p.6).

Au XVIIES. les mathématiciens sont bien conscients des difficultés
liZes 3 1'infini, GalilZe (1638) observe que 1'on peut considérer que deux
segments de longueurs différentes ont le méme nombre de points ; Pascal fait
remarquer que par la correspondance n + In, il v a autant de nombres pairs
que de nombres entiers. Dans les débuts du Caicul Différentiel, il v a eu
des probldmes 1i8s a4 l'attribution d'une valeur 2 1'infini, car les régleg
de calcul ne sont plus valables. Cette difficulté a &t& contournée par 1'in-

vention des différents ordres des infiniment grands et des infiniment .

petits (Leibniz).

Avec les travaux de Cauchy, Bolzano et Weierstrass, l'infini mathé-
matique a cessd d'8tre une source d'inquiftudes mEtaphysiques (Bolzano uti-
lise comme propriété des ensembles infinis le fait qu'ils puissent &tre mis
en correspondance biunivoque avec une de leurs parties propres). Cauchy et
Weierstrass se débarrassent des grandeurs infiniment petites ou infiniment
grandes de Leibniz en définissant puis en alg@brisant la notion de limite.
Avec Dedekind, 1'infini prend dé&finitivement pied dans l'univers des concepts
mathématiques. Dans "'les nombres que sont-ils, a quoi servent-ils 7" (1838)

11 dcrit : '"™Mais aucun de ces auteurs [ Bolzano-Cantor] n'a essayé de trans-




former cette propriétéﬁ en définiticn de 1'infini et de comstruire d'ume
facon rigoureusement logique la science des nombres sur cette base, "Il
donne alors la dé&finition suilvante :

"Un systdme S est dit fini, sl on peut i'appliquer dans lui-méme de telle
sorte qu'aucune partie propre de S ne se laisse appliquer dans lui-méwme ;
dans le cas contrairve, § est dit un syst3me infini”, A4 la suite, Cantor d&-
montre que R n'est pas dénombrazble (d'abord par la mé&thode des segments em—
boitds, puls par celle de la diagonale), il £labore ensuite la théories de
dquipctence, des nombres cardinaux, des types d'ordres et des ordinaux

{en 1891, il &tablit que R est &quipotent ] ép (M)yy.

I1 reste un point qui interf2re avec la notion de 17infini dans

1a notion de nombres téels, c'est la notion de continu.

3°} Countinu.

Le confinu intervient dans les Z1Ements d'Euclide puisquion v
demande qu'on puisse prolonger unme droite finie en lignme droite "'selon le
continu". On peut ratrouver 13 une idEe aristot&liciemne : "Je dis qu'il v a
continuité quand 1'une et 1'autre des extrémités par lesquelles deux choses
se touchent me sont qu'une seule et méme chose, et comme le mom 1'indique,

tiennent ensemble' (Physique, V,3).

On peut noter l'utilisation implicite de 1'ordre total sur les
grandeurs {(dans les Z1dments d'Euclide) et l'utilisation explicite de 1'axio—
me d'Archimide chez Archiméde ; ces deux propriétés sont utilis&es pour &ta-
blir la divisibilité illimitZe (El&ments, proposition X,1). De méme, Aristote
affirme la solidarité entre la notion de continu et la divisibilité illimitée
"Dans le continu, 1'infini apparait en premier lieu ; c'est pourquol les dé&-
finitions qu'on domme du continu se trouvent utiliser souvent la notion de
1"infini, en tant que le continu est divisible & 1'infini". (Physique III,1).
Le traitement du continu & 1'@poque d'Aristote et d'Euclide est caractédrisé
par ume certaine difficuité 2 distinguer clairement le continu et 1'infini
(lequel correspond au dénombrable sams plus). C'est quand méme trés différent
des th&ses défendues par les partisans du point de vue finitiste (voilr ato-
miste) .

Jusqu'i Dedekind, ce sera sur des convictions gZcmEtrigues que seront
fondés les résultacs faisant intervenir le comntinu.

On peut citer les quantités infinitésimales de Leibniz ; 1'inven-
tion de Leibniz donnait la possibilité d'une extension qui eut conduit, si

elle avait pu &tre poursuivie & 1'&poque de Leibniz, i une extension non

* Propriété énoncée par Bolzanmo utilisant la correspondance biunivoque.




archimddienne des nombres réels,

Cette comstruction n'dtant pas envisageable au XIXés, c'est une
construction des réels qui va 8tre opérie 4'abord,celle da Weierstrass mais
qui ne montre pas la proprifté de complérude de R. Or Dedekind insiste sur
le fait qu'il a inventZ sa construction précisdment pour avoir cecte proprié-
tZ. 11 veut conserver ''les propriftés gométriques’ de la droite, mals fom-

&

[

der sa construction uniguement sur les nombres. C'est quand méme des propr

hwl

tés glomdtriques qu'il extrait ses iddes : il fait 1'inventaire des proprié-
r8s des rationnels ot il ajoute que beaucoup des points de la droite ne
correspondent 3 aucun ratiommnel et 11 dit dans "Continuitd@ et nombres ilrra-
tionnels (Préface)” :

" droire L est infiniment plus riche en individus penctuels que le
domaine R des nombres vationnels n'est riche en individus numriquss . Si
maintenant 1'on veut et c'est bien ce que 1l'om souhaite, suivre ainsi arith-
métiquement tous les phZnoménes de ia droite, les nombres rationnels n'y suf-
fisent pas et il devient alors indispensable de raffiner de.fagon essentielle
1'instrument R constrult par la cré@ation des nombres rationnels, en créant
de mouveaux nombres tels que le domaine des nombres devienne aussi complet

*

ou nous dirons tout de suite aussi 'continu” que la droite".

Plus loin il ajoute : "Je trouve alors l'essence de la continuité
[...] dans le principe suivant : sl tous les points de la droite sont répar-
tis en deux classes telles que tout point de la ladre classe est située &
gauche de tout point de la deuxizme classe, il existe un et un.seul point
qui opdre cette partitlon de tous les points en ceux classes, cette dé&coupe
de la drolte en deux portiongi([5]p.49,50,51). C'est sur cette notion de
coupure qu'il va fonder sa construction, et il démontre alors que le systime
R, qu'il vient de créexr est en langage moderne un corps totalement ordonné
et gue de plus

"o... le domainej@ poss&de encore la continuité, c'est-3d-dire vaut
la proposition suivante :

- IV 81 le systéme.gade tous les nombres réels se subdivise en deux
classes 215 ay telles que tout nombres &y de la classe a, est plus petit que
tout nombre Cy de la classe a9, 11 existe un et un seul nombre o par lequel
est opérde cette division'. (I3]p.58). Un peu plus loin (p.62) il affine :

" 'un des théordmes les plus importants s'&nonce ainsi : "Quand une grandeur

% croit constamment mais non au—delid de toute limite, elle tend vers une

* Bolzano cite dans Paradoxien des Unendlicher (1851) : "Il n'y a de continu
que 13 ou se trouve un systdme d'objets simples (de points dans le temps
ou dans 1'espace, ou encore de substances) placés de telle sorte que chacun

1 - -~ - . . . . .
d'eux posséde, 3 toute distance si petite soit-elle un volsin appartenant
au systéme'.




e

valeur limite™.
weve. le thiordme Bguivaut au principe de 1a continuité....".
)

Cantor donnera un point final 3 1a conmstruction de cetfe notion en montrant

o"

que 1R n'est pas déncmbrable, C'est ainsi gu'en utilisant les &8ctudes histori-
ques et/ou Zpistémologiques, nous avons essayé de repérexr chez les &l&ves
t

R

et les érudiants un certain nombre de modBles d€ji rencontris ou non dans
I'histeire.

Nous allons d'abord donner une description relativement qualitative
des répounses au guestiounnaire en montrant justement les modéles mis en &vi-
dence par chaque question. Ensuite nous ferons ume Ztude gquantitative de 1'ap-
parition de ces mod&les selon les niveaux et les enseignements. Enfin nous
considéreroﬁs globalement les répomses & toutes les questions et nous essa’e-—

H

ons de voir des correspondances, par exemple, entre un modéle "gZomftrique"

H

la question 1 ef un modBle "discontinu' 3 1a question 4 et nous verrcns la

wr

i

réquence d'apparitions des combinaisouns de modZles en fonctien du niveau
scolaire, en particulier selon que 1'on est explicitement avant ou aprds un

apprentissage spécifique de la notion de réel.

Riponses

Sy
o

a premidrz question.

Comment vous représentez-vous les nombres r8els ? Si vous en avez une
image d&crivez-13. Vopus pouvez, par exemple, imaginer et transcrire la répconse
que vous ferlez 3 un £l&ve plus jeune vous posant la question : '"Qu'est-ce

quiun nombre réel™ ?

Aspect qualiltdtif

I1 v a deux grandes catégories de r&ponses, une que nous avons noté@ N
(la réponse fait allusion aux nombres) et une autre gque nous avons noté G
(la r8ponse fait allusion & une représentation des nombres réels sur la

droite).

La catédgorie N.

Elle se divise en sous—catégories No’ Nl,... N, que nous allons détail-
-
ler en donnant d'abord leurs caracté@ristiques, puils des exemples tir&s des

coples desg &l&ves,

N
0

Cette catfgorie est celle des réEponses du genre : R 23t 1'ensemble des

nombres entiers, relatifs, décimaux et rationnels.




Exemples {citations d'él&ves) :."L'ensemble des nombres réels R comprend les

engemblaa ‘ M (entiers naturels)
. .. + -
£ {entiers relatifs, Z , Z )

¢ (ensemble des quotisnts)” (138)

"y B T AT
T L28 MoMoYras real

. Un réel est un nombre . i < de la forme
8, 3,8] -.. 3 aveg 8, 2,81, .,28, F N
o
et a * a .. F a, # 9 (DEUG)

On peut penser que ces formulations correspondent 3 des mod&les of les
irrationnels n'ont pas droit de cité, Cela semble confirmé par la formulation
sulvante :

+ e = 1 P - .. 4, ey - .
. L'ensemble des nombres réels comprend les entiervs posiiifs ou ndgatifs, les

Fractions et les rationnels. y
R = l'ensemble des nombras mesurant des longueurs et leurs opposds.
La premire phrase exclut les irrationnels, la seconde phrase & 1'air de les

récupérer, mals comme longueurs.

Nous avons cod& ainsi les copies ofi R contient N, Z, D, et quelques

autres nombres (quelques irrationnels ou tous les irrationnels).

Citations.
"Pour mot les nombres vrdels sont tous les wombres. L'ensemble R inclut

les nombres de la forme 1, 2, 3 (c’est-d-dire Wou ~1, -2, -3 {(donc Z) mais
. a . R
ausst ceux de la forme gv(avec a,b € R ; a'est Q) ou aussi de nombres qui ne

sont pas issus de divisions, les irratiomnels comme V2 et les transcendants

e ou N ... Tout nombre non complexe appartient 4 R". {DELG)

Parfois il n'est pas facile de classer une copie entre N, et N,.

A}
. R comprend tous les nombres entiers pogitifs et ndgatifs

4 . .
NCR, ZCR, ©0CR. (Ecole normale d'instituteurs)

Dautant qu'il existe d'autres formulations ressemblantes.




Ceci accompagng du dessin

Les copies ont donc &8t2 classSes systématiquement dans Nl'

Nous avons du donner des variantes & Nl’ parce que les formulations n'

gtaient
pas touliours aussi précises. J'ai ajoutd :

. N{ cela correspond aux copies ol R désigne tous les nombres existants.

. N? cela correspond aux copies ol R désigne tous les nombres avec lesquels
on peut calculer (en supposant que les €l8ves n'en excluent pas les irratiom-

N

-

nels}, ou qui sont le r&sultat de caleculs.

Exemples (citations d'@l3ves).

W ’ 174
. Ensemble de tous lzs nombres sous toutes lzs formes possibles sxistant.
!
(ENTI) N
LY . s ) i e , )
. 51 je devars donner 4 un éldve plus jeaune une définition des nombres rézls,

7z
Je lui dirais que ce sont des chiffres (entiers ou non) 2t des nombpras (—)
#

obtenus par les multiples opérations mathématiques comnues. (138) (NT)
“ r
. Il est impossible de se représenter L'infini, de méme qu'il est difficile

de se veprésenter 1'infiniment petit. Il n'y a pas véritablement d'image pour
% >~
un nombre réel. Toutefols un nombre rdel est un nombrez qui "existe”. (HX) (N;)

W .
7]
. Les nombres riels représentent l'ensemble de tous les nombres qui sxistent.

CIORENCH:)

- - =T - ' "
Lorsque nous avons dénombré les moddles, nous avons regroupd N}, NI et Ni car
nous pensons que tous les E€l&ves ont rencontrd V2 er qu'ils le classent dans

les nombres existants.

=N

2

C'est le code des copies ol R apparait comme un ensemble contenant
tous les nombres que 1'on peut &crire sous la forme d'un développement déci-

mal Eventuellement 11limité.

Citations.

Eb\
£,
¢
S
h
o,
1
L

s
©
0

W P , : . , . e
Un nombre réel est un nombre gui psut avoir une infinit

N . - L . . it
aprés Lo virgule (positif ou négatif) (T.D)

* Hatkz'hah'ciuas Suffrimi‘ca .




I\
— — o~ T e 4 \ A T T J A il s z
. Nz geR R conmporte des nomdrzs dont Lg dgU2Lonpemeny dell-
7
. PSP
mal est Lil4mitd 2t wnon piriodigque. (HX)

W 2 s
. Soit A L'ensemble des développements décimaux tllimiiss A, Apdy e a_.es
iy . e a7 s # B ‘
wn nombve réel set un élément de llansemble i/«- (DEUG)
L
5

™

T 2.7 1 g : o e 7 v [P, N R o+
. I pdel clest unm nombre qui peut auoly une ULrguig Gpres Lagqugliig 0N Dol

L

- . . a e : - s N

Sevire aqutant de chiffres 2t mdme plus qua L'om veut. (HX)
E 3
. Un réel irrationmel & wun nombre infini de ddcimglas sane pdriods. (HX)
A P - 4 P - - - = . .
. L'ensemble des nombres rizls comprend les nombres Jractionnels et dECTNOUL

2
o s C . . p e i

(quelque sovt la partre gécimale du nombr2) pesitif ow négavif. {1e3s)

_N3

Nous avons placé dans cette catégorie les coples ol il apparait

nettement que R est une cemplétion de 0.
» #
. R = QU les Trraitonnals. {DRUG)
3

i
. Un rdel est une limite de suite de vatiownals, - {(HX)

P -

‘ensemble des antiers wnaturels, rela—

Ly

es réels sont um oS quT Sompose
tifs, des décimaux, les rationnzls 2t cui permeits de combler les trous Lats—

sés par les rationnels par des nombres Lrrationnels R = Q+irraiionnel’’. (DEUG)

Certaines des formulations des &l&ves ou é&tudiants se font 1'écho
des difficultés qu'a pu 'traverser' la notion de nombre réel au cours de
son histoire.

N tensemble R est un ensemble qui contient tous les entilers naturels, les
entiers relatifs, les décimauz, les ratiomnels, les irrationnels et tous

las nombras compris entre ces nombres” (DEUG)

L'aspect de corps maximal de R est ici poussé jusqu'id 1'absurde.

.

~ " [m péell clest un nonbre gqui g'exprime & l'aide de nos ehiffres usuels,
mais contraivement aux autres (N, Z, D, Q) 11 arrive que ['on ne puisse
1'8orire de fagon explicite rigoureusa’.

1.2 méfiance vis & vis des irrationnels apparalt ici, du fait que
la représentation décimale est infinie pour un irraticnnel, elle est done

"mon rigoureuse'.

On retrouve ici une opinion qui ressemble fort a celle de Stiffel.
Ainsi dans les moddles numériques, nous avons trouvé tous les points de vue

numériques possibles.




- nombres avec lesquels on peut calculer
- nombres représentds par leur é&criture décimale.

- nombres rdels comme complétion du corps des ratiomnels.

T1 va donc &tre intéressant de comparer la fréquence d'apparition
des différents modiles selon le niveau des 313ves et dome 1'enseignement

suivi et la pratique effective acquise.

- Le modé&le G.
I1 apparait sous trois formes gue nous avons sroupdes sous la
lettra G :
~ R est représentable par la droite, 3 chague point correspond um réel.

- R est 1l'ensemble des mesures de longueur {si on rajoutes les négatifs).
’ ;
~R 23t ra?rasaausia suf on gxe gfadve,

Citations :
. e me représente les nombres rdzls par une droite orignide, ayant une
origine arbitraivement choilsie en un point de cette droite. L'ensemble

des rdels est pour moi L'ensemble des alfpisses de tous les points de ceiis

guevr dgalement wrbitraire’. (DEUG)

Certains précisent :
. " Commz un ame qui wiait pas de vide, cet axe aurailt un repére et d tout

voint de cat axe sans exception corraspond un réal”, (DEUG)

. "Les nombres réels complitent sur une droite les trous laissds vides en—

tre ratrtonnels’. (DEUG)

D'autres sont plus vagues :
. "Je représenterais une droite comportant les nombres réels reprisentds

par des points de cette droite’,

. "Régle gradude ayant une infinitd de graduations aussi préeises que llon

veut’”, (DEUG)

D'autres sont savants :

. " est tndénombrable. On peut le visualiser par une droite. Entre deux
points, il eriste une infiniié de réels, cela traduit 1'idée que l'om ne
pourrg pas las diterminer tous’,

D7autres sont plus Etonnants :
5% 1'on peut associer un réel d un point, son ensemble serailt l'espace

" {comprenant la droite et le point...)".




"est explicitement dit

Les mudé@les alnsi exprimé@s sauf lorsque ¢
("sans trous") ne peuvent pas &tre automatiquement associds au fait que leurs
auteurs ont, méme de maniBre trds vague, une certaine idde du continu.

¢

Méme si on peut lire cans certaines copies
"entre dewx points diffdrents, 11 sera toujours vossibie d'en frouver
Wi qutrs’ {188y
ou

_ e g e ey
entre deux points disiincts, 11 y o wne Infiniid 4

o

" autres pointa’”.  (HX)

Cala ne prouve pas que leur auteur attribue I la droite les propriétés spé-
cifiques de R. En effet, les propriftés énoncées dans les deux coples qui
sont citfes sont vraies dans D et @ ; elles seraient encore vraies si on ne
représentait sur la droite que les points d'abscisses rationnelles ou déci-
males. De plus, on trouve dans des copies des points de vue qui ont 1'air
d'étre les indices de confusion ou d'imprécision. Ainsi :

im peut lmaginsr cet ensemble [R] sous la forme d'ura droite on choque

Les nomores réels sont une suite infinie de nombres que 1lon peut visualiser
par une droite. Chacun des points de la droite (si on pouvait les visualiser)
saralt un nombre rdel”. (T.D.)

Dans toutes les copies auxquelles nous avons attribug la lettre G,
les réels sont bien représent®s par une droite, mais il n'est pas tr&s sir

ue cette droite ait, pour les &lEves, toutes les propriftés qu'elle avait
q s E 2 prop q

pour Dedekind.

Aspect quantitatif.

Pour rendre compte des résultats, mosgvansregroupé entre elles les classeg
de mathématiques supErieures, les terminales et les différentes sections de

DEUG. On obtient la répartition suivante :
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(Suhiﬁe&%)

Certains Ztudiants exposent un mod2le numBrique et un moddle géo~-

métrique 2 la fois, ol un moddle N2 puis un moddle NS. Far conséquent las

pourcentages sont donn&s sur le uncmbre

modéles exprimés.

d'étudiants et pas sur le nombre de

Ce qui est frappant c'est que, 3 part peut-&tre pour les &ldves

instituteurs (mais mon &chantillon est
fier quoique ce soit}, il v a entre 30
la droite est une repré@sentation de R,
math,sup.

La bijection entre la droite

a l'air assez forte puisqu'elle permet

trop faible pour qu'il puisse signi-
et 40 7 des Zlaves qui affirment que

2t cela est stable de la 18 3 1la

et R par l'intermédiaire d'un repdre
p I

& environ 357 des él3ves de penser i

la droite lorsque l'on parle des réels.

, *
On verra plus loin si pour les &l&8ves la droite possdde bien les

propriétés d'infini non dénombrable et

pour faire la différence entre Q et R.

~

de comnexité&, qui sont nécessairas

* pour 1'Btude de la 43me question.
D q




A part cela, on peut remarquer que lorsque la niveau augmente, les

ré&ponses se décalent de NO Vers NB' On peut, peut-&tre, voir 1& 1'effet

(direct ou indirect) de 1'enssignement,

En e2ffet on ne peut avoir en 18 et en terminale que des moddles

Jt

N_, N, et N, puisque R est introduit par les développements dEcimaux il
mitds en quatrifme, et qu'aucum autre apprentissage spécilfique a'ast falt de

1z troisidme jusqu’au baccalaurfat.

La comstruction &ffective des rvZels par une complétion de { en
mathdmatiqua supdrieure ou en DEUG ne donmment que 147 et 177 de wEponses NB;
mais il faut remarquer que si tous les &tudiants omt travaillé sur la notion
de nombre réel, ume grande partis d'entre eux n'avait (lorsqu'ils ont rempli
le questionnaire) pas encore suivi le cours sur la comstruction des r8als,

Ce fait peut expliquer aussi que 267 d'entre eux en solent restés au dévelop~

pement dEcimal illimité.

La proporiion de ré?onses N2 est plus forte en DEUG et mathématiques
supdrisures, qu'en Premidre et Terminale. Cela est peut-&tre du au fait
qu'une grande partie des &ldves de PremiBre et de Terminale font d'autres
studes que des études exclusivement scientifiques (mathématiques et physique),
et ce sont peut-8tre ceux qui ont le plus tendance & répondre NZ qui font

des 8tudes de mathématiques.

Pour préciser plus avant les mod@les numériques, nous utiliserons
les réponses 3 la question sur la différence entre rationnels et décimaux.

(question 3).

Réponses 4 la deuxidme quesiion.

Y—a—t-il un nombre r8el {puis un rationnel, puis un décimal) com-

8

5 ? entre T et %? 7 entre 7 et 33,1416 7 entre l-et 0,3333...

. 7
pris entre —y et 3

(développement décimal illimité).

Cette question peut amener plusieurstypes de répomses (qul peuvent

Btre les mémes pour chacune des 12 questionms posées).

R, « Ilya c emtre aetb, c est réel. (excwple Exri;ﬁtg)q

R, . I1 n'y a pas de réel entre a et b.

R2 . Il y a un réel entre a et b.

RB . Il y a un réel, car il y a toujours un réel entre a et b (a # B)
R, - Il v & un réel, car il y a toujours ume infinité de réels antre

3

N

aetb (a#®b




En plus de ces réponses prévisibles, on trouve des rEponses &ven~
*
tuellement dues 3 un exc®s de "comscience professionnelle’” de la part des
tudiants, ils exhibent un irrationnel et un rationnel non décimal, ce qui

est parfois assez compliqué 3 rBaliser en pratique {code I},

Q

a2t pour

Pour les rationnels on notera les réponses Q1 9, 0 4 0
- =

3
les déeimaux D D, O, D, D,.
o 71 T2 73 T4
Nous dtudierons ensuite les exemples fournls par les &tudiants.
Des réponses du type R, ou R4 existent socuvent pour 7/1% et /19,
-
et voisinent avec un exemple. Pour 7 et 22/7 et 7 et 3,1416, on trouve moins

de précision, on trouve plus souvent RZ et moins souvent d'sxemple.

En fait cela a peut-8tre amusé certains de chercher des exemples
pour 7/19 et 8/19, mais ils se sont lassés ou ont trouvd que cela n'avait
pas d'intérdt et n'ont pas donné d'exemples pour les autres, ou alers seule-
ment un décimal sans d'ailleurs toujours priciser qu'ils avaient du méme
coup un réel et un rationnel (cela leur parait peut-8tre &vident).

On peut remarquer que pour le ler encadrement, le nombre de non
réponses est & peu pré&s le méme pour les réels, les raticmmels ou les déci-
maux. Pour la 28 inégalit&, il y a plus de non réponses pour le rationnel,
alors que les décimaux donnés sont des rationmels, mais les &lEves cherchent
peut—-&tre inconsciemment un rationnel qui ne soit pas dé&cimal, comme ils ont
du mal & le trouver il ne répondent pas. Pour la 38me infgalitéd cette tendance

est encore plus forte.

(voir tablegu des resulints f83e50i¥akit).

*gpy au respect d'un contrat implicite.
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1

2)
3

11 v avait peu de répcnses R, ou
7 p 3

<!

ddteyrminant puisque 1'&chantillon est assez petit

bre de formulations que j'al rattach®es & R

infinitsd de d8cimaux.

401

- Entre deux entiers il v & une

cimal.

{1

- Eatre deux rdels on peut Lrouver un &

~
s

~ (On peut toujours trouver un rationnel entre réels donc un

- FEntre deux rationnels, il y a une infinitE de réels.

- 1l y a toujours un rEel non rationnel entre 2 rationnels.

- Entre deux réels il vy 2 une infinité de réels.

- Entre deux rationnels il 7 a une infinité de d&cimaux.
— Fntre deux rationnels il y a toujours un ratlonnel.
- fntre deux irratiommels il y a toujours un ratiounel.

—~ Entre deux ratiomnels il y a toujours un réel.

-~ 11 v a toujours un réel entre 2 rationnels (réel au sens d'irrationnel
peut~&tre).

b

Fotre deux ratiomnels il y a une infinité de ratlomnels.

i

Entre deux reels il vy a une infinité de décimaux.

Les phrases 1, 2 et 3 apparaissent pour les 3 indgalités.

PYITES

T 1
g st nad

Eiole -
Jermaiwadlit

Pramiere§ Terwikale

Norwale
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DEUE &M

Totaui
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Ab
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1079

0

AB

43

Lo
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A%

90

0

4

Al

A%

A0

A%

79

. Ces théorémes ainsi &noncés n'étaient pas nécessaires pour répondre cor-
ractement aux qugstions ce qui explique en partie leur faible emploi (il
suffisait d'exhiber un décimal), mais il est intéressant de noter qu'en
l& ol on est plus prd@s de la quatriZme et oli 1'on n'a pas encore fait
un grand travail sur les suitgs et les fonctions, c'est la propriété des
décimaux qui est le plus souvent citZe alors gque pour les mathématiqﬁes

supdrisure glz ' igté g i
P s et les E€l8ves de DEUG c'est la propriété des réels qui est le

plus souvent citée.




ot les thZorBmes sont cités sussi

risurs, cela est peut-8tre du au fait g

L'affectif des EZléves de

plus de mal & calculer et

théorsme.

On peut aussi s'intdresser 3 ceux qui prétendent qu'il n'existe pas soit

311
-

un réel, soit un rationnel, soit un d&cimal,

ue les &ldves

13 est de l'ordre du tiers des autres,

premidre, ayant

32 exhiber des exemples, préfdrent invoguer un

-

souvent en 138 que dans las nivesaux supé-

zicie

’Jz{im"{;fm WaTmale ?rcwlz“rtg]f-’aﬁ,ml;ﬁ:ié T v“"&""h ﬁr_\‘?-i.%«'\?- agggﬁ TUT Tetiux I
Q. 3 o) 3 y 0 3 3 A% 3% :
O 0 o 3 A3 Z g AN
P sl Lt i e P

<

2y

]
Ra L O 5 A A i) 2 A% A
Qs & p) A 13 b 40 AO. 5% A1
D4 1 o 40 3 9 5 % ¢

i

3,00k
R, 3 0 5 ) 0 Z oo e 5y
Qs ) 1 10 4 A4 g |5t 419,
D4 1 0 g A% 3 7 5 36 37

Soit respec tivemeuwk 5%!4070 af}’z des occuprences Posséhia;\.

En comptant toutes les réponses on trouve pour R1 47 pour Q1 439 pour D, 4
-]

1

-




m, a - m . “
Globalement, il n'existe pas de réel apparait moins souvent que les
autres: il v a sans doute donc bien 1'id&e qu'il y a plus de réels chez de
nembreux 2l8ves,

Pour T et %%,et 7 et 3,1416 il v a beaucoup de réponses ''pas de
rationnels”, mais il est possible que les £18ves répondent ainsi parce qu'ils
ne savent pas exhiber un ratiomnel qui ne soit pas décimal (ce seralr pour-
tant facile avec un développement décimal illimité périodique, mals aucun n'y

3 pensé).

- Certains 81l3ves font des réflexions qul n'entrainent pas forcEment de mau-

vaises réponses mais qui sont intéressantes pour gclairer leurs conceptions :

- TA
- Mintre %% et ;%3 il y a tous les chiffres compris entre 0,36842] et 0,42
Exemple : 0,37.... ; 0,38... ; 0,39...."

- = 036342105 8 o 0,42105263....

19" . A1l e o s 19 N PO
-1

"7 8

R -

19 <t 19

i1
0,3684211 < 0,41364 < 0,4210526

11

- w = 3,1416 1l n'y a donc pas de nombres décimaux [entré T et 3,1416]"

11 7 8 "
- 15" 0,368421 S 0,4210526
- "Entre T et %% il y a un r8el 3,141888... un rationnel : un ddcimal 3,1418™.

. ] - + - - . [ -
(On voit le souci de donmer un réel qui ne soit pas d&cimal, mais 1'étudiant
ne remarque pas que c'ast un ratiomnel tout comme 3,1418 qui est un ration-

nel mais pas satisfaisant puisqu'il est décimal).

- "Décimal ? j'ai oublid ce que c'stait” -~ L'dtudiant &crit "3,1416 = réal”.

- entre T et g;— entre 3,14159 ot 3,1428571 un réel oui, un décimal non,

un ratiomnel non'.

Mathématiques supérieures
Dans ces classesawssmgtrouvé beaucoup de réponses sophistiquées

par exemple :




- entr e et TS un réel 0,387594... un décimal Q,4
P -5
un r2iicnmel T3 " 0,41666
22 - - -
¢~ eutre 1 et = un r&el 3,1422678,.. un d8cimal 3,141%
. 31421
un rationnel 2 — = 3,1417838...
* 10001 ’ >8
~ entre T et 31416 un r&el 3,1415955.., un décimal 3,141593
~
un rationnel 314153
TorEEe 100001

= En additionnant 2 réels on obtient un réel ce n'est pas toujours le cas

avec le cas avec les autres ®* R est clos!”

Autres exemples de virtuosité ou de simplicicd .

iy - 15

. Pour 7/19 et §/19% vo,13 35 G,4
. 2
Pour © et 22/7 v9,87 %%g%-; 3,142
J——— i
Pour 7 at 3,1416 Y9,86962 ;0 3,141583

b
. Pour 7/19 et 8/19 11 yv a 0,4 donc un d8cimal, donc un rationnel done un

gal’,

DEUG

. Une vision assez ré&ductrice de décimaux :

tt
- Il n'existe pas de d&cimal entre 7 et 3,l416 car ils ont la méme par—

3]
tie décimale {3,1)

n . L. 7 8 7 , 1"
I1 existe un décimal entre 5 et 79 ° 75 T O, ... 1
1 . Tt
- %% qui est réel, ratiomnel et décimal 0,833...
Ter D :
17 7 22 rt
- 19 = 0,3684211 = = 3,1428571 ™= 2,1415527
ou encore
11 7 22 R 1
5 = 0,3684211 = = 3,1428571 mo= 3,1415927.,..
* Remarque : La moyenne est scuvent utilisée pour exhiber un v&el ou un ration-
t,7 8
nel entre %% et f; v compris en donnant la reponse 5(19 19) alors gue les

mémes &tudiants utilisent pea —{W-F ) ou m{w~*3 1416) pour exhiber un réel

entre R et %% ou entre 7 et 3,i416 ; tout se passe comme $'ils s'interdisaient

. . T a Te
d'additionner des nombres qui ne sont pas écrits avec le méme type d'Ecriture.




c'ast au niveau des Zcritures décimales.

27

On remarque dans tous ces exemples gue s'1l v a des confusions

Ecriture décimale avec des polnts

- T
L

de suspension ast utilisde un peu n'importe comment, les points de suspen—

sion dé&signant tantd
développement infini mais of

et cela parfois dans la méme

de décimal et d'écriture dZcimale, mails on va voir cela se prEciser dans

=
=

un développement qui continue (toujours des 3) cu un
les valeurs décimales n'ont pas d'importance

phrase

- - . 5 ,
un réel 0,387594,,. un ratiomnel 5= 0,41656..

s

On percoit aussi déii une confusicn entre les votlons de réel,

la

38me question.

queg fous 4avons pour

Avant de passer 32 cette question examinons le cas 5 et 0,333..,
-
1'instant laissé de c¢8té.

Les ré@ponses les plus courantes sont : "il n'y a rien’, "il n'y a

ni réel, ni rationnel, ni décimal"”, et parfois les &tudiants ajoutent ''parce-

qua

ou

!

3
est la représentation ratiomnelle et 0,333... est la repré-

= 0,333..." ou "parce que = et 0,333... représentent le méme nombra”

rece 3

Kl
pa que

sentation décimale du méme nombre''.

Nous avons codé différerment ceux qui répondent qu'il n'y a rien

sans commentaire et ceux qui justifient leur réponse.

S P el e o et e W s
ipse | O | B | a3 | 2 | A2 |45 4 88
hogwd 4 | 2|4y |28 1 E N,
ifyasion)| 7 4 <0 so | <2 | 32 |33 435, ¢
fo3s 9 | A9 | Lo 59 |33 |51 44 1BS 159

* Farvemi. mwlbmo £ teudadt S a]w'ﬁa’ya ‘73.

"

3 ne représentent que &7

les réponses ""I1 y a quelque chose différent de

des réponses, c'est tr@s marginal.

Examinons de plus prés ce que disent les &ldvent qui affirment qu'il y a quel-

et 0,333....

3

que chose entre




. Un 8léve d'E.0
i - . .. .
‘antre 7 et 0,333.,. (DI) il v a un réel =t un dicimal, pas de rationnel”
. 12 3

- é—étant 0,333, il a'y a pas de rationnel, ni de décimaux compris eatre
ces deux valeurs'.
Remarquons que dans cette cople il y 2 confusion entre d&cimal et d&velop-
pement dé&cimal, donc réel = décimal et par cous@quent la répomse est correcte

(i1l o'y a pas non plus de réel),

~ "Entre /3 et 0,333... {(infini) car 0,333 méme si on développe les 3 3
1'infini, ne pourra jamais atteindre la valeur exacte représentfe par 1/3,

I1 existe un rdel entre ces valeurs'.

L'8l3ve a du mal 4 envisager 1l'infini actuel par la représentation

0,333..., mais il l'utilise de mani®re implicite en affirmant 1'existence
d*un riel.
. TUA

- "Entre 1/3 et 0,3333 il n'y a ni réal ni décimal mais un rationnel”. On
2 1

peut rapprocher cette rédponse de "oui il y a 1/3". (Remarquer 1'&criture

de 0,3333 sans signe indiquant 1'infini).

. TLD.

- Y71 existe un r¥éel c'est lui-mfme et donc un décimal et done un rationnel'.

"Entre 1/3 et 0,333... 1l existe un rationmnel'.

I1 s'agit de 1/3 sans doute.

- "Entre 1/3 et 0,333..., nous ne pouvons pas dire qu'il n'existe pas de
nombre réel, décimal ou rationnel compris entre les nowmbres. /3 est un irra-
tiomnel : on ne peut pas l'écrire et persomne (aucun mathématicien| ne sait

. - _ . .1 A -
si g = 0,333 (aucun mathématicien) ne salt si 5 = 0,333 comme un développa-

*
ment 1llimité".

Il v a encore dans cette copie confusion entre réel et dévelop-
pement décimal, et donc irrationnel avec développement dé&cimal infini. Il y

a ici encore,difficulté 3 envisager 1'infinl actuel.

. Mathématiques Supérieures
- "1/3 = 0,33.... mais 1/3 est plus juste'.
Fncore des difficultés avec 1'infini actuel, ou avec le nombre et les

moyens calculatoires.

* L'incorrection est due & 1'é&tudiant




- "i{1 v a un réal entre I/3 et 0,33.... en rajoutant un 3, mais 11 a'existe
Tei @ U {3} % «, il v a transfert des propridtds algZbriques des nombres
aux calculs sur l'infini.
- "I1 n'y a ni ratiomnel ni décimal compris entre 1/3 et 0,3".
Pourquoi n'y a-t-il rien i provos des réels ?

- "Que veut dire y-a=t-il un rédel compris entre % et 0,33... 7

U_)l -

. . IRl
il v 2 un ratiomnel 1/3 !

. DEUG
11
. 1/13€ 9 il existe o € R tel que
i
0,333... € ¢ | 0,33... <& <3
I 2.,
si rang de 0,33 ... = n
1/3 = @
et 0 < m.
sin=m o n'existe pas'.

Ce que ne dit pas l'&tudiant c'est que n = m = ®, Est—ce encore une fols la

difficultd d'envisager 1l'infini actuel ?

. Dans une copie, le cas de 1/3 et 0,333... est traité exactement comme 7/19
22 - . -
et 8/19 7 et - Toet 3,1416 et les réponses données sont les meémes. Peut-
dtre s'agit~il ici d'une ambiguitd sur 1'écriture : 1'é&tudiant &crit 0,333...

‘mais n'ajoute pas développement décimal infini.

. Dans une autre copie, il v a le mBme traitement mais 1'Etudiant parlant des

M . o e - . -k Pa g e
4 cas, on'sait pas comment il &crit la représentation décimale 1lliimitée.

. . " 22 <
"Entre ™ et il existe un nombre réel car T et = sont deux nombres réels,

22
7’ : 7
pareil pour m et 3,1416 et 3 et 0,333...".

Pour cet &tudiant 1/3 # 0,333...
. "Entre 1/3 et 0,3333 il v a un nombre réel”.

La proposition est vraie bien que cela ne réponde pas & la question

pos@e. Cette déviation est sans deoute 1'indice d'une difficulté.

'Y
. Entre 1/3 at 0,333, il vy a encore le mlme cas que précédement, en effet,

i1 suffit que la nidme décimale soit différente pour que le d&cimal cbtenu
i
soit différent du précédent. C'est toujours 1'écriture de 0,333 sans in-




dice de 1'infini qui pose probléme.

Ici on trouve assez nattement les traces des probl8mes historiques

1is & L'infini. Nous allons préciser les difficultés que 1'on veit pocindre

entre réael, décimal et Zcriture décimale grdce 4 la 38 question.

Y-a-t-11 une différence si oul laquelle, entre les ratiommels et les

It

C.L

Bcimaux ? V—ep—a~t-il plus’ des uns que des autres ? Quels sont les avan-

i
%
]

tages &ventuels des uns ou des autres ? Quelles propriZtés supplémentaires

H
i
i
i
|
!
i
[[ont les réels ?

Nous ne trouvons pas dans les discours des &tudiants (ou peu ) de ré&pon-
ses & la derniére question, cartalnes copies mais,assez peu,font allusion

*

ailleurs au fair que R est non dénombrable et le fait gque ce solt un parfait
n'est pas souvent &vogqué.
Au deux premiZres gquestions, nous avons class@ les réponses en 3 caté-

gories :

,_
=
s

Dans Ml’ nous avons classg les réponses oil les rationnels sont dé&finis

soit par les fractions, soit par des dé&veloppements décimaux limit&s ou infi-
. s a .
nis et périodiques et oll les décimaux sont définis soit par — {(a € Z, n € &)

. - . . R 10"
soit par les d8veloppements décimaux limités.

Cn a noté M1 les copies qui affirment que @ et P ont le méme nombre
. e ' . . 21 <
d'éléments {(justifié ou nomn) et Mi celles qui affirment que Q a plus d'3lé-

ments que D parce que D & 9,

Exemple de My {citations) :

"Les raticvmels pewvent avolr une infinité de chiffres aprés la vurgu
d condition qu’on trouve une période : 0,332... ou 0,124... ; par conirz les
1 St e
décimaux ont un nombre fini de chiffres aprés la virgule. On ne peut pas dirs
pour autant qu'il y aitt plue de rationnels que de décimaux puisque 1'ensemble

des ratiommels comme celui des déoimaux o un cardinal infini'

1
Exemple de M, (citatiomns) :

i

"Tout décimal posséda un rationngl équlvalent mats cette relation n'est

’

pag vrate en sens inverse (m n'a pas de déeimal fini Zquivalent), done 1l y a

plus de rationnels que de deﬁzmaux {DEUG)

* Tous les fermé@s bornds de B sont "continus" (i.e compacts connexas).




L'ensemble des décimaux est dans ces copies 1'ensemble de tous les nom—
bres qui s'Zcrivent avec une virgule : développement décimal limitZ ou illi-
mité, pé&ricdigue ou noim.
Certains v incluent les entiers et alors @ et D sont le méme osnsemble
{mod&le M;), d'autres sn excluent les entlers (qui n'ont pas de virgule) et

-

alers § a plus d'&léments que D par ce gqu'il contient les entiers (mod&le M,).

Dans un premier temps, les coples oll 9 est 1l'ensemble des dSveloppements
décimaux, ot  1'ensemble des dévelcppements illimités périodigues a &té codé

M4 puls regroupé avec M, (il est assez rare).

Exemples de M2'

- "Les ratiomnels sont pr&sent&s sous forme d'une fraction de nombres entiers
irrdductibles. Les d&cimaux sont inclus dans les rdels, ce sont les nombres
3 virgule (c'est un nombre rationnel effectud). Il v a plus de rationnels

que de dBcimaux’.

- "Lag rationnels et les d8cimaux ne s'Bcrivent pas de la méme fagon, par
exemple % et 0,333... au point de vue de leur valeur, elle est identique,
seule 1'Ecriture varie.

I1 existe plus de rationnels que de décimaux car un décimal implique
une virgule et des nombres ensuite ex : 2,1, s'1l y a un 0 ce n'est plus un
d8cimal mais un rationnel, tandis que pour les rationnels on peut ruser, on

. 4 16 .
peut Ecrire 2 comme par exemple 5 OU —= ". (terminale)

Ici la raison pour laquelle il y a plus de rationnels que de décimaux

est clairement exprimée.

Exemples de Mé.

Tl n'y a pas de différence’ (sous-entendu ertre les ratiomnels et

les décimaux). (Terminale)

"on, 11 n'y a pas de différence entre ratiommels et décimaux car les
déeimaux sont les développements décimaux 71limités des ratiomnels.

4
Prenons deux cas é—r 0,333... 5-: 2,000. ..

D'aprds notre conception du probléme, 11 y a autant de rationnels que
de déetmawz.

1

Les rdels peuvent donec 2trz rationnels.... (Terminale)

Ici un traitement logique correct en conclut R € @, mais cet &léve n'a




t=-il pas plutdt une idEe du st 9, mais c'est tellement &norme qu'il

O
)
%0

1]

ne peut pas le dire d'oll las points de suspensiocn {on ne peut pas le savoir !).

Exemple de M

q°
a4

‘;‘/‘
A==

<k
[¥3)

DC0CR dans 9 Liordre a2t dense § 2t R som corps, T E R-QT (HX)

Cette citation est typique d'une cople de mathdmatique supdrieure,
L'2tudiant explicite d'abord son propre moddle, puis vrécite ensuite ce qu'il
a 4ppris.
Dans unes autre cople de mathématique supérieure, le modile M, est clairement
exprim8, puis il est suivi de "les rgels forment un groupe parfait',
Dans d'autres copies)on trouve aussi par exemple un moddle MB expriméd, voi-
sinant zvec un modile Ml exprimé aussi sans que 1'El8ve y wvoit de contradic-
tiomn.

oM |

3]

C'est un mod&le ol les d&8cimaux sont complétement assimilés aux Zcritu-
res dicimales, mals oifi les rationnels ont des développements décimaux finis
ou 111imit&s mals périodiques. Les Zl&ves concluent souvent qu'il y a plus

de d&cimaux que de rationnels,

Fxemples de MB'

- "n=g9+ {2, /3,... 1 (DEUC)
ici 1'étudiant prudent ne se prononce pas sur celui qui a le plus d'&léments,

car 1ls en ont tcus les deux une infinizé.

- "La différence est que las rationnels sont des décimaux mais 1l existe des
déetmaur qui ne sont pas rationngle (ex : 1,111...). Done il y a plus de dé-

ls n'ont pas de propridtds supplémentaires

cimaux que de vationnels. Les rée
sur les décimauz”. (DEUG)

L'exemple cité& de dé&cimal nom rationmel est justement ratiomnel.

- "Il y a une différence : mais un rationnzl est de la Forme q =-% avec B ¥ 0
et A€ 2, BE€ Z, alors qu'un décimal est un nombrz guee plustaurs chvfires
aprés la virgule, d'une forme queleconque. Il y a plus de déocimaux.

Les rationnels sont définis plus précisément que les décimauzx, 1ls sont

plus nombreux’. (DEUG)




On a ici une contradiction, peut Bire due au fait que le modile de

1'8rudiant se heurte au moddls appris.
17y " 7 -~ RV 7 o Q RO I . 4 7
= "Un rationnel peut se melirs zous la forme 4, TaRGls quun nombre dicimal
& &
Sg met sous la forme a,bc de fg.o.....

. 5y . s o 7 o~ I - R s

que ¥4, T, e n2 sz metient pas sous la Forme rationnelle mais peuvent sz
Il = 1 e ) B —

mettre sous forme d'un  wmbre déctmalll. (DEUG)

On trouve des coples plus difficilement classables, par exemple :

~ "Les ratiovmels sont des nombras derits sous forme de gquotients d
Ils sont tous décimaux, un déeimal Stant un nombre Fini non eniier, Il y en
@ autant des uns gque des aubres car si les irvationnels ne peuvent Stre doriis

2o Len et Ly S *
soug forme Froctionnaire, 1

e
La’, (Terminale)

Ici 1'ZBtudiant a retenu qu'un décimal a une &criture finie, or 1/3

rt

. s - 1 o . .
2st une &criture finie donc =« est un décimal. Il y en a encore contradiction

3
. . P, o a1 oo o
dans cette copile pulsguie 1'E8l8ve a &erit 7= ©,333..., i moins que 1l'&criture
0,33... ne solt pas vue comme infinie puisqu'il n'y a que 3. (Nous avons clas=-
P . 1 . - . . P :
82 cette cople en M2 pulsgue 13 aussi rationnels et décimaux sont confondus

car ils ont le m@me mode d'8criture : &criture finie).

- "Tout rationnel est décimal, tout décimal est ratiomnel, les irvationnels
> -]
ex : /2 = 1,414... ont des valeurs approchées déeimales mais ne sont pas

déeimales”. Cette cople a 8tZ classBe aussi M,.

~ "Tout développement d'un rationnel donne un décimal, mais tout décimal
n'est pas forcément un rationnel. L'ensemble des vationnels est inclus dans

7

celut des décimaux. Il existe done plus de décimaux que de ratiommels. Il y

b

a factlité d'éoriture entre les deuwx, un nombre décimal Zorit dtant toujours

limitd”, (18 s8)

Copie class&e en M,. Tei il y a une distinction subtile entre "les nom-

bres décimaux &crits’ et leg autres.

Tntéressons nous maintenant i la répartition numérique de ces trois

modéles




Jypes de vou Temonss s
ie ?0“535 f 1 . ~ i >
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Le mod&le M, apparait entre 25 et 407 sauf dans les mathématiques supérieuresgt
les Terminales SCE . .
Il semble qu'il r@siste 3 un enseignement des débuts de l'analyse et des réels

i 1'Université.
11 parait 8tre une consZquence de l'introduction des développements décimaux
111imit8s en quatri@me. L'examen des ré&sultats de Terminale C montre gque les
€léves qui ont un modile Yo sont plus souvent orient&s en Term D et donc en
SR o s i oo . . . PR -
DEUG El,ﬂffﬁ¢tn ﬁa&vmf, donc le mod&le M. serait moins 11€ i des résultats
~ T aui

brillants. En fait riem n'est tré&s probant peour les mod&les M, M,¥sont

relativement marginaux.

f

|
que les puilssances des ensembles ne sont pas connues) est largement majori-

En r&sumé, le mod&le Ml {dont M, n'est qu'une variante qui prouve

taire.

La question sur les avantages entre les décimaux et les rationnels a
entrainéd peu de réponses (moins de !0Z), nous n'en donmerons qu'une descrip-

tion qualitative
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L s

g5 Zcritures décimales sont plu

=)

sont us

critures décimales

[

Les D
(ordinateurs) .
Les rationnels sont »lus commodes
multiplications).
is g

ont un invarsa,

Les raticnnels sont olus préci
Les
Les dg
peu fois),
Exemple s .

"sg

-

A un déctmal 2t un rationne

'on a

7

plus cvantagzuse

Exemple de 2.

cimaux sont plus pr

commodes pour classer.

commodes pour les calculs approchés
ocur les calculs (simplifications st
ue lag décimaux.
dcis (chagque proposition apparait 3
& Tiure décimale sera

7

c

g

“On a plus de jacilités 4 compter avec des décimoux qu'avec des rationnzls.
Certains rationnels doivent Ztfre mis sous une ceriaine forme pour Ffaire des
caleuls., Exemple w ou 1/3. Lorsgue L'on caleule w avec 3,14, on obtient seu—

lement un résultat approchsd”,

Exemple de 3 et 1.

"Devixe nombres décimaux mis vis & vis

7!
A

supéricur 4

s on peut facilement voir laquel est

autre contratrement ou rationnel. Mats <1 2st souvent plus com-

mode d'derire un nombre ratiormel gqu'un nombre décimal... (cddition et opdra-
1

tiong diversas)!! (DEUG)
Exemple de 2 et 3.

- L p P . .

Les rationnels présentant une fbrme-a trds pratique pour le caleul
1 1 1 . . on - - .
— X = =—— g5t rapide & effectuer, alors que le méme calcul sur la forme dé—
3% I8 : J ; yorre
cimale de ces nombres serait "infiniment long”.......... par contre 55
n'est pas utilisé sur um grapha ei on ne Z’assimile}xu a 0,793 = 0,8". (DEUG)

i

"Caleuler avec des ratiommels entralne des résultats plus jJustes. {Term D).

"Le ratiomnel peut s'derire sous forme de

cas 1'approximation des caleuls'.

Exemple de 5.

"Dans 4, on peut diviser”

Exemple de 4.

"es rationnels sont désignés plus

précigément que les déoimaux.”

t dvrte  dans certains

©®

fractions

18 5)

s

~

(DEUG) .




i 2 " + 2 - o N 1. 2 <

MNLes déoimmuz sont ndcessaires pour las caleouls cpprochds.” (4.%)
nmr ~ B T M2 TEEnT UNES ULaLo? 7a s o d I Ayvoa H ig §

M Ies décimaux permetient une vision plus rvapide des wnombrezs.” (18 §).
’ st Aza ASadmen e vod ) Tyt A e AT soie T P
Avantoge des dciman MEALPULOTLON DAY ordiiatau (DEUG) .

Les El8ves insistent en fait beaucoup sur les avantages comparés
des Bcritures fractionnaires ou décimales. Ils se posent assez peu les pro-
blémes pratiques (calculs approch&s), ni les pro%lémes thé&eriques (existencs

d’'un inverse dans 8).

Pour ce qui est des réels, nous avons falt la liste de toutes les
affirmations !
- Les rZels ne sont pas dEnombrables. (1EN, IHX)*
- Les r8els n'ont pas de propriété supplémentaire sur les décimaux. (Term D)
— Les réels sont tous limite d'une suite de rationnels. (DEUG)
- R est dense et archimédien. (HX)
- R est un corps avec une relation d'ordre.(2 DEUG, | 188,2 Term C, 2 HX).
- Les réels bouchent les trous des ratilonnels.{Z DEUG)
- Les rationnels ne permettent pas de trouver toutes les mesures de longueur,
les réels si {diagonale du carré) {2 DEUG).

~ L'ensemble des réels est continu tandis que P et § sont discontinus. {HX)

- Dans B, on peut réscudre x* = a ae Q+ . (2 HX, 3 Term C)
- Les réels ont la propriétéd de la borme supérieure. (3 HX, ! DEUG)

- Les réels ont plus de nombras, une infinité de plus, les nombres réels
peuvent avoir un développement décimal infini non périodique . (A4%$, QH%JSiZJ
- Les réels forment un groupe parfait. {1 HX)

- Les réels ont les avantages des rationnels plus d'autres (! Term C, 2 Term
| DEUG).

“-R>Q et (1 BX, 7 DEBUG, ! Term C, 5 Term D, 1 1& 5).

- Les avantages éventuels des réels seralent que quelque solt le niveau au-
quel on regarde (unité, centaine ou 10“1000 OOO}, il v a une continuité des
nombres. (HX)

- L'ensemble des réels est plus complet que 1'ensemble des rationnels

(Y3 iR /3¢ 9. (7 X, 4 18 S, 4 DEUG).

- L'ensemble des réels nous permet d'avoir une continuité dans les fonctlons

et de faire une représentation continue”. (1 BX, 3 Term C)

* HX : mathématiques supérieures.




Cette Enumération confirme les résultats 3 la premidre question 3
savolr quae R c'est N, Z, D, @ olus quelques autres nombres. 23 citations
font explicltement allusion & des propridtds spécifiques des rdels, alors

gue 34 explicitent ce que contient R, mais ne donnent pas de propridtés sup-

h

plémentaires. Sur las 23 citations da oropriftZs supplémentaires, 15 sont

donndes par des &18ves de mathématiques supdrisurss et dans certains cas, on

a liimpressicn gu'il s'agit d'un savoir plaqué sans grande significetion.

En counclusion, 1l v a une certaine confusion qui apparait entre les
valeurs des nombres et leurs &critures. Les propriftés des ensembles de nom—
bres sont comprises alors comme propriétés des &critures des nombres. Om
trouve ¢ .- assez peu de remarques sur les propriétés algébriques des en-—

sembies de nombres, ni sur leurs propridtés pratiques.

s

Réponses 4 la quairisme guestion.

!
! Si on grossissalt avec un microscope E€lectronique (ou avec un ordina-
]

i . L . . . -
|teur) la droite, qu'est-ce qu'on obtiendrait comme dessin "ultime™ 7 (M8me

| ,

lquestion pour la parabole).

Nous n'avons pas retenu les réponses concernant la parabole, en effet
cette question voulait cerner plus précisément les images (''mentales") des
El&ves concernant les graphes de fonctions dé&rivables. Cecl n'est pas notre

propos.

La quatriZme question a2 &té& posde pour tenter d'approfondir le sens

d'une réponse de type géométrique 3 la premildre question.

En effet, si pour les &tudiants la droite est aussi riche qu'elle
1'est pour Dedekind, on peut penser que leur modéle de R est assez proche de
celui de Dedekind. Cependant 1'8tude historigue a pu nous montrer que si les
mathématiciens utilisent souvent un support géométrique, i1ls ont &t& trés
longtemps incapables d'expliciter ses propriétés spécifiques ; et c¢'est cela
qui nous a donné 1'idEe d'essayer de faire préciser aux Elé&ves leurs idées 3

1

propos de la "nature' de la droite. Pour cela, nous leur avons demandg, en
quelque sorte, d'expliciter leur image mentale de la droite grice & cette
m&thode. Cela ne donne pas exactement, pour tous les étudiants, 1'idée qu'ils
se font de la dreite : en effet certains n’ont peut—étre pas d'image mentale
et d'autres ont peut-8tre tendance 3 falre un mélange entre 1'image mentale

* . . . . s
et l'image perceptive ; enfin certains sont enclins 3 ré&pondre physiquement,

c'est-3d-dire qu'ils répondent comme si on leur avait dit que 1'on grossissait

* Voir bibliographie. Travaux de Lautrey [11]




le trait de cravon.
Nous avons dans un premier temps class? les ré@ponses en de nombreu-

ses catégories que nous regroupons plus ou moins par la suite.

1 P l Nous mettrons dans ceftte rubrique toutes les coples ol il est clair

que L'8tudiant grossit le trait de crsvon parce gqu'il le dit.

Citation : "5% L'ow grossit fortement une droite représentde sur lz paprer,
11 apperait des poimts relatifs aum points tracds par le crayon’ (ig 3)
M Nous codons ainsi les copies oll le point de vue est r&solument mathé-

matique, i1l v & refus d'envisager une image mentale.

Citation : "Une droite est une notion abstraite. e droite ne peut donc

=

3ive grossie au microscope. Le trait de croyon n'est qu'une représentation

groggiere”. (Math.Sup).
"Te point ne psut Ztrz raprésentd, on ne verrati rren’, (1as)
MP Nous mettons dans cette catégorie les copiss ofl on ne trodve pas une

distinction compl3te entre le moddle mathématique et la r&alit€ qu'il moda-
lise. On peut, peut—8tre penser qu'il vy a dans ces cas-~13 télescopage entre

1'image percaptive et 1'image mentala. Nous en avons distingué une sous—ca-

tégorie parce qu'elle est tr3s répandue ; nous 1'avons notée[:g: . Dans cette
sous—catégorie nous avons classé les réponses faisant allusion 3 une bande,
un rectangle, un plan : 1'&l3ve conserve 1'id@e que la dwoite a une épalsseur
(propriétd physique), mais elle reste peut-&tre "continue', dans la mesure

ou les bandes, les rectangles etc... ont encore cette propriété. En effet,
les &l3ves cui font cette rdponse ne parlent jamais de voir des atomes,

ce qui serait la réponse s'ils grossissaient seulement le trait de crayom.

Citations :  "Si on considére d’'aprés la définition gu'une droite est un
ensemble de points, on peut pemser grdce d cette observation décowvrir une
suite de points. Mais en fait tout &tre, toute matiére est constitud par

L'infiniment patit, souvent L'atome’. (Term D).

"ine droite donnerait em théorie une portion de cette drotte, ¢'est-

G-dire unz droite & condition qu'on ait pu la tracer assez finement”. (Term D}.

l D La lettre D caractérise les moddles discrets, mais nous avons décom-—

posé cette cat@gorie en plusieurs sous-catégories.




] AD est le code attribué aux expressions atomistes les plus simples du

s i

genre "on poit um potnt” {18 8) le code est encore attivibud aux dessins

€ & , bien que ces dessins prouve qu'il v a

un certain mElange entre vEalité et moddle mathfmatique : en eifet, gue ven-

ent dire les deux traits 7

Citation ; .01 & Tultime on obtient un point ou wn vide”. (Term C)
DRD| est le code des réponses du type : "Une droiie zst un ewnsemble de points

{DEUG)
C'est une réponse dont on mne peut gudre retirer de renseignement. Il n'y

a pas d'allusion 3 l'crdre, ni 4 la connexitZ, ni & 1'infini.

FD est le code pour des réponses volsines, par exemple :
fous um alignemart de points, tous dans le méme axe, mats pas attachds
lea uns auy autras’. {Tarm A}.
Dans cette copie, il est clair qu'il s'agit d'un mod&le discret. Ce n'est
pas toujeurs autant explicit&. Par contre, les mots sultes, alignement, suc-

cession font toujours allusion & 1'ordre et c'est surtout ce renseignement

gque nous tirerons des réponses FD .

Il v a trels variantes dans cette catégorie :

- |FID| est attribué s'il y a mention d'une infinité de points

- EFCD‘ est le code pour spécifier que les points sont trés rapprochés,
par exemple :
“On pourvait dire qu'une droite est une succession de points, trés rappro-
chés et qu'un grossissement permettrait d'en volr une multitude”. (18 8)
Ici on pourrait presque attribuer le code FICD (avec des notations

&videntes), en effet 1'allusion 3 1a multitude est peut-&tre une trace de

1'infini, comme on ne peut en &tre sir, la copie a &té codée FCD.

DI| Nous avons noté ainsi toutes les allusionsd des nuages de points soit en

dessin, soit en description. Dans ces copies, on ne trouve pas trace &'or-

dre, et les moddles exprimés sont discrets 2 1'évidence.

Citations : 'Une droite grossie x fois révédlerait un groupe de points dis-
tinets et désordonnés, eux~mémes Fformés d'une Infinité de points™. (18 8).

11 existe d'autres sortes de modBles atomistes auxquels nous avons
attribué les codes FC et FIC. (FIC caractérise des réponses ol il est fait

explicitement allusion 3 f'infini). Ce sont toujours des mcd@les atomistes

1




mais "sans trou” parce gue les atomes se touchent.

Citations "me suilte de points qul se toucnent’. (DEUG)

"La droite seralv une infintté da points alignds towjours an
contact. De méme shaque point reprdsenteralt une infinitd de paritioules plus
petitas. ... " {Term D)

3

DR | est le code des réZpomses ol on voit une droite. $'il n'y a pas d'autre

commentaire, nous avons codé DRS. Mais s£'il vy & une justification du type :
"olast une droite parce gque -

- entre deux points 1L y o toujours un point.

t

e
o
@
3
o
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3
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b
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gL,
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A
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ntre deux points il

|
&
C

- /R agst continu.
~ R 25t densa.

- On ne peut pas distinguer de vide entrs deux poinis
noug avons codé@ DRC.

§'i1 2st pré&cisé seulement qu’'il y a une infinité de points, nous
notons DRI, et s'il est spécifi® gue la droite est composfe de points infi-

niment petits, nous avons codé DRIP.

Une réponse DRS n'apporte pas beaucoup de renseignement, on peut
quand mme penser gque si 1'818ve répond cela c'est qu'il "woit la droite
sans trou” et ordonnée ; mais on ne veut pas savoir s'il a ume idée de la
divisibilitZ & 1'infini des segments*par exemple. Pour DRC, mous pensons
qu'il est plus probable qu'il y ait des idZes plus consclentes sur la densizy

., sur l'ordre'mais la connexitd n'est pas absolument sGre,

en efifet Q et D possédeﬁ%%%%% propriétés de densité. Disons que la connexité
est probablement présente (& cause de la réponse c'est une droite) mails pas

de fagon absolument certaine sauf pour ceux qui le spécifient.

DRi et DRIP sount difficiles & interpréter, car la réponse n'est pas
toujours “on voiégﬁiaroite”, mais souvent seulement "la droite est composde
de ...." . On ne sait pas si 1l'om doit y attribuer des id&es d'ordre, et il
n'y a sans doute pas d'idde de connexitd bien que cela ne soit pas sUr dans

le cas de DRIP.
Citatioms :

— Comme 11 existe une infinttéd de points entre deux poitnts fixzs, le
dessin ultime, s'il pouvait y en avoir serait encore une drotte’” (18 3)

"[ on verrait} Une droite, 71 n'y aurait pas de trou”. (DEUG)

*  Voir page 17




DRI : "Encore une portion de drottz, cor une droitz est comsiiiude d'une

verpalt pas pour autant Lo largeur puisgue ces points matériels sont infini-
ment petits’.

Nous avons dans la mesure du possible essay@ d'attribuer DRI quand
il v a une allusion 3 1'ordre (par exemple une infinitg€ de points alignés},
mais nous avons regrcoupé (parce qu'elles sont peu nombreuses) les allusions
aux infiniment petits. Ces allusions aux infiniment petits sont assez scuvent
la trace d'un genre de médlange entre mod&le math@matique et réalité, par ex-
emple

"me droite étant un ensemblz de poinbts infintment petits et alignés,

.

quelque soit le grossissement, une droite aura en thiorie le mime aspeci. ET

g
A g 1l orma 1 Ty o S B N A B I E R S - h7 v 1
d'ailleurs une drotte étant infiniment mince elle n'est pas wvistdle, on la

reprisente par un trait qui tui est visitble', {18 3).

On voit apparaitre quelgues grands traits gqualitatifs auxquels
1'historique de la notion de nombre rZel nous a dE3i3 sensibilisds
Tout d'abord certaines répomnses sont peut-ftre l'indice d'un mcdéle ato-
miste (DI, AD, ¥D, FC, FCD, FICD), la plupart du temps c¢'est bien explicité ;
mais parfois on ne peut pas absolument trancher les répomses "un point” ou
"ine infinitd de points' sont bien difficiles 3 interpréter i elles seules.

Sachant qu'elles sont parfols accompagnées d'une justification qui est tou-

jours de type atomiste, nous les regrouperons dans une classe .

Certaines réponses font allusion & la connexité&, & la divisibilitd i 1l'infini,
d la densité ; nous les avons ragroupées dans la classe , parce que nous
pensons qu'elles sont 1'indice d’une certaine conception du continu chez les
l8ves. Ce sont les réponses du type : DRS, DRC, FC, FIC, B. Plusieurs répon-—
ses font intervenir 1l'ordre, soit l'ordre de R sans que cela soit explicité

la plupart du temps, solt un ordre plus simple en effet les mots comme “'suite’
renvoie habituellement & l'ordre de N ; mais elles sont peut—étre l'indice

du fait que N est plongé dans R avec son ordre. Nous avoms regroupé dans une
classe 0 les réponses du type : DRS, DRC, DRI, DRIP, FC, FIC, FB, FDC,
FICD.

Enfin un certain nombre de réponses font allusion 3 une infinité de

points. Parfois c'est incompatible avec d'autres caractéristiques de la ré-




" e e .
on VoLt une itnfintté de points

v fis

ponse. Par exemple lorsque la ré&ponss est
. G2 ganre de réponse monire que 21l3ves ont quand méme

"4 R est 11ié 1'infinl. Nous zvons regroup? dans une
classe I les

DRSS, DRC, B (o 1'infini

du type : DRI, DRIP, DI, FIC, FICD, mais aussi
est implicite).

Regardons maintenant la rédpartition quantitative de ces rZponses :

cxaf,:f:\gs,&i:; P IMPI M [DRS|DRL 02% DRI DRIP! oy | e |ED{FdelFic|Rep) B

B e 2 g / 1 4 3

TowicreS i 4 14 12314136 (4 V) 1114 4|1 |4

Towselel 1 |34 1340/ 2| 4|32y 2] |7

Temiwale | 5 3 3% 09 (47| 1 0 3% 70
4

Z
4

2
<

3 b
ath- Sulp- 5151 5 2 31611 1
DEVE 51 £ 513045/ 5129 3| 7611 1110
VT 14 |3 4 120 AL 2 Gi121914 2
T‘*M}Zn 131 % |12 1317 90 53} 51:; 0 F431201F41401 3 14 137
WL L EZ G4 I0 Ak ATh g AN 3% Uh AHH—2% T

Les réponses majoritaires sonmt : DRS e FD puis & &galité DRcet AD

donc il apparait aussi fr&quemment des réponses atomistes, que des réponses
faisant allusion 3 une certaine conception du continu., Ces tendances wvont
peut-8tre se préciser, si on regroupe les classes et nous allons essayer de

cernar d'un peut plus prés les mod&les majoritaires.
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Nooiéles Non ?!%ausz;
clacsee fuclassables ;k C) L (:
Ecole
Mormile g A , ¢
E: 47% < 12% 5:;4% ° 11 LS%
Prewidre § 7 A
ol sl T ol A3l by 14 5w,

Ternwuale A, D

39

2 137 437 A
Temihaft;i 13 o/ 59 397 | 198 ¢4 73 AR 53,
R T e e L T
bevo 1 | 0l 36,0 62 450, T iy
T ] Bl D04y 3 3ol 3351 234
Tok aur 65 s | 20 L H S5k | 6%

dudlives L33

A

£67%

11 est assez frappant de remarquer que chacune des notioms est Egalement re-

présentZe (le pourcentage est donnéd sur le nombre d'&l&ves, certaines réponses

intervenant dans plusieurs catégories). Curieusement aucune des guatre notions

n'exclut les autres. En effet, le discret contigu peut-étre infini explicite-

-

ment ce qui est pourtant bien difficile i envisager. Le fait que R posside

un ordre est ce qui est le plus utilisé, méme si cet ordre n'est souvent pas

tellement plus Zlaboré que celul de N. Ensuite vient la propri&té de densité:

on voit une infinité& de points entre deux points (cette propri&té est souvent

citée aussi A propos de D et de Q). Enfin il arrive la connexité&, mais elle

peut~&tre atomiste cu

La connexité est donc

n'a rien d‘'é&tonnant ;

atomiste

non atomiste 180

non :
glaves (FO)

Eléves

une notiom assez antagoniste de celle de discret ce qui

il reste que %3 El&ves ont un modéle oll R est discret

2t conmexe (13/43? soit 5% ce qui est marginal).
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Enfin 497 des &1Bves ont un meddle atomistes, on ne peut pas en

conclure brutalement que pour esux seul le discret existe, car comme nous

1'avons d8j3 not? certalnes répcnses ont &té classfes dans les mod&les ato-

mistes maig en falt, elles correspondent peut~8tre plus silrement 3 : abs-

cence d'image mentale. En effet, dans la dé&finition de la droite, on apprend

la dreite comme en

gue c¢'est un ensemble de points, si donc on ne pense pas

bijection avec R, on est amené 3 répondre "un point" ou un "alignement de

points™.Il nous reste donc & confronter les réponses de la question | et de

la question 4, car il serait intéressant de voir quelles sont les réponses
données 3 la question 4, par ceux qui ont répondu que les réels &taient repré-
T

1

sentés sur la droite & la guestion

as Hodiks ! oy AD . . . .
St O | HPIM (DRGIDRC prpy [BRY ORI Dy | FC [FD |Feb [FIC|FicDd) B
Ecde
Hﬂm&hé i. fL
?rewiineSs 414 5 vl 2
T
Todlale V) 353|511 |4 |1 2 1 4
53
Tomil| | 4 13 [41] 3 VIREREY )
A6
Hath. Suip- 1 312 11 313 4
23 -
Dev sén | 115214/ 5(4|2|2 3|1 3
VT 1 6 |2 111
Totau ' - 7
° A'?S 5::[ ?a/ ?o/ 3¢/ é«}‘/ 5.”3;/ 9/ -jo/ %"/ ¢ Z-% 02,19’} :I{;/ Yor =
Ulo 2o 7118 Rig Rl ~dTle ik 77 TS V7 A -
Les proportions qui augmentent ou qui stagnent sont pour DRS, DRC, DRI, (nous
n'avons retenu que les cat@gories pour lesquelles le nombre de réponses est
suffisamment &levd).
Les proportions qul balssent sont pour AD, FD- . Il semble bien qu'il ¥y
ait diminution des mod8les atomistes, mais pas disparition. Ce point va &tre
précisé par le tableau regroupant les modéles.
Modq les |Won feponses |
Ek:‘::ut G melacsables A O -L C
Tobauyx 4*1’ 4‘3 Aﬂ“% Sg %% a
s 5%, 33% 2% 3% YA




Tci, il est bien clair gue ssul 1'aspect atomique est en regressiocn, cala
améne un peu de consistance 4 notre hypothése : las 2lives considirent la

sente R

(2

droite comme un'ensemble de points alignds" =t oublient qu’elle repr
d'oll leur véponse atomista. I1 est possible que pour ceux qul ont répondu

que la droite représentait R, 11 se soit produit le méme phénoméne ; quand

T 1

w
[

lle ait

m

on leur a demandg de "grossir'” la droite, ils ont perdu de vue qu

en bpijection avec R et la droite est alors avant tout un ensemble d s

[in

po

-

plutdt du genre atomique.

C'est un résultat qui peut 2trs utile pour 1'emseignement, il prouve
qu’il est insuffisant de domner 1'exemple de la droite pour faire "sentir"
aux €l3ves des propriétfs de R comme celle de "continu", en effet 41% d'entre
eux voient en la dreite un assemblage de points de type atomigue ; et 3347
qui peuvent expliciter que R 2st en bijection avec la droite ont encore cette
vision plutdt atomiste de la droite.

En conclusion, les &ldves voilent R plutdt sous son aspect ensamble de

n

nombres, ¢'est-i-dire sont plutdt dans le courant "numéricisn™, 11 v en a
quand méme %37 qui en ont aussl une conception gdométrique. Disons que depuis
Cauchy ot les mathZmariciens faisaient allusion 3 des propriétés de la droite

lorsqu'ils utilisaient des réels, la tendance s'est plutdt inversZe.

Les différents nombres qui censtituent R sont différenciés tris souvent
par leur type d’@criture et seulement ainsi. Les &critures décimales illimitées
entrainent quelques confusions : R et {0 sont assimilés, un décimal &tant assez
souvent un nombres gqui s'écrit avec une virgule (et avec un nombre fini ou
une infinité de décimales). Cela 2 pour cconsdquence 1'idZ8e fausse gqu'un nombre
décimal est moins précis qu'un rationmel. Ces confusionsau niveau des noms
et des caractéristiques des divers nombres n'ont peut-&tre pas de conséquences
graves quant & la ceompréhension de la noticn de nombre réel, en effet dans
la question 2, les réponses pour les nombres rédels sont plus souvent domnées
que pour P et @. De plus 1'idée que les réels permettent de mesurer ou de

calculer avec une précision sussi grande que 1’on veut est bien dennée par

1'8criture décimale illimitée.

Enfin un dernier point 3 utiliser pour l'enseignement, c'est gue la
droite ne donne pas "intuitivement” pour tous les &€l8ves une bomne représen-
tation de R, elle est done insuffisante i elle seule, et donc R doit Btre

constrult et ses propridtds explicitdes, en plus.
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