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Premigres conclusions

Le travail dont je vais exposer certains aspects pourra, je 'espére,
contribuer & I'histoire de 1s transposition didactique du calcul différentiel.
i1 g'agit d'une recherche en cours et je suis trés conscient qu'elle pose plus
de questions qu'elle ne pourra en résoudre. Certaines de ces questions seront
abordées plus tard. En particulier, j'ai mis en évidence des phénoménes
d'archaisme dont il faudra étudier, eutant que feire se peut, 1a fonction.



| DELIMITATION D'UM OBJET

Choix da 1a période

J'ai choisi de faire porter ce travail sur les traités d'analyse frangais
ayant eu une edition entre 1870 et 1914

Ces dates se justifient assez évidemment du point de vue de V'histoire
interne des mathématiques. Une construction analytique des nombres réels
{on disait alors irrstionneis) est publiée pour la premiére fois par Méray
{19] en 1869, mais elle est passée alors inapergue, méme dans la cité
savante. En 1872 paraissent les constructions de Dedekind [7] et Cantor,
cette dernieére dans un article de Heine [14] qui montre comment on peut
fonder dessus une théorie rigoursuse des fonction d'une variable réelie
{Dedekind est trés succinct 1a-dessus). La méme année 1872 Weierstrass 1it
8 V'Académie des Sciences de Berlin sa construction d'une fonction continue
n‘ayant de dérivée en aucun point, construction qui sera publiée en 1875 [29].
Des exemples de fonctions ayant des propriétés voisines se trouvent
egalement dans un mémoire de Darboux de 1875 [6] . C'est aussi en 1872 que
Méray publie son cours [20] (i1 en publiera un eutre en 1894 [21]). Je signele
tout de suite que les cours de Méray sont en dehors du champ de cetle
recherche parce qu'il passe directement aux fonctions d'une variable
complexe et refuse les techniques de variable réelle. Mais 14 aussi 1a
construction des réels dite de Cantor est exposée. On peut donc dire gue les
fondements du catcul différentiel tels que nous les connaissons encore
aujourdhui ont &té publigs au début des années 1870 {je ne m'occupe pas ici
de V'histoire complexe de leur &laboration).

D'un autre cété, V'enseignement supérieur scientifique francais se
modifie profandément pendant le dernier quart du XiXéme siecle:
augmentation spectaculaire du nombre d'étudiants, organisation de la
licence par certificats laissés & I'initiative des Facultés (1896), créations
d'Instituts pour 1a formation d'ingénieurs 1iés & ceratines Faculies de
province, définition d'un programme national pour les classes de
Mathématiques Spéciales (1904), et j'en passe {voir Prost [25], Liard [17],
Shinn [27], SF-CIEM [26]).

En 1914, la situstion s'est stabilisée. Le cours de Goursat a déja eu
deux &ditions. De nombreux témoignages montrent gu'il dominera la période
suivante. Mentionnons celui d'André Weil cité par Gispert [13]. Ceux de
Dieudonné [8] et de Chevalley dans une interview traduite dans un numéro



récent du Nethemelical /nielligencer njoutent que T'idée de dépert de
Bourbaki &tait de remplacer e Goursat par un traité de référence rigoursux.

Pourquoi les traités frangais

La seule justification de e limitetion 8 1a France est que c'est le seul
pays pour lequel je me sente capable de réunir une documentation
suffisante. De plus je connais moins mal Phistoire de ce pays que celle des
autres. Des comparaisons internationales sont pourtant fort utiles et je
tenterai d'en esquisser une ou deux.

11 faut dire ce que j'ai considéré comme un livre frangais. La question

- des traductions ne s'est pas posée. La seule qui pouvait concerner 1e domaine
gtait celle du livre de Paul du Bois-Reymond [1] qui aurait &té de toute fagon
&liminé {avec de Freycinet [12] et Boutroux [2]) parce qu'écrit dans un but
plus philosophigue que didactique. 11 ne semble d'ailleurs pas avoir influencé
les discussions sur 1'enseignement en France. Son traducteur et préfacier,
Gaston Milhaud, devait d'ailieurs quitter V'enseignement des mathématiques
pour celui de 1a philosophie ol i1 fit une carriére universitaire. Jai
considéré comme étrangers les Belges, méme publiant en France (i1 s'agit
surtout de La Yallée-Poussin [18]).

Qu'est-cte qu'un traité d'analyse?

Reste & dire pourquoi et comment les traités. Le mot est & prendre ici
au sens de cours publié chez un éditeur. On sait bien qu'ils ne permetient de
saisir qu'un aspect de la réalité. 11 reste qu'ils donnent en général le texte
social du savoir. En tout état de cause, ils permettent une étude
systématique. On peut évidemment s'adresser & d'autres sources: notes
manuscrites ou polycopiées, souvenirs, pour les lycées, rapports
d'inspection ... Yu ma situation personnelle, professionnelle et géographique,
je suis obligé de laisser leur étude 4 d'autres. Mais, de toute fagon, je crois
que, s'agissant de 1a détermination d'un objet d'enseignement dans une
épogque révolue, 1'étude des manuels reste notre outil 1e plus efficace, &
condition d'en maitriser 12 maniement.

L'objet empirique ainsi défini "cours d'analyse francgais parus entre
1870 et 1914 a besoin d'étre encore un peu précisé: & pr7ar7, je travailie
sur 1e titre qui doit comporter une des expressions “analyse”, "calcul



différentiel”, "caleul infinitésimal”, "théorie des fonctions™. Parmi ceux-1a,
j'elimine, je l'ai deja dit, ceux qui ne comportent pas l'introduction du calcul
différentiel. En plus des Méray déjd mentionnés, il s'agit des traités de
Ficard [24] et Hermite [15], J'ai d&ja dit aussi que j'avais &liminé les livres
d'orientation philosophique. 11 faut ajeuter & ces exclusions celle de
TEncyciopédie des Sciences Mathématigues (Malk et al. [22]) qui apparait
beaucoup plus comme un traité de référence pour Ies chercheurs que comme
un ouvrage ayant une visée didactique quelcongue. 11 faut y ajouter celle des
deux livres de Fleury [11],[12] qui apparaissent comme V'eeuvre d'un isolé
sans portée sociale. A cOté de ces &liminations, j'ai ajouté deux livres parus
en dehors des dates retenues. L'un & vrai dire ne change pas grand chose,
c'est la deukieme édition (1847) du cours de Pelytechnique de Duhamel, qui a
parfois &t& considérée comme une premiere &dition de ses Flémeants de
celeyt? infiniiésimel dont i1 semble plus proche que de sa propre
premiére édition (1e cours de Duhame] a &té étudié par Th. Guitard dans un
séminaire malheureusement non publig). J'ai ajouté le traité de Bertrand
parce que, bien que le tome | “calcul différentiel”, paru en 1864, ait &te
épuisé lors de 1a parution du tome 11 en 1879, il a certainement encore eté
utilisé par la suite. D'ailleurs c'est 8 lui gue Hermite renvoie pour le calcul
différentiel dans son cours de V'école Polytechnique [15].

i.'ensemble de ces opérations aboutit & une liste de 25 titres qui

constituent ce que j'appelle le carpus resireind ; on trouvera cette liste
en annexe. :

Autres cours ol on aborde le calcul différentiel

Corpus restreint parce qu'il j mangue deux séries de livres. La premiére
est canstituée des cours de Methématiques Spéciales. Pour une raison que je-
ne connais pas, les manuels scolaires sont déposés a 1a Bibliothéque
Nationale de fagon trés épiscdigue, ce qui fait qu'il est difficile d'en avoir
une liste fiable. De plus, leur analyse comparative présente des difficultés
qui sont, elles aussi, spéciales.

Ls deuxiéme série est constituée des cours de Mathématigques
Générsles. Quelques indications historigues peuvent étre utiles ici. Jusqu's
une date assez avancée (je ne sais pas la déterminer précisément), les
gtudiants de mathématiques et de physigue des Fecuités avaient presque
tous suivi une classe de Mathématigues Spéciales, Yers 1a fin du siecle, 1a
situation change. Un public de plus en plus nombreux et difféerent apperait.
On en trouve la description chez plusieurs auteurs du début du ¥¥&me sigcle,



par exemple Yessiot {(dens SF-CIEM [26], p.22): "Le succés de cet
enseignement [de Mathématiques Générales] a prouvé qu'il répondait & des
nécessités trés réelles. Les cours en sont suivis par de nombreux étudiants,
qui y viennent chercher une préparation 4 des etudes ou & des carriéres trés
diverses. Les uns se destinent a '8tude théorigue des sciences physiques;
d'autres aux écoles d'électricité de Paris, de Grenoble; d'sutres encore 8
I'enseignement des écoles primaires supérieures, professionnelles ou
technigues, au professorat des pcoles normales primaires. De plus, un assez
grand nombre de jeunes filles, qui aspirent pour 1a plupart aux fonctions de
I'enseignement dans les lycées de jeunes filles, suivent aussi cet
enseignement. Enfin il a pour auditeurs les éléves de écoles industrielles qui
sont rattachees, par des liens plus ou moins étroits, & diversses
Universités.” C'est déja pour une partie de ce public que 1'Abbé Stoffaés
publie son Lawrs de malhémeatigues supéricuresen 1891 (I'expression
Mathématiques Supérieures n'avait pas alors son sens actuel). A partir de
1896, 1es Facultés des Sciences sont libres de créer pour Tui un
enseignement spécifique; Caen sers la premiére & le faire en 1898. Le
certificat ne deviendra une année propédeutique obligatoire que bien plus
tard. On trouvera dans 'annexe une liste - peut-étre incompléte - de cours
de Mathématiques Spéciales et de Mathématigues Générales. 11 fayt ajouter
que les £7émeants d'anslyse de Paul Appell seront indiqués comme
destinés, entre autres, aux 8tudiants de Mathématiques Générales 4 partir de
I'édition de 1913,



I LA TRADITION DES GRAMDS TRAITES D'ANALYSE FRANCAIS

Revenons au corpus restreint. £n grande partie, i1 appartient g la
tradition frangaise des grands traités d'anaiyse dont i} serait intéressant
d'écrire I'histoire. Jen fais une premidre ébauche, du moins pour le X1¥éme
et 1e début du X¥éme sidcle, mais je ne peux guere la rapporter ici, je me
contente d'indications sommaires sur les origines institutionnelles des
traités considérés et sur Teur contenu..

Aspects institutionngls

Quatre de nos traités: 1e premier Duhamel, Sturm, Jordan, Humbert,
sont des cours de T'Ecole Polytechnique. Les auteurs de cing autres ont
anseigné dans cette école: Duhamel encore, Lacroik, Bertrand, Bouchariat,
Laurent, les trois premiers comme professeurs, les deux autres comme
répétiteurs. Six sont des cours de Facultés des Sciences: Serret, Goursat,
les deux cours de Hodel, e premisr Demsartres, Baire. Le livre de Tannery
reprend un enseignement qu'il a donné & PEcole Normale Supérisure. Cing
livres sont des cours d'écoles d'ingénieurs (hors Poiytechnique): deux de
1'IDN {institut Industriel du Nord), & savoir te premier Boussinesg et 12
deurigme Demartres, deux des Ponts et Chaussées (Collignon, Paul Haag), un
de Centrale {(Appell) ol Sonnet &tait aussi enseignant. Boussinesq présente
son treité de 1887 comme une exiension de son cours de VIDN, mais cetie
affirmation ne résiste pas & 'examen. Le livre de Pauly ne correspond pas &
un enseignement particulier; V'auteur est ingénieur civil, sorti d'une Ecole
 d'Arts et Métiers. Enfin je mangue totalement d'information sur Abel
Souchon.

Retenons que 1a majorité de nos traités correspondent é un
enseignement muni d'un curriculum bien défini et d'un programme.

'En marge de ces aspects institutionnels, notans, §'1! est besoin de le
préciser, qu'il n'est pas question dans les livres que nous &tudions
d'enseigner les fondements du calcul différentiel au moment du premier
contact avec e calcul des dérivées. J'ai déja dit que jusqu'a une certaine
période, 1e public des cours d'analyse ayait suivi une classe de
Mathématiques Spéciales. Ces classes n'ont eu un programme déterminé qu'a
partir de 1904, jusque 13 c'&tail le programme du concours d'entrée de
Polytechnique qui faisait 1oi. 11 pouvait &tre révisé chague année et je n'si



pas &té le chercher dans les archives. Mais on peut s'en faire une idée
d'aprés les manuels. Briot semble avoir 8té le plus utilisé: 18 éditions au
moins de 1855 jusqu'aprés 1900 sans doute {la 18éme &dition, non datée, a
&8t& remaniée par Goursat). Yoici, /# extassa, ce qu'il dit dans 1a sixiéme
gdition {1868): "Nous supposerons dans ce gqui suit que, lorsque la variable X
varie d'une maniére continue entre certaines limites, la fonction y varie
aussi d'une maniére continue. A une variation h trés-petite de la variable
correspond une variation k irés-petite de la fonction; quand 1a premiére
yariation tend vers zéro, la seconde tend aussi vers zéro. En général, le
rapport _i;_] de la variation de 1a fonction & 1a variation de la variable tend

vers une limite finie et déterminée; cette limite est ce qu'on appetle la
gériyvée de 1a fonction proposée.” '

J'avoue ne pas avoir cherché non plus les programmes du secondaire
proprement dit antérieurs 4 19035, mais d'aprés Bioche {dans SF-CIEM [26])
c'est-en 1890 qu'a &t2 introduite pour 1a premiére fois la notion de dérivee
(avec application & 1a représentation graphique de fonctions simples). I
semble que ce soit 4 la méme époque qu'apparaissent quelgues cours de
Spéciales faisant montre de plus d'ambitions théorigues {celui de
Nigwengiowski parait pour 1a premiére fois en 1889); il a pu y avoir
quelques flottements & ce moment-14. On aimerait bien & ce sujet voir
paraitre les travaux de Bour et Dorrs.

Apercu sur le contenu scientifigue

£n France pendant tout le XI1X&me sigcle et 1a premiére moitié du
XXéme, V'enseignement supérisur des mathématiques a reposé sur deux
piliers qui &taient le calcul différentiel et intégrail {ou I'analyse, les deux
sont synonymes) et 1a mécanique rationnelle. Si on trouve ¢a trés restrictif,
on a tort. L'enseignement de calcul différentiel et intégral comprenait outre
ia dérivation, V'intégration, le développement en série entiére des
fonctions,la résclution des eéquations différentielles et de certaines
gquations aux dérivées partielles, beaucoup de géométrie différentielle
(courbures des courbes et des surfaces, enveloppes, développées et
développantes, lignes de courbure ... ), du calcul des variations, parfois
T'étude des fractions continues et quelques méthodes numériques. Plus tard
on | a ajouté les fonctions d'une variable complexe et les fonctions
eiliptiques.



|11 TROIS GENERATIONS DE TRAITES ET DEUX ESPECES D'ARCHAISMES

Note sur des aguestions de méthode

Puisqu'il s'agit de comparer 'avant at I'apres d'une modification du

. savoir & enseigner, 1a périodisation pose un probléme essentiel, 1ié 8 celui
de I'analyse des traités. J'avoue reculer devant I'analyse détaillee de 25
d'entre eux, méme limitée aux fondements du calcul différentiel, disons
depuis e commencement jusqu'd la démanstration de 1a formule de Teylor.
Je combine donc 1a recherche d'une typologie basée sur une lecture succincte
avet 'analyse plus détaillée d'un trés petit nombre de livres jugés les plus
importants selon des critéres sur lesquels je reviendrai. Cetle analyse peul
amener ensuite 4 revoir les autres livres, mais je n'en suis pas encore 18.

Pour moi, 12 premier des critéres de 'importance d'un traité est
I'sudience qu'il a eue aupres des utilisateurs. Je 1a mesure fauts de misux au
nembre d'éditions. Le critére est contestable mais semble plutst plus sir
que les tireges qui sont au demeurant assez difficiles & connaflre (Martin
{16]). Au moins sommes nous dans un domaine ol il n'y a guére & redouter les
gditions pirates et les éditions fictives. Yoici le classement seion ce
critére, limité au corpus restreint, et sans tenir compte des traductions en
langues étrangéres. Un record incontesté est détenu par Sturm: 15 éditions
au moins de 1857 & 1929, Suivent ce que j'appellerai plus loin les deux
livres de la premiére génération evec 9 &ditions chacun, Lecroix de 1802 4
1881, Boucharlat de 1813 & 1891, encore canvient-il de préciser qu'on en a
fait un nouveau tirage en 1926 {mille neuf cent vingl six, il yenaun
sxemplaire & la Bibliothéque Nationale). Sonnet o eu 8 &ditions (1869-1919).
Nous trouvons ensuite des livres & & éditions: Serret {1868-1911), Appell
{1898-1950), Gourssat {1902-1942). Les £F7émanis de Duhamel ont eudou 3
éditions, selon gu'on compte ou non V'édition de 1847 du cours de 1'Ecole
Polytechnique. On descend ensuite 8 3 avec Pauly el Jordan. Encore la
premigre édition de ce dernier est-elle tellement différente des suivantes,
du mains pour ce qui concerne les fondements de P'analyse, qu'il veut mieuk
la considérer comme un ouvrage différent {cf Gispert [13]). Javoue a ce
point que j'ai aussi utilisé un critére trés terre d terre de disponibilité,qui
n'est d'ailleurs pas sans rapport avec celui de I'audience dont la présence
dans des bibliotheques publigues ou privées est évidemment un indice.



Un critére & distinguer du précédent est celui de Vinfluence qu'a eue un
{raité sur les auteurs de traités ultérieurs. De ce point de vue, Duhamel et
Serret sont certainement plus importants que Sturm. '

Une attention particuligre doit étre portée aux premiers livres qui ont
exposé en France les fondements modernes du calcul différentiel. 11s sont au
nombra de trois. Le tout premier, mais remarguabtement bien au point, est
Tannery, qui semble d'ailleurs avoir eu une grande influence parmi les
enseignants (13 aussi, on attend avec impatience les précisions que peuvent
apporter Bour et Dorra). Aujourdhui encore, j'en conseillerais volontiers la
lecture & qui a besoin de s'éclaircir les idées sur la question. Le deuriéme ne
fait pas partie du corpus restreint, car c'est le cours de Mathématiques
Spéciales de Niewenglowski (1889) dont 1a logique n'est d'ailleurs pas &
toute épreuve. Le troisiéme et le plus célébre, c'est 1a deuxiéme édition du
cours de Jordan.

La premiére génération

J'en viens 4 la division en ce que j'ai appelé des générations. Un
premier fait saute aux yeux quand on examine, méme superficiellement, les
dates de premiere parution; il n'y en a pas entre 1813 et 1847, Non certes
qu'il ne soit pas paru de traité d'analyse entre ces deux dates: ceux de
Cauchy [3] ont fait quelgue bruit, ainsi que la rédaction de ces
cours,amuvaise mais célebre, publiée par le chanoine Moigno, on peut y
ajouter celui de Cournat [S] et bien d'autres. Mais ces livres ne sont pas
réédités aprés 1870 {la réimpression des cours de Cauchy dans ses ceuvres
complétes n'est évidemment pas significative ici). Si nous nous occupions de
T'Allemagne, i1 faudrail faire une exception au moins pour le cours de 1'Ecole
Polytechnique de Navier [23] qui n'a eu en France {et, comme toujours, su
mieux de mes connaissances) que deux éditions en 1840 et 1855 mais dant
1a traduction allemande en a connu au moins quatre, 1a quatriéme en 1875,

Les deux traités publiés au début du siecle, Lacroix (1802) et
bouchariat {1813) feront donc partie de ce gue vais appeler la premiere
génération. La survie de ces deux livres & travers les modifications qu'a
subies I'exposition de I'analyse pose un probléme, d'autant qu'eux-mémes ne
sont guére modifiés dans les éditions successives. C'est ce que jappelie
I'archaisme de premigre espéce, A eux deuy, ils constituent ce qu'on pourrait
appeler 1a premiere génération stricte. Nous nous apercevrons que des livres
trés postérieurs peuvent &tre rattachés eux sussi & cetie premiere
génération; c'est ce que j'appelle un archaisme de deuxidme espéce.
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Repérage de 1a deuxigme génération, le principe de substitution

La deuxieme génération commence avec Duhamel, savoir ol l'arréter
pose un probleme que nous allens aborder maintenant. Pour cela i1 faut
d'abord jeter un coup d'eeil sur ceux de nos traités dont ta premigre 2dition
se situe entre 1847 et 1885, c'est-3-dire aprés 1a premiere génération et
avant le livre de Tennery (1886).

Je passe sur pas mal de détails pour dire que ce qui caractérise ls
plupart de ces ouvrages, c'est 1a présence, au début du calcul différentiel, du
principe de substitution des infiniment petits. J'en prendrai 1'@noncé chez
Bertrand off il est particulierement condensé: “Deux infiniment petits o et
B peuvent étre substitués 'un 4 I'autre et T'on peut negliger teur différence
soit dans 1a recherche d'une limite de rapport |, soif dans celle d'une limite
de somme, pourvu que cetie différence soit infiniment petite par rapport a
T'un d'eux.” 11 s'agit donc de deux propositions concernant T'une le rapport,
I'autre 1a somme. D'ailleurs dans la plupart des traités on trouve deux
énoncés distincts mais groupés. 11s s'appelient principes, théorémes
fondamentaux, parfois seulement théorémes, mais alors on insiste en
général sur leur imporiance.

Retrospectivement, e premier, qui concerne 1e rapport, ne pose pas de
probléme particulier; nous Venseignons encore aujourd’hui mais sans 1ui
accorder un caractére fondamental. C'est le deuxieme qui fait I'essence du
principe de substitution et il demande guelques eclaircissements. On a deux
SOMMES a+aqt.ta,, By+Byt B, et quand n tend vers Vinfini, 1a

premisre a une limite. D'autre part, tous les rapports {m-B;)/u; tendent

yars zéro {toul le probléme peut &tre vu dans V'ambiglité de cette phrase:
comment I'indice i varie-t-i1 avec n 7). Conclusion: la deuxiame somme
tend vers 1a méme 1imite que la premiere. 11 n'est jamals question
d'uniformité. £n France, 11 n'en sera d'ailleurs jamais question dans ce
contexte, contrairement 8 ce qui passe en Italie @ partir de 1877 (parution
des Z &z/eni de Dini [8]). Mais pour les livres dont nous nous occupans ict {je
rappelle qu'ils ont tous su moins une édition avant 1885) la distinction
entre convergence simple et convergence uniforme est de toule fagon
inconnue. Elle ne fera son entrée qu'avec Tannery.

Je remets & plus tard une analyse de ce principe. Pour le moment, la
description que je viens'd'en faire suffit parce que dans un premier temgs je
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vais 1'utiliser comme une simple margue pour caractériser jes livres de la
deuxiéme génération. Pour justifier cette utilisation comme marque, il faut
vérifier en détail si les traités publiés entre 1847 et 1885 (il y en a treize)
énoncent ce "principe”, Trois seulement ne le font pas. Ce sont Sonnet,
Collignon et Laurent. Laurent est & mettre 4 part pour une série de raisons.
D'abord la date, 1885, d'autant que, répétiteur a Polytechnique, Laurent apu
&tre influencé par Jorden. Le premier tome du cours de ce dernier, paru en
1882, comporte comme les autres le principe de substitution; mais en {887
devait sortir le tome 111 ol figure une note additionnelle sur les fondements
de la théorie des fonctions. Le volumineux traité {7 tomes) de Laurent est
assez particulier en ce qu'il s'adresse, selon la préface, d ceux "qui n‘ayent
pas ie moyen d'utiliser un grand nombre d'Ouvrages, ont le désir d'acquerir
des connaissances étendues en Mathématiques” ; mais de qui s'agit-i17 Enfin
il faut savoir que, publiant en 1881 1a huitidme édition revue et corrigée du
Boucharlat, Laurent y avait incorporé le principe de substitution des
infiniment petits {mais pas 4 sa place habituelle, nettement pius loin). Les
deux autres exceptions, Sonnet et Collignon, ont des points communs. Ce
sont des livres pour la formation des ingénieurs, écrits par des auteurs dont
1a fonction principale est I'enseignement auxdits futurs ingénieurs (ce
dernier point les distingue du cours de Boussinesq & 1'IDN, sans que cela me
paraisse tras significatif). Dans tout cet exposé, je désigne par “ingénieurs”,
pour faire court, 1es ingénisurs non polytechniciens. D'eilleurs on retrouve; =
de fagon assez vague il est vrai, certains caractéres de ia premigre
génération chez Collignon et surtout Sennet, en particulier dans la facon
dont ce dernier emploie le mot “différentielle” dans des contextes ol on
utilise "dérivée” dans la deuxiéme génération. i1 semble donc que nous nous
trouvions devant des archaisme de deuxiéme espece.

La question est posée des autres caractéres distinctifs de la deuxiéme
génération. Je ne peux pas donner de réponse définitive mais je doute gu'on
en trouve d'autres qui soient caractristiques & la fois vis d vis de 1a
premiére et de la troisieéme génération.

Livres postérisurs de la deuxiéme génération

Considérant comme &tabli qu'on peut utiliser le principe de
substitution comme margue de 1a deuxiéme génération, nous ne nous
attendons pas & le voir disparaitre subitement eprés 1886, surtout aprés
avoir vu des phénomeénes d'archaisme. On le retrouve encore dans le grand
traité de Boussinesq {1887), ce qui n'a rien d'élonnant. Aprés tout, il a di
étre écrit avant la parution du Tannery. Mais surtout 1a question des



fondements lagi gtzes semble tout & fait éirengers 3 Boussinesq, non gu'l
néglige tes bases genbérales de 'eanalyse, mais il les ] ¥
une réflexion sur 325 anpli Lu'{xan‘S. On trouve ancor '
substitution dans Apnell {1698) el dans le cours de 110N de Demartras. L=
dernier point est d'autant plus frappant quon ne I= irouve pas 2
de Facult® du méme Demartres, pourtant tres an‘iwﬁ gir (1892, celui de
est de 1909). Appell mérite une attention spacigle, ne serait-ce qu's caus
de ses six aditions {(Goursat est e seul dont Dﬂ puiisse en dire autan? parm
les livres parus & partir de 1688) mais aussi & cause de 1a personnalits ae
son auteur. Enfin il faut dire ici un mot du Goursat lui-méme, car 12 principe
de substitution se trouve dans sa premiare &dition pour en disparaitre
gnsuite. Toutefois, i1 y jous un rile marginal, en fait puremant heuristique,
quoigue V'auteur Te présente comme un vrai theoreme vrai
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La troisiéme génération

Maturellement, la troisigme génération ne se caractérise pas
seylement par 1'absence du principe de substitution. On y trouve une
construction des nombres irrationnels {réels) et les théoremsas sur les
fonctions continues. Les traités qui présentent I'ensemble de ces caracteres
sont Tannery, 1a deuxieme édition de Jordan, Goursat, Humbert et Baire {s0it
cing livres en tout, beaucoup moins qu'en Italie ol i1s sont d'ailleurs plus
Précoces).

Il nous reste & classer: Pauly, livre assez semblable & Sonnet et
Collignon, 12 cours d'analyse de Demartres (Faculté des Sciences de Lille)
qui présente un caractére de transition, et enfin e cours de Psul Haag, cours
des Ponts et Chaussées, sssez difficile 4 classer. 11 est bien normal que
nous trouvions des livres de transition et d'autres difficiles @ classer é la
charnigre de la deuxiéme et de la troisieme génération; n'oublions pas que 1a
période du passage de la premiere 4 la deuxigme est en dehors de notre
étude, nous ne pouvions pas voir les ouyrages correspondants,

En quise de conclusion

Résumeons,

Premigre génération: Lacroix (1802) et Bouchsrlst {1813); entrée
directe dans le calcul des darivées, on parle d'ailleurs plutdt de coefficient
différentiel. Trois livres postérieurs, tous trois destings é la formation des
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ingénieurs, présentent encore des caractéres de cette génération; ce sont
Sonnet {1869), Collignon {1877), Pauly {1887). Sonnet & connu un tres grand
succes avec une huitiéme gditionen 1919 ‘

Deuxiéme génération: onze livres parus de 1847 (Duhamel) jusqu's 1887
(Boussinesq) dans notre corpus, d'autres qui n'en font pas partie (par
exemple celui de 1'Abbé Stoffaés). L'unitd et 1a délimitation de 1a génération
se font principalement autour du principe de substitution. Deux livres de
cette génération, Serret (sizigéme édition en 1911) mais surtout Sturm
(quinziéme édition en 1929) connaissent un grand succés qui se prolongera
largement pendant 1a vie de la troisiéme génération. Nous retrouvons
T'archaisme de premiére espéce. Deux livres postérieurs s'y rattachent,
Appell {1898) et Demartres (1909), nous retrouvons 1'archaisme de
deuxieéme espéce, et nous le trouvons de nouveau dans des livres destinés 4
la formation des ingénieurs.

Enfin la troisiéme génération comprend, toujours dans hotre corpus

" restreint, cing livre dont le premier est celui de Tannery {1886); ils
présentent en gros les fondements du calcul différentiel teis qu'on les
enseignera pendant touts la premiére moitié du XXéme sigcle. Un, et un seul
d'entre eux, Boursat {sixiéme édition en 1942) connaitra un vrenment grand
succés et sera le cours standard de cette période.
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IV UN TRAITE DE LA DEUXIEME GENERATION: STURM

Histoire d'un livre

11 est temps de donner un minimum d'analyse du princips de
substitution. Je e fersi sur la base du cours de Sturm. Mon seulement nous
avons vu gue c'était notre traite le plus souvent réédité, mais encore c'est
un ouvrage clef pour notre probléme parce qu'il a toute une histoire. 11 s'agit
en fait d'un livre posthume: Sturm est mart en 1855, La premiére gdition a
été réalisée par Eugéne Prouhet, répétiteur d'analyse & I'Ecole
Polytechnique, sur 1s base de notes lithographiges d'éleves avec des
corrections marginales de Sturm complétées par des notes personnelies de
celui~ci.

A partir de 1a siziéme &dition au plus t6t, 1a septigme (1884) au plus
tard, on ajoute 1a théorie &lémentaire des fonctions elliptiques par H.
Laurent. 11 s’agit en fait de 1o reproduction de trois articles parus de 1877 &
1879 dans les Mouvelles Annales de Mathématiques et déja publies enun
volume en 1880. Qui est ce on qui ajoute? Tout ce que je peux dire, c'est que
ce n'est pas Prouhet, mort en 1867, 1 faut savoir qu'un décret du 15 juitlet
1877 avait modifié te programme de 1a licence, y incluant un certain nombre
de connaissances sur les fonctions elliptiques {1877 est aussi 'année de la
cinquidme &dition). Quant a ce Laurent, c'est Te méme que nous avons vu
réaditer Boucharlat puis publier son propre traité d'analyse. 11 a &té
répétiteur et examinateur d’entrée & Polytechnigue. Bour et Dorra le woient
intervenir dans les discussions sur V'enseignement de I"analyse.

Nouvel épisode en 1868 avec 1a parution de 12 neuviéme edition “revue
et mise au courant du nouveau programme de a licence par A. de Saint
Bermain™ . Ce nouveau programme est pour moi un mystére; it y a bien un
décret du 28 juillet 1885 réorgenisant ou plutdt précisant les examens des
licences, mais il renvoie & celui de 1877 pour les programmes. Aibert de
Saint Germain était professeur 8 la Faculté des Sciences de Caen dont it a
18 doyen. Auparavant, i1 avait £té trois ans Maitre de Conférences aux
Hautes Etudes. 11 dirige en 1911 le volet “enseignement supérieur” du
rapport de la SF-CIEM [26] et y rédige Tes parties concernant les DESS. (qui
correspondaient & peu prés 4 des memoires de DEA.) et Te Callége de France.
Aprés la neuvidme &dition, e texte ne change plus ni avant ni aprés sa mort
(1914).
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Dans toutes les éditions, chacun des deux tomes s'acheve par une tres
longue “Table analytique des matiéres™ qui est en fait un résumé trés
complet. Le cours de Sturm a eu une traduction allemande. Dans sa préface,
le traducteur, Gross, indigque qu'il n'a pas traduit ce résumsa, n'en voyant pas
Tintérét. 11 suggére que son existence pourrait s'expliquer par le systeme
francais d'examens. 4 cenirésie, on peut penser que justement ce résume
a fortement contribué & 'immense succés de 'ouvrage de ceé cdté-ci du Rhin
{ou de 1a ligne bleue des Yosges, selon les années). 11 faudra un jour que je
vérifie si les problémes effectivement posés 4 la licence pouvaient se
rasoudre & I'aide des connaissances données dans ce résums, voire dans
Boucharlat. 11 semble bien {Yessiot dans SF-CIEM [26]) que seul T'oral
comprenait une question de cours. Or 1"écrit était eliminatoire et i1 est
plausible que c'est Tui qui faisait 1a sélection.

Le principe de substitution & I'cuvre

Le principe de substitution s'appelie dans Sturm Théoreme il et
s'énonce: "2 g Himite d'une samme ginifiniment peliis ne chenge pas
gueng an Jes remplece por §eulras donl les rapparis sux premiers
anl respectivement paur irmite Funité ou gui girrérenl gas
premiars por des quentiiés initiniment paliias por ropport & euy.”
{italiques dans le texte}.

Voici 1a démoenstration, résumee en conservant les notations et autant
que possible le vocabuiaire. On pose

Szo*to +a + .. _
B={l+gda , B ={1+e%' , B = {1+ , ...
On suppose que S aune limiteetque ¢, ¢, ", .. ont zéro pour
limite. On a donc:

B+B +B + . =S5+ae+a'e’ ra’s"F .

On appelle m le plus grand des nombres g, &', €, .. Hl apour
timite zéro {c’est toute la questioni NDLR). Lo différence entre S et 1a
somme B+ B+ "+ .. est donc majorée par mS qui a pour limite zéro. Le
principe de cette démanstration se trouve déja chez Cauchy dans un contexte
différent.

Une fois 1e théoréme bien ou mal démontré, qu'est-ce qu'on en fait? En
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le lisant, un mathématicien d'aujourd’hui (moi par exemple) se dira sans
doute: " Bon, il a voulu grouper les peints les plus généraux au début du livre,
mais ce théoréme serviras effectivement au début du calcul intégral”
Raisonnament & la fois vrai ot faux. Pour voir ce qu'il a de fauy, il faut dire
quelques mots de la structure du livre de Siurm, structure gui ast d'ailleurs
typique. Signalons que dans la nremigre &dition, 18 principe de substituttion
ne se trouve gue dans la quinziéme legon qui deviendra la premiére & partir
de 1a deuxidme &dition {soit dit en passant, je travaille sur la deuxiéme
gdition, 1863 ; mais cetie partie du texte n'a pas varié par la suite). La
division du livre en deuz tomes correspond en gros a la répartition calcul
différentiel/calcul intégral mais exactement aux deux années -
d'enseignement de Polytechnique..l1 y avait deux professeurs d'analyse, et
chacun enseignait les deux années de suite & 1a méme promotion. Le calcul
différentiel comprend trois parties. La premigre, non sgus-titrée, donne en
8 lecons les théorémes généraux, jusques et y compris le dévyeloppement de
McLaurin. La suivante {lecons 9 & 16) est consacrée aux applications
anaiytiques et la troisieme aux applications géométrigues. Enfin les legons
27 & 36 sont concacrées au début du calcul intégral,

Aysnt laissé le principe de substitution d 1a premigre legon, hous le
retrouvons & 1a 17eme. Nous sommes deonc dans la premigre legon sur l1es
applications géométriques du calcul différentiel. Elle est intitulée
“Theoremes sur les aires et les arcs des courbes planes”. Le chapitre
correspondant de Bertrand s'appelle “Differentielles de quelques fonctions
définies géométriguement™ , celui de Souchon (qui suit Sturm d'assez pres)
“Différentielles de 1'aire et de Varc d'une courbe”. L'implicite de l'aire d'une
courbe est, comme on s'en doute, de V'aire comprise entire la courbe, deux
paraligies & 'axe des ordonnées et 1'axe des ebscisses. On commence par
démontrer que 1a dérivée en est 1a fonction elle-méme. Le point essentiel
est que Vexistence de T'aire est admise sans discussion, ¢'est en somme un
“aréconstruit™ {cf Tonnelle [28] p. 60 et Tes réferences qu'il donne).

i1 est indispensable de metire ici une parenthese. Admettons ce
préconstruit. Notons A{x} V'aire comprise entre I'axe des %, la courbe et
Tes paraliéles @ 'axe des y d'abscisses a et x. Admettons que le tout est
plus grand que la partie et que V'aire d'un rectangle est ce quon sait {on
trouve ¢a dans Euclide). Soit & un nombre strictement positif et = un autre
tel que lhike entraine If{=x+h)-f(x)iké .
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fig. 1

On a donc, sous 1a méme condition (fig. 1):

£(2)-5 55&-:‘-]):5—(-’514 1(x3+5

d'oll A'(x) = f{x).

A

1--
"'D.
-1

fig. 2

Yoyons maintenant ce gue fait Sturm (fig. 2). D'abord il prend P’ assez
voisinde P pourque f soit monotone sur V'intervalie correspondant
{disons croissante pour fixer les idees). 1 adonc, % et x° étant les
abscisses de M et M respectivement:

®'=%

et comme f{x’) se rapproche autant qu'on veut de f(x), le rapport a f(x)
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comme limite.

Au paragraphe suivant, Sturm refait a demonstration sans utiliser 1a
monotonie par morcesux. Mais ce paragraphe commence par les mots
“Quoigu’on puisse parfaitement admetire gu'en prenant M assez voisinde M
les ordonnées seront toujours constemment croissantes ou décroissantes..”
Je rappelle que la fonction sans dérivée de Weiersirass n'est monotone sur-
aucun intervalie et que sa construction a &t# pubiiée en 1873. Darboux 6]
construit aussi des fonctions continues qui ne sont monctones sur aucun
intervalie, toujours en 1975, Tannery parle de ces fonclions dans son fivre
de 1886. Saint Germain, qui semble avoir €té bien place pour se tenir au
courant de 1a recherche mathématique a revu une édition de 1838. Les mots
que j'ai cités se trouvent toujours dans celle de 1929

Motons que jusqu'ici le principe de substitution n'est pas intervenu.
Maintenant, Sturm va démontrer que Vaire est 1a limite des sommes de
rectangtes du type MIP'P (se reporter & 1a figure 2). 11 commence par
réaffirmer 1e présupposé de la monotonie par morceaux: ... oh pourra
toujours partager 'sire totale en parties dans lesquelies les ordonnées
soient assujettiss & constamment sugmenter ou diminuer.” On sait que sous
P'hypothése de monotonie, le résultat 8 démoentrer peut V'étre de facon
simple et 21émentaire. Mais Sturm ne procéde pas ainsi; cetie fois il utilise
yraiment te principe de substitution. On voit donc que ce principe ne
fonctionne pas tout seul, il Jui faut V'aire préconstruite et la monotonie par
morceaux présupposée. Bel exemple de “circulation de 'erreur” {Chevallard
[4] ). 11 est bon d'ajouter 8 ce point que ces considérations sont simplement
reprises et traduiles sous forme analytique au commencement du calcul
intégral.

Pourquoi fallait-il démontrer que I'aire est 1a limite de 1a somme des
rectangles? Nous n'allons pas tarder & le savoir car le point suivent est la
différentielle d'un arc de courbe. Or si V'aire est un précenstruit, 1a longueur
d'un arc de courbe n'en est pas un. Sturm-est tout a fait explicite sur ce
point: "On ne peut se faire une idée nette el précise de la longueur d'une
courbe qu'en nommant ainsi 1a limite vers laguelle tend le périmétre d'une
ligne brisée inscrite dans cette courbe, lorsque ses cités sent de plus en
plus petits et que Teur nombre croit jusqu'd Vinfini. 11 devient alors
nécessaire de démontrer que ce périmétre a réellement une limite dans Lous
ies cas.”

Puisque c'est nécessaire, je vais expliguer comment i1 le démontre,
mais sans respecter ses notations. La courbe est 1e graphe d'une fonction f,
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disons continiiment dérivable, encore que ce point ne soit pas explicite chez
Sturm qui de plus utilise peu la notation fonctionnells. Divisons Vintervalle
[a,b] en n parlespoints ®g=8, Xy, %5, .., %y=b.Soient y;=flx;) et

H]- le point de coordonnées .Y Tragons la courbe représentative de 1a

fonction [1+1(x)21'/2  D'apris ce qui vient d'étre démontre, I'aire comprise
sous cette courbe est la limite de 1a somme S, des (xiﬂ-x}-)lhf'(xi)z]”?

. On a d'autre part:

MiMisy = (Ria g%y “"'{Ui.p]'91)2/(314.]'?‘55:'2]”2

Mais lorsque les cOtés deviennent de plus en plus petits les rapporis
des {Yj, Y50/ (%i, 1-%;) aux T'(x;) tendent tous vers un (encore une fois,

toute question sur 1a nature de cette convergence serait indiscréte). La

somme des M;M; .y {le périmétre de 1a ligne brisée) tend donc, d'aprés le

théoréme i1 {(principe de substitution), vers une limite, Ia méme que celle
des S .Notons que Te principe de substitution est intervenu une fois via

1'aire comme limite de somme de rectangles et une deuxiéme fois
directement.

£x7¢1e principe de substitution, on ne 18 reverra que dans le calcul
intégral. Et quend {dans 1a 35&me lecon) on traitera de la cubature des
solides de révolution, le raisonnement sera purement différentiei, sans
intervention du principe de substitution, mais en utilisant 1a monotonie par
morceaux.

11 est intéressant de revenir maintenant & 1a premigre édition du
Jordan. J'ai mentionné en passant qu'on Y trouvait le principe de
substitution. Mais la définition de la longueur d'un arc de courbe est faite
par une méthode différents de celle qu'on trouve chez Sturm, plus subtile, et
qui V'améne & expliciter I'hypothése de continuité de 1a dérivée. Sans doute
faut-il voir 18 un des germes de V'exposition rigoursuse qui rendra célébre la
deuxiéme &dition.

1 est intéressant aussi de constater que 18 présupposé de 12 monotonis
par merceaux se retrouve explicitement chez Appell dans toutes les éditions
faites de son vivant, c'est-d-dire jusqu's celle de 1920 y compris, alors que
celle de 1913 a &té remanige. Et dire qu'Appell faisait partie du jury de
thése de Bairel
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PREMIERES CONCLUSIONS

Essayons de dresser des tableaux de la situation au début et 21a finde
ta période.

Début de période. La norme des cours d'analyse comprend une definition
plus ou moins précise de la limite et de la continuité, sans mise en ceuvre
technigue en général, le principe de substitution, une démonstration de la
formule de Taylor avec reste. Deux livres du début du siécle continuent a
gtre utilisés et d'autres d'un style analogue 4 paraitre, a I'usage de la
formation des futurs ingénieurs. On fes reconnait avant tout a I'absence du
principe de substitution dont 1a présence apparait a ce moment 12 comme l2
manifestation d'un effort de rigueur.

Fin de période. La norrne comprend maintenant une construction des
réels, en général par les coupures, le théoreme de la borne supérieure, ies
proprigtés des fonctions continues avec des démonstrations rigoureuses. La
premiére génération stricte ne se manifeste plus, sauf I'énigmatigue tirage
de 1926 de Boucharlat, mais deux de ses archaismes de deuxieme espece
survivent. Deux livres de 12 deuxiéme génération sont toujours la, suivis eux
aussi d'archaismes de deuxiéme espece. La fonction du principe de
substitution a probabiement changé. Entre temps, te public des cours
d'analyse s'est élargi et diversifié. Les fondements du calcul différentiel
sont exposés partiellement dans les cours de Mathématiques Spéciales. Pour
un public nouveau, un genre nouveau se développe, le cours de Mathématiques
Générales.
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ANNEXE : LISTES DE TRAITES

LE CORPUS RESTREINT

LACROIX S.-F. Traité élémentaire du calcul différentiel et du calcul
integral
Paris i 1802, 2!806, 31820, 41 828, 51837, 6]86], 72857, 91885

BOUCHARLAT J.-L. Elémens de calcul différentiel et intégral _
Paris 11813, 51820, 51826, 41830, 51838, 1852, 51858, 51881,

51891

DUHAMEL J.-M. C. Cours d'analyse de I'Ecole Polvtechnique
Paris 21847

DUHAMEL J.-M. C. Eléments de calcul infinitésimal
Paris 11856,21860, 31874,41886

STURM C. Cours d'analyse de 'Ecole Polytechnique
Paris {1857, ,1863, 51868, 51877, 71884, 1884, 1888, 141895,

121901, {41909, ;51929

BERTRAND J. Traité de calcul différentiei et de calcu! intégrat
Paris 1864

SERRET J. Cours de calcul différentiel et intégral
Paris {1868, 51879, 31886, 41894, 51900, 1911

SONNET H. Premiers éléments de caicul infinitesimal a 'usage des jeunes
gens qui se destinent a la carriére d'ingénieur
Paris {1869, ,1879, 31884, 41889, 51897, 51902, 71909, g1919

SOUCHON A. Eléments de calcul différentiel et de calcul intégral
Paris {1870

HOUEL J. Cours de caleul infinitésimal professé a la Faculté des sciences
de Bordeaux
Paris 1871

COLLIGNON E. Cours d'analyse de 1'Ecole préparatoire a I'externat de
I'Ecole des Ponts et Chaussées
Paris 1 1877

HOUEL J. Cours de calcul infinitésimal
Paris 1 1878

JORDAN C. Cours d'analyse
Paris 1882, 51893, 51909
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BOUSSINESQ J. Cours d'analyse infinitésimale de l'institut industriel du

Nord
Lille 41883

LAURENT H. Traité d'analyse
Paris 11885

TANNERY J. Introduction a 1a théorie des fonctions d'une variable
Paris 1 886, 2 1904

PAULY J. Notions élémentaires du calcul différentiel et du calcul intégral
Paris 1887, 31920

BOUSSINESQ J. Cours d'analyse infinitésimale a T'usage des personnes qui
studient cefte science en vue de ses applications mécaniques et
physiques :

Paris ,1887

DEMARTRES M. Cours d'analyse
Paris 1892

HAAG P. Cours de calcul différentiel et intégral
Paris ;1893

APPELL P. Etéments d'andlyse mathématique
Paris 1898, 51905, 21913, 41921, 51937, 1930

GOURSAT E. Cours d'analyse mathématigue |
Paris {1902, 51910, 31917, 41924, 51927, 51942

HUMBERT G. Cours d'analyse professé a 'Ecole Polytechnique
Paris ¥1903

BAIRE R. Legons sur les théories générales de I'analyse
Paris {1907

DEMARTRES M. Cours de calcul différentiel et intégral
Lille 1909

COURS DE MATHEMATIQUES SPECIALES

BRICT C. Legons d'algébre conformes aux programmes officiels de
I'enseignement des lycées Deuxiéme partie a I'usage des éleves de la
classe de Mathématiques Spéciales '

Paris | 1855, 51856, 31959, 41862, 51864, 51868, 51868, 31872,

COMBEROUSSE (C. de) Cours de mathématigues a 'usage des candidats a
I'Ecole Polytechnique, a 'Ecole Normale Supérieure, 3 I'Ecole
Centrale des Arts et Manufactures, Tome {1l Agébre supérieure
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Paris 1862, 1887, 1904, 41911, 51915, 1929, 51949
i 2 3 4 S 6 7

LONGCHAMPS (G. de) Cours de Mathématioques Spéciales, 1ére partie;
algébre
Paris {1883, 51890

NIEWENGLOWSK] B. Cours d'algébre a 'usage des eleves de 1a classe de
mathématiques spéciales ...
Paris 11889, 51902, 141931

PAPELIER G. Précis d'algébre, d'analyse et de trigonométrie a 'usage des
Eléves de Mathématiques Spéciales
Paris 11903, 51903, 31910, 51918, 51920, 151927, 11932

HAAG J. Cours complet de mathématiques spéciales Tome 1 algébre et
analyse
Paris 1914

COURS DE MATHEMATIQUES GENERALES

STOFFAES (Abbé E.) Cours de Mathématiques Supérieures a t'usage des
candidats & la licence es sciences physiques '
Paris 1189!,2]904,31911,51930

VOGT H.-G. Eléments de mathématiques supérieures a I'usage des
physiciens, chimistes et ingénieurs et des éléves des Facultés des
3ciences
Paris 11901, 51904, 51906, 41907, 51909, 1912, 51916, 41923,

121925, 141934 |
FABRY E. Traité de Mathématiques Générales a I'usage des chimistes,

physiciens, ingénieurs et des é1&ves des facultés des sciences
Paris 11909, 51911, 31916, 41925

CLAIRIN J. Cours de Mathématiques Générales
Lille s.d.{1309-10)

ZORETTI L. Lecons de Mathématiqgues Générales
Paris 1914, 51925

LIVRE POUR INGENIEURS

CLAUDEL J. Introduction théorique et pratique & la science de I'ingénieur
Paris 41848, 51857, 51863, 41866, 51871, 51875
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