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I Introduction

B programme  du  DEUES scientifigque, on trouve quelgues
notions d'algébre lindaire €space vectoriel, sous-espace
vectoriel, systéme libre, systeéme générateur, base, application
lindgaire, rang., determinant, matrice, systéme d’'é&uation

lindaire.

Ces notions, qui semblent Ffamiliéres ot simples aux
spgcialistes, posent quelques problémes d’apprentissage A

etudiants de DEUS.

Beaucoup d'entre sux se plaigrnent du haut degré Yd’abstrace
tion" de ces notions, et il leur e=cst quasiment impossible de
traduire les résultats d'algébre lindaire en termes de propriétés
connues de 1'espace & trois dimensions i autrement dit, ils
n‘arrivent pas & voir 1 aspect gdométrigue de l1'algébre lindaire
et il y a pour eux une grande distaqce entre les propridtsés des
espaces vectoriels "abstraits" ot celles des vecteuwrs du plan =t
de 1 'espace qu’'ils connaissent depuis la troisiéme. Il v a bien
sir un saut entre 1 'enseignement du calcul vectoriel et celui des
concepts d’algsbre lindaire : on fait expliﬁitement intervenir 1e
langage des ensembles, on wtilise des quantificateurs, on emploie
une écriture tras formalisés pour décrire les lois des espaces
vectoriels. Mais ce saut dans 1a genédralisation =t dans la forma-
lisation ne peut peut-8tre & lui seul expliquer less difficulieés
des etudiants. Les enseignants sont assex sguvent @tonnés de voir
leurs etudiants buter sw des notions d’algabre lindaire
(indépendamment des ensemblas =t du tformalisme), les notions en
gquestions étant pour eux complétement "transparsntes". Four
saveir s'il ne s’agit pas d'une “illusion de transparence", nous

avons  essaye de chercher dans 1'histoire 1a cheminement de la
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science mathématique qui & amend a ces notions "simples" =t
neanmoine fondamentales d’'algébre lineéaire.

Four cela nous avons utiliseé différentes sources : guelques
textes historigues, des articles d’Encyclopédies récentes et
anciennes, des manue&a d'histoire das mathématiquas, gt las
orefaces ou les commentaires de certains marnuels d'enseighnement
{voir annemxes et bibliocgraphis).

Notre travail nous permet de faire plusiewrs constatations s
tout d’abord ces notiong sont liéeg au  deéeveloppement de
I’arithmétique, en effel on calcule sur des nombres de plus an
plus sophistiqués (ces nouveawx nombres apparaissant comme
solutions d'éguations).

Ensuite 1 ‘extension du calcul & des objets autres que des

nombres conduit d'une part & la rotion de loi de composition,

FUis & celle de structure algébrique, 2t d'autre part a
1'invention du calcul vectorie]l. Parallélement, 1 '&tude des
systémas d'éguations permet 1 ‘dmergence des cencepts da

déterminants et de matrices., C'ast finalement 1a preésence de tous

ces concepts et Ie langage des snsembles qui permettront & FPeano

lindaire n‘ont PE% &Uu un caractére—outil immédiat 3 en effeat il a
fallu attendre les Lravaus d‘analyse de Hilbert pour gque ces
notions commencent a montrer leur intérst en permettant de donner
une imags "géométriqua" des concepts d analvse.*

Nous allons fssayer d'esquisser lag grandes ligrnes du daéve—
loppement histarigue de 1'algébra, en montrant comment mace en
une lente gvolution, 1la notion de structure algébrique, nous
insisterons +tout specialement (vu notre sujet) sur le devel cppe-
ment du calcul vectorisil.

* LCet aspect de Caractére—outil du concept visant & permettre
d'etudier dans unm cadrsa grométrigue un probléme  d'analyse rend

encore plus rearcttable ls fait que pour les gtudiants il n'y ait
Ras de lien entre 1a geométrie de l'espace at l'algeébre lingsire.




II Notion d’espace vectorizl

12 Utilisation de rombres st dlinconnues dans le calculs

#Eabvlone

Dés la plus haute antiqﬁité, calcul sur les nombres ot
resclution d dguatiaons se dévalopeant simultandment. Ainsi versg
1800 avant J.C, on’ peut trouver cher les Eabyloniens Ia
résolutiqn de problémes & 1 aide " d’édquations " du premier ou
second degré a une Qulplusieurs inconnues. Ces Babyvlaniens szont
habiles dans 1la decamposition en " facteurs " de différantes
expressions de degrd supdrieur a 2y, et ils peuvent ainsi résoudre
des eégquations de degré eéleva grice &4 des équations du second
degre. Les Babvloniens n'utilisent pas de nataticﬁs symboliques
mais des @mots ou des phrases, et s'ils emploient wn langage
geomatrigus pour désigner l’incanﬁue : “lae cdté” et son carré
"le carré", ils #crivent des fquations ol 1 'homogéinite des

dimensions N est pas forcément respectée, par ouempls
i .

X+ X =08 (en langage moderne)
Ils n'utilisent bien sir paé de neombres négatifs;, ni de nombres
irrationnels, mais des nombres exprimables en base 68. lLeur
traitement des “éguations® peut Ftre considéré comme le premier

pas vars 1 'algébre,

*L "Egvpte

Vers 1700 avant J.C, on peut trouver dans les papYyrus
egyptiens des problémes faisant intervenir des &gquations du prre-—-
mier degré. Le traitement de ces gquations est beaucoup plus
sommaire . mais par contre les Egyptiens utilisent qualgues
quelguss symboles ! pour 1l'addition, la scustraction et 1a

racine carrés,




#La Grece -

Le calcul sur les nombres n'est pas considérd comme uwne
activite mathématique, et seule la géométrie est digne de
l'attention des mathématiciens, au moins Jusgu ‘4 Diophante (vers
400 ans avant J.C}. Les Grecs représentent les nombres par des
longueurs et traitent géométriguement les problémes se ramenant &
des é&gquations du premisr ou du.secmnd deqgr&. Il n'y 2a pas de
manipulations sw 1l 'é&guation elle—-mime. Diophante, reprenant,
peut-8tre, les travaus et les résultats hérités des Babvyloniens
ou des égyptiens ou tout simplement les redécpuvrant lui—-m&me,
développe des régles de calcul sur nombres et. inconnues. 11
élabore un systéme de notations desting & reprasanter par des
signes abrageés particulisrs 1 inconnue, le#s puissances de
l‘inconnué. C'est un systéme de notation sncore assezx sommaire
puisque sesule la spoustraction sst pourvue d'un symbole, 1 addi-—
tion et la multiplication s= faisant par juxtaeasitian {ce n'est
pas trop ambigu parce qu’il s’agit d’une succession de mcnames*
gt que 1'on ne peut nommer qu’'une inconnue 4 la fois). Bien qu’il
ait inventeé des écritures abrégéss, Diophante eupose guand m&me
ses résultats dans la forme habituelle du discours (habilituelle
pour la geométria ot pour les autres algebristes). Les
qualques abréviations qui apparaissent dans son discours resteﬁt
a l'état de sténcgraphie, puisqu’il n’‘opére pas sur les notations

abrégdes,
d 4

Chez les auteurs d'higtoire des mathématiques, cette
ecriture gqui Ffait la liaison entre le discours et 1l ' gcrituwre
algebrigue a éte appelée "“algébre syncopée". Les déquations de

Diophante ont pour champ 1l 'ensemble des rationnels positifs ; le

traitement qu’il em fait présente un progr&s  par rapport au

¥ En langage moderne
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traitement gdométrigue et pourtant pendant longtesps o'est 1=
traitemant gdométrique qui aura du succes, 1 'osuvre de Diophante
ne rapparaitra en Occident gu’aw lée sigcle, =sans douts ramengs

par les mathématicisns arabes.

#L ' Inde

Vers les VI et VIle siécle, les indiens utilisent dans leurs
calculs des nombres négatifs st des irrationnsls 1 cette tiEche
lsur est  sans daute facilitée par 12 symbolisme gqu'ils ont
introduit numgration de position, utilisation du =zérao,

possibilité de représenter en mfme temps plusiesurs inconnues.

*Lags fArabes

Four 1'&laboraticn des calculs arithmétiguss et algebrigues,
et dans le domaine du traitement des é&quations algebrigues, les
mathematiciens arabes font faire auwx mathématigques d'impartants

progrés.

Au IXe siggle, Al Ehwarizmi introduit le systéme décimal =t
les techniques opératoires lides & ce svystéme {on retrpouve 1 'uti-
lisation d'un symbole @ gqui a foutes les caracteristigques du
zerol. 11 &crit un traité d’algeébre en langus arabe ol il ensei-
gne comment résoudre les équations du premier eé second degré A&
cosfficisnts numérigues, pow cela il n'utilise pas de EymbalisF
me, mais seulem=nt le discours. Il raméne les équations du secaond
degré a & types canonigues gu'il  résoud (en utilisant des
constructions gdométriquas pow certaines). C'est la premieres
gtude ‘systématique de 1 &guation du second degreé & coefficients
numérigues, on peut voir 1la le début de la théorie des aquations
algébriques. Son disciple, Abuw Hamil, #largit le calcul sur des
expressions irrationnelles et introduit des équations a plusisurs

inconnues. A cette dpogqus on trouve encore cher les arabes uno
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forte influence de la tradition géomébtrique grecgue.

Du Xe au Xliw ziécle, deur courants vont se développer, 1 un
est plus  fortemart influencé par les travaur de Dicphants (st
peat—-&tre des _ Imndiens), I autre continue la tradition
gaometirigus.

— Courant plus "arithmétigus®

Les mathématiciens Arabes dévelopﬁent un certain  mombro
dralgorithmes de calcul 3 axtractiﬁmldé racines garrées et
cubigues, déconposition décimale 4’ un nombre, etc... Al Karagi va
essaver de dégager des régles de calcul analegues non plus pour
des nombres, mais pour des axpressions algébriques comtenant.
1'incorinue  (en  termes modernes sur des mondmes).  Son primncipal
successeur As—Samawal expose systématiguement des regles de caleul

sur des nombres ndgatifs et sur des exposants.

A la Fin du XIlle sigcles, les algorithmes de division etk

d'axtraction de racine garrds ont 2té dtendus auy expressions de

K=m :

la forme A x {notation moderme aob los a sont chex les
b=-mk Lk k

Arabes des nombres esxplicites),

- Lourant plus "géomédtrigue"

De nombrew: problémes de géométrie débouchent sur des Srua-—
tions de degré 3. Dans 1’'algébre, Al Kayyam tclasse svesteématigue—
ment les éguations de degré 2 et I d'apraés le nombre de termes
qu'elles contiennent. Les essais de solution gu’il dévaloppe sont
particuliérement ingénieux et =i leg solutiﬁns‘négatives =R |
plus forte raison imaginaires ne s’y frouvent pas, 1 auteur
obtient les trois racines de 1 &guation cubigue dans .certains cas
ol celles-ci sont toutes les trois positives.

A partir du XIils siscle, les mathématiciens frabes
g’intéressent aux valeurs approchges des racines d‘égquations,
Sharaf Al Dia Al Tusi wutilise une méthode de résolution mumsri gqus

approchee pour des équaticns «de degre T et I non bindmiales.



Al Hashi  exposs pour la premigre fois la théocrie  des
fractions decimales des racines de certaines équations cubigques

lorsqu’en sait gu’elles ont une racine positive tras patite. a1

Glal asadi introduit un certain nombre de symbolss pouwr la racine
-carréa, pouwr les puissances 1, 2 =2t 3 des inconnues =t PO
l'égalité.En  résumd  auw debut du XVe ziécle,les régles de calcul
nunerigue sont &tenduss, par les uns ou les autres, &
- des nombres ndégatifs,

- des nombres irraticnnsls positifs,

- das fractions décimales,

- des expressiocns irrationnelles,

~ das expressions polynomiales.
#L 'Oocident

A partir du XVe sigcle, la Renalssance raméns en Occident,
entre autres choses, le goit pour 1 '2tude de la nature ot aussi
des maﬁhématiques grecques 3 de plus, le développemant du grand
commerce va favoriser la diffusion # deos mathématigues &rabess (=%
par lewr intermédiaire, de 1l oeuvre de Diophante). C'est sans
doute la conjugaison de ces deux phénoménes gui redonrns, aux
mathématiciens occidentaux, du goit pour 1 étude des nombres =t
des éguations. A cette ¢pogue, il v a floraison de manusls de
calcul tels "La triparty en la science des rombres” de Nicolas
Chuguet (1484} et “Summa de Arithmetica, geometria, proporzioni
di proporzionalita" de Luca Pacioli (1494). Dans "La triparty",
on trouve des racines négatives d'éguaticns, =t un developpement
important du syabolisme en particulier en ce qui concerne la
notation xpotanfielle utilisge aussi bien pour lss inconnues gue

pow  les racines. "Summa de Arithmetica" constitue une synthése

#iber Abaci (1Z2@2) de Leonardo Fibonacci présente un  tableau
complet des connalissancaes des Arabes & cette S@pogue .
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des cornnaissances mathématigues du Moven Age, on v retrouvse 1a
classification des é&quations du second degré Faite par les
Arabes. Cg manuel va canstituer le point de départ des +ravauy

des rénovalteurs du iVie gigcle.

]

2*Calculs sur des nombres ngaatifs. irratignnels, imaginaires et

r des lettres

F

i}
t
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Dawx problémes vont s’imposer aux mathématiciens oceidentaus
du XVle siécle, d'une part il parait nécessaire pour  progresser
d’'expliciter les régles de calcul st d’élaborsr une terminoclogie
cohérente et des notations approprides, o’autre part il convient,
pour développer la théorie des éguations zlgebriguss, de
s'attaquer & des #quaticns de degrés supériews & 2. LCess deoux
aspects  vont Stre effectivement traités, et si  les ptrobl émnes

poseés ne sont pas complétement résolus, de grands prograés  vant

tre faits dans les deux domaines concernes.
L 'école Allemande (les chosistes du nom "chose" donné A&
1 'inconnue s'efforce d'élaborer uwne notation commods at

introduit des abréviations 3 mais avec ce'travail, le pas décigi¥f
n‘est pas fait.

En effet les opdrations re sont pas encore dégagées des
nombres suwr  lesquels elles portent et ne sont pas 'enccre
considéreéses comme des objets que 1'on peut étudier pour sux-
mEmes. Les notations allemandes-sont essentiel lement celles mises

au point par C. Rudol4f et M. Stifel (vers 15253.

L école italienne fait faire 'de gros progrés & la
résolution des équatians algébriques 2t au calcul sur de nouveaus
nombras. Il est difficile d 'attribuer telle ou telle inventian &

gon veritable auteur., Cependant il semble a peuw pres certain gue

I

c'est Scipiaone Del Ferro qui & la fin du XVe siacle donna une

formule de résolution par radicaux des éguations de la forme

-
-t

X +an=b (en notation moderne), Fformule gui améne Cardan (1301~



i
i+

15748zt sgs #laves & caleouler sur des racinges carrdéss des nonbrss

[t
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negatifs, &lors que les nombre négatifs eus-mémes ftaient =ncore

regardés avec maflance par beasucoup de sathématiciens.

Ferrari, e&lave de Cardan donne en 1545 wun procedd poue
resoudre  par radicaux 1l eéquation g#&nérale du de degre & 1 aide
d'une #quation auxiliaire du ITe degreé. Eombelli, lui aussi &léave
de Cardan, abordant lé cas irreductible des éguaticrns du 3o
degrd, décide d'opérsr au moven des racines carrées des nombres
nagatifs en lzuw  appliguant les mEmes regles  gu’aux  racines
carrées des nombres positifs (Algsbra 1573, Il introduit des
notations assez performantes ;3 les racines des #gquations sont
considérees comme des sommes algébriques de nombres positifs
affectes de 4 signes possibles : Fiu powr + 3 meno powr - ;3 Fiu
di meno pow +V - 3 meno di mena pow -V - et Bombelli #nonce
ies ragles pouwr multiplier et additionmer des nombres précddds

d'un de ces guatrs &léments.

Les algabristes du début du XVIe siecle ont fait accompliir
des progrés au concept dopédration, puisgque Bombelli de facon
consclients @nonce des regles de calcul sur de nouveaux nombres 3
mais au niveau des notatiams, 11 M’y a pas sncore de symbolisme
gui permette d'énoncer les rédsultats sous forme synthétigus =t il
est encore nécesaaire-d’étudier un grand nombre d'exemples.

Cependant, la manipulation de certaines Expresgidns algeébri-
ques & une ou plusisurs inconnues =t & coefficisnts numérigues
devient de plus &n plus courante.

. *#La Ffin du XVie siecle voit avec Frangois Viste (1540-1&603)
se produireg une mutation fondamentale pour lss notations. 11 a =u
en affet 1'idge de désigner par des letitres non ssulement 1 inco-
nnue et les puissances de 1 'inconnue (ce gue failsait deja Stifel)
mals  aussi les cosfficients inddterminégs. L'introduction des
lettres n'a rien .de révolutionnaire en effet, les Grecs les

wtilisaient pouwr désigner des objsts gdoméirigues et de nombreus
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mathématiciens du moysn Sge pour désigner des rombres (Mapoli-
co,M. Stifel (15443, J. Feletier (1554), J. Bonel (1559'scus le

@

nom de bButeo).

Mais par contre, 1l introduction systematigue des lsttres
pour rapréeenter les coefficients dans les éguations transforae
I 'atude des nombreux cas particuliers dans 1 éfude deo types
géneraux  d'eupressions et d'équatigns, puisgque ce gul est Fait
pouwr  le cas génédral est vrai pour chagus cas particulier. Viagte
lui-mEme distingue 1la "logistica specinsa’ gul permet d’opérer
sur des espeéces, des classes d'objets)de la "logistica numsrosa"
qui ne permet d'opérar que suwr des nombres.

Le travail de symbolisation de Viéte va Ftre ameliors
guelques annges plus tard par Descartes, gqui powsuivant 1 idées
de Viete de liens entre algébre =t géométria,. va de plus créer
la géométrie analytigue ce gqui lui permet de résoudre des
problemes sur les courbes en utilisant leurs @guations.

Grice A ses notationé, Viete avait exprimé les relations
gntires coefficients et racines d'une équatidn {(gui furent
d'aillewrs mieux mises en relief par Thomas Harriot gui avait
encore simplifieé les notations de Visdte) et il savait gqus 1 ‘on
peut construire une éguaticon du niéme degré avant n  racines.
Albert Girard (1862%) Yaffirme déiik gue, puisque csrtaines
gquations algébriques (& coefficients réels rationnels) admettent
autant de racines que 1l'indigque lew degré, il est utile, gquand
on a affaire & une équaticn.algébrique admettant moins de racines
gue ne l'indigque son degré d'introduire autant de solutions
impossibles gu’il lui en mangus pour gue le nombre +total des
racines et des solutions impossibles seit dans tous les  cas
precisément dgal  au degré de 1 'éguation" (ESMFPA se référant &
"l'invention nouvelle en Algébra" de Girard publié en 1629 &
Amsterdam? . Il n'est pas clair que les solutions impossibles" de
Birard ou les ‘"racines imagirnaires" de Descartes pour les

gquations de degrés soient ds la forme a + b V=1 comme pour les
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dquationes de degrd 2, Le théordme fondamental dg 1'Algehre danorcd
g g

ncore trés imprécis parce-

1
i
i

pour la pramidére Fo0is par Girard est

gue = point n'est pas encore démontird.

lLes essals succassits  de démonstration du th&éorame
fondamantal de 1 'algébre et les essais de rédsolution oar radicaux
des équations algébrigues wvont amener les mathématicisns &

#lasborsr wun neudveal calcul s

Euler et d'Alembert ont donnd des démonstrations du théorame
fondamsntal {(necessatrement incomplétes parce que la notion de
reel et celle de complexe n’'dtaient pas encore #labordgss) =t ont
studiée les dquations algébrigues, mais sw ce fait ils n‘ant pas
tellement fait progresser les chosss.

ngraﬁga at Vandermonda se liveent A peu prés
simultandgment (1770) & des recherches spprofondies sur 1 'étude =t
des fonctions rationnelles des racines d équations algébrigues et
de lesur comportement en cas de permutations suw les racinss.
Cette théorie ne lew permet pas de résoudrs le probléme de
resolution des #quations algeébrigues, mais elle fait apparaitre
cas mathématiciens comme les pricurssurs - de la thoorie des
substitutions. Lagrance &gcrit déns la conclusion de son mémoire
de 1770-1771 : "Voila, si ie ne me trompe, le&s vrais principes de
la résolution des 2guations st 1 analyse la plus propre & %
conduire ;3 tout s=2 raduit, comme on voilit, & uns espace de calowul
des combinaisons, par leguel on trouve & priori les raészultats
awdquels gn doit s attendre” (ozuvres toms 3.

Les recherches de Lagrange sont reprises par Ruffini puis
p;r Abal gui demontre 1 'impossiblitéd de résoudre par radicauw

17ggquation géndrale du S degré.



Reprenant. 1 "etude des substitutions, Cauchy montre {1313)
que, en termes modernes, i S est une substitution d ordre n, o=t
si r est premier avec n , Sr srgendre "le mEme growvpe cycligue?
que S. Lauchy invente la notation e=n deux lignes des
substitutions %, i1 manipule des produits de substitutions st
deéfinit 1 'ordre d’une substitution. En 1844-446, Cauchy publie un
"Mémaire sur  lss  arrangements que 1'on peut former  avec des
lettres domnégss", il vy &tudie systématiguement la structure duo

groupe des substitutions sw les lettres. Cette étude est

présentg#s indépendamment de son lien avec les équations, o 'est en
qualque sorte, la premigére étude d une structure algébrigue paur
2lle—mnEme.

Farall&lement, Galois ramé&ne 1l &tude o une éguation
algébrigus & celle du "groupe" fini de permutations de ses
racines 3 & ce propos, 1l introduit les notions importantes de
‘sous—groupe distingud et de suite mormale {(sn langage maderme)..
Les résultéts les plus importants obtenus dans le domaine des
groupes de pearoutaticons aun XIXe sigdcle sont ceuw de Jordan
{Traitgd des substitutions et des équations algébriques, Paris
1878) et ceux de Sylow su les groupes finis .

fAvec Cauchy et Galois, on assiste & 1 '&tude conscients d'une
structure algébrigues, ce n’'est pas encore 1 édtude de la struchure
de groupe, mais 1 &tude de lalstructure d'un groupe particulier.

Dans l& mEéme temps, se sont développdés des calculs sur des

objets gqui ne sont plus du tout des nombras.

<
]

1
-

*Cauchy décrit wune substitution dabord par (x pd

(=1

|.< 3
— =

puis par
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=rn Angleterre, des mathématiciens de Cambridge s2 metisnt &
reéflechir sur le rdle et 1 'importance degs symboles. Feacochk
(183Z%)  Fait wune distinction encore plus poussée gue celle de
Vigte entre 1 'algsbre arithmétique ou calcul sue les nombres et
I'algsbre symbelique ou caleul sw les lettres 3 ces lettres
pDauvenrt representer n'importe gquel objst et toutes les
oparations sont jugdes possibles pourvi gque lorsqu’'on remplace
ces lettres par des rnombres on obtienne encore un nombrs. Feacock
crait  pouvolr a@noncer un princips dE permansncs (fondé sur le
fait gque lorsgu’on passe de N & Z, a @, & R =2t C, les opdratiaons
gardent les mEnes propridtas).

Bien que ce princips s0it mis an defaut par la decouverte
d'un  produit nom commutatif (les guaternions!, l'&cogle de

éambridge a ouvert la voie & une pens#e plus abstraite =t a amena

1 'idée gue 1 'on pouvait calculer sur n'importe guels obiets.

Depuis  longtemps la noticon de congrusnce est utilisde {(pour
legs prauves par 7, 9, 11 par oxemplel st en particulier on psut
trouver dans l@s coeuwvres de Lagrange des résultats sur des  dgua—
tiens portant suw des nombres congrus modulo p.  Csst Gauss aqui
introduit la notation = (modulo o) Il ne calcule cependant pas
directzment sur les classes o "éguivalence §; mais son dtude systé-
matigue des congruences failt prograssser les notions de classse

d'egquivalence, d'ensemble guotisnt, d ann=zau st de corps fini.



Calcul sur des formes

Lagrange avait montre gus 1 'on pouvait partager les formes
2

=2

ar  + Zbry + ¥y (a,b,c entiers relatifs) de discriminant donng

(b = ac) en un nombre fini de classes, les formes d une mEme
classe se daédulsant de 1 'une d’'elles par un changement de variab~
les o= axw'+h'y’ et y = c'xw’'+d'y’ avec &', b'y; c’, d’ entisrs
relatifs veérifiant a'd’'-b'e” = 1 . Partant de ces rdsultats
Gauss montre gue si une forme F est transformée en F 'par un
changement de variables du type precédent, alors il existe wun
changement de wvariable réciproque de celui-ci toujours du méEme
type gui transforme F° oen F. Il dit alors gue F et F' sont
égquivalents (et il s'agit bien d'une relation d éguivalence au
sens moderne)  Fuis il introduit la notion de forme "compoasé" de
deux +Formes appartenant & la m@me classe C ot si §' et g7 sont

1

deux formes appartenant & la mEme classe € alors le composg de
3

—

at ¥’ et celul de g et g’ sppartiennent & la mEme classe O et il

~r
-t

note C = C + £ . Gauss manipule nettemsnt une lol de composition

I 2 1

gur des obliets gui ne sont absclument plus des nombres. {(Gauss,
Les recherches arithmétigues, trad. par A.C.M Poulet-Delisle, Ed.

Blanchard, Faris 1953).

Gecrges Foole (1815-1864) définit un calcul sur des classaes
{en langage moderne des ensembles) avec des motations appropridges

désignant la réunion, 1l intersection et le compldémentaire.

-
&]



Calcul sur des idédaux

En langage moderne, la notion d'id2al d’'un anneau, au sens
de sous-groupe additif gqui est stable par la multiplication par
un elémant quelcongus de 1 anneauw est introduite en liaison avee

les travaux de Fummer par Dedekind dans le cas des anneauws d‘en—

tiers algébriques (il me dit pas "anneau" mais “"ordes’). Il
montre que les "nombres idéaus" pesuvert Strs Fepréasentas par les
iddauwsr de 1 annesau, dennant  ainsi wun  exemple de loi de

composition entre ensembles d’&lémentsz. 11 faut Femarquer  gue
z'=st gri3ce & la possessiom du langage des ensembles qu il vemait

d'introduire en collaboration avec 3. Cantor qu’il a les moyens

¢z manipuler des ernsembles comme des ocbjets.

Abal et Galois, apros Bauss eb Cauchy, ont considérd les
"corps" engendrés par les racines ou les coefficients dune
sgquation g mais en fait s'ils définissent avec précision
1l appartenance d’une guantité & un tel corps, il ne considérent
pas @xplicitement la structurs de 1l 'ensembls ainsi constitud.

Aver Dedekind, on trouve la premisre étude systématicue de
la structure de cesrtains ensembles les corps de nombres
algébrigues. C'est Dedekind qui introduit le mot "corps". Il v
aura encare ]l 'étude de nombreux corps particuliers (2 / pZ, corps
des clésses résiduslles de polyrnimes & coefficients ratiomnels,

corps de nombres p-adiques, corps des séries formelles) avant que

Bteinitz développe la théorie axicmatigue des corps {(1910).

Calcul sur les déterminants et legs matrices

La notion de matrice gt celle de déterminant ort mis assex



longtemps & se diffé&rencier. Ils apparaissent au XVIlle sidécle &
ﬁropms de la résolution de systeémes d’équatians lingaires.

Dés 14678, Leibniz utilise wne notation & indices pour
résoudre un  systeme de 3 é@quations & =2 inconnues. Par
élim?ﬁation,il montre que le systéame n'a de %olutions que si une
certaine guantité {dans laguelle nous Feconnal ssons ur
déterminant) est nulle, mais le déterminanl n’est pas explicite.

Le premier calcul explicite de déterminant pour des systémss de 2

@

(resp.2) eguations & 2 {(resp.?) inconnues =3t fait par Mac. Laurin

#n 1748. On trouve, en 1730, dans "1 introduction & 1 analyvse des
iignes courbas algébrigques '"de Cramer, les formules dites" de
Cramer". En fait Cramer se contente de les démontrer dans les cas
2 et I et il comclut par induction gu’'elles sont encore vraios
peur n &#guations & N inconnues. Il n'étudie pas particulisrsment
le cas o0 "le déteraminant" est nul, et il ne définit pas
gplicitement les déterminants gu’'il considérs COmMms des
quantités associdges & un systéme d éguations. Apres 1770, Vander-—
monde et Laplace ont 1 'idée de définir un déterminant d ordre n
par recurrence  suw n en faisant un développement par rapport A
urnz  ligne ou une colonna. Ils démontrent {(pouw des petites va-
lewers de n) guelgues proprietés des déterminantsl en langags
moderne ils prouvent gue lss déterminants sont des formes
multilindaires alterndes, et gu’un déterminant ne change pas si
o transposa ses 2léments (symetrie par rapport aux &léments de
la diagonale). C'est Cauchy qui démontre les théorémes géndrauy
de la théories des déterminants, en particulier, i1 d&finit le
produit de dsux détarmiﬂants.‘ Ce travail parait relativement
décornecte du probléme des systémes d éguations lingalres, et il
semble qcnc Ftre une dstude systématigue de naouveaux abjets avsco
definition de lois de composition sur ces objets ("Mémoire sur

les AFonctions gui ne peuvent obtenir gues deux valesuwrs égales =t

de signes contraires par suite de transpositions opérdss enire

17



= gu'elles renferment” Cauchy. DsuvreEs complétes tome

51

M

las ~varis

—

7y, Cauthisr—-Villars Fari {1882-1974)) .

it

Drautre part, Gauss avait adaoptg ume notation en tableaus
pour rapraésenter les subhstitutions lingaires qui. transformaient
les formes guedratigues ‘fternaires. I. note d ume lettrsa leg
tableau d'une substitation. Il é&tablit dorng dans wn  cas
particulisr iles formulses de produits de "makrices” et il =sst fort

propable gus Cauchy connaizsait ces résultats quand 11 & atabli

il

les Formules de produlit pour les déterminants. Eepehdant, &

cette epogue, la motion de matrice camﬁe objet sur lszquel on

peut calculer n’'est pas encore complaétement dégagée. Ex effet, si
le praoduii des matrices avait @ité 2tudié, on trouverait des
traces de l'stonnement gus la non commutativitd du produit await
dii entrainer, or on ne trouve pas de remarques sur ce point. Il v
= dans les travaus de Cauchy une Rtudes du palynoms
caracteristigue des matrices symédtriques d'ordre 3, mais il s a—
git d'une étude conjoncturelle motivés par la recherche d’axes
principaux  de guadrigues. C'est e2n 1853 avec Hamilton gque 1 °on
rencontre le premier essal d dtude sxplicite des régles du
calcul swr les matrices, mais il ne s'agit gus d'une #bauches dans
la ligna du dévaloppemént du caleul abstrait en Angleterre. A
Cayley, 1lui, développs de maniére systématiqus ls caicul matri-~
ciel dans une sdrie darticles et de mdmaoires écrits de 1855 &
1838. I expli:if@ le Fait gue la thédoris des matri&es doit
prévéder celle des déterminants sk montre le lisn entre matrices
gt =systemss d'éguations lingaires, mais il souligne le fait gue
les matrices sont des obiets sur lesguels on peut développer un
calcul .automome. _Il gcrit dans "A memcir on  the theory of
matricas" s "It wWill be s=en that matricss (attending only to
those of the same order) comporit themselves as single guantities;

they must be added , multiplied or compounded together , ... " .

ig



E.lLazguerre dévelopoe une theéeorie entierement eguivalente sous le
sous le nom de "calcwl des systémes lingairess".

Aussi bien chez Cayley que chez Laguerrs, les demonstrations
"mont faites dans les cas 2 gu 3, et le cas général s’'em deduit
par induction. Toutes ces #tudes ne reéglent pas définitivement
les problemes posés par les systémes d ' éguations lindairss ;3 mais
la notion d'équivalence de matrices, introduite par Sylvester
vars 1840, permet & Frobenius de dégager la notion de rang

{1878) d’od découle finalement la theorie achevee des systémes

d‘égguations lindaires.

Calcul swur des veckteurs

Mouws allons regrouper ici tout ce gui participe & la genése
de ce caleul, car avec la théorie des déterminants et des
matrices et les notions d'ensemble, de loli de composition...
C'est le calcul vectoriel qui va donner naissance a la notion
d espace vectoriel. Certainse des points que nbus allons
dé&velopper auraient pu Stre intégrés plus tst dans 1 'exposé, mais
nous les placgons ici peur mettre en relief leuwr importance dans
la genése du calcul vectoriesl.

L usage de la geomgtrie analytigque est tres répandu au 18e
giacle, mais d'une part cela donne des calculs souvent lourds et
peEnibles, d’autre part la physigue a besoin de pouvoir énoncer
des résultats indépendants du repére choisi. On ressen£ & cette
epoque  le besoin d'un "calcoul géomdtrigue”. Citons sur ce point
la preéface du "calcolo geometrico <1aée>" de Feano gui résume
bien le déroulement de la gengse du calcul " géomatrigue" :

"Le calcul géomatrigue, en général, consiste en un systeme
d 'copérations applicables aux Stres cgdométriques, analoguss A&
celles gque 1 'algébre effectus sur les nombres, I1 permet d’'sxipri-
mer  par  des formulss les résultats des constructions gdométri-

ques, de représenter par des 2guations les propositions de la

1<
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geomztrie et de substituer une transformation d éguations & un
ralsonnement. Le caloul gédométrigue présents uns analogie évec la
geométrie analyvtigqus 3§ 1l n'en différe gu’'en ceci : tandis gu ‘en
gEom&trie analytique les calculs s sffectusnt suwr los nombres qui

«
déterminent les ftres géométrigques, dans cette nouvells scisnce,
lzs calculs s'effectusnt sur ces Stres eux-miEmes.

Une premigére tentative de calcul geomatrigue  est  dus aw
genie de Leibniz (147%9) ; au cours du sieécle, on a proposé depuis
=t déveioppé des techrigues variéés de calcul, gul s& sont avé-—
réas utiles dams la pratique, parmi lesguellas il faut mentiorner
‘particuligérement le2  "Caleul HBarycentrigue" de Mosbius (1827),
celui des Equipollences de Bellavitis (1832), las guaternions de
Hamilton (1843) et les applications & la géométrie de 1 'Ausdeh-

7
nungslehre de Herman Grassmann.

Nous allons dévelapper‘tous les calculs citéds par Feang et
pour  comgrendre 1 invention des guaternions, nous sommes con-
traints de revenir & une période antérisure & celles gqui voit
agparaitre la necessite d'un calcul geomdlbrigue.

e

En effet, un moyen d'éviter 1 'usage des coordonndes pour
calculer sur des éléments géom@trigues est d'utiliser la repréze-—
ntation geéométrigue des nombres complexes. Or cette représenta-
tion gfomd#trigus a 2u une nalssance longus et difficile.Au début,

les mathematiciens ont cherché une représentation géométrigus des

nompres complsxes non pour fonder un calcul géométrigues dont il

11

ne percavaliant pas encore la nécessite mais pour légitimer les
reglas de calcul Sur les nombres da la forme
a + b V=i, C'est dans P'"algebra" de John Wallis pabliée en 1&73
gue 1 'on trouve la pramiérs tentative intéressante de représenter
geoam@triguenant les racines imaginaires des égquations du  second
degre. Wallis a 1'intuition ques si A peut se représenter par

l'asbrisse d'un point sur "1 'axe des réels" (en langage modernasd ,



il est par contre nécessaire dutiliser un point du plan non
situé sur "l 'axe des reels' pour représenter la guantité B JIT.
{voir annexess). C'est prées d'un siscle plus tard, gu apparatrt une
representation analogus & la représentation moderné. En 1798, C.
Wessal mathémnaticien norveégien introduit 1 axe des imaginaires
aves V=1 comme unité (On the analytic ropresentation  of
direction.Frocesdings of the Royal Socisty of Danmark 1799).
Apras  avoir défini 1 'addition de segments de droite orientgs par
une m#thode analogue & celle qgui était utilisée depuis le XIVs
siécle pouw la composition des forces ou des viﬁesses s 11 défi-
nit aussi le produit (selon les reégles connues pouwr les nombres
complexes). La m&thode de Wessel n'a pas éte connue avant qu'elle
solt traduite =n frangais en 1897 3 elle avait &té redécouverte
2n partie par Bude en 1805 dans son "iMémoire swr les guantités
imaginaires",; pulis en totalité par J.R. Argand en 1806 dans son
"Egsals sur la maniére de représenter les guantitss imaginaires
dans  les constructions géométrigues”". Ces travauw: passent eux-~
mEmes relativement inapergus malgré leur publication dans les
Annales de Gergonne. En 18%8, wyarren en Angieterre et Mouwrey en
France redonnent la mEme construction sans tellement plus de
succes. Cette représentation géométrigue ne sera définitivement
adoptéde que lorsque Bauss {(en 1831) et Cauchy (en 18473 1 'ukili-
sent avec profit et pouwr des raisons autres gue la validation du
k)
calcul sur les noabres complexes. C'est plutidt le cste producteur
qua  peut jousr la représentation géometrigue dans ls domaine de
l'analyse gqui a amené Cauchy et Gauss a 1'utiliser.

D'un autre ccte, wn  mathématicien italien Bellavitis
introduit en 1BZ2 la théorie de 1 'éguipollence et définit un
calcul sw les vecteurs du plan dont il étudie des applications
.géamétriquee et physiques., I1 a aussi defini la somme des

vecteurs de 1 espace.

Les mathématiciens gui on travaiile sw la représentation
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geomatrigus des nombrss compleres ont powr la plubart BESaYS
d'étendre leuwr calcul & tout ! 'espace sans grand succés, FPar
gxemple, Servols, dont les résultats ont &té publidés em 1317 dans
les Annales de Gergonne, pense avolir trouve une solution, il
definit un vectsuwr par pocosd + goosE + repsC ol A ; B, L soant
‘es angles faits avec les trois axes et p, g, r, trois nombres de
la forme A + B V-1 i mals i1l ne sait pas prouver 1 adéguation de
s& découverts.

Le mathdmaticien anglais Mamilton (1305-18648) va metire au
piaint  un  calcul sw lez ssgments de 1 ‘espace deont il démontre
qu’il prolonge & 1 'espace les résultats obtenus dans le plan aveg
les nombres complexss . Hamilbton considére les nombres complexes
a + b V-1 comme des couples de réels ordonnags (a,b) sw lesguels
il défimit wume addition et une multiplication de Ffagon & ce
gqu'elles coincident avec 1 addition et la multiplication usuelles
sur les nombres complexes.

Ensuite il cherche & définir une addition et une multiplica
tion sur les iriplets de nombres réels de facon & conserver les
propristés des opsrations swue les nombres complexes; Son but est
de construire un ensemble gui joue pouwr les rotations de 1 espace
e mEme r&le que les nombres complexes pour les rotations planes
de centre 0. Apr&s plusieurs annédes de recherche, Hamilten est
ameng  en 1847 & utiliser non pas des triplats de nombres réE;s

mais des guadruplets et A& abandonner la commutativite de 1la

multipiicatian. I appells ces NoUvEaux nombres "des

quaternions”, ce sont les nombres de la forme w + xi + vi + zk ok
2 2

Wy ,y 8t z sont reels et o0 i, Ji, k vérifient 1 =-1 , j =-1 ,

~

kh ==1 di =k , ij =k , ki = 3 , ik =—3 , jk = i |, kji= —i Cetts

decouverte fait faire un grand pas &4 la notion de loi de composi
tion 3 en =ffet c’'est le premier ensemble de nombres prolongsant
ol la multiplication n'est pas commutative. Hamiltom partage le

i



quaternion en deux parties, d'une part le scalaire W et d’'autre
part le vecteur #i + yj + zk ., Dans le produit VW= =t o+
vy o+ zz') o+ (yz’ — zy )i o+ g’ o~ Ty o+ ( Hy " — wx Tk il
distirngue Ia partie scalaire Slvv') qgui est 1 'oppose du p;cduit
scalaire moderne et la partie vectorielle Vivv’') gui est le
produit vectoriel moderne.

Un professeur de physique anglais Tait va rendre la thaorisz
daes quaternions tres populaire parmi les mathématiciens et les
physiciens =n publiant sn 1847 un “traité &l@2mentaire sur les
quaternions®.

Bien longtemps avant la découverte des guaternions, Mébius
(1790-1848) mathématicien allemand, avait publié =n 1827 un trai-
té¢ de calcul barycentrigue qui lui permettait de définir une
addition suw . les vecteurs de 1l ’'espace indép=sndamment de tout
repere {(comme Eeilavitis avec ses vectews equipollents?, mais il
na pouvalt pas définir de multiplication comme 1 'ont fait d abord
Hamilton aver ses gquaternions puis Crassmammavec son “caloul
d'srtension” (Extensive Grisse’.

Grassmann a 1'idée de développer un calcul géométrigus
intrinséque. En 183%, il écrit une thése "Théorie des flots st
mairgéges"”, 1l vy d&finit la somme de deux vecteurs de 1l sspace et
lewwr produit @ la surface orientée au parallelogramme gqu'ils
detinissent. Le produit de I vectsurs de 1’ 'espace est le volume
oriantd du parallalipipéde gu’iles définisssnt.

I1 introduit aussi un produit écalaira, il en étudie les
propriétés et e2n calcule les composantes. Cette thése n’est
publide qu’'en 1211, c’est donc par d'autres traités gque sont
diffuszges les idées de Grassmarmn d'abord “"Die lineale aus
dehnungslehre, ein neuer Zweig der mathematik® (1844) assez
difficile & lire de 1 'avis géndral puis surtout "Die lineales Aus
dehnungslehres, ?mllﬁténdig und  in strenger Form bearbeitst”

acrit  en 18&2. Gaunssman introduit dans le traité de 1862 des



Rypernombres gu’'il appelle ‘“extersive Grisse”. Un axemple
d’'hypernombre, appslé hypernombre primaire st fourni par 1 'sx-—-
pression
n
a g + ae F e a s = E a &
11 22 non 1 non
o les a sont des nombres réels et les © des unités primaires

r 2
soumises & certaines conditions. Addition et multiplication par

un reel sont les ogpédrations habituellss. Deux multiplications:

sont définies :

2 ae z:bje' = ‘EE abee
rorr s 58 FyS K 8 Fr oS
avec ale = 1 et ele =8 (s ¢ ) qui donne le produit
ror ros
scalaire, &t [e e 1 =0 et {2 e ] =-feg e ] gui donne la
oo roos s ¥

‘produit vectoriel . Grassmann explicite les significations de cés
produits en dimension 3 , il donme leurs coordonnéses et lsur

expression en fonction de la longueuwr des vecteurs =t de leur

angle . Il définift aussi le produit mixts de 3 vecteurs

& = Eable - = (a2bhi-alibol+{afbl-a1bIic2+{albf-a2bl =3
&, b, &,

2 = |agbh,a,
&, by oy

II montre que 8 peut Etre interpréte géamétriquément comme 1é
volume o 'un parallélipipéde constrult sur les segments da droite
ariantés gui sont les représentations geomé&trigues des
nyparnombres. Lea volume est calculé positivement ou négativemant
selon gue ls déterminant est positid ouw négakif, ce gui
correzpond an fait gqus le repeére gue 1l'on a choisi powr représsn-—
ter les I hypernombres est dirsct ou non, Grasssmesnnremarque gque
en dimension 7 son prodult scalaire st auw signe prés la partie
scalaire d'un produit de quaternions et gue son produit vectoriel
en ast la partie vectoriglle.

Er conclusion, la nécessiteé d'un calcul géomatrigue
indépendant des axes de cDDrd&nnées a conduit plusi=surs
mathématiciens & dégager, durant la prémiére moitie du XiXe

siecle; las régles du calcul vectoriel et presgue simultandment,



ils ont gendéralisé lgs propristes des espaces &4 2 ouw 3 dimensions
en introduisant des espaces de dimension supérisure. Les &léments
da ces sspaces permettent tout d'abord @'utilisation du  langage
gécmétridue usuel pouwr  interpreter des résultats aléébriques
valables sans modification pour un nombre gquelcongue de variables
et susceptibles dfune interprétation gfométrique dans le cas de 2
ou | 7% variables (par exemples layley travaille sur des n—~uplets et
Gréssman sur les hypernambres & n coordoannass).

Malgre cela, less travaux des mathématiciens de 1 épogus
céntiennent uwn grand nombre de calculs insxtricables & 1 'aide de
déterminants a8t le caractére intrinseque des éléments utilisés
est peu mis en relief . Jusqu'en 1938 ,c’est le point de vue des
matrices et des coordonndes qui prédomine par rapport auw  point
de vue vectoriel géaométrigque. Et pourtant, la gengse de la notion
d 'espace vectoriel s’achéve sn 1888 averc Peano gui- donne une
deéfinition axiomatigue des espaces vectoriels sw R et des
applicatiaons lingaires dans "calcolo geometrico seconda
1 7Ausdehnungslehre di Grassman, preceduto dalle operazioni i
della logica deduttiwva®. 11 met en wvalew le caractere
geomdtrigue des notions d’indspendance lindaire, de base et de
rang.En 1888, le& concept d'espace vectorisl en tant gu'objet est
nettement dégagé par Feano, mais en fait les mathématiciens
boudent 1a notion d'espace vectoriel, celui-ci n’a pas son
caractére de cmncept—outil; C'est grice aux progrés de 1 analyse
que les matheématiciens vont prendre conscience de la puissance
gengralisatrice de ces notions d’alggbre lingsire.

Dang son memoire "Bur une classe d @quations fonctionnellaes®
(1%03) Fredholm degage clairemnent 1 analogie, aprés un passage a
la limite, entre sa théoris des équations intégrales et les
formules de rdsolution des systémes d 2guatioms lindaires. Four-
suivant ce travail {(1904-1210), Hilbert ne fait pas explicitement

i

allusion & la structure lindaire d'un espace de dimension infinie



infinis, mais il développe le concept de continuited d'une
fonction d'ung infinité de variables st pour cette extension, il

i3

construit Fformsllement "1 espace de Hilbart® st utilise systéma-—
tiguesment dss technigues lindairss pow ftudier les Dpér$tﬁurs
pour cet espace ;3 Toeplitz, &léve de Hilbert donne la définition
axiomatique d'un espace vechtoriel sw un gorps guelcongue et
gtend & ces espaces de nombreux résultats dalgebre lindaire en
constatant gu'ils sont indépendants de la thé&orie des détermi-
rrants et subsistent sans supposer gus 1’Espéce est de dimension
finie.

Vers la mEme dpogue Artin, Nosther et Frull mettent en évidence,

l'utilité des m8mes concepts dans le cadrs plus genéral des

modul @s sUr Uun anneau.

I1II Notions de systémes libres et générateurs =t de bases.

Four un mathématiciesn moderne, ces mots renvoient &4 1'idas
de coordonnéss, et c’est dans la geométrie amalytique gqu'on a

1’id&e de chercher la maissance du concapt.

En fait, si 1 'on y regarde d’'un petit peu plus prés, il n'y a
auvcune oe css motions qul affleure danse la geomédtrie de Descar-—
tas. I1 n'y & bisn sir pas de vectsur (donc pas de somme wvecto—
rielle, donc pas de décomposition possible sur une base), on ne
trouve gque le concept de longuewr =t c=lul implicite de proisc—
tion s "Sgient deux grandeurs lides l'une & 1 autre @ en
représentant la premiére par wung longuswr suwr le premisr  axe,
1 autre par uns longuewr sur leo socond, on dé&finmit, &n complétant
e parallelogramme dont on vient de construire deux cotés, un

point dans le plan : la relation entre les deux grandews sxprime



que l2 point s=2 deplace swr une caurbs", (Descartes La Géométrie
(1637) FParis, Christian David, 1704y, La preéoccupation de
Descartes est de deécrire des courbes par des Zquations pour
pouvoir réspudre ainéi des prﬁblémes de géométrie 3 il est loin
du concept &e vecteur et de 1 idée de décomposition sur wne base
bien qu’il ait choisi un rep&re pour "algébriser” les points du

plan.

La premigre fois gue 1lon peut voir un embryon de base,
c’est dans la représsntation gdomgtrique de J. #Argand ot les
nombres complexes zont nettement décomposés dang la base (1,V=1)

mais rien n’'est explicite.

On peut ausszi reconnaitre un probléme de dépendance lingaire
dans les travaux d'Euler (tome XXVI de opera omnial & propos
d’'une question de géomstrie @ 1'éguation d'une courbe olane
algebrique de degreé n contient (n+1) (n+2)/2 coefficients, mais
cette courbs ne change pas si on multiplie 1°équation par  un
nombre, donc la courbe dépend de n(n+3I)/2 paramétres et Euler
se¢ pose alors le probléme de définir la couwbe passant par
rn{n+3) /2 points donnés et il montre que pour a » 3 les aquations
lingdaires gqui ‘determinent 1 équation de la courbs ne sont pas

lingairement indépendantes (en langage aoderne) lorsgue les

“

puints choisis appartiennsnt & un systéme de n  points communs &
deux courbes. Certes Euler fait une constatation sur uwun  point
particulier, mais il ne congoit pas guelque chose d ‘éguivalent &

1'independance lingaire.

Cauchy exprime gus la solution génédérale d'une éguation
différentielle lindaire homagéns d'ordre n est obtenus par combi-
naison lingaire de n soluticons particuli&res vy ,v¥ ,...¥ si, en

2 n

langage moderne, le Wronskien des n fonctions n'est pas nul. Donc

Cavchy raméne wune notion d’indépendance lindaire &4 un de ses

]
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aspacts la mon nuliits d'un détesrminant, mais la notionm 2lle-

mEme n'est touwjouwrs pas dégagée.

Aveo  les travaws de Hamilton, le concept de base fait des
progras 3  en effet 11 montre gue pour un couple de résls ¢ (a,b)
an & (a,bi= (&a,8) +(B,b) et il ajoute:" (1,8) and (A,1), thus
used, might bes called regpactively the primary unit  and the
secondary unit of number”. On voit ainsi (1,8) st @,1) reconnus
comme systéme génaérateur. Guand il introduit ses guaternions sous
ia forme : w o+ ui o+ vij + zk, il écrit "i, J, &k denote three
rectangular unit-lines"... On peut considérer gue e "Unit-line”

est @n guelgus sorts 1l ancEtre de notre vecteur unitaire.

A peEu prés A la mEme épogua, Grassmann introduit
a @ +a @ +...+a 2 et il en donne une interprétation gfometrigus
i1 22 nn
en dimension T 1 & , 28 4 8 4..., 2 sant les unités primairas
4 - -
+ pra t |3

représentéss par das segmentsqarientés {"Btrecke” dans le langage
de Grassman). L& on voit spparaitre la décomposition d'un vecteur
gt Jean Buérindon et Disudonné ajoutent dans le précis d'histoirs
des mathdmatigques 1 "Les notions de combinaison lindaire de
grandeurs,d’ indépendance lingaire, de base d 'un “"domaine” (Ge=-
biet, qui correspond & notre notion d espace vectorisl ou de

spus—agspace vectoriel) de dimension finie, sont fort claiqrsment

dacrites 2t c'est 14 gu' on trouve pouwr la premiére fois la
relation {fondamentale entre les dimansions de deux sous-espacess
vactoriels: dimy) + dim(k) = dim(V+d) + dim(V N W {ecrite en

notation modesrne bien enténdu) .

en fait comme je 1 'ai déja signaldg les travauws de Grassman
ont assez ped d'impeackt 3, 1l en est de mEme pow lg travail de
Feano, gui avant & sa disposition le langage des ensembles 2t l=zs
résultats de Grassman donne uns définition assez moderne des
espacas wvectoriels sw R {1l remarque m8me ern prenant 1 exemple

des polyndmes & coefficients régels gue lsur dimension peut Ftre



-

infiniel.

lLes seulss notions d'algsbre lindgaire gqui  vont. Etre
utilisges dans un premier temps sont le2 calcul vectorisl et le
calocul  matrigiel, 2t c’est la notion de décomposition d'un

vecteur gui va permettre de faire le lien.

IV Notion d'application linéaire

-

Les premiers exemples d 'objiets gue 1 'on peut reconnaitre
comne des applications lindaires apparaissent &4 la fin du 17e
sigcle a 1 ‘occasion du caleul sur 1 opérateve de dérivation D et

s 1 'opératewr auxr différences finies A de EBernoulli.

Blautres exsmples sont fournis har la geometrie qui  est
consideres avant tout comme 1l étude des “figures" mais ot I ‘on
utilise des transformations comme l'inversion chez Viete et
Fermat. En fait les transformations n'agissent presque touiours
gue sur des figures ou des cowbes (affinite cher EBEuler) ;i la
notion de transformation n'est pas encore vraiment dégagée, méEme
si-elle affleure dans la projecticn centrale de Desargues et dans
la projesction cylindrigue de Monges (pour 1 'dtude de certaines
prcpriétés gEométrigques ils substituent a une Ffiguwre de
l'espace sa transformése plane). Cependant les applications
idinéaires interviennent implicitement dans divers types de
prabléames s prmjections congues comme appliquant 1 espace  tout
entier suw un  plan ow sw une droite, changements de repéres
cartésiens, recherche des maxima 2t minima des fonctions de
plusieurs variables, recharchs des axes de symetrie de guadrigues

et des axes d'inertie de solides. Ce dernier probléme =5t aborde

par Euler gui cherche par un changement d’axes rectangulaires &

z - 2
. . an

ramangr 1 &guation des quadrigues & la forme Ax + By + Cz = @

il mortre gu’une telle réduction n'est possible qu'a une cer-—



tainsg conditicn gue nous recorfalssons comms &tant la mom nulliteé
du déterminant de la matrice de la +orme guadratigue. I1
z ' attaguae auss=i au probléme des axes d'inertie d'un ellipsoide
au'il n'a pas 1'air ds considérer comme £guiwvalent au precédent
=t pour ce problémse montre gu= =i la conditicn est remplie, on

paeut trouver effectivemsnt les axaes dinertie.

Jusgu aul debut du 1%e siécle, c’est le point de vae analyti-
gua gui =st adooté, =t le fait gque cela conduit a des calculs
laboriguy est wun des mobteurs gul a fait pfagresseﬁ le developpe-
ment du calcul wvectoriel intrinsseque. De son csté, Cayley dans sa
“théorie des matrices” traite aussi les matrices ractangulaires
@t il introduit lew produit comme composition de transtormations
gt c'est ce poirmt de vue coordonngss &t matrices quil va predomi-
ner pour les applications linégaires mEme aprés leuwr i1ntroduction

intrinséque par Fganeo {jusque vers 19700.

Vv fPuelques liens avec 1l 'utilisation de 1 algébre lindaire et son

ensaignement

#* Si la négceszitd de calculer sur des oblets geomébriques de
manigre intrinseque a &té un des faits gui a amense & la
construction de la notion d espace vectoriel, e=lle est loin
o Bhtre 1; zeule cause. L 'gtude historigue monkre gque cela a ateé
5u?¥isant & amener le concept-objet, mais qu’'il a fallu des
développensnts plus subtils powr le faire passer & 1'état de

concept-outil.

Ces deéveloppements ulterisurs (travaux de Fredholm et Hil-
bert ou Kerull et MNMosther) sont hors du champ accessible & des
#léves de DEUG ;3 on doit donc introduire & ce niveau des notions
alors gu'elles ne sont pas encore complatemsnt neécessaires ni

pouwr les mathdématigues ol les coordonnges =t les matrices permet-



tent de résoudre efficacemment les problémes {(izs calculs en
dimeansion 2 ouw I sont encore trés faisables), ni =n physigues o#
le calecul vectorisl est largement suffisant (la structure d’es-

pace vectoriel dans toute sa complexitd n'sst pas mécessaire pour

la physique de DEUG).

# On peut d'aillewrs constater un indice de cette difficulta
dans la facon dont le sujet est traité dans les manuels destings
& 1l enssignement & ce niveau des math@#matiqgues et de la physigue.

Tout d’abord, on ne trouve plus trace des guaternions sauf
dans les livires spécialisés en Algébre (nmiveau maitrise). Or les
idées d'Hamilton ont eu beaucoup de succés lors de lew inven—
tion, on peut se demander pourguoi elles ont digparu, I1 v a au
moins deux raisons &4 cela. En mathématigue, la notion la plus
générale est celle d'espace vectariel, et les guaternions ne sont
guere gu'un exemple de construction d'une structurs algsbrigue
repondant a des conditions particuliéres et de facon accessoire,
les guatarnions peuvent représenter les vectews de 1l ospacs. Ils
ne sont pas enseignés en DEUG parce gue c’est ume structure gui
n’ a pas un caractere ocutil assez large ni assez.pratigue. En
physique, la ré&ponse est moins évidente puisgue les quaternions
offrent une représentation des vecteurs de 1 'espace indépendants
des regpéres et c’est ce dont la physigue a besoin, mais il se
trouve que la notion de vectew est beauwcoun plus pratigue d on

SON sucoes par rapport aux guaternions.

En Fait si de nos jouwrs 1l est clair que le bon outil c’est
le vecteur et pas le gquaternion, cela n'a pas toujows &té  évi-
dent, et il v a gu a la fin du 19e sidécle une violente polémigus
4 c2 sujet, poldmigqus dans laguelle #taisnt engagés des mathéma-—

ticiens et swtout des physiciens.

Tait {(1i8F1-1201) professsur de physigue 2t ami  d'Hamilton

ik
Py



fait besucoup pouwr la promotion des guatesrniocons chez les physi-
ciens en publiant =2n 1847 le "Traiteée &lémentaire sur lezs  guatsr-—
nions" deja cité. Maxwell (18Z1-187%) est un physicien ami de
Tait, i1l & donc connaissance des guaternions. En 1880, 11 publies
um traité d'électriciﬁé gt de magnatisme od tout est exprims  =n
coordonnéas. En 1873, 1l introduit dans le mEmne traité une sdorit-
wire  2n vectsws, mais les démonstrations sont toujouwrs Ffondées
sur'un.célcul des coordonnges. Sa position vis & vis dés guater-—
nions @8t ambigie. Maz Farlame la décrit ainsi : "The position of
Clerk Maxwell was paradoxical 2 he considered that the notation
of guaternionics was good, but the metﬁad itselt bad 3 he mads

use of the former, but not of the latter". (Article de Mac Far-—

lame & prapos du livre d 'Heaviside Electrical paper. London
Macmilian an o (1B92} paru dans "The physical review” Vol 1
Macmillamn and Co New-York - London (i8%4).

Dans une lztlire publidée dans le chapitre IV de "The life and
scientific work of P.G. Tait" publig en 1911 dans Cambridgs
University Fress, Maxwell-écrit t "Now in a bilingual trestise it
is Lroublesome, fto say the least, to find that the sgquare of AR
is always positive in cartesians and always negative in  4-nions,
and that when the thing is mentioned incidentally vou do not know
what language 1s being spoken". Ces propos montrent gque les
phyﬁicians. réclamaient un calcul vectoriel! cohérent avec 1z
calcul sur les coordonnges. L'aest un tel caleul fondg sur les
idées d'HMamiliton et de Grassmann qui va Btre développe par Gibbs
aux USA et Heaviside gn Angleterrae. Bibbs (18739-1%03) est profes-—
saulr dE physigue & Yale, il ¥ fait un cours o analysese vectorislle
st 11 #crit dams 1l introduction & ce cours 3 "The Yundamental
principle of the Ffollowing analvsis are such a2 are Jfamiliar
under a slighthy different form to student of gquaternions. The
manner in which the subject is developped is somswhat different

from that followed in tresatises on quaternions, beging simply to

- =



give & suitable notatiaon for thosé relations between vectcré, o
between vectors and scalars, which seem most important and which
lend themselves most readily to analytical transformations and to
sxplain éame of these transformations. As a precedent for such a
departure From guater hiania usage Clifford’'s Kinematics may be
cited . In this connection the name of Grassmsnn may also be
mentioned, +to whose system the following method attached itsesldf
in some respects more closely than to that of Hamilton®. fcita
dans 1l introduction de "Vector analysis with an introduction to
tensor analysis® de Wills {193Z1) , publié en 1958 par Daover
publications , Inc). Le couwrs de Gibbs ost publié en 1901 par le
professeur. E.H. Wilson. En Angleterre, c’est Hea?iside qui dé-
fend 1 'utilisation des vecteurs et gui participe comme Gibbs & la
mise au point du calcoul vectoriel. Citons le, il écrit dans
"Electrical papers" Vol II London Macmillan and Co (18%93)

"Ag electromagnetism swarms with wvectors, the proper language for
its expression and investigation is the algebra of vectors. an
account is therefore given of the method emplaved by the author
for same years passed. The guaternionic basis is rejected, and
the algebra is based wpon a few definitions of notation merely.
It may be regarded as guaternions without guaternicons, and sim—
plified to the uttermost ; or elss as being merely a converniently
condensed expression of the cartesian mathematics, understandable
by all who are acguainted with cartesian methods, and with which
the . vectoriel algebra is made to harmonize. It is confidently
recommended as  a pracitical working system.” (Annexe . Onm
retrouve les mEmes idées défenduss, dans un cours de 1729 "Calcul
vactoriel” de Raoul Bricard republié en 19464 chez Armand colin -

Faris — (voir en anneis).

Le calcul vectorisl ayant &té développeé par les physiciens

l2s notions de produit scalaire et de produit vectoriel n'étaient



pas  forgament  rattachées  aur notions plus gendrales de  forme
quadratigue =t de produllt sxtérisur. Cela est sensible dans les

manuels d'avant 1270, o&d on trouve un chapitre sur 1 '&tude des

vacteuws par sxempls dans le "cows de mathématigues spéciales”
Cagnac, Ramis  Commesau | Masson et Cie &ditews - Faris (1961) on
trouve Ydéfipition. On appelle segmaent orisntd&, ou wvecteuwr un

segment de droite adguel on associs un sans de parcouwrs”, puls un

chapitre sw 1 'étude des =csp

m

ces vactoriels, ot 17on frouve : "La
définmiticn suivants g#néralise les faits précaédents & des

ensambles quelconguess composés d'@léments gue 1 'on peut appeler

vecteuwrs [...] mais ces 2ldéments n'avwront rien en  commun
aves les vecteurs de la geomgtrie sinon leurs lois de
composition®. {suit la définition axiomatigus d'un espace

vectoriel sur un corps).,
VI Conclusion

La matwration des concephts d'algsbre linesire qui nous
paraissent tellemsnt simples {(tant 25t grand lsuwr pouvoir de

genaralisation! a 2té extrémement longus.

TDuf dabord, il a fallu les travaux des mathématicisns de
la plus haute antiguits jusgu’d Gauss et Cauchy pour que ce  gui
n'&tait gque calculs sépargs = ‘organise jusqu’'a ce gue s dégage
le concept de 1ol de compesiticon, puis plus teard celui de
structure algébrigus. Touht au début 1 algébre n'était gue 1 étude
de quelgues gquations, aves le progras des notations 1 algebre
s ‘gtend & 1 'étude de toutes les édguations possibles. Cette stude
débouche sur 1 ‘&tude d'un groups de substitutions st ainsi nait
petit & petit la structuwe de groupe puis celle de& corps.

L algebre consiste donc maintenant & reconnaitre la structure

d'un ensemble powr pouvoir affirmer gue cet ensemhle posséds



toutes les propristds communes & tous ies ensembles avant la mEme
structure. L7algébre linéaire est un cas particulier, il est
részervé aux structures lingaires. Son invention a demandé en plus
de ce gul & amene la création des structures, 1°invention dut

calcul matriciel et du caleul vectoriel.

Son  objet est de reconnaitre dans des ensembles dtudids 1a
structure d'espace vectoriel (ou de module) de tagon d 'une part &
pouvoir annoncer des résultats sur ces ensembles, d autres part &

pouvolir traduire certaines propridtés de ces esncembles en langage

geomatriquse, et donc & pouvoilr utiliser un autre cadre.

En aucun cas, I 'algebre (resp. 1 algébre lindairs) n’'=st un
catalogue de technigues ou de formalisations 3 de mEme que
l'écriture sn numération de position participe au concept de
nchbre et n'est pas seulement source de technigues opgratoires,
l'éeriture algébrigue participe & la compréhension des concepts
de 1 'algebre et n'est pas ssulement source de technigues visant &
la reésoclution des &quations (resp. des systémes d'égquations
lingdaires). L’'algebre (resp. 1'algébre lingaire) n’'est pas
raductible & une #écriture, et 1 'étude de la genése si labarieusg

nows en convalne aisément.

*

Il est assez naturel dans ces conditions gque 1 'acguisition
des concepits de 1'algebre lindaire ne soit pas aisge ;3 la
tradition francaise de 1l 'enssignemsnt fait gue 1lss  premidgres
notions rencontreses par les d&laves sont celles de calcul
wvactorisl MEme avant tout apprentissage de la géométrie
analytique e calcul sur les matrices 2t sur les déterminants
ast lui nettement plus tardit et dans premier ltemps aucun lisn

n'‘est fait entre 1 '@&tude des systémes d’'équations linéairses et le

calcul vectoriegl.

o]
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A la fin de 1l 'enseignement secondsire, lgs @léves connaics—
sent le calcul vectoriel dans 1 espace, et 1l études des systémes

d'#quations linéaires & 2 ou 3 2quations st & 2 ou I inconnuss.

L enseigrnement de DEUG démarre "en géndral' gar un cours sur
1 espace ‘vectoriegl, sous-espace =2tc... et lss &tudiants ont le
plus grand mal & raccrocher ces notionms & ce gqu’iles comnaissent
déja. Le langage des ensembies n'est plus licite dans lg sscon—
daivre, les gquantificateuwrs ne sont plus utilisés dans leur usége
symboligque, =t les lais de composition rencontrées sont principa-—
lement celles des ensembles de nonbres. Il v a donc dans la
définition d'un espace vectoriel uns masse trés importants de
connaissances nouvelles dont nous savons gque la genése 5 2 &ts

lente 2t problématigus.

FPeut—-8tre faut-il voir dans tout cela, l'origine des
difficultés des etudiants & propos de 1l algsbre lingaire, en tout
cas il faudra tenir compte de tous ces points pow 2chafauder des

s@guencss d apprentissage suwr ces notions.
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PREFAGR

La définition traditionnelle d’une grandeur est 2 co qul
osl suscapiible d’augmeniation et de diminution. Pour
prendre en considération des grandeurs d'une certaine :aER..
les mathématiques exigent des conditions plus prdcises ¢ il
faut savotr ce qu'on entend par grandeurs égales ou indgales,
par grandeur somme de deux awtres ; admetire que S_w:_
grandeur est divisible en un nombre guelconque de nmaa.«
dgales ; admetire que Vaziome d’Archiméde est m.aza?;
{$tant données deux grandeurs quelconques, il exisle un
mulliple de la plus pelite qui surpasse I'autre) et aussi
l'axiome de continuitd. On peut alors s:an\mﬂ. 4 u.o-_:a
grandeur de la sorte considérde un nombre qui est dit #a
3@”“. aw__.a:mmga qu'un simple nombre suffit .:””.z: a4 ddter-
miner gont dites aujonrd'hui grandeurs mnam:.mm..n.mza
gont, on gdomdirie, unes longueur, un n:nma.. une aire, un
volume ; en indcanigue, une massé, une &a:m:m...zz ?n.a.i K
on physique, une quantité d’électricitd, un potentiel a..?n?s:a
ou magndtique, ia résistance d'un 8:&:225.2:8 on est
bien vite amend, dang Udinde de ces %m& dernidres sciences,
& conaiddrer des grandewrs d'une auire sorte, diles mE:%E..m
veclorielies. Leur définition est celle qui a .m__m z:%aaa. ci-
dessus, complédtde par les mots : ot de direclion, Clest ainsi
qu'on rengeignerait incompldiement sur une force en se
bornant & jaire connafire qu'elle est de § kilogrammes. .:
faut indiquer en plus la direction de cette force, nana“.m.@;
la direction vers laquelle elle sollicite son poini d'applica-
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4 LE CALGUL YECTORIEL

améres. Tl se peut qu'en son temps Uinvention de la Trigo-
nomeétrie aft {ait scandale.

fL faut citer encore A1 1V {lson, A qui Gibbs confia la rédac-
tion de sa Veclor Analysis, MM. Purali-Forti et Mareg-
fongo. Ces denx derniers ont publid en collaboration un
excellent ouvrage fort connu qui a été traduit en francais
{voir la Nlitliographia). Je me pluis & signaler ici que jo me
wits inspird de leurs iddes fondamentalest et giee je leur af
emprunté beaucoup de démenstrations particuliéres,

Le calcul vectoricl a mis assez longiemps & pénéirer en
France, et l'on ne peut dire encore quil y soit couramment
pratiqud. Il gagne pourtant rapidement du terrain, surtout
parmi les Physiciens. M. G, Biuhat, per exemple, en fui
fargement usage, dans son beau Cours d'Electricité, Clest
aussiun instrument de choiz en Géomdirie infinitésimale, en
Mécanique rationnells, en 1 ydrodynamigue, dans fa Théorie
de Vélasticitd. Avant deux ou irois lustres, sans doute, il
ne sera permis & aeun mathématicien d'en ignorer Uernploi.
Mais Festime cxcessif de proclamer gu'il doit supplanter
la méthode cartdsicnne dans tous les domaines od rdgnai
celle-ci. En géométrie algcbrique notamment, leg dquations
classiques des courbes et des surfaces fourniront toujours, &i
je ne me trompe, le moyen d’investigation e plus naturel
et le plus fécond (je me permots de renvoyer & ce qus fe dis,
au dibut du chapitra 111, sur le réle du ealeul vectorisl en
Céometrie analytique}. Ajoutons que Uintroeduction des co
ordonndes carldsiennes donne souvent In démonstration
la plus rapide de certaines formules qui sont pouriant
purenteni veetorielles (voir par exempls le chapiire VI,
pRSsim).

Pour me conformer & Uesprit de cotie Collection, je n'ai

L ‘Toutafols toa notatlons pdopides dans cat ouvrage sont eciles de
Gnng, conformément avx rérien sulvies dans in Collaction ARMAND COLIN
{voir Ia nete finalo),

PREFACE 13

mis fol que ce qui m’a paru ftre indispensable au pra-
ticien curicur acqudrir le plus eito possible Io manie-
ment du ealeul vectorivl dans ce qi'il a de fordamental,
J'ai laissd de eotd des notions eéncrales telles que crlles
d'axiolild, assurdment fort intéressantes, mals dont Ueaposi-
tion demande un peu trap de discours, On ne trouvera rien
aon plus de relatef aun calenl leasaried, .

Les régles du ealeul E_E.E;.S_ slémentaire sont contenues

dang le Chapiire premicr. Les deux suivants en donnent des

. applications aux torseurs vu systémes de vectours glissants, ¢
la Gdométrie analytique. Lu dérivation des vecteurs apparait
dans te Chapitre I'V, ot elle esi suivie d’applications diverses
& la Gdométrie infinitésinmule. Le Chapitre V est consacréd &
la Aléeantque {Cinématique, Statique, Dynamigue du point
et des sysidmes matériels), le Chapitre wﬂ awr fonctions de
points {gradient, divergence, SE:E_:n.ﬂ. Jormudes a.n 8.?_&
intégralls Enfin le Chapitre V11 ne_:a:m des nﬁ,ﬁ:an:qza

+ du Chapitre précédent aux champs newtoniens, & Ul ydrody-
namique, au Magnéiisme. .

IT va sans dire que je ne prétends pos faire tenir duns ce
petit volume des traités complets de Gdomdtrie infinitdsimale,
ds Mdcanigue et de Physique. Je suppose que le lecteur a
quelque teinture de ces divers mz.?.a .a_.u cela me wm:.m&..:.;m
fois rappelés rapidement les définitions ot les principes,
d'aborder, sans rechercher Uordonnance qui 8.:.8:&3:.;
un exposé didactique, diverses questions ol m.a caleul c.aaczah
g6 monire & son avantoge, Dans la derniére partie, mon
iniention primitive étult d'ailer jusqu'd ﬁh?a#e&?gi&:a
et aux dquations de Maxwell ; mais e tne suis apergn avec
regret que les développements a.e....&...a purement physique
auraient pris une umporiance excessive el qua la place me
faisait défaut. .

‘Le lecieur jugera s'il aime micuz !

—
mM"’ = F
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Chanitre 683 Des carrés nératifs et de leurs racines dites

imaginaires,

k]

Nous avons déji eu l'occasion {denr 1. résolution de cer-
taines éguations quadratigues et cubiques) de mentionner les

carvés nioatifs et leurs racines imarinsires, ainsi gu'on les

nomimte habituellement, pour antant gu'on les distinime des racines
réelles, qui peuvent &tre nositives ou négatives. L'étnde -lus cowm-
plate de ces[}hOSea avait été différde, et trouve sa olace iei.

On prétend due ces quantiﬁés imapginaires { nrovenant de la

e et e e g

racine sunposde d'un carré nératif) serviraient \ montrer (chague

fois qu'elles adviennent) que le cas »rovosé est imvossible.

Bt cels est bien vrai, selon la notion nremidre et stricte
de la chose en cuestion. Car il est imnwossible gn'un nomore quel-
conque (soit affirmatif soit négatif) multinli’ nar lui-mdme {: in
se ductu%] nroduise nar exemple =~ 4. In effet des sirnes -embla-
bles ( gu'ile soient + ou - ) nproduisent toujours + , donc ja-
mais - 4 .,

Mais pareillement il e3t tout & fa2it impossible qutune
4aftité n'importe la quelle {mBme si ce n'est nas un ecarrd néFa-
tif) soit nérative. Car il est immossible gu'une grandeur gnelcongue

soit nlus netite que rien E; minus gquam nihil} , ou gqu'un nombre

quelcongue soit moins pombreux gne zéro [: nancior quam O].



[

Cenendant cette sunmosition (d'uue gnantitd né=ative) n'est
ni inutile ni sosuzrde, Y condition de la commreadre correctement.
fuoique,si 1'on s'en tient a la puré notation algéurigue, le si-
sne - paraisse indiéuer ine srandeur nui serait nlus petite gue
rien, nourtant, lorsqu'on le considire d'un noint de vgue "hysi-
ane, il (ési'me une arandeur non moins réelle nque le + , mris clest
une rrandeur qu'il faut internréter dens un sens controire A ce
gni a fté summosd,

“ar exemmle, si 1'om sunpose ¢gu'an hoiile s'avance de 3 oEsw
{mettons de & vers B}, nuis recule de © nas (ie B vers C) , et que
quelgqu'un vose alors la guestion: de combien cet horm.e est—il ~lus
avancé en € ga'il n'{tait en A ? On dira qu'il est nlns avaicd

de 2 nas. Porce que 5-2=3 .

A < B
_-l-“__'_'___l s A L] Fl —
8i 9y contre, egyent aveoncd e 5 nas (de * vers B), il re=-

cule de 3 pas (de D vers D), et gu'on demande de comuien il est
&>
aius avaned en D auten * ? On rénondraj; de - 2 nas leas Bet=f=3),

C'est A dire, iﬂest moins avancd de 3 »as , car c'est celr gue 1'on
veut dire lorsrue l'on Git gu'il s'est avencd de - 3 »as,

Bn effet, bien gu®au sens strict, il ne nuisrce y aveir uan
esnrce gii soit de 3 pas moindre que ri.n, et gue /e ce fnit le
cas snit imnossible quant A la droite AB vers 1l'avant, si en revon-
che on cowmnrend (3 1'inverse de ce qui a &té sunnosd) wie cetie

droite se nrolonge & nartir de A vers 1tavriere , olors on trouvern,

[ ]

L 5 aas en arridre de ', le point D que 1'on chorchait co we s'il”

Fd

{tait devant. Par conséguent, s'étre avanegd de - 3 nas est la 18-
—_— . ? )

me chose que s'8tre reculé de 3 nas .




n.r censfquent on doit certes riperdre rirativement a ln

v

question nosfe nlus haut: l'homte nlest nas du tout nlus avrned

{ corme cela ¢tait sunposé Ld'aprés les termes du nrobldme ) ;

dtautre part il est moins avancé de 3 pas (A l'inverse de ce aul

{trit sumpond), Aunssi, le noint D n'est-il pas moins déterminé
desimnaturi dans le cas nrésent, nar la réponse - 3 , qu’il
1'éaait, dans le cas nrécédent, nar la rénonse + 3 ., Non plus

vers 1l'avant, bien sfir, mais vers l'arriére . De ces deux facons,

on détermine sur la droite infinie un point fixé et unique.

La mBme chose a lieu dans toutes les équations latérales = 2

une dimension , - dans la mesure ol elles
aduettent une racine unique. D'habitude on admet cela communément

et sans y trouver d'absurdité.

Ce que l'on admet pour les lignes‘droites_doit aussgi,
"pour la méme raison, &tre adwmis pour les surfaces planes.

Par exemnle, si lton suppese qu'en un lieu nous ayons
eaoné 30 acres sur la mer, et gu'en un autre lieu la mer nous
en ait ermort? 20 ccres, et cue nous cherchions alors i faire
le dénombrement exsct de ce que nous vnonvons prétendre avois
ragné ? La réponse sera 10 acres, c'est & dire + IC acves {eou
30 - 0 = 10 ) ou, ce qui revient au méme, 1600 perches carrfes
(en effet, ce que les Anrlais apvellent un acre de terre, est un
rectangle de 40 perches de long et 4 de large, ce gui fait 160

nerches carrées, et donc 10 acres font 1600 perches carréeg.

Alors cet espace, si la forme de son étendue est carrée, aura

’

un c¢8té de 40 nerches de longueur, ou encore ( si l'onm admet la

racine négative) - 40,



$i maintenant, en up troisidme endroit, ls mer enlive
encore 20 acres, et que l'on pose la méme guestion gue tout 1
1'heure. On rénondrs gue nous avons gamé - 10 ncreg ( car
30 - 20 - 20 = =10), ¢'est & dire 10 ceres de moins que rien,
ou - 1600 perches carrées. |

Bt jusqu'ici il me s'est &levé aucune difficulté nouvelle,

i part celle que nous avions déjd rencontrée {en su»nposant une
guantité négative, c'est & dire nlus petite gue rien ) ; 81 ce
nfest que V1600 est ambign et peut &tre nosé égal A « 40 on &
- 40, puisque le carréy de l'un ou i'nutre fzit 1600.

B+ maintenant, si 1'on sunpose gque cet esnace est - 1GCGC
nerches, c'est & dire 1800 perches perdues, et que la forme de
son étendue est carrée, n'y aurgk—il nas de cété nonr ce carrd ?
Wi, 8'il v en a, guel sera-t-il? Certainement, ce ne sera ni
# 40 ni ~ 40 , car le carré de l'un ou l'autre produira + 1600
et non - 1800 . Ce sera plutét V -~ 1800 (1a racine fictive [:
supposititia? d'un carré népgatif ), ou ce qui revient an méme
10 V —- 16, ou 20 V -4, on 40 V -1 ,

Pareillement, la racine carrée d'un plan négatif, mettons
-~ be, est V -be, [....}4

Dans ce c¢as, V désirmera la moyenne pronortionnelle entre
une quantité positive et une quantité némative., Car de méue que
V Le signifie la moyenne nroportionnelle entre + b et + ¢, ou
encore entre - b et = ¢ {1'un ou I'autre , en multipliant, fait
+ be), de mdme V-be signifiera la moyenne nroportionnelle entre
+ 5 et - ¢, ou entre - b et + ¢, qui des deux cdtés font - e en
meltipliant. Voild donc comuent, du point de vue purement al~firi-
que, on fait apnnaraftre la notion véritable de le racine imarinaire

YV - be .



A |

Chapitre 67: EXEMPLIFIC'TIOB DES MENES CHOSES EN GEOMETRTE.

Ce que hous avons dit de V- b ¢ en almdire {comme une
moyenne nronortionnelle entre une nuentits 4ositive et une fguan-
tité némative) nent ansei 8tre adanté [: accommodari] anx rédomotres.

Par exemnie, si 1'on nrend !Bé + b vers 1l'avant, et ’C = + ¢
vers le haut, dsns uan nlan, le carré-ou rec%aﬂrle contenu entre
ces cBtés rera BC = + be, a cause des simmes + multinliant + .

Tt sempblablement, si 1'on prend (dans les rérious onposfes = si-
tibus contrariiﬂ ).ﬁ@ = - b vers 1lta.ridre, et *¥ = = c vers le
bas, le carré ou rectaurle sera @'{ =+ Le (X cause des sirnes
semblables ici aussi, — multinliant - ) wais dams la récion Cia-
métralement opnosée.

Par contre, si l'on nrend '3 = + b {comue aumaravant) vers
ltavant, mais AY = ~ ¢ vers le bas, DY sera - D¢ {% cause des si-
rnes contraires, + maltinliant - ) et cette fois dané nrje région
non pas diamdtralement onnoesée, mais scus—contrairc.(;....]

0u a nar consdénquent (7e quelque manidre qu'on nrenue = et b 1,
in earrd, ou un rectancle {dans un méne jlan) qui est rfel: afi{ir-
metif si lec simmes sont semblables, mais dans la réziom diamdtra-
lement onnosde,si de nart et d'mutre il ¥ a -~ , =ar raprort 3 1a
réesion o l'on se trouve si c'est + Qe nart et dlantre ; nésetif
nar contre =i les sirnes sont disseublables, et daus une rdgioan

sous~contraire, 4 savoir soit en avant mais en bHas, soit en haut

nais en arriere.



On constatera presque la méme chose, =i au lieu de carrés
on de triangles rectangles, on prend les moyennes nronortionnelles
qui ‘sont les racines de ces quantités nlanes. On trouvera alors
pour elles une région différente (= novus orietur situs), selon
que les sifnes sont semblables ou dissemblables,

Par exemple, si en avant de A on prend AB= +b, et encore en
avant, sur la m8me droite, DC = + ¢, et que AC soit le diamétre
d'an cercle, on trouveras le sinus droit, c'est 2 dire la moyenne
pronortionnelle BP = V +be.

Si au contraire, en arritre A nartir de A, et donc avec le si-
gne contraire, on prend — AB = - b, et & partir de B vers 1l'avant,
3C = + ¢, AC restent toujours le diamtire du cercle, et se tron-
vant égal 3 - AB + BC = =b + ¢, on aura la tanwente, clect Y dire

la moyenne vwronortionnelle, BY = V - be.

—
| S
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Supposez maintenant (pour ume interpré&tation plus compléte) um trian-—
gle dont la base (de longueur guelconque) se trouve sur la droite AC
et qui a pour c8té AP = 20 ; et en méme temps on connait la hauteur PC
(et 1'angle PAB par conséquent) telle que PC = 12, ainsi que la len-

gueur de 1'autre <¢3cé PB = 15.
I1 faut tirer de ces données 1a longueur de la base AB.

Ces données impliquent que le carré de AP est 400 et celul de PC 144 ;
leur différence 256 est le carré de AC, soit 400 - 144, Et done

AC = /256 = + 16 ou - 16 ; en avant ou en arridre selon que l'on prend
la racine négative ou positive ; mais nous prendrons ici la racine car-

rée positive.

//7"\\
A y e

Alors, puisque le carré de PB = 225 et celui de PC 144; la différen—
ce 8! = CB2. Et donec CB=v8I ce qui vaut indifféremment +9 ou -9.

B peut donc 8tre pris en avant ou en arridre de C. Cé qui donna deux
valeurs pour la longueur de AB ; c'est 3 dire AB = [6+9=25 ou

AB = 16-9=7 ; ces deux valeurs &tant positives (mais si nous prenions,
en arriére de A, AC=16, aiors nous aurions AB = -16+9=-7 ou

AB = =[6~9 ==25 ; ces deux valeurs &tant négatives).

Supposez i nouveau AP=15, PC=12 (et donc AC = v225-144=vB]1=9% ; PB=20
(et donc BC = v400-144 = /258= +16 ou ~16) ; alors AB = 9+16 ou

AB = 9~16 =-7 ; l'ume positive, 1'autre négative (on aurait 12 méme
chose, avec des signes contraires, si nous prenions AC = v81=-9, ce
qui voudrait dire AB =-G%+16=7 ou AB = -9~16 =-25)} ; dans chacun de ces
cas on trouve le point B sur la droite AC (si ce n'est en avant, c'est

4+-en arridre) comme la question le”supposait.

P . e - . .
Et celles des &quations du 2~ degré, dont les racines sont réelles
(qu'elles soient positives ou négatives, ou bien i'une positive, 1'au-

tre négative) sont de la mdme nature : c'est 3 dire sans autre




impossibilité que les racines (l'ume ou les deux) peuvent gtre des
quantités négatives (ce qui arrive Egalement aux gquations du 1% de-
gré).

Mais si nous supposons AP = 20, PB = 12, PC = 15 (et domc AC =/175)
quand nous sommes amenés & soustraire comme auparavamt le carré de

PC (225) du carré de PB (144) pour trouver le carré de BC, nous trou=
vons que cela ne peut &tre sans trouver une différence négative
(c'est 3 dire PC &tant le plus grand, alors qu'il &tait suppesé &tre
le plus petit ; et que le triangle n'est pas rectangle en C comme

supposé&, mais en B). Et donc BC = v-81.

Ce qui donne en effet comme avant une double valeur 3 AB : Y175+/=-81
et Y175-/=81. Mais cela implique ainsi une nouvelle impossibilité

en algdbre (ce qui ne doit pas arriver dans les &quatioms du premier
degré) : non pas d'avoir ume racine négative ou une grandeur plus pe-
tite que rien (comme auparavant), mais la racine carrée dfun carré
négatif. Ce qui au sens littéral ne peut gtre, car aucune racine
réelle (positive ocu négative) multiplige par elle-méme, ne fera un

carré négatif.

Cette impossibilité algébrique, implique une impossibilité du cas
proposé en géométrie : que le point B ne peut &tre (comme on 1lavait

supposé sur la droite AC tracée i partir de A (en avant ou en arriére)

Cependant il y a 2 points dans le méme plan qui conviennent {(en dehors
de la droite). Si je trace les droites AB et BP, de chacur de ces
points, nous avons un triangle dont les cBt&s AP et PB sont tels que
nous le demandons. Et 1'angle PAC et la hauteur PC (par rapport &

AC, et non pas par rapport & AB) tels que proposés. Et la différence

des carrés PB et PC est le carré de C3B.

Et ainsi que dans le premier cas, la somme des deux valeurs de AB
(qui &taient toutes deux positives) vaut le double de AC (16+9+16~9 =
16+16) Done ici (/175+/-81+/175-/=81=2/175)

o



Et sur la figure : la somme des deux segments AB est &gale au dou-
ble de AC non pas pour les deux segments AB eux—mémes (comme dans le
premier cas, lorsqu’ils é&taieat sur le segment de base) mais pour les

segments de base (AB) sur lesquels "ils reposent” (on les projette)

Donc si nous remplacons 1'un de ces segments AB par le segment de mé-
me longueur et méme pente jolgnant 1'autre point B i un point a,AC o
formera une ligne droite et la longueur A o sera double de AC de mé-

me que dans le ler cas.

La plus grande différence est ceci : dans le premier cas, les pecints B

appartenant au segment AC, les droites AB sont confondues avec leur

base {AC), mais il n'en est pas ainsi dans le dernier cas 13 ol les

points B sont placés au-dessus des £, 3(points respectifs des bases

au - dessus desqualles ils se dressent) comme 6$f1 a fabF pour reudrs
Alrand =yt

le cas possible (c’est-3-dire o5 x = Y, mais

dans les deux cas, ACa (la base de ABa) est &gale au double de AC.

C'est—3~dire que dans le cas de racines négatives, nous devons dire :
le point B ne peut &tre placd ainsi qu'on le pensait, en avant de A
sur AC, mais en arridre de A et il faut &tre sur la méme droite. Nous
devons dire qu'en cas de carrés négatifs, le point B, ainsi qu'on
1'avait supposé, fe pouvait &tre trouvé sur la droite AC, mais au-des-

sus de cette droite, il pouvait Etre dans le plan.

C'est pourquol j'al largement insisté 1li-dessus, car la notion est nou-
velle = du moins je le pense - et c'est pourquoi je déclare qu'i pré-
sent, je pense pouvoir expliquer ce qu'on appelle communément les ra-

cines imaginaires des &quations du 2° degré.

Par exemple : les deux racines de 1'équation 32 - 2a/175+256= 0, sont
les deux nombres a =/175+vY=81 et a=y175=v=81, (qui sont les valeurs
de AB dans le cas précédant). Car si, de 175 {carré de la moitié du
coefficient) nous retirons la valeur absolue 256 la différence est
- 81, valeur dont la racine, ajout8e ou soustraite 3 la moitié du
coafficient fait ¥Y175+v-8], lesquels sont donc les deux racines de

178quation.

) .
De la méme manidre, dans l'8quation a -3a+175=0, si de 256 (le carré
de la moitié de 32) nous obtencns 175, la différence est 8] dont la

racine est 9, laquelle retirée cu ajout@a 3 16 (la moitid du coefficient]

fait 1639, qui sont. les valeurs de AB dans le premier cas,




Construction géoméirique tinde du cas pricident.

Dans le précédent chapitre, nous avons montré ce qui en gométrie

répond au probléme des racines négatives en algébre.

.Je vais maintenant montrer quelques constructions géométriques, qui
correspondent 3 la résolution des &quations du 2° degré dont les racines

peuvent avoir des valeurs imaginaires, valeurs provenant des carrés néga-

tifs.

La construction normale pour 1'équatiom 32 +ba+a=0; est la
suivante : le coefficient b étant la somme de deux quantités,
dont le produit est a (en valeur absolue), cela ne peut etre plus
normalement exprimé, en grandeurs, qu'en faisant de b (=Ax) le
diamétre d'un cercle, et de vo (=BS) un vrai sinus ou ordonnée

(car c'est une des propriétés bien connues d'un cercle que 1l'or-
domnée est moyenne proportionnelle entre les deux gsegments ''du”
diamatre). Et puisqu'un segment de longueur BS peut &tre cons-
truit indifféremment de chaque cdté de CT, nous avons donc sur le
diamétre deux points B, B (correspondant au# 2 points SS de la
demi-circonférence) qui divisent chacun le diamdtre en deux parties
AB, Ba qui donnent les deux racines désirées

(tous deux négatifs, ou tous deux positifs suivant
que dans l'équation il y a -ba ou + ba). Et lors-

que BS augmente , B approche (de chaque cGté) de C

et CB qui est le cosinus ou demi-différence des

racines diminuég.

Mais comme le sinus BS ne peut jamais &tre supérieur au rayon CT

.o . . . .
lorsque /o est supérieur i 3 b 1a construction est impossible.

: . PP s 11s Lo 2=
La construction géométrique correspondant & l'équation a"+tba+a=0
(8crite ainsi pour faire apparaftre en une seule fois les cas

. . \ e 1
possible , impossible c'est—a-dire tels que Ebb est ou n'est pas

inférieur I a) peut £tre la suivante :




A A

Sur AC&= b'"bissectée" en C on &l&ve une perpendiculaire CP = V; ;

et prenant PB = % b on trace un triangle rectangle PBC DE n'impor-
te quel cGté de CP). L'angle droit de ce triangle seraem C ou an
B selon que PB cu PC est le plus grand et de mfme BC est un sinus
ou une tangente {par rapport au rayon PR). Les segments AB, Ba sont
les deux valeurs de a, toutes deux positives s'il y a -ba dans
1"équation et toutes deux négatives s'il y a +ba. Ces valeurs sont
appelées réellies si 1'angle droit est en C et imaginaires s'il est

en B.

Dans tous les cas {(que l'angle droit soit en B ou en C) le point
B peut Etre pris de l'autre c8té& de PC dans une méme "position"”, les

deux points B,B &tant ceux que 1'Bquation d&finit.

Dans le premier cas ABG est une ligne droite ainsi que ACu. Dans
1'autre cas ABcl fait un angle en B. ACa étant (3 la fois) la dis-
tance AOt et la droite de base sur laQuelle on projette ABa’ R tombe
en 8, le point juste en dessous de lui. BEt alors, si dans le probléme
qui a donné lieu 3 1'&quation on suppose que AB& est une ligne droite,
ou que B est sur la droite ACa ou que B est confondu avec B ou gue
ACCI est la somme de AB et Ba ou tout autre chose qui implique 1'une
des précédenteg, la construction mentre gue s8i ce cas, ainsi compris
est impossible on peut i'interpréter pour le rendre pour le rendre

possible.

La différence entre cette impossibilité et celle qui provient
d'une Equation du premier degré -est la suivante : quand, dans une
équation du premier degré om obtient une valeur négative il suffit de
dire que le point B demandé ne peut &tre sur la ligne AC donnde au-

deld de A, mais qu'il est en degd 3 la méme distance. Mais quand,

dans une &quation quadratique mous obtenons (non une valeur négative

ce qui raménerait au cas des E&quations du premier degr&) unme valeur

imaginaire on peut dire que le point B n'est pas sur la droite AC

comme prévu mais en dehors de cette droite (dans le wméme plan)

oM QAL o e L e Lo iLﬁﬂq .

’ . . 2 ..
L'zutre forme d'équation quadratique a~ + ba - a = 0 s'effectue ainsi :

prenons CA ou CP = %b et PB = Yo en faisant



i

un angle droit en P. L'hypoténuse BC prolon~

gée coupe le cercle PAcl en Aa et les deux ra-

cines cherchées sont AB, Ba pour lesquelles

la tangente PB est une moyenne proportionnelle
et Aa la différence. Mais 1'unme d'elles doit

Stre considérée comme positive et l'autre com-
me négative (parce que si AB est en degd

Ba est au-deld), 3 savoir : + AB, -Ba s'il v

a + ba dans 1'équation, ou <—AB, +BCI s'il v a

-b .
o

Mais cette comstruction n'est pas ici 4 sa place : puisque dans cette
forme d'équation nous ne sommes jamais confrontés aux valeurs imaginaires

car-PB de quelgque longueur qu'il soit peut toujours Btre une tangente au
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Or, si a désigne, par exemple, un objet matéricl, comme un
Srane, un gramme, les termes qui, danas la seconde suite, de-
vraient suivree zéro, ne peuvent rien représenter de récl. On doit
donc les qualifier &'imaginaires.

Si @, au contraire, désigne un certain degré de pesanteur, agis-
sant sur le bassin A d’une balance contenant des poids dans ses
deux bassins, comme il est possible de diminuoer a soit en enle-
vant des poids au bassin A, soit en en ajoutant aun bassin B, Ia
suite en quesiion pourra étre prolongée an dela de zéro, et — «,
—2a, —3a.... seront des quantités aussi réelles que —- a,
R T TS ¥

Cette distinction des grandeurs en réelles et fmaginaires est
plutst physique qu'analytique; elle n’est pas d’aillenrs tout a fait
insolite dans le langage de la Science. Le nom de forer imagi-
naire est usilé en optique, pour désigner le point de concours
des vayons qui, analytiquement parkant, sont négatils.

2. Lorsgque nous comparons entre elles, sous le point de vue
appelé rapport géométrique, deux quantités d'un genre suseepti-
ble de fournir des valeurs négatives, 'idée de ce rapport est évi-
demment complexe. Elle se compose : 1% de Pidée du rapport
numérique, dépendant de feurs grandeurs respectives, consideé-
rées absolument; 22 de Vidée da rappori des directions ou sens
auxquels elles apparliennent, rapport qui, dans ce cas-ci, ne
peut ¢tre que Videntité ou Vopposition. Ainsi, quand nous di-
sons 4~ a: — b1 — ma i+ mb, nous énoncons non-seulement
que a: b i ma s mb, mais nous allirmons de plus que Ia dirce-
tion de la quantlité -~ & est, relativement a4 la dircetion de la
quantité — &, ce que la direction de - ma est relativement i la
dircction de —mb; et neus pouvons méme exprimer cette der-
ni¢re conception d’'une maniere absolue, en éerivant

(M) +1:—1i ~1l- L
3. Soit proposé maintenant de déterminer la moyenne propor-

tionnetle enire —- 1 et — 1, e'esl-i-dire d'assigner la quantite
qui satisfait & la proportion :

LS G SIS R EE R

On ne.pourra égaler x & aucun nombre positil ou négatif, d'ou

— 7

il semble qu'on doit conclure gue la quantilé cherchée est ima-
ginaire.

Mais, puisque nous avons trouvé plus haut que les guantités
négatives, qui paraissaient d’abord ne pouvoir exister que dans
Vimagination, acquitrent une existence réelle, lorsque nous com-
hinons Vidée de la erandeur absolue avee celle de la direction,

P'analogie doit noug uvo_.pm_. 4 chercher si 'on ne pourrait pas
obtenir un résultat analogue, relativement & la quantité pro-
posce. .

Or, ¢’il existe une direction d, telle que la direction positive
s0it & « ce que celle-ci est & la direction négative, en désignaut

par 1, 'unité prise dans la direction d, la proportion
(B) S Iyt —

présentera : 19 une proportien purement mécanigue 121 el
29 une proportion ou similitude de rapports de direction, ana-
logue 4 celle de la proportion (A); et, puisqu’on admet la vérité

de cette derniére, on ne saurait sc reluser h reconnaitre dgale-
ment la Yégitimité de la proportion (B).

4. Nous allons encore établir ici une distinction physique entlre
les quantités réelles ¢t imaginaires. Que 'unité dont il s'agit soit,
comme plus haut, un certain degré de pesanteur, agissant sur
un des bras d’une balance. Nous avons trouvé gqune ce genre de
grandeur peut réellement étre positif ou négalif; mais on ne
saurait aller plus loin, et on ne peut en aucune maniére conce-
voir un genre de poids tel que r; qui représente quelque chose de

réel. Donc, dans ce cas, 1, est uns quantité imaginaire.

Prenons mainienant pour unité positive une ligne KA (fig. 1,
considérée comme ayant sa direction de K 4 A, Suivant les no-
tions univorsellement regues, Puwité négative scra Ki, épalea KA,
mais prise dans un sens opposé.

Tirons KE perpendiculaire & 1KA; nous aurons la relation sui-
ante :

La direction do KA est i la direction de KE comme celle-ci ost
4 la direction de K1,

La condilion néeessaire pour réaliser 1a proportion (B ) se trou-
vera done compléicment satisfaite, en prenant pour d la di-
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tection de KE, et on aura
Y
1, == KE,

quantilé iout aussi réelle que KA et K. On voit aussi que
méme condition est également remplic par LN, opposce a Kid
‘

Fig. 1.

\ // \\ //
| AN z\ |
H“Ea S RO |
\ I 7
5 ra
N\ % ~ /// ) \\
f//./. ) \.\ Y
N

ces dens dernitres quantités étant entre elles 12 - vt — 1, ainsi
guc cela doit clre. .

De méme qe’on a assigné une moyenne proportionnelle réelle
L entre -1 et — 1, ou entre KA ot Ki, on pourra consiruire
les moyennes KC, KG,..., entre KA et KE, KE et Ki,....

De T4, ot par une suite de raisonnements que nous supprimons,
on arrivera & celle conséquence geénérale, que, si { fig. 2)

ang. AKDL — anpg. AR,
on oy abstraction faite des grandeurs absolues,
RA: KD o KA R'DY
Yest 1a e prineipe fondamental de la théorie domt nous avons
cs3aye de poser les premiéres bases, dans ’éerit dout nous don-

nouns iei un extrait. Ce principe n’a rien au fond de plus étrange
que celui sur lequel est fondce 1a conception du rapport géome-

31 .-

trique entre deux tipues de sipnes diticrents, cof i} n’en est pro-
premeut qr’une gencralisation, .

Fig. 2,
-1
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-
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| (N R, |
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H. Comme, dans ce qui suivea, nous auvions & vépdler (réquen-
ment ba phrase : fignes considérdes comme tirées dans nne certaine
divection, nous empleierons Uexpression abrégde o lignes en di-
rection ou lignes dirigées ; ot nous dénoterons par AL la ligne AD
dirigéc de A en B, ol par AD simplement celte méme ligne con-
sidérée dans sa grandeur absolue. Nous prélérons le mot de
direction & celni de position, parce que te promier indigue, entre
fes doux extrémités de fa lipue, une différence, essentielle dans
notre Lhéoric, que nemarque pasledernier. Nous pourrons réscrver
celui-ci pour désigner coflectivement ;o:»\ﬂ:_.on:osm opposées, et

nous-dirons que Al et A ont Ta méme position.

6. Neus allens maintenant examiner comment les lignes diri-
gies se combinent entre clles pae addition et wmmltiplication, ¢t
en construive fes semimes et les produits.

La muliiplication »ne présente nucune diflicuite. Un produit

=2 B on'dlant autre chose que le qualriéme termne de la propor-
tion ¥ A i B:x, il nes’agil que d'appliquer aux lignes données
ir prineipe du n® 4.

Quant a Vaddition, Ia regle que nous alions douner peut se
démonirer facilement par les théorémes qui donnent les sious
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prise pour unité; et soit KB == u; on aura

KA =1, KBewn, KGC=u«, KD=u',...,, KN=ur

KA = ﬂw“”l M= ! —y e N L
1, ﬁg- G ~nuu H—W—U qhgu ] mrwz == :-_u
KA KB KC Kb KN
e I R | T—1 | L= LU
ny W1y KOS Ky KN’

Et, si I'on prend, sur les rayons correspondants K38’ == K3,
Ky'==Ky, Kd'==Kd,..., les longueurs K8, K, KJ.... ¢tant 2
volonté, on aura encore

Si sur des rayons KA, KM, KN,..., _:.Hm pour bases, on con-

struit des figures somblables, et que a, m, n,... soicat dos lignes.
homologues de ces figures, on aurn

(4 Mwﬂxmyg. HHMXQ»:.!

0. Seient (fig. 3} arcAB == CD == a, arcAC =10; on aurs

e 8
{5 6, 7)
cos( @ +4-&) -y 1 sin {(a--b):= K& -1 g = KD ==Kl :< K€
(R - 58 s (Wy 5 C)
}“ ?cma -T<!U.;;.:ZL?:§..T<.t..._m.sf

= {cosacosh —sinasind) - Vot (sina cosd -+ cosasind);

done, en stparant,
cos(a + S cosa cosd — sinasind,
sin{a -+ b) == sinacosd - cosasinb.

a.l.%

Soicnt ( fig. 6)AC = &, AB =24, BD = wo . : prenons

K v & p =

AE == BD, et tirons KD et BG se coupant en ; nous aurons

(cosa — cosd) -1 Y —1 (sina — sinb)
= {cosa + Y =1 sina) -— {cosd 4y =1 sinb)
2 (K7 +-7C) — (K@ + 38) =KC— KB
o KU A4~ K = BC = 24C == (n0 8, €) 25 L 2 KD
=oel > {Kd-+ a,cv

a— b a3+ —_—— b
] !_w:Tiw -  cos — - ¢/ == sin R

nl._wnz..T@ ..- .a....} :‘Y\B
sz m g sin e sim - - 3§ —1 siR——— cos———-
2 A 2 s

.
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aurons {8)

Soit encore { fig. 9) are AN =: 24 divisé en un nombre infini

KA K& K¢ 7 i’

done les ares correspondants, ou certains multiples de ces ares,

Fig. 8,

AN
de parties épales, dont AB seit la premidre; prenons AP = ”_” a,
ot tirons AN, KP ¢t Pp; nous aurons
[2ay 7o ANY 1 =20 ABY—1==2n.AB
A
= 22{AK + KB ) = 2n Als_u.nmz:v
ﬁ ! L
= 2n{—1+ { KA+ AN ._; =1an ﬂi P _-Twm,:w
(D} h / ( /
- 1 Aq V
el s
—on _w:i _|T_+m_mg+mi{“fli>2w =+
- g —=3
- AN AN
\ ..:.NA;I 2 T ;v
penvent étre pris pour les logarithmes de ces mémes quantités
savoir : ! mais (8)
:?>2ﬁ?nk° HA“mMZuﬁ&ﬂ.@VAﬂ..hum‘ﬂﬁﬁTml—.v
. Kl =ay—isina ?cmn Y —r m..._wav.
pﬁ.u; >2 =&, On 2 Q;G-.u
Fra Mz,ﬂl?mmaauu?:mua¢T..\.Hk_mm=uav.
e dog L o KA+ AR o YT tanp — - —
m = fog o log KAL A - log - —— rr, . AN = —y--1(2sina)’ Ancmua +-y—1sinla),
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» s'il peut ouvrir des chemins plus courts et plus faciles pour dé-
montrer ceriaines vérités ». Cest ce que le fait seul peut décider.

12. Nous ne croyons pas deveir omefire quelques apergus sur
une extension dont nos principes paraissent suseeptibles, Seient,

comumne plus haut (fig. o), KA = + 5, KG =z — 1, KB .UIT,\H..

KD = O\Hﬂh tout autre rayou KN, mené dans le plan de ceux-
la, sera de Iu forme pPr-gy—i; et réciproquement, touie expres-
Fig. 10,

sion de cette forme sera celle d'une ligne dirvigée dans ece plan
Tirons maintenant, du cenire K, une perpendiculaire KP - KA a
ce plan. Que sera cette ligne dirigée KP relativement aux price-
dentes? Leur sera-t-cle tout 4 fait hétérogéne, ou bien peut-on
la rapporier analytiquement a Punité primitive KA, et assigner
son expression algebrique, comme celle de KB, KC,...»

5i nous nous laissons guider par Panalogic, voic co qu'eHe nous
sugrere sur ces qucstions.

Lo prenant pour unité des angles la cireonférence entidre, il
suit sles principes ci-dessus qu'un rayon en dirceiion, faisant un
angle « avee b A, peut étre exprimé par 1%; mais, d'aprés la nature
des exposants, celte expression a des valeurs maultiples, lorsque «
est [ractionnaire, ce qui peut amence quelques diflicuités. On

évitera cct inconvénient, en employant In notation de M. Franeais

(Mérmcire cité ), ot on écrivant 1.5 onaara ains

KA =1, KBor | HKCoor, KD oxy,

t

i 2 A

Nous avens prie, de pavt et d'autre du point A, sur la circon{é-
rence ABCD, deux directions opposées, aflectées I'une aux angles
positifs, Vautre aux angles négatifs. Or, si nous appliquons aux
mémes angles les mémes considéraiions qu'anx lignes, rous sc-
rons conduit & prendre les angles imaginaires dans une direetion
perpendiculairve 4 celle qui appartient aux angles riels.

Supposons que le demi-cercle ABC tourne autour do AG, le
point I décrivant le cercie BPDQ; puisqu’on a déja

angle AKD == -+ .\m = m“. NEEN
I 1T
angle AKD — — A = Mm; A=),

on pourrs dire que
—_— _ 1
angle AKP - L V== -

d’oti 'on conclura

—g =1 = 1 == A1 = ?\Hl:ﬁk._.

Telle parait devoir étre I'expression analytique demandée.
5i l'om prend un point M sur le cercle BPD, tel qu'on ait
angle BKM == p, on sura parcillement
1 -

angle AKM = i Anom_; + -~ isinp vm

ct en faisant, pour abréger, cosp —+ y— 1 sinp = 3

¢ - e BOS 8t g/ 1 EIR

1
.y wiﬂ« =t L n\. HH.AQ..“ .



()} otuany 91190 g sa|IPUD

2
ot wou “¥p oapao,| op sanoqua saxne,p odooud sed v u UonoUO)

VYA :.M.!H._bqu_u :V aampar ¥ ‘osnaanedia sngd ep auopuina
vf op *aruasaed pzanod voub 9j108 9t op fopMIIIOOULP 92ID0S
aapne oun 389 opsodosd woissendxa,f ap XNRHPRE XNT SINP SAND[EA
sop ;yadnou v fonmo uy lp Ty tp sJuDIOYIP SHPAO,P SN
-wvub sanorsnpd v sioj v v aruapaedde sed jeaauod ou sunpedoy
AUWANL UN 1§ IPANSSE,S ST ITP MRIPNE] [ “seyvuriul sow
-eflop sop ans sospapad U SUONOU §IP D10IUD sed e,u uonb 03
uo ‘padso,| susp sodenu sonbanb ‘opqueas snou @9 ‘rssne JUISSIN]
o> ‘samyiaedo] saf juotojdute b suonrisUOWPP XNT puendy

b
¥y aapao,] op 9inuenb sun 13w

1adxa 10D 2[10 1§ ‘oTuygu KuoAep Jnad Tp no 1~ A b+ d auwaj vy
ap sowaay op 29sodwiod o1aps aunnb yuwiaqpoand xowmspad juad
uo,[ 10 foneuidewy panuenb sun amuaspadaa jrop ap1,ubsao| ‘o1uy
-y aut10) dun j9mid no “nagea oun pusad ‘sa[[a9a sympuenh sop
onb wowrdxs puad ou ‘aamjuu s avd ‘b o1a9s aun,nb toskeuy,|
suep ‘JAYP UD ‘JUSATOS DALIE ] "SOUIY SINO[UA SIP JUO b 32 d pub
pesvancad uo,nb jueyne, nb so1UENPUOD 941 JEIATES OU SITADS 1D
uswaddogaop oy juspopdime b soqee onb suoprysuOwWIP S
ans sonbavwoa ap stutod 3108 snou q1,nb stew fi—AB - d ourtoj

v & 2uNp 0139 sanolnoy jnod al\:?_.sm 1—Ag-+ QV uopanoy ¥l

aub J{q¥IP ¥ JUTPUD} SUSHITMSUOWDP SIP ‘QUIPA B[ ¥ ‘9ISIX0 ]
vy -+ ¢ aoddex Jud 10-0199 950, onb 1—A ¥ ja0ddra

avd pupdoangy 1ssue 12 Pulaj 97199 ¥ S[qUANPOL UOU gnusnb

aun,p apduns snpd o spdwaxa, [ WEILYO 1— ._J == Y 10 {jusw

m_i,ﬁ o

-mapeihu onjospa JnnIoAnOd) 98 ,..!\,@L-m JuLI0] T ¥ 0UDULA

2132 ad uoneuoj 900y 18 Jjoaws ap ‘opnil JudAReS ‘aonsond v

‘spsnupe JuATEI9 Juopnapad opnar | suep sapsedxo suorON SIS
“quawiuygput 9pducjoad ong

nad b 9310s oun,p sowaoy stotwoad say onb Juos ou ‘suoSUIWID

stoq) ¢ ‘xnop w ‘oun 3 jrodder aud spazapisuod saudy sop juondls

L
<op mh ¢ T Iy suossordxo sof oud Hueuany uw ‘SLEOJDATNS
o snou 30 ‘snhaade s00 wioy supd sud suvaorsnod ou shoy ¢y

— g6 —

uorssaadxo anod suop vane Jyg 2JueT

*¢1 wared np anaed e ‘v e oroqeaed uonwadip el op 118vs

[r.ubsaog O = T A= d aamy w yrupuos snou arfojeun, [ suo(g
M - == ¢ j1e suoav snou onb anip-g-150,3 1— A0 — gedau

saateuew sojdus s0] guuop € snou gV © o(jeivd uondNIp v
‘0 uted no ‘Guowpradeg (VY 1 = ¢ se0 82 anod fston suose
snou aub adrp-w-1s0,2 .._“\.3 —+ sppsod sanpeurdemy sojfue so1
aatnysuoo anod esjad suoae snou onb o122 3500 g ® ojpp ol

TIAS SUONOLATP 590 9p aun {jured 90 UG BOUIIPIUOIIIG ¥ ¥ SAAIY]
-nagpuadiad sucnioaqip op pyuyul sun v juiod nu suourdvuig

o

=

4 ?f_,_: == mﬁ .w.l.”,}v — = i

s .-.l;.) + Heoy

e

+
1

‘JI0A 9] 9P SUOUDA SUOU QUIOD
182 STONDAIIP §00 ap aun,] suep os1d 9jtun 91noy ap o(rpuId uols
-soadxa, 71— A adivurdewt gjrun [ v J93094T | aunod foun Juaiuaag

-telqae pusad uoe ue soqonbso] uwed ‘saarequorpuadand juos ng
mb suoypearp op Mmyuy oun v A 1 fr-- 9p effea anod apydope
JUTID VOIIAAIP oun*onb sUOAIISTO *aT[NIYITP 91702 JIFNL[IY INOJ

—..

7

T1—-A T T Y JUIWWIPIAD 959 a18ue 120 20l sip

_..
-ue) M....M.; ” = @0 nesauuep b o3 49 u:_omu—ou.éz.am_moﬁoo

JUTSIU} U0 ‘uolsn[au0d 93192 AP PdssnE) vf op 101uq podiades
uo sypw )PV P0UaIpjuoddid v ans suad jueiad N JYN o[due no;

i
ap owg op aa3g 3op ud b o ‘1 .;wun 19V #due,| onb

e g gy ofdue g onb JUOD NEIA[WAS [I fuonIdAIp IN9f ¥

anepnarpuadaad 182 gy uepd of 19 ‘s[apa spwidou 39 spnsod quos
sapdue so[')qv aduMNjwoRdl? v 4us ‘g julod np anne,p 1o paed o
AL opdug [ op uvossaadxa, [ JUTUAIUIRIY SHSIIIN]))

Sl ¥ Jonumpad wofed

e saareqnarpuddiad suolva saf snoy op o[erpupd uopssardsa | 159,

— ﬂa —



152 NEW BOOKS. NEW BOOKS. 153

i sery of those then accepted by the post-office officials, an attermpt was
i masde to prevent their discussion and publication.  These are the papers,
+which are now published for the first time.  We cannot but agree with the
© wathor whea be says “there seemed to be an idea that official views, in
virtue of their official nature, should not be controverted or criticized.  But
‘ghere secins somcthibg wrong here, as the later evidence in support of ny
q.t.ia fas shown.  Lor what other olject have scientific men than te get at
‘e truth, and how is it to be done without free discussion?

S The articles on clectric and electromagnetic theory form the best com-
seentary that has been written on Maxwell’s * Electricity and Magnetism,”™
“fue fandamental ideas are explained and elucidated, and the author is
it content tinless he places before the rveader the true inwardness of the
asddytical expressions and equations.  But they arc more than a commen-
tagy 1 they constitite a development of Maxwell’s theory,

s these volumes we have a full account of the author's system of rational
ghectric units,  1n many cases the true relation between electric quantities
\fn__c__;n._ by the appearance of an extranecons 4 ; for example, the resull-
84 force outwards at a charged surface is not equal to the density, but to
4% limes the density.  This is due to the manner in which the unit of
Yeciricity or the unit magoctic pole is defined. I the unit pole were
= defined as that from which unit amount of force emanated, the force at dis-

: 1
e+ would be

NIEW BOOKS.

Electrical Papers. By Ovriver Heavisioe. 2 vols,
Macmillan & Co., 1892.

Hb_,z_s.._

The two volumes hefore vs contain a reprint of fifty articles on eleciricy
subjects, which appeared originally in Zhe Lnglish Mechanic, The Phify,
sophical Magazine, The Journal of the Soctety of Telegraph Bngineers, Ty
Llectrician, The Phitosophical Transactions, and Nature during the inte.
val from july, 1872, to July, 1892. They contain in addition three papen,
which were written within that interval, but are now published for the firg
time. The first twelve atticles are on matters dealing principaily wi,
telegraphy, and are but lossely connected. The next eight arlicles dey
mainly with the theory of the propagation of variations of current afony
wires, beginning with applications of the simple electrostatic theory of &y
William Thomson to cables under different circumstances, and followed by
extensions to incinde self-induction, or the influence of the inertia of the
magnelic wedio, and the mntual inlluence both clectrostatic and mag.
netie of parallel wires, We next come to a series of Papers relating 1o
electrical theory in general, first published in Zhe Electrician between 1Ry
and 1887 ; then toa stwdy of the theory of the propagation of induciiog -
and electric current in roand wires ; and lastly to a more comprehensive
treatment of electroningnetism, based upon Maxweil's theory in g _E_n,.
serics of papers entitled  Electromagnetic [nduction and its Propagation.”
The remaining articles consist of applications growing out of the preceding
theory, namely, the sell-induciion of wires, resistance and comdictance
operators, electromagnetic waves, the forces, stresses, and fluxes of energy
in the electromagnetic field, ete. g

Thus it will be seen that the work, though a reprint of papers, has a cop.
tinuity of treatment, and is suitable for the electrician or the advanced siy.
dent, though not adapted for use as a manual.  Mr. Heaviside s, | believe,
now engaged putting the electromagnetic theory in a form suitable fora -
student. ’

One who reads these papers cannot fail to be impressed with the phily.
sophic earnestucss and philanthropic motive of the author. He is 2 love
of wisdom and a searcher after truth, In this connection it is ::22:8
to read how some of his most important papers, namely, those on the self.
induction of wires, were first received,  Because his views were contradic,

5 instead of 2o The advantage would be tat 47
: 4y »”

._.Er_ appear only where its appearance is rational; all the equations
woukd then De seen o be truths instead of appearing as mere formabe, 1t

.,w wna.?xa. in the recollection of some readers that Professor Sylvester, a few
.mﬂ-? since, in the course of his learned paper on Dipotentiad, poked fun at
Profossur Maxwel for having, in his investigation of the conjugate propertics
4 .we.iqin__ by complete spherical-surface harmonics, made use of Green's
heotem coneerning the mutual energy of two clectrificd systems.  He said
i ¢flect, for the quotation is from memory) that one might as weld
prove the mle of three by the laws of hydrostatics, or something stinilar to
gut.  in the sccond edition of his treatise, Professor Maxwell made some
~ gemarks that appear to be meant for a reply to this; to the elfect that
“athough sanies involving physical ideas are given 1o cortain quantities,
5% e, 33 the reasoning ks purely mathematieal, the physicist bas a right to
i assnt himsell by the physical ideas,  Certainly 3 Dat there By mnch more in
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the play he certainly resorts to extreme measures,  For instance, in an
sarly paper (Vol. 1, poo270) he gets a produet which is the sum of a scalar
product and a vector product ;  namely, if

AR d . .
=7 AT ad R=Xi 4 1) :
v f}.+\.\.¢_+ g i Y+ 2,
then
TANNTS M AT £ A o NS A fdY _JX
R=—{"" 4" 4" g R TS .
v Ay _ o F '3 \ +e ay s |_..\ dz dx + Ve :_.‘..u

In a foot-note now added he says: © As the above is the only paper is
which 1 have used the guaternionic ideas and notation, it is pevhaps desir
able to emphasize the fct that the use was parenthetical.  There is great
advantage in most practical work in ignoring the quarlernivn altogether,
and also the double signification of a vector above referred to, and in
abolishing the quaternionic minus signs.”  DBut in the same paper (p. 269)
we find the foflowing admission: * Now it appears that when v is applied
to a vector, it gives ils curl and its convergence respectively.  This extraor-
dinary effect of ¢ is not easily to be understood — dlthough symbolically
it works out very well, or there is undeniably a certain amount of mys.
tery about the rules for vector multiplication,”

‘I'he explanation which I have published of this mystery is, that the
products of vectors and the products of versors are distinct, forming parts
of analysis coinplementary to one another; that the complete product of
(wo veelors cosists of two partial products, the one: seatar and the other
vector; and that this complete product is a qualernion in the sense of
being such a sum, bt not in the original and proper sense of the wonl
“the tatic of two vectors.”

Physieal analysis is not all a play of vectors, nor is it all a play of quarier-
nions ; there are many actors beside,  Our author in revolting from the
one extreme has gone to the other ; but in securing fair play for the vectors
fre has furthercd the development of that space-analysis which at the pres.
ent time is the greatest want of the physicist and especially of the elec.

trician. ALEXASDER MACFARLANE,

Handbucl der Plysiologischen Optik.  H. vox Heusmnontz, 2d
edition.

Since the appearance of the first edition of Helmholtz's classic work on
physiological optics, investigation in this subject has bronght out many new
truths, and hence physicists will give a hearty reception to this new edition
by the recognized authority on the sulject. Abont two-thirds of the entire
work has already appeared.  The general arrangement of the book is abowt

No. 2.} NEHT BOOKS. 157
the same as in the original edition; Lut several improvements arc hotice-
able. Al new paragraphs are distinguished Ly auz o in the margin, and the
dotble page numbering allows easy reference o be wde to the uriginal
edition. The bibliography is very full, and the references are at the hottom
of the page instead of at the end of the scetion, as was the case in the
original, ‘

The anatomical description of the eye is very complele, and exr:_:m.:.c
prefessor’s early surgical training. The description of the retina is espe-
cially full, and includes an account of the recent work of Max Schultz and
others.  New paragraphs are also added under Dioptrics of the Lye,
Accommodation, and Astigmatism.  The most important arlditions, how-
ever, are on The Intensity of the Sensalion of Light and Colar-indness.
Under the former heading there are fully seventy pages of new matter. It
is principally devoted to luminosity (Helligkeit) in its various relations to
color, retinal sensitiveness, persistence of vision, ete.

Much space is devoted to the subject of color-sensation and cobor-blind-
ness.  The author reviews the Young hypothesis of color-sensation as given
in the first edition, points out the inconsistencies in it, and proposes a new
modification.  ‘The new hypothesis postulates three primary color-sensa-
tions, as did the original Young-Helmholiz theory, but these elements are
very different.  They are canmine red, green of wave length about 5060, aud
blue of wave length about 482, — and all much more highly saturated than
any spectral colors,  Fhe author’s new hypothesis o exphrin eolor-Wind-
ness supposcs the two primary sensations of the dichroic cye to b pro-
duced by two colors derived from the three normal fundamental celors, but
not necessarily identical with them. The method of the cerivation of the
dichroic colors from the normal fundamental is not indicated, and there
scemis ho necessary manner of derivation.  "Ulis new view aceords better
with the recent work of Koenig and Dieterici than the original Young-
Helmbholtz theory, from the fact that it requires no distinction of dichremai-
isin into red-blindness and green-blindness.

The Hering theory is very clearly enunciated and compared with that
of the author. This theory he considers as simply a modification of the
Young theory, which explaing the facts of color mixtures as well as, but
not better than, the original. It differs prineipally in the choice of the ele-
menlary - sensations. In the Hering theory there are three fundamental
color-sensations of which at least two exhibit both positive and negative
characteristics.  One of them gives white under excitation, and black when
at rest ; another gives blue and yellow, and the third gives green and its
compltementary red, White light excites only the white-black visual coni-
ponent ; yellow excites this and also the blue-yeliow component.  Ilue
does the same, but is the opposite sense.  When the blue and the green
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PRET ASE.

[1.] Tue velume now offered to the public is designed as rn assis-

tance to those persons who may be disposed to study and to em

ploy a certain new mathematical method, which has, for some

years past, occupied much of my own attention, and for which 1

have ventured to propose the name of the Method or Calculus of

Quiaternions.  Although s copious analytical index, under the
" form of a Table of Contents, will be found to have been prefixed
to the work, yet it seems proper to offer here some general and
preliminary® remarks: especially ss regards that conception from
which the whole hus been gradually evolved, and the motives for
giving to the resulting method an appellation not previously in
use. ) . .

[2.] The difficulties which so many have felt in the doctrine
of Negative and [maginary Quantities in Algebra forced them-
zelves long ago on my attention; and although 1 eaily formed
some acquainiince with various views or suggestions that had
been proposed by eminent writers, for the purpose of removing

@ Some readers muy find it convenient to pass over for tho present these pre-
fatory remorks, and to proceed at once to the Volume, of which n large part has
boen drawn up 50 a8 ta supposs less of previous and techuival preparation than
somo of the parngraphs of this Preface. Indeed, great pains have been taken

. to render the enrly Lectures s elementary as the subject would pllow ; and it

is hoped that thay will bo found porfectly and even easily intelligible by persona
of modorate scientifie attninments. It is true thot some of the subsequent por-

tions of the Course (especinlly parts of the concluding Lecture) may possibly
appenr difficult, from the novel nature of the esleulations employed : but perhaps .-
on that very nccount those later portions may repay the attention of .s-cﬁ.@m.m_um_?
il
;&.w . ,.a(.Y g

yanced mathematical sindents.

-

a
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ﬂ.mv PREFACE.

of any comparison between two durations as measured. 1t cor-
responded to the conception of simultaneity or synchronism; or,
in simpler words, it represented the thought of the present in time.
~ OFf all possible answers to the general question, **Fken,” the
simplest is the answer, “ Now:" and it was the attitude of mind,
assumed in the making of this answer, which (in the system here
described) might be said to be originally symbolized by the
equalion above written.  And, in like manner, the two formule
of non-equivalence,
. B> 4, D<A,

were interpreted, without any primary reference to guantity, a3,

denoting the two contrasted relations of subsequence and of pre-
cedence, which answer to the thoughts of the future and the past
in time; or as expressing, simply, the one that the moment » is
conceived to be {ater than A, and the other that n is earlier than
A1 without yef introducing even the concepiion of a measure, to
determine how much later, or how much earlier, one moment is
than the other,

[5.] Such having been proposed as the first meanings to be
assigned to the three elementary marks => <, it was next sug-
gested that the first use of the mark —; in constructing a science
of pure time, might be conceived to be the forming of a complex
symbol n ~ A, to denote the difference between tiwo moments, or
the ordinal relation of the moment B to the moment &, whether
that relation were one of identity or of diversity ; and if the Jat-
ter, then whether it were one of subsequence or of precedence,
and in whatever degree.  And fere, no doubt, in attending to
the degree of such diversity between two moments, the coneep-
tion of duration, as quantity in time, was introduced : the full
meaning of the symbol 1 —a, in any particular application, being
(on this plan) not known, until we know liow long afler, or how
long before, if at all, B is than . DBat it is evident that the no-
tion of u certain guality (or kind) of this diversity, or interval,
enters into this conception of a difference between moments, at
least as fully and as soon as the notion of guantity, amount, or
duration. The contrast between the Fuiure and the Past appears
to be even earlier and more fundamental, in human thought, than
that between the Great and the Little.

TLEFACE. (0}

[6.] After comparing moments, it was easy to m.:.cnnoa to
compare relations; and in this view, by an exlension 3.:5 recent
wignification [4] of the sign =, it was used to denote .n:a?m.c in
timne ; or, more precisely, to express the anﬁemtzma of tiwo marks
of one common ordinal relutivn, between two pairs of moments.
I'hus the formula, _ ,

p-C=D-Aa,

cume to be interpreted as denoting an equality S:.camz {wo
intervals in time ; or to express that the moment » _m.g.ah.mm
to the moment ¢, exactly as Bis to A, with wmmwmon to identity
or diversity ¢ the guartity and m.:i:.@.cm such diversity (when
it exists) being here both taken into account. A ?..E:_w..cm
this sort wus shewn to admit of inversion and allernalion
{c—D=A=B, D=B=C—A); and generally there could be per-
formed a number of transformations and combinations of equa-
tions such us these, which all admitted of being interpreted and
justified by this mode of viewing the subject, but which agreed
in all respects with the received rules of &mm.w_.? A.u: the same
plan, the two contrasted formula® of inequalities of diferences,

D—C>D—a, D-C<D~4,

' 3
were interpreted as signifying, the one that o was later, “.mﬁ&c&.c
io ¢, than 1 to A; and the other that D was »iﬁ.?a@ Su.:aw.

[7.] Proceeding to the mark +, 1 used this sign primarily o8
o mark of combination between a symbel, such as the smaller
Roman letter o, of a step in time, and the symbel, such as A, wm
the moment from which this step was conceived to be made, in
order to form a complex symbol, a + A, recording this nozmﬁuro:
of transition, and denoting the moment (suppose B) fo .s.._:nr. the
step was supposed to conduct, The step or .:usm_:on. here
apolien of was regarded as a mental act, which might as mumm_m be
supposed to conduct backwards as forwards in the progression of
time; or even to be n null step, denoted by .o. and ?oa_.:n_:m. no
effect (04 a=4). Thus, with these meanings of the signs, the
notation .

D=n+ Ay , .

denoted the conception that the moment B might be alfained, or

+
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roots and logarithms : but what it is at present chielly important
to observe is, that because, for the reason just assigned, the
square of cvery number is positive, therefore no number, whether
positive or negative, conld be a square root of a negative num-
ber, in this any more than in other views of nlgebra. At least
it was certain that no single number, of the kinds above con-
sidered, could possibly be such a root: but I thought that with-
out going out of the same general class of interpretations, and
especially without ceasing to refer all to the notion of time, ex-
plained and guarded as above, we might conceive and compare
couples of moments; and so derive a conception of couples of
steps (in time), on which might be founded n theory of couples
of numbers, wherein no such difficulty should present itself.

[12.] In this extended view, the symbols A, and A, being
employed to denote the two moments of one such pair or couple,
and py, B, the two moments of another pair, I was led to write
the formula,

. (B4 Byg) — (Ars As) = (By — Ayy By~ Az);

and to explain it as expressing that the complex ordinal relation
of one moment-couple (n,, B,) to another moment-couple (Ay, 4,)
might be regarded as a relation-couple ; that is to say, as a sys-
tem of two ordinal relations, ,— A, and By— A, between the cor-
responding moments of those two moment-couples ; the primary
moment B, of the one pair being compared with the primary mo-
ment A, of the other; and, in like manner, the secondary momwent
1, being compared with the secondary moment A, But, instead
of this (analytical) comparison of moments with moments, and
thereby of pair with pair, I thought that we might also conceive
a (synthetical) generation [7] of one pair of moments from ano-
ther, by the application of a pair of steps [11], or by what mighs
be called the addition (see again [7]), of a sicp-couple to a mo-~
ment-couple ; and that an inferpretation might thus be given to
the following identity, in the theery of couples here referred to:

(Byy Bs)= ((myy 1) = (A1 A2} + (813 As).

And other results, respecting the compositions and decomposi-
tions of single ordinal relations, or of single steps in time, such

PREFACE. )]

as those referred to in paragraph [8] of this Preface, were easily
extended, in like manner, to the corresponding treatmeut of com-
plex relations, and of complex steps, of the kinds nbove described.

[13.] There was no difliculty in interpreting, on this plan,
such formulie of multiplication and division, as

a x {a,, 8;) = (aa,, aag); {en, az) <+ (4, ) =a;

where the symbols a,, a; denote any two steps in time, and a any
number, positive or negative. But the question became less
cusy, when it was required to interpret a symbol of the form

ﬁc: vnv -+ (ay, uuv.

where by, b, denoted two steps which could not be derived from
the two steps a;, 8, through multiplicution by any single number,
guch as @. To meet this case, which is indeed the general one
in this theory, I was led to introduce the conception {11] of num-
ber-couples, or- of pairs of numbers, such as (@, a;); and to re-
gard every single number (@) as being adegenerate form of such
a number-couple, namely of (a, 0); so that the recent formula,
for the multiplication of a step-couple by a number, might be thus
written :
(2, 0) (a5 a;) = (1 By, @ )

It appeared proper to establish also the following formula, for the
multiplication of @ primary step, by an arbitrary :nErm.....co:c_m“

(1, Quw ﬁu:. 0)= {a,y, a, ;)5

and to regard every such number-couple as being the sum of two
others, samely, of a pure primary and a pure secondary, as fol-
lows:

(&, @} =(a:, 0) + (0, @)

the analogous decomposition of a step-couple having been already
established.

[14.] The difficulty of the gereral multiplication of n step-
couple by a nymber-couple came thus to be reduced to that of
agsigning the product of one pure secondary by another : and the
apirit of this whole theory of couples led me to conceive that, for
such o product, we ought to have an expression of the form,

b
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[17.] The more general expression of algebra, a, + V-la,
for any (so called) imaginary root of a quadratic or other equa-
tion, was, on this plan, interpreted as being a symbel of the rum-
ber-couple which 1 had otherwise denoted by (a, @;); and of
which the law of operation on a step-couple had already [14]
been nssigned: as also tho analogous law, thenee derived,* of its
multiplication by another number-couple, namely, that which is
expressed by the formaula,

(b by) (ay, aav. ={ha bty byay + ?qu.

In this view, instead of saying that the usual quadratic equation,

D+ar+d=0,

where @ and b are supposed to denote two positive or negative
numbers, has generally twe roots, real or fmaginary, it would
be said that this ether form of the same equation,

(= 1)* +{a, 0) (z, )+ {b, 0)=(0, 0), |
is generally satisfied by two (real) number-couples; in which, ac-
cording to the values of a and &, the sccondary number (y) might
or might not be zero. An equation of this sort was called a cou-
ple-equation, and was regarded as equivalent to a system of fwe
equationst between numbers: for example, the recent quadraiic
couple-equation breaks itself up into the two following separate
equations,

-yt +ax +b=0, 2zy+ay=0,

which always admit of real and numerieal solutions, whether }«*-4
be a positive or a negative number; the difference being only
that in the former case we are to take the factor y= 0, of the se-

» The principles of such derivationr were only hinted at in the Essay of 1835
(sco page 403 of the Volume nbove cited): but it was perbaps sufficiently ob-
vious that they depended on the ** separation of symbols,” or on the abstraction
of.a common operand. (Compare paragraphs [15], [33], of the present Prelface.)

+ M. Cauchy, in his Cours d' Analyse (Paris, 1821, pags 170), has the re-
mark :—* Toute £quation imaginaire n'est que la représentation symbolique do
tleux Equations entre quantités réelles.” That valuable worl of M. Cauchy was
carly known to mo: but it will have been perecived thag I was induced to look
at the wholo subject of nlgebra from a soimewhat different point of view, at least
on tho metaphysteal side.  As to tho word " numbers,” sce a note Lo [33},

'
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cond equation of the pair, whereas in the latter case we are to

tuke the other firctor of that cquation, and to suppose 2x+a=0.

Aund similar remarks might be made on equations of higher or-
ders: all notion of anything imaginary, unreal, or impossible,
being quite excluded from the view.

[18.] The same view was extended, so as to include a theory
of powers, roots, and logarithms of number-couples; and espe-
cinlly to confirm a remarkable conclusion which my friend John
‘I'. Graved, Esq., had communicated to me (and 1 believe to
others) in 1826, and had published in-the Philosophical Transac-
tions for the year 1829 : namely, that the gencral symbolical ca-
pression for a logarithm is to be considered as involving two ar-
bitrury and independent integers;* the gemeral logarithm of
unity, to the Napierian base, being, for example, susceptible of
the form,

Bum—y -1’

where w, w’ denote any two whole numbers, positive or negative
or null, In fact, I arrived at an equivalent expression, in my
own theory of number-couples, under the form,

e‘ . o wal I-.H-v
(1 HA d ;
_w..m.? aum »0) (i, 2wwm)

and generally an expression for the logarithm-couple, with the
order w, and rank o', of any proposed aumber-couple (y,, 3.), 1o
any proposed base-couple (b, b;), was investigated in such a way
as to confirm? the results of Mr, ‘Graves.

* It ia proper Lo mention, that results substantiafly tho same, respeeting the
ontrance of two arbitrary whole nambers into the general form of a logarithm,
are piven by Ohoy, in the second volume of his yainable worlk, entitled : ¢ Versuch
eines vollkommen consequenten Systems der Mathematik, vom Professor Dr,
Martin Ohm” (Berlin, 1829, Second Edition, page 440. 1 have not seen the first
Edition). For other particulars respecting the history of sueh investigations,
on the subject of general logarithms, I must here be content to refer to Mr.
Graves's subscquent Paper, printed in the Proceedings of the Scctions of the
Dritish Association for tho year 1834 (Fourth Report, pp. 523 to 531, Lon-
den, 1835). :

1 Another confirmation of tho samo results, derived from a peeutiar theory of
conjugate functions, had been corsmunieaied by me to the Dritish Association
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{16} PREFACE.

< ments, Steps, and Numbers, which includes this Theory of
¢ Couples.”* .
[20.] The theory of ¢riplets and sets, thus spoken of at th
close of the Essay of 1835, had in fact formed the subject of va-
rious unpublished investigations, of which some have been pre-
served: and a brief notice of them here (especially as relates to
tripletst) may. perhaps be useful, by assisting to threw light on
the nature of the passage, which I gradually came to male, from
couples to quaternions. : .
Without departing from the same general view of algcbra, a3
the science of pure time, it was obvious that no necessity existed
for any limitation to pairs, of moments, steps, and numbers.
‘I'hus, instead of comparing, as in [12], two moments, B, and ng,
with twoe other moments, A, and 4, it was possible to ecompare
three momenls, By, By, By, with three other moments, Ay As A}
that-is, more fully, to compare (or to conceive as compared) the

of steps intime, Thus, in the phraseolegy of Pr. Peacock, we should have o very
wide *sclenco of suggestion” (or rether, suggestive science) o5 our basis, on
which to build up aftorwards a new structurc of purely symbelical generalization,
if the science of time were adopted, instead of morely Arithmetie, or (primarily)
the doctrine of infeger number. Still 1 admit fully that the actual caleulations
suggested by this, or by any other view, must be performed according to some
fixed Jaws of combination of symbols, such as Professer De Morgan has sought te
roduce, for ovdinary algebra, to the smallest possible compass, in iiis Second
Puper on tho Youndation of Algebra (Camb. Phil. Trans., Vol. VIL., Part ur},
and in his work entitled © Trigonometry and Double Algebra” (London, 1840):
and that in following eut such hnws to their symbolical consequences, wninter-
pretable (or at least uninterpreted) results may be expeeted te arizo. In the
present Volume (as has been aiready cbserved), 1have thought it expedicnt to
present the quaternions under a geomelrical aspect, 25 one which it may be per-
haps more easy and interesting to contemplate, and moro immediately adapted
to the subsequent applicatious, of geometrical and fhysical kinds. Aud in the
passago which Lhave made (in the Seventh Lecture), from quaternions considered
as real (or as geometrically inferpreied), to Viquaternions eonsiderced as inaginary
(or a3 geometrically uninterpreted), but 23 symbolically suggested by the gene.

rulization of quaternion formulse, it will be perecived, by those who shall do ma’

the honour Lo read this work with nttention, that T have employed a method af
transition, from theorems proved for the particular to espressions assumed for tho
general, which bears a very elose analogy to the methods of Ohm and Peacock:
sithongh 1 have since thought of o way of geameiricafly interpreting the biguater-
nions also, ) . .

 Prans. R, L A., Vel. XVIL, Pact 1t page 422,

“+ "Thesn remarks on triplets aro now for tho first time published,

TREFACE, (17)

hamologous moments of these two triads, primury with primary,
svcondary with secondary, and tertinry with tertiary; and so to
obtgin a certain system or {riad of ordinal relations, or a triad
of steps in time, which might be denoted (compare [5], [7], [12])
by either member of the following equation:

(D4y By Euv - Ab: Azy >uu. = {B) ~ A;, Bz— Az By~ Ag)-

And on the snme plan (compare [7], [8], [12] ), if we denote the
three constituent steps of such a trind as follows,

By= A =y By—Ay=ityy By~ Ay=ily,

it was aliowed to wiite,
Ad- By ﬂuvﬂhﬁ_- &, a5) +m>: Ay .ﬁ.vn

a triad of steps being thus (symbelically) added (or applied) to a
trind of moments, so as to conduct (in thought) to another triad
of moments. 1t appeared also convenient to establish the follow-
ing formula, for the addition of step-triads, .

(byy bay ba) + (21 22 85) = (by + 25, by 425 byt 25),

us denoting » certain composition of two such triads of steps, an-
swering to that successive application of them to any given triad
of*moments (4, Az, As), which conducts ultimately to a third
triad of moments, namely, to the triad (cy € €3), if

=By =hy Cy=By=hyy Ca—DBy=bhy

Subtraction of one step-triad from another was explained (see
again [8]) as answering to the gnalogous decomposition ofa
given step-triad into others; or to a system of three distinct de-
compositions of so many single steps, eack into two others, of
which one was given; and it was expressed by the formula, .

An: Cay a...v — (A1 Ay Ay) = nn— =By Ca— g, O Imuv"

while the usual rules of algebra were found te hold good, respect-
ing such additions and subtractions of iriads.

[21.] Multiplication of a,step-triad by a positive or negative
number (a) was easy, consisting gimply in the multiplication of
cach constituent step by thut number; so that I bad the equation,

a {oy 0y, 8y) = (anyy any, an)
‘ ¢
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(20 TREFACE,

[24.] Such were the mest essential clements of that general
theory of triplets, which oceurred to me in 1834 and 1835 : but
itis clear that, in its applications, everything depended on the
choice of the twenty-seven constunts of mulliplication, which
might all be arbitrarily asswmned, before proceeding to operate,
but were then to e regarded as fized. It was uaturol, indeed, to
consider the primary number-unit x, as producing no change in
the step or triad on which it operates; and it was desirable to tle-
termine the constants so as to satisly the condition,

My Mg = My Xy

for the sake of conforming to analogics of algebra. Accordingly,
in one of several triplet-systems which I tried, the constants were
so chosen as to satisfy these conditions, by the assumptions,

XmH—ﬂw—« Xy \Hn".ﬂu- X Huﬂ-Hu-
xalymly L=l + (=1, 1=,
%y by =1y, e ly=Olgy xy1y=1+ 015+ cly;

which still involved two arbitrary numerical constants, b and ¢,
and gave, by a combination of suceessive operations, on any ar-
bitrary step-triad (such asrl, +sl, + ¢y, whatever the coefficients
t, 5, ¢ of this operand triad might be), the following symbolic
equations,* expressing the propertics of the assumed operators,
%q, Xg and the laws of their mutval combinations :

)= (b=l ) x,+1;
My Xy = %3 Xy = By

Cxgteexgt by 1;

while the factor »;, was suppressed, as being simply equiva-
lent, in this system, to the factor 1, or to the ordinary unit of
number, But although the symbol x; appeared thus to be given
by a guadratic equation, with the two real roots b and - 47, Isaw
that it would be improper to confound the operation of this pe-
enliar symbol x, with that of either of these two awmerical roots,
of that quadratic bhut symbolical equation, regarded as an ordi-
nary multiplier. It was not either, separately, of the two ope-

* These symbolic equations are cepied from a manuscript of February,
18335,

TREFACE. (21)

rations e - b and x4 7Y which, when performed on a general
step-triad, reduced that triad to another with every step a null
one s but the combination of these two operations, successively
(sud in either order) performed.

(25.] In the same particular triplet system, the three gene-
ral equations [23] between the nine numerical coefficients, of
multiplier, multiplicand, and product, became the following:

p=wmr+ns+pt;
y=ms+nr+ (G- nus+ bpt;
z=gi+pr+ b (nt+ps) -+ ept;
whence it was possible, in general, to determine the coefficients

m, n, p, of the quotient of any two proposed step-triads. The
sume three equations were found to held good alse, when the

“mumber-triplet (2, y,z) was considercd as the symbolical product

of the two - number-triplcis, (myn, p} and (r,8,8); this preduct
buing obtained by a certain defachment (or separation) of the
symbols of the operators from that ofa common operand, namely
Iiere an arbitrary step-triad. In other words, the same algebraical
equations between the nine numerical coefficients, xyz, mnp, rst,
expressed also the -conditions invelved in the formula of sym-
bolical multiplication,

(@ a)=(mnp)(rsit)
regarded as an abridgment of the following fuller formula :

(%, ¥s 2) (21 8 9y) = {m, 1, p) (ry 8§, t) (1 0z 23);
where a,, 1, 8, might denote any three steps in time.  Or they
might be said to be the conditions for the correctness of this
other symbolical equation, .

@Ry YXy + Zxg = Xy Ay 4 Pxa) (Fxy+ 80+ Ixy),

interpreted on the same plan as the symbols x% xaxgy Xa%g Xsh
in [24]. -
[26] All the peculiar properties of the lntely mentioned
triplet system might Le considered to be contained in the three
ordinary and algebraical equitions, [26], which connceted the
nine coefficients with each other (and in this ease with two arbi-
trary constants). And [ saw that these cquations admitted of
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(2H PREFACY.

quetient-line, yet if the divisor-linc were situated in any one of
the threc planes A, 1, C', this quotient-line became then in-
Jinite, ov indeterminate. And results of the same NE_E.& chu-
racter, although not all so simple as the foregoing, presented
themselves in my cxaminations of various ofhier triplet systems :
there being, in all those which 1 tried, at least one system of
line and plane, analogous to () and ('), but not always three
such (real) systems, not always at right angles to euch other.
[29.] "These speculations interested me at the time, and some
of the results appeared to be not altogetherinelegant. But I was
dissatisfied with the departure from ordinary analogies of algebra,
contained in the evanescence [26] [258] of a product of two trip-
lets (or of two lines), in certain cases when neither factor wus
null; and in the connected indeterminateness (in the same cascs)
of o quotient, while the divisor was different from zero.  There
seemed also to be too much room for arlitrary choice of con-
stants, and not any sufficiently decided reasons for finally prefer-
ring one triplet system to another. Indeed the assumption of
the symbolic equation [24], x, = 1, whieh it appeared to be conve-
nient and nutural to make, althouwgh not evsential to the theory,
determined immediately the values of niae out of the twenty-se-
ven constants of multiplication; and siz others were obtained
from the assumptions, which also seemed to be convenient (al-
though in some of my investigations the latter was not made),

el =1, x31,=1,.

The supposed convertibility {sce again [24]), of the order of the
two operations x; and x,, gave then the three following condi-
iions,-

. xy¥a Ly m oy %31y, e xa L=y Ly, xaxgly=xaxs 1y,
of which the first was scen at onee to establish three relations be-
tween six of the twelve remaining cocflicients of multiplication,
namely (if the subseript'commas be bere for conciseness omitted),

Hua_ bl U_.un: Hnuu = Mu....__. “—n«u = ﬂunu.

The two other equations between step-triads, given by the recent
conditions of convertibility, resolved themselves into six equa-
tions between cocflicients, which were, however, perccived to be

UREFACE. Aw.uu

wot all independent of each other, being in fact all satisfied by
sutislying the three following :

U_uﬁ = Hﬁ...u Hu.._... - Huuu Hu.._u H
lugr = Ly G 238 ™ Huu,..v 4 1y C_muu - .—ﬁav H
Lynr = Tse (ass = L) -+ oz (Jyn = Lags) 5

of which the two former presented themselves to me under forms
u little simpler, because, for the sake of preserving a gradual as-
cent rom couples to triplets, or for preventing a tertiary term
from uppearing in the produet, when no such term occurred in
either fuctor, 1 assumed the value,

Hﬂu" g
"I'hiere still remained five arbitrary cocllicients,

Huuw- Huuuw Hun": Huuwu kuuv

whicli it seemed to be permitted to choose at pleasurc: but the
decomposition of a certain cubic function [26] of 7, s, t into fuc-
tors, combined with geometrical cousiderations, led me, for the
sake of sccuring the reality and rectangtlarity of a certain sys-
tem of lines and planes, to assume the three following relutions
hetween those coeflicients :

Lo =L — Izly D=0, Do =lan;
which gave also the values,
Lu=1, Lin=0, Lin=1

But the two constant cocfficients 1, and Iy, still seemed to re-
main wholly arbitrary,® and were those undetermined elements,
denoted by & and ¢, which entered into the formule of triplet
multiplication [25], already cited in this Prelace.

[30.] Isaw, however, as has been already hinted [19] [20],
that the same gencral wicw of algebra, us the science of pure
time, admitted ensily, at least in thought, of un extension of this

* The system of constants &= 1, e= I, might have descrved atiention, but I
o not find that it occerred Lo me Lo consider it.  In some of those old investi.
gations vespecting teiplets, the symbol y—1 presented itsell as o coellicient: but
this ol the time appenved (o me unsalisfactory, nor did T see bow to iuterpret it
in such a connexion.

d
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or more concisely thus,

Doy xy=3a, 1y + Trplpe
while the numeral set thus found might be called the quotient of
the twe step-sets,

(33.3 1t may be remembered that even at so early a stage as
the interpretation of the symbol & x a, for the algebraie product
of two positive or negative numbers,* it had been propesed to
coitecive a reference to a step (a), which should be first operated
on by those two numbers successively, and then abstracted from,
as was expressed by the clementary formula [9],

(bxa)xa=bx (axa)

Thus to interpret the product —- 2 x -3 as =+ 6, I conceived thut
some time-step (a) was first tripled in length and reversed in di-
rection j then that the new step (~ 3a) was doubled and reversed;
and finally that the Iast resultant step (+ Ga) was compared with
the original step (a), in the way of algebraic ratio {9], thereby
conducting to a result which was independent of that original
step.  All this, so far, was no doubt extremely easy; nor was it
difficult to extend the same mode of interpretation to the case

{177 of the multiplication of twe number couples, and to inter-

pret the product of two such couples as satisfying the condition,
A@: N.uv (a, auv X Au: auu HQ:. @...v X Ah: auv Au: ﬂ.._vm

the arbitrary step-couple (a,, a.) being first operated on, and af-
terwards abstracted from. In like manner, in the theory of
triplets, it was found possible [24] [25] to abstract from an ope-
rand step-triad, and thereby to obtain formulwe for the symbolic

@ This word ¢ number,” whether with perfect propriely or not, is used
throughout the present I'veface and work, not as contrasted with frections (ox-
cept when accompanied by the word whole or integer), nor with incommensura-
Lles, but rather with those steps (in time, or on one axis), of some fwe of which it
represents or denotes tho ratio.  In short, the nuntbers here spoken of, and elsc-
where denominated ¢ sealers” in this work, ave skmply thoso positives er nega-
tives, on tho scele of progression from — e to + o, which are commenly called
rauly (nr veal quantities) in algebra. &

PREVACE. (29)

snltiplication of the secondury and tertiary mnnber-units, ., »
wil more penerally of any two numerical triplets amongr them-
selves.  But when it was sought to extend the saume view to the
stitl more general multiplication of numeral sets, new difficultics
were introduecd by the essential complexity of the subject, on
which T can only touch in the briefest manner iiere *

[34.] After operating on an arbitrary step-set Trp1; by a
number-set X, x,, and so obtaining [32] another step-set,
Xy, 1ay we may coneeive ourselves to operate on the same gene-
rid plan, and with the same particulur constants of multiplication,
on this new step-set, by a new number-set, such as 2oy x,, and
s0 to obtuin a third step-sely such as 2’y 1t which may then be
supposed Lo be divided (see again [32] ) by the ariginal step-set
Yrylip 80 08 to conduct to a quotient, which shall be another nu-
meral sely of the form 2"y xg. Under these conditions, we may
certuinly write,

Epy (Bmy xg Brp 1p) = Epxge . Sy 1p3

but in order to justify the subsequent abstraction of the operand
alep-set, or the abridgment (compare [25] ) of this formulu of sue-
cessive operation to the following,

By xp . Bty xy = D" g,

which may be ealled a formula for the (symbolic) multiplication
of tivo mumber-sels, certain conditions of detachment are to be sa-
tighcd, which may be investigated as follows.

[#5.] Conceive that the required separation of symbols has
been found possible, nnd that it hias given, by a generalization of

8 A filler necount of this theory of seds, with n somewhat different nolation
(the syuibols oo, 4, ¢ a0idl Ay, v, being employed, for example, to deaote the co-
eflichenls which would keve Le written as I,y o aud 3, p, ,7), and with a special
applleation o the theory of guateraivns, will be found in an Essay enlitleds  Rte-
searchod respecting Quaternions.  First Series.” Trans. L A, Vol XXI.,
Purt 5. Dublin: 1848, Puges 199 to 206, (Itead November 13th, 1843} “Ihis
laniy wis not fully printod till 1847, but severnl copics of it wore distributed in
tbat year, pspecinlly duving tho sccond Oxford Mecting of the Dvitish Associn-
Hon.  The discussion of that portion of the subjeet which is here ac:.,._mﬂ.ca ia
contulned chiclly in pages 225 to 231 of tho volumé nbovo cited,

5
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PREFACE,

(32)

heard), for operations on vight lines in one plane: which methol
had given a species of geometrical interpretation to the uswi
and well-known imaginary symbol of algebra.  In the method
thus referred to, addition of lincs was performed according to the
same rules as composition of motions, or of forces, by drawing

Imaginaires” ('aris, 1828). Il the list of such independent re-inventors of tis
important and modern method of constructing by a lue the product of tiwo dis
rected lines in one fired plance (from whicl it is to bo remarked, in passing, tha
my own mode of representing by n quaternion the product of two diveeled ling
in space is altogether dilferent) were tobe continued, it would iuclude, as Lave
lately Jearned, the illustrious namo of Gnusy, in connexion with his Theory
of Bigguadratic Residues {Géttingen, 1832). On thoe ether hand, I cannot per.
ceive that any distinet anticipation of this methiod of multiplication of directed linn
is contained in Buée's vague but original aind often eited Paper, entitled * i

moire sur Tes Quantités Imaginaires,” which appeared in tho Philosophica”
‘Transzctions (of Loudon) for 1806, having been read in June, 1805, The inge..

nious author of that Paper had undoubtedly formed the netion of representing the
dircctions of lines by algebraieal symbols ; ho even uses (in No. 35 of his Memoir)
such expressions s V2 (cos 45° 4 sin 45° ¥—1) to denote two different and.di
rected dingonals of o square: amd there is the high authority of Peacock (Report,
p- 223), for considering that the geometrical interpretation of the symbel v,
as denoting perpendiculurity, was ** first formally maintained by Bute, though
more than once sugpested by other anthors.” In Mo, 43 of the I'aper refereed
te, Buée constructs with much clegance, by o beat line AKE, or by an inclined
Jina Az (whete KE is a perpendicular, = }a, erected at the middle point x of &
given lino am, or a), an imayinary root (z) of the quadratic equation, a (@ —2)=14},
whicl had been proposed by Carnot {in p. 54 of the Géometrie de Position, Pa
ris, 1804). Dut when hie proceeds to explain (in Ko, 46 of his Paper) in wha
sense he regards tho fwe lines Ae and =0 (or the two constructed roots of the
quadratic) ns having thelr product eqund to the given value j e?or 3 av’, Bude ex
pressly limits the signification of swehi a produet to the result obtained Ly muli-
plying the arithmetical velucs, and eapressly exeludes the considerntion of th
positions of the fuctor-lives from his conception of their multiplication : wheveat
it scems to mo 1o belong to the very essence of the method [36] of Argand nnd

olhicrs, and generally to that systom of geometrical Interpretation whercon b

‘bused what Professor De Morgan las Lnppily named Double dlgebra, to loke

acenunt uf those positions (or directions), when lines are to be nultiplivd together, .

My own conception (as has Leen alveady hinted, and as will appear fully in the
course of this work), of the product of two dirccted lines in space ns a QUATER
NN, is altugether distinet, Lot firom the purely writhmetical product of wume
rieal values of Bude, and from the lnear product (or third coplunar ling), in the
method of Arpand: yet I have thought it proper to submit tho [oregoing re
marks, on the invention of this lutter method, to the judgment of persout
better versed than myself in seientific history. A few additional remarks aed
relerences on the subject will be found in & subsequent Note,

PREFACE. .
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the diagonal of 8 parallelogram; and the wmnltiplication of two
lincs, dn u given plang, corresponded to the construction of a
spesies of fourth proportional, to an assumed line in the same
plane, selected us the representative of positive unity, and to the
twa propusad fuctor-lines : such fourth proportional, or product-
iav, baluy inclined to one fuctor-line at the seme angle, measured
in the same sense, us that at which the otker factor-line was in-
clined to tho ussumned unit-line ; while its length was, in the old
and wsual algnification of the words; a fourth proportional to the
bsagths of the unit-line and the two fuctor-lines. Subtraction,

dlehion, clovation to powers, and extraction of roots, were ex-

plalned and constructed on the same general principles, and by
processes of the sume general character, which may easily be con-
eelved from the slight sketeh just given, and indeed are by this
tlne known 1o o protty wide circle of readers : and thus, ne doubt,
by operations on right lines in one plane, the symbol ¢/~1 re.
saived n perfectly clenr interpretation, as denoting a second unit-
ling, ut right angles® to thut line which had been selected to re-

# {1esldes what hns boon airendy veforred fo, a9 having been done on this
edijack of the Intorpretution of the aymbol voi by the Abbé Buée, it has been
well 73iaarhod by Mr. Honjamin Gompertz, at page vi. of his very ingenious
Trect on * The Principlos sud Applications of Iinnginary Quantities, Bool 11,
dugtvad frum e particular eave of FPunctionnl Projections” (London, 1818), that
the caivbrated Dr, Wallis of Oxford, in his ** Treatise of Algebra” (London,
1883, proposed to lotorprot the Imaginary roots of a quadratic eguation, by
geing wul ¢ tha ling,0n which if real thoy stiould bo measured. *Phus Wallis (in
844 sbapter Iarll) obsarvens—'* So that whorens in case of Negative Roots wo
**are fa say, the pulut w enosiol Lo found, wo as is supposed in Ac Forward, but
 Dachward it way lu tho ssme Lltg: wo must hefo say, in case of & Negative
#* fquaro, the puint & cannet by fuand su ws wand supposod, in the Line ac; but
* Ahoye thet Llw it may in the sama Plain,  "I'his L have the more largely in-
* duied on, broause the Notlon {1 thluk) s new; snd this, the plainest Declara-~
#4baa that ab proscit | can thinke of, o expliento what wo commonly eall the
H laaglaary Huots of Quadvutick Equations. For such aro these”  And again
(b My followlng chapter Laiil, at page 2603, Wallis propeses te construct thus
the recis of the eruation oaFbe 4 o= 01— On aca = b, bisected in ¢, erect o
o paspeniilleular €p = Voo And taking #o= 44, make (on wheilier side you pleaso
#1ef ), rie, » rectanglod trlanglo.  Wheso right nnglo will therefore bo at ¢

" g @, acsunding an vu or rois biggor ; and aceordingly, ne a sine or a tangent,

¥ {ta the gediug vu,) borminated in e, Thoe atreight lines an, pa, are the two

**salwes of 0. Hloth allirmativo i (in ihe equation,) it ho —ba, Doth negative,

o 5 be. Which valuus be (what we call) Tteal, if the right angle bo ot ¢, DBut
c
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(36) PREFACE.

dered, to take the chord e parallel to the tangent plane to the
sphere at the unit-point, in order to make the product point
coincide with that point a.  There was also the great aud (as I
thought) fatal objection to this method of construction, that it
did not preserve the distributive principle of multiplication; a
product of sums not being equal, in it, to the sum of the products:
and on the whole, I abandoned the conjecture,

[38.] Another construction, of a somewhat similar character,
and liable to similar objections, for the product of two lines in
space, occurred to me in 1835, and slso independently to Mr. J.,
I, Graves in 1836, in which year he wrote to me on the subject.
It way be Lriefly stated, by saying that instead of considering,
as in the Jast-mentioned system, the small circle Anc, und draw.
ing the chord av, from unit-point to product-point, so as to be
parallel to the chord ne from one factor-point to the other, it was
now the arc av of a great circle on the sphere, which was to be

~drawn so as to bisect the arc Bc, of another great circle, and bde
bisccted thereby, Or as Mr, Graves afterwards expressed to me
the rule in question :— Bisect the inclination of the factor-lines,
and then double forward the angle between the linear unit and
the bisecting Jine:” the rule of multiplying Zengths being under-
stood to be still observed, Mr. Graves made several acute re-
marks on the consequences of this construction, and proposed &
fow supplementary sules to remove the porismatic character of
some of them : but observed that, with these interpretations, the
square-root of the negative unit-line, or the triplet (-1, ¢, 0,
would still be indeterminate, and of the form (0, cos 0, sin 8),
where § remained arbitrary: while cases might axise, in which the
“minutest alteration” of a factor-line would make a ** considerable
change” in the position of the product-lines and this result be
conceived to be, or to lead to, * a breach of the grand property
of multiplication,” respecting its operation on a sum. He leftto
me the investigation of the general expressions for the ** consti-
tuent co-ordinates” of the resultant * triplet,” or product-line, in
terms of the constituents of the factors: and in fact I had already
obtained such expressions, and had found them to involve radi-
cals and fractions, and to violate the distributive principle, as in
the system recently described [37] 5 with which indecd the one

TREFAGE. (30

here mentioned hud been perecived by me to have a very close
analyticul connexion.® o

(99} Mr. J. I". Graves, however, communicated to me at the
sama Uimo another method, which he said that he preferred,
amsong sl the modes that he hud tried, *¢ of representing lines in
spaco, snd of multiplying such lines together”” 'This method
conslated in considering such a line as a species of * compound
couple,” or us determined by lwo couples, one in the plane of ay,
snd the other perpendicular to that plane : it having been easily
perceived thut the rules proposed by me for the addition and
wultlplication [17] of couples, agreed in all respects with the pre-
viously knowa method [36], of representing the operations of the
sama pamos on dines in one plane. From this conception of com-
pound couples Mr. Graves derived a ¢ general rule for the multi-
plication of triplets,” whick 1 shall here teanseribe,f only abridg-
Ing the notation by writing p and p, to represent the radicals
¥ (a1 +y?) and o/ (@2 +7.%), or the projections of the factor-lincs
on the plune of ay: *{x, ¥, 2) (T Y15 z;) = (% ¥n %2), Where
aw Qm: - z2))

XLy ~ Y Tyt Y
Yo = ~zz

. YA 2= (ppr 1) Py

“I'iis particular system of expressions he does not seem to have

doveloped farther, nor did it at the time aitract much of my own

, Za=2 p4 2o

® WLl ile notations ..unn..__:u employed, the expressions which I bad found
fur the co-ordinatos of 1w product, in the easo or sysiem [38], are included in

“ A espuntions,

ot e v 2 ra' 4 r'z
et €2 wend e B2 wgme T i
?_.:.h...e.,.....\_.u._iu _1+__w

which enty differ from those fur the furmer easo [37], by & chungo of signinihe
radlcal ¢ (o r), which represonts the Jongih of o factor-line. The conditions
fur otk aysioms aro contulned in theso other equations,
s ppy k2 =0 A YR T = S g Fr=ptr1;
and ihe quadrallo equation in ¥, oblained by climination of y* and 27, resolres
juslf Tulo Lwo suparate factors, ench linear relatively to o”, namely,
(perr) (=)~ (r—ra)i=0,
(p ) (L) - (e 3y rap=0.
The Brst corvespunds to tho system [37]; the second 1o tho system [38],
{ Frumm My, Greves's Letter of Avgust 8th, 1836,
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PREFACE.

rence of plan produced a very important difference of results, .

Indeed the two systems are totally distinct, although there exists
some sort of analogy between them, o

[42.] Ishall here mention one more system, which was com.
municated to me® in 1840, by the clder of those two brothers,
and which involved a method of representing the usuval imagi.
nary quantities of algebra, each by a corresponding unique poini
on the surfuce of a sphere, described (as in [37]) about the ori.
gin with a radius = 1: whenece it appeared that the ordinary ima.
ginary expression r (cos 0+ v/ =T sin 0) might be denoted by a
triplet (x, y, z), under the condition, a*+ y* + 2*=1: and that the
rules thus obtained, for the multiplication of suck triplets, might
perhaps aflord some analogy, suggesting rules} fov the more ge.
neral case, where the constituents x, %, z are wholly n.a&m%mx&mi_
of each other, Mr. J. T, Graves's * mode of representing quan;
tity spherically” was stated by him to me as follows :— Al po.
“t gitive quantities r may be represented by points en an assumed
s gemicircle, by taking the extremity of the arc 2 tan"! » (counted
¢ from one end (A) of the semicircle) to represent r. Next let us

“¢ consider our sphere as gencrated by the revolution of the semi..
¢¢ cirele] anc round the axis ac (forwards or backwards, according

‘to arbitrary convention). When the semicircle has moved
“¢ through an angle 0, let the position of a point on its eircumfe.
* rence denote r (cos §+ /=1 sin 0), if the same point in its ot
¢¢ ginal position denoted r.”” I make a very easy transformation
of this statement, when I present it thus:—Construet all quan+
tities (so called), real and imaginary, according to the known mes
thod atready described in [36], by drawing vight lines from
the assumed point (a) of the unit-sphere, in the tangent plane at

that point; double all the lines so drawn, and treat the ends of.

* In n Jettor of October 17th, 1840, from J. T. Graves, Esq.

1 Mr. Graves appears not to have setually worked out such rules, st Icast I
do not find that he communicated them to me, They would probably have been,’
on the plon deseribied in [42), to have multiplied (as before) the lengths, and (as
belore) added the longitudes : but to have then multiplicd the tangents of the halved
of the colatitudes of the factors, in order fo obtain tho tangent of the half of the
colatitudo of the produet,

1 A figore, which it seems unnecessary here to reproduce, accompanied Mr,
Graves's Letter. N
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8¢ doublcd Uney na the stercographic projections of points upon
the ppbioro. Inlinity way thus represented, in the particular system
of Mr. Uraves here deseribed, by the peint diametrically oppo-
sdta 1o 4, - Amd in this eadeavour of mine, to furnish faithfully a
peeond of evory clreumstance, which, even as remotely suggesting
to o fréend u train of thought, mny have indirectly stimulated
myseff; | must not suppross the following acknowledgment of
My, J. ‘T, Graves i—** What led me to this was a passage in
- 44 Tester from 1o Morgan,* in which he expressed a wish to be
# sble to rupresent quantity circularly, in order to explain the
W pawage from positive to negative through infinity.”
o (48.) Whe foregolny specimens may suffice to exemplify the
..U:.Sn,uaa swhieh were mode, o considerable number of years ago,
by Mri Oraves’und by mysclf: on the one hand, to extend to
apecsihat goomutricul construction for the multiplication of fines,
whlch was koown to us from the work of Mr. Warren; and on
_iba other hiaud, to render more entirely definite my conception of
“algebralenl triplets. 1 will not here trouble my readers with any

- furibser acoount of the conjectures on those subjects which at va-

“ybenes times occurrad to him or me, before I was led to the qua-
“serolons, In 0 way which L shall presently explain.  But I wish
to menilon Hrat, that wmong the cireumstances which assisted to
pravent mo fron fusing sight of the geueral subject, and from
wnkolly abandaning the attempt to turn to some usefal account
thoss antly apeculations of mine, on triplets and on sets, was pro-
- bably the pubiliontion of Professsr De Morgan's first Paper on
the Foundatlun of Algebri,t of which he sent me o copy in 1841,

- o that Puper, bestdes the discussion of other and more impor-

tani topive, my Ewsny on Pure Time wus noticed, in a free but
febendly sphit; amd the subject of iplets was alluded to, in such
passages, for Inatance, ny the following :—¢ But in this branch
f Jogleal nlgebra® (thut referved to in paragraph [36] of the pre-
“wak Prefuce), ¢ the lines must be all in one plane, or at least
;o8rated by only one madification of dircction : the braneh which
‘wu_._p_-:-_é_w to u line drawn in any direction from a point, or mo-

Laraben,
Ve eVl V1L, Pard oy, of the Chombridgge Phitosophienl Transnctions.

J

e Awgratus Do Morgan, Eaq, Proflessor of Mathematics ln University College,
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(44) PREFACE.

ples, 1 asswned ; and tried the effect of assuming also
Ji=-1, which M::o_.wz.nnmm— as answering to a rotation through
two right angles in the plane of 2z, as %n1~ had corresponded
to such a rotation in the plane of #y. And because I at first
supposed that ij and ji were to be equal, us in the ordinary cal-
culations of algebra, the product of two triplets appeared to take
the form,

(a+ib+jc) (x-riy +j2)= ?a..e.\ian: f {ay + o)
+J (az+ cx) + if (bz ¥ ey) : /-
but I did not at once see what to do with the ?.amwna 4. The

theory of triplets seemed to require that it should be itself a
triplet, of the form,

if=atiB+jy,
the cocflicients a, [3, v being some three constant numbers: but
the question arose, how were those numbers to be determined, so
as to adapt in the best way the resulting formuln of E::Ernn-
tion to some guiding geomelrical analogics.

[46.] To assist myself in applying such analogics, I consi-
dered the case where the co-ordinates b, ¢ were proportional to
¥, 2, so that the two factor-lines were in one cofnmon plane, con-
taining the unit-line, or the axis of x. In that particular case,
there was ready o known signification [36] for the product line,
considered as the fourth proportional to the unit-line (assumed
here on the last-mentioned axis), and to the two coplanar factor-
lines. ‘And I found, without difficulty, that the co-ordinate pro-
jections of such a fourth proportional were here,

ax - by —cz, ay+ by, az+ca,

that is to say, the coefficients of 1, 4, /, in the recently written
expression for the product of the two triplets, which had been
supposed to represeni the factor-lines. In fact, if we assumo

y=Ab, z=Ac, where A is any cocflicient, we have the two :r:f
:oE equations,

(az =NV = Ay + (Aa +2)F (B 4 &%) = (a* + b +c*) ?. +N 8+ A7),

(Aa+z) (et Syt A e a)t
NG e

. tan?!

hud prepared me) that

PREFACE. ) (15)

which express that the required geometrical conditions are satis-
fiel. It was allowed then, in this case of coplanarity, or under
the particular condition,
. bz-cy=0,
to treat the triplet,
(ax - by - c2) +i (ay + bx) +F (az 4 cx),

us denoting o &ine which might, consistently with known anale-
glew, o regurded as the product of the two lines denoted by the

two _:.ovauﬁ_ triplets,

a+ib+jo, and x + iy +jz.
And here the fourth term,
i (b2 +cy),
appeared to be simply superfiuous : which induced me for 2 mo-
munt to funcy thut perhaps the product ij was to be regarded ns
«0. But I saw that this fourth term (or part) of the product

wuy tnove immediately given, in the ecalculation, as the sum of
:_.._ iwo ?:2&:@.

[}

, ib Jzy je . iy;

ard that this sum would vanish, under the present condition
by« cy, if we made what appeared to me a less harsh supposition,
pumely, the supposition (for which my old speculations on sets

y=-gu Y
or that
Ytk ji=-1k
_E value of the product % being still lefc undetermined.
[+7.] In this manner, without now assuming bz —cy=0, I
had generally for the prodict a.\ two (riplets, 26 expression of
quadrinowial form,

(e +ib + ) Aai.cﬁ.uvn?ar@}ﬁ:s.?.q+auv
+j (az+ex) + & (bz —cy);
and T suw that although the product of the sums of squarcs of
the constituents of the two factors could not in gencral be decom-
posed into three squares of rational functions of them, yet it
could be generally presented as the sum of four such squares,
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Royal Irish Academy (at a Meeting of Council* in October,
1843, and at a General Meeting shortly subsequent) : introducing
also a theory of their connexion with spherical trigonometry, some
sketch of which appeared a few months later in London (in the Phi-
losophical Magazine for July, 1844). On that connexion of qualer-
nions with spherical trigonomelry, and generally with spherical
geometry, 1 peed not at present dwell, since it is sufficiently ex-
plained in the concluding Lectures of this Volume: but it may be
not improper that a brief account ghould here hegiven, of a not
much Jater but hitherto unpublished speculation, of 8 charactet
partly geometrical, but partly also metaphysical (or @ priori), by
which I sought to explain and confirm some results that might
at first seem strange, among those to which my analysis had con-
ducted me, respecting the n:nml.ao%.& form, and non-commuta:
tive property, of the product of two directed lines in space.

[50.] Let,then, the pnopuct of two co-initial lines, or of two
vectors from a common origin, be conceived to be something which
has QUANTITY, in the sense that it is doubled, tripled, &ec., by dou-
bling, tripling, 8:c., cither factor; Jet it also be conceived to have
in some sense, QUALITY, analogous to direction, which is in some
way %.?:.?Q connecled with the divections of the two factor lines,
In porticular let vs, conceive, in order to preserve so far an ana-
logy to algebraic multiplication, that its direction is in ail re-
spects reversed, when either of those directions is reversed ; and
therefore that it 18 restored, when both of them are reversed. On

* TTho Minutes of Council of the R. I A., for October 1Gth, 1843, record ,

u J,cave given to the President to read o paper oil & now species of imaginary
quantities, sonnected with a theory of quaternions.” it may bo novessary io
state, In cxplanation that the Chair of the Academy, which has sinee been 80
well filled by my friends, Drs. Lloyd and Robinson, was at that timo occupied
by me, ,

1 At the Mecting of November 13th, 1843, as recorded in the * Proreedings”
of that date, in which the fundamental formule and jnterpretations respecting
the symbols ik axe piven. Two Jetters on the subjec, which have since been
printed, were also writton in Oetober, 1843, 1o tho friend so olien mentioned in
this Preface, Mr, J. . Geaves and tho chiel rosults wero alse exlibited to hiz
brother, the Rev. (. Graves, before the public communivation of November,
1813, These circumstances (or soma of them) have heen stated clsewhere: bub
ot Lo paas them over without sone shott notice her, 0 coRe

it seemed proper w
te of the invention and publication of the guaternions,

noctod with the da

PREFACE, A.Gv.

the other hand, for the sake of Enc@:mmm:m.. what may be called
the symmetry of space, let this direetion of the product, so far as
it can cc.nc:u_.ﬂ:nnma or represented by that of any line in space
bo conccived a8 not changing its relation to the system of Qa.wm
tuo fuctor directions, when that system is in any manner turned in
space ; its own direction, as a line, being at the same time {urned
with them, us ifit formed a part of one common and rigid system;
and the numerical element of the same product (if it rmﬂa an :
such) undergoing no change by such rotation. Let the ﬂqomﬁw
in question Lo conceived to be entirely determined, when the fac-
tors ure determined ; let it be made, if other conditions will allow
fur the snke of general analogies, a distributive function of ﬁromm
two ?a:,:n, gummation of lines being performed by the same rules
as compaosition of motions; and finally, if these various conditions
cun ol be satisfied, and still leave anything undetermined, in the
vules for multiplication of lines, let the m_:_ﬁm_..:m:npn:mmw. be re-
moved in such a way as to make these rules approach as much
ps pousible to the other usual rules for the multiplication of num-

ders in algebra, ; _
[61.] 'The square of m given line must wot be any dine in-
clined to that- given line; for, even if we chose any particular
angle of inclination, there would be nothing to determine the
plune, nud thus the square would be indeterminate, unless we
sulcoted some one direction in space as eminent, ,.._mE.or selection
we aro ¢endeavouring to avoid. Nor can the square of & given
”.__Em__c.: line in the same direction, nor in the direction eﬁ%m.a? ;
e vt e o sonsties s o 2 evrsed
er the square as reversed

, -_._ dircetion, when the line of which it is the square is reversed ;
. u1 . -
whoreus il the two factors of a product otk change sign, the di-

rection of the product is always (by what has been above agreed
on) presprved, or rather restored. 'We must, therefore, ac_m,r?n
the SQUABK OF A LINK 28 having no direction in space, and there-
...c:. us being not (properly) itself a line; but nothing hitherto
prevonts us from regarding the square as a NUMBEI, which bas
always one determined sign (ns yet unknown), and varies in the
duplicuto ratio of the length of the fine to be squared, If, then

the langth of o line « contain a times the unit of length, wé =_.m

v
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(52) IREFACE.

others, {3, and f3,, of which one (3,)is co-axal with the multiplier
line u, while the other {{3.) is perpendiculur thereto, we must jn.
terpret the product off us cqual to the sum of the two partial
products, a3, and af3;. But one of these is a number, and the
other is a line; we ure, therefore, led to consider a number as being
under these eircumstances added to a Hue, and us forming with it
a certain sum, or system, denoted by of3) + afds, or wore shortly
Ly ¢f3. Andsuch a sum of line and number may perhaps be
called 8 GramsarrTHN,® from the two Greek words, ypaupd, a
line, and é&pilude, 2 number, A grammarithm is thus to be con.
ceived as being entively determined, when its two parts or clements
are so0; that is, when its grammic part is a known line,and its arith-
mic part is & known number. A change in either partis to be
conceived as changing the grammarithm: thus, an equation be.
teween two grammarithms includes generally two other na:n:.c.mn.
one between two numbers, and another between two lincs,
Adopting this view of a grammarithm, and defining that o3 = off,
+af3: when B=8+ B Billa, Ba L o, the product of any deter-
mined multiplier live and any determined muliplicand line will
be itself entirely determined, as soon as the unit of length and
the numbers [ and p shall have been chosen; and it remains to
consider whether these numbers can now be so sclected, as to
make the rules of multiplication of #nes approach more closely
still to the rules of multiplication of rumbers,

[56.] "The general distributive principle will be found to give
no new condition ; and we have seen cause to r¢fect the commu-

tative principle or property, as not generally holding good inthe

present inquiry, 1t remains, then, to try whether we can deter.
mine or conneet the two coeflicients, I and p, so ns to satisfy the
associative principle, or to verify the formula,

a.By=af.y.

* The word ¢ grammarithm” was subsequently proposed in a communication
to the Royal Irish Academy (sco the Proceedings of July, 1B1G), as one which
might replace the word ** quaternion,” at least in the geometrical view of the
subject : but it did not appear that there would be anything gained by tho sys-
tematie adoption of this change of vxpression, although the mere sugyostion of

another seme, s not inappliealle, seened to throw a little additional light on
the whole theory.

IREFACE. (863)

) oe this purpose we may first distribute the fuctors 3, v inte
wibere b virirs which shull Le parailel or perpeniticular o
#t and to cach other; wnd then shall have to satisfy, il possible,
sie conditivny, which may be reduced to the six following

’ [
WeRA B MR 8] Gocet =at. o) dota =au.a’;
] ¥

. [ rr ’ L ¢ 0 "
B U QL) € =Rt y Qo0U =ad.U §

e @y u” being three rectangular unit-lines, so placed that the ro-

tatbout tound a {rom o' to a” is positive. Then, by what bas been
ahvady found, the following relations will hold good:

4 » Na T ’ ",
ut=ga=aga =i; ae s-ae=pa ;
L4

' =-~da=—pd; da’ =~ "d =+ pa;
amd the slx conditions to be satisfied become,

adwliay napad’=l.d's a.—pd=1.d";
L4

” L4 . N £ . ” ”
gorpu =R a; db=Pa . ay a.Pam=pa ..

Of these the first suggests to us to treat an arithmic factor as
gommuiative (19 regards order) with a grammie one, or te treat
ibe product ¥ line into number” as equivalent to ““number into
Hae g’ the fourth and sixth conditions afford no new information;
awl the second, third, and fifth become,

“prd=ld; ~prd' =l —pra=la.

The conditions of asseciation are therefore all satisfied by our
ssautaing, with the present signification of the symbols,

al e le, and I=—p°;

and they connot be satisfied otherwise, The constant 7 is, there-
fore, by those conditions, necessarily negative; and EvERY LiNE
I tidimensional space has its square (on this plan) equal 1o »
#Roavive NuMBEeR: which is one of the most novel but essential
elewnents of the whole quaternion theory. (Cempare the recent
putagruph [18]; nlso art. 85, pages 81,82, of the Lectures)) And
tbas o gramonarithin [557 may preperly be called a quaternion,
appears from the consideration that the fine, which in it is added
to & minber, depends itself upon a syséem of three numbers, or
may be represented by o grinomiul expression, because it is al-
ways the sum of three lines (actual or null), which are parallel
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PREFACE.

(56)

the connected phrase proportion, not only from quantity to direc-
tion, within one plane, as had been done [36] by other writers,*

* Since the note to paragraph [36], pp. (31) (32), was in type, L have hadan
spportunity of re-consulting the fourth volume of the Annales de Mathématiques,
and have found my recollections (agreeing indeed in the main with the formerly
cited page 228 of Dr. Peacock’s admirable Rteport), respeeting the admilted
priority of Argand, confirmed. Frangais, indeed (in 1813}, published in those
Annales (Tomo 1V, pp. 61, .. 71) a paper which contained a theory of *pre.
portion de grandeur ot de position,” with 2 connected theory of multiplication
(and also of addition) of lines in a given plane; but he expressiy and honeurably
stated at the samo time (p. 70), that he owed the substance of those new ides
to another person (*le fond do ces idées nouvelles ne m' appartient pas’);
and on being soon alterwards shown, through Gergonne, whose conduct intly
whole matter deserves praise, a eopyof Argand's earlier and printed Essay (Paris,
1800), Frangais most fully and distinctly recognised (p. 223)that the trov author of
the method was Argand (*4il o'y a pas le moindre donte qu'on ne doive i AL At
gand la premicre idée de représentor géomitriquement los quantités imagh
naires”), Nothing more lneid than Argand's own statements (sce the samo
volume, pp. 136, 137, 13B), ns regards the fuadamental prirciples of the theory of
the addition and multiplication of coplanar lines, has since (so far as I know)
gppearcd ; not even in the writings of Professor De Morgan on Double Algebra,
referred to in former notes. But Argand had not anticipated Da Morgan's
thicory of Logometers; F.«.IA was on the contrary disposed (pp. 144, .. 146) b
regard the symbol <HM< m. notwithstanding Euler’s well-known result, as de
noting aline (#r), perpendicular to the plune of the lines 1 and V=1t and to con
sider it as ofiering an example of a quantity which wns irreducible to the foru
p 4 ¢ V- 1, and was (according to him) as heteroyencous with respect to V=1, m
the latter with respeet to + 1 (** nussi hétérogine” &e.). The word modulu
(“ module"), so well known by the irmpovtant writings of M. Caucly, occurs in 4
later paper Ly Avgand, in the follewing volume of the Annales, ns denoting
the real quantity Vpi+ gt 01 have seemed to dwell too much on the specula
tions of Argand (not all adopted by myself), it has been partly breause (5o far
as [ have observed) his mexits a8 an eriginal inventor have net yet been sufl-
ciently recognised by mathematicians in theso eountries : and partly beeause one
of the two most essential links (the other being addition) between Double Algelrs
and Quatcrnions, is ARGAND's main and fundwmental principle vespeeting corea
Kan prOPORTION, expressed by him as follows (Annales, 'I. 1V., pp. 136, 137)
* §i (fig. ) AAng. ARR = dng. XX, on 2, sbstraetion faite des grandeurs abso-
Tues, ka4t KB 13 KAt KE. Clest 1a le principe fondamental de la theorie do
nous avons essayé de poser fes premidres bases, dans I’ gerit dont nous donuons
ict un extrait” (namety, Argand's printed Fssay of 18006, exhibited by Gergonne
to Frangais, after tho appearance of the first paper of the Iatter suthor on tha
subject in 1813). Argand continued thus (in p. 137): “ Ce prineipe n'a vics
au fond do plus étrange que celui sur fequel est fondée Iz conception du rapport
géometrique entre deux lignes de signes differens, et il a'en est proprement
qu' une géndralisation ' o _.n_.a.:.r in which I perfectly concur,

TREFACE.

CLp)

The supposed propor-
(1)

wik i (2)
bat alew, in the planes of &, ik, there were the two proportions,
si—-fhg ()]
compotding thercelore, on the one hand, the two ratios, «: % and

410, sml, on the other hand, the two respectively similar ratios,
Ji-i, and ~i: &, there resulted the new proportion,

wiisfily (4}
which differed from the proportion (2) only by a cyclical trans-

but alw from the plane to space®

teou,

gave thuy, by inversion,

frjriji-fand

# Alhough the vlsvrvations in par. [57] relate rathor to proportions than to
datagemares, Yol tho present winy Lo o gonvenient occasion for remarking that
M ote. sued cran Wallis, lind speenlated, before Arvgand and Frangais, on ifter-
prviasiza of thar aymbel ¥—1, which should pxtend to space : but that the nearest
spprosh Wuan aaticipation of the quaternions, or at Icast to an anticipation of
Wiphita scams 1o s 1o bavo boon made by Servois, in a passage of the lately
wtieed volume of Gurgonno's Annalog, which appears curious and appropriate
aaragl te be watracted hiere, Servels had Leen following up a hint of Gevgonne,
tesyeting the representativn of ordinary imaginaries of the form x+y V=1
(¢ akd g lalong wholu numbers), by o table of double argument (p. T1); and
Waough (p. Z0) that such wtablo might be regarded as only a slice (une tranchc)
of & table of TRIVLE argument, for Tepresenting pouts (or lines) in gpace. He
et sontiuued 1® Yous dounericz sans doute & chacune termo la forme frino-
* el ¢ male guel covlicient nuralt le troisidma terme? Jo ne le vois pas Lrop.
o " analugle sembivrall velgor qua lo trindme (Gt do In forine, peosa 4 g cos 8
o p qus y, @l y diant lee auglos d'unv droile avee Lrols axes rectangulaires;
TR TN T |} ) .

w(peorat qeonifipeos ) (proaa b foonfi)r cos y)=costeat cost+ costy=1,
“ uw valeurs du oo, Y o, £ ooqub eatisferalent & colts condition seraient ab-
o gar oo (*fypuantites noweréulien,” ns ho shortty allerwards ealls themn): “mais
o pagadantclles imnnyinaires réductibles 3 hn Torme géneralo A + BYZit Voila
o gao quesidun o' anallse forg singulidve, que jo soumets 3 vos lumidres.” The
s won wiaka which Seevels thus with cemavkable sagacity foresaw, without
bubig able to deicrmine thew, mny now be identified with the then unknewn sym-
bads vt o) 1t & -4~ =4 of thy quaternion theory @ ot least, these latter
spsbols Dl preciscly the condition proposed by bim, and furnish an enswer to
R adagutar question™  IL mny be proper Lo state that my ewn theory had
Yuam gunstrusted anid publishied for o long time, befory the lately cited passage
buggamd 8o moed my vy,

h
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(00) PREFACE,

1:lsmenoni—my Lelsnde=1,

- (18)

may be conveniently and concisely expressed by formula of mul-

tiplication, as follows:
m=n; lna-m; O=-1.

{60.] In this way, then, or in one not essentially
the fundamental formule [48] of the ealculus of quate

(19)
differcnt,
raions, as

first exhibited to the R. L A. in 1843, namely, the equations,

fenl, o=, B==1,
=tk jhmti, =+,

Jiemby b mniy th=—]y

(a)
(1)
(<)

srere shewn (in 1844) to be consistent with d priori principles, and
with considerations of a general nature; a product being here
regorded 23 2 FOURTH PROPORTIONAL, t0 2 certain extra-spatial®
unit, and to two directed factor-lines in space : whereas, in the
fnvestigation of paragraphs [50] to [56], it was viewed rather as

a certain FUNCTION of those two factors, the form of w

hich fune.

tion was to be determined in the manner most consistent with
some general and guiding analogies, and with the conception of
‘the symmelry of space. But there was still another view of the
whole subject, sketehed not long afterwards in another commu.
nication to the R. 1. Academy,f on which it is unnecessary to say

smore than a few words in this place, because it is, in

substance,

the view adopted in the following Lectures, and developed with
. some fulness in them : namely, that view according to whichs
QuATERNION is considered as the QuoTtiesT of two directed lines

in tridimensional space.

* It scemed {(and still seems) to mo natural to connect this ....uhﬁa.%.a:.aw wnil

with the conception [3] of T1ME, regarded hero merely s an axris

aof continnont

and uni-dimensional progression. But whether we thus consider joindly time and
space, or conceive generally any system af forr independent azes, or acales of pro-
gression (v, i, j, £), Eum disposed to infer from the above investigation the fol-
lowing LAW OF THE FOUL SCALES, as one which s at least consistent with

analogy, and admissible as & definitional exteasion of the fundamen

tod equation

of quaternions:—** A formula of proportion between four independent und direclod

wnits is to be considerod as remaining teve, when any twe of them

change pluces

swith each other (in tho fovmula), provided that the direction (or sign) of oncla

reversed.” Whatever may be thought of these abstract and somi-

metaphysical

viewa, the formula (&) (3) (2] of par. [G0] are in any event  sufficient basis Lot

the crection of a carcuLws of quaternions,
1 Sce the Proceedings of Feb, 101k, 1644,

PLEFACE, N (61)

(1) Of sucha geometrical quoticnt,* b .+ a, the fundamen-
Lob ety s o this theory conceived to hey that by operating,
1o wenlfepdicr (or at least in a way analogous to E:_:r:nu:o_o.
en iho divisor-line, u, it produces (or generates) the dividend-
Lue, by sk that thus it may be interpreted as satisfying the
geucral and identical formula (compare [9]):

(bh+a)yxa=b

(Lo analogy to multiplication consists partly in the operation
Liloy vne which is performed at onee on length and on direction,
s+ lu the ordinnry multiplication of a line by a positive or nega-
tive nuimber; or as 18 dope in that known generalization [36] of
such mulgiplication, for lincs within one plane, which (for reasons
sslgned In notes to former paragraphs) ought (I think) to be
called the Method of Argand: and partly in the ecircumstance
that the new operation posscases, like that older one (from which,
howaver, it In entirely distinct,t in many other and important re-
vpects), the distributive and associative,} though not like it (ge-
netally} tho commutative propertics, of what is called multipli-

® Thls tlew of a geometrical yuotient waz also doveloped to a certain extent,
ba o wahubshod scrlva of papers, which appeared a fow years ago in the Cam-
bebdge and Dublin Mathemutical Journal, under the head of Symbolical Geome-
Fys & ke adopied to mark that | had altempted, in tho compositiow of that
gassientar serle, to allow o more prominent influcneo to the peneral laws of
gpdvhuial Lesyuaye Uian by wome former pupers of mine ; and that to this extent
8 had s V04l ugeaslon sought to imitatu the Symbolical Alyebra of Dr. Peacock,
ated bo grodt ales by some of tho ronurke of Gregory and Ohm,

1 Aseing thaee deitinctions of muthod, it ls Important to bear in mind that no
ot Reas Vo takam, la my syatam, oy voprescnting U dircction of positive unity : and
W, ai tha suntiaf, every vadur-unit i vegardel ny one of the square routs of
aapapns vaddy.  Fi 10 1o bo pvinarioed, alin, Uit the praduet of twe inclined but
B sowtaiguing vectura s catsldered o this theory ns not a line, but o guater-
s o il whick will b found fully ilfustrated fn Lhe Leetures.

] Ta e wpmintivs principle, or property of multiplication, T attach much
Borgurbancy, and have baken palue to shuw, in the Fifth wned Sixth Lectures, that
W orwa be promsizisally proved Tor gquiter , indvpenidently of the distributive
peisciple, mhih mag, bowover, In i dilferent arvangoment of the suhjeet, bo

b Lr peeagds anad werist Uho provl of tho ausoclalive property, gs shewn in the
Peeonth Laglure, amd vlsunhere.

"Flie obserce of the nssocintive principle ap-
yoods ia me bu by an incongonicnee i the ectaves or octonomials of Mesers, J, T.
Oenove and Aribur Cagley (seo Appendix B, . 7300 : thus in the notation of the
former 90 sbuuld Indecd have, an T squaternbone, =R, bul »et yererally i.jo
v by Moo topresent g ovelave fur Qjlsinm—om~bl=—~if, 1 ’
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