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0. - Intrbduction

Le programme qui suit cherche & illustrer certains aspects de ia théorie de
1'intégrale telle qu'elle est souvent pratiqude en DEUG et 3 aider 1es &tudiants
3 mieux appréhender les problaémes d'approximation et de convergence ligs & 1'exis-
tence et au calcul d'une intégrale. Le fonctionnement est automatique {les choix
se font par des "menus", i1 n'y a pas de ligne de programme i modifier) et
interactif : 1'utilisateur choisit librement : fonction & intégrer, bornes, méthode

d'intégration, pas d'intégration, fagon de cadrer le graphe, etc...

A priori ce progrémme est concu pour, en illustration d'un cours théorigque,
8tre utilisé directement par les étudiants au cours d¢'une séance de travaux
dirigés sur micro-ordinateur. Lors de 1a présentation aux étudiants de la
SECTION EXPERIMENTALE de DEUG SSM 1 de 1'Université Pierre et Marie Curie (Paris 6)
cela n'a pas &té le cas, faute de matériel et i1 a fallu se contenter d'une
démonstration faite & tout un groupe de T.D. sur deux téléviseurs, accentuant

ainsi le cOté “spectacle" au détriment de 1'aspect “découverte individuelie".

Je tiens & remercier les collégues de la section expérimentale pour leur
aide compréhensive et pour m'avoir fourni 1'occasion de présenter ce programme

des étudiants.

fan

1. - Convergence d'une intéZgrale

Une fonction x .5 f(x) é&tant donnée sur un intervalle f{a b] , on cherche

an

définir, si cela est possible, 1'intégrale I(f) = j f(x) dx .
a

Une approche classigue en DEUG est de d&finir d'abord les intégrales de

fonctions en escalier puis d'approcher la fonction & intégrer par des fonctions




en escalier fi et de dire que I{f) existe si Jes I(fi) ont une 1imite
quand les fi tendent vers f . On peut aussi encadrer f par des fonctions en
escalier ms {resp. Mi) minorantes (resp. majorantes) et dire que I(f) existe

si la borne supérieure des I(mi) est &gale & Ja borne inférieure des I(Mi)'

On peut aussi introduire des subdivisjons d de {ab]

- di) et les sommes de

(ct0 =a<dy<...«d 4 =b) depas p(d) = sz;p (dﬂ_1

Riemann

T
() = 2 fxg) (diyy - 4y)

1=

o

o x5 eld;,diy [

ainsi que les sommes de Darboux

n

s{d) = 2 m{dy,, - d.) o0 m = inf f(x)
S Jyoi+l i i
i=0 X € [di d.1+1]
3

S{d) =, Mi(di+1 - diJ on M, = sup f(x)
i=0 xe(d d; ]

On dit alors que f est intégrable sur [ab] si la limite de Z (d) sur
toutes les subdivisions de pas tendant vers 0O existe ou si les s(d)} et Tes

5(d} ont une borne commune.

Les deux points de vue sont bien sir sensiblement &quivalents, le second est

cependant plus facile & utiliser sur machine que le second (on maitrise mieux [abl
que e graphe de f). Pour simplifier on va aussi se restreindre & des subdivisans

réquliéres {en n segments &gaux) et comme 1'dcran du microordinateur utilisé

affiche horizontalement 256 = 28 points on prendra pour n une puissance de

deux.

a) La méthode des rectangles

C'est Ta plus naTve, on utilise les sommes :

=1 .
I = S fa+ 1{b-a)y | ba

i=0
pour n une puissance de deux et on trace en plein les rectangles correspondants.



On affiche en bas i gauche de 1'&cran la valeur de T'approximation cbtenue.
C'est une méthode rapide, mais assez fruste ne dennant aucune indication
sur 1'erreur commise (sauf que par exemple c'est une approximation par défaut si

la fonction est croissante).

b) La méthode des sommes de Darboux

C'est 13 que 1'on voit le mieux la convergence de 1'intégrale quand on
fait diminuer le pas.

Sur 1'intervalle [:xc,i xi+1] on calcule le inf et le sup de f{x) et
on trace en plein le rectangle de sommets (xi, 0) (xi+1, 0}, (xi, inf) et

X:.4, inf) et seulement les bords du rectangle de sommets (x., 0}, (x 0
i+l , i

i+1?

(xi, Sup}, (xi+1, sup) et on affiche en bas & gauche

i = s(d) I = S(d)

pour la subdivision d .

Quand 1e pas p(d) diminue, on voit

- d*une part sur 1'8cran les rectangles différences entre les "pleins" et les’
"yides" dont 1'aire diminue.
- d'autre part 1'écart entre les valeurs affichées de i et I se resserrer

et suggérer la convergence de 1'intégrale.

Méme si le procédd n'est pas rapide {i1 faut calculer inf et sup) ni itrés
précis (voir les exemples), i1 a le gros avantage de fournir un encadrement sOr

de I(f).

¢) La méthode des sommes de Riemann

L3 aussi on "aide" un peu le hasard en choisissant des subdivisions &quiré-

parties, et en tirant (au sort avec le générateur aléatoire de la machine) un




point x; dans [d; d; 4T, et on affiche Ta valeur correspondante I = Z(d) en
bas & gauche de T1'écran et des rectangles sur le tracé de la courbe. C'est une
méthode d'éxécution trés rapide et 1'intérét est de la recommencer un certain
nombre de fois avec le méme pas pour voir la variation de I{d) avec les tirages

au sort, ce qui suggére une approche probabiliste de calcul.

2. - Approximation numérique d'une intégrale

Les méthodes précédentes permettent d'avoir une idée sur la facon dont
convergent les sommes permettant de définir une int&grale mais.sont assez mau-
vaises pour obtenir une approximation numérique de la dite intégrale si on sait
qu'elle existe. C'est pourquoi j'ai ajoutd deux méthodes numériquement plus

efficaces et trés classiques :

a) La méthode des trapdzes

La valeur numérique obtenue est affichée en bas 3 gauche et les tfapézes sont

effictement tracés sur 1'écran, ce qui permet de se rendre compte que :

- $1 la fonction f oscille beaucoup, ou si f a des discontinuités et si
la subdivision est mal choisie la méthode des trapézes laisse & désirer et fait

un peu n'importe quoi.

- si au contraire f oscille peu et est continue, trés rapidemement les
trapeézes (ou du moins le cOté supérieur) se confondent sur 1'écran avec la courbe

et on se convainc aisément que la méthode donne une bonne approximation.

b) La méthode de Simpson

Elle consiste, rappelons le, & approcher la courbe non par des segments
de droite mais par des arcs de parabole déterminds par 3 points “consécutifs®
de la courbe. L'approximation est meilleure que dans le cas des trap2zes mais les
défauts, les cas de mauvais fonctionnement restent les mémes : c'est pourquoi 91

n‘y a pas d'illustration graphique.



3. - La réalisation pratique

La liste du programme est jointe en annexe & la fin. Le microordinateur
utilisd est un moddle familial bas de gamme Sinclair Spectrum, muni d’une résolu-
tion graphique de 176 sur 256. |

Le Tangage utilisé est une extension (Beta - Basic version 3.0) du Basic
de base qui en conservant la facilité d'utilisation habituelle du Basic, présente

1'énorme avantage de disposer de procédures avec passage de paramétres ce qui

facilite grandement 1'&criture d'un programme modulaire et augmente beaucoup la
1isibilité du programme. L'existence de (pseudo) fenétres permet aussi de mieux
gérer 1'écran et d'améliorer la lisibilité de 1'affichage (par exemple en affichant
en bas & droite les bornes : a, b, m = inf(f(x), xe(a.b]) et

M = sup(f(x), xe&labl)).

Par exemple :

- les procédures début 1 et début 2 mettent en place les fendtres et per-

mettent 1'introduction de la fonction (sous forme d'une chaine de caractéres a¥)

et des bornes.

i{b-a

- calcul calcule les valeurs aux points a + pour i =0 ,..., 256
et les met dans un tableau a( ).
- insup calcule le inf et le sup et est utilisé & de nombreuses

reprises.

- dessin  trace le graphe de f (compte tenu des options de cadrage).

- boite vide et boite pleine tracent les rectangles.

- menu procédure centrale permet via un choix offert @ 1'écran de faire

exécuter 1a partie du programme voulue en appuyant sur une touche.

- options permet de choisir les options de cadrage (pour la Tisibiiité

i1 est préférable que la fonction soit a valeurs positives et i1 peut é&tre intéres-

sant de translater f¥).



- enfin les procédures rectangles, darboux, riemann, trap&zes et simpson

réalisent les processus décrits plus haut et se terminent par un retour au menu

(aprés avoir demandé si on le désirait, une copie sur papier de 1'écran).

Des commentaires sont prévus : ils sont stockés & part sur la microdisquette
et chargés le cas échéant. Lors de la présentation en section expérimentale &
Paris 6 1ils n'ont pas &té utilisés, les commentaires ayant été faits oralement

au tableau par un enseignant.

4, - Les limites

E1les sont de piusieefs ordres. I1 y en a qui sont théorigues et incontour-
nables : 1a fonction se réduit pour 1'ordinateur 3 un certain nombre de valeurs
{comme c'est d'ailleurs le cas des fonctions rencontrées dans les sciences expéri-
mentales) et i1 ne faut pas chercher & trop tirer de 1'illustration proposée : on
ne peut que suggérer une divergence ou une convergence : la fonction indicatrice
de 0 est hors de portée et la fonction X ;—— sin 256 x ‘sur (0wl apparaftra

comme 1a fonction nulle.

D'autres sont 1iées au langage de programmation choisi et au matériel
utilisé : un microordinateur plus puissant programmé en Pascal permettrait une
réaction plus rapide (ce qui serait trés agréable pour étudier 1'évolution de
1'intégrale en fonction des bornes, notamment au voisinage d'un point de disconti-
nuité).

I1 faut faire attention aussi d@ ne pas faire calculer 2 1a machine des
expressions dépourvues de sens (cf. 1'exemple de f{x) = x sin 1/x).

Enfin, et c¢'est un peu paradoxal, les fonctions en escalier sont difficiles
d entrer (le programme n'accepte que les fonctions définies par f(x) = expression
en x) et mal traitées (& cause du pas égal 3 une puissance de 2 qui place mal

la subdivision par rapport aux discontinuités éventuelles).



5. - Les exemples

IT s'agit de ceux montrés aux &tudiants de la section expérimentale

3

a) f(x) = V1 + x° a été choisie comme exemple de fonction nfayant pas

de primitive s'exprimant avec les fonctions &lémentaires (cf. la géométrie de 1la

2 3

courbe y- = x7 + 1),

b) f(x) = xz module 2 a &té choisie pour ses discontinuités mettant en

évidence les difficultés de convergence (surtout avec un pas constant) et parce

que Te calcul exact de I(f) permettait de "vérifier" les résultats numériques

c) la sinusoide amortie f(x} = sin 8x exp(-x) permettait d'introduire

des valeurs négatives et de se rendre compte de 1'intérat d'une translation

X sin-l &tait le type d'une fonction continue mais peu

d)  F(x) >

“réguliére"

£(x) = €0s 2X

e) T sin X

sur -7 , 7] a été demandée par un &tudiant. Les
bornes choisies ont &té - 3,15 et + 3,16 pour voir les:asymptotes, & part
celles-ci le graphe est trés plat compte tenu de 1'échelle (minimum des points
tracés : -~ 61 ,.. et maximum : 199 ,...). C'est le séu] exemple fourni d'inté-

grale divergente.
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