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"In the fall of 1960, it occurred to me
that the cencepts of contemporary
mathematical logic are capable of
providing a suitable framework for
the development of the differential
and integral calculus by means of
infinitely small and infinitely large
numbers".

A. Robinson (Non Standard Analysis)

L'analyse non standard nous lib&re d'une frustation : 1'inter-
diction de manipuler ces objets malpropres que sont les infiniment petits,
qui nous est imposée actuellement en mathématiques, dé&s notre plus jeune
dge, {toute transgression de ce tabou pouvant entrainer des l1ésions
irréversibies 1).Et pourtant; il y a environ trois siécles, infiniment
petits et infiniment grahds furent intimement 1iés & la naissance du calcul
diffarentiel et intégral et aujourd'hui méme, les physitiens et autres
utilisateurs des mathématiques n'hé&sitent guére & les employer (sous forme
de quantités &lémentaires, variations infimes...) dans 1a mise en &quation
de ieurs problémes.

Pourquoi cette &volution ? Pourquoi 1'analyse non standard
permet-elle de lever le tabou ? Et ne permet-elle que cela ? Pourquoi a t-il
fallu attendre trois siécles pour que soit &laborée une théorisation
satisfaisante du calcul infinitésimal ? C'est & ces questions que nous
essayons d'apporter des &léments de réponse dans les trois premiers chapitres
de cette brochure.

Dans le quatriéme nous rendrons compte d'un-enseignement
d'analyse non standard qui a &té drganisé & Paris 7 en DEUG SSM (Sciences et
Structures de la Matidre) en 1983-1984.




Chapitre I : UN PEU D'HISTOIRE

A la fin du 17&me siécle, une théorie généra1é de la différen-
tiation et de 1'intégration se met en place, avec les travaux (indépendants
et concurrents) de Newton et Leibnitz; les approches de ces deux mathéma-
ticiens sont sensiblement différentes : :

Celle de Newton, i travers la notion de “derniers rapports®,
peut s'interpréter en terme de limites : "the ultimate ratios in which
quantities vanish are not really the ratios of ultimate quantities, but the
Timits towardwhich theratios ofquantities, decreasing without limit, always
approaéh . and to they can never pass nor attain before the guantities are
diminished indefinitely".

Celle de Leibnitz est basée sur les infiniment petits diffe-
rentiels du premier ordre et d'ordres supérieurs et résulte de 1'application
"3 ces objets géométriques de régles découvertes antérieurement sur le calcul
des différences et sommes successives de suites de nombres. Ces régles,
alliées a la régle d'omission des infiniment petits relatifs ("“toutes les
~ fois que sont rapprochées dans une addition ou une soustraction, des grandeurs
incomparables, les petites sont négligeables par rapport aux grandes" écrit
Leibnitz dans "Histoire et Origine du calcul différentiel" [241), permettent
d'algébriser et d'algorithmiser Te fonctionnement des différentielles.

_ Le statut de ces infiniment petits chez Leibnitz n'est pas
toujours trés clair. I1 souligne la différence existant entre le calcul
différentiel qu'il a introduit et les manipulations d'infiniment petits ou
d'indivisibles utilisées par ses prédécesseurs : Fermat ou Cavalieri, par
exemple. I1 semble &galement qu'il tende & considérer les infiniments petits
et grands comme des &léments idéaux, fictions utiles pour la recherche et
le calcul, jouant un peu en analyse le rdle que jouentles imaginaires dans

les résolutions d'équations algébriques.

Mais i1 ne se préoccupe pas de définir de manidre compléte, les
régles d'emploi de ces nouveaux nombres. En vertu d'un principe de régularité
général, i1 estime que les infiniment petits et grands doivent ob&ir aux
mémes régles et lois que les réels ordinaires. Caci ne 1'empéche pas d'ailleurs
de définir des “grandeurs incomparables" comme des grandeurs telles que “1'une

multipliée par quelque nombre fini que ce soit, ne saurait excéder 1'autre" ([25]),




et ce en contradiction flagrante avec le principe d'Archiméde qui affirme
que : Etant donnés deux nambres strictement positifs, a et b, a &tant
inférieur 3 b, 11 existe toujours un multiple entier de a qui surpasse b.

Et ceux qui, & 1'époque, essaieront de fonder plus solidement
le nouveau calcul infinitésimal de Leibnitz, n'arriveront pas pius &
surmanter la contradiction inhérente au principe de régularité. Ainsi de
1'Hospital &crit en 1715 dans "Analyse des infiniment petits pour 1'intelli-
gence des lignes courbes” ([191).

“nafinition 1 : On appelle gquantités variables celles qui
augmentent ou diminuent continuellement ; et au contraire guantités
constantes celles qui demeurent les mémes pendant que les autres changent..."

”Défini%ien 2 : La portion infiniment petite dont une quantité
variable augmente ou diminue continuellement, en est appelée la différence...”
(lire différentielle) puis pose 1a régle suivants :

"I Pemande ou supposition. On demande qu'on puisse prendre
indifféremment 1'une pour 1'autre deux gquantités qui ne différent entre elles
gue d'une quantité infiniment petite : ou (ce qui est Ta méme chose) qu'une
quantité qui n'est augmentée ou diminuge que d'une autre quantité
infiniment moindre qu'elle, puisse étre considérée comme demeurant la méme... "
qui correspond & 1a régie déja citée d'omission des infiniment petits relatifs.

Ainsi donc, deux guantitds peuvent &tre & la fois distinctes et
confondues, chose troublante si 1'on attribue & "confondu" le sans "d'égalt.

Cette absence de fondations solides (et i1 faudra attendre
nlusieurs sigcles pour que, les développements de la logique mathématique

aidant, ou puisse &labgrer des théories satisfaiséntes 1) fera du calcul

infinitésimal, un calcul extrémement pratique, algorithmisé, permettant
de distinguer cé gui est négligeable de ce qui ne 1'est pas, mais aussi
un rien pifométrique : la reconnaissance du bien-fondé des manipulations y
est le fruit d'un consensus tenant plus du droit coutumier que de la loi
écrite. '
Et, bien qu'il soit abondamment et fructueusement utilisé
pendant tout le dix-huitiéme si&le, il sera 1'objet de critiques virulentes.
Notons, cependant, que 1'approche Newtonienne, d 1'&poque tout
aussi contestable, ne sera pas &pargnée non plus ! {voir par exemple les
écrits de Berkeley ([5]). Ces critigues conduirent, dés la fin du dix-
huitieme siécle, divers mathématiciens & chercher des solutions de rechange :




par exemple, Lagrange avec les développements de Taylor des fonctions,

d'Alembert avec les limites. Ce dernier &crit dans 1'Encyclopédie Méthodique

3 1'article "Différentielle" : "Ainsi la métaphysique de 1'infini et des

quantités infiniment petites, plus grandes ou plus petitesles unes que les autres est
‘totalement inutile en calcul différentiel. On se sert du terme infiniment

petit pour abréger les expressions{ Nous ne dirons donc pas avec bien des

géométres qu'une quantité est infiniment petite, non avant gu'elle

s'évanouisse, non aprés qu'elle est évanouie, mais dans 1'instant méme ol

elle s'@vanouit ; car que veut dire une définition si fausse, cent fois

plus obscure que ce que 1'on veut définir. Nous dirons qu'il n'y a point

~dans le calcul différentiel de quantités infiniment petites...
"1a théorie des limites est & la base de la vraie M&taphysique du calceul
différentiel”. Mais i1 faut noter aussi que la notion de limite chez

", Pour lui,

,-/..

d'Alembert est encore 1mparfa1te puisque selon lui :

"On dit qu'une grandeur est la limite d'une ‘autre grandeur,
quand 1a seconde peut approcher de la premiére plus prés gue d'une grandeur
donnée, si petite qu'on'1a puisse supposer, sans pourtant que la grandeur
qui approche puisse jamais surpasser la grandeur dont elle approche'.

En fait, i1 faut attendre Cauchy et son cours d'Analyse a
1'Ecole Polytechnique (1821) ([91) pour que les fondements de 1'analyse
tels que nous les connaissons tous en termes de limites soient clairement
institués.

Mais i1 faut souligner que les infiniment petits ne sont pas
bannis des textes de Cauchy que ce soit au niveau des définitions ou des
démonstrations. Cauchy les définit :

"Lorsque les valeurs successives d'une méme variable décroissent
indaéfiniment, de maniére a4 s'abaisser en dessous de tout nombre donné, cette
variable devient ce que 1'on nomme un infiniment petit ou une quantité
infiniment petite. Une variable de cette espéce a zéro pour limite".

I1 Jes utilise dans la définition de la continuité :

"Yne fonction f(x) restera continue par rapport d x entre les
1imites données si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit
de 1a variable produit toujours un accroissement infiniment petit de la
fonction elle-méme”.

Mais en 1844, dans son "Mémoire sur 1'Analyse Infinitésimale"
(1101}, i1 les réduira & un rdle essentiellement heuristique :




“poyur &carter complétement 1'idée que les formules employ@es
dans le calcul différentiel sont des formules approximatives, et non des
formules rigoureusement exactes , i1 me paralt important de considérer les
diffarentielles comme des quantités finfes, en les distinguant scigneusement
des accioissements infiniment petits des variables. La considération de ces
derniers accroissements peut et doit'étre employée comme moyen de découverte
dans la recherche des formules ou dans 1'établissement des théorémes. Mais
alors ie calculateur se sert d'infiniment petits comme d'intermédiaires qui
doivent le conduire & la connaissance des relations qui subsistent entre les
quantités finjes et jamais, 4 mon avis, des guantitéds infiniment pefites ne
doivent &tre admisés dans les équations finales ol leur présence deviendrait
sans objet et sans utilitd."

Avec les successeurs de Cauchy, Bolzano, Weierstrass , en particulier,
les techniques et concepts Tiés P'utilisation des 1imites se développent,
et les formalisations prennent la forme que nous leur connaissons
aujourd‘hui. Les infiniment petits, méme s'ils restent des moyens commodes
pour s'exprimer, tombent en désuétude. Robinson (cf {{35]) cite un certain
nombre de textes parus de 1850 & 1960, cherchant & les définir ou justifier
leur emploi, mais il est clair que, pour la communauté mathématique, ces
objets constituent en quelque sorte des survivances archaJques, des outils

de "physiciens"...

Une modification radicale intervient avec la publication en 1966
du livre de A. Robinson intitulé "Non Standard Analysis® gui deviendra la
bible des Monstandardistes. ([ 351}

Logicien mais aussi physicien théoricien, A. Robinson, entrevoit
das le ddbut des années soixante, que les concepts et méthodes de la ltogique
mathématique contemporaine peuvent fournir une base solide au développement
du calcul différentiel et intdgral au moyen d'infiniment petits et grands
et donne une premiére conférence sur le sujet @ 1'Université de Princeton
en Novembre 19€0. '

Dans son livre, aprés une construction logique basée sur une
théorie des types (et dont le moins que 1'on puisse dire est qu'elle n'est
pas d'accés facile 1) i1 développe dans un langage non-standard, non
seulement les &léments du calcul différentiel et intégral, mais aussi ceux
de la topologie générale, de la mesure 2t de I‘intégrafion, des. fonctions




d'une variable réelle ou complexe, des espaces vectoriels, des groupes
topologiques et des groupes de Tie, du calcul des variations, des distribu-
tions...

Magré la difficulté d'accés et malgré la méfiance voire
1'hostilité de nombreux mathématiciens (voyant 12 uniquement la réhabilita-
tion inutile voire méme dangereused'outils archaiques dont 1'absence n‘a
géné en rien la progression des mathématiques depuis pius d'un siécle), le
développement de 1'analyse non standard sera relativement rapide, qu'il
s'agisse : '

-d'applications & diverses branches des mathématiques, en
particulier T'étude des systémes stochastiques et des systémes différentiels
mais aussi d'applications & la physique, & 1'@conomie, aux sciences socciales (Cf.
Bibliographie}.

-de recherches portant sur les fondements de 1'analyse non-
standard, par exemple les travaux de K.Hrbacek ({20 - 211) E. Nelson
{I301), développant des approches axiomatiques- . (cf. paragraphe II B et
Annexe 2).

-de recherches visant & "simplifier" la construction de
Robinson, en vue de 1'utilisation de 1'Analyse non standard, dans 1'ensei-
gnement @ un niveau &lémentaire, par exemple Tes travaux de H.J. Keisler
(1221, [ 231) de"J.MHenle et E.M Kleinberg ([ 1871), (cf. paragraphe IV),

D, Tall ([40 - 43)).

Ainsi, dés 1971, H.J.Keisler publie un manuel intitulé :
“Elementary Calculus : An approach using infinitesimals" et dés 1973-1974,
ce manuel sert de texte de référence pour une expérience d'enseignement
de premiére année universitaire, réalisée dans cing gcoles de la région de
Chicago. Cette expérience donne lieu & une évaluation réalisée par K.A.
Sullivan ([ 38 - 39]) au moyen de deux questionnaires : 1'un destiné aux
enseignants et T'autre aux étudiaﬁts. Les résultats du questionnaire
gtudiant ne montrent pas de différences importantes.de performances entre
non-standardistes et standardistes, mais de meilleures capacités chez les .
premiers & interpréter certains formalismes mathématiques (notations
différentielles - relations intégrales - volume, par exemple). Les
résultats du questionnaire enseignant (cf. annexe 3) semblent montrer,
que Ta quasi-totalité des 1l enseignants concernés tirent un bilan trés
positif de 1'expérience et sont préts & poursuivre dans cetie direction.
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Comme le conclut K.A. Sullivan, ce n'est pas la solution
miracle, mais ¢'est une approche du "Calculus" qui s'est révélée
intéressante 2t viable. _

Malgréd ces résultats encourageants, les expériences d'enseigne-
ment, & un niveau &lémentaire, de 1'analyse non standard, sont restées
jusqu'i ces derniéres années, ponctuelles et isclées.

La parution en 1976, d'un deuxiéme ouvrage de H.J. Keisler,
donne méme lieu i une critique virulente de E. Bishop dans le Bulletin
of the American Mathematical Society ([6]2;seion Bishop , Keisler achéve
1'oeuvre entreprise par les mathématiques modernes : convaincre les
gtudiants que les math@matiques ne sont que “an esoteric and meaningless
excercise in technidque®, détaché de toute réalité.

Ces critiques s'opposent aux déclarations des partisans de
T'analyse non standard, qui, eux, affirment au contraire avec force sa
simplicité et son caractére intuitif. Par exemple J.M. Henle et E.M.
Kieinberg Zcrivent dans la préface a leur cuvrage :

"Thus, we were led to the €/3 approach to calculus, an approach
that, although totally precise and rigourous, was a disaster for students
to learn and teachers to teach... A most natural place for Robinson's
insight is a.next {and possibly final) point in the evolution of the
teaching of calculus. We can now develop calculus using infinitesimals and
enjoy all of their simplicity and intuitive power, yet at the same time
work in a mathematically precise and rigorous atmosphere. This approach,
although quite new, has been used at a number of universities with
remarkable success."

En France, plus spécialement, que se passe-t-il 7

A. Robinson donne des conférences au Collége de France vers
1964 mais elles n'ont pas un grand retentissement.

Quelques conférences d'introduction ont lieu, ici et 14, 4
partir des années 70, mais peu d'enseignements sont organisés. Citons
ceux dont nous avons eu connaissance .

-de 1969 3 1971 : Cours de logigue avec introduction de 1'A.N.S,
~Strasbourg- (G. Reeb )

-3 partir de 1971 : Cours de troisiéme cycle d'A.N.S.
-Strasbourg- (G. Reab )

-de 1979 & 1982 : Seminaire -Mulhouse-
-3 partir de 1982 : Cours de troisiéme cycle d'A.N.S.

-Mulhouse-




-de 1982 & 1983 : Cours de logique de maitrise avec
introduction de 1'A.N.S. -Paris-Nord- (J. Benabou)

-de 1982 & 1983 : Séminaire de troisiéme cycle d'A.N.S.
-Paris- (J. Benabou)

-de 1983 3 1984 : Cours de troisiéme cycle d'A.N.S. -Poitiers—-
(G. Wallet) sur le sujet "Analyse non standard et perturbations

. d'équations différentielles"

-de 1984 3 1985 : Analyse non standard et enseignement &lémen-
taire - Groupe IREM -Poitiers- (G. Wallet)

-de 1983 & 1984 : Cours de troisiéme cycle d' ana1yse non standard
~Nice- (E. Benoit)

~-de 1983 & 1984 : Cours d'A.N.S., opt1on de DEUG SSM lére année
-Paris 7- (A. Chenciner)

Comme on peut le remarguer, tous ces enseignements sauf le
‘dernier se situent @ un niveau &lévé, pratiquement celui de la recherche.

Et effect1vement ¢'est par la recherche qui se développe
essent1e1lement 3 Mulhouse et & Strasbourg, sous 1'impulsion de G.Reeb
gue 1'Analyse non standard va effectuer sa percée en France.

Plus de dix théses d'état sont soutenues entre 1980 et 1984,
quatre la seule année de 1981 (pbrtant sur 1futilisation de 1'A.N.S. dans
1'8tude des systémes différentiels). |

Ces travaux sont exposés au séminaire Bourbak1 par P. Cartier
en 1981. Un volume de Lecture Notes in Mathematics consacré & 1'A.N.S.
sort 1a méme année (R. Lutz et M. Goze [28]).

En 1983, la troisiéme rencontre de géométrie du Schnepfenried
est, en hommage & G. Reeb, partiellement consacrée & des exposés dans ce
domaine qui sont repris dans une publication de la Société Mathématique
de France (Astérisque [21).

En 1983 encore, un article de vulgarisation de J. Harthong
([171) parait dans la revue, "La Recherche".

Enfin, en 1984, une é&cole d'&té intitulée : "Analyse non
standard et représentation du réel” est organisée 3 Oran, ol travaille
actuellement une &quipe de recherche 1mportante, formée de coopérants A ¥
et d'Algériens.

" Bref, en un mot, i1 semble difficile de continuer & ignorer,
a 1'heure actuelle 1'analyse non standard.

c1tons également L. Haddad @ Clermont-Ferrand, D. Richard et €. Charreton
& Lyon, C. Reder 3 Bordeaux, C. Lobry @ N1ce

un certain nombre venant de 1'équipe Strasbourgeoise




Mais ceci ne permet pas de répondre pour autant aux questions
cruciales suivantes :

-Quel profit un mathématicien classique peut-il tirer de
1'analyse non standard ?

-Quelle place convient-il d'accorder d& ce domaine dans
T'enseignement des mathématiques 7

Pour tenter d'y voir plus clair, 11 nous faut quitter le
domaine des généraiités et entrer dans le vif du sujet.




Chapitre II : LES FONDEMENTS DE L'ANALYSE NON STANDARD

"On trouve la phrase suivante & des centaines d'exemplaires
(sous la plume de Leibnitz, Euler, Véronése, Abel, Cauchy, Carnot, Galois
(sic)... :

"Un réel positif est infiniment petit s'il est majoré par

tout réel donné positif".
Si on 19t cette phrase (...) en ne tenant pas compte du mot
"donng" alors on conclut selon 1'idée recue "Tout cela est absurde® !
Mais ce donngé (ou assigné, fixé, selon les auteurs) a un sens
et les auteurs de ce temps n'écrivaient pas sans réfléchir ; alors c'est
une autre histoire, la phrase devient cohérente et riche".
' (G. Reeb - correspondance)

A/Approche du probléme

Toute construction "moderne" de 1'Analyse Non Standard doit
répondre & certains critéres :

-elle doit assurer 1'existence de nombres infinitésimaux et
infiniment grands, accompagnés de régles précises de
manipuiation.

-ces régles doivent lever les contradictions apparentes
telles que celle qu'éﬁoque la citation ci~dessus-

-on ne doit pas modifier les résultats de 1'Analyse classique.

Ainsi, on devra donner un contenu précis & la distinction,
pressentie par les auteurs en question, entre deux sortes d'objets : ceux
(nombres, ensembles...) qu'on appelle standard (que les anciens préfigu-
raient sous les termes de nombres donnés, assignables etc...) et les
autres (non-standard).

On voudra donc disposer de réels positifs inférieurs a tous
les réels standard strictement positifs ; c'est ce qu'on appellera des
infinitésimaux ou infiniment petits. De la méme facon, on appellera
entiers (ou réels) infiniment grands des entiers (ou réels) supérieurs
a tous les entiers standard.

Ces nouveaux (?) objets vont transformer la pratique de
‘1'analyse essentiellement de la maniére suivante : par exemple, les
phrases du type :
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"sour tout entier M donné (1}, on peut choisir un entier N> M
te]l que P(N)" |

(pour fixer les idées, P(N) pourrait étre la propridté "N est
pair" ou bien "N est un nombre premier”} seront remplacées par :

“orenons un entier infiniment grand (don¢ plus grand que tout
M standard)satisfaisant la propriété P".

A la notion d'infini potentiel {on peut toujours "aller plus
loin", prendre des entiers "aussi grands que 1'on veut") est substituée
une notion d'infini actuel {les nombres infinis existent , on peut en
parler et les manipuler, les faire entrer dans des calculs).

Cette notion se généralisera de la maniére suivante :

Si B{x,y) est une relation binaire quelconque, on appellera
objet idéal pour B un x tel que, pour tout y standard, on ait B(x,y)
(B(x,y) peut &tre par exemple la relation "x >y et x est premier", comme
dans le cas précédent}. :

Bien sdr, un tel objet idéal ne peut exister que si toutes les
propositions de 1a forme B{x, yi) {od (yi)i e serait une famille décrivant
les objets standard) sont logiquement compatibles entre ellés ; comme
toute contradiction ne peut venir gue d'un nombre fini de telles formules
(une damonstration a toujours un nombre fini d'hypothéses !}, on n'exigera
1'existence d'é18ments idéaux que pour ies relations ayant Ta propriété
suivante dite de "concourance", qui assure une telle compatibilité :

"Pour tout ensemble fini Y10+ Yy d'objets donnés standard,
on peut choisir un x tel qu'on ait simultanément B(x,yl),..,B(x,yn)"

(par exemple, la relation choisie ci-dessus est concourante, car tout
ensemble fini d'entiers peut &tre majoré par un nombre premier).

La possibilité de remplacer la phrase ci-dessus par :

“srenons un x tel que pour tout y standard on ait B(x,y)"
c'est-3-dire 1'axistence d'objets idéaux pour Tes relations

concourantes, sera appelé principe d'idéalisation ; ce principe joue un

réle capital dans toutes les présentations de 1'Analyse Non Standard.

I1 v a essentiellement deux conceptions des fondements de
1'Analyse Non Standard, qui conduisent heureusement & des pratiques trés
voisines ; en particulier, elles améneront & manipuler des "objets
idéaux" (nombres infinitésimaux, infiniment grands, etc...) ob&issant




(presque) aux mémes régles.

La premigre conception, dde principalement & Abraham Robinson
(035D, est de nature sémantique, ou constructive ; i1 s'agit de "construire"
des &léments non-standard (par exemple pour R) en partant du point de vue
2=l

que 1'ensemble (R par exemple) que 1'on "connait déja" ne contient que des
&1éments standard.

La deuxidme conception, basée essentiellement sur les travaux
d'Edward Nelson({ 301)fixe les régles d'utilisation des nouvelles notions
introduites, sans préciser si on rajoute ou non de nouveaux é&léments.
Certains exégdtes pensent méme qu'elle traduit bien la conviction que des
entiers infiniment grands préexistent dans N (donc aussi des infinitésimaux
dans R) et 1'illustrent par la formule : '

"Les entiers naifs ne remplissent pas N". (G. Reeb [331]).

Donnons un peu plus de détails sur chacune de ces deux approches.

B/L 'approche sémantique de Robinson

Pour chaque probléme particulier auquel on a envie d'appliquer
1es méthodes non-standard, on commence par cerner un langage précis, des
axiomes et des structures qui en sont le cadre ; par exemple, pour &tudier
les suites de réels, on a besoin des opérations et de l1a relation d'ordre
usuelles de R, des axiomes de corps ordonné complet archimédien, et de
1'ensemble R lui-méme (avec N CR, et les applications de N dans R) - cer-
tains domaines nécessiteront des structures plus compliquées, comportant
de nombreux types d'objets (par exemple la topologie générale, 1'analyse
fonctionnelle...).

A partir d' une telle structure, que 1'on notera M , on en
construit une extension Qq’ par un procédé qui assure que le principe
d'idéalisation soit réalisé, Torsque dans "M, on considére comme &léments
standard ceux de M,’, et que toutes les propriétés de M, , exprimables
dans le langage choisi, soient conservées par?TﬁL .

Remarque : . :
Plus précisément, ™M, est une "ultrapuissance" de W, :

¥ I . - .
M, =M, /ay, ol I est un certain ensemble d'indices et U un ultrafiltre
non trivial sur I. .
Les &léments de M, sont alors les classes d'équivalence de

- 11 -
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, modulo la relation : “(xi) = (yi) si et seulement si

. yi} est un &lément de 1'ultrafiltre .

i€ 1
/X
- * K] - - + )

On sait qu'alors qn, est une "extension &lémentaire" de TR, ,
¢'est-d-dire que les formules & paramétres dans M, . vraies dans WQJ, le
sont aussi dans%fﬁh.

En choisissantconvenablement I et UL (i1 ne suffit pas que s
¥
soit “non trivial®) on garantit que Y, satisfait le principe d*ideéali-
sation.

59 on prend I =W et M, =R, on obtiendra comme &léments
"infinitésimaux" de 13%, les classes d'équivalences de suites de réels,
tendand vers O suivant 1'ultrafiltre W {remarquer 1‘analogie avec la
notion d'infiniment petit chez Cauchy).

En fait, on peut réaliser cefle construction avec un ultra-
filtre non trivial guelcongue sur N ; on n'cbtient alors qu'une partie
de la puissance de 1'Analyse Non Standard, mais suffisamment pour permettire
de présenter agréablement 1a plupart des notions d'analyse enseignées au
niveau du ler cycle de 1'Université - c'est Te point de vue adopt& par
Henle et Kleinberg ([ 181]).

¢/L'approche axiomatique de Melson (théorie 1ST)

Au lieu de faire une construction particuliére pour chaque
application, on se place une fois pour toutes dans le cadre du langage
et des axiomes de la théorie ZFC (¥) (théorie des ensembles de Zermelo

Frankael, avec 1'axiome du choix - cf. annexe 2).
_ Tous les objets manipulés sont alors considérés comme des
ensembles ; les seuls symboles de relation du langage sont e et

“ = " . Jes nombres entiers sont des ensembles : 0 est i'ensemble @, lest {8}, 2

est {#,{0}... et par induction n est &gal & 1'ensemble {0,1,... n-1} ; les
réels sont assimilés aux parties de N, les fonctions sont des ensembles
de couples, etc...

Aux deux symboles de relation d&jd existant dans le langage de
ZFC, on rajoute un nouveau symbole de relation d une place, le prédicat
st( ), qui n'est pas définissable dans Je langage de ZFC ( st(x) se
prononcera " x est'standard”). On obtient ainsi un nouveau langage, celui
de IST.

On appelle "théorie" un ensemble d'axiomes formulés dans un méme langage.




Trois nouveaux "schémas d'axiomes" vont réglementer 1'emploi
de ce nouveau symbole ; quelques définitions préliminaires sont nécessaires
pour les énoncer :

On va distinguer différentes sortes de formules dans le
langage de IST (nous ne cherchons pas ici & dé&finir rigoureusement la
notion générale de formule d'un langage).
- Si & est une formule du 1an§age de ZFC, c'est-d-dire
est &crite sans utiliser le prédicat st{ ), on dit qu'elle
est interne ; sinon on dit qu'elle est externe.
Exemple : la phrase " f est une fonction de ¥ dans R " peut
&tre exprimée par une formule interne, c'est-d-dire
construite avec les symboles "€ " et " =", des variables
{en particulier la variable "f") et des symboles logiques ("et",
“au™, "non" , et les quantificateurs "y et "3"). Au contraire,
la phrase " n est infiniment grand " ne peut s'exprimer,
dans le langage de IST, qu'en utilisant le prédicat st( ),
c'est-d-dire par une formule externe ~ par exempie
"neMety x { (xEMN et st(x ) ==pn>x 1}

En pratique, on peut dire que toute proposition n'utilisant
que des notions "classiques", peut s'exprimer par une formule interne

- Une formule peut, de plus, étre écrite en utilisant des
constantes ( ou paramétres ) désignant certains objets,
standard ou non ; si ces objets sont tous standard ( c'est-
d-dire que, pour eux, le prédicat st{ ) est vrai (*)) et
si ® est une formule interne, on dira que & est une

formule standard.

Exemple : " ng est un entier " s'exprime par une formule
interne, contenant le paramétre ﬁo : mais, suivant que ng
daésigne un entier standard, ou un entier infiniment grand,
la formule sera standard ou non.

Notations : on é&crira

¥ Sty... pour¥ x [ st(x)==...]{"pour tout x standard ...")
ISty ., pour3 x [ st{x) et ...]("1 existe x standard tel que ...")
sty .. pour¥ x [ ("x fini" et st(x) } = ...]

~ ("pour tout x standard fini ...")

¥

(*) pour le Tecteur logicien : on sous-entend ici qu'on se place dans une
réalisation donnée du langage de IST
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Pour toute formule A, on notara ASt Ta formule obtenue en

remplacant dans A tous les "¥" par des " ¥ 5 v ot tous les " 3" par des
! QSt " . clest la "restriction aux objets standard" de la formule A
Nota :

La phrase "x fini" c¢i-dessus désigne une formule interne,
exprimant que toute injection de x dans Tui-méme est une bijection
(ce qui est une d&finition usuelle des ensembles finis, dans 1a théorie
ZFC).

Précisons maintenant iles trois schémas d'axiomes qui, rajoutds
i ceux de ZFC, constitueront.ia théorie IST.

1) Schéma de Transfert ( T )

Pour toute formule standard A, cn se donne pour axiome

1'aquivalence entre A et aSt (%)

—

Autrement dit, pour vérifier qu'une formule standard est vraie,
i1 suffit de s'assurer que sa restriction aux objets standard est vrale.

Conségquence

$i une formule standard d&finit un cbjet unique, cet objet
sera lui-méme forcément standard { car 3! x A(x) est équiva1ént a
ESt | x A(x)) donc, par example, @, W, R, 3, 1984,7 , Ta fonction sinus
etc... sont des objets standard (ce qui n'empéche pas R et N, par exemple,
de contenir des é&léments non standard !).

Pour la méme raison, si f est une fanction standard, et si x
est standard, f{x) est nécessairement standard. Par exemple, la fonction
“cardinal d'un ensemble" est standard (elle est d&finie par une formule
interne, sans paramétres, donc standard) ; donc tout ensemble fini standard
aura pour cardinal un entier standard.

Remargue :
En fait, i1 suffit de se donner au départ, pour toute formule

standard A{x), 1'axiome ¥ StxA(x) =) ¥xA(x) - le reste s'en déduira
par induction sur Te nombre de guantificateurs de A.

1'ansemble des formules standard A &tant infini, on obtient donc ainsi
un ensemble infini d'axiomes - c'est ce que 1'on nomme un “schéma d'axiomes”




(+ %)

ii) Schéma d‘'idéalisation ( I )

Pour toute formule interne B{X.y), on pose pour axiome
P \ C o ¥ @
1'aquivalence entre "B est une relation binaire concourante” ( ) ce
qui s'écrit : '

ystf o g, ¥y € z B(X,y)

et "il existe un &lament idéal pour B" ce qui s'écrit :

ax ¥St y B(x,y)

Remargue : 7 ‘
On peut penser B, par exemple, comme une relation d'ordre. Cet

axiome exprime alors 1'@quivalence entre “tout ensemble fini standard est
majoré" et "il1 existe un &lément qui majore tous les standard 4 la fois" ;
remarquer 1'analogie avec 1'axiome de Zorn - c'est sans doute une des
raisons pour lesquelles certaines démonstrations qui, classiquement,
nécessitent 1'axiome du choix, "paraissent” s'en passer en Analyse Non
Standard. :

Une conséquence importante de ce schéma est 1'existence
d'entiers infiniment grands dans N : i1 suffit de 1'appliquer & la formule
B(x,y) qui signifie :

' txeNetx>y"

iii) Schéma de standardisation ( S )

Soient C{z) une formule du langage de IST (interne ou externe)
et x un ensemble standard.

Alors, la "collection" X={ z € x / C(z} } n'est pas forcément
un ensemble au sens de ZFC (c'est-&-dire qu'il n'est pas forcément vrai que

qy ¥zlzeye=(z€ xet C(z) )]

(voir Ch. I1II, B pour un exemplie)

-cependant les axjomes de ZFC assurent 1'existence d'un tel y si C est
une formule interne ; méme si x est un ensemble, i1 n'est pas forcément
standard (par exemple : { n€N / n <M} est un sous-ensemble de M, gqui
n'est standard que si M désigne un entier standard}.

Voir § 1




{(*)

Le schéma { S ) affirme 1'existence d'un ensembie standard,

noté >X (le "standardisé" de X) gui contient exactement les mémes &lé&ments
standard que Ta collection X.

Pour chaque formule C(z) du Tangage de IST, on posera donc
1'axiome :

y St 35t yﬁst z{ z€ y&(z € x et C(z) ) ]

Exemples :
31 X= {x €N / st{x) } {collection des entiers standard) alors

®X =tV (qui contient tous les entiers, standard ou non)

Si X= {x€ &N / non st(x) } (collection des entiers non standard)

alars S = @.

Les exemples ci~dessus montrent qu'on n'a pas forcément
X < 3%, ni 3X ¢ X.

D/Rapport entre les deux points de vue

Una partie importante du travail de Nelson consiste &
démontrer que la théorie IST est consistante (pourvu que IFC le soit) ; en
d'autres termes, en espérant que ZFC ne contient pas de contradictions, il

‘montre que IST n'en apporte pas de nouvelles.

Pour ce faire, partant d'un mod&le supposé de ZFC
utilise une construction analogue i celle de Robimson, avec des techniques
un peu plus sophistiquées (ultralimites au lieu d'ultrapuissances...),pour
obtenir un modéle de IST (en considérant comme standard les &léments de

(£ 4

1' "ancien" modéle).

Inversement, la construction de Robinson, appligquée a un
modéle de ZFC, donnerait "presque™ IST (au sens ol Tle schéma (I) ne
s'appliquerait gu'aux formules standard, au lieu de toutes les formuies

internes).

Un modéle d'une théorie est une structure dans laquelle on a donné un sens
aux symboles du langage de la théorie en questfon (on dit "interprété" ces
symboies) de maniére 3 satisfaire les axiomes de la théorie ; on démontre
un"théoréme de complétude", qui affirme que si une théorie ne contient pas
de contradiction, alors elle possede un mod2le. Motons aussi gu'on ne peut
pas montrer que ZFC ne contient pas de contradiction (& moins de 1'admetire

déja pour une théorie encore plus forte) - et cela se démentre !




En fait, en méme temps que la "consistance relative" de IST,
Nelson montre que cette théorie est une extension conservative de ZFC,

¢'est-3-dire que toute formule interne qui peut &tre prouvée au moyen

des axiomes de IST, peut 1'@tre en n'utilisant que ceux de ZFC ; ou encore :

tout théoréme dont 1'énoncé n'emploie que des mots des mathématiques
“classiques®, et qu'on arrivera & démontrer en ayant recours & 1'Analyse
Non Standard, pourrait se démontrer sans utiliser celle-ci.

Inversement, tous les résultats démontrés en mathématiques
"classiques" restent bien sQr valables en Analyse Non Standard.

On peut dire en somme que le point de vue de Nelson consiste,
par rapport & celui de Robinson, & "oublier" comment on fait 1a
construction des gbjets non standard (construction qui a &té faite une
* fois pour toutes), et & démarrer au moment ol ces objets sont "deja 13" ;
tout ce qu'on retient, ce sont les régles de manipulations des nouvelles
notions (de méme qu'on oublie comment a &t& construitR & partir de 0,
quand on manipule les réels ; on ne retient gu'un certain nombre de
propriétés de R, établies une fois pour toutes).

C'est dans ce cadre que nous nous placerons, dans le chapitre
suivant.
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Chapitre III ; LA PRATIQUE DE L'ANALYSE NON STANDARD ®

Nous allons voir dans ce chapitre comment 1'A.N.S. peut
influencer notre vision intuitive des concepts mathématigues c]assidues,
mais aussi offrir de nouveaux objets d'étude aux mathématiques, et enfin
apporter de nouvelles méthodes pour rendre compte de certains pnhénoménes
concrets (physiques, bioTogiques....).

Le mathématicien qui utilise 1'A.N.S. voit donc s'offrir
Tui deux directions possibles de travail

.soit porter un nouveau regard sur des notions classiques,
simplifier les démonstrations de théorémes connus, et
gdventuellement démontrer de nouveaux théorémes classiques.
(1.e. standard).

.soit développer 1'A.N.S. en tant que telle, explorer des
notions typiquement non standard, sans chercher forcément
i retraduire en langage classique les résuitats obtenus.

En réalitéd, ces deux activités s'interpénétrent joyeusement,
entre autres pour les raisons suivantes : _ ,
~beaucoup de notions classiques ont un correspendant non
standard, souvent plus simple 3 formuler, mais ies deux
notions ne coincident que si on les applique & des objets
standard (on va le voir tout & 1'heure avec la notion de
continuité). COn peut alors utiliser cette notion pour
retrouver des propridtds classigues. ® *
-d'autre part, il existe des "principes de permanence ", dont
un apercu est donné en annexe,qui permettent de tirer des
conséquences standard de résultats non standard.-Ces principes
sont 1iés 3 la manipulation des ensembles externes, c'est-d-dire
les collections qui ne sont pas des ensembles de Z.7.C.
Les conséquences prennent souvent la forme de théorémaes
d'existence ; par exemple, on montre que si une propriété interne est
vérifide par tous les entiers infiniment grands, elle 1'est aussipar

certains entiers standard.

Beaucoup de passages de ce chapitre s'inspirent du cours de F. Diener ([141)

Nelson exhibe un algorithme qui permet de retraduire en langage classique
tout énoncd non standard; ce qui ne veut pas dire que la traduction obtenue

soit ftoujours un résultat intéressant.




Ve
&

En dehors de 1'intérét théorique de cette discipline, 1'A.N.S.
permet de modéliser certains phénoménes constatés par 1‘'expérience
(mathématique, physique...), dans 1eéque1s interviennent des paramétres
d'ordres de grandeur différents : songez par exemple aux battements qui
apparaissent quand deux sons ont des fréquences trés voisines ; on pourrait
modéliser cette situation en supposant ces fréquences infiniment grandes
par rapport & leur différence.

L'A.N.S. permet aussi de rendre compte de sauts qualitatifs
dans certains phénoménes, 13 ou les mathématiques traditionnelles ne
laissent apparaitre que des différences quantitatives.

Elle permet enfin de décrire en termes mathématiques les
différents aspects que peut revétir un méme phénoméne, selon 1'écheile
d laquelle on 1'observe : pensez aux tableaux de Seurat !.

Nous sommes & présent en mesure de présenter quelques notions
ou résultats d'A.N.S. proprement dite. Les paragraphes qui suivent seront
un peu plus techniques, et devraient préciser les idges.

A-Ensembles finis

On a vu que les théorémes classiques restent bien slr valables
en A.N.S ; de méme, les d&finitions des notions classiques (i.e. obtenues
par des formules standard) garderont tout leur sens.

I1 faut cependant, en utilisant T'A.N.S., changer le contenu
intuitif que 1'on a 1'habitude d'associer & certaines notions : voyons ce
qu'il en est de la notion d'ensemble fini.

Par définition, un ensemble E est fini si toute injection de
£ dans E est une bijection} On sait qu'un ensemble E est fini si et
seulement si i1 existe N€ [N tel que E soit en bijection avec {1,2,3,..,N}.

Si par exemple © est un entier infiniment grand, c'est-a-dire plus
grand que tout entier standard {on a vu qu'il en existe !), T'ensemble
{1,2,...,9} est un ensembie fini.

Théoréme

Un ensemble E est standard et fini si et seulement si tous
ses &léments sont standard.
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Ce théoréme est une conséquence de 1'axiome d'idéalisation
appliqué & la relation '
B {x,y) = (x € E et x # y)
On en déduit que tout ensemble infini, standard ou non, contient
des &léments non standard.

Remarquons & cé propos gue tout ensemble standard non vide
contient des &léments standard, et que tout ensemble non standard
contient des &l&ments non standard.

Le résultat sujvant est plus surprenant :
Théoréme

Pour tout ensemble E, i1 existe un ensemble fini F contenant
tous Tes standard de E.

Démonstration : appliquer 1'axjome d'id&alisation & Ta
relation B (f.y) = (F est fini et y & F). (¥

cxemples
ST E =N, T'ensemble F = {0,1,...,0} est fini et contient

tous les entiers standard.

Si £ =[0,11, 12 description de 1'ensemble F est un peu
plus délicate. Cependant , considérons 1'ensemble fini
{x =0, Xy = i cees Xy -~&, cees X 1}; chague intervalle

{x s x1 + 1}, de }ongueur 1, contient au plus un réel
standard, car la distance de deux réels standard distincts
ne peut étre inférieure 3 1). Cela donne une idée d'un
ensemble fini F contenant tous les standard de [0,1] . F
contiendra bien slr aussi des tas d'&léments non standard !.

B-Vocabulaire - Description non standard de R.

11 convient maintenant, en vue d'étudier des notions non
standard d'analyse élémentaire (continuitds, dérivabilités, suites, etc...),
de préciser la structure non standard delN et de R.

(x) Et encore plus surprenant : "I1 existe un ensemble fini contenant tous les
standard”.




On a vu que Te schéma I assure 1'existence d'entiers non
standard, appelés infiniment grands, et sup@rieurs & tout entier standard.
Nous désignerons souvent par w un tel entier.

.0n dit qu'un réel est infiniment grand (i.g.) s'il est supé-

rieur & tout entier standard. Un tel réel est assurément non standard.
.Un réel est 1imité si sa valeur absolue n'est pas infiniment
grande. Un tel réel peut &tre standard ou non.
| .Un réel est infiniment petit (i.p.) si sa valeur absolue
est inférieure 3 tout réel standard positif. Un tel réel est non standard

s'it n'est pas nul. I1 en existe, par exemple . & =1
(£

.Deux réels sont équivalents (xvy) si leur différence est
infiniment petite. I1 est facile de voir que c'est une relation d'équi-
valence ; chaque classe contient au plus un réel standard.

-On montre sans difficulté les "formules" que le bon sens
suggére, du type :

j.g. x i.g. = 1i.g.

i.p % id.p. = 1i:p.

i.p. x limité = 1i.p.
\}I—_a = 'I.g.

i.p. x i.g. =7 etc...

-D'autre part, on voit facilement par transfert que le produit,
la somme, le quotient, etc..., de deux réels standard est

un réel standard, ainsi que tout nombre dé&fini de maniére
unique, par une formule standard, & partir d'un ou plusieurs
réels standard. ‘

-11 y a bien sir des réels non standard équivalents 3 chaque

+ 1.
3

Inversement, on peut montrer que si x est un réel limité, {1
existe un et un seul réel standard, noté %, équivalent d@ X (°x se prononce

1'ombre de x).

réel standard X,e Ppar exemple x

Oy est immédiate. Pour &tablir son existence,

L'unicité du nombre
on vérifie que 1'ensemble S{ t€R ; t< x}, standard par définition, a

une borne supérieure , °x, qui répond & la question.
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Remarquons qu'on utilise ici le fait que R est complet, et de
fait, 1'ombre d'un rationnel non standard limité n'est pas forcément un
ratiocnnel : (1 +_£)°, qui est rationnel, a pour ombre le réel transcendant

(a2

e.
Exercice :

0 0

Montrer les formules du type "x X Oy = "Xy

Halo d'un réel

Pour tout x € R, on note Hal {x) = {ySR;yn x}

Hal (x) est défini par une formuie externe, car la définition
du signe ~ utilise Te prédicat st. Ici, on peut montrer que Hal (x) n'est
effactivement pas un ensemble au sens de ZFC : on dit que c'est un ensemble

externe.

Montrons par exemple que Hal (0), la collection des infiniment
petits, n'est pas un ensemble interne (c.a.d. un ensemble au sens de Z F C ).
Si c'en était un, Hal {0) serait un sous-ensembie de R majoré
par 1, et aurait donc une borne supérieure . On aurait alors
,£>0(mri6Hﬂ(metl>0)mmco<§<£<22
Wl [

.51 £ € Hal (0),€ ~0 , donc 2E 0
Sig g Hal (0). %_non plus

Dans *tous les cas, on cbtient. une contradiction en supposant

que & est la borne supérieure de Hal (0}.

Remargue
Si x est limite, “Hal {x) = {®x}

Si x n'est pas limité, “Hal (x) = §

C-Continuité et compacité en A.N.S.

Théordme 1 (critdre non standard de continuité)

Soit f : R-~R une fonction standard et.xG un réel standard
alors T continue en xo(-‘-.:)Vé'mo, £ (%, +&) f(xo)

Remargue :
Ce critére rend trés bien compte de 1'idée intuitive qu'on

essaie de formaliser : une fonction est continue si, lorsqu’on ne fait




varier qu'un tout petit peu la variable, la valeur de la fonction varie
trés peu elle-aussi. (voir la définition donnée par Cauchy dans le Chapitre
I).

—_ Si f est continue, on a en particulier :

St g30, 3n >0 ¥xlx - x [ )20 - FlxoKE)
d'od par transfert : '

vyt oe>0 3%y > 0w - x, <y IF(x) - Flxg)] <€}

Si donc |x = x| =9 est infiniment petit, [f(x) - f(x,) ] est
plus petit que tout &  standard, donc infiniment petit.
On déduit de 1'hypothése que:
WSte, In>0 ¥ xfix = x i <yiF(x) - Flx,) [<€}
(en effet, il suffit de prendre 3~ 0)
On en déduit la continuité par transfert.

£
N

Théoréme 2 : Critére non standar_d de continuité uniforme

Soit f : R + R une fonction standard alors f uniformément
continue sur R &= ¥ x, ¥ 0, f(x +87) ~ F(x)

La démonstration est du méme genre que la précédente.
Attention o
Si 1'on n'y regarde pas de prés, on pourrait aveir 1'impression,
d'aprés 1'énoncéd de ces deux théorémes, que 1a continuitéd en tout point
entraine 1a continuité uniforme. Que cela nous incite & 1'indulgence vis
3 vis de ceux de nos &tudiants qui ont du mal & voir la différence entre
ces deux notions dans leur farmalisation classique !

Exemple :
Soit f : R—-R f(x) = x2

On a toujours f (x +d ) = f(x) = 2dx+d

Supposons ™  infiniment petit.

-$1 x est standard, donc limité, 28 x +o’\2 est infiniment
petit. Le théoréme 1 nous assure alors que f est continue
en tout point standard.

-Six=1,2d x +? ast plus grand que 2, donc n'est pas
infinimgnt petit. Le théoréme 2 nous dit que f n'est pas
uniformément continue sur R.
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Donnons maintenant un joli critére non standard de compacité,

qui peut se généraliser sans difficulté aux espaces métriques.
Théoréme 3

Soit A un sous-ensemble standard de R. A est compact si et
seulement si tout &lément de A est Timité et a son ombre dans A.

Nous n'en donnons pas la démonstration, mais elle n'est pas
difficile.

Notons que 1'hypothése "A standard" est essentielle :

A=[g,1]est compact, mais "¢ & A si ¢

Ces différents critdres permettent de simplifier la

démonstration de beaucoup de th@orémes ciassigues : Démontrons par

exemple que

Théoréme :
- Toute fonction continue sur un compact est uniformément
-~ continue
Démonstraticn :

Soit A un compact et f : A + R une fonction continue.
Par transfert, on peut supposer A et f standard. I1 faut
montrer gue si X et y sont deux réels tels que x vy, on a #(x) ~ f(y).
Puisque A est compact, x et y ont dans A une ombre commune,
O, qui est standard, et Cxﬂaxﬂay.
D'apras le théoréme 1, on a f{%x) ~ £f(x) et F{%x)n fly), d'od
le résultat.

Les énoncés des théorémes 1 et 2 nous incitent & nous demander
ce que deviennent ces critéres si f ou x ne sont pas standard. I1 va s'agir
alors d'étudier une notion tysiquement non standard et nous sommes conduits’

a poser :
Définition

_ Une fonction f : R=>R est S - continue en x si et seulement
s1 ¥y A 0 Fx + ) v F(x)

Si f est une fonciion non standard, la continuité et la S -
continuité en un point x (méme standard) sont des notions bien distinctes :

.La fonction f : R >R f(x) = x est continue en O {c'est une

fonction lingaire !) mais n'es% pas § - continue, car




o) =0 et flg) =1 fz(x)=osix<o
,Par contre, la fonction f2 R+ R f2 (x) =€ si x>0

n'est pas continue en O, mais est S - continue
La Fonction-f3 R+ R f3 (x) = Arctg_%, elle,est continue

sans étre S-continue. Yo
“ .
Son graphe ressemble au o
dessin ci-contre
>
o} =
.1
o

Mais prenons garde : ce qu'on croit voir (deux demi-droites
et un segment vertical) n'est pas le graphe Tui-méme, mais son ombre
(c'est-d-dire le standardisé de son halo). D'ailleurs, ce n'est pas le
graphe d'une fonction.

.Par contre, le graphe de la fonction f2 définie plus haut
a pour ombre 1'axe des x, graphe de la fonction nulle, car la fonction
f2 est infiniment proche de la fonction nulle. '

En fait, pour qu'il existe une fonction standard infiniment
proche (tout au moins aux points limités) d'une fonction f donnée, il
faut au moins que f prenne des valeurs limites aux points limités.

Ceci nous améne & poser : -
Définition

Une fonction f est de classe S° si elle est $- continue et
prend des.valeurs limitées aux points limités.

On peut alors démontrer le résultat non-standard suivant,
qui s'apparente au théoréme classique d'Ascoli: '
Théoréme de 1'ombre continue

Soit f : R =+ R une fonction de classe S? , alors il existe
une fonction standard continue 5F telle que, pour tout x 1imité, on ait
F(x) v f(x).

Exemples
-f(x) = €£x Sf(x) = 0
~f(x}) =&E { x) (E (x) partie entiére de x) : Sf(x) = x
3
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Ce théoréme permet de démontrer certains théorémes d'existence
classiques. Par exemple, pour démontrer le théoréme d'existence d'une
solution d'une équation différentielle, on construit une fonction f non
standard, en escalier & marches infiniment petites, qui est de classe So,
puis on montre que S¢ est 1a solution cherchée.

D-Exemple d'applicationsModélisation d'un champ par un champ lLent - Rapide

Nous allons maintenant essayer de montrer,de fagon moins
rigoureusa, comment 1'A.N.S. permet de modéliser certaines situations ol
des phéncméres bien visibles mais difficiles a définir ne peuvent
s'expliquer en analyse classique que par des passages & ta limite
1aborieux. Nous consacrerons c¢e paragraphe aux trajectoires d'équations
différentieiles.

Premier exemple

La figure 1 {page 25) montre le tracg€ par ordinateur des solutions

de 1'éguation différentielile.

si_z=-10(y2+x)
dx

On remargue, par exemple, que les trajectoires issues d'un
point situé au dessus de la parabole semblent tomber verticalement sur
la parabole, puis la suivre jusqu'd son sommef, et ensuite recommencer
3 tomber tout droit : cela semble presque mettre en d&faut Te théoréme
d'unicité ! (c'est ce que nous appelons un phénoméne de fleuve).

Pourtant, le champ associé & cette équation est topologiquement
trivial, et la théorie classique des systémes dynamiques montre qu'un
difféomorphismed'un compact de RZ envoie ces trajectoires sur une familile
de droites paralléles.

Que se passe-t-i1 donc au voisinage de la parabole ?
Les techniques non standard permettent d'étudier les solutions
de 1'équation
gr=-10f+x £ 0
dx £
* s . 2
En dehors du halo de 1a courbe d'éguation y~ + x =0, Tes
vecteurs du champ associé sont quasi-vertécauk*et de medule infiniment
grand.

t‘analyse non standard permet de donner un sens précis et simple & ces
notions intuitives.




il est facile de voir alors que la
trajectoire § passant par le point
A (voir schéma) reste infiniment
proche (tout au moins aux points
1imités) de la courbe formée de
deux demi-verticales et de la
portion de parabole située entre
by B et le sommet S.

Des techniques spécifiqueslé 1'ANLS. permeftent d'évaluer en
fonction de & 1'erreur commise en approximant % par cette courbe : au
voisinage d'un point tel que C, cette erreur o est de 1'ordre de §
(c.a.d. que < n'est ni infiniment petit ni infiniment grand). Pour savoir
ce qui se passe dans le halo de S, on utilise la technique de loupe, c'est-
d-dire une homothétie de centre S et de rapport infiniment grand (autrement
dit, on observe le méme phé&noméne & une &chelle différente). On montre
alors ({4 1)que 1'erreur est de 1'ordre de & 2/3.

Cette &tude donne déja une idée assez fidéle du comportement
des solutions de y = -10 (y2 + x).

Une des morales de ceci, c'est que T'A.N.S. est un outil qui
permet de décrire qualitativement des phé&noménes quantitatifs dus & la
présence de paramétres de valeurs trés différentes (ici, 10 > 1), et od
1'utilisateur percevra un changement de nature.

La mécanique nous en fournit un autre exemple :

Pendule & grand frottement
I.'étude du mouvement d'un pendule & frottement linéaire se

ramérie 3 &tudier {dans 1'espace des phases) les solutions du systéme

différentiel:
X' =y
y' = -w? sinx- Py

Ici, x désigne 1'angle que forme 1'axe du pendule avec 1a
verticale descendante, y Ta vitesse angulaire et P le coefficient de
frottement.

La figure 4 (page 31) montre le tracé de ses trajectoires pour

p = 4.
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Le point A correspond 4 un équilibre stable, et B d un
gquilibre instable.

11 existe une trajectoire particuliére asymptote & A et B :
elle correspond au mouvement ol le pendule, partant de 1'équilibre instable
B {pendule laché de la position haute avec une vitesse nulle), vient
rejoindre 1'équilibre stable.

On voudrait interpréter le fait, bien visible sur la figure,
que les autres trajectoires, apres avoir décrit un segment 3 peu prés
vertical, viennent se concentrer tout prés de cette trajectoire particuliére.

Pour modeliser ce probléme grdce aux techniques de 1T'A.N.S.,
on suppose f infiniment grand. Mais alors, le mouvement particulier décrit
ci-dessus sera décrit a une vitesée infiniment petite.

On est donc amend 3 changer 1'échelle des temps ; en posant

€=

, Te systéme devient
k,l = P (- w® sinx - y)

et on peut 1'interpréter ainsi

t
P

-La trajectoire joignant 1'équilibre instable a 1'équilibre
stable @ pour ombre la courbe
y = wl sinx

<51 maintenant on se donne des conditions initiales -position
et vitesse- quelcongues (quand méme limitées), la vitesse du pendule va
changer, en un temps infiniment court, pour atteindre une vitesse
infiniment voisine de celle qu'aurait le pendule, & la méme position, au
cours du mouvement particulier décrit ci-dessus; pendant ce temps, la
position du pendule ne va varier qu'infiniment peu. Ensuite, le mouvement
restera infiniment proche (en position et vitesse) de ce mouvement
particulier pour finalement tendre vers 1'3quilibre stable.

Ce phénoméne est difficile & exprimer en n'utilisant qu'un
vocabulaire classique, mais la descriptibn qu'on vient d'en faire rend
bien compte de 1'allure du mouvement pour des valeurs de P
raisonnablement grandes.




figure 1
Trajectoires de 1'équation-%% = - 10 (y2 + x)

On remarque le fleuve au voisinage de Ta parabole x = - ¥y

2
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fiqure 4 : Penduled grand frottement
jx=y
l y=-sinx~ gy

Le fleuve est au voisinage de la courbe :
y=- siax
4

= 3] =
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ficure 5

figure 6

figure 7

Pendule avec frottement

*

X =y ‘{/z—SinX'Fy _
fig 5 : f = 4 fig 6 : f = 2 fig 7 = F =1

Le fleuve disparait lorsque P diminue .




Chapitre IV : ANALYSE NON STANDARD ET ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES

Pour 1'instant, les appréciations concernant les rapports que
pourraient entretenir Analyse Non Standard et Enseignement des Mathématiques
sont essentiellement du registre de 1'opinion. Et ceci est normal si 1'on
considére que peu d'expériences d'enseignement de 1'A.N.S. ont fait 1'objet
d'évaluations sérieuses. De plus Te fait que T'A.N.S. permette de rencuer
avec une pratique dont 1'abandon & suscité de nombreuses polémiques rend
les réactions souvent passionnelles.

Les questions qui se posent sont nombreuses :

Faut-i1 enseigner 1'Analyse Non Standard ? oui ? Pourquoi ?
non ? Pourguoi ? .

Si 1'on répond oui, faut-il 1'enseigner en complément de
1'analyse classique ou & la place, 3 des &tudiants d&ja avancés ou d des
débutants ?

A partir de quel niveau est-ce possible ? A quel niveau est-ce
Te plus profitable ?

Quel type d'approche vaut-il mieux choisir : sémantique ou
axiomatique ?

Quel est le bagage logique réellement nécessaire ? A partir
de quel niveau devient-il accessible & un codt intéressant ?

Toutes ces questions s'enchevétrent bien siir joyeusement.

Les partisans de 1'analyse non standard insistent sur les
problémes posés par l'enseighement classique de 1'analyse et voient dans
1'A.N.S, d'une part un moyen de 1'amener en douceur, sans violer les
conceptions “spontanées" des &tudiants, d'autre part un moyen de restaurer
une certaine unité avec les pratiques enséignées dans les disciplines od
les mathématiques sont des outils, comme la physique.

' I1s ne prétendent pas que 1'on puisse & tout jamais se
passer des € et des ? , comme en témoigne la citation suivante extraite
du cours de F. Diener & 1'Unjversité d'Oran :

L\ ' ]
Ceci n'est pas un préambule 3 un discours tendant & suggérer
de jeter dans je ne sais quelle poubelle la dé&finition en (E,? ) de la
continuité, par exemple : nous savons trop bien 1'utilité de cette
définition de la continuité dans des contextes, il est vrai, d'un niveau




bien plus élevé (analyse fonctionnelle) que celui ofi la notion de fonction
continue est généralement enseignée. Par contre, par 1'introduction des nou-
velles caractérisations, on peut ménager des paliers intermédiaires dans
]'enseignement de notions nouvelles : pour apprendre ce qu'est une fonc-

tion continue, on s'initie d'abord & la notion sur des fonctions standard

(t = t2 + 3, t- sint, ou au contraire t- [t] ) & 1'aide de la caractéri-
sation infinitésimale. On acguiert ainsi 1'intuition de 1a notion de fonction
continue, acquisition & laquelle se borne 1'ambition de 1'enseignement
alémentaire de la continuité. Cette intuition acguise i1 est alors possible,
didactiquement, d'aborder la définition (E,v) et ses difficultés spécifiques
(découpage d'epsiion en quatre etc...). Cette démarche a en outre 1'avantage
suivant : elle se préte & une damonstration de 1'éguivalence (pour les

fonctions standard) des deux dafinitions.

Les adversaires de 1'analyse non standard insistent sur le
bagage logique nécessairs & 1'enseignement de ifA.N.S. et sur le caractére
abstrait des objets construits. Ils craignent gu'en développant les deux
approches, on ne séme la confusion et que 1'on fabrique finalement des
&tudiants ne sachant manier correctement ni 1'une, ni 1'autre. Face 4 ces
risgues, 11s préférent-enseigner classiquement, ce qui aprés tout n'est
pas si difficile que ¢a (cf. (6] ).

Seyons francs, nous ne trancherons ici ni en faveur d'un
point de vue, ni en faveur de 1'autre. Nous allons simplement essayer
de déterminer quelles informations on peut tirer 4 ce sujet d'un
enseignement qui a été organisé par A. Chenciner , en 1983-1984, a
1'Université Paris 7, en premiére année de DEUG SSM.

Nous nous baserons sur 1'analyse des copies de 1'examen
final, qu'il a su la gentillesse de nous communiquer,

A/Organisation de 1'enseignement

| 'enseignement &tait un enseignement optionnel de DEUG
premigre année, les étudiants suivant parallalement un cours d'analyse
classique. I1 fonctionnait en cours-TD intégrés (2 séances hebdomadaires
de deux heures pendant un semestre). -

Le livre de référence de cet enseignement était : "Infinitesimal
Caleulus" de J.M. Henle et de E.M. Kleinberg, d&ja cité.
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Emaillé de commentaires et de citations historiques savoureuses,
ce livre particulidrement bien rédigé, (que nous n'hésitons pas & conseiller
comme premiére lecture & quiconque veut s'initier en douceur & 1'AN.S.)
présente une approche, dans le style de Rbbinson, mais notablement
simplifiée.

Nous allons essayer d'en présenter trés briévement le
contenu.

Le chapitre I constitue un chapitre d'introduction. I1 essaie de présenter,

& propos de problémes de tangentes et d'aires, et en relation avec
1'histoire du calcul différentiel et intégral, 1'esprit de 1'analyse
infinitésimale, de donner une idée de ses méthodes, de sa puissance,
de sa beautd. Les auteurs sont enthousiastes :

"The power and beauty of this method, compared to the theory
of limits is sometimes astdnishing. As Leibniz knew, the method of
infinitesimals is the easy, natural way to attack these problems, while
the theory of limits represents the lengths to which mathematiciens were
willing to go to avoid them", 8crivent-ils .11 avant de conclure en
mettant 1'accent sur le point essentiel 3 la cohérence de 1'entreprise : la
nécessité de préciser la notion de formule :

"The most important part of our work will be to guarantee

that formulas that work for reals, also work for hyperreals, including

infinitésimals. To accomplish this, we will have to have a very good
idea of what we mean by "formula® and this is where the techniques of
mathematical logic will come in. Earlier mathematiciens who attempted to
built the hyperreals were defeated by this idea... It was only with the
cencept of a mathematical language that Robinson was able to bring order
out of chaos”. ' ‘

Dans le chapitre II, on présente avec de nombreux exemples ce qu’est un

langage du premier ordre et une interprétation d'un tel langage. On
précise également le langage L qui sera utilisé dans la suite & propos
des nombres réels. I1 est dé&fini comme suit :

-symboles de constantes : un pour chaque nombre réel

-symboles de variables : Xis Xoseoeo @s by €y +ute

-symboles de fonctions : un pour chague fonction sur les
réels, donc en particulier pour les quatre opératiocns




%

(£5 X5 =5 =)
. -symboles de relation : un pour chaque relation sur les réels,
donc en particulier pour 1'égalité et 1'ordre.
-les connacteurs et les quantificateurs (les quantifications
ne pouvant porter que sur des varisbles du langage).

Dans le chapitre III, les hyperréels sont définis, d'abord sur un mode

axiomatique :

"Definition : A structure S is a hyperreal number system 17
it has the following three properties :

1. S contains the real number system. By this we mean not

only that all real numbers are in S, but also that every

function and relation defined on reals is also defined on

numbers in S.

2. S contains an infinitesimal that is, there is & number
®in S such what ®>0 and yet @ < r for every positive real

number r.
3. The same sentences of L are true in both S and R."

puis sur un mode “eonstructiviste”. ¥ Pour ce faire, on admet 1'existence
d'un ultrafiltre non trivial sur N et un tel ultrafiltre Weétant choisi,
on construit un systdme de nombres hyperréels noté FR en considérant
les suites de réels et en prenant le quotient de cet ensemble par la
relation d'équivalence associde 3 1'ultrafiitre :

f~ g == {nelN/ f(n) =g(nle L

11 faut noter que cette construction est encore plus simple que
celle de J.H. Keisler qui passait au quotient & partir de fonctions
définies sur R.

17 faut noter aussi qu'elle n'est constructive qu'entre guillemets'
puisqu'on ne peut exhiber d'uitrafiitre non trivial sur N. De pilus, si
dans tous les cas, 1a suite (1, Y,... 1,...} correspond & un hyperréel
infiniment petit, suivant le choix de A 1'yltrafiltre, c'est-a-dire
sujvant que 1'ensemble des pairs appartienne ou non & 1'ultrafiitre,

la suite (1, 1, %, 2,1, 3, ...) correspondra, elle, soit & un infiniment
petit, soit & 37 un entier infiniment grand.
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Comme on le voit immédiatement, R se plonge naturellement dans
HRR, 1a classe associée au réel r é&tant celle de la suite constante de
valeur r et Tes infiniments petits ne sont autres que les classes
d'équivalence des suites de limite 0.

IT s'agit ensuite de démontrer que le systéme ainsi construit
satisfait les axiomes 1, 2, 3. Ceci passe par 1'interprétation des symboles
de fonction et de relation de L dans HR. Elle se fait "naturellement"
c'est-d-dire en posant :

-pour un symbole de rélation R @ k places, T un symbole de

fonction & k variables, ry,..ry des hyperrées] et Ul"'Uk

des suites représentant ces hyperréels :

f(rl,.., r) est 1'hyperréel dont un représentant est la suite

de terme général f(U, (n)s--.s Up (n)) |
R(rys..- kk) est vraie si et seulement si {n| (U; (n),...U, (n))
yraie dans R} e W

On montre bien silr que ceci est indépendant des représentants

choisis.

Le chapitre IV, est consacré & la structure de la droite hyperréelle. On

y montre en particulier que tout hyperréel fini (limité dans le langage de
Nelson) est infiniment proche d'un réel standard et d'un seul. La démonstra-
tion est "constructiviste": on tronque le développement décimal de
T'hypefrée] aux décimales d'ordre standard.

Le chapitre V, est consacré a la continuité.

Le chapitre VI, traite du calcul intégral. IT faut noter que Tes
définitions données rendent compte tout & fait de 1a pratique physicienne

usuelle du découpage en tranches &lémentaires pour les calculs d'aire
et de volume, et la légitiment :

En effet, f’*étant’ une fonction définie sur a, b et XiewoXy
une subdivision de [a, b] de pas Ax on pose :

b n . '
Sy T(x) &x = ;1_;_1 fx) &x + f(b) q (=b = %)
Cette fonction de X se prolonge aux hyperréels donc aux
infiniment petits et par définition f sera dite intégrale sur [a, b]

si et seulement si :

Note : f est une fonction standard de R dans R, a, b, des nombres réels ;
en d'autres termes f, a, b, correspondent & des symboles du langage L.




f(x) dx est fini et a la méme partie standard pour tout infiniment

AT O R

petit dx. C'est cette partie standard commune qui sera 1'intégrale.
Ainsi donc, guand on coupe en tranches infiniment petites,
la somme obtenue n'est en général pas 2gale & 1'intégrale mais elle n'en
~différe que d'un infiniment petit.

Le chapitre VII, traite,lui, du calcul différentiel. Encore une fois, la

dafinition non standard de la dérivée constitue une traduction tout a fait
rigoureuse des pratiques usuelles des utilisateurs non mathématiciens
puisque ¢

si f est une Tonction définie au voisinage du réel b, f est
dérivable en b si et seulement si

(b + dx) - f{b) est fini et & méme partie standard
dx
pour tout infiniment petit dx. C'est cette partie standard qui sera la

dérivée de f au point b.

Le chapitre VIII, est consacré au théoréme fondamental du calcul

différentiel et intégral.

Le chapitre IX, traite des suites et séries, la définition non-standard

de la convergence des suites étant :
Une suite (Un}neﬂ convarge vers un réel a si et seulement
si Uy ™~ a pour. tout entier infiniment grand N.

Le chapitre X, traite de la formule de Taylor et des séries entiéres.

Le chapitre XI, est consacré d la topologie de R (notions d'ouvert, de

fermé, de compact, de connexe). Les auteurs y démontrent également Tes
théorémes classiques sur les fonctions continues et uniformément

continues.

Enfin, dans le dernier chapitre, le XII, ils &tablissent

1'aquivalence entre les d&finitions classiques et Tes définitions non-
standard.

Ces quelques précisions sur le manuel de ré&férence de
1'enseignement &tant données, vencns-en au texte de 1'examen et &
1'analyse des copies des &tudiants.
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B/Texte de 1'examen - Analyse des copies

L'examen est formé de 6. questions indépendantes (cf. texte
page suivante) et nous procéderons d'abord @ une analyse question par
guestion.

Question 1

A priori, seule 1a phrase n°2 peut-€tre écrite dans le
langage L :
-1a phrase 1 fait intervenir une quantification sur des
fonctions, or L ne permet pas de telles quantifications.
-les phrases 3 et 4 font intervenir les notions "d'infiniment
petits" et "d'ombre™ qui ne s'expriment pas dans L.
Ces justifitations sont celles que 1'on attend des &tudiants.
Remarquons simplement, méme s'i1 est hors de questidn, dans un cours
d'initiation & 1'A.N.S., de se lancer dans de telles subtilités, que, de
maniére générale, i1 n'est pas aisé de prouver réellement qu'un énoncé
qui n'est pas écrit dans un langage L n'a pas d'gquivalent dans ce
fangage. De telles préuvesnsont le plus souvent indirectes : on suppose
que 1'@noncé a un &quivalent dans le langage et on aboutit & une contra-
dictiont Par exemple, ici - si~ pouvait s'exprimer dans L
Ax(x v 0 et x # 0) .
vrai dans HR, serait vrai dans R
- si 1'ombre pouvait s'exprimer dans L,
alors ~ s'exprimerait dans L
puisque :
Vx ¥y [x~yeix -yl = ¢l
Pour 1'analyse des réponses, nous distinguerons les réponses
elles-mémes des justifications qui les accompagnent :

réponse juste réponse fausse - .non trajté

phrase 1 12 10 2
phrase 2 22 1 1
phrase 3 18 5 1
phrase 4 15 8 1
phrase 3 et phrase 4 13 10 1




NN 119 - A. CHENCINER
ANALYSE NON STANDARD Examen de Juin 1984,

) EXAMEN TERMINAL

Durée : 3 heures

1) Les phrases suivantes peuvent-elles étre &crites dans Te langage L 7

.~Toute fonction continue définie sur un intervaile fermé
borné est majorée.

.~I1 existe un paint x dans 1'intervalle [0,2TT]tel que
sinx = 0,53

.<1,5 n'est pas infiniment petit

.=Tout hyperréel de 1'intervalle [0.1] posséde une ombre
qui appartient 3 cet intervalle

2} Si N est un entier infiniment grand, %_est—i] entier ?

3) Soient x et y deux hyperréels non infiniment grands ; on note [ x]
et [yl Teurs ombres respectives. Les affirmations suivantas sont-elles
yraies 7

(x> y) - (i x12{y])
(x> y) - ([ x] >[¥])
(Ix1=lyl) = (x> y)
(IxI>[yh)= (x>y)

4) Montrer que si x est infiniment petit, i1 en est de méme de xlogx.
Sj Soit f une fonction réelle. On suppose que quel que soit 1'hyperréel
x, f(x} n'est pas infiniment grand.
.= (i) Montrer qu'il existe un réel M tel que ¥x €R, f(x) <H
.= (1) En déduire que ¥x € HR, f(x) <M
6} On considére la suite 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 4... Que peut-on dire de cette
il

2 3
suite pour les valeurs infiniment grandes de 1'indice ?




Notons de plus que 7 &léves donnent des réponses différentes
pour les phrases 3 et 4, et que 6 &l&ves ont toutes les réponses exactes.

Erreurs dans les réponses :

-pour la phrase 1 : 9 &tudiants &crivent 1'énoncé pour une
fonction f fixée, oubliant la quantification
2 quantifient sur f
1 essaie de démontrer 1'énoncé

-pour la phrase 2 : la seule erreur commise consiste & dire
que X€ [0, 2r] ne peut pas s'écrire dans L, car € n'est
pas un'symbole de L. On tombe 13 dans les subtilités citées
plus haut " xe[0, 2n] " n'est pas un énoncé de L mais il

est équiva]ehf a"0< x <2n " qui,lui,est dans L.

-pour les phrases 3 et 4 : la plupart des erreurs proviennent
d'écritures contenant les symboles~, [ ] ou @ *’(9 expressions
de ce type sont écrites, nettement plus contenant [ ] que
contenant ~ }. Il y a aussi 2 traductions fausses de la phrase 3

(3x 0 <x< 1,5) et un &léve qui démontre que Tes deux
phrases sont vraies.

Justifications (pour les réponses exactes)

-pour la phrase 1, Tes justifications avancées sont celles
attendues du type : "On ne peut pas quantifier des fonctions dans L"
parfois maladroitement exprimées :

"Dans le langage L. on ne peut pas considérer un ensemble
de fonctions" (3 &léves).

Une seule justification est hors de propos : "La continuité
n'a pas de sens pour les hyperréeis non-standard".

-pour la phrase 2, tous Tes gtudiants sauf un (qui essaie
de deémontrer 1'énoncé) formalisent : Ax(0 < x < 2w et sin(x) = 0,53)

Le symboTe @ est utilisé dans le manuel de ré&férence pour désigner
un infiniment petit.




-pour les phrases 3 et 4, les justifications avancées sont
essentiellement de deux types :

a) celles qui s'appuient sur le fait que les notions
d'infiniment petit 2t d'ombre ne sont pas exprimables
dans L (explicitgé 24 fois)

b) celles qui s'appuient sur T'impossibilité de traduire
la notion de réel ou d'hyperréel dans L (explicité 12
fois) .

Exemples :

“On ne peut pas.définir ombre dans L"

“On ne peut pas traduire infiniment petit dans L"

"Les notions d'infiniment petit et d'ombre nécessitent la
notion de standard et de non-standard, de réel et d'hyper-
réel or on ne dispose pas de mots dans le langage L pour
Tes distinguer”

“La notion d'infiniment petit fait intervenir de par sa
définition (plus petit que tout réel positif), Te terme
“réel" ce qui n'est pas possible dans L"

"Hyperréel n'est pas traduisible dans L"

“On ne peut utiliser de constantes hyperréelies dans L*

"Clest le mot hyperréel gui giche tout"

Notons que dans le cas présent, dans 1'énoncé 4, le terme

"hyperréel" ne gdche rien du tout ,Qtout hyperréel de 1'intervalle [0, 11"

s'écrivant :

¥x 0<x <1 (cette formule suivant que 1'on se place dans R
cu dans H R signifiant : pour tout réel (resp. tout hyperréel) de(0,1])

De ce fait, suivant leur formulation, certains arguments
de type b seront soit discutables, soit franchement inacceptables.

Enfin, trois &léves font intervenir le fait que "€

n'appartient pas au langage L et un semble confondre les notions
"d'exprimabie dans L" et de "vrai®.
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" En conclusion, les réponses a cette question montrent des
connaissances certaines chez la majorité des étudiants concernant le
langage L.

Ceci est important, les difficultés d'ordre Jogique ayant
souvent &té considérées comme un obstacle majeur pour les étudiants
débutants.

Les erreurs,le plus souvent,ne sont pas grossiéres : il n'y
a que deux gquantifications sur f dans la phrase lf‘trés peu d'énoncés
écrits avec le symbole ~ sont dits appartenir a L.

On a 1'impression que les erreurs, les difFicultes d'expression
concernent plutdt des points délicats que 1'on ne peut espérer maitriser
dans une initiation de ce type :

-problémes posés par les concepts dérivés comme 1'ombre

(ou " n'est pas explicite)

-problémes posés par 1'équivalence d'énoncés

-problémes posés par le fait qu'un énoncé de L & 2

interprétations possibles : 1'une dans R, 1'autre dans HR.

Notons que 1'oubli de 1a quantification sur f correspond 3@ la pratique
mathématique usuelle ot ce type de guantification reste implicite.
Ex : théoréme : 1'image d'un compact par une fonction continue est un
compact, Ta démonstration commengant par :

soit f une fonction continue et k un compact...

Notons également que 1'on peut distinguer parmi les formules qui
n'‘appartiennent pas @ L deux types : :

-le type 1 constitué par celles qui sont des formules de
mathématiques classiques,

-1e type 2 constitué par celles qui font appel au prédicat
non-standard ol & des prédicats dérivés (Bquivalence,
ombre, ...).

Certaines réponses produites pourraient aussi traduire le fait que le
critére essentiel de rejet d'une formule hors de L, pour les &tudiants,
est la reconnaissance de son appartenance en type 2 (ce serait
effectivement le critére si 1'on se plagait dans une perspective
Nelsoniénne).




Question 2

On peut s'attendre 3@ priori pour cette question & 2 types
de justifications correctes, les unes "constructives", les autres
formelies.

En effet, on peut exhiber des entiers infiniment grands pairs
et impairs, par exemple Nlet NZ’ Nl gtant la classe dféquiva}ence de la
suite (0, 2, 4, ... 2n, ...}, N, &tant la classe dféquiva]ence de ia suijte
(1, 3,5, ... 2n + 1, ...), ou méme plus simplement, sans recourir a la
définition des hyperréels, 2N et 2N + 1, pour N entier infiniment grand.

On peut aussi exprimer dans L des propriétds des entiers,
propriétés qui interprétées dans HR, conduiront & 1'existence d'entiers
infiniment grands pairs ou impairs, par exemple :

-1talternance pair, impair

-le fait qu'il existe des entiers pairs ou impairs aussi

grands que 1'on veut

Par contre une conception naTve des entiers infiniment grands
pourrait conduire & des réponses erronées comme : Pour tout entier
infiniment grand N, N est entfer car si N est infiniment grand, on peut
toujours Tle partager-en deux.

Tous tes &léves sauf 3 donnent la réponse exacte : “ N
nfest pas nécessairement entier™. Un n'aborde pas la question, 2
un affirme que N est toujours entier, ie troisiéme affirme que 1'@noncé
est faux car 1'appartenance n'étant pas un symbole de L, i1 ne peut
étre écrit dans L.
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Pour ce qui est des justifications, on en distingue
essentiellement trois types :
type A : Grossiérement, elles consistent & dire : N est
entier si et seulement si N est pair. ¢
Ctest vrai dans R, donc c'est vrai dans HR et i1
existe des infiniment grands 1mpaifs.

type B : Elles reposent sur 1'idée que 1'alternance pair-
impair vraie dans R, se prolonge a HR.

type C : Elles exhibent un infiniment grand impair : 2N + 1
pour N entier infiniment grand.

La répartition entre les trois types é&tant :

8 pour le type A, 7 pour Te type B, 6 pour le type C.
Citons en quelques exemples : | '

*3X(I(x_) 4.7 I(g))"est une phrase de L vraie dans R,
donc vraie dans HR..." (le prédicat I correspondant d 1'appartenance
am) ' _
1Sqit N un entier infiniment grand, 2N 1'est aussi comme
ON + 1or 2N+ 1 =N+ 1. Or N est entier mais 1 ne 1'est pas donc si N

2 2 ' 2
est entier, N ne 1'est pas toujours".
2
*Notons I(n) = *n€ IN"etd(n)="ngN"
¥n, I{n), (I (2n + 1)A J (2n+ 1)) (1)
2 .
La phrase (1) est écrite dans L. Elle est vraie dans R donc
elle est vraie dans H{R, donc si N est un entier infiniment grand,

2N + 1 Tui n'est plus un entier”.

2 "Supposons N entier infiniment grand, c'es-d-dire N

infiniment grand pair, par ~ contre N + 1 est toujours un entier
infiniment grand mais N + 1 n'est plus un entier”.
2




A la lecture des copies, une chose est frappante : la

raférance constante au langage L (méme dans le cas de justifications
constructives).

18 étudiants sur 23 &crivent explicitement gqu'une proprigté
plus ou moins formalisée, est une propri&té du langage L, donc que
puisqu'elle est vraie dans R, elle est vraie dans HR.

Malheureusement, la propriété choisie ne permet pas
nécessairement de conclure, par exemple s'il s'agit de :

A (I ) Am D {(x )y )"t I(x) signifiant x €N

2

11 sembla, 4 ce propos, qu'un certain nombre d'&tudiants
pergoivent 1'extension & H R comme une extension a H R ~-R : 1la proprfété
d'existence d'entiers impairs est vraie dans R, dire qu'elle est vraie
dans H R, c'est dire qu'il existe des entiers infiniment grands impairs.

I1 faut signaler également qu'une seule copie utilise la
signification des hyperréels en termes de suite :

*Soit N un entier infiniment grand

No=(a; ) 1€ Wsoit A={icN | a; est un entier}

A est un ensemble gros
si A" = {ie N | aj est pair}

A' ou (:A‘ appartient @ 1'ensemble des parties grosses de N
N est entier ou ne 1'est pas suivant Te choix de 1'ultrafiitre.”
2

Mais plutdt que de poursuivre dans cette directicn, 1'étudiant
concerné revient alors @ une justification de type A. |

Question 3

Notons que (3) est la réciproque de (1) et qu'd 71'interversicn
de x et y prés, {2) et (4) sont les contraposées de (3} et {1).

Les réponses correctes sont : Vral - Faux - Faux - Yrai

Les résuitats sont les suivants :

YFFV VEVY VFVF YYFY FVFV Ve
15 3 2 2 1 1

( 8 : pas de réponse)
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Cette question est donc bien réussie. Les justifications ne
sont pas toujours données. Elles sont souvent assez lourdes, algébriques,
avec de multiples digonctions de cas (4 &léves seulement représentent
la droite hyperréelie).

Parmi Tles erreurs, citons :

(1) - { xz2yaix] 21y] est vrai
X=y=)[x1=21[y] est vrai
donc x>y=5[x 1> [y 1 est vrai

{(2) - [x1 =21y I=Sx =2y est un énoncé vrai dans [R, donc
dans HR '

(3) - x#y ::5 [x] # [y]1 car 1'ombre est unique.

Question 4

Si 1'on suppose connu le résultat classique : 113 xlog(x) = 0
+
(4) n'est autre que 1'expression non standard de ce résuitat.

Quelles sont les réponses des &tudiants ?
3 &léves n'abordent pas 1'exercice,
11 donnent une démonstration correcte @

-1 seul en utilisant Ta limite,

-9 en prolongeant 1a fonction par continuité en O et en
reconnaissant Te critére non-standard de la continuité,
ce qui peut paraltre curieux.

-1 en faisant un raisonnement complexe mais intéressant,

que nous résumons : .f est décroissante sur
105 40, f(h) = - 3 et g () =0
.par continuité, i1 s'ensuit que f
prend toutes les valeurs réelles de
]--é, 0l Torsque ﬁ décrit 1o, é-[
six=0 ¥y €]J0, 0 "R 0 <x<y
donc ¥y €70, 1[ NR fy) < f(x} <0

et ¥z €1-1,%0 [NR z<F(x)<0 501t A0
e

Les erreurs sont variées et ne concernent pas toutes 1'analyse
non standard (erreurs dans les manipulations d'inégalités, erreurs sur Ia
limite en 0 de 1a fonction logarithme...).
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Pour ce qui est de 1'analyse non standard, nous avons
retenu : “ «
(1) =un transfert il1&gal : 1'énoncé x~ 0 = xlogx n O
est vrai dans R donc dans HR.

(2) -une dichotomie illicite : s1 x est infiniment petit,
Tog x est soit infiniment petif, soit réel.

=

(3) -1'affirmation gu'un nombre inférieur 3 un nombre
infiniment petit est Tui aussi infiniment petit :
xlogx < x donc xlogx ~ 0

(4) -1'oubli que 1'ombre d'un nombre positif strictpeut-étre
¥

nulle :

s1 x>0 log {({x1) est 1imité et par continuitd

Toeg x ~ Tog {{x ]) donc xTogx ~ x log ([ x])nosixno

Ainsi donc, environ la moitié des &tudiants reconnaissent 14,
la définition non standard de la 1imite, via celle de la continuité, qui
Jeur est sans doute plus familiére. L'autre moitié essaie de démontrer le
résultat demandé, le plus souvent sans utiliser le fait que 1im xlogx = 0

‘ . _ X =0
, .et presaue tous échouent.

On peut se demander pourquoi ils ne font pas intervenir cette
timite dans la démonstration, car 1'expérience montre que c'est une des
Timites connues de la plupart des étudiants. Est-ce parce qu'ils ne le
jugent pas utile, est-ce parce qu'ils se 1'interdisent ?

Question &

La démonstration attendue nous semble &tre Ta suivante :
Puisque pour tout hyperrgel x, f(x) n'est pas infiniment
grand, 1'énoncé :
Jy ¥x f(x)g y est vrai dans HIR : 11 suffit de choisir
y infiniment grand.
Comme f est une fonction réeile, cet &noncé est un Enoncé
de L donc i1 est vrai aussi dans R d'ol (1).

¥ %

L'élave ayant fait cette erreur avait parfaitement réussi les questions
précédentes.

Eorrespondant 4 une question 3 réussie et correctement justifiée.



Choisissons un tel M réel:1'énoncé ¥x f(x) < M, écrit
dans L, est vrai dans R donc dans HRR d'od (i1)

En fait, cet exercice pevient donc & montrer que, pour une
fonction réelle, on a 1'équivalence suivante :

EHR Iy € R FX)SyeWWER ¥x & HR F()<y
ou, en d'autres termes que, dans 1'@noncé :

¥yxe HR 3dy e R f(x)< y on peut intervertir les
quantifications ¥ et 3

La résolution de cet exercice exige non seulement que 1'on

*

sache ce qu'est le langage L, mais aussi que 1'on sache jouer avec les
deux interprétations naturelles de ce langage : dans R et dans H R.

' I1 sera donc intéressant de rapprocher les résultats a cet
exercice de ceux aux guestions 1 et 2.
' D'autre part, i1 est bien connu des enseignants que 1'alter-
nance des quantificateurs pose d'énormes problémes aux étudiahts débutants.

On peut se demander comment elle est percue dans cet exercice

ot 1'on montre justement que 1'interversion est possible.

Réponses des étudiants :

Question i Question ii Question i + ii
Juste - 11 - 16 10
Faux 12 5 11
Non abordé 1 3 3

Note : Si ]1on utilisait 1'axiomatique Nelsonnienne, on ne serait pas obligé
ici de procéder en deux temps.

En effet 3y ¥xf(x)<y étant vrai et standard, par transfert on en déduirait
immédiatement : st

37y ¥x f(x)<y



~-toutes Tes réponses correctes sont conformes 3 la démonstra-
tion attendue, par exemple :
"3AM ¥x  f(x)4LM est une phrase écrite dans le langage L
et qui est vraie dans HR. I1 suffit de prendre pour M un
infiniment grand positif, (cela provient du fait que f(x)
est 1imité pour ¥x hyperréel) donc IM ¥x f(x)4{M est vraje
dans R.
On en déduit un M réel qui majore f(x) pour x réel
¥x f(x){M est une phrase de L ol M est une constante réelle,
est vraje dans R donc dans H[R. On en déduit

¥x€ HR f(x) s M

= réel”

-quant aux erreurs, pour la questicn i), 6 sont du ltype
interversion (EQ) de quantificateurs, par exemple :

") ¥x 3IM Fx)gM

cette phrase est vraie dans HR (et écrite dans L) car f(x)
n'est pas infiniment grand, i1 suffit donc de choisir M
infiniment grand, donc vrai dans R.

On a bien ¥xe R 3M f(x) <M

ii) on Tixe M réel, on sait d'aprés (i) que Ta phrase ¥x
f(x){ M est vraie dans R. ’

Donc puisqu’elle est écrite dans L, elle est vrai dans HIR.
Gn a donc ¥x € HR f(x) < M"

La plupart des &tudiants, comme dans 1'exemple cité, prennent
M infiniment grand, mais i1 semble que pour sux, les deux énoncés :
¥x 3M f(x){Mou et 3IM ¥x f(x) & M soient synonymes.

(E2) -2 arrivent & 1'énoncé 3IM ¥x f(x)<M en disant que T'on 3
f(x) { x pour x infiniment grand, donc, par permanence pour
x réel assez grand d'ol 1'existence d'un M tel que f(x){ M.

(E3) ~1 écrit que cet &noncé découle directement des hypothéses.
(E4) -1 que f est majoré&opar un réel car, puisque elle est réelle
et non infiniment grande, elle a une Tlimite réelle.

(E5) -2 donnent des justifications incompréhensibles.
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Pour la question ii), les erreurs sont beaucoup moins nombreuses,
16 &tudiants passant sans probléme de 1'interprétation dans/R a celle dans
H R.

Notons que 3 des 5 erreurs commises consistent & reprendre M
infiniment grand au lieu du M réel que 1'on vient d'obtenir et & effectuer
donc un transfert i1légal, 1'énoncé ¥x f(x)ég M n'étant pas dans L.

Ainsi donc la plupart.des erreurs commises ne tiennent pas &
1a difficulté que nous avions signalde au début : la nécessité de jouer
avec les deux interprétations de L, mais & Ta non-reconnaissance de la
différence entre ¥3 et 3¥, difficulté tout & fait standard.

Question 6

La question 6 est ouverte, mais on pourrait s'attendre a des

réponses du type suivant :
Soit n un entier standard, la suite donnée est définie par :

-sin=2p U, =1
P+l
-si-n=2p+ 1 Un = prl

Cette définitia1est encore valable pour N entier infiniment
grand donc : |
-si N est un entier infiniment grand pair, U, O
-Si N - - - impair,UH infiniment grand
Ceci est 1'expression non standard des deux faits suivants :
-Ta sous-suite des termes d'indice pair tend vers 0.
-la sous-suite des termes d'indice impair tend vers 1'infini.
ou 3 des réponses procédant en sens inverse : du standard
au non-standard.

Que répondent exactement les étudiants et sous quelle forme
en particulier traduisent-iis la convergence et la divergence des sous-
suites ?

-7 &léves n'abordent pas 1'exercice.

Parmi les 17 restant :

-5 commettent des erreurs grossigres (confusion suite, série,
suité convergente ou divergente suivant 1'indice ol T'on
s'arréte, suite de limite finie car 1'écart entre deux
termes successifs diminue, suite tendant vers +o0).
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-2 mentionnent des oscillations de plus en plus grandes, par
exemple _ _

“oour les valeurs infiniment grandes de 1'indice, la suite
oscille entre des valeurs alternativement de pius en plus
grandes et de plus en plus petites”.

~10 font intervenir explicitement les deux scus-suites des
termes d'indices pairs et impairs.

Parmi ces 10 ; % 6 disent que Tes valeurs seront alternativement
infiniment grandes et infiniment petites,
en précisant ou non les 1imites.

% 1 donne juste les limites des sous-suites.

% 1 donne une formulation mixte (U2N tend
vers{ , Uoy * 1 devient infiniment grandj.

& 1 représente les deux sous-suites comme des
hyperréels i'un infiniment petit, 1'autre
infiniment grand (%1 avait déjd utilisé des
ultrafiltres dans la question 2)}-

% 1 se préoccupe de savoir si les formules qu'i]
obtient sont vraies pour N infiniment grand,
et ceci obtenu, ne conclut pas.

-Un étudiant procdde du standard au non-standard :

"On peut extraire de cette suite deux sous-suites, T'un
formé avec les indices pairs et 1'autre avec les indices

impairs.
On a la premiére 1,%:,%) ... qui tend versQ et donc qui
pour les valeurs . infiniment grandes de 1'indice

prend des valeurs infiniment petites.

La seconde 1, 2, 3, &, ... tend vers 1'infini et donc pour
des valeurs infiniment grandes de 1'indice prend des
valeurs infiniment grandes'.

I1 faut noter de plus, le mélange gui existe dans certaines
copies entre les formulations non-standard de la convergence de type
statique, et les formulations dynamiques usuelles :

"Quand n —> N, hyperréel infiniment grand, Un + 1 n'est pas

finie". _ Un
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"Donc, ¥N, N infiniment grand, le terme d'indice N tend vers
+w!l ’

" es Vn, & partir d'un certain rang pour n, seront infiniment
petits, les Wn infiniment grands"

"Pour des valeurs infiniment grandes de 1'indice, U,y ~ 0"

"La suite 1, 1,%5, 2,%- ... tend vers +e , don¢ pour N

infiniment grand, UN-9+=9"
Et méme dans les cas ol 1'imbrication est moins forte, trés

souvent le statique et le dynamique se cOtoient.

Résultats globaux &tudiant par é&tudiant

Aprés cette présentation des résultats question par guestion,

nous donnons dans le tableau ci-aprés les résultats globaux &tudiant par
étudiant. Les codes utilisés font référence 3 1'analyse qui précéde et
sont & décoder de la fagon suivante :

-Dans toutes les questions, le symbole g désigne 1'absence
de réponse

-Question 1 : Colonne 1 : codage des réponses phrase
par phrase (+ réponse juste, —
réponse fausse)

Colonnes2 a 4 : codage des justifications
phrase par phrase {+ justification
acceptable,~justification
winécceptab]e.
Les types de justifications sont de plus précisés :
-les types a et b sont ceux dégagés dans 1'analyse des
réponses. .
-D signifie ; sessai de démonstration des énoncés.
~F signifie : énoncé écrit pour une fonction f fixée (phrase 1)
-¥ signifie : quantification sur la fonction f (phrase 1)
-€ correspond au rejet de L parce que le symbole " & "
n'est pas dans L.
-Elcorrespond 3 1'écriture d'un énoncé standard erronné
{phrases3, 4). ) )




=T 1,n , @ correspondent 3 1'&criture d'un énoncé
contenant ces symboies.

-Y code la confusion apparente entre "exprimable dans
L% et "Vrai",

-Question 2 : Colonne 1 : réussite ou &chec
Colonne 2 : type de justification

~les letires A, B, C font référence aux types introduits
dans 1'analyse des réponses.

-la Jettre L code la référence au langage : L d&signant
une référence faible du type "c'est vrai dans R donc
dans HR", L correspondant & Ta justification de cette
affirmation par la mention de 1'appartenance de 1'é&noncé
concernég & L.

-y fait référence 3@ 1'utilisation d'ultrafiltres.

-F code la réponse fTausse : T1'@noncéd est vrai.

-P code une terntative qui n'aboutit pas de recherche d'un
gnoncé de L, vrai dans R, qui permettrait de conclure.

-Question 3 :

La colonne fournit le codage des réponses:réussite/échec.
Nous n'avons pas tenu compte des justifications. lLes nombres
(1}, {2) et (3) font ré&férence aux erreurs citées dans
1'analyse des réponses.

-Question 4 : Colonne 1 : réussite/&chec
Colonne 2 : méthode utilisée
Les erreurs 1, 2, 3, 4 correspondent & celies citées dans
1'analyse des réponses.

-Question 5 : Colonne 1 : réussite/échec & i)
EQ, E2, E3, £4, E5 correspondent aux erreurs répertoriées
Colonne 2 : réussite/échec & ii)
Eco est 1'erreur consistant & reprendre M infiniment
grand.

-Question 8 : Colonne 1 : réussite/&chec
Colonne 2 : types de réponses
EG signifie erreur grossiére, les informations entre
parenthéses précisent ces erreurs.
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"0, o0g correspond aux réponses prévoyant des valeurs
alternativement infiniment grandes et infiniment petites.

+g, »cacorrespond 4 la donnée des Timites des sous-suites.
HR correspond @ la représentation des sous-suitfes par
des hyperréels.

Quelques commentaires

, Ce tableau compléte & notre avis utilement Tes informations
fournies par 1'analyse précédente.

I1 montre des &carts trés importants entre les &tudiants
(en bremiére approximation on a envie d'opposer par exemple le groupe
formé de OM, LE, TRA, HE, PAG, LE, SA, CL, dont les résultats sont frés
faibles, au groupe formé de AU, NO, PU, CAt_MA).

11 montre aussi que, méme si des erreurs subsistént, tous
les 8tudiants sauf Tes huit premiers cités semblent avoir tiré profit
de cet enseignement.

Par exemple, BEN et TH qui sont parmi ceux qui réussissent
globalement moins de la moitié des exercices, justifient parfaitement
1a non-appartenance des phrases 3 et 4 & L dans 1'exercice 1 et
réussissent 1'exercice 5 qui exige un bon maniement de L et de ses
deux interprétations naturelles.

Si 1'on se rappelle qu'il s'agissait 14 d'un enseignement
optionne1, ces résultats nous semblent devoir étre considérés comme
trés encourageants.
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Canclusion

En conclusion de cette analyse, examinons quelles réponses
elle peut apporter & un certain nombre des questions posées plus haut.

L'examen des copies montre gu'au cours de cet enseignement, un
certain nombre de choses ont &té acquises

-1'extension de R 3 HR semble se faire sans conflit, les
. &tudiants ayant la vision (correcte) de chague réel entouré

d'un intervalle d'hyperréels infiniment proches de celui-ci,
pius une infinité d'hyperréels supérieurs & tous les réels

en valeur absolue.

On ne rencontre gue deux fois dans Tes copies ia trichotomie
erronnée "un hyperréel est, soit réel, soit infiniment petit,
soit infiniment grand".

-les notions formelies de langage, formule, interprétation

d'une méme formule sur des domaines différents (R et HR )

sont utiliséas sans réticences. Les étudiants ne reviennent
pratiquement jamais & la représentation des hyperréels en termss
de suites - sauf un gui le fait systématigquement, avec un

succes mitigé - (pas plus d'ailleurs qu'ils ne reviennent

aux suites de Cauchy pour manipuler les réeis !) ; avec juste
raison, ils préférent se ramener 4 1'application d'un certain
nombre de principes {comme celui du Transfert) conjointement

d la vision intuitive décrite plus haut.

Ce qui parait encore flou, c'est la distinction entre les
8noncéds non standard (ou externes, pour employer ie vocabulaire de Nelson)
et ceux qui ne sont pas dans Te langage L donné {ol on ne peut pas, par
egxemple, quantifier sur les fonctions) - mais i1 faut dire que méme le
livre gqui a inspiré cet enseignement n'insiste guére sur cette difficulta.

17 semble donc que T'analyse des copies ne confirme pas les
objections souvent formulées, concernant le caractére abstrait et formel
des objets (non standard) introduits, et Ta nécessité d'assimiler en plus
de 1'analyse guelques notions de Logique Elémentaire.

| Les erreurs les plus fréguentes ne tiennent pas au caractére
spécifique de T'A.N.S., mais sont Tes mémes que chez de nombreux &tudiants



(%)

(2 #)

"standard” : mauvaise utilisation des majorations et minorations, mauvaises
inversions de quantificateurs, erreurs de raisonnement...).

Ne demandons cependant pas a cette analyse plus de réponses
qu'elle ne peut fournir : rappelons que les &tudiants suivaient
parallélement & ce certificat optionnel un enseignement “"standard"
d*Analyse - et que 1'A.N.S. vient donc pour eux en complément des notions
classiques. D'autre part, et sans doute en grande partie 3 cause du
caractére "complémentaire" de cet enseignement, tous les exercices (3
1'exception peut~éire du 6 (*)) testent plus 1'acquisition’des notions
typiquement non standard, que 1'aide que celles<ci pourrakent apporter d

1a résolution de problémes standard.

On peut dire, pour résumer le bilan de cette tentative, que
pour les questions auxquelles elle peut. apporter une réponse, celle-ci
semble plutdt positive et encourageante.

Tout. ceci nous améne & formuler quelques réflexions ;
LfAnalyse classique se fonde sur les techniques de majoration
et minoration, sur 1'absence d'infinitésimaux (on prouve souvent que
= y en montrant que ¥€¢> 0 |x - y| < £, ce qui représente un certain
détour pour 1'esprit (% *)), et sur la compréhension et Te maniement
d'énoncés comportant des alternances de quantificateurs - en particu]ier

il est indispensable de savoir correctement, et au bon moment, énoncer
et comprendre Ta négation de formules compliquées, qu'il s'agisse de faire

une démonstration par 1‘'absurde ou de trouver un contre-exemple ; une

autre difficulté du méme ordre vient de la nécessité de changer 3 bon
escient le nom des variables quantifiées dans un Enoncé : songer par exemple
i la démonstration de la proposition “La composée de 2 fonctions continues

Notons qu'un exercice comparable figure dans un test proposé par B. Cornu
i des étudiants de divers niveaux {cf. [11]) : "Voici une suite de nombres
réels : 4.1, 2.9, 4.01, 2.99, 4.001, 2.999... Ecrivez les 4 termes suivants.

A votre avis cette suite a-t-elle une limite, deux limites, pas de limites ?"

En DEUG A, 19 étudiants sur les 28 interrogés répondent que la suite
diverge, 6 qu'elle a 2 Timites. En DEUG B, 13 sur 57 estiment qu'elle a 2
limj tes. '

Ceci n'est pas complétement &vident, comme en temo1gnent de récentes
recherches en didactique : & Ta question "Déterminer 1'ensemble A, ol
A={x€R/V¥E>0]|x|<t}"A. Robert et F. Boschet obtiennent 24 %
de réponses correctes en début de DEUG (cf. [34]). Parallélement, & la
question "Que peut-on dire de x et y si pour tout £€> 0 on a |x -~ yj<g"

w 57 =

B. Cornu obtient 6 réponses correctes sur 50 en DEUG A (3 sur 12 en 11cence D)

avec, comme il le souligne, des réponses d'esprit tout & fait non standard

tendant & résister aux explications de 1'enseignant, évoquant la possibilite
?u$ ”[ﬁlet)y soient trés trés proches, sans étre tout & fait &gaux "
c | ‘
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est continue" {le "n " relatif & 1'une des fonctions devient un " ¢ "
pour 1'autre). -

“ Ces tachniques sont en général tré&s mal maitrisées par les
gtudiants débutant en DEUG, et ceci constitue un facteur d'échec trés
important (cf. [ 34] p. ex.).

Face & ces problémes, 1'enseignement de 1'A.N.S. sous une
forme simplifiée pourrait présenter quelques avantages.

Par exemple, les d&finitions non standard suppriment en général
au moins un &tage de quantificateurs par rapport aux définitions classiques -
en particulier la formulation des notions assentielles de limite et de
continuitéd est particuligrement simple, outre Te fait qu'elle semble plus
proche des conceptions spontanées des étudiants (cf. [ 11] et [42] ).

Ces d&finitions deviennent de ce fait beaucoup plus utilisables
dans la pratique, alors gque jusqu'd pré@sent en premiére année on est
quasiment amené& & bannir les exercices nécessitant le retour aux définitions,
considérés comme trop difficiles, au profit d'exercices d'appiication d'un =
certain nombre de régles de "préservation” (la somme de 2 fonctions continues
est continue etc...) et de techniques calculatoires (développements limités,
int8graticn etc...).

Citons deux exempies qui nous paraissent &loquents :
-Imaginez la démonstration classique de la proposition "Soient
U, et Vo deux suites de réels convergentes, ayant pour limites

respectives les réels a et b ; alors la suite WE UV,

converge vers le produit ab" (i1 faut penser 3 une certaine
fagon d'écrire la différence ab - u, v ).
Comparez & Ta démonstraticn non standard : i1 suffif de montrer

que, quand n est infiniment grand, Up v~ ab. Or dans c¢e cas
u, = ati,etv =b+ ¢’ (£, ¢ infinitésimaux) donc

u v = ab+at’rbesEt’n ab (%)

Dans 1'optique de IST, on raisonnerait un peu différemment : soit d
démontrer le théoréme "Si deux suites convergent, etc..." ; comme cet
énoncéd est standard, on peut commencer la démonstration en supposant les
2 suites standard ; alors leurs limites le seront nécessairement aussi.



-Imaginez 1a démonstration classique de la proposition "Soit
f une fonction continue de R dans R, admettant une limite

- 59 -

finie quand |x|»® yalors f est bornee®. (I1 faut penser & séparer

R en deux domaines, 1'un compact sur lequel f atteint ses
bornes, et 1'autre sur lequel f{x) est assez proche de sa
Timite). _
Comparez & la démonstration non standard :
Soit L la limite de f quand |x|+=<(c'est un réel) ; alors
-ou bien |x| est infiniment grand, et f(x) ~ L
-ou bien x est Timité ; soit alors [x] 1'ombre de x ;

puisque f est continue en [ x]let x =[x}, on a f(x)~f([x])

Dans tous les cas, T(x) est limité ; donc HR vérifie 3 M ¥x
[f(x)] <M (i1 suffit de prendre M infiniment grand) et par transfert
cette formule est vraie dans R - CQFD.

On notera qu'ici la séparation des cas (entre les x finis

et infinis) est beaucoup plus naturelle que dans la démonstration standard,

et que la démonstration se fait ici directement & partir des définitions
(non standard) de limite et continuité.

Nous ne ferons ici qu'évoquer 1'avantage qu'il y aurait a
"autoriser" en cours de Mathématiques un langage plus cohérent avec celui
des physiciens (notamment en-ce qui concerne le calcul différentiel et
intégral, et 1a vision intuitive conduisant & la mise en &quation des
problémes).

-

L'expérience que nous venons de décrire est, @ notre
connaissance, 1a premiére menée en France @ ce niveau. Pour contribuer
encore & rendre le débat moins passionnel, i1 serait souhaitable que
d'autres tentatives soient organisées dans un avenir proche, accompagnées
d'évaluations systématiques en cours d'année ; notamment i1 faudrait
tenter de présenter 1'Analyse en DEUG & partir de 1'A.N.S. - les
techniques en " € ~ % " ne venant que plus tard - en &laborant des
tests permettant réellement de comparer ‘les performances des &tudiants

a T'issue de cet enseignement avec celles d'étudiants "classiques"™.

Soulignons pour finir que nous ne pouvons accorder qu'une
confiance limitée & nos propres réactions pour nous guider en cette
matiére, puisque nous avons navigué en sens inverse, n'abordant 1'A.N.S.

qu'aprés une longue traversée de 1'analyse classique.
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Annexe 1 : ENSEMBLES EXTERNES ET PRINCIPES DE PERMANENCE

Parmi les collections de réels dé&finies par une formule
externe, il y en a dont on sait démontrer que ce ne sont pas des ensembies
au sens de ZFC : On a vu (Ch. II § B) que c'est Te cas de

Hal(0)={x eRI x v 0}

Lorsque 1'on sait démontrer que le fait de considérer une
collection de réels comme un ensemble interne {i.e. un ensemble de ZFC}
conduit 4 une coniradiction, on dit que c'est un ensemble externe. Ceci

ne constitue pas 3 proprement parler une définition des ensembles externes,
mais permet de prouver que certaines collections en sont :

La collection A des entiers standard est externe, car sinon
cela contredirait la propriété de récurrence :

[AcNetOelet (nEA=n+ 1€ A=A =N

C'est aussi le cas de T'ensemble des entiers (ou réels)
infiniment grands, de celui des réels 1imitds, etc...
Remarque '

Un ensembie défini par une formule externe peut-étre interne,
ou méme stantard :
ex : {x€R [x ~ Det st {x)} est standard.

Les principes de permanence. sont basés sur 1'évidence suivante :

Si 1'on sait que -1'ensemble des &léments vérifiant une
propriété P est d'un certain type, et que 1'on connait un ensemble A
dont les &léments vérifient P, qui n'est pas de ce type, alors:

{x 3 P(x)} 2 A

Premier principe de permanence : Principe de Cauchy

IT est basé sur la remarque qu'un ensemble externe n'est
pas interne.
Si donc I est interne et E exierne, alors
e I¢E
ECl = EgI



Cette remarque constitue le premier princiﬁe de permanence,
dit principe de Cauchy. Voyons comment on 1'utilise dans la pratique :

=

Soit F une formule interne & une variable libre,alors
{x € Ry F{x) }est un ensemble interne. Si 1'on montre par exemple que F
est vérifiée par tous les réels infiniment petits, on peut en déduire
qu'il existe des nombres non infinitésimaux qui vérifient F : en effet,
1'ensemble interne {x€R; F(x) } n'est pas confondu avec 1'ensemble externe
Hal(0) = { x€R 3 x~ O }. "

Pour voir comment on applique ce type de raisonnement, nous
donnons ci-dessous une démonstration non standard d'un résultat classique :
le critére de Cauchy pour les suites.

Nous aurons besoin, pour ce faire, des caractérisations non
standard suivantes. '

Lemme 1
Soit (u,) une suite réelle standard, alors:
(un) converge vers 2¢=>% est standard ef, Ywi.g-,u v 8

Ce lemme se démontre de facon analogue au critére de continuité’

des fonctions standard (voir Ch. III, § C)
Lemme 2
Soit (“n) une suite réelle standard , alors:
(un) suite de Cauchy &)V wyswy 1.9. u""lm u

w

Ce lemme se démontre sans difficults par transfert.

Passons alors & la démonstration du critére de Cauchy, qui
justifie le nom donné au premier principe de permanence.

Critére de Cauchy (Théoréme classique)
Une suite réelle (un) converge si et seulement si c'est

une suite de Cauchy.

Démonstration {non standard)
Par transfert, i1 suffit de faire la démonstration pour
les suites (u ) standard .
—_ C'est une conséquence immédiate de la transitivité de Ta

relation ~, via les lemmes 1 et 2 ci-dessus.

- 51 -



- 52 -

{=— Soit (un) une suite standard et w un entier infiniment grand ;
montrons d'abord que y, est 1imité.
~ Considérons 1'ensemble-L=(neN ; LUy - ouw | <1h A
est un ensemble interne, car F(n) = (nel et‘|url ~ qu[< 1) est une formule
interne. D'autre part, st w. est i.g9., uy v uy, Par hypothése, doncw, € A.
L'ensemble interne \_, contenant }‘'ensemble externe des entiers
infiniment grands, le contient strictement i i1 contient donc un entier

standard up,.
Un, est standard donc 1imité. Donc u,, est limité.

Posons alors 2 = %, % est standard par d&finition et pour
tout w'ing., on @ g v U L .

Le lemme 1 nous dit alors que {(un) converge vers 2.(*)

Halos et Galaxies ; Principe de Fehrele

D&finition, on appelie Halo un ensemble de la forme H = gi;iN An
- S8

ol {An) est une suite strictement décroissante d'ensembles internes.
Un Halo est un ensemble externe : g@n effet, si H &tait interne,

{n; HC An} serait un ensemble interne, alors que ¢'est 1'ensemble
externe des entiers standard .

Si f est une fonction d'un ensemble interne E dans R, alors
{xek; f(x) ~ 0} est un Halo si i1 est externe ; ceci nous fournit
beaucoup d'exemples de Halos, par exemple:

Hal{0} =H = { xeR; x~0}
H2 = { x€R ; x infiniment grand}
K =

; {xem;%a,g}

On appelle Galaxie le compiémentaire d'un Halo dans un
ensemble interne. Si g est une fonction d'un ensemble interne E dans R,
alors {x € E; g(x) Timité} est une galaxie si c'est un ensemble externe.

Exemples de gaijaxies :

G = {xeR ; x 1imité} , appelé galaxie principale de R.

G = G - Hal(0), ensemble des réels appréciables.
1
Gz= G NN, ensemble des entiers standards.
{%) Cette démonstration se généralise sans difficulté aux espaces méfrigues,

feurnissant ainsi un critére non standard de complétude (exercice :
énoncer ce critére).




Principe de Fehrele

Aucun halo n'est une galaxie.

Ceci constitue un second principe de permanence. En 1'appliquant
comme on 1'a fait du principe de Cauchy, on montre facilement le résultat
suivant, un des classiques de T'A.N.S.

Lemme de Robinson

Soit (un)'une suite réelle ; si, pour tout n standard

u, v 0, i1 existe w i.g. tel que uy " 0.

Démonstration

Le Halo H = {n ; u, v 0} ne peut étre confondu avec la galaxie
des entiers standard.

La manipulation des ensembles externes est délicate, car ils
n‘ob&issent en général pas aux théorémes classiques : par exemple, Hal(Q)
est une "partie" de R, majorée par 1, mais qui ne posséde pas de borne
supérieure : c'est méme comme cela que 1'on montre gue c'est bien un
ensemble externe,

On peut cependant y effectuer les op&rations &lémentaires
{réunion, intersection, complémentaire), et leur étude fait toute la
richesse de 1'A.N.S.

L*annexe suivante donne une théorie (NZFC) dont les axiomes
donnent des régles précises sur la manipulation des ensembles externes.

Cependant i1 semble qu'actuellement le systéme de Nelson
soit le plus utilisé pour Tes applications en Analyse, les principes
du type de ceux qu'on vient de décrire étant suffisants pour le traitement
de ces "monstres" que sont les ensembles externes.

Annexe 2 : LA THEQRIE DES ENSEMBLES DE ZERMELO-FRANKAEL (ZF) ET QUELQUES
THEORIES AXIOMATIQUES NON STANDARD.

A/Théories ZF, ZFC et Z

Le langage de ZF est constitué des symboles de relation
binaire € et =,de variables {x, y, z, u, v...), et des symboles logiques
(et, non, ¥, 3 ...).
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Les axiomes de ZF s'énoncent ainsi
Axiome d'extensionnalité

¥x ¥y [x = y¢&=D¥z (2 € x> 2 € )]

I1 exprime que deux ensemblies sont 2gaux si et seulement si
ils ont les mémes éléments.
Axiome de 7'ensemble vide

Ax Yy y& X
Cet x, unique d'aprés 1'axiome précédent, est noté 5
Axiome de Ta paire

Yx ¥y 3z Yulu€ zE= (U= xouu = y) ]

I1 exprime 1'existence, pour deux ensemblies x et y gquelconques,
de 1a paire z = {x , y} (unique d'aprés 1'axiome d'extensionnalité).

Si x = y, on note simplement z = {x}
Axiome de 1a réunion

¥x Jz Yulu€ ze Iy (yE et uE y) ]

I expfime T'existence, pour tout ensemble x, d'un ensemble z
qui est 1a réunion de tous les &léments y de x (les &léments de z sont
ceux qui appartiennent éJﬁes gléments de x). On notera alors z = U y

. : €
et si x est la paire {a , b}, on notera z = aUb SE R
{remarguer que toutes ces notations sont des abréviations commedes, et non

de nouveaux symboles du langage de ZFC ; chaque formule qui les emploie
peut-&tre remplacée par une formule, en g&néral beaucoup plus compliguée,
n'utilisant que tes symboles donnés au départ).

Axiome de 1'ensemble des parties

¥x 3z ¥y [y € z&5u (WE y=Hu € X) ]

I1 exprime 1'existence, pour tout ensemble x, d'un ensemble
z dont les &léments sont les parties y de x (c'est-d-dire les ensembles
dont tous les &léments appartiennent & x). On notera z =f3(x).
Schéma de remplacement

Pour chague formule F(x,y) du langage, on écrif gue Ta
propriété ¥x 3y F(x,y) (si cette propriété& est vérifiée, on dit que F
est une "relation fonctionnelle") impligue :
¥a 3z Yy [y€z &I (x€aet Fixoy) )
autrement dit, gue pour tout ensemble a i1 existe un z qui est 1'ensemble
des "images" par F des &léments de a.



Axiome de 1'infini

Jz[pezet¥x (x€z = xU{x}e z)

On rappelle (voir Ch. II § C) que ¢ est 1'entier 0, que 1
est 1'ensemble {#} , 2 est {g , (#} } ... etn+ lestégalan U{n}

Liaxiome de 1'infini affirme qu'il existe un ensemble qui

contient 0, et qui contient n+i dés qu'il contient n. I1 a comme conséguence
1'existence de 1'ensemble N (qui est le "plus petit” z - au sens de la
relation¢ - vérifiant 1a propriété ci-dessus}.

On cbtient ainsi 1a théorie de Zermelo-Frankael, & laguelle
~on peut &ventuellement (sans apporter de nouvelles contradictions - voir
note du Ch. II § D) rajouter 1'axiome du choix, pour obtenir la théorie
ZFC.
‘Axiome du choix

Cet axiome exprime 1'existence, pour tout ensemble x, d'une
fonction f qui “choisit" un &lément dans chaque partie non vide de x
(¢'est-d-dire d'une fonction f defﬁ)(x) - {$}dans x, telle que pour tout
yE CE)(X) - {4} on ait f(y) € y).

Notons qu'une fonction est un ensemble f de couples (x.y), tels
que ¥x ¥y ¥y'[(xy)efet(x,y')ef=y=y"'1l - le couple (x.y)
&tant représenté ici par 1'ensemble { {x} , {x,y} }..

Au Tieu du schéma de remplacement, on peut se donner le
schéma plus faible suivant (on obtient alors la théorie de Zermelo, notée
(Z) ) :

Schéma de compréhension

Pour chaque formule C (z) du langage, on se donne 1'axiome
¥x 3z VYylyez&(yexetC(z) )]

Cet axiome affirme 1'existence, pour tout ensemble x, de
1'ensemble z = {y€z / C(2)}

On montre que la théorie {Z) est strictement plus faible que
(ZF), autrement dit que Te Schéma de Compréhension se démontre avec les
axiomes de (ZF), tandis que le Schéma de Remplacement n'est pas une
conséquence des axiomes de (Z).

B/La théorie NZFC (K. Hrbacek).

Dans la théorie (IST) de Nelson, aucune régle n'est donnée
pour la manipulation des ensembles externes, qui en fait, pour cette
théorie, ne sont pas des ensembles du tout ; en particulier, on ne peut
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pas &crire, dans le langage, de formules ol Tes quantificateurs portent
sur les ensembles exfernes.

Karel Hrbacek{[ 20-21 ]}propose une théorie non standard des
ensembles, notée NZFC (N pour "non standard") dans iaquelle Tes ensembles
externes sont considérés comme de véritables ensembles, les axiomes de
NZFC précisant les régles auxquelles leur maniement doit se plier :

Le langage J°f de NZFC est obtenu en rajoutant au langage &
de ZF, deux prédicats & une place : le prédicat st ( ), comme dans IST,
et le prédicat supplémentaire & ( ) (o0& & (x) se Tit "x est interne”).

On dé&finit alors ¥9Xx, jﬁx, ﬁg(oﬂ A est une formule de JOX)

de manidre analogue & ySt oy, 35, At (cf. Ch. II § C).
Les axiomes de NZFC sont les suivants :
-les axiomes de ZFC, restreints aux objets standard (c'est-

d-dire les formules ASt

, pour chague axiome A de ZFC)

=¥x { st(x):;;cj’(x) ) (les ensemblies standard sont internes)

“Yx ¥y [ (T (x) ety e x)::SiT(y) 1 {les &l8ments d'un ensemble
interne sont internss)

Enfin,trois principes, analogues aux schémas de IST :

-Schéma de plongament {analogue & {T) : pour toute formule

A standard on a 5%&:) ASt (o le terme "formule standard™ a
le méme sens que dans IST)
-Schéma de saturation : (analogue & (1) : pour toute formule

de € , on a 1'axiome :

vl ¥tz €a) (3% (e 2 Bty ) = (3T %)
¥ty e a) 87 (xy) ]

(ce qui différe essentiellement du {I) de Nelson, c'est que
la propriété de "concourance", et 1'existence d'un &lément
idéal pour B, ne portent qu'3 1'intérieur d'un ensemble

standard).

-Axiome de standardisation (analogue & (S} )
vx 35% vy (y e x> y € 2) (ici, le standardisé z
existe pour tout ensemble externe, et pas seulement comme

dans {S) pour ceux qui sont délimités par une Fformule &
1'intérieur d'un ensemble standard ; remarguons aussi que

la possibilitd de quantifier sur Tes ensembles exfernes
permet ici d'exprimer en une seule formule ce qui nécessitait
un schéma dans le cas de IST).
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De méme que Nelson, Hrbacek montre que NZFC est une extension
conservative de ZFC (mais sa démonstration est nettement plus difficile
que dans le cas de IST - cf. [20] ).

Pour certaines applications de 1'A.N.S., notamment en théorie
de 1a mesure, ol on doit manipuler des familles d'ensembles externes,

Ta théorie NZIFC peut se révéler plus commode que I[ST.

C/Les "Principes de Connaissance"de J. Benabou

J. Benabou propose d'analyser 1e contenu intuitif des mots
"standard" et "non standard" en termes de connaissance : les objets
standard sont ceux qui'sont "connus", les non standard sont "inconnus" -
il est naturel alors de penser que 1a classe des objets connus, bien
gue non clairement d&Timitée (donc n'ayant pas droit au statut d'ensemble
& part entiére ), est contenue dans un ensemble Tini ; de méme on peut
considérer qu'une fonction est connue, si pour chaque objet connu de son
domaine, on connait son image. S'appuyant sur Te caractére naturel de
ces justifications, 1‘'auteur rajoute & ZFC les trois "Principes de
connaissance" suivants :
Ces principes sont volontairement &noncés de maniére non
formelle, dans le but de fournir une présentation de T'A.N.S. faisant
Te moins possible appel aux notions de Logique Mathématique (c'est 1a
présentation adoptée dans son séminaire de 82-83 cf. Ch. I).(*)
Yoici la traduction de ces principes en "style ZFC"
1 - (identique au schéma de Transfert) Pour toute formule
A{y) standard, on pose que 3y A(y)-=> QSty A(y)
2 - (principe de Finitude)
IT existe un ensemble fini F, tel que Sty (x € F)
3 -~ (principe d'économie)
Soient X et Y deux ensembles standard, F({x.y) une relation
(interne ou externe) telle que VStx € x 3 St!y € Y F(x,y)
(F est une relation fonctionnelle entre les &léments standard
de X et ceux de Y)
Alors i1 existe une fonction standard f unique, qui pro]ohge
F & X tout entier - ce qui s'éc¢crit :
E Sty (" f est une fonction de domaine X " et ¥ty e x Yy
(y = f(x) => F(xsy) ).

Son enseignement de maitrise, en revanche, commencz par développer les outils
logiques nécessaires d une présentation rigoureuse de IST. Il nous a d&claré
que, malgré des résultats encourageants pour certains &tudiants, i1 regrettait
que ce choix ne lui ait pas laissé plus de temps pour développer 1'A.N.S.

en tant que telle.
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On démontre que ce systéme d'axiomes est Bquivalent 3 celui
de Nelson. J. Benabou souligne que la plupart des applications connues
de 1'Analyse Non Standard n'utilisent pas toute la force du "principe
de Finitude®, mais p]utétA?é forme plus faible suivante :
Pour tout X standard, i1 existe F fini, tel que FC X et
x€ X (x € F).
Ce dernier principe est & rapprocher du "schéma de saturation"

1:,s.t

de Hrbacek, le principe "fort" de Finitude correspondant au schéma
d'Idéalisation de Nelson.

D/Les axiomes de Keisler pour les Hyperréels

Dans son Tivre “Elementary Calculus”, destiné & 1'enseignement
231, J. Keisler fonde le calcul infinitésimal dans R sur la construction
d'un sur-carps HR de R (appelé ensemble des "hyperréels" - pour un méme
vocabulaire et une construction anajogue, bien que plus simple, cf.
Ch. IV). En fait, une fois cette construction opérée, i1 montre que ia
structure obtenue satisfait certaines propriétés, dont tous ses autres
résultats découlent ; on peut donc considérer la liste suivante comme
une axiomatique pour las réels non standard :

- R et HR sont des corps ordennés, avec R C HR, les opérations
et la relation d'ordre de HR prolongeant celles de R.

- R satisfait vadneNa <n (ic% NCR, clest-a-dire qu'il
s'agit de 1'ensemble des entiers standard ; cet axicme
indique donc que R est archimédien).

- B et HR satisfont ¥a>0 ¥neN 3b>0 " = a

- MR satisfait 3€>0 ¥a€R {a >0 ==)g<a)(il existe
un hyperréel infinitésimal) et

yx[(¥a€ R |x| >a)ou {21 X€R Ya€R a>o0=)|x - x|<a) ]

(tout hyperréel est, soit infiniment grand, soit infiniment
proche d'un réel unique).

- Toute fonction f définie sur R" posséde dans HR" un
"nrolongement naturel” £ (en particulier les opérations de
corps et la relation d'erdre de R sont les prolongements
naturels de celles de RJ.

- $i deux systémes finis d'équations et inéguations ont les
mémes solutions dans R, ils ont les mémes solutions dans
HR (modulo le remplacement des £* dans ces systémes).



Annexe 3 : RESULTATS DU QUESTIONNAIRE ENSEIGNANT - K. SULLIVAN -
(Extrait de [391).

374 KATHLEEN SULLIVAN [May

TasLe 4: Instructor Questionnaire: Part One

{ =2 strongly disagree, — 1 disagree, but not strongly, 0 neither agree nor disagree, 1 agres, but nor strongly, 2
strongly agree)

The responses below refer to the experimental classes.

1. The students had a problem with accepting

axioms for the hyperreal numbers. 3 4 1 4
2. The students seemed to find *infinitely
small” 2 natural concept. 1 2 4 5

3. The time that must be used for nonstandard

materizl makes it difficult to cover topics

that ought to be included in a 1st year course. . 8 2 i 1

4. The course scemed to give the stndents a better feeling

for the historical development of mathematics than

a standard course. . 1 3 3 4 1
5. [ think that a student who has had two semesters

of nonstandard calculus will be at a disadvantage

in a standard 3rd semester calculus course. 6 4 i 71

6. 1 enjoyed teaching calculus using this approach. . 2 2 8
7. 1 probably should not have tried to teach the

coutrse without a better background in nonstandard _

analysis. 9 1 1 1

8. 1 feel that the experience of teaching caleulus

frotn the infinitesimal approach will enrich my

future teaching of calculus. . 1 5 6
g. I am afraid that the introduction of infinites-

imals left the students confused about the real

numbers. 4 6 2
10. I would prefer to use the nonstandard approach
the next time I teach calculus. 2 1 4 5

Instructor Questionnaire: Part Two
{S Standard, NS Nonstandard, ND No Difference)

The instractors indicated which approach sesmed to them to have the advantage or that neither approach
seemed to have an advantage over the other.

3 NS ND

1. ‘The students learn the basic concepts of )

calculus more easily. g 4

2. The students seem to be more “turned on.” s 7
: 3. The proofs are easier to explain and closer ’

to intuition. . 1 10 1

4, 'The students find it easiérto formulate

their questions. 2 9

5. The students end up with a better understand-
- ing of the basic concepts of calculus. 5 7
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