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HISTOIRE DE LA CQNVERGENCE UHIFORME

(naissance d'un concept}

Hotre propos en sScudiant la gendse de la notion d= convergance
uniforme est, d'une part, de carner l'état de la science au mogent de scu
apparition, d'zutre part, d'essayer de déterminer les probl&mes od le con-

cept s'ast tévils at se révéle nécessaire.

Ensuite, en analysant ces probldmes qui ont présidé 2 1T introduc-
tion du comcept, ef surtout ceux pour lesquels lz noticm int t
toirament, puis em faisant le peint sur les counzissances réelles des &tu~
diants dans le champ conceptusl contenant la coanvargence unlforme, nous
essaisrons de construire des situations olt la cenvergence uniforme sera le
comcept nécessaires pour Tésoudre das problimes qui auront umn sens pour las-
Zrudiants. Cette comstructiom sera faite, bien entendu, su s'appuyant sur

T [Wir wahiers de é;&agifqui)‘

{'arsenal thdorique exposé dans ley chapitra:

Prouwidre &tane 1321-1826.

1

1°y  Analyse d'un thécréme erroné.

En fait, on peut dire que la couvergszncs uniforme apparait pout la

oremiZre fois parce qu’alle serait ndcessaire 3 la iZmoastration de deux
thdor3mes 2t qu’'elle n'existe pas encore. En 2ffet, on peut fairs remomtar

son origine 3 deux thdorZmes énoncds par Cauchy en 182! dens som "Cours
]

Z 1'Ecole Rovale Polytechmniqua. L'un sst vrai wais n'est pas

dimontré, l'autre est vrai ssulsment dans des cas particuliers

d!
de o, elle rasterz convar
2

cue ou méme 3 la faire di8croiftre ind&finiment




séries comverganfss 3 7 s_ ¥ T
2! o
de la série reznfsrmant upne méme variabls x, cetts
sériz est couvergedte, et sas différents tsrmes des fonctions continuas ds X,

dans le voisinage d'ume valaur particuliire pour laguelle la série est couver-
sente, la somme s de la sé&rie sst aussi dens le voisimage de cetie valaur

sarticuliZra foncticn continue de x

Notre prami3vrs id&e est qu'en &tudianc la démenstration de Caucay,

on va trouver sans peime la raison de l'erreur. Volci cette démonscrazion

x dans le voisinage de la

ful

o {sn] est &videmment continue par rapport
valeur particuli3re domt il s'agit. Cela posé comsidirons les accrolssements
gque ragoivent ces troi; fonctions {sn, s, rnl, lorsque 1'en fait creoitrs x

d'une quantitd infiniment petite. L'accroissement de s sarz, pour toutes

les valeurs possibles de n, une quantitZ infiniment patite ; et celui de
deviendra insensibla en méme temps que T, si l'on attribus I n une valeur
tr8s considdrable. Far suite 1'accroissement de la fonction s ne pourra

dtre qu'une quantitd infiniment petite’.

Soulignons les ambiguités de ces affirmations :
* sn(x+a) - sn(x) est infiniment pecit "pour toutes les valeurs possibles
de n'"; comme cette affirmatiom est-faite avant que l'on ait pricisd que rq(x)
et rn(x+a) sont infiniment petits pour des valeurs considérables de n, cela
laisserait supposer que la familla des s, est implicitement counsidéris ccmme

Squicontinue. Cette hypothise n'est Emh sie . °. pas ndceassaire, par
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n fix8 assez grand pour que rn(x+a) at rn(x) soient petits, on paut

s
utiliser la contimuitd d'une s=uls das Zonctions s

* rn(x+a) - rn(x) "deviendra insansible en mime temps gue rﬂ”
- J4%
Il v 2 ici um probl3me, et bizn plus tard (en (£853», Cauchy exhibers la

sirie 2 2ZEMEM 0 ap il montrera qua dans un voisinage de o rq(o+a) ne

vers zéro . C'est donec la probldme de contrdlar r_ pour das valeurs voisines
d'une valsur ol il tend vers o. Pour utiliser une rterminclogis actuslle

se poss un probléme de "contrdle uniforme”. D'ailleurs cacte quastion peut




2rra soulevde dans d'autres sravaux de Cauchy. Etudions, per exemple, la

dEfinition 42 la comtinuitd qu'il domne dams le chapizre IT de som CouXs

setit @ , la fonetion alle—mBme racevra pour accroissement la diffdrence
Y, qui dépendra en méme taups de la nouvells varizbd
X

’
-f{x

valeur de x. Calza posé, la fonction Z{(x) sera, entre les deux limitas ass
a2 la 1

.
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si, entre ca2s limites, unm accroissement infiniment petit de la variadble

toujours un ascroissement iafimiment pezit de la fonetion elle—mime’

On dit encore que la fonction f£(x) est, dans le volsinage d'une

.

valeur par ticulidre attribude Z la variable x, fonction continue de cette

variable, toutefois qu'elle est continue entre deux limites de x, mdzme tr

rapprochdes, gui renferment la valeur dont ! "

s'agic',

Cpee
it

Cette d&8finition peut &tre interprétée, comme Stant la difinitio

de la continuité en un point, & cause dela phrase "sntre deux limites de

-

méme trds rapprochées”, mais elle peut aussi 8tre lanterprétde comme &ramc
la définition de lz continuitd uniforme sur un ilntervalls, cet intervalle

pouvant &ventuellement &8tre trds petilt autour d'une valeur diterminéde.
Il v 2 un autre point qui permet de penser qus Cauchiy n'y voyaic

- -

pas trds clair dans las noticns d'uniformicé : il démontre la continuitg

d'une fonction de plusieurs varizbles ep utilisant la continuic@ par rapp
—

3 chacune des wvariables .

=

La confusion sntrs contlnuiti et continuitf uniforme sur un inte

alle fermé bHorné€ ne paut bien entendu pas amenar da catastrophas ; les
foncticns de plusisurs wvariables utilisges E 1'Zpoque &talant esgque Lou

jours différentiables et donc countinues {le pramier countrz—exemple ast don

en 1870 pnar Thomas :

£(x,7)= sin(4 Arccg =) et f{x,0) = £(o,0) = aJ.
Y GQuiast cui peut faire obstecle 3 la miss 21 place de la2 notl

iment avac cells de 2. En d'autres tsrmes,

8s

n

%,

ort

-
nna
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d'uniformit

a2} La notilon de founction.

onction £(x) restera continue par rapport & x eatra les limitss donnfes,

1 5 oac
¥ Clast 2 dire pour 2 < x < b,




s
point d’unme courbe {tangsnte, normale.ete...). Jean Bermouilli reprend ce
d

mot "fonerion pour

apzlyticque compesfe d'une manidre quelconque de cette quantitf variable et
de nombres ou da quantitds comstantes”. Il introduira smsuice les "fomctions
mEcaniques"” obtsaues em tragant arbitrairsment ua graphe 2 main levie. On

trouve donc deux notions em présence :

~ ¢celle dlexpression znalytigue

- calls de correspondance arbitrairas

A 1'@poque de Cauchy, Fourier commence & envisager des correspon—
dances numériques arbitraires, mais le rapport entre les deux notioms nfast

‘énoncer dss chigrd-

encore pas compl3cement clair. Cauchy a bien dans Ll'idés d
mes vrais pour toutes les foacticmns, et c'est pour cela qu'il introduit les
concepcs de continuicd et de limite ; mals dams la pratique, il n'appliqus
ses thdordmes qu'Z une classes da fonctioms, celle das fonctions znalytiques.
Il o'y a dome pour Cauchy, d’intdressantes, que les fonctions dEfinies pax
des expressions zmalytiques sur des intervalles, donc s'intérasser au com-—
portement d'une fonctlon @5 um point n'a pas de sens, sauf s'il s'agit
d'un point singulier. Dome pour luil, si on contrdle bien une fonction en
un point, elle ast implicicement contrdlée de la méme facon dans un voisi-

!

a - . 3 - e - i H ~ ot P
nage da ce point, et il urilise sans le dire des propristss A&haithQtéﬁh_'~

*  Nous r&sumons D
pédia Universalis.




zloutant des nombres infiniment petits et tnfiniment grands. La thécrie da

Welerstrass a finalement privalu parce gu'elle permet de démontrer tous les

thdor3mes de l’a2malyse en utilisant ssulement las nombres véels. Robinms

o]
pense que Las ''variables rdelles' da Cauchy prenalent en compte las rdals de

Weisrstrass, =t ces nombres qul diffdrent des riels d'un nombrz ilnfinipent
petit ou d'un nombre infiniment grand ; at dome, pour lul, continuitd

iw
(W}

limites pour Cauchy sont seulement dé&finies pour das suilifes tranfinies

-

ces suites prenant leurs valeurs dans un continu txds dense. Veici 1l'iatsr-

nrication de la dégonstration de Cauchy que donne Robinsom

"Interprzved in terms of nom standard analysis, the argumeni runs

as follows. Let xi be ¢ standard number, a < x; < b. In order to
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‘prcve that s{x)

Q

s Xi we atitampt to show that sz + o)

- s{x:) s infinitasimal for all infinitesimal o. Now

"‘i

(D S(xl‘ra)-sCx1)=(sn(xz+a)~sn(m))+(ranL+aJ—rn(m))

Following Cauchy's argqument we might be tnelinad vo claim that the
left hand side is infinitesimal since 3n(x1+a)4sn(xl) s iafinita-
simal for all tnfinite n. However this 1s errvonsous, for althougl

o3

r (1) s infinitesimal for all infintie n,r_(xi+e) has fo b2 in-
finttesimal only for suffictantly high infinits o ; whils

sn(xl+a)~sﬁ(xi) 13 iafinitasima
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by one of cur basic lemmas for sufficiently small infiatitz a.
In order to prove that the left hand side of (1) Zs infinttestmal
we Acve to snsurg thav thare srists an o for which r_ (xi1+q) and
o
sn(x1+a)—s (x1) are infinitasimal stmultanzously. Two ngtural altar-

naTiUes f" r themselves, (1) to assumz that uo(x)+u1(x}+,.. 7

to assure that thez

* Robinsen (1958} Non Standard Analysis Amsterdam Norih.Holland.

Lakacos : "Cauchy znd the continuem'.Mathematical . intalligencer.I (19783).
x 24 dire encore défimies pour les entiers infinimenc grands




- e
Lakatos pease, iul, qua 1'incerprZtanion de Roblinson dans lagualls
le continu de Cauchy est statique, c'est & dive falt de nombres standards
ov moo stsndards, n'est pas la meilleurs. 11 rappelle que Cauchy & pris
s L . . -+ Sim nx . , L.
sogms contre sxample de son théordme la sirls = - , 2t gu'il 2 dZmon-
h
“ 1l ‘ tro s o
trd que rqx;) ne teund pas vers o lorsque n teud vars 1'infini, =t 11 an

conclit

.

"Now this 13 @ CuUrious argument.

-~

interoretation of the Cauchy continuwm was ngt quiie Correcy.
Cauchy 's comtimuum (perhaps unltke Letdniz’s) i3 not a set oF
actual points but as s2t of moving DOTALS Y15 "waricbles” are
not Weisrstrassian "variablzs” ; the latiar can be zliminated
without loss, aince the Welerstrass thezory of moticn saplains
vartables 3 stic algzbra

motion, change,
q

of actucl quantiiies

vements. Not so Cauchy's theory, whaers 'variable quantiiy” is
not simply a mzmer of speech but a vital part of the theory
Dy T st L I
The "potnt” at which he shows thav
. . osin 2x
3511 X T Taea s
2 -

does not comverge i3 a moving potnt x = (l/n) wharz o -+ = .
The fact that the sequance dosgs not comverge at thats moving
point is in fact what later came to bz known as iae Gibos—
phenomenon and the corresponding conditioz#amely that & £_{x)

15 untformly comvergent in I If for all (xn) tn I the corrzs-—

ponding remainders

rn(zn) tand to zerq)oan b2 shown to bz egqui-

valent to Waizrstrassian uniform convergence. But then "azvery-

whare’ in Ceuchy’s thzorem dozs not mean "at all points,

whether standard or non standard” cs Robinson would have ti,

but "at all standard and at all Cauchy-wise moving points’.

So Cauchy's contimuum 15 a rather "dynamic’ cnz’. LakaAos

[1878], p.156

En fin de compte, Robinson et Lakatos, meltant an causa non pas
la conception de fonction de Cauchy, mais sa conception de L'ansemble
das riels (qui n'Ztalent pas ancove censtruits). Om peut raisomnablement
penser gque c¢'est la conjugaison de ces deux conceptions ancore confusas

qui fout "obstacle” (au sens

de Bachelard) 2 la mis
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cioms d'uniformitd
2%y ¥ourguol Ceuchy donne-t-1l une dfmonstration 4o thdorime 7

i effat om peut rappsler qu'il Ztaic habltuel 3 cetts Zpoqus 4'ap—

cipes de calculs supdrisurs' de L'#yuiliar (1786), on trouve L'énoucd de
ce primcipe : "si une quantitE variable susceptible de limite jouit d'ume
certaine propriétd, sa limite jouit de la méme propridcd”. Las zmalystes

+

svaient codtume d'admettre um certain nombre de rdsultats gqui leur permet-
talent de progresser, par exe@pls

Zn 1817 Bolzano introduit le critZre de Cauchy pour les siries, il
en admet la réciprogue, et da cette rdciproque il d&duit : "tout ansembls
majoré de nombre admet ume borme supdrieure™. (Il s'azgit des oombras riels

dont l'existence est implicite).

Zn 1821 Cauchy utilise, sans dSmonstration, les passagas 2 la limie

m

dans las inggalitis.

Ceci rappeld, on peut faire quelques conjecturas sur les Taisons qui

ont poussé Cauchy 2 doumer umne d8mounstration du théor3me sur la continulté

- Cauchy enseignait, il 2nomgaic donc ses résultcats devant des grudiants,

et il avait 3 coeur de prouver ce qui, pour les mathdmaticiens de 1'Zpoque,

allait de soil.

~ Cauchy venait de mettre au point des outils sophlstiqués :

Continuité et convergzence, il &tait lmportant pour lul de montrer leur

- p— L - . s k] .
puissance. Il nous semble d'ailleurs que son but &taitc de montrar que
le nouvezu cadre théorique qu’il difinissaic, lul permettaic de redémonter

les ré@sultats d'Euler, et domc qu'il &tait efficace.

- Plus particulidrzment, son cours da 1821 d

la constructiocn et 1'dtude des propridtds des fonctions transcand

Z13mentaires, ot il se sert explicitement du thfordme sur la conpzinuli®,
pOUT Drouvar gque
Is i ""I "
(1+z)7 = 1 + o +‘(7; A

z




i+ une communication orals & l7AcadZmie des Sciences

Zponce la résultat suivant

"1a sdrie cos x - 1/3 cos 3x + 1/5 cos 5x -~ 1/7 cos 7x + ...

‘converge vers une fonction limire qui

appartient & une ligne qui ... est

et 8gale 3 la dami-circonffrence. Las paraliélles sont placdes alternazi-

vement au-dessus et au-dessous da l'axe & la distance /4, et joilmtes par
1

des perpendiculaires qui font slles-mmes partie de la

Des historiens comme Lakatos, dans”Proofs et refutaticns” se possut
la question de savoir si Cauchy &tait vraiment en mesurs de reconnaicre
la série de Fourier comme un contra—esxemple 3 son théor3me sur la continui-

£é. On peut effectivement se le demander quand om salt que Fouriar dicrivait

comme Eteznt le zraphe de la

limite. Ce dessin m'ast bien entendu pas le graphe ¢'ume fonctionm, mails

il est trompeur, car il parait continu en un sems naif {c'ast 3 dire au
sens d'Euler : "qui peut 8tre tracd d'un seul trait”.} Il faut domc pour
l'analyser une comcepticn tr3s pricise et trds juste de c2 gu'est une fonc-
tion et de ce qu'est la continuité. Cauchy avait certes dés 1821 ume con-
ception assaz fine, mais lorsqu'il parle de founction, 11 a vralsemblable-
ment toujours dans 1'id8e ce gue nous appelons les fonctions znalytigues

(c'est 3 dire les fonctioms continues zu sens d'Euler) et la fonctien

!

ca =

fur

limite de Fourier peut paraltre, dams un premier tamps, apparcenilr

o =

(1

b

‘i* ‘ . - -
classep I1 ast donc pessible qu'an 1821 Cauchy n'ait pas accord@ suflisam-
ment d'attention & la série de Fourier, pour y reconnalire un coutre &x-

emple & son théerdma. La questlon rssce cuverte.

Cette deuxidme 8tape est carzctdrisds par la falt que dans la com-

* Fourler publie ses risu
chaleur'. __ ~ -
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sk bisce cawsiever L3 mmaiwm .




da at il donne un contra-exzmple (anzlogue i cslul de Fourier)
" o+l Moo 3
sin x - sin 2x/2 + ... + (-1) sinm ax/n + qui est 8zala 3
w/2 st o€ x<vw et &o sl x=7. Il zjoute en plus "on falt touts e3pice

d'opdrations sur les sdries infiniss, comme si elles &taient finies ; mais
est—ce permis ? Jamais de la vie. OU cela est-~il dézonczé quas l'on obtient
i'une série infinis su premant la d&rivée de chaque terme 7 11

T

cela n'est pas axact, par axemple

- sin 2x/2 + sin 3xz/3 + ..., en prenant les dérivées

w
iy
3%
H
n
[
i3
o

it

on a : /2 cos ¥ - cos 2x + cos 3x — ... REsultat absolument faux car

cetta sériaz est divergents I',

Abel skst posd le probléme de lz continuité des siries de foactions,

mais plutdt que d'essaver de trouver des conditicms trd3s générales de va-
- = =

wr

11éité du théordme Znoncd par Cauchy, 11 s'est placg dans le cadre plus
restreint des sdries entidres (qui &talent d'ailleurs, rappelons le, les
séries qui &taient visées par Cauchy) ; le théor@me est vrai dans le cadre,
mais la démonstration qu'en donne Abel comports exactament la méme srrsur
gue celle de Cauchy. Il ucilise implicitement la convergsance uniforme.

Cependant on peut constater qu'Abel reconnait les mérites des concepts de

limite et de continuité introduits par Cauchy en les utilisant lui-zéme.

Les fondements de son tfavail n'étant pas remis sn cause, oun paut
penser que Cauchy va =ssayer de rectifier son théorZme. La fait qu'il domne
en 1826 une preuve de la convergence de certaines s&ries inmtrodultes par
Fouriar permet peut Btre d'itayer cetts hypothlse. Sa dEmomstration est
d'ailleurs fausse, car il utilise le fait que deux s@ries 2 termes quel-

conques soni de méme naturs si leurs

rt

ermes zdndraux sont Equivalents.
>

1

or
o9

Cette erreur Znoncée par Dirichlat , par contre, bien que Dirichlet

es
démontre que des séries de fonctions continues convergent vers des fonc—

e
[t

tions discontinuss, il ne mentionne pas que cela implique que le théordme

de Cauchy est faux.

a I s . - Ly = - s ops o= -
2%} Premidras tantarives de rectification du théorsme.

Fourisr avait dBmontr
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convsergencs des sérias de Fo

voisinage des points de discouncinuiti,

ces points la convargence ast trds lente ; Seide

3

=

cherche dans 12z méme dirscticn, =t Ll arrive 1

nfi

convergent "infiniment lantement”. Seidel ec Sto

k]

sEries ne sont pas 3 comvergencs infiniment lent
Cauchy est vrail. Sto kes en montre lz rEciproque
o
. ., » X iei ot
un ccntra—exemple : & — = . La défznition que
convergence infiniment lente lorsque x tend vers
“On dirait que la comvergance devient infiniment
nombre de tarmes gu'on doit prendre de fagon que
gés soit en valeur absolue plus petite qu'ume qu

peut prendre aussi petite que l'om veult, 2 croit

dans la d@monscration de Cauchy ; mals les d&fin

propesées ne sont pas assez op&ratoires pour permettra

et leur découverte ast passée compl3fement imape

3% Rectification par Cauchy lui-meme.

Cauchy, sn 1853, pour corriger son thiorim
nition opératoire de la comnvergence uniforme. T1
que le thiordme qu'il aveit &noncd en 1821, c'=s

. .3 .
domnait "lieud¥quelques sxceptions”

-

1 dix
2 conclusion gque ces séries
kes dZmontrent que si las
2, alors le thioreme de

, alors que Seidel en donne

Stockes domne de catie

la

.
.

sulvante
n, Ztant le
s des tarmes négli-

antitZ e dounée gqu'on

indéfiniment, lorsgue X
itions gu'ils ont aloxs
des calculs aisis,

reue & lsur Zpoques.

e, donne la premi&re d&fi-
fair d'abord remarquer

t 2 dire 32 ans auparavant,

s, il zjoute alors "i1 ast facile de
voir comment on dolit modifier 1'Zmoncd du théorZme, pour qu'il n'y ait plus
lieu 3 aucume excaption’.

Cauchy se domne une sirie de terme général S il &crit
S, T Uy U T Uy, T est le reste de la série lorsqu’elle est
convargenta. s sn = U + . + Loy (1), et il Zrnonce
"Comcevons, maintenant, qu'en attribuant & 0 une valeur sufflsamment
grande, ou puisse readre, pour coute las valeurs de X COmpPrlses 2nire
las limitas domnZes, la module de 1'expression (1}, quel gque soit a’ o,

* DEfini

i

par Cratham—Guinness.




-

n
voudra”. On reconnait Znoncd ici le crit3ra de Cauchy uniforme, mals Cauvcay
ne Lui donne pas de nom spécifique, et il donmme, aprés L'avolr d3amontré la
T "gi las différents termes de la sdrisz u_, u,, ... U_, U_ ;s -
o] 1 o’ o+
sont des fonctions de la variable x, continues, par rapport & c=ite
variabla entre des limites donndes ; si, d'zilleurs, la somme u_+ u .4 *

... +u ., devient toujours infiniment petite pour des vzleurs infiniment
n

erz comvargsants et la somme

H
™
s
a8
[y
w
P
]
W
[
4]

nciars o 2t a' > n, la sdtie
& la séris sera, sntre lasvlimites donnédes, fonctiom concinue{ da la
variable x'. Cauchy n'a pas trouvd ndcessaires de caractiriser par ud oom
cette sorte de convergence*, cela tendrait & mous fairs penser que La

o i . N — 1
propriétcé supiuu(x) oL+ u& (x)| <€ nu'est pas, pour Cauchy, une
X

propridtd de l'ensemble des fonctions U mais uns propriétd das valeurs

{33

prises par les u_. Il sembls que Cauchy ne puisse pas encore aveir 1'idéE

d'érendre lz motion de convergence des suites de nombres aux suites de

[}

fonetions : en effat, sa notion des fonctions est trds liZe & lsurs expras-—

3

sions algdbriques et dome une fonctien rests, pour lui, un nombre £(x)

(meme si celui-ci varie lorsque x dicrit 1'ensemble de ddfinicion), il

ne s'asit pour lul que de convergesnce de sultes de nombres, mBpe s'il est
contraint de rajouter des conditiocns "qui portent sur l'ensemble des valsurs
prises par les fonctioms dams um intervalle. Il n'a dlailleurs pas 1'id&sa
de revoir les autres théor2mes qu'il = é&noncés, en tenant compte de la

articulier, 11 zffirme

7

condition qu'il a trouvé pour la continuité. En

o

-

que si les

sont continues sur [a,b] et convergent vers £ continue alars

b b ;
= [ fn(x)dx = { = fn(x)d (1), sans ajoutsr de condition sur laz conver—
a

= 2 S = -~ : 4 = =
gence des Lo Stokes wépits cetita erreur, =2f Rlenmpaunn, lui-mEme, Enonce l=

théor3me faux dams un cours

=

né€dit (rédigé par Hankal) sur la''théorie des
fouctions complexes”. Cela n'est pas tellement &tonnant parce qu'on sait
bien que la convergence uniforme est suffisante pour Stabliz (1) mais
qu'elle est loin d'8trzs ndcessairs : e s
ment habituels % 1'3poque de Cauchy, 1'8galicd (I
v ait nécessairement convergencea unlforme en effet pour exhiber une série
(fn) de fonctions numérigues comvergsanivers une Ifonction f

e vErifianc pas (1), on va chercher une s8ris talls qus Z f conver

uniformémens sur fous Les compacts de Ja,b, et telle qus




T

-1 8

1t

(=)
Z-fn(x)dx > 6 et

La concept de convargence uniforme est aé, mail
& H
pris toute son importance, il n'a méme pas de nom ;

n'ont pas encore pris consclence du fait qu'il s'agit

éssentiellement

TEQISIEME ETAPE 1853-1861.

Gudermann

certaines séries dams un de ges cours & Munstar ; il voulait spécifie

sur Cout compact de

avalt introduit

-ne =2
a -2

H]

{

fn(x)

e

-X
=] . L.
+ = aest une foncti
[+ °

par comsdquent (1) =n'as

x

ce qu'll appelait convergence uniform

on strictement posgitivs

t pas vErifid.

d’une comvergencs

diffirente de la convergeance pcinz par point.

de

]

arw

3]

]

13 que cette convergence &tait indépendante de certains param@tres.

Welerstrass e €3 178leve de Gudermann 2 Munster, et

8tcmnant qu'en 1841, dans un article publié en 18%¢%,

entizfres qui

japrass

nombre positif 3, on peut enlever de la s8ris un nombre
facon que l= rests de la sdrie, pour tous les x dens le domaine

gence, solt plus petite en valeur absolue que §", Cet

publig& avant 18%4,
1861 (cours ridigs

idées de Welexstrass sur la
- 11 commence par paser

s8ris de

il n'a aucune influence ;

Yconverzent uniformément’, c'est i dirs

par Schwartz) qu'on trouve pour la

.. b v
convargencse unlicorme

lz question €2 savoir

fonction continues convergent vers une fonction

troduit zlors 1z notlon de comvergence uniforme 3 1

Cauchy uniforme.

gt c'ast

il n'est donc pas
il parle de s3ries
1 LN
guelque soit un

£3

fimi termes de

.
I

de conver-

dans son

remidra

quelle condition une

continue. Il in-

‘aide

~ Il domme la démcnstration du thfordme sux la continuité en "'dEcou-
pant les £ an 3", exaccement comme on le fait actuellement dans les cours
] ok
da DEUG
*  FExample fourni par J.L.Ovaerc
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~ Pour c¢z qul esf du thfordme sur 1l'incdgrabilicé de la scame d'un

série de fonctioms intdgrzbles, nous zvons le tZmoignage ds Helnme qui 3crit

que Weisrstrass 2st l2 prazmier % avolr dZmontré que la somme d'une
t

e
z £ (x)dx = j Z £ (x)dx sl sa couvergence est uniforme .

QIETRIEME ETRERPE 1861-1906.

11 s'est passé quarante ans entrs l2 moment ou Cauchy Znonce un

théordme faux =t celul ol Weierstrass &Enonce et démontre da facom trids

3

e
moderne les théor3mes 1i8s & la coanvergence uriforme. IL semb '
t

(1]

et

a qu

1'8poque de Cauchy, 11 &tait difficile aux mathématiciens, d'envisager

0%

tne fonction f indZpendamment de son 8criture axplicits, c¢'est & dire

1 . .
de £(x) {(par exemple ———ou 1l - x + %% + ...) : la seule limite envi-
e L q:

sageable &tait donc £ = lim fn si et seulementc si pour teout x f(x} =
lim fn(x). EZnsuite, petit & petit, les fonctions commencant 3 &tre
manipulées comme des cbjats mat

r
sans fairs v8fé€rence explicitement 3 leur expression algébriqus ou 4

i

c
leur comportament (variariops, limites, etc...}. On peut penser gua cattsa
- ? X L

Py

évolution s’est faizs grice au développement de deux secteurs des mathim

i)

ques : d'unme part le calcul des variationms, d'autre part la thiorie das

ensembles.

Le czlcul das variacions est &tudif di3s la d2bur du [83me siZela

2
par Fuler et Lagrange. Zuler cherche ume fomction y qui rand extrimale

P - n . PP -
l'intdgrale I = F(x, v', ..., y< )) dw, il memtrs qu'elle vErifie nices-—

sairement "1'dquation d'Euler™.
Lagrangz a2 1'id8e de remplacer y{x) par y(x,t), il obtient sinsi
I(t) et 2n Ecrivant I'(g) = O, 1l retrouve l'égquation d'Euler. 4 1'dpoque

5]
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* P.Dugac rapporte cans sa monographie sur Welerstrass, qu'il z crouvé ds
propos dans “Uber trigonométrischa Reihen” de Heime. [Dug 1]




Trarant tout la LIXEmz siZcls, las analystes s inrdrassenc & l'Zcude
das Bruatioms fonctionnelles Zquations diffdrentielles, aux d&8rivEses par
py - 7 H

des solutions d'équaticns différe

ntislles commence 3 sntravoir la discinc—
tion entra proprifcds locales et propridtds globales des fonctions (cet
aspect ast mis an Evidence dans 1l'introduction de C.Gilzin au livrea

"sugustin-Louis Cauchy. Equatioms di

‘J
-ty
(1]
iy
H
i
3
Y
l_" .
m
—
i-—l
{b
w
L

Las remarquas da2

Cauchy sont améliorZes par Lipschitz dans “sur la

g

ossibilits d'intigre

H

compl3tement um syst3me donné d'3quations différentielles', publié en &7

N

en Frangais {en 1868 en Italien). C'est Picaxd qui met cas notigns bien au

-

point danms son traitd d'analyse (tome II, paru en 1893). . -

-

Weierstrass n'est peut &trs pas tr¥s comscient de dé finir avec la
convergence uniforme une convergencs dans 1'ensembls des fonctions, mals
la condition qu'il introduit pour tour x avec a < X < b, montre qu'il en-

visage unm comportement global sur [a,b].

Yers la fin du XIX3me silcle, la nécessitZ d'ume nouvelle analyse
commence 3 se faire sentir, une analyse qui traziterait les fonctions de
fonctions. D&s 1887, Volterra, zprds Ascoli et arzela, a 17id€e d'appli-
quer las concepts du calcul infinitésimal aux Meonetions de ligne" (ce
sont des T (f) ol f est ume fonction défimis sur un intervalle, donc dont
le graphe est une ligna). Il propose des notions de volsinage de lignes,
de limite de suites de lignes, et il essaye d'étendre les notioms de con-
tinuité et da dériVaBilité, il ne fait cala que dans des cas tri3s parti-
duliers, mais L'idde ast lancBe | Cet essal parait, a posteriori, bien

audacieux quand om sait que les notioms d'algdbre et de topologie, qui

[T
G
A
®

sont nécassalres clle comstruction, ne scnt pas ancore mise

[}
[
ful

place. Hadamard et L&vy continuent les travaux dz Yolterra, <2 sonl ux

qui introduisent las termes de fomeci cnaelles 2t d'a

ju]
I
i
~
I
i)
¥
* 0O
A
]
ot
ol
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!
ja]
I
i
=
[1F)

mals lsurs ddcouvartas at sans développemenc ultfrieur. L'snsesble

ast
des travaux de la fin du XIX3me se caractérise Dar un Danque d2 rdussize

{n

[
dans la géndralisation (1'Ztat des l'amalyse fonctionnells & catis Epogus
d

-
2 4L

T
m
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ressamble beaucoup & l'2ta
La théorie des ensemblie
de Dedekind sur les ensemblss de points, ¢
*Hadamard(1865—1963)
Lévy(3886*1971)

% *Dans ce domaine précis




[a %
D

B ks

c
Dzns le paragraphe 2 da son livre, Dedekind reprend la définition da

Dirichlet d'une application : "L'application f est ume loi qui 2 cout &l&-

zent déterminéd s d'un eusemble S falt corraspondre um ZlEment bisn détar-
miné £{ " fuciligd sc

s), image de s", et il montre pour la pramidre fois 1
o)

1'ioportance de considdrer les foncticans les

C'est Fréchet qui wva t8ussir la synthise des différents courauis

précéddents. Dans sa thise publifeen 19;06 et inticulée "Sur gquelques points

u
du calcul fonctiomnmel’, il va éclaicir la notion, bien pr2occupants pour

1

les analystas, de fonctiouns voisines. Pour cela, Fréchet a 1'id€e de dEfi-

nir la proximitZ d'objets abstraits, cette di&fianition pouvant easuites s'ap-

5

pliguer Z d&finir la proximicd d'obj ts particuliars (points, fomctious,

id&re un snsembls E, sur lequel ast dé-

H
(]
O

zourbes, surfaces, atc...).
finie une distance, vérifiant trois propriftids dotn joult lz distance

Euclidienne et dont Fréchet dBcouvre qu'slles sount fondamentales :

2°d{z,y) = o F x =y

It

Td(y,x)

°®pour trois &éldments qualconques x,y,z de E, dix,z) < d(x,y) + d(y,z).

d(x,y) pour tous les couples (x,¥}.

Le travail de Fréchet ast remarquable, en effef, toubss les notions impor=-

. o .. foe . 4
tantas d'analyse dans R™, telles que voisinages, limites, points d'accumu-

-

lation, compacité, comnexitd stc..., peuvant Etre transfifrés dans ces es-—
paces abstraits, qu'en langage moderne on appells "espaces métrigues’.
Cela ridsoud le problime de la prowximitd de deux fonctionms, il suffic de
d&finir des distaznces sur les ensembles de fonctioms. Mais au concraira

oo . . ¥ - -
de R ol toute les distances amigent I la zmém

it

T
w
0]
c
=
v
]
>
al
T
[43]
=
-
e
[
A
~—~ {b
[

(u,1 converge vers u sl e
L

fonctiong des distances différentes donneni des notions de comver

les fonetions contintes sont limites de leurs séries de Fourler avac la

1/2

distance d7(f,g):( %f(t)ﬂg(c)izdt) 2t pas avec la distance d(f,g)=

2 A ‘
supif(&)—g(t)i {qui ezt la distznce 1lige £ la conm Zence un rme) . Apris
%

*Distances usuelles

(issues de mormes)
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n n-‘)‘Cﬂ
Ry,
(f ) couverge uniformément vers £ sur I si et seulement si Lim 4(f ,£) = ¢
e 4= B
oft d(f_,£) = sup |£_(&)-f()}.
T el P -

D3s 1'époque ds Fréchet, on utilise de nombrausas distances sur les
ensembles de fonctions, en particulier la distance d, que nous avous cités
olus haut ; c'est l'Zcart quadratique moyem, issu des travaux de Sturm =t
Liouville. Lz mise au point des espaces topologiquas les plus généraux et
des espaces normés sont des raffimements qui a'améneat plus aucun orogrés
sur la notign de converzence uniforme stricto semsu i
par exemple, "Soit X un emsemble quelconques, ¥ un espace métrique et soit
p£ un ensemble de parties de X. D&signons par fi"" fn"" des applica-—
tions de X dans Y. On dic que les fn convergent vers £ sur tout A Euﬁ, s
pour tout A Euk, la restriction des fn i A convergent unifcrmément vers la

restriction de £ 3 A.

- si.¢£ = %, c'est la comvergence uniforme suxr X.

- siuL est l'ensemble das parties de X r&duites & un seul
point, c'ast la convergence simple.

- sio{- ast 1'znsemble des compacts da X, on obtient la com-—

vergence uniforme sur tout compact'

Avec la th3se de Fréchat, nous cernons au plus prds la noticn de
convergenca uniforme, elle parmet de décrire ume cartaine proximité dans

vn ensemble de fonciions, Las problZmes, qul ss posent dor&navant aux

Hal

expriment au mieux la proximité des fonctions selon le

En résume.

L'stude de la g3ndse hiscorique de la notion de convergence uniforme
nous a permis de repérer um certainm hiatus.
Cauchy voulait légirimer certaines opdratioms que l'on faisalt sur

a & la limite




lotion 1'a conduit 2 énomcer un thé8orime faux. Cauchy n'aval:t
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permettent I Weierstrass

t
rices Z une notion presque actuelle de la convergence uniforme.

aq

Le dermier pas est framchi lorsque Frichet iuvente la noticn d'espa

0

2

¥y

nétrique, il est alors patent que la notlon de convergence uniforme astc lie

~

3 une certaine proximitd entrs les fometioms, celle-ci Stant dEfinie par la

discance : d(f,g) = sup!f(x)-g(x)[.
) x=z1
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