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PROPOSITIONS (NON SUIVIES D'EVALUATION) POUR
L'ENSETLGNEMENT DE LA CONVERGENCE DES SUITES

NUMERIQUES EN PREMIERE ANNEE DE 1ER CYCLE

Tout le:monde, ou presque, exprime des insatisfactions, 3 des degrés divers,
quant & l'enseignement des mathématiques (3 tous les niveaux).

Un des objebtifs de la didactique des mathématiques, me semble~t-il, est d'ap-
portér aux enseignants des moyens d'aborder plus "scientifiquement” les rapports
entre enseignement et apprentissage. Pr8cisément dans cet article, je voudrais
exposer le cheminement qui m'a amende A proposer quelques sé&quences d'enseigne-
ment de la notion de convergence des suites numériques en premidre année de pre-

) (

b (DEUG 1). Avant de déerire les choix que

(2)

mier cycle universitaire S5.5.M.
j'ai faits pour &laborer ces séquences et de présenter celles-ci , je vais

résumer, en les analysant bridvement, certains Zl3ments que j'al mis en évidence

sur l'acquisition de la notiom. Par contre, je ne rappelieral ici ni le contenu

(3)

des 8tudes dont on dispose sur l'&laboration historique de la notion , ni les

- . . . 4
résultats sur son enselgnement actuel gue F. Boschet a cbtenu par son &tude (4)
des manuels, des ccurs, des exerciceg, etc ..., ni les résultats généraux de

didactique des mathématiques sur les rapports entre enseignement et apprentis-

(5

sage ou sur l'ingenierie didactique

(1) Sciences et Structure de la Matiére.

{2) L'élaboration "concréte” a été faite en collaboratiom avec F. Boschet.
(3) C£. M.C. Bour [i] , Cornu [!},[2],

(4) Cf. F. Boschet [ 1]

(5) Cf. Ravue "Recherches en didactique des mathématiques'", Vol. I & II.

Editions 'Lz Pensée Sauvage'.



I. Eléments sur 1'acquisition de la notion.

(1

J'ai zp effet repérd, dans une &tude préalable , des régularités sur 1'ac-
quisition de lz notion valides par deld la diversité das enseignants et des
enseignements: érreurs fugitives, erreurs tenaces (résistant aux correctiomns),
représentations sur la convergence exprimées par ceux qui rdussissent et par
les autres. Rien n'a &té obtenu sur le rapport “individuel' enseignement—ap-—

prentissage, si ce n'est 1'indication d'une certaine variabilité&, dans les li-—

mites des régularités (statistiques) ci-dessus.

On peut résumer ces régularités de la facon suivante:

n - . - . . (2)
) Au niveau des représentations que les &tudiants exXpriment sur la conver—
gence des suites numériques, ou a relevé trois grands types :

Les représentations dynamiques (ol "converger' est décrit comme "se rapprocher

de') sont des reprdsentations en termes “d'action”.
P

(3)

Elles sont présentes dds le début de l'enseignement de la motiom , &t on peut
penser que leur apparition est favorisée par le vocabulaire oral usuel tris dy—

(4

namique ou méme par cértaines gestuelles exprassives au tableau. Ces repré-

sentations ne sont pas erronées, mais mne sont pas précises, et ne peuvent amener

4 la définition de la comvergence sans transformation. En particulier,si on essaie
I "

de formaliser une représentaticn dynamique du type u, o se rapproche de ¥ ", on

peut arriver par exemple & une premidre transformation du type “1'Gcart entre

(1) CE. A. Robert [1],[2],[3].

(2) En réponse 3 la question "Comment expliqueriez~vous ce qu'est une suite
convergente & un &ldve de 14-15 ans 7".

(3) Cf. chez les enfants "'la droite qul va de 0 3 A " est une formulation apnté-
rieure & "la droite OA", in Thaése C. Laborde [1].

(4) Cf. F. Boschet [1].




u et § diminue“, ce qui n'est pas encore formalisable directement. D'autres
rvanzformations pourralent Etre dangereuses & cause de l'introduction d'une
idée de monotonie qui n'est pas nécessairement présente initialement, ainsi
"1'écart entre a et 2 décroit (vers 0)". Cependant, l'expérience montre
qu'aucune de ces transformations visant 34 la formalisation ou au moins & une
formulation plus précise ne vient & 1'id3e des &tudiants.

On peut encore souligner gue ce sont les feprésentations dynamiques (et mono-
tones) qui sont apparues, historiquement, dans les premiéres descriptions écri-

¢

tes de la convergence (des séries —~ cf. d'Alembert in Bour [ 1]).

Les représentations statiques, au contraire, sont des formulations en langue

(B

naturelle de la d&finition formalis@e de la convergence d¢’'une suite , formu-

lations toujours géométriques, plus ou moins &loign€es de la formalisation du
type "Tout intervalle autour de la limite contient tous les u sanf un nombre

fini”.

Enfin, om a trouvé, en DEUG, un certain nombre de repré&sentations erronéas parce-—

iy

que trop partielles -représentations monotones ol 'converger’ est assimilé
"Stre monotone bHornée’, ou archalques oG le mot limite est interprtZ avec son
sens francais de barridre ...

. . ) . convergentes
11 est clair que ces représentations ne sont pas fausses -1l y a des sultfes moéno-
tones borndes, stationnaires, etc ... ; en fait, ces modé&les trop partiels ne
doivent pas &tre rejetés mais englobé&s dans une conception plus exacte. On peut
faire des hypoth&ses sur l'origine de ces représentatiocns: tout se passs comme

si toutes ces conceptions &talent issues de 1'expérience des suites convergentes

qu'ont les &l3ves; or, dans ce domaine, il est difficile de parler d'exzpérience

(1} Par exemple, si £ est la limite de la suite (un) s ¥Ye>0, 4n

Yo >u iunnszi <e



"fausse™, 1l peut seulement n'y avoir pas d'expérience du tout (alors on va
adeprer le sens frangais du mot "limite™) ou des expériences insuffisantes

(suites monotomes exclusivement p.e.).

2) 11 s'avére qﬁe ce sont les étudi#nts qul ont exprimé une représentation sta-
tigue (associde ou non i une représentation dymamique) qui ont réalisé les
meilleures performances, et ceci quelles que soilent les t3ches sur la conver-
gence 3 effectuer, que ces tAches mobilisent ou non l'usage de la définition

en ks,N) . Les &tudiants qui n'expriment gqu'une représentation dynamique, qui
n'ont donc pas remplacd leur moddle initial (“spontan&"™) par un mod&le plus éla=-
boré ne sont pas discriminés par leur conception (il y en a autant de "bons"

que de "mauvais™). Par contre, ceux qui ont gardé un moddle monotome ou archai-

que réalisent de mauvaises performances.

3) Wous avons rencontré un certain nombre d'erreurs du type "la fin justifie

ies moyensg” (. qui nous semblent "fugiltives" (c'est-d~dire qui disparaissent
petit 3 petit aprés 1esrcorrections). Nous n'avons pu vérifier complétement ce
caractére fugitif, wvu le carcatdre gynchronique de notre &tude.

I1 s'agit des transformations ou tronquages de théorémes ou définitions réali-
sées sous une pression conjoncturelle -le méme théorédme pouvant figurer sous

deux "versions" différentes dans deux exercices, pour un méme &l8ve—, ainsi

¢ans le critére de Cauchy, on fait intervenir {u

- u ) , on oublie le
n+i n

(1) Sculignons que les types d'erreurs que nous allons décrire ne sont pas dis-
joints, ainsi, un &tudiant interrogé sur pourquoi il avait dcrit

u = u au cours d'une démomnstration {erreur de type 5}, m'a dit

¥} 20 * Ll2n+1

Tt 11

mais, c'est parce que ¢a m'arrange !V.



prEsupDRsé d'existence des limites dans les théorsmes algébriques, ou encoze

P

on intervertit 1'hypothése et la conclusion dans le théorsme des sultes ex~

traites, etc ...

4) 11 est par contre un Lype d'erreurs qui nous semble beaucoup plus tenace,
c'est 1l'oubli du caractdre variable de ©» . Nous voulons pour prauve de cette
ténacitd le fait que,méme en mattrise,on retrouve Ce genre d'erreurs, dans le

cas plus complexe, i1 est vrai, od il y a deux occurrences de n comme dans
+

n

s . 0 o . . s ~

u (traité comme U ou u suivant les cas avec 1 fixé momentanément
0

sventuellement). En DEUG, mous aveons relevé cet oubli dans des eTTeurs type

"raconnaissance des formes" comme celle-ci : On rencontre la formule

Y >0 E ¥ o >N lu --%i‘< g

n
et on géduit lim uo- % , en s'inspirant d'un décalque de la forme de ia dé&-
finition en {¢,N) dans lequel on ne tient pas compte des signifiés formali-
ség ici : ces erreurs Ont 1'air de correspondre, momentanément en tout cas, a
une perte de seuns.
11 en est de méme de celle-ci, ol la suite (nun) a pour limite 1 =

lim (pu ) =n limu_ =17 limu_ = L .

n n n n

On retrouve d'ailleurs ce type d'erreurs au moment de 1'étude de la convergence
uniforme des suites de fonctions (DEUG I1I1}. La collégue (0 qui fait cette
dtude m'a communiqué par exemple l'erreur suivante, qu'elle a releved (dans un

probléme) chez plus de 3/4 des étudiants d'une section de DEUG II préparant

plus spécialement aux dtudes math&matiques : on avait une suite de fonetions

n x

n3x+1

fn(x) = ; les étudiants ont Gcrit "cette suite converge Vers 0 sur

(i) J. Robinet - communication privée.




Or a le méme oubli dans des erreurs moins importantes pour le déroulement de

Lz démonstration (que j'ail appelé "muettes” pour cette raison), mais tout aussi

symptomatiques, comme celle-ci

£
"On pose g’ ==-,,. "

Les interprétations de ce type d'erreurs en seuls termes logiques nous semblent

insuffisantes, dans la mesure ol chez la plupart des étudiants la variable =a

113 it

est mutifide par un "“n-ooe (symbolique ?) placé en dessous du lim.

Cependant, il est certain que la "variable x " est mieux identifide comme
(1)

telle que la variable = , Mals, 4 mom sens, sans que cela soit seulement

4G, encore une fois, aux écritures des enseignants et des manuels.

5) Il est des erreurs vraisemblablement plus caractéristiques de l'analyse

que de la seule convergence des suites numériques, comme le recours (mal adap~-

. . ) (2
té) systé@matique 3 des procédures de type algébrique ou algorithmique ° ).

Cela pose le probléme de travail sur une notion isolée comme celle qui nous
intéresse ici : il est trés vraisemblable que seul un travail sur tout le

champ conceptuel concerné réussisse & "changer” les réflexes des dtudiants.

6) Wous n'avons que rarement rencontré des erreurs témoignant directement de

lacunes antérieures. Cependant, un travail sur les prérequis supposés des &tu-

(3)

diants en premidre année de DEUG confirme que si les connaissances qu'on

leur suppose sur R (calculs sur les décimaux, valeur absolue, ordre sans

(1) J'21 posé & un certain nombre d'&tudiants 1'exercice lim x £(x) =1 et la
X 7=
répartition a &€té€ meilleure que pour limn u =1 .
n
(2) De nombreux auteurs ont &tudisd et souligné ce fait comme (Glaeser, Barra et

le groupe '"causes d'échecs et d'erreurs en analyse", etc ...

(3) Cf. prétest, Annexe [1].



otion de borme supdrieure) et sur les fonctions &lémentaires sont en général
effectivemant en place, par contre, on note de grandes inégalités sur leur
capacité technique de formalisation. J'avais &labord, pour 8tudier les acquis
des &tudiants en début de premidre angée de DEUG, un prétest. Sur les premiers
dépouillements qui ne concerment que deux groupes de TD {mais od le prétest a
&té proposé plus de 3 mois aprds le début des ecours), on peut confirmer un cer-
tain némbrerde ces difficultés 3 formaliser.
Par exemple,.é la question suivante, pour se limiter & un cas trés simple :
'
"Formaliser la phrase: &tant donné une suite (un) , tout intervalle de
n €N
® de centre O contient un &l8ment de la suite’, ceux qui abordent la ques-
tion (c'est-3-dire au mieux la moitié des effectifs) &crivent, pour tout inter-—
valle . [~ 2,2l ou bien ..; Ju, u€[-2,al, ou bien ... 31%1, u € [ -a,a] ,
ot enfin (seulement dans ua des groupes) 3m , a € [~a,al .
11 y a 14 une identification de la variable sur laquelle porte le quantifica-
teur qui pourrait, &ventuellement, faire l'objet d'une intervention spécifique
de 1'enseignant.
De méme, 2 la gquestion : "Trouver A = {x; Ve >0 x| <g}' , sur les 24
copies d'un des groupes, je n'al trouvd que une rdponse correcte; de plus, lors—
qu'on remplace dans la question ¢ par _lE , les résultats sont 3 peine meil-
10
leur (4 rdponses corractes sur les 18 copies de 1'autre groupe). Ceci peut sug-
gérer qu'un certain travail pourrait 8tre fait de manidre & ce que les gtudiants
arrivent i attacher un signifié & cer "g" qu’'ils manipulent de toutes fagons !
Le méme prétest confirme aussi la difficult& pour les gtudiants & dommer un
sens. 3 des "phrases" formalisées, méme trés simples, et en particulier 3 attri-
buer & 1'ordre d'écriture des quantificateurs son importance. Ainsi, sur les
10 réponses (obtenues sur 18 copies) aux questions suivantes :

"Soient f£,, £ f3 trois fonctioms de R dans R . Traduire graphiquement

P



les propri&té&s suivantes a) Yi (1<i<3,3a (a€ R) fi(a)=1 ,
¢) Ya (@€ RrR), d3i (1<i<3) £, (a)=1 " .

huit comnsistent & &crire que a) et ¢) sont les mémes et i dessiner :

Par contre les questions “b) F i (1<i<3), Ya {a € R) fi(a)=1 R

d) ¥Ya (a@€R), di (1<i<3) fi(a)=§ "
sont moins abordées (8 réponses) mais toujours distinguées.
On peut supposer tout de méme que 1'apprentissage de l'usage de la formalisa—
tion en toute comnaissance de sens va progresser au moment méme de 1"apprentis-
sage de la convergence des suites; on peut aussi se demander si un seuil minimum

initial (technique) n'est pas nécessaire. Un travail préliminaire peut d'ail-
q P 2 P

leurs avoir lieu au cours du prétest cité plus haut.

IT. Hypothéses sur le rapport enseignement-apprentissage de la convergencea

des suites.

Ainsi, il y a finalement deux &1&ments, plus ou moins spécifiques de la notion
visée, sur lesquels on aurait envié d'agir, toutes choses &gales par ailleurs
(dans un premier temps du moiné): les représentations d'une part et la prise en
compte du caractére variable de n d'autre part.

Dans la mesure ol ce dernier facteur est 1i& 3 une prise en compte du sens de
la notion de convergence, je me suls attachBe 3 me poser d'abord la question

de la bonne transmission du sens de la notion, avant celle de sa formalisation.




J'ai fair 1"hypoth&se didactique qu’une maniére de restituer son sens 3 la
notion était d'en mettre en place une "boune' représentation. Il y a bien 13
une intervention spécifique Z avoir puisque nous avons vu justement que cette

bonne treprésentation n'enrichir pas nécessairement chez tous les étudiants leur

(13

conception initiale, dans 1l'enseignement actuel

(1

Je me suis donc fix& comme objectif d'enseignement

) (2)

d'8laborer des séquences
permettant la mise en place (rapide d'une représentation statique en plus

de la représentation dynamique initiale. Nous avons remarqué que la représenta-—
tion statique peut &tre envisagde comme associde i une tréduction en image de la

(3

définition en (e,N) . Il en résulte qu'ume premiére tentative , pour attein-
dre mon but, a &té de chercher des problémes {situation-probléme) dont la réso-
lution passe nécessairement par l'usage de la dé&finirion et qu'on proposerait
(avang.le cours correspondant) aux dtudiants, cesg problémes devant pouveir Etre
abordés avec les acquis antérieurs. Malheureusement, les problZmes & notre dis-
position pour ce faire sont peu nombreux et beaucoup trop techniques pour &tra
proposés d'embl&e aux &tudiants. Je pemse au lemme de l'escalier, au lemme de

Cesaro, ete ... Nous devions donc renoncer au schéma traditionnel. Nous 1'avons

remplacé par le schéma "paralléle’ suilvant :
1% P P

Nous appuyant sur une représentation initiale dynamique explicitée (avant tout
cours sur la convergence des suites), ol "converger” est interprété momentané-

ment comme ''se rapprocher de', nous faisons d'abord agir pour faire constater

(1) En DEUG.

(2) Tot.

(3) Par analogie avec ce qui a Eté fait avec succés dans le primaire, par exem—
ple, ol pour introduire un nouveau concept, on fait travailler les &léves
sur un probldme ouvert, qu'ils peuvent aborder nZanmoins, et gqui les amdne &

retrouver, dans son fonctionnement, une partie du concept visé.




1a coincidence entre la convergence en ce sens et le fait pour une suite

P

1) . c sz . . . e
Y }a propriété suivante : il existe un nombre £ tel que la diffé-

dlavoiy
rence entre u et ¢ peut 8tre rendue plus petite qu'un nombre donné i
1'avance.

(@

Autrement dit, nous introduisons une formulation "numérique’ de la défini-
tion en {e,N); nous avons choisi,pour ce faire ces constats, le cadre des re-
présentations graphiques qui nous semble aussi trés propice i faire exprimet
une représentation dynamique. Nous donnons ensuite une situation notée § ol
cetté représantation permet de deviner le résultat, mais ne permet pas de le
démontrer au sens habituel, dans la mesure ol il manque une définition de la
convergence et cii la représentation dynamique n'est pas formalisable par les
étudigpts {cf. supra). C'est i ce moment 13 que nous introduisoms magistrale-
ment (c'est l'enseignant qui le fait) la définition dans sa version formalisée
avec reprise de la formulation "numdrique" et introduction de la formulation
géométrique (en termes d'intervalles); ceci doit &tre accompagné de longs com—
mentaires et dialogues avec la classe sur la signification des symboles et les

(3

multiples jeux de traduction et deit intégrer la correction de ce qui pré=
cdde. Cette sdance, type séance d'exercices (T.D), précé&de le cours complet sur
les suites (servant d'inmstitutionmalisation). Nous continuons ensuite 2n séances

d'exercices en renforcant le fragile acquis (?) par un probléme du méme type que

. . - nous ; -
la situatiom (8) . Cela &tant, nous appuyons aussi sur les hypothises complemen-

(1) Sams que cette propriété soit démontrée, simplement par coustat.

(2) O le futur "e¢" a son statut concret initial de nombre trés petit (négli-
geable), (Cf. J.L. Verley qui m'a &clair sur ce point d'histoire).

(3) A ce sujet, un travail est effectué en ce moment par Mme Boschet pour pré-
ciser, en particulier, quel peut 8tre le r8le de la formalisation dans 1"ap~-

prentissage de la notion.




taires (non disjonctives) suivantes, qui ne sont pius spécifiques de la notiom
visée> mais qul peuvent s'y adapter .

D'abord 1'id8e qu' "il faut prévenir pour guérir" en proposant dés la premiére
séquence un exercice destiné i enlever le caractére monotone &ventuellement at-
‘tach& aux représentations dynamiques-initiales —~avec 1'intention de pouvoir v
faire réfdrence, le cas &ch@ant, lors de la production ultérieure de cette er-
reur. De méme, d&s la deuxi3me séance, on demande d'exhiber un produit conver-
(1
(2)

gent d'une suite divergente et d'ume suite convergente
Ensuite, 1'id8e de préparer quelques exercices complexes par des exercices
simples, posés avant, et "faisant partie" de la ré€solution des premiers. Mais,
attention, ce n'est pas le concept que l'én gimplifie -il est présent & part
entidre dans les exercices simples— mais seulement le nombre d'opérations de
pensée"é effectuer pour arriver é.la solutiom.

Enfin, 1'idée que pour déstabiliser, puis supprimer, une "connaissance" erronée”
plus résistante (obstacle ?), il peut 8tre plus efficace de faire fonctiomner

un "conflit socio—cognitif" 3 entre éléves que de corriger toujours soi-méme.
Ces conflits sont favoris&s, me semble-t-il, par des énoncég ouverts: j'ai choisi
des exercices du tvoe "wrai ou faux'' qui sont i résoudre par groupe de deux

(une seule rédactiom par groupé Etant explicitement attendue). En particulier,
nous faisons intervenir ce type d'exercices pour chasser le monotone™ du dyna-
mique, pour la prise de conscience de 1l'insuffisance de la représentation dyna-

migue pour ce qui est de démontrer,et pour prévenir l'oubli des présupposés

d'existence de limites dans les th&orémes algébriques.

(1) Contre—exemple destiné 3 prévenir de l'erreur sur l'oubli des présupposés
d'existence de limites dans les théorémes algébriques.
{2) En lL'occurrence, le lemme de Cesaro.

(3) CEf. Doise et Mugny [1].



III. Ingenierie didactique (&laboration des s&quences) et séquences.

Les. deux sBquences que j'al Elabordes 3 partir de c¢es hypothéses {(la premiére

devant avoir lieu avanc le cours et la seconde aprds) n'ont aucune prétention
i une quelconque "unicité"; elles ne sont pas les seules 3 répondre aux objec-
tifs que nous nous sommes fixds (i); mais nous faisons l'hypoth@se importante
qu'elles mettent effectivement en ceuvre, et de facon essentielle, les hypo-
théses précédentes. De plus, ces séquences ne sont compldtes que si elles sont
accogpagnées de l'intervention de l'emseignant (3 la fin de la premidre) sur
ia définition., C'est pourquoi j'al joint upe "feuille d'indications', destinée
aux enseilgnants, qui fait partie de la séquence autant que les exercices eux-—
mémes. Voicl ces deux séquences, la deuxidme nécessitant i 1'évidence plusieurs
séances de deux heures, et la premiére étant.prévue pour durer -intervention
magistrale comprise- deux heures; rappelons enfin que lors de cette séance, les

tudiants sont impérativement supposés travailler par groupe de deux, comme

1'indique le "mode d'emploi".

(1) Ainsi, les 10 premiéres suites & dessiner ont &té choisies parmi les suites
convergentes (resp. divergentes) de divers types, sans autre objectif que

de couvrir une bonne partie des cas possibles.



SEQUENCE nsd
[avantla cours)

I.Représenter

n-25

K
kg
o
o

niacuement la

S
nelle sur l'axe des ordonnées:uns unisd = 2em. )

. - A
Lora o= Troa (2
2. 1 = ( l}ﬂ
n
/
3, u =-icos 3. un—ff

Tt

“n
Attention,sur lss calculettas, n en radian!

4, 1 = CQ&P
n
3. U, = f,?,—21u3=3yu4=~L,un“2 oour tout n > 3.
5. 4 A} T (2chelle sur 1l'axe des ordonnées:une unité = 10cm.)
L +
7. a_ = ces nl
n b
8., u, = sini;. (8chelle sur l'axe des cordonnges:une unité=10cm.)
‘ =
AfTention,sur les calculettes n an radian|

Q. . o= el
o

S - (n>»2)
S LATY

¥

IT.Pouvez-vous clasger css dessins? Rédigez rapidemsnt les critdres oermet-
Tant vos classsaments .
e ) . . . en e p
Lil.Jans chaque cas,pouvezr-vous ou non Lrcouver un nombre 1 2% un ==as n
tTaz en reslation

410 100

2 pertir du quel |u. - l|reste inférieure 3 4 () ;me
b 1 _
gue vous vens=2z dlobtanir avac vos classements.

trictesment posiftiva,tous ses farmaes 3onc



. Les énoncés sulvants sont-ils vrais ou faux?

- 14 - SEQUENCE ne 2
{ plusiedirs € amus )

iii) 31 une suits positive est non majorés, 2lls tend vers to=.

iv) 3i une suite a2 un nombre fini de wvalsurs,elle converge si v 32ule-

! . . B
II.Monsrerous si,2tant donnés une suite numérigue {(u_) &% 1 un nombrs
i i
- 5 o ; - . - 1 o - .
résal, ‘las nh;?$S (uan) at { oma1l’) ConvVergent vers L,alors la sulte u
convarge vars 1.
III. Que peut-on dire de (uﬂ 2) si (un} converge?
3 " sz ’ an.y"
VI. Etudier lz suite de terme général u_ = — z,b el .
0 ar+h
V. Peut-on dire gu'une sulte qul vérifis
— s
MYa.< 4, IN, ¥ad N L@VQX<a
est convergante?
VI. Construire une suite de terme gzénéral u_ = v (resp“vq+wﬁ) convar-
i La s R
gente 2t tells gue une des deux suites (vq) ou (wq) divergs.
IS P L g
VII. EZtudisr las suites de terme général u_ = Z.-f& st u = Z 4,
: n 2= M jod &
VIIZ Vrai ou faux : il existe une suite (uh) tells ﬁue
lim(u e 1] = O
w«h( n+l n)
et gul diverge.
) . . N ’r
IX a) Encadrer la suite (u ) telleque u_ = §£———1§
n - N k=1 R4
n) Que pouvez-vous en déduirs ?
Z. Que psut-on dire d'une sulte (u,) qui vérifie
lim 1o = 90
h-}#ﬂ' n
XI. Que paut-on dirs 4d'une suite {u_) gqui vérifie
- 4
lim — = A 2
R . T B
Application :etudisr la suite u_ = ’
0 4g... (3042
LW .3uites Pécurrsntes {un certain nomore) ..

Ttapglir le lemme de (dsaro avec une acplication .

Soaur tout entiser strictement positif n,on définit la fonction réelie

o n-1 2 ST o "
car @ £ _{x) = %7 3 - -
- A ) 0 s ox = %7 s x 1, poun e R
a) Ztudier les variations de la fonction £ sur B™ et montrer que T_ 2
n n -

une unique racine positive u_.

o}

c)

-
R

>

‘Montrer que la suité@qq) est majorée par 1 et croissante.
vontrar gue la sulte (uq) a une limite qul est la racine nosisive da
18
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druation 7 +«+ x =1 =0

. }_lj



= {5 =

Sk
i

ilques.

i

)
7 I1 faut 8tre muni de calculettes avec lignes trigonomé
=

REMIEZRE S3SEQUENCE
Elle est prévue AVANT toute intervention de type magistralse.
:Fairé travailler les &tudiants par zroups de 2 tour s2 parta-
éger les dessins .On peut diviser les 10 sultes sn les 5 ore-

mi3res =t las autres.

Dans la mesure du possible constituer las groupes avec des 2tu-
diants de niveau pas trés élcignés mais pas égaux!
Préciser qu'on attend des dessins séparés. Le cas 3chéant,laur dirs de

représenter entre 3 2t 10 points par suilte.

On s'attand a une resprésentation cartési

]

nne.,

Au moment du classement,effactué collactivement par chague

on voit apparafitre général eremt 2 sortes de critdres:l'allurs das

sul tes e?@eur agvantusl comportement a 1'infini.
51 ce dernier n'apparaft pas on l2 provoque en faisant explici

i
medéls dynamigque.Qdn ne fait qu'un commentaire sur ls classemsnt:on

cr

Qque convergsar peut se Tradulre a2n prem

b= T

I , - o
57met'd'acccrd sur ia fai

seules justification par groups =25% demandés
™~ -~ - i .- ol - - ™ - 3 o~ 2 - -—
vans les oons cas,ll 7 a toujours un des 2 membres du groups qul Trouve

i - — I's - A - . N 3 + i - 5 b - :
un gonirsz-eiemple (dassinée zwgne par sxemTla) 2% gul convaince la szroupe.
5 . B : 4 =1 5
o




Avant de décrire les premidres expériences qui ont 8té faites, il faut souli-

gﬁ@f qu'il vy a eu une dizlectique, qui fait partie de 1'ingénierie didacti--
que, entre le passage des sé&quences et leur mise en forme définitive (l); ca
n'est que lors du dernier passage (58me) qu'om a atteint la "stabilité", c'est-
d-dire qu’aucune modification n'est intervenue aprés 1'expérience, ni dans le
texte des séquences, ni dans les indications aux enseignants. D'autre part, la
deuxiéme séquence n'a jamais &té passée "'in extemso’ —de toutes fagons, les
séances prétiques sur les suites numériques comportent en général beaucoup plus
d'exéreices que ceux que j'al &voqués dans cette séquence; il n'était pas dans
mon intention d'@laborer entidrement une suite de s@quences couvrant tout l'en—
seignement des suites, faute d'hypothéses didactiques suffisantes, en particu~
lier sur le rapport entre 1'enseignement correspondant aux séances plus techni-
ques eL 1'apprentissage correspondant. Dans la mesure ol cela fait partie de
1'ingénierie didactique, je wvais bridvement passer en revue lLes changements in-
tervenus dans les séquences au cours des premiéres axpériences.

D'abord, ce sont les premiers essals de passages de la premiére séquence qui
m'ont amené 3 demander aux enseignants, dans leurs interventions pandant la
sdance, d'introduire systématiquement une remarque sur l'&tude des fonctioms

et 1'8tude des suites. En effet, les &tudiants dessinaient toujours leurs suites
dans un repdre (0x,0y) -méme si les indicatioms d'échelle sur l'axe Oy n'é-

(2)

taient pas données et dans leurs classements apparalssent souvent comme cri-
t3res et l'allure globale des suites et leur comportement "2 1'infini". Ils
sont encore dans le contrat "étude de fonctions", bien que certaines suites ne

solent pas apparemment des restrictiomns & W de fonctions de R dans R .

On peut leur expliquer que ce gul est visé par le texte "&tudier ume suite',

(1) Ci~jointe,

{2) Comme c¢'Btait le cas dans la premiére mouture.




c'est en général seulement sa convergence, et que dans ces conditions on peut
avoic intér8t & ne représenter qu'un axe sur lequel cn place les valeurs i.u;} ;
b . ya p . (1
ce qu on &tudie (n-»e®) , au lieu d’8tre nécessairement en dehors du graphe s
se trouve alors au milieu de ce qu'on représente.
Une autre remarque s'est impos&e, vu ce qui s'est passé lors de toutes les
passations de ces s&quences, qui a aussi trait au comtrat didactique entre les
étudiants et l'assistant, en séance de T.D. C'est que les &tudiants n’ont pas
1'habitude de travailler sur des concepts qui n'ont pas encore &té définis
“proprement”, et qu'ils ne réalisent pas toujours 1'importance dans ce cas de
1'institutionnalisation qui doit suivre immédiatement leurs actions pour rendre
efficace ce type d'approche. Ils n'ont donc pas nécessairement 1'&coute indis-
pensable 3 ce moment-13, dans la mesure oi c'est 1'assistant qui "raconte ses
commentaires'. On sait bien qu'en cours magistral, d&j&, leur &coute est sou-

. . . . . . 2
vent peu satisfalsante, spécialement en ce qui concerne L'heuristique () cen
I1 v a 12 un changement de contrat dans la méthode de travail, qu'il faut peut-—
étre expliciter, et qui explique 1'importance que j'accorde & la feuille d'in-
dications (&laborée aprds coup).

En fait, ce changement de contrat concerne autant les enseignants que les étu—
diants, et on peut penser que ce n'est que lorsque les enseignants 1'auront
(1] = = = . PO
intégre” que les &tudiants pourront en hénéficier.
D'autres changements plus mineurs sont intervenus -par exemple, nous nous

sommes arrangées pour que, dans les 10 suites & dessiner, on puisse séparer

les 5 premidres et les 5 dernidres (& dessiner respectivement par chague

-~ gt

(1) "Dans la pidce i cBté&" comme disait une collégue chez qui nous avons cobservé,
(2) Par exemple, ils n'écrivent rien i ce moment-13, pas plus qu'3d la phase

d'institutionnalisation de la séquence.

(3) Je n'indique ici que 1'essentiel.



membre d'un groupe dommé (1)) et que ces deux paquets contiennent chacun un
conrre-sxemple pouvant servir au 3) 1), l'ordre imitial des suites i dessiner
Srant différent. Nous avons aussi rajoutd unme suite stationnaire dont une des
_valeurs est supérieure 3 la valeur limite, 3 cause d'une confusion qui est ap-
parue @ans un des groupes expérimentaux entre limite de la suite (un) et
borne supé@rieure de l'ensemble ﬂ_un} . Nous avons.rajouté les indications d'é-
chelle etrcelle sur "o en radian', car beaucoup d'étudiants perdaient du temps
sur les deésins, faute de ces précisions. Enfin, la partie III n'Btait pas pro-
'

grammée dans les premidres moutures, alors que les 4 exercices "vrai ou faux"

y &rajent prévus; ce sont des questions de foud (r6le de la formulation numéri-
que) et des questions de temps (nécessité de garder une demi-heure pour 1'in-
tervention magistrale en fin de séance) qui nous ont conduit i la forme "dEfi-
aitcive” prése;tée ci~dessus. Sﬁulignons le rdle du temps dans notre premidre
séance; il est clair qu'il faut s'assurer que tout "tient” en une heure et
demie puisque le plus important est la dialeétique entre ce que les 2tudiants
ont fait au début et ce que dit 1'enseignant 3 la fim. Il semble impossible de
s'assurer d'une durBe moyenne de passape correcte sans effectivement réaliser

3 titre de pré-expérience ce passage, d'ol l'importance de cette phase en en-
genierie didactique.

(23

IV. Description qualitative des premidres expériences .

On ne s'est pas encore donné les moyens, vu la nécessité de mise en place des

(1) En réalité, souvent, ils dessirent ensemble - un utilisant la calculette
et 1'autre représentant les points graphiquement.

(2) 2 fois én Sup C, 2 fois en DEUG I, en ce qui concerne la premiére sé&quence
(8ventuellement l&gdrement différente de la séquence définitive) et le dé-

but de la deuxifme, plus une fois, & titre indicatif, en DEUG Instituteur.



séquences soulignée plus haut, de faire une expérience "compléte" avec pré-
test, post-test et groupe témoin =-j'y reviendrai.

On peut £73 cependant tirer quelques conclusions de cette pré expé&rimentation,
outre les modifications des séquences dé&ji &voquées.

D'une part, 1'é&mergence des expressions dynamiques pour caractériser les suites
qui convergent par rapport aux autres s'est vérififde sans exception 3 chague
fois.

D'autre part, le conflit socio-cognitif attendu en IV 1) a toujours eu lieu,

- s . (1)
avec'des résultats un peu différents selon les cas. Dans certains classes ’
la distribution des étudiants par bindme a &té trds favorable et a permis la
résolution efficace du comflit dans echaque groupe de deux, l'&tudiant défendant.
initialement la position erronée é&tant convaincu par son camarade exhibant 1'e-
xemp le- adéquat desginé en premidre partie. Ailleurs, certazins groupes sont res—
tés sur upe opinion fausse, faute de conflit ! Dans 1'ensemble, le résulcat
juste diffuse, au bout d'un certain temps, mais on peut s'interroger sur l'ef-
ficacité de cette diffusion lorsqu’elle est extérieure aux groupes de deux.
les réactions au IV 1i) ont &té tout—i-fait celles qu'on attendait; par contre,

(2)

et c'est 13 une grosse difficulté de la séguence , les interventions magis—
trales devant clore la premidre sé&quence n'ont pas &té menées efficacément dans
beaucoup de cas -ou bien, elles n'ont pas eu lieau sZance tenante, et 1'expé-
rience a montré que deux jours aprés, l'effet attendu est perdu; ou bien elles
n'ont pas &té regu comme une institutionnalisaticn, et souvent méme, les deux
facteurs sont intervenus simultanfment. Cela pese nettement encore une fois ls
probléme de la transmissicon des séquences didactiques 3 deg enselgnants pour—

tant totalement convaincus, mais qui ne sont pas les auteurs de leurs séances

d'enseignement ...

(1) Celles ol les dessins ont &té faits le plus sérieusement.

{2) Et de 1'8valuation de son caractdre bénéfigue dans 1'état actuel des choses



Enfin, et par 13 méme, pour ce gui est de l'objectif attendu (&tablissement

D

de reprisentations statiques), 11 est tyds difficile de se prononcer em 1'é&tat

acfuel des expériences (trop peu de deuxidmes séquences, trop de premidres

(1)

séquences pas au point ). De plus, vraisemblablement, il féudra procéder i
des inte;ﬁiews pour se rendre compte; Mais, de toutes fagons, méme si on con-
firme 1’apparition d'une telle repré@sentation aprds la séquence, la dispari-

tion des représentations monotones, une régression de l'oubli du caractdre va-

riable de n , la vraie "ré&ussite" de notre s@quence r2siderait dans le constat

de 14 durabilité@ de ces acquis, et cecl est encore plus difficile 3 repérer.

V. En guise de conclusion : 1l'&valuation du travail.

Nous venons d'é&voquer partiellement ci-dessus la difficulté d'évaluer le béné~

fice d'une intervention "isolge' {2 s8quences) dans la mesuré cli ce bénéfice

doit &tre durable et méme, phénoméne bien connu des enselignants, peut intcer-
venir plus tard.

Ceci dit, notre &valuation du travail n'est pas l'é&valuation habituelle dans

les travaux de psychologie.

En effet, c'est l'ensemble de notre démarche qui est i prendre en compte dans
l'évaluation, et non la simple réussite en tant que telle & certaines tédches.
Nous faisoms une &tude préalable de la notion & enseignmer, et nous en dédui-

(2)

sons des choix de variables didactiques {&ventuellement & faire varier dans
un certain domaine &galement fix€ par nous): nous construisons ensuite des gé-

quences dans lesquelles nous estimons que ce sont les choix précédents qui sont

essentiellement 3 1'oeuvre; nous postulons enfin qu'apr&s 1'enseignement qui en

(1) En particulier, les post-tests a'ont pas tcute leur valeur puisque les con-
ditions de déroulement des s&quences n'étaient pas les "bonnes” !

(2) Pas dans notre cas particulier.



D

résulte se seront mis en place chez les éléves un certain nombre de repré-
sentations et de comportements correspondant 3 un certain apprentissage. Ce
que noud voulons Bvaluer dans ces conditions, ce sont les comportements, non
pas en pux-mémes, mais en ce qu'ils sont le résultat de nos prévisions (2);
autrement dit, nous avons mis en jeu des hypothéses de toutes sortés (cogni-
tives, dpistémologiques, ou de type ingenierie), et nous devons vérifier que

le résultat (global) est effectivement conforme & ce qui &tait attendu. Dans
notre cas particulier, ces prévisions sont la mise en place accélérée d'une
représentatién statique, l'élimination des &mergences monotones des modéles
dynamiques et la possinilité d'éliminér 1'erreur de 1l'oubli du caractére va-—
riable de n . Cela &tant, reste la question du comment gvaluer ces prévisions 7
Cela nous semble d'autant plus facile qu'il nous apparalt au contraire trés
difficile, si ce n'est illusoire, d'évaluer un apprentissage dans toute sa
complexité. En effet, au moyen de post tasts, ou d'entretiens, cu au cours

méme d'une séquence, on peut vErifier que telle conduite 2z 8té& adoptde dewvant
telle t3che précise. Or, nos prévisions peuvent 8tre exprimées en de tels termes
de comportements précis. Par contre, nous ne pouTTOnsS pas découper notre travail
"epn tranches" et affirmer que c'est telle séquence qui a amené telle acquisi-
tion. Nous pourrons seulement présenter une démarche globale ~i tel emnseigne-
ment, et pour telles raisons, doit correspondre telles conduites domt nous esti-
mons qu'elles témoignent de 1'apprentissage visé.

Il est possible, dans le cas des suites, de présenter des hypothéses d'enseigne-

3 . . - e
ment 3 radicalement opposées, comme, par exemple, de suggérer de privilégier

(1) Majoritairement.

(2) C'est ce que Brousseau exprime depuils des années en terme de reproductibilitd.

(3) Au niveau DEUG.




l'gctiou sur les suites trés longtemps (cf. manipulations avec calculettes)
avani 1 introduction de toute formalisation.

On peut aussi'suggérer(ag enseignement de la convergence des suites od on
n'essaierait méme pas d'introduire (de_quelque manidre que ce soit) la défi-
nition en (e,N) -ne visant qu'd faire fonctionner les théorémes utiles dans
les exercices classiques (suites monoctones bornées, sqitas explicites, suites
récurrentes). Ceci prdsente 1'inconvénient majeur 3 mes feux d'estomper une
des grandes sources de difficultés de la notion ( n wvariable, n tendant vers

L

1'infini), et domc de renforcer les erreurs t&j3 tenaces du type "oubli du
caractdre variable de n " .

Voild le type de débat qui pourrait s'ouvrir, avec des arguments de type pré-

dictif sur le terrain de 1'acquisition des connaissances. N

(1) Vu le "niveau" et les objectifs des &tudiants de DEUG I.




- 23 - PRETES!

Représenter dans le plan

o
1}
P

(2,7);%e R;y ¢®; [x~1] g%}.
2

es rslations x Ly, ev £, Y

. 2
la main) ©,37x 3,14 .

4, On considére 1'ensembls des nombres de la forme{l+§}Qoﬁ n antiszar
stricrement positii).Cet ensemble s2st-il minoré? majoré? Existe-t-
il un plus petit 21l2ment dans cet snsemble? Cet ensembls a-t-1i1 une
borne inférieure 7 Le cas dchéant citer ces résls.

5. On considére l'application £ de [ dans [ définie par ©(x)=0 sur|l,2
at f(x)=[stinon.Cette anplication =2st-elle minorée? aroissznta? '
décroissante? Que valent f(l),f(O,QQQ),f(i,OOl) ?

3. D’terfniner A ol A ix,héﬁ ¥o,neN, (=] 'i } '

7. Formaliser la2sg expressions sulvantes,étant %onnée une sults (un)neﬁw

s reels:
2)Tout intervalls de /R de centre 0 contisnt un élément de la suita.
n)Pour Tout nembrs positif,tous lss 2idments de la suits zauf un
nombra fini sont compris entrs cs= nombre et son double,
c)gour tout nombre positif,il sxiste uns infinitd d'éléments de la

2. Mier la propgeosition suivants oa A et :cnrdes:ne(sdr?uuw?appim hon (IR=R )
3K, AR, ¥8 (B>A = [#(B) -B] < A).
3. Comparer 1 =t 0,389...(développement décimal 11limité),
" 4 =2t(1 333.,.. + 2,388...)
L. i2ls d'sxprassions {y compris formalil-

o}
11. Soiant fl,fg,f3 trols fonctions de R dans [R.Traduirs graphiquement
las propridnéds sulvantes:
2) Y1 (1g1<€3),3F2 (2e®) 7, (a)=L.
6) 31 (1£1<3),¥z2 (2e®) £ (2)=L.
c) 3a (ae®), ¥i (1<1<3) F (a)=1.
di¥a (aeR), ¥1i (1¢ig3) £ (a)=1.
2) Il exists une Tonction £, (L<ig 3) %7 un pernt 2 22 R talsgus la g
Tonction fi crend la valsur a2 en 2. §




PosT-TEST

i, Définir une sulte div

2. Une sulte convergsant
2lla 77 . crols
ella o ’ c

3. Etudlier les sultes de

sante a
Terme
signe 1
inférie
)aul v

14
) & ter

;donnar gueslqgue
car valsurs in
partir & 'un cer
general u_

a partis sntiire
ur ou &ga2l 2
Srifiaak

mes posiztifs tel




