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Né & Gand, il fut professeur jésuite & Rome et & Prague,
puis devint précepteur & la cour de Philippe IV d'Espagne. Son

"Opus geometricum" ne fut pas publié avant 16447 & Anvers,

I1 fut 1'un des premiers & étudier les quadratures en
utilisant plus ou moins implicitement des infinitésimaux : & la
différence de la méthode d'exhaustion des Grecs, il inscrit dans
le cercle un polygone ayant un nombre infini de cdtés et des rec-
tangles infiniment minces pour calculer l'aire délimitée par la
.coutbe xy = 1. Sa vision des éléments infinitésimaux n'est pas
la vision statique de Cavaliéri ("indivisibles'), mais il raison-
ne plutdt en termes de subdivision poursuivie jusqu'a 1l'infini,
ce qui le conduira & s'approcher de la notion de limite pour les
progressions géométriques,

‘ ’ ' 11 subdivise un-segment AK
i

A > C D 'K par les points B, C, D

tels que AB, BC, etc ... soient en progression géométrique et il
définit "le terminus d'une progression" comme la fin de la série,
que la progression n'atteint pas, méme si on le poursuit indé-
finiment, mais dont elle peut s'opprocher de plus prés que par
tout intervalle donné. Il perd un peu de la force du concept de
limite cependant, en remarquant que AK est la grandeur de toute
la progression continue jusqu'a 1'infini, c¢'est-a-dire que AK
n'‘est pas considéré comme la somme parce que K est la limite,
mais dire que AK est la somme est pour lui équivalent & dire que
K est la limite.

Il est néanmoins le premier & affirmer clairement qu'une
série infiniepeut avoir une somme et & voir que cela permet de
résouvdre le paradoxe de Zénoh sur Achille et la tortue (en fonc-
tion du rapport de leurs vitesses, il détermine le point od
Achille rattrapera la tortue). La question de savoir comment

Achille peut rattraper la tortue n'est toujours pas résolue,




car il foit plus appel & l'expérience qu'au raisonnement pour
résoudre le paradoxe et cette maniére de voir restera l'obstacle
principel au développement du calcul infintésimal en termes de

limites.

Il a sans aucun doute exercé une grande influence sur les
mathématiciens de son temps, bien que sa réputation ait quelque
peu souffert de ce qu'il ait toujours affirmé aveir réalisé la

quadrature du cercle.
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Carriére de magistrat & Toulouse et Castres. Sa célébrité,
de son vivant, est restreinte aux milieux scientifiques. Il a
beauvcoup étudié les Grecs qui lui ont inspiré sa méthode " De
maximis et minimis" (Pappus). Il n'a jamais été un mathématicien
de métier, et ses éssaissont restés manuscrits de son vivant,
Dans sa "Méthode des recherches de'maximis et minimis " il ap-
parait comme un précurseur du calcul différentiel.

Principe. Dans l'égalité A = x{(a - x), si on change x en
x + E on obtient A' = (x + E) (¢ - x - E) et il reprend le résul=
tat de Pappus suivant lequel, pour un probléme qui a, en général,
deux solutions, il y en o une seule pour l'extremum. On développe
suivant E l'équation A = A', puis on remplace E par O pour obte-
nir X = %. L'idée fondamentale est la suivante : on modifie "x"
puis on annule sa variation. En un sens, c'est une anticipation
du calcul différentiel : il vutilise "E" aqu lieu de "h" ou "dx".
Mais le raisonnement est loin'd'éire clair, x et x + E sont
"d'abord distincts et & la fin, ils coincident. En tout cas, la
notion de limite n'apporait pas.

Dans la recherche des tangentes, c'est le mé&me principe:

on part d'une inégalité qui devient ensuite une égalité.
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Gregory et Barrow vutiliseront cette méthode de Fermat
pour construire les tangentes, ce qui influencefc plus tard
Newton, |

Pour la quadrature de la parabole, Fermat généralise la
méthode de Grégoire de Saint—Vincént mais il ne voit pas le lien
avec le probléme des tangentes. Plus que d'un nouveau type d'ana-
lyse, il s'agit de la sclution de problémes géométriques par-
ticuliers, comme ce sera d'ailleurs le cas pour tous les précur-

seurs de Newton et Leibniz.




obn  {1614-1703)

Le plus influent, peut-&tre, des prédécesseurs de Newton,
il entre & Cambridge en 1632 et dans les ordres en 1640, mais il
consacre le plus clair de son temps aux mathématiques. Il est élu
professeur de géométrie & Oxford en 1649, publie son "Arithmetica
Infinitorum" en 1655, traité o il tente "d'arithmétiser" les in-
divisibles de Cavaliéri.D'une manigre générale, il tente d'aban-
donner les considérations géométiriques, mais sans trop se préoc-
cuper des questions de rigueur, Il utilise le premier la notation
"o et"i = Q! Par exemple, pour calculer l'aire d'un triangle, il
somme des cires de parallélogrammes en progression arithmétique
l'aire est le produit du "dernier" terme par la moitié du nombre

1 w _ AB
de termes oo AB . 5 = 3

Plusieurs quadratures sont réalisées de cette maniére ;
1 r

. . 1
il caclcule l'aire d'un quart de cercle dy/2 = I; (1 - xz)f dx

&4 partir des valeurs connues I; (1 - x2)n dx pour n entier en

s'appuyant sur une espéce de principe de continuité et d'inter-

1

polation : & partir des valeurs de S PN
fo-(l - x%)B dx

; o, B entiers

il donne ic valeur de 01/2.

C'est le résultat de Wallis qui conduira plus tard (16464)

Newton & son théoréme du bindme,.
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Né au Danemark mais il vécut & Londres trés longtemps.
Mort & Faris en 1687. Il publie en 16468 ses "Logarithmotechnia"
ol il considére les segments d'hyperbole comme des logarithmes
"naturels" et qu'il calcule par intégration de la série
1+ x
En foit, aux notations preés, il écrit
2 z 3

In(l + x) = fz (1 -t + t5 ....)dt = ? - %--+

WIX

Lyl

(Wallis démontre ce résultat & partir des quadratures).




Broungker William (1620-1684)
Premier président de la "Royal Society" il publie en 14648

un article intitulé "La quadrature de l'hyperbole par une série

infinie de nombres rationnels, ainsi que sa démonstration, par

1'éminent mathématicien Lord Viscount Brouncker".

R A t" i} ‘5 | b
' «:K e =4
S e e
- d 0A = AE = AB = 1
= = AB =
PTv
D

L'aire sous-tendw par 1l'hyperbole
est comprise entre la somme des.aires des parallélogrammes:
ABCF + FKdN + MNPb + ... '
celle du parallélogramme~ABDE diminué de la somme des aires des
triangles CED + CdE + dbE

Il divise AB en 2" intervalles de longueur éE , d!

est

le milieu de AB,rb' le milieu de Ad' etc ... L'aire du premier

1

2~ 374 ¢

N et

rectangle est Tlf , celle du second (% - %)

Brouncker obtient ginsi un minorant de l'aire du domaine {ABCE)
sous-tendu par l'hyperbole sous la forme

1,1,

772 F32v58

374




e la mé&me maniére, il majore par
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Il obtient ainsi les valeurs approchées de 1n2.

Il effectue aussi divers calculs & l'aide des fractions
\ ‘ 4
continues (ﬁ)°



Hobbez Thowas (1588-1679)

_Bien.qu‘il scit plus philosophe que mathématicien, on peut
lui accorder une certoihe impoftcnca écr il a iﬁfluencé les fonda-
teurs dv calcul infinitésimal. |

Il rejette l'algebre et les symboles de Wallis comme “la

peste”, ce qui est trés significatif de la tendance géoméirique
du 17e siécle et des conceptions de cette époque. Il veut fonder
toute sa philosophie sur le mouvement, mais il ne comprend pas le
rapport entre nombre et quantité spatiale, et ne voit paos que la
vitesse instantanée est une notion numérique, d'ol son échec. Mais
il a cherché & donner aux mathématiques une base plus intuitive
que logique et on retrouvera, dans les "fluxions" de Newton sa

"génération des grandeurs'.




Bagrow lsaac (1630-1677)
Comme Wallis, il est entré dans les ordres mais o ensei-
gné les mathématmqueso En 1642 il est professeur de géométrie q
Londres et en 1664 & Cambridge, aprés y avoir enseigné le Grec
de 1440 & 146463, C' est la qu'il aura Newton comme éléve. Il tra-
duit les "Eléments d'Euclide"” et publie en 1649 les "Lectiones
Geometricae” (méthodes pour trouver des tangentes, ...) Ensvite
il démissionne de sa chaire pour la laisser & Newton et se consa-
crer & la théologie.
Barrow détestait le formalisme algébrique (celui de
Wallis, notamment) et il préféra revenir & la notion euclidien-
ne : le nombre n'a alcune existence propre indépendante des quan-
tités géométriques. Les nombres "sourds" (irrationnels) sont ban-
nis de l'arithmétique pour rejoindre l'algébre, plus proche de
la logique que des mathématiques. Ses conceptions ont certaine-
ment beaucoup influencé Newton, qui évitera aussi longtemps que

possible, la notion arithmétique de limite.
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Gregory James {1638-1675)

Né a Aberdeen (Ecosse) ob il fait ses études avant de
devenir professeur de Mathématiques & l'Université de St Andrews,
puis & Edimbourg (1474), éprés avbir.séjourné plusieurs années
en Italie (16464-1668) auprés de Menzoli et Anzeli, successeurs
de Toricelli .. De toute évidence, il é&tait curcourant des Mathé-
matiques desdifférents pays-'d'Eurcpe. -

Il publie & Padoye en 1647 "Tera circuli et hyperbolae
quadrature” ob il établit des résultats concernant les aires du
cercle, et de l'hyperbole.

Dans ses "Exercitationes Geometricae", il donne des ta-
bles de valeurs approchées des intégrales de la tangente et du
cosinus en vtilisant la formule de Simpson,Vers 1670, Gregory
publie des méthodes d'interpolation par les différences finies,
des formules d'intégration numérique, des résolutions approchées

d'équations numériques por itération (& propos de problémes d'dn-

a1z . s » . . .on -+ 5 .
~nuités, il s'intéresse & l'équation-b c + a” T U o ob a est
a;n+1
1 s —_ —
l'inconnue et remarque que pour 9,= ¢ , @; = ¢+ =, on ob-

tient une suite qui zonverge vers la plus petite racine positive
de l'équation alors que pour a, =%, elle converge vers la plus
grande). Il développe en série les fonctions tgx et Arctgx ;

-

il est le premier & utiliser le terme de convergence pour les

séries infinies et voit le "passage & la limite" comme une opé-
ration arithmétique propre & définir de nouveaux nombres. Contem-
porain de Newton, il s'intéresse aux mémes problémes et meurt

peu avant la parution de "De quadrature
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Newton lsasc (1642-1727)
Né& T'année de la mort de Galilée. Il entre & Trinity College, Cambridge,
en 1661 et s'intéresse d'abord & la chimie. Mais i1 &tudie les travaux de Kepler,
Vigte, Wa]1i$, Fermat, Descartes .... A'la fin de 1664, i1 semble dominer toutes
les connaissances mathématiques de son temps et il est prét & apporter sa pro-
pre contribution.
En 1665, i1 commence a utiliser les séries infinies pour 1'analyse
des propriétés infinitésimales des courbes (tangentes, courbure) ; en méme
temps que Gregory faisait cela en Italie, mais indépendamment. IT commence aus-
si & cette €pocue d penser au taux de variation, .oy fluxion de quantités va-
riables, ou "fluentes" (longueurs, aires, volumes, distances, ...) A partir de
ce moment 1d, Newton lie toujours ces deux problémes (séries infinies et taux
de variation) désignées sous Te nom de "ma méthode".

. IT fait ses découvertes essentielles au cours des deux années 1666-67
ol 1'Université de Cambridge est fermée & cause de la peste.

. Sa conception des nombres est plutdot celle de Wallis que de Barrow.
I1 commence par la série du bindme.

I1 examine 1'aire délimitée par les courbés (1 -_x2 N n entier
0, 1, 2, 3 ol le premier terme est x, le second -~ gx3, = %xs, - %xa ... Par
le principe de Wallis, i1 donne comme second terme pour n = % P - lwg gt en
2x

procédant toujours par analogie avec les entiers il calcule les termes suivants
-l %6' T et réalise qu'on peut obtenir cela en intégrant

. .
(1 - x2)2 =1 - %xz - éxq .... {méme interpolation) et en déterminant 1'aire

par intégration de cetie série. Cela lui permet d'assimiler les séries infinies
-1 qu'on obtient aussi
bien avec sa formule du binéme qu'avec la méthode des divisions ..

Les séries infinies"permettent la désignation de quelgue quantité
particuliére par une progression réguliére qui 1'approche réguliérement et

qui, si on la poursuit indéfiniment, doivent lui &tre égale". I1 ne donne

aux polyndmes. I1 remarque la méme chose pour {1 - xz)
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jamais de preuve et ne publiera pas son theoréme du bindme.
’ 5 partir de 1&, on n'évitera plus les procédés infinis comme 1'avaient

fait les Grecs car ils seront considérés comme 1€gitimes en mathématiques.

Newton n'a pas encore developpe sa théorie des f?ux1ons mais i1 utilise
o
Tes infinitésimaux pour différencier par exemple Tes courbes y .

I! H

pet1% intervaile de temps, op : variation de x, og : variation

de y , (y + oq) = (n + op) : on développe par le bindme, divise par o et né-
. . m '
glige les termes qui contiennent encore "o" pour g ;E xn -1

Donc cette méthode lui permet de déterminer des taux de variations,
c'est-a-dire que 1'idée de base est celle de dérivée. Mais i1 ne donne pas de
3ust1f1cat10n claire du fait qu'il "néglige" les termes en "o" restants. Dans
un premier temps, les operat1ons sont fac1]1tees mais non justifiées.

En 1671, i1 écrit son "Methodus fluxionum et serierum infinitorum".
{(publie en 1736). La les quantités variables sont considérées com- "_
me engendrées par le mouvement continu de points, lignes, plans, plutdt que
__des_éléments infinitésimaux. I1 utilise alors la notation x (fluxions) pour
les dérivées et x' et y' pour les quantités dont x et y sont les fluxions. En dou-
blant les points ou les traits, on obtient des fluxions de fluxions. T

1676 "De quadrature curvarum" ol i1 essaie d'éviter les infinitési-
maux et les quantités variables en introduisant les "premiers” et "derniers"
rapports : il calcule (x + O)n - x" et calcule Te taux d'accroissement

1: [nxn'1 + Eig:l) ox"2 4 .. 1 puis annule "0". I1 est trés proche de la

notion de Timite mais sa terminologie est ambiglie : y-a-t'i1l un rapport entre
des accroissements qui se sont "évanouis" ?

1687 "Philosophiae naturalis principia mathematica". Les résultats
Yy sont présentés sous forme géométrique. le "terminus" de Grégoire de
St Vincent est devenu le "rapport ultime" chez Newton.

“Des quantités ou rapports de quantités, qui tendent & tout moment
vers 1'8galité, et avant Ta fin de ce temps s‘approcharﬁde plus prés que toute
quantifé donnée, sont a la fin égales™. |




11 reste toujours influencé par Tes vues infinitésimales du 17e siécle
pour narier d'indivisibles geometriques ultimes, méme s'il ne parle jamais
d'arcs ultimes, etc .... mais de rapports, ou de forces ultimes.

Le mangue de clarté arithmétique de ses définitions conduira aux dis-
cussions du siécle suivant ("fantdmes de quantités disparues" ...) et on a sug-
géré que le retard dans la publication de ses oeuvres gtait 1i& a son insatis-
faction concernant les bases théoriques de son "calcul" : i1 donne au total

trois interprétations de sa méthode :
- En termes d'infinitésimaux {(quantités &vanouissantes)

- En termes de “"derniers rapports"
- En termes de fluxions

Les deux conceptions (indivisibles et cinématique) alternent en fait
chez Newton, mais 1'importance des résultats et du travail expérimental domi-
nent nettement chez lui le travail de justification.
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Né 3 Leipzig en 1646, il entre & 1'Université & 15 ans (1661) et ob-
tient le grade de bachelier &s arts deux ans plus tard. IT1 suit ensuite des
cours de Mathé&matique & Iena, &crit un traité "De Arte combinatoria " en 1666,
et obtient le grade de docteur en droit & Altdorf (prés de Niremberg) la méme
année. I1 &tudie aussi bien la théologie, le droit, la philosophie que les ma-
thématiques. I1 devient conseiller & la Cour supréme de 1'électoratde Mayence
en 1670, et en 1672, i1 se rend & Paris (en mission diplomatique) oG i1 ren-

contre Huyghens et Tit les traités de Pascal.
' En 1673, voyage & Londres ol 17 rencontre des mathématiciens (Wren,
Oldenbourg) .et acquiert les "Lectiones Geometricae" de Barrow.

En 1676, i1 "découvre" le calcul infinitésimal ; i1 effectue un nou-
veau voyage & Londres ol i1 rencontre Newton avant de regagner Hanovre of il
a obtenu un poste de bibliothécaire a la Cour,'et ol i1 deviendra ensuite
conseiller. I1 y meurt en 1716. |

Les séries infinies jouent, comme pour Newton, un grand rdle dans les
premiers travaux de Leibniz : Huyghens 1ui avait posé en 1672 le probléme de

i : 2 :
calculer 1a somme des inverses des nombres triangulaires A E 1) I1 utilise

2 1 1 X . .
N 2(5 - ﬁ“?’i) pour calculer la somme et i1 conclut hardiment qu'il

pourrait ainsi trouver la somme de toute série infinie,

A cette &poque, la considération du triangle de Pascal et du triangie
harmonique fascinent Leibniz qui a toujours affirmé y avoir trouvé 1'idée de
base du calcul différentiel

triangle arith. & 1 1 1 . Tr?aﬂglé‘ﬁarmo..ﬂ%_ .% % % %~
bbb
1 4 10 20 ; éb gb :

Dans le triangle arithmétique, chaque nombre est la dif- % éb

_ férence des deux situés en dessous et @ gauche, dans Te
second, c'est ]a d1fference des deux s1tues en dessus et a dro1te
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bans le premier, chaque nombre est la somme de tous ceux qui sont en
dessus et & gauche, dans le second la somme de tous ceux qui sont en dessous
et & droite. Enfin, la premiére ligne du triangie harmonique est la série har-
monique, qui diverge, les autres lignes donnent des séries convergentes. Dans
les problémes des quadratures et des tangentes, Leibniz voit la méme récipro-
cité. ‘

En 1684, i1 publie son premier traité de calcul différentiel "Nova
methodus pro maximis et minimis" ol i1 donne surtout des régles de différen--
ciation d{xy) = xdy + ydx -, d(ﬁ) = .... », obtenues en négligeant les infini-
ment petits d'crdre supérieur (sans justification), et des applications géomé-
triques. C‘esf.pTus dans le domaine des notations {introduction du symbole
Tdx", de f—pour 1'intégrale, etc ...) que dans celui des méthodes de calcul et
des résultats qu'il innove et c'est une des raisons de la célébrité que con-
naitra son ceuvre. 11 pressent que ses nouvelles méthodes sont applicables &
toutes les fonctions, y compris les séries infinies. I1 produit explicitement
la notation "y = f(x)" , pour dé&signer une "correspondance réglée entre &1&-
ments quelconques appartenant & des multiplicités données™ et fait une utili-
sation constante de séries divergentes (1 -1+ 1 ... = %).. '

D'une part, i1 a produit un algorithme tré&s fécond, sans autre jus-
tification que les analogies (avec les triangles arithmétiques et harmoniques
par exemple ), d'autre part i1 1'exploite au profit de sa métaphysique : il
répartit les mathématiques en deux branches : la théorie des homogénes qui
s'occupe des positions (en qualité et en quantité) et 1a théorie des homogones
qui s'occupe des transitions et des passages. Dans la premiére se classent
1'ari£hmétique, 1'algébre, 1a géométrie analytique, la théorie des probabili-
tés. De la seconde relévent la géométrie et 1'analyse infinitésimale, c'est-
i-dire la science de 1'infini. Pour Leibniz, c'est le nombre et non 1'@tendue
géométrique - qui est 1'objet de 1a .science math@matique et 1'extension du nom-
bre se fait par généralisations successives du nombre entier. Quant & 1'infi-
nitésimal, c'est une fiction et non une réelle différence : "Nous concevons
1'infiniment petit non comme simple et absolu O mais comme zéro relatif,
c'est-a-dire une quantité évanouissante qui retient cependant le caractére
de "qui disparait". ;




Ce iangage est }ié d la métaphysique de Leibniz dans laquelle it
preﬁd'un sens : quand Ta réalité sensible’d'un objet disparait, i1 reste son
essence. o

La philosophie de 1'infini va devenir, aprés Leibniz, de plus en plus
confuse tout au cours du 18e siecle et s'enliser dans des débats inutiles aux
mathématiciens, alors méme que les travaux et recherches de ceux-ci allaient
connaitre des développements considérables grdce aux innovations de Newton et
Leibniz et au calcul différentiel.
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18e sikcle ¢

Le 18e.s*écie voit le développement d'un abondant travail formel sur les séries en
méme temps que 1a résolution de nombreux problémes posés par Ja Mécanique et 1'Astro-

nomie. Le probléme de la convergence n'est pas ignoré mais pas non plus pris
trés au sérieux par les mathématiciens. Newton, Leibniz, Euler, Lagrange, Yy
voient 1'extension de 1'algébre des polyndmes mais ne réalisent pas vraiment

qu'ils introduisent de nouveaux problémes en manipulant les sommes infinies.

-

Cebehdant, les problémes traités les aménent, au moins occasjonnellement, 3.

se poser quelques questions : déjd au 17e siécle, il y a des gébauches de
démonstrations de convergence {Gregory a inauguré le terme en 1668, Newton

affirme que les séries de puissances convergent pour les "petites valeurs",
Leibniz &crit & J. Bernoulli.en 1713 au sujet des séries alternées et donne

le théoréme des séries alternées {avec une preuve incorrecte ...}, Mac Laurin
donne la condition :.%le terme géndral doit décroitre continuellement" comme
nécessaire pour la convergence de la série, N. Bernoulli dans ses lettres a
Leibniz dit que (1 + x)n n'a pas de somme pour x négatif plus grand que 1 si n est

tatignhei_gt de dénominateur pair ; i1 insiste dans ses lettres & Euler sur le fait

5 _ o B
que le reste manque nX, " dans la série géométrique et sur 1'absence de
1-x

ndarnier terme® dans une série géométrique : d'ol Te fait que par exemple, on
ne peut utiliser les relations entre “coeff%cients et racines" comme le fait
Euler pour calculer la somme de la série Z 52 cer)

En 1745, Euler écrit que 1 - 2 + 6 - 24 + 120 .. n'a pas de somme mais
une "valeur définie". "Pas de somme", c'est-d-dire en tant que cela fait ré-
férence & 1'addition effective "valeur d&finie", c'est-a-dire valeur de
1'expression algébrique dont provient cette série ; il utilise en fait le
développement en série entiére méme lorsqu'il est divergent..En fait, il
gerit 1 -1+1-1.... = % mais interdit 1'utilisation de séries divergentes.
Bernoulli lui fait remarquer qu'une méme série peut provenir de fonctions
différentes mais il ne donne pas d'exemplies et Euler est peu convaincu

(Callet (1744-49) donnera 1 -1+ 1 -1 ..... =0

ﬁ avec.

+xt ...+ -
1+ x X _ L X021 - x

I+ x4 ...+ X I -x

m+n 2n

n .
LTV L T P d'od
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le résuitat ... Mais Lagrange considerera cette objection comme incorrecte,
usant pour cela d'un argument de "probabilité" qui lui vient de Leibniz

3 5 3

3 donne 1z sérieentiere 1 +0+0-x"+0+x" +0+0-x

Par ex. fm

In

les deux suivants 0, etc ... la valeur "probable” est donc %.Argument qui fut

)}

5si on donne & x 1a valeur 1, trois sommes partielles valent 1

d'ajlieurs réutilisé par Poisson ...

| Euler affirme bien qu'il faut étre prudent dans la manipulation des
séries divergentes et il distiﬁgue entre celles qui divergent, celles qui os-
ci]lent.sansidevenir infinies et celles qui convergent vé&hémentement.

Parallélement & ces abondants travaux, le 18e siécle est aussi celui

des nombreuses tentatives pour avoir de facon rigoureuse les principes du cal-
cul différentfel de Newton et Leibniz et 1'utilisation des infinitésimaux,
mais elles seront davantage le fait des philosophes que des mathématiciens.

En 1734, Berkeley, dans son célébre pamphlet "the Analyst®, critique
vioiemment Newton, & quii1'reproche un raisonnement plus inductif que déductif,
et le fait que les accroissements donnés aux variables sont d'abord des ac-
croissements puis sont annulés (i1 parlera, a leur propds, de "fantdmes de
quantités disparues™). Selon lui, la nouvelle théorie donne des résultats cor-
rects grdce & la "compensation des erreurs”, qui ne conduit pas & la science,
mais & la vérité. Mac Laurin sera le dernier mathématicien d réfuter sérieuse-
ment ces attaques des philosophes. Au fil du 18e sizcle, la philosophie de
1"infini va s'enliser dans de vains combats d'arriére garde qui ne concernent
plus guére les mathématiciens ; ces derniers font confiance au calcul infini-
tésimal en raison de son efficacité et de sa richesse et ne se soucient pius
beaucoup des objections métaphysiques.
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flac_Lauris Colin (1698-1746)

Le plus important des mathématiciens anglais de la période "aprés®
Newton. I1 était Ecossais et fit ses études & Glasgow avant de devenir profes-
seur & Aberdeen (a 19 ans) puis & Edimbourg en 1725. En 1740, i1 partage avec
EuTer et Bernoulli le prix offert par 1'Académie des Sciences pour son essai
sur les marées. En 1742, i1 &crit son "traité des fluxions" en réponse 3
Berkeley et pour défendre Newton.

Ses principaux travaux et résultats concernent la géométrie, bien que
son nom soit associé & celui de la série qui n'est qu'un cas particulier de
celle de Taylor.(en fait, elle était déja connue de J. Gregory), mais qu'il
utilise comme un outil fondamental dans son traité. I1 s'intéresse & des pro=-
biémes de quadrature et &tablit Ta formule sommatoire dite d'Euler.- Mac Laurin
A I1 démontre que Ta somme des ordonnées
AF, BE, CK, ... a une limite si et seyle-
ment si 1'aire délimitée par la courbe
existe (comparaison série intégrale)
avec 1'argument suivant :

Si on compiéte les rectangles BAF, ..

1'aire APNF est toujours inférieuw d

la somme de tous ces rectangles et supérieured celle de tous les rectangles

au-deld du premier. Par conséquent 1'aire APNF et la somme de ces rectangles

soit ont toutes: deux.desilimites, soit aucuneudes~deux n'en.a. Et quand la

premiére (aire)ien a'lne;-elle peut approcher.la valeur de.la seéonde (1a.

somme). IT &tablit ensuite son premier théoréme : si A désigne 1'aire APFN,

a2 1'ordonnée AF,b Ta premiére fluxion de AF (celle de la base AB étant 1'unité),
. 1a somme de la progression représentée par AF, BE, CK, etc ... sera i

'peu prés égale &

1 lp_ 1
A+53+43° - 955 d + etc

{(avec la terminologie moderne, i1 exprime le résultat
+ oa

E{JE(a +a) = FTF(x)dx +

F(a) + 55 F'(a) = L= F'' (a) ...

1
2 12 720




Le nombreux mathématiciens de cette époque calculaient alors les som-
mes de différentes séries.(De Moine - Taylor - Nicole - Stirling).

Les preuves de Mac Laurin illustrent bien Tes techniques et notations
de son Epoque, de méme que les exemples qu'il donne sont significatifs du type
de problémes que se posaient les mathématiciens. Par exemple, i1 considére la

progression. arithmétique m, m+ e, m+ 2e , ...... et un entier r ¥ - 1 et se
i
propose de calculer la somme 2 (m + ae)r. I1 utilise pour cela 1a fonction
a =)
r ' roo- ;mr:41
y = x et trouve puis il en déduit :
r+1
g W o ot . n" N m” 5L
&=0 r+1 2 12

dans e + -—%—w , r étant un entier jmpair.

IT calcule ensuite sa somme pour r = 1, 2, 3 {voir théoréme de Jacques
Bernoulli & ce sujet). Il calcule aussi la somme pour r rationnel ou négatif
enfin pour r = - 1, i1 obtient

i ; ' Hog « = (n.- l) » logn - n + R S
@ =1 ¢ e 35007
et Ta formule de Stirling
(n-1) % =n" " % V2r exp [-n+ S + I
, en 36003

En dehors de ses divers travaux sur les séries, il fait & Berkeley
une réponse trés rigoureuse pour justifier le calcul des fluxions de Newton,
mais elle repose sur une approche géométrique beaucoup moins commode que le
calcul différentiel qui se répand trés vite sur le continent. Peut-&tre est-
ce 14 1'une des raisons qui explique le déclin des mathématiques en Angleterre
au 18e siecle.
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Stirline James (1692-1770)

=L AR MPURA Sl SN vl s

Ecossais qui fait ses études & Glasgow puis Oxford, d'oll i1 est exclu.

11 vivra a Venise pendant 10 ans, puis & son retour en Anglete%re deviendra
1 ami de Newton dont i1 subira 1'influence.

Sa "Methodus differentialis", en 1730, contient de nombreux calculs
de sommes de séries.




=]

1+ Z

-1
=2 n(n - 1)

Bernouiii {17e siécle - 18e siécle)
FamiiTe de mathématiciens, originaire d'Anvers et fixée & Bile i la

fin du 1lée siécle. . m

| Jacques 1 (1654-1705) - Jean I (1667-1748) - Daniel (1700-1782), fils
de Jean furent Tes plus célébres. Nicolas (1695-1726) - Jean II (1710-1790)
étaient aussi des mathématiciens (Nicolas et Daniel furent professeurs & St
Petersbourg, Daniel et Jean II & Bile). Disciples de Leibniz et professeurs
d*'Euler, 1eurrcorrespondance avec les plus grands mathématiciens d'Europe four-
nit un: panaroma de 1'activité scientifique du 18e siécle.

Jacques (1654-1705) étudie d'abord la théologie, puis se rebelle et
s'intéresse & la physique et aux mathématiques. I1 devint professeur a 1'Uni-
versité de Bile en 1687 et vy enseigna jusqu'a sa mort, aprés-avoir beaucoup
voyagé et rencontré des scfentifiques de tous Tes pays d'Europe. I1 a &té le
premier & comprendre le calcul infinitésimal de Leibniz et i1 1'a beaucoup
perfectionnd. I1 introduit 1'expression "calcul intégral® au Tieu de "calcul
sommatoire" proposé par Leibniz. I1 s'intéresse aussi beaucoup aux séries in-
finies, son premier traité sur le sujet date de 1689 ; i1 y utilise 1'inéga-
1ité dite de Bernoulli (1 + x)n >l+nx (x>=-1,n# 0, nentier supérieur
d 1). On lui attribue la démonstration de la divergence de Ta série. harmonique
(bien qu'il y ait eu des anticipations par Oresme et Mergoli). I1 sait que la
série Z %2 converge mais ne parvient pas a en calculer la somme. (11 majore par

dont 13 somme est 2}, i1 montre que la série Z ;}- diverge (comparai-
, n

son avec la série harmonique) et signale le paradoxe que le rapport de la som-
me de termes impairs & celle des nombres pairs est V2 - 1, donc iaférieure & 1,
alors que, terme 3 terme, les premiers sont supérieurs aux seconds.
A propos d'intéréts composés,il démontre Tes inégalités
1 1

(1 + ﬁ)n < l+r 4+ ...

1 . 15T < 3 et fait le calcul

R N N ()

2.3.4

_ 1 <
fn o= n 5N+ 5

(A, B, ..... sont les nombres de Bernoulli) pour ¢ = 1, 2, ... 10.
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Jean (1667-1748), frére du précédent, étudie d'abord 1a médecine puis
fut attiré par les mathématiques. Nommé professeur a Grbningue en 1695, i1 suc-
céda 3 Jacques & Bdle en 1705. C'est Jui qui a introduit le calcul infinité-
simal en France {1691-92) et i1 gcrit Te premier traité de calcul différentiel

et intégral & cette époque pour le marquis de 1'Hospital, dont le c&lébre
"Analyse des infiniment petits" est une traduction plus ou moins remaniée du
traité de Jean Bernoulli. I1 a entretenu une correspondance'trés active avec
Leibniz mais aussi avec les mathématiciens de toute 1'Europe ce qui Tui valut
Te titre de "Praeceptor mathematicus Europae". I1 donne 1a définition d'une
fonction comme "quantité composée de quelque maniére d'une variable et de cons-
tantes quelconques”. I1 polémique avec Euler & propos de logarithmes de nombres

négatifs dont i1 affirme 1'existence a partir des diffférentielles (celle de

In(~-x) est- 5«55 = 55 donc In(- x) = Inx et de 1'Bgalité In pn = nlap pour
tout exposant n , d'oG pour p = -a etn=2 1n a2 = 2 In(; a). Leibniz avait
objecté que d'une part la série de Taylor de In(l + x) diverge par x = - 2 ,

donc ne vaut pas 0, et comme ce n'est ni un nombre positif ni un nombre néga-
tif, c'est un imaginaire, d'autre part 1'équation ;ey==w-:a.‘n'est.pas soluble
pour y-rée], donc les nombres négatifs ont des logarithmes imaginaires.

C'est finalement Euler qui mettra un terme & cette querelle en prouvant
qu'il y a toujours une infinité de Togarithmes associ@s & un nombre donné,
c'est-a-dire "si y est le logarithme x, je dis que y peut prendre une infinité
de valeurs". La preuve de ce theéoréme est la suivante :

Pour «@ "infiniment petit", In{l + ©) =w et In(l + w)n = nw. Donc

pour n "infiniment grand", x = (1 + w)n ety = Inx , ¥y = nw .donc
1

y = nxM -~ n = Inx. Quand n augmente, cette expression approche Inx et pour

o 1

n “infiniment grand’, elle donne la vraie valeur du logarithme de x. Or xZ

a deux valeurs, x5 en.a.trois.etc: ... . Donc pour n "infini", i1 y en aura
une infinité .... . D'ailleurs, le logarithme est solution de 1'éguation

2
a=¢e" =14+x+ g- o de degré infini qui doit donc avoir une infinité
de racines.
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“Euier iszonhard (1707-1783)

Né 4.Bile, i1 suivit Tes cours de Jean Bernoulli et s'associe a ses
fils Nicolas et Daniel. I1 &tudie Ta théologie, la médecine, 1'astronomie, la
physique et les langues orientales. ' )

En 1727, i1 rejoint N. et D. Bernoulli & Saint Petersbourg, a la nou-
velle Académie des Sciences fondée par Catherine de Russie, ol i1 obtient la
chaire de Méthématiques en 1733. En 1741, i1 s'installe & Berlin puis retourne
en Russie en 1766. -

I1 est certainement le mathématicien le plus productif de son époque
et est apparu d ses contemporains comme le l&gislateur de 1'analyse, celui qui
a mis en ordre les acquisitions du 17e siécle. “Introductioin Analysis Infini-
torum", publié & Lausanne en 1748, sera réédité en 1783 puis en 1797 et i1 en
paraitra des traductions frangaises et allemandes & diverses reprises. En 1755
paralt Tes "Institutiones Calculi differentialis" puis en 1768-70, les "Insti-
tutiones Calculi integralis". Grace & lui, Te concept de fonction sera précisé
et deviendra un concept de base des mathématiques ; i1 en donnera d'ailleurs
plusieurs définitionsgﬁans 1"Introductio”, sa définition est la suivante : "Une
expression analytique composee d'une maniére quelconque d'une gquantité variable
et de nombres -ou de quantit@s constantes". Par eXpression analytiqde, il en-
tend aussi bien les opérations algébriques que les opérations "infinies" tel-
les que sommes de séries, produits infinis, fractions continues, et les opé-
rations transcendantes (1ogar1thmes, fonctions circulaires, exponentielles).
Avec Euler, le travail formel sur les séries prend un.essor considérable et
prépare le terrain pour les mathématiciens du 18e siacle.

En 1754, i1 écrit "chague fois qu'une série infinie est obtenue com-
me développement d'une expression algébrique, on peut 1'utiliser dans des opé-
rations mathématiqﬂes comme équivalente de cette expreséion, méme pour des
valeurs de la variable pour lesquelles la série diverge". Avec cette dé&fini-
tion, i1 prétend conserver les séries divergentes, (tellement utiles), et
contrer toutes les objections & leur sujet. I1 affirme dans ses lettres &
Bernoulli (1743) avoir eu quelques doutes & leur sujet mais n'avoir jamais
été induit en erreur avec sa définition de leur somme.
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Pour la plus grande part, ses calculs sur les séries sont formels,
et i1 leur étend les propriétés de factorisation des polyndmes : @ ses yeux,
ce procédé ne demande pac de justification. Ainsi, i1 calcule, en utilisant
les relations entre coefficients et racines de polyndmes de degrg infini,les

valéurs de f[Zn)= p) lZn pour 1<n<13 sinz=z - %- +§—, ..... s 11

résoud 1'équation sjn z = 0 comme 1'équation algébrique de degré infini

2 4
1- 2 +”g—,.... = 0 qui 1ui permet d'obtenir S T s 1
3t 51T . 2 (3ﬂ)2

S
31 72 (2n)

(somme des inverses des racines du polynfme 1 - g—,+ g-,+ ... = 0) et fina-
2 4o

w
. lement € "n§1

e I N 2

5 e Ce probléme avait &té &tudié en vain par Leibniz et

Jean Bernoulli, et Euler semble 1'avoir résoiu vers 1736. I1 utilise aussi
abondamment les séries dans le domaine de la théorie des nombres (nombres
premiers, décomposition d'entiers en sommes d'entiers etc ...). Dans ses cal-

.

culs sur les séries, il affirme & certains moments que la condition 1im a, = 0

est suffisante pour que la série converge, (alors qu'il connait 1'existence

dé 13 sérié harmoniyué et a &tabli 1 + % ... 4+ % = Logn + ¥ + %ﬁ S

il cherche & donner un sens & des expressions telles que 1 -11 +2! - 31+.,..
et i1 dérive terme & terme pour obtenir 1'équation différentielle xy' + y = X,
a partir de :

1-1+1 F1=%3(1)

-+

s : . i1 tente un passage & 1'infini ce qui,
1"infini n'étant ni pair, ni im-

+1

1L-2+3-4....%x-=
pair, lui fait écrire

2

?
1-2243%4...=0

1-2%43%, .. 3% %(x + x) etc ...
(+ suivant la parité du nombre de

termes).
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Oe méme, de la formule d'interpolation de Lagrange, i1 déduit

X _ _nyn -1
5 © sin X = %-sin 2X + ... F L-—%l-— sin nx + .... sans parvenir a élu-
cider le probléme pour x =7 (c'est Daniel Bernoulli qui, en 1772, verra que
dans la série 2 EQEDX , i1 faut modifier la somme suivant 1'intervalle de

nk .

variation de x).

Un de ses mérites aura &té d'évacuer complétement 1'intuition géomé-
trique dans la manipulation de 1'infini et par la richesse de ses travaux, il
ouvre la voie aux développements mathématiciens du 19e siacle.
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D Alembert (Jean Le Rond)

Découvert sur les marches de 1'église St Jean Baptiste Le Rond, prés
de Notre Dame, d'ol son nom. I1 fit des &tudes de droit, de médecine et de ma-
thématiques, diséip]ine qu'il choisit finalement. I1 présente son premier mé-
moire & 1'Académie en 1739"(11 y est admis deux ans plus tard). Ses principales
oeuvres séientifiques sont publiées entre 1743 et 1754, & la suite de quoi il
collabore & Ta rédaction de 1'Encyclopédie avec Diderot.

D'Alembert est le premier & vouloir fonder rigoureusement le calcul
différentiel sur la notion de limite et i1 insiste sur la nécessité de clari-
fier les concepts mathématiques. I1 se méfie beaucoup de T'utilisation des
séries divergentes, malgré les succés qu'elle assure. En 1768, dans ses "Opus-
cules Math", i1 écrit : "Pour moi, j'avoue que tous les raisonnements fondés
sur les séries qui ne sont pas convergentes me paraissent trés suspects, méme
quand les résultats s’accorderaient avec des vérités connues d'ailleurs". I1 '
donne une condition suffisante pour que la série converge (sur 1'exemple de
la série du bindme : voir régle de d'Alembert) et i1 fonde 1'analyse sur la
notion de limite dont i1 donne la définition suivante :

"Une grandeur est la Timite d'une autre grandeur quand 1a seconde
peut s'approcher de la premiére plus prés qu'une quantité donnée, si petite
qu'on puisse la supposer, sans pourtant que la grandeur qui s'approche puisse
jamais surpasser la grandeur dont elle s'approche, en sorte que la différence

d'une pareille quantité & sa 1imite est absolument inassignable® "& proprement
parler la limite ne cofincide jamais ou ne devient jamais égale & la quantité
dont elle est .la Timite, mais celle-ci s'en approche toujours de plus en plus

et peut en différer aussi peu qu'on veut'.

D'Alembert. interpréte alors les “premiéres et derniéres raisons' de
Newton en termes de 1imites et nie 1'existence des infiniment petits ("Une
quantité est quelque chose ou n'est rien : si elle est quelque chose, elle
n'a pas encore disparu, si elle n'est rien, elle a Tittéralement disparu. La
supposition qu'il existe un &tat intermédiaire entre les deux est une chimére"
(allusion aux "zéros" d'Euler et aux infiniment petits de Leibniz). En fait,
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DAY embert Favz preuve d un net souci de rigueur qui restera surtout au niveau
des intentions : voir 1'article "séries" de 1' Encyc1oped1e ol i1 précise :
" es mathématiciens disent et prouvent que Ta somme de la suite des nombres

11 1 1
2*4°8°16 "7
signifie, si on veut ne parler que d'aprés des idées claires, que le nombre 1

si on la suppose poussée & 1'infini est &gale d 1. Cela

est la limite de la somme de cette suite de nombres, ¢ ‘est-3~dire que plus on
prendra de nombres dans la suite, plus la somme de ces “nombres approchera
d'étre égale-d3 1 et qu'on pourra en approcher aussi prés qu'on voudra".

Majs les concept1ons et interprétations de d'Alembert restent trés
géométriques (voir 1a monotonie de sa définition de Ta Timite) et la fin du

18e sidcle préférera continuer & .utiliser le langage et les vues de Leibniz
et Euler. (Sur 28 publications entre 1754 et 1784, i1 y en a 15 qui interpré-
tent l1e calcul différentiel en termes de Leibniz, 6 en termes de limites, 4

avec Tes zéros d'Euler, deux en termes de fluxion, et celle de Lagrange qui

donne une présentation originale).
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Lagrange {1736-1813)

Né & Turin, i1 devint professeur & 1'Académie militaire de Turin. -
Lié d'amitié avec d'Alembert, il échange.avech1ui une correspondance trés ri- : &
che & partir de 1764.

En 1766, i1 fut appelé & Berlin pour succéder a Euler et y resta jus-

-

[37)

gu'en 1787, date de son retour & Paris ol i1 contribua & la fondation de Poly-

teéhnique et Normale Supérieur.
En 17587, i1 publie la "théorie des fonctions_ana}ytiques“ et en 1808 les

"Lecons sur le calcul des fonctions", deux ouvrages didactiques ol i1 expose

sa théorie du calcul différentiel. Critiquant & 1a fois la méthode des infini-

ment petits de Leibniz, celle des zéros d'Euler (dfvision de zéro par zéro),

celle des limites préconisées par Mac Laurin et d'Alembert (qu'il critiqua

comme faisant appel & une "méthaphysique &trangédre a 1'esprit d'analyse" ),

celle des fluxions de Newton (car elle repose sur les notions de mouvement et

de vitesse), il se propose d'établir les bases du calcul différentiel sur des

régles purement a]gébriques,ré 1'exclusion de toute considération géométrique

ou cinématique. I1 fait donc reposer la notion de dérivée sur le développement

en série de la fonction : au départ, i1 s'agit de développements en séries pure-

ment formels, les dérivées étant obtenues a partir des coefficients de la série

de Taylor. C'est 18 qu'il introduit les notations f'x, f"x pour les dérivées

-successives. Le probléme est qu'!il n'échappe pas d Ta notion de limite pour

étudier la convergence de ses séries. Il est cependant le premier & utiliser

1'encadrement du reste, aprés avoir donné 1'expression du reste qui porte son

nbm dans la série de Taylor : i1 affirme qu'on ne doit pas considérer la série
infinie sans faire intervenir le reste, c'est-3-dire qu'on doit considérer un
nombre fini de termes, assez grand pour que le reste soit petit. Le probléme
de la convergence de la série de Taylor est &videmment le point faible decet
édifice qui ne sera &lucidé que par les mathématiciens du 19e siécle. .
7 i pDropos du prob?émeAdes_cordes vibrantes, i1 &tudie des sérjes de

Fourier et polémique avec d'Alembert au sujet de la série Z cos Kx : Lagrange

kil
cosm x - cos(m + 1)x _ 1 7 )
calcule la somme de m termes 201 - cosx) 5 ?t ajoute :
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“Tans 1o cas ol m est infini, le nombre 1 s'évanouit devant met le

. p . . COSIX - cos{m + 1)x . .
terme cos{m + 1)x devient &gal & cosmx d'ol 51T - cosx) X _ gn mais si

X = 0, le dénominateur est nul et la valeur de la série est alors m + % - %

(par Ta régle de 1'Hospital). I1 déduit que 1a série vaut - % pour x # 0.
D'Alembert lui montre avec x = 45° que la somme de la série est é@ , ou 0, ou

- 1ou ... suivant le nombre de termes donc la somme ne vaut 0 que si m x 45°

est un nombre fini de fois 360° ou 135° plus une telle quantité. La réponse de
Lagrange est tout & fait significative des vues de 1' epoque sur les séries :

avec ce type d'argument, on pourrait dire gque T %
2

de 1 -x+x"+ ... carpour x =1, 1a somme vaut 1 ou G suivant la parité

n'‘est pas 1'expression

du nombre de termes. Or cette somme vaut % .

En tout cas, Lagrange aura eté 1'artisan d'une transformation épis~
témologique essentielle, en mettant 1'accént,sur encadrement, majoration,
appkoximation et en faisant du concept central de 1'analyse celui de fonction
analytique, en fait. | '

Lacroix, dans son “"Traité du calcul différentiel et intégral” criti-
quera 1'utilisation formelle des séries par Lagrange : on ne doit pas parler
d'une série comme développement d'une fonction parce que Ta série n'a pas
toujours "la valeur" de cette fonction : elle en donne la valeur seulement
pour x assez petit. Majs cela ne 1'empéche pas d'affirmer que la série infinie
reste Tiée & la fonction pour tout x (c'est-a-dire qu’elles conservent les
mémes propriétés : c'est toujours le principe de continuité d'Euler ...J.




