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INTRODUCTION

REER

Cette brochure s'adresse aqux maitres de 1l'Ecole Elémentaire

(CEZ’ CM,, CMZ) et aux professeurs de Colliage (4°, 5°).

L'objectif de cette brochure est l'enseignement de la mesure
des longueurs et des aires, & travers une suite de situations -
problémes. Dans ces situations interviennent en interaction des
points de vue numériques et non numériques. Cette interaction
évolue dans le temps. Par exemple, on peut au CE2 compter le nombre
de carreaux contenus dans un rectangle dessiné sur papier quadrillé,
on peut, au CE2 ou au CM], construire par découpage et recollement
d'autres surfaces ayant le méme nombre de carreaux, continuer en
construisont sur papier blanc des surfaces ayant méme aire qu'une
suface donnée, aborder la mesure des aires par pavage arbitraire
av CM] ou au CMZ’

en CM2 ou en 6°, se poser les questions d'invariance des aires et

. . 2
mesurer des aires diverses en cm” par exemple,

périmétres de surfoces données suivant les transformations géo-
métriques qu'on leur fait subir, en 6° ou en 5°., A chaque étape
les situations proposées prennent en compte ce que les éléves
savent pour poser de nouvelles questions et construire de nou-
velles connaissances intégrant les anciennes.

Dans toutes les situations choisies, nous avons eu le souci de
faire fonctionner les notions dont on visait 1l'apprentissage, et

pas seulement d'en faire un catalogue.

La plupart des séquences proposées ont été expérimentées en CM] et en CM2
dans les classes de Mme D'Agostino, MM. Ducousset et Fabarez & 1'école
Dunoyer de Segonzac & Antony et dons la classe de M. Méré & l'école du Mail
des Cuverons & Bagneux. Qu'ils soient ici remerciés pour leur collaboration

sans laquelle ce travail n'aurait pu se faire.

Toutes remarques, critiques, interrogations et suggestions seront les

bienvenues; les adresser aux rédactrices
Régine DOUADY
Maorie-Jeanne PERRIN GLORIAN
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CHAPITRE 1

MESURE DES LONGUEURS -
RECOURS AUX FRACTIONS.

Objectifs.
Le travail que nous allons décrire dans ce chapitre a

pour objet

- l'utilisation de fractions pour désigner des mesures de lon-
gueur qu'on ne sait pas désigner par des nombres entiers avec

l'unité donnée et pour calculer sur ces mesures
- l'explicitation de relagtions entre des unités de mesure v et

v et des relations entre les mesures correspondantes d'une méme

longueur.

I. - CHOIX DE LA SITUATION,

Nous expliquons dans la premiére partie de la
brochure 62 "Nombres décimaux" l'importance que nous ac-
cordons au choix de problémes qui permettent de travail-
ler sur plusieurs cadres en interaction. Le choix du cadre
se fera en fonction des questions posées et des informations
dont on dispose. Ici, nous allons poser un probléme dans le
cadre des longueurs. Pour le résoudre, les élaves auront
besoin de le traduire en termes de nombres. La traduction
compléte exige de savoir mesurer n'importe quelle longueur

dans une unité donnée.



Une unité de longueur wuv étant choisie, & certaines
longueurs on psut associer un nombre entier, & d'avtres non.
Le probléme vag étre d'enrichir l'ensemble des nombres pour enri-

¢hir l'ensemble des longueurs mesurables en v,

M e N AlD Ao et S oy e i e e AN S A B S e S e e

Seient u et v deux longueurs non nulles.
Supposons par exemple v <« U < 2v, On ne peut mesurer
en nombre entier ni v en wu, ni u en v. Joutefois u et v

peuvent servir chacune d'unité de mesure,

Si wune longueur 2 o une mesure entiere p en wu et
une mesure entiére g en v, il est clair que p # g. En effet,

on a dans le cadre des longueurs

?= p.u = g.v et Vv <u donc

pv<pu done pv<agyv donc p < q.
Dans les problémes on pourra substituer, si besoin est,

p.u & qg.v ou gq.v @ p.u. Mais il peut arriver que uv ou v in-
tervienne autrement que por leur multiple p.u ov q.v. On voudra
indifféremment colculer avec v ou avec v, Il faudra pour cela
gu'on sache exprimer u en fonction de v ou v en fonction de vu.

Une telle expression fgit nécessairement intervenir p et g.

e el . . - ——— - Ty T VR T e e AR e s . s A e e A e St Y

- v —— e W M Al o A A L A e e e

Selon gque 1l'unité demesure est tré&s grande par rapport
& lo longueur L oa mesurer, trés petite ou du méme ordre de gran-
deur, les enfants peuvent odopter des procédures différentes
(cf[R.R.J} [ [R.R] : Ratsimba - Rgjohn - these de 3&me cycle =~

Université de Bordeaux I. 19817 .



a)

b)

Si u est trés grond par roppert éﬂ_?; on peut s'attendre a

ce que les élaves reportent Y dans u. Si ce rapport tombe
juste, u est de la forme n.? et la mesure de E en u est

un inversd'entier : €= —§r~. u. Si le report ne tombe pas

juste u = n.E + 1T avec I < E ; si on peut négliger r, on
est ramené au cas précédent, si on ne peut pas négliger r, la

situation devient compliquée :

- ou bien on itare le procédé en reportant r daons u ; méme

dans le cas facile ob le report tombe juste, on cura u = qgr

nt + r et il est difficile d'exprimer Y en fonction de w.

- ou bien on reporte r dans f et, en admettant que ce report
tombe juste, on aurait pr = P et u= nﬁ-+-ﬁ}— £ ce qui n'est

pas facile non plus.

On peut cependant sen tirer en cherchant des multiples

entiers k.u de u etn.lde 1 tels que k.u= n. L.

. . k . k s
On écrira : ﬂ =—= u ol —— est caractérisé par
k
n x — ) =k
(£

C'est le cas si 1l'on veut mesurer 1l'épaisseur d'une
feuille de papier par l'intermédiaire d'une pile de n feuilles
d'une épaisseur de k em (cf. BROUSSEAU - Recherches en Didacti-
que des Mathématiques 1981 -2.1 p.88 et suivantes)

Si u est tras petii par rapport & ?, les éléves vont reporter

v dans f. Onaura B= n.u+r avec r < u. Dams le cas ol
U est trés petit par rapport & 1 {n grand), les éléves seront
tentés de négliger r et de se satisfaire d'une mesure entiére.

La situation n'est pas propice au recours aw fraoctions.

Si_*fLﬂgsiudu_méme_gzdrg_dg_czcodeux_que__u, c'est le cas si

E < u mais pas trop petit, ou si u peut &tre reporté un petit

nombre p de fois dans E. On a E =p.u+r avec I < U.



(Le cas 1< u correspond & p = 0). Si r n'est pas négli-
geable devant v, le probléme est olors de mesurer r en u.
Si u n'est pas trop petit, ume des procédures est de froc-
tionner u en longueurs v telles que n.v = u. On mesure r

4 l'aide de v et on exprims cette mesure en fonction de wu

grdce & la relation v = ;%— . u. Si r =k.v, on écrit
_ 1 I _ k ; -
r=k x ( — . u) = — . u et £ = (p + - ). u. L'expres
sion —E-est caractérisée par LI k x a et n x = 1.
n n n n

Nous avons choisi de mesurer des longueurs avec une
unité de l'ordre de guelques centimétres. On pourra ainsi la frac-
tionner facilement et la reporter quelquefois sur un trait des-

siné sur une feuille de papier (le cas ¢).

4) Extension des nombres et des opérations.

Le probléme est de saveir si les nouvelles expressions vont
fonctionner comme des nombres. Peut-on les comparer cux éntiers, les
comparer entre elles, et comment ; peut-on leur étendre les opérations

qu'on savait faoire sur les entiers ?

Les opérations et comparaisons syr les longueurs vont donner
lieu & des opérations et comparaisons sur leurs mesures (nombres en-
tiers ou nouvelles expressions) et réciproquement., Dans cette corres-

pondance, les nouvellas expressions acquidrent le statut du nombre,

II.- ORGANISATION DE LA SEQUENCE.

Feuilles de papier blanc (sans lignes), petites bandes de carton
fin servant d'unité de longueur (environ 4 cm) en au moins autant d'exem-

plaires que d'éléves.

les &laves sont bindmés par deux : émetteur, récepteur, placés assez



loin 1l'un de 1l'autre dons lo classe pour pouveir travailler séparément.
Chaque élave est émetteur d'un message vers un comarade et récepteur d'un

autre message (provenant de ce comarade ou d'un auire).

Vous dessinez un trait. Votre récepteur doit reproduire un trait *

de méme longueur. Pour cela, vous allez lui donner, sons vous servir de

votre régle groduée, l'information nécessaire . Vous lui envoyez cette
information dans un message écrit sans dessin., Si le récepteur a besoin d'in-
formations supplémentaires, il les demonde par écrit sur le message. Ensuite
émetteur et récepteur comparent leurs traits pour voir s'ils ont bien la méme

longueur.

4) Anglyse de la_tdche.

Pour satisfaire & la consigne, émetteur et récepteur ont besoin
de disposer d'une méme unité de longueur. L'information pertinente que doit

transmetire 1'émetteur est alors la mesure de son trait avec l'unité donnée,

Nous avons expliqué dans le premier parographe le choix fait de 1
“unité. Il reste & déterminer le moment ol on va distribuer cette unité. Cela
peut &tre avant que les éldves aient dessiné leur trait ou aprés qu'ils l'aient

tous dessiné.

a) si on donne 1'unité avant, l'émetteur peut choisir la longueur de son

trait en se servant de 1l'unité fournie, par exemple en la reportant
un nombre entier de fois. Son messcge serc alors facile & rédiger et

facile & lire.

b) si on donne 1'unité aprés, lg longueur du trait o de fortes chances de

ne pas avoir une mesure entidre. Pour écrire un message efficace, 1'
émetteur sera amené & choisir une unité plus petite par exemple en sub-
divisant celle qui a été donnée (cf 1.3.c.). Dans ce cas lo rédaction
du message sera plus difficile, L'émetteur pourra décrire sa procédure

de subdivision et l'utilisation qu'il en a faite. Il pourra coder

ses opérations. Dans tous les cas, la lecture d'un tel message
sera plus difficile aussi. Mais c'est dans ce contexte que le
recours aux fractions sera efficoce et indispensable pour rac-

courcir les messages.

* La consigne est formulée ici pour de jeunes éliéves {CE2-CM1)}

qui ne connaissent pas le mot "segment". Il va de soi qu'avec
des éleéves de éizme, on utiliserait le mot "segment®,



Remarque : Le changement d'unité n'est pas indispensable. On
peut construire une nouvelle longueur L telle que L = p.f = q.u

ot € est la longueur du segment et v l'unité de mesure (cf 1.3.a).
Cette procédure n'a aucune chance d'apparaitre ici. Il faudrait
pour cela que l'élave, de sa propre initiative, complexifie la
situation proposée en construisant un nouveau segment plus grand ;
il lui faudro ensuite repérer les relations entre ce nouveau seg-

ment et son objet d'étude : f et u pour en déduire lo relation

cherchée entre Q at v,

g

Au moment ol le travail ci-dessus est proposé, les enfants ont
une pratique des additions et comparaisons de longueurs dans diverses
situations : mise bout & bout de baguettes en carton, de traits dessinés
sur une feuille. Ils savent faire des comparaisons directes par superpo-
sition ou indirectes par un intermédicire. Ils savent construire des
longueurs en reportant une longueur donmnée. En particulier, ils savent

gradver un trait en nombres entiers pour une unité donnée.

y S - i [l 1 1 1

0 1 2 3 4 5

=4y par exemple.

Dans un premier temps, nous donnons la consigne sous la forme a
(unité donnée avant) pour permettre aux élaves d'utiliser des reports
de longueurs et des codages en nombres entiers, aqutrement dit de se ré-
férer & leurs connaissances antérieures. Ils peuvent toutefois procéder
autrement. Dans un deuxigme temps, nous donnons la consigne sous la forme
b (uniié donnée aprés). Cette fois ils sont contraints de procéder autre-
ment. Les procédures décrites ci-cpriés correspondent & la forme b propesée

&4 deux reprises :

- une premiére fois sans parler de la longueur du message.

- une deuxidme fois en précisant que le messcge doit étre le plus

court possible,



I1I - DESCRIPTION DES PROCEDURES.

oy . —— .k b e —— -

~

P.1. Dessiner un segment qu'on peut décrire por rapport a lao

feuille (exemple une diagonale ou un segment obtenu en allant

d'un coté de la feuille au cdté opposé parallzlement aqu bord
de la feuille),

A ce moment 13 les élaves se réfarent directe-

ment & la feuille et n'ont pas besoin de mesurer leur seg-

ment avec l'unité donnée, Ils savent que les feuilles distri-

buées par le moitre sont les mémes pour tous. Pour bloquer

cetie procédure, on peut imposer que le trait dessiné ne tou-

che aucun bord de la feuille.

P.2. On reporte u autant de fois qu'il est possible sur la longueur

choisie . On se raméne & évaluer le reste r = f - nu.

a)

r est tout petit devant u (por défaut ou por excés) et an

le néglige : le messcge comporte alors le nombre n de re-
ports et une information qualitative sur le reste ("un tout
petit peu plus" ou "“c'est presque n u"}.

Si r est notable, on cherche & évaluer r,

On plie u pour obtenir une unité plus petite v qu'on sait
relier & v. Comportement majoritaire : pliage en deux itéré.
On plie v en deux, on reporte %- ¢t dans r si possible; si
on ne peut pas cu s'il reste encore quelque chose, on plie

4 nowegu en deux, on obtient une nouvelle unité
1 o1
Y= 3

tant gue ce pliage est possible et tant que le reste n'est

{ %' u) ete ... et on itére le pliage en deux

pas négligeable (le picge en deux est mctériellement pos-

sible trois ou quatre fois).

Autre plioge : si le pliage en deux fournit une unité
trop grande et le pliage en gquatre une unité trop petite, on

estime.qw le pliage en trois devrait convenir et on le teste.



$'il donne un reste négligeable on utilise les 1/3, si-

non on revient au pliocge en deux.

¢) On reporte r dans l'unité uv. Si le report tombe juste (ou

presque) r est de la forme(ﬂ/n)u. Si le report ne tombe

pas juste, cette procédure est abandonnée.

ity e e e e e

Un &ldve o tracé un segment de longueur 4 léga-
rement plus petit que v, il a marqué r sur v et a repor-
té6 r dans § . Il a pu reporter la longueur r 12 fois dans

Q et donc 13 fois dans u et a écrit.

d) on choisit la largeur de la boguette unité comme

nouvelle unité plus petite pour mesurer le reste. Pour
bloquer cette procédure le maitre choisit pour matérialiser
v des baguettes de longueur u mais de largeur variable.
Emetteur et récepteur savent que leurs boguettes sont deméme

longueur mais pas forcément de mé&me largeur.

On repa2re trois catégories de messages

- 1l'émetteur décrit en frangeois la suite de ses actions. Le
message peut &tre suffisent pour reconstruire le segment ou
comporter des ambiguiItés. Exemple : "tu prends la baguette
dans le sens de la longueur, tu la places sur ton trait, tu

mets un trait, .... il reste un petit bout, tuplies en deux,

11



~ l'émetteur envoie des indications sur lac mesure de son seg-
ment , indications qu'il note en frangais. Exemple : "mon

trait faoit 3 vnités et le demi du demi de u",.

- l'émetteur envoie la mesure de son segment avec un codage

chiffré, soit complétement, soit partiellement.

SN
[ d

Exemples : 2u + % v +

lu + un demi du quart de v.
2
La premigdre fois que cette consigne b est posée, les mes-

sages émis sont majoritoirement du premier type. Ceci n'est pas
étonnant, pour écrire un tel message, l'émetteur n'a pas besoin d'
arnalyser son travail, il lui suffit de décrire ce qu'il a fait. La
description pose cependant des problémes d'expression en frangais.
Les phrases sont longues, pas toujours claires, et on risque d'ou-
blier certaines étapes. Le récepteur peut ne pas comprendre le mes-

sage ou obtenir un segment de longueur différente,.

Aprés une phase de compte-rendu avec discussion des premiers
messages et bilon des premiéres écritures codées, on repose la mé-

me consigne b. en demandant que les messages soient le plus court pos-
cible, Le troisigme type de messages devient alors majoritoire.

—— A — i — — P e — e ]

Au cours du premier échange de messages {(consigne b)
le récepteur rencontre des difficultés pour lire le message
et le décoder, soit parce qu'il est long et mal construit,
soit parce qu'il manque des informations, soit parce qu'il
ne comprend pos le codage de l'émetteur.

Au cours du deuxigme échange, les messages sont en
général bien écrits et bien décodés., Les segments de 1l'émet-
teur et du récepteur ne se superposent pas toujours. L'erreur
provient soit de la manipulation, soit d'un reste négligé

par l'émetteur, soit des deux., Emetteur et récepteur ont



alors & se mettre d'accord sur les causes du décalage
observé et sur la précision de la mesure qu'il est rai-

sonnable d'exiger.

T e e e e e W e e e e e v e — W e i e ey e s M e e S At ad ——

Dés le premier bilan qui suit les échanges de

messages, des écritures fractionnaires sont utilisées

Tuslo= 2 x (3u) = lu
27e) =g

-%_-u+:1—ux—;-u ZX(%U)=%U
%u+%u+%u+-}u=’ju=4x('}_U)
-%-(-J:u)=-é-u -;-(-;-u)=7-£-u
% v + % u o+ % v =1uw

1ido -t 2x (Fuy =1
i} ( I u) = 1 u

2 '3 12

%u+%u=2x(%u)+%U=3X(%U)=%U-

Elles sont reprises en compte par l'ensemble de la

classe pour écrire de nouveaux messages lors de la 22me consigne b



IV,- DEVELOPPEMENT DES ECRITURES ET ENRICHISSEMENT DE LA GRADUATION,

Lors de la consigne b sous sag deuxiéme forme
(messages le plus court possible), les écritures fraction-
naires sont largement utilisées dans les messages. Au cours
du bilan qui suit, pour améliorer la précision, les éléves
sont amenés a itérer le pliage en deux de 1'unité u. Au deld
du 1/8 ou & la rigueur du 1/14, le pliage effectif n'est

plus possible, Certains élaves proposent des désignations

orales ou écrites telles que 10;4 U oU mEzg Y avec le sens

1 11, 1
(3713) *t 7548 = 25052

il s'agit 1l d'une extension formelle de la subdivision en 2

quil se produit chez des élaves qui ont une bonne pratique du
calcul oral. Si ce n'est pas le cas, ce travail sera de toute
fagon repris & propos des fractions décimales. $i les élaves
ne les ont pas encore envisagées, le maiire propose d'autres

subdivisions plus difficiles & réaliser matériellement

% v, %5 u = ,,, avec le sens 5 x % u = 1.u,

10 x %5 u = l.u. les éleéves utilisent diverses écritures telle:
que % U = p x % u, Plus généralement pour des valeurs entidre:
de p et n ils utilisent des écritures du type

By = D x ! U aveec n x 1 u = 1.u
n n n

2} Correspendance longueurs-nombres.

L'unité de longueur v étcnt choisie, & toute lon-
gueur £ obtenue en reportant u un nombre entier de fois,
on associe le nombre n de reports, gqu'on appelle lc mesure
de £ en u. Mais il y a des longueurs qui ne sont pas de la
forme n.u, le probléme est de leur associer une mesure en u.

Les codages fractionnaires vont permettre de le faire pour



3)

certaines d'entre elles, Par exemple 1/2 est la mesure de

!
est ta mesure de la longueur

B

la longueur 1/2 u, 2 +
1

2u + 3 x — u. Les opérations et comparaisons entre longueurs

4

vont se traduire en opérations et comparaisons entre les me-
2 1

-sures : par exemple % >>% s 2+ % <3 ; I= 7

Des questions sur le statut de ces écritures se
posent : on les additionne, on les compare comme des nombres
pourtant l'extension des régles de calecul ne vo pas de soi.
Citons la remarque d'un élave : "c'est drdle, la moitié de

12 c'est 4, et la moitié de %7 c'est i% , la meitié de %

1t

T 1
¢'est 17

Ces nouvelles écritures vont acquérir le staotut de

nombre au fur et & mesure de l'extension des opérations

(+, - , x , : ) et des comparaisons.

Représentation des longueurs et de leur mesure

Points marqués sur une droite ; graduation d'un axe.

a) Soit D une droite, O un point marqué sur D. Il partege
D en 2 demi-droites Di et D2.

Seit u une longueur

On peut reporter u sur chaque deﬁi—droite &
partir de O, Choisissons D] par exemple. Le report
permet de marquer sur D] un point A tel que la dis-
tance OA de O & A soit u. Nous associons aqu nombre 0O

le point O et cu nombre 1 le point A. Reportons a nou-



veau u, cette fois & partir de A, Notons B le point de

DT’ agutre que O, tel que AB = v, On a qussi OB = 2 u.

Au nombre 2, nous associons le point B. Plus générale-

ment, & chaque entier n nous associons le point Mn de
D1 obtenu en reportant n fois sur D] 1'unité v toujours
dans le mé&me sens, On a OMn = n u, Le nombre n, mesure

en u de la longueur OMn est appelé abscisse de Mn.

Jrmmigptectpe g MpinS i inftiy g P

Correspondance N —D,

Nous venons ainsi d'établir une correspondance

n —> Mn entre l'ensemble des entiers et certains points
de DI qui g les propriétés suivantes
4 un entier n donné correspond un point Mn déterminé
de fagon unique.

quels que soient les entiers p et q distincts, les

points Mp et Mq correspondants sont distincts.
D'autre part, étant donnés 2 points M et N de D]

d'abscisses Xy et X\. sSUPPOSONs Xy 2 X, ,on a

Xy T Xy + IMNJ oUIMN} désigne lamesure en u.de la
distance de M & N,

Ce Fcisontlnous sommes en train de construire

une graduation de D] dont l'origine est o et u

l'unité.

- Correspondance qp ~—?D]

On peut représenter n'importe quelle longueur
(qu'elle soit de lu forme n.u ou pas) par un point de

DT en associant & la longueur 1 1e point Ml de D]

tel que OMl = ﬂ.

A toute longueur de lag forme n.u on sait faire corres-

pondre 1 point de D] et 1 nombre : l'abscisse du point.



A toute longueur qui n'est pas de la forme n.u on
sait faire correspondre un point de D] auguel on

n‘a pas encore associé d'abscisse.

S5i toute longueur P était: mesurable en u
on pourrait associer qu point MB,lc mesure de ¥ en
u. On pourrait ainsi associer un nombre & tout point
de D]. Le probléme est bien d'étendre l'ensemble des

nombres de mani&re que toute longueur soit mesurable

en u.

L'axe gradué D] sera alors une représenta-
tion de l'ensemble des longueurs et de leurs mesures,
Il permettra d'ailleurs de représenter n'importe quelle
grandeur physique par l'intermédiaire de sao mesure dans

une unité donnée.

Les nombres décimaux permettront soit de dé-
signer, soit d'approcher d'aussi prés qu'on veut les

mesures cherchées,

Pour qu'un axe gradué (D], O, u) soit un outil efficace
de résolution de problaemes, les éléves ont besoin de

savoir que

(P 1) l'abscisse X\ d'un point M de DI désigne la me-
sure en u de la distance OM de 0 & M.

OM = YR

{P 2) la distance AB entre 2 points A, B de D] est

AB = (xB - xA) u si o oxg > x,

ce qui s'éecrit oussi Xg T x, + |AB! , en notant |AB|
la mesure en u de AB.

(P 3) la distance AB est invariante par translation le

long de l'axe. Ceci s'exprime de la manié&re suvivante

sur les abscisses



pour tout nombre ¢, soient M et N les points d'abscisses

respectives X\ T Xa + c et XN = g + c on a

IMN| = (xM - XN) = (xB - XA) = 'ABI, si Xg > X,

4) Activités proposées aux élaves,

lLes éléves ont mesuré au CE des longueurs. Ils
savent en principe se servir d'une graduction en nom-
bres entiers. Les activités que nous allons décrire
ont pour but de vérifier d'abord que c'est bien le cas
et ensuite d'enrichir la graduction en y indroduisant
les mesures non entigres trouvées. Ceci est un pas

dans l'acquisition du statut de nombre par ces mesures.

a) Une unité de longueur u est choisie pour toute la
classe. Le maitre demande & chaque éléve de dessiner
sur sa feuille, une demi-droite d'origine O et d'y

placer le point u d'abscisse 1.

Consigne_1 : travail par deux, émetteur-récepteur.

Chaque élave joue les 2 rdles, émetteur puis récepteur.

Chacun choisit 2 points A et B différents de O, o0 il
veut sur son axe. Il marque les abscisses X de A et

Xg de B. Il enveie un message & un camarade pour que

celui-ci place sur son axe (axe du récepteur} un point

C tel que la distance OC de O & C sur l'axe du récepteur
soit égale & la distance AB de A & B sur l'axe de l'émet-
teur, i.e QOC = AB. Le récepteur marque sur son axe, le

point € et son abscisse.

Commentaires.

Les messgges peuvent &ire de 3 types
1 - donnée de AB

2 - daonnée de X4 at Xg
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3 - donnée de AB et de X et Xg -

['émetteur utilise au moins P} pour marquer 1, X5 et x

B
Dons le cas 1 et 3, le récepteur connalt lg distance AB. Il
doit seulement placer C =2t marquer son abscisse. I1 utiliss

P

vtilise glors PI ,P2 ei P3. S$'il reporte AB aprés cveoir placé

1 et P3. Dens le ¢as 2, le récepteur peut calculer AB. I1

A et B, il utilise seulement P1 et P3. Pour que P2 soit néces-
saire , il faut sortir des limites de lao feuille : 1'é&lave

est alors obligé de calculer AB = Xg = X, o Dans une deu-

xiéme phase, le maoitre propose des valaurs de X et Xg COr-=
respondant & des points hors de la feuille; les éléves calculent

Xc et placent le point C si ¢'est possible,

Consigne_2 : Travail par deux : émetteur-récepteur.
Chaque élave joue le rdle d'émetteur vers un camarade
puis le rdle de récepteur d'un camarade. L'émetteur
choisit 2 points A et B o0 il veut sur son axe, puis

un point M, d'aobscisse non entiére (xM ¢ N). Il envoie
1

un message & un camarade pour que celui-ci place sur

son axe un point M2 tel que X\ = %Xy et un point N
2 ]

tel que lo distance MZN sur l'axe du récepteur soit

égale & AB (i.e. MZN = AB). lLe récepteur marque sur

son axe les abscisses de M2 et de N.

Commentaires.

Pour faire son traveil le récepteur utilise

P2 et P3. D' aqutre pert la consigne 2 oblige émetteur

~

et récepteur & graduer des points intermédiaires et &
vtiliser PZ et P3 pour des points d'abscisse non en-
tidre, ce qui était évitable dans la consigne 1.
Remarque : En cas de difficulté & organiser un jeu émetteur-
récepteur dans la classe ¢f(I-3) le maitre peut assurer
le role d'émetteur pour tous les éléves en faisant varier
la nature des données (donnée de la distance AB ou don-
née des abscisses XA xB) et les valeurs numériques
(points d'abscisses entiadres ou fractionnaires, distances

entidres ou fractionnaires).
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Consigne 3 : travail individuel.

On distribue une feuille de papier quadrillé
sur laquelle on o dessiné un trait, marqué une origine

et une unité (veir échantillon).

Chacun gradue 1'axe, choisit un point A d'abscisse
enti2re et un point B d'abscisse non entidre, Le mai-
tre demande de marquer sur l'axe plusieurs points
-par exemple 5 points - M] M2 ..... MS’ dont il donne

les abscisses (le maltre a choisi de ne prendre ni des
1 1

. . i . 1
entiers, ni des 5 mais par exemple des Tr 1 5 s

L

o T% faciles & repérer si on a pris 3 grands car-

reaux pour u)., Puis le maitre demande de marquer les
points N], cevr Ng tels que MTN] = M,N, = MsNs = AB

et leurs abscisses.

Commentaire

les &laves sont obligés d'utiliser P2 ov P3. Dans le

cas oU ils utilisent les deux, chacune sert de contrdle

~

g J'lauytre.

Consigne 4 : Travail par équipe de 4,

- - -

On distribue & chacun une bande de papier

quadrillé de 12 carreaux de long, sur laquelle un trait

est dessiné {modéle consigne 3).

Le travail de l'équipe consiste & construire
une longue ragle graduée en recollant des portions d'
axe gradué par chacun dans l'éguipe : l'un gradue de
0 & 2, le suivant de 1 & 3, le 3&me de 2 & 4 et le 4é&me
de 3 & 5.



Commentaire

Pour que le recollement soit possible, les élaves

1 -~ 2 3 ) . . N -~
d'une méme équipe doivent aveoir choisi une méme

unité pour graduer chacun des morceaux. En effet,

2 points surperposés devront avoir meéme abscisse.

Une méme abscisse pourra &tre écrite de plusieurs

maniadres.

Exemple

. : i j | i

. i !

: i [ i ;] s .

i e — -5 - — et
G - S R 2. 3 = g £
= TR T ! R TR i X T ! L
' ‘ : I -1 ! T - ‘
: : I, — t - 1 : ; 1
Ll % C A 4 {}' 2 L 3 “ 1 e
o -l I — — 7 = = vy
Q- ‘ & £ - & 6‘— P 6 b .!-5-
I BE L Faml | f | =

b) Utilisation d'une graduation pour mesurer des

longueurs.

L'objectif de cette séquence est d'enrichir

la correspondance entre les points de D] et les me-

sures de longueur

a) Matériel + une feuille polycopiée sur laguelle

sont dessinés des segments, distribués n'importe

ot dans la feuille et dans des directions dif-

férentes. Les longueurs des

segments sont assez volsines

{par exemple 8cm, 12 cm,
10 cm, 9 em, 10 em 1/2,

13 em 1/2, 12 cm 3/4,

11 em).

9cm3/4

AN

\

+ Une unité de mesure de longueur

(par exemple & cm) matérialisé par une petite

bande de carton.

+ une bande de papier de 20 cm environ



La disposition des segments dans la feuille
et leur longueur ont été choisies de fagon gque le clas-
sement ne puisse se faire & l'oeil pour tous les seg-

ments. Les éléves peuvent

- soit mesurer les segments avec l'unité u et comparer

les mesures obtenues

- soit reporter les longueurs des segments sur la bande
de papier & partir d'une méme origine, et déduire le
classement des segments de celui de leurs extré-
mités,

lLa deuxidme procédure est commode mais ne
permet pas de conncitre les mesures des longueurs des
segments avec l'unité u. Un moyen de réunir les avan-
tages des deux procédures est de graduer la bonde de

papier & l'aide de l'unité u {en marquant les entiers

les %, les %, les %, ete....)

b) Dans un deuxidme temps, on distribue une deuxiéme feuille
polycopiée donnant une série de lengueurs de segments
mesurés en u (différents de ceux de la premigre feuille).
La consigne est d'ordonner tous les segments selon leur
longueur, ceux de la premiére feuille et ceux de la deu-
xigme feuille.

Trois procédures sont possibles :

- procédure numérique : mesurer en U les segments des-

sinés et comparer les mesures (donc ordonner des nombres).

- procédure géométrique : représenter par des segments
les longueurs données et reporter tous les segments sur
un axe & partir d'une méme origine. On obtient acinsi

des segments emboltés.



- procédure mixte : repérer sur un axe gradué avec
l1'unité v les mesures fournies, reporter & partir de

O sur l'axe gradué les segments de la premigre feuille.
Comparer les longueurs revient & repérer l'eordre des

points marqués.

Avec cette procédure, les élédves ont un moyen
de contrdle de l'ordre des nombres par l'emboitement

des longueurs correspondantes.

V.- AUTRES ACTIVITES SUR LES LONGUEURS.

Voici maintenant quelques thémes que nous ne développons

pas.

m . - e i i e e M ey i md MA MR M e W e e =
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des symétries, entre autres périmdtres de polygones régu-
liers ou non, de carrés, de rectangles, de triangles. Clas-

sement de figures selon le périmétre.

Cette qctivité sera décrite dans le chapltre IV.

Les mesures qui interviennent dans ces activités peu-
vent 8tre entidres ou fractionnaires (avec les fractions dont

on dispose).

Pour les calculs et classements de périmé&tres par exemple
les élaves pourront &tre amenés & cjouter ou & comparer des

fractions qui n'ont pas le méme dénominateur. Il ne s'agit en



gucun cas de faire l'apprentissage de la technique de réduc-
tion au méme dénominateur dans un cadre général. Les éléves
pourront résoudre ce probléme dons des cas particuliers. Cer-

tains cas pourront méme rester sans solution pour l'instant.

Pour comparer des fractions qui n'ent pas le méme
dénominateur, d'autres procédés que la réduction au méme déno-
minateur apportent souvent la solution : comparaison & 1'unité,

comparaison agu demi.

Exemple : ¥ % < % parce que % = 1 = % et
5.7 -1 11
g=1-%5 ¢t 33
¥ %% < %% parce que %% < 1 et
22 _1s_ 21
7> O=q1g=77)
# % < % parce que 'déja % < %

et il y a un septigme de plus que de huitigmes”

ou encore 3 < 1 < 4
8 2 7"

|

3 1
gporce que '7"-< "'2-<

c'est plus difficile

oltn

# Pour comparer ; et

mais la comparaison au demi ou & l'unité donnent quand méme

des résultots
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~|
+
\l]m | —
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+ % done % < %

M —
2| —
—
.
o -

" 3 . 4 .
ou encore "il mangque 5 & z pour faire 1.
- 3 .5 a s 3 3
il manque § & § pour faire 1 et 5 < 7
4 5
donc 7 <3
Pour ajouter deux fractions % et %T , il est
nécessaire de trouver "une unité commune" & % et &,
Ceci est facile si les deux fractions appartiennent & une
-~ [§] - i l l 1_ .....l
méme chaine” par exemple i et § oV 3 et i ou
] 1 . .
encore 7 et 77 - Ceci est encore assez facile pour des
. . . 1 ] ] 1
dénominateurs petits : par exemple 75 et 3 ov et 5

ouU encore l et i
3 5

D'autres dénominateurs communs pourront é&tre
recherchés. Mais ce sera toujours pour résoudre un problame
précis. On ne fera d'apprentissage systématique de la ré-
duction cu méme dénominateur que dans le cas ol les dénominateur
sont de le forme 10, 100, 1000 ... c'est-a-dire des puis-
sances de 10. Ce travail dont l'outil essentiel est la numé-
ration en base dix, est nécessaire & le construction des

nombres décimaux. Un autre outil essentiel pour cette cons-

truction est la proportionnaglité : en effet il faut saveir que
. 1 10 | 10
si T“O- —_— 100 ¢ alers 4 x —]-6 —_—— 4 x 100
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CHAPITRE II

AIRES DE SURFACES PLANES

I.- ANALYSE DE LA NOTION D'AIRE.

Par surfaces planes on entend des parties bornées du
plan dont l'intérieur {non vide) est limité par une ou plusieurs

courbes fermées de longueur finie

Chaque surface peut &tre réalisée dans du carton ou

tout autre matériau (carton, bois,...) dont on ne considére

pas l'épaisseur.
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Par déplucement, on peut amener certaines surfaces
a4 se superposer ou & s'inclure les unes dans les autres. Elles
occupent plus ou moins de plece dans le plan. Pour dlautres
surfaces, leur forme ne permet ni superposition ni inclusion.
g notion d'aire a pour but de mesurer l'occupation du plan

indépendamment de la forme.

E ]
Envisageons une approche géométrique( ) de l'aire :

- deux surfaces Si et S2 qu'un déplacement améne
en coincidence occupent autant de place dans le
plan, ou encore "ecachent" lo méme partie du plan.

Nous dirons que S] et S2 ont méme aire.

-~ Soit § une surface, S' une surface obtenue en dé~
coupant S en piaces et en recollant les piéces sans

perte ni chevauchement. Mous dirons encore que S et

$' ont méme aire.

51 S et S' sont dessinées sur popier quadrilleé ,

elles contiennent le méme nombre de carregux .

Par les procédés ci-dessus, on peut comparer certaines

surfaces, mais pas toutes.

aire ?
On ne peut jamais découper un carré en un nombre fini
de piéces 2t assembler ces piéces sans chevauchement pour obtenir
un disque. Pourtant, considérons un disque de centre le centre
du carré, de rayon r. Faisons varier r en lui donnant des valeurs

. a . . , : .
eroissantes de 5 4 a ob a est la dimensien du carré.

(*) Cette approche s'appuie sur des conceptions disponibles
chez la plupart des élaves de CM 1 (9 - 10 ans).
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N
AN

A a
d’ \ - Pour r = 5, le disque est con-
< Z
tenu dans le corré.
/

- Pour r = g, le disque contient

le carré.

\\\\\ \\_4_{//////// - Il est raisonnable de penser qu'
. au cours de sa variotion, le dis-

que passera par un état ob il

aura méme aire que le carré.
Magis pour quel r ?
En fait 1'énoncé de ce problaéme n'a pas de sens tant qu'
on n'ac pas défini l'aoire d'une surface. Por exemple, on aimerait

pouveoir répondre aux questions suivantes

- Peut-on & toute surface, attribuer une aire ?
- Deux aires sont-elles toujours comparables ?

Envisageons une appreche physique de l'aire par réfé-

rence & la masse. Soient S] et 52 deux surfaces, P1 et P2 deux

piéces réalisant respectivement S1 et 52‘ dans un méme matériau
homogéne, d'épaisseur constante (carton ou lino par exemple}. On

dira que S.I et 52 ont méme aire si F’I et P2 ont méme masse.

Ce critére a le mérite de ne pas faire intervenir la
forme des pidces. Il est justifié par les deux propriétés suvi-

vantes

- de petites erreurs dans la réalisation donnent lieu & de

petites erreurs sur les masses.
- le fait que P] et P2 gient méme masse ne dépend pas du

choix du mgtériau pourvu que le matériau soit homogéne.”

et d'épaisseur constante. Nous dirons que P] et P2 sont

des réglisations convenables de SI et 52. Grgce & cela,

on peut comparer des réalisations convenables de surfaces

(*) Il est difficile de définir ce qu'est un matériau homogé&ne sans se
référer & la notion de volume qui n'est pas plus simple que la no-

tion d'gire. On peut s'en tirer en décrivant des procédés de pré-
paration de matériau homogéne.
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données dans un matériau choisi : un disque et un carré réalisés
dans du carton par exemple. La réponse dépend de la précision de
la balance utilisée,

Comparons les deux points de vue

+ Deux surfaces de méme aire au sens géométrique ont des
réalisations convenables de méme masse. En effet, la masse est
conservée aprés découpage pourvu qu'on utilise tous les morceaux.
Donc, "méme oire au sens géométrique" implique "méme aire au

sens physique".

+ Réciproguement, pour deux surfaces ayant méme aire au
- 3 1 A 1 . A .

sens physique, il n'est pas sir qu'elles aient méme aire au sens

géométrique puisque la réponse dépend de l'existence d'un décou-

page amenant l'une sur l'autre

Des enfants de CM

quences mettant en jeu les deux points de vue en ont explicité

1 4 qui nous avions proposé des sé-

la non équivalence. Cependant, leur formulation s'appuyait sur une
conception géométrique de l'aire. Mais, dans la suite, l'équili-

bre des masses a été utilisé comme argument pour convaincre des con-
trodicteurs que deux formes biscornues obtenues par découpage et
recollement & partir de deux surfaces superposables avaient méme

agire,

Nous conviendrons, par définition, que deux surfaces ont

méme aire si des réalisations convenables ont méme masse.

lLe recours & la masse est un artifice permettant d°
assurer qu'on peut toujours comparer les aires de deux surfoces
réalisables puisqu'on peut comparer les masses des réalisations et

mesurer les aires comme on mesure les masses.

Le pavage des surfaces, puis la mesure des aires en fonc-
tion d'une unité permet de prévoir les résultats de l'expérience
sur les masses de réalisations matérielles sans avoir besoin de

réaliser l'expérience.
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Soient 51 et 52 deux surfaces., L'agire de S] est infé-
rievre & l'aire de S2 si S.I a méme aire qu'une surface contenue
dans 52.

Notation : notons A(S) 1'aire d'une surface S.

Si A(S1) est inférievure & A(SZ) nous écrirons

A(ST) < A(Sz)

Si A(ST) est inférieure ou égale a A(SZ) nous écrirons
A(S]) < A(Sz) en adoptant la notation "g" déj& utilisée entre

nombres.

d) Additionner des aires.

Soient ST
recocllant sans chevauchement 51 et 52. L'aoire de 5 ne dépend pas

du choix de §

et S2 deux surfaces, S la surface obtenue en

i et 52 mais seulement de leur aire.
Par définition, la somme A(S]) + A(Sz) est l'aire A(S).

En particulier, si A(Si) = A(Sz) on a A(S) = ZA(S]).

Soient PT’ PZ’ P des réalisations convencbles respecti-

vement de S], 32 et S. Soient Mys Mo, M les masses respectives de
P], P2 et P. On a m = m + My Si on recolle Pl et P2 en les

faisant chevaucher on obtient une pi&ce P' réalisant une surface S'

pour laquelle m(P') = m = my; + m,, mais seulement

A(S') < A(S)) + A(S,).

Dans ce cas, P' n'est plus d'épaisseur constante.
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Remorque : si A(S]) < A(S'})

et A(S < A(S'z) alors

9)

A(S]) + A(S < A(SIT) + A(S'

2) 2)

on dit que l'ordre est compatible avec l'addition.

Soit s une surface, o son aire. On dit que l'aire A(S)

d'une surfeoce S est mesurable en a s'il existe un nombre k tel que

Pour le moment, cette écriture n'a de sens que pour
k entier. On aimerait étendre 1'ensemble des nombres pour que toute
gire soit mesurable en a. Cela nécessite le recours aux nombres
réels. L'objectif du chapitre IIl est d'utiliser les fractions pour

étendre 1l'ensemble des aires mesurables en o,

IT.- CHOIX DU CONTENU DES SEQUENCES DIDACTIQUES.

L'analyse précédente nous conduit & proposer pour la
notion d'aire, aprés une phase de travail sur papier quadrillé,
une approche géométrique sur papier blanc , puis une approche
physique . Mous abordons ensuite la mesure pdr une étope géomé-
trico-numérique gréice ou.pavage , .ei_continuons. par une étape .

numérique aprés choix d' une unité d' aire

Enongons maintenant les objectifs gui nous ont servi de

guide pour la construction des séquences.

1) Donner du sens & l'expression "deux surfaces ont méme aire’.

a) en explicitant un critére géométrique permettant & partir
d'une surface d'obtenir des surfaces de méme aire, d' aire plus

petite ou d' ocire plus grande
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- en découpant S et en recollant tous les morceaux sans chevauche-
ment , on obtient une surface $' de méme qire .
- en prenant moins de morceaux ou en chevauchant , on obtient une

surface d' aire plus petite .

b) Si 1' une des conditions suivantes est réalisée , S] et

52 ont méme aire :

- S] et S2 superposables

- on peut construire deux surfaces Si et Sé superposables
en découpant successivement S] et SZ et en recoliant
convenablement (*) les morceaux .

- en décalquant S] et 52 sur papier quadrillé, on obtient

deux swfoces Si et Sé contenant le méme nombre de carreaux

- des réolisations matérielles dans un méme matériau
homogéne d' épaisseur constante ( carton par exemple )
ont méme masse .

Cette liste n' est pas exhaustive.

c) en différenciant la notion d' aire de la notion de masse :

- so0ient S] et S2 deux réalisctions d' une surface S
dans des matériaux différents : par exemple du carton
et du bois . Alors S] et 52 ont lo méme aire sans avoir

méme masse .
d) en différenciant la notion d'aire de la notion de longueur :

- compardison des périmétres de surfaces de méme aire

- comporaison des aires de surfaces de méme périmetre
dessinées sur papier quadrillé

-~ modifier une surface en diminuvant 1' aqire et en augmentant
le périmétre

- modifier une surface en augmentant l'aire et en diminuant

le périmatre

(*) Les morceaux de S] constituent Si les morceaux de 52 constituent

Sé . Le recollement se fait sans chevauchement en utilisant tous

les morceaux .
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2) Comparer les aires de deux surfaces 31 et 52

c)

critére _physique : on réalise les surfaces dans un méme
carton et on compare les masses des piéces obtenves.

L'aire est d'autant plus grande que la pigce correspondante
est plus lourde. De ce point de vue, deux aires sont tou-
jours comparables. Le résultat dépend de la précision de

la bolance.

Inclusion,

Si on a S.l ol 82 ou S'I c 52 oU S'.I est une surface

obtenue par découpage et recollement & partir de ST’ alors

A(Si) < A(Sz)

ces inclusions se vérifient sur des réalisations des sur-

faces,

Transitivité.

Supposons qu'il existe une surface T telle que

A(S]) < A(T) et A(T) < A(Sz)
aglors on a A(SI) < A(Sz)
Pavage.

Nous dirons qu'une surface S est pavable avec une

surface s si on peut recouvrir S avec un nombre entier n

de copies de s sans laisser de trous, sans chevauchement,

Le nombre n ne dépend pas de la fagon de paver. Il

dépend seulement de S et s,

Scient S.I et 52 deux surfaces povables avec s. Soient
ny et oy le nombre de copies de s nécessaires pour paver

respectivement S] et 52. Si ny <€ Nys alors A(ST) < A(SZ)'
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3) Mesurer l'aire A(S) d'une surface S

a) Mesure : soit s une surface, a son aire.

ler cas : A(S) est IN-mesurable (c'est-a-dire mesurable en

nombre entier) en g si on peut paver soit S, soit une surface $' de méme
aire que S avee s. Soit n le nombre de copies de s néces-
saires au recouvrement. Le nombre n ne change pas si on
remplace s par une surface s' de méme aire a que s. On dit
que n est la mesure de A(S) avec 1'unité d'aire o et on écrit
A(S) = n a.

22me_cas: AlS) n'est pas MN-mesurable en a. (nh peut alors

trouver deux surfaces 5, et S, N-mesurables en a telles

C
que S] < S 52

Soient A(ST) =no A(SZ) = n, a

2
on a ny, ag A(S) < n, @

b) Changement d'unité

lLa mesure de A(S) dépend de 1'unité choisie. En effet,
plus la surface avec laquelle on pave S est petite, plus

il fout de copies de s pour la recouvrir.
Soient ay et a, deux unités d'aire,
* supposons aq < 02.‘Si nous pouvons écrire
A(S) = Ny @3 = n, a, alors ny > n,
*Si a, = k ay ol k est un nombre entier, on peut préciser

2

la relation entre 0y et ny.

oh g : n, a, = n, k ay et ny = n, k.
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4) Utilisation des mesures pour comparer les aires A(S) et A(T)

de deux surfaces S et T.

-~ Soit 6 une unité d'aire. Supposons S et T mesurables en a. Cn

peut écrire A(S) = p a , A(T) = q a.

Comparer les aires A(S) et A(T) revient & comparer leurs

mesures p et g en a,.
- Soient a; et a, deux unités d'aire.
Supposons ay < dy, la surface 5 mesurable en ay
la surface T mesurable en a,

a) Si A(S) = n a, et A(T) = n a

2
alors A(S) < A(T)
b) Supposons a, = k a, ob k est un entier
AG) =n ay et A(T) = p a,

alors A(T) = p k a; et comparer A(S) et A(T) revient

d comparer les mesures n et p k en ay-

c) Soit a une aire telle que

a; = k] a et a, = k2 a . Onh peut exprimer A(S) et

A(T) avec la méme unité a. L& encore la comparaison des

aires revient 40 lo comparaison des mesures,

5) Aires de rectangles : relotion entre mesure des aires et mesure

des longueurs,
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Seient v et v deux vnités de longueur

R un rectangle de dimensions n v et

p v el n et p sont des entiers. Le

rectangle R est pavable avec n x p

rectangles r de dimensions 1 u et 1 v.

Posons A{r) = a. On a A(R) ={n x pla. On dit que o est 1'unité d'
aire adoptée aqux unités de longueurs v et v, Si u = v, l'unité d'aire
adaptée est l'aire du carré de cdté u. Clest le cas des unités lé-
gales (par exemple m et mz). Avec un tel choix d'unité d'aire, lao

mesure de A{R) est le produit des mesures des dimensions de R.

Dans le chaopitre III, nous étendrons cette relation au cas

des mesures non entiéres,

I11.- CONSTRUCTION DE SEQUENCES DIDACTIQUES.

Approche géoméirique et physique de la notion d'aire.

1°) Approche sur popier guadrillé.

Premiére séquence

organisation : équipes de 2 éléves
matériel : surfaces dessinées sur papier quadrillé par le maitre

(1 par page) , environ 6 formes différentes , 2 ou 3

d' entre elles contiennent le méme nombre de carrecux,

Consigne 1 : Chaque équipe dispose d' une surface dessinée sur
popier quadrillé et de plusieurs fevilles de papier
quodrillé . Chacun decit dessiner 3 surfaces sur le papier
quadrillé
- une surface contenant le méme nombre de carreaux que
lo surfaoce donnée

-~ une surface contenant moins de carreoux que la surface
donnée

- une surfeoce contenant plus de carreaux que la surface
donnée

Les 2 coéquipiers doivent dessiner des surfoces de formes

différentes.



Consigne 2 : Comparer les surfaces et les ordonner de 13 plus petite

& lo plus grande selon la place occupée sur la feuille,
On considére d' abord les surfaces d' une équipe puis

les surfaces de deux équipes.

Bilan : - La place occupée par une surfoce s'évalue ou nombre
de carreaux que contient lo surfoce.
- Deux surfaces non superposables peuvent occuper autant de
place. On dit qu' elles ont lo méme aire. '
-~ Pour des surfaces dessinées sur papier guadrillé, on peut
mesurer l1' aire en correaux : supposons que

S] contienne n} carreoux et 52 contienne n2 carreaux
si n < n, l'aire de S] est plus petite gque l'aire de 82

sing = n,, Si et S2 ont méme agire,

matériel : feuille quadrillée sur laquelle le malitre a dessiné
un rectangle et des segments en diverses positions sur la
feuille, de méme longueur : l'une des dimensions du rec-
tangle, papier calque,.

consigne : construire sur la feuille des rectangles dont l'un des
cdtés est 1l'un des segments dessinés et ayant la méme
aire que le rectangle donné. A chaque segment correspond
uvn rectangle.

bilan : en déplagont un rectangle de n'importe quelle fagon, par

exemple en le faisant tourner autour d'un point ou en le
faisant glisser le long d'un rail, on obtient un rectangle
superposable, En particulier, les dimensions et l'aire
sont conservées., Les deux rectangles contiennent le méme

nombre de carreaux.

organisation : équipes de 2 éléves ; les équipes sont associées

par deux.,
motériel : wn jeu de surfaces poar équipe ; un jeu comprend
~ les surfoces dessinées por le malitre pour lo 1° séquence
- une surface ovec des demi carreaux
- un rectangle
- le méme rectangle tourné

- un parallélogramme de méme aire que le rectangle.
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consigne : - comparer les surfoces selon 1l'aire

bildﬂ :

~ controler, por message écrit, les résuvltats avec
ceux de 1' équipe associée.
- pour comparer les aires, on compare le nombre de carreaux

des surfaces.

- 2 demi carrecux réunis comptent pour un carreau entier,
- en découpant un triangle dv parallélogramme, en le dé-
plagant et en le recollant convenablement, on obtient

un rectangle pour lequel on peut compter les carreaux.

Quotiriéme séguence :

organisction : équipes de 2 ; deux équipes associées,

matériel

: une des surfaces précédentes par équipe,en 2 exemplaires.

consigne 1 : vous disposez chacun d' une surface sur papier qua-

drillé ; chacun -reproduit cette surface sur papier
blanc en deux exemplaires
- découpe chaque exemplaire en 5 ou
6 pidces de forme simple
- recolle ses piéces de fagon & obte-
nirdeux surfaces différentes de la sur-
face donnée mais dont l'une a la méme
aire que la surfoce donnée et l'autre

une aire plus petite.

consigne 2 : reprodvire les surfaces construites, sur papier blanc

bilan :

envoyer l1' une de ces surfaces & 1' équipe associée
aveec un message expliquant comment elle o été construite
L'équipe réceptrice doit dire si elle @ regu lo surfa-
ce de mé€me aire ou celle d'aire plus petite.
2 équipes associées présentent & tour de role leurs résultats
Lo classe contrdle et éventuellement arbitre. Les conditions
d'un recollement convenable pour obtenir une surface de
méme aire sont : - utiliser tous les morceaux
-recoller sans chevauchement

- les trous ne font pas partie de la surface

2°) Approche sur papier blanc :

Objectif

. Extension de la notion d'aire & des surfaces dessinées
sur papier blanc ; construction de surfaces de méme
aire qu'une surface donnée ; comparaison de surfaces

selon l'aire.
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Déroulement des séquences,

- Organisation_de lo classe : équipes de 4

- Matériel : des rectangles en carton, des enveloppes, des

feuilles blanches

* un jeu de 6 rectangles identiques par équipe : un

rectangle par éléve, 2 rectangles témoins.

* des rectangles différents d'une équipe @ l'autre

qu'on puisse ordonner par inclusion.

Consigne 1

Chacun dispose d'un rectangle en carton. Il y en a §

par équipe de 4 éléves.

- Chacun dans 1'équipe réalise un puzzle en carton
ayant entre 5 et 8 piéces, c'est-d-dire découpe son rectangle

en carton en piéces, sans perdre aucun morcedu.

- Ensuite, il assemble les pi&ces découpées sans les
chevaucher de manigre & obtenir une nouvelle surface, en un

seul morceau, différente du rectangle donné.

- On veut 4 formes différentes dans une méme équipe.

Informations complémentaires : pour réaliser lo nouvelle sur-

face * on colle convenablement toutes les pigces découpées

sur une feuille

* on dessine le bord de la surface obtenue sur une nou-
velle feuville de papier et on hachure la partie cachée
par le carton. La surface hachurée est la nouvelle

surface,

- Avec un des deux rectangles on découpe un puzzle
mais on ne colle pas les morceaux. On les rangera

dans une enveloppe.
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Commentaires

Compte tenu de notre objectif de conservation de 1'
aire par découpage et recollement, on a intéré&t & avoir des
piladces simples et en nombre pas trop grond. Sinon, il risque
d'y avoir perte de papier dans le découpage sans compter la

perte de temps.

Pour dessiner le bord des nouvelles surfaces, on peut
soit découper la surface construite en caorton, soit la décalquer.
Le découpage a l'avantage de matérialiser l'aire. Mais si la
forme est compliquée, le découpage peut &tre fastidieux et méme

mener & des erreurs. On aura alors intérét & décalquer.

Questiions.

Au sein d'une méme équipe, les parties hachurées par
les membres de l'équipe occupent-elles autant de place, plus

ou moins de place ?
Qu'est-ce qui change d'une surface & l'autre ?

Qu'est-ce qui ne change pas 7

——

Pour répondre aux questions de fagon correcte et éco-
nomique, chaque enfant doit mettre en oceuvre implicitement et

éventuellement explicitement les 2 principes suivants

* chaque nouvelle surface a lc méme aire que le rectangle
témoin puisqu'elle est obtenue en découpant et recollant sans

perte ni chevauchement.

* Dans une méme équipe, les différentes surfaces ont la méme
aire puisque chacune d'elles a lo méme wuire que le rectangle
témoin. Cependant il se peut que des enfants se référent
encore & des superpositions de nouveaux découpages ou a la
simple perception visuelle., Ce dernier moyen est source

d' erreur :
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Pour des surfaces S] et S2 comme ci-dessous

L //1//1//"/ A ) //_,////

T

74

bien que A(S,) & A(S.,) , les enfants ont tendance & déclarer
1 2

que SI est plus grande que 52 . En effet la perception visuelle

se réfare plus & la place occupée par la surface obtenue en

bouchant les creux
/. //’% )
sty
2 777"/"/ g

L'aire se rapporte précisement & la partie hachurée et caractérise

un invariont des parties hachurées par les membres d'une méme
équipe , et cela par convention.

Cette convention est justifiée par le fait que , pour des surfaces
dessinées sur papier quadrillé, par découpage et recollement

convenable, le nombre de carreaux est invariant,

- dans une méme équipe , toutes les surfaces ont la méme aire
- d'une équipe a l'autre , on ne sait pas , l'aire peut &tre

plus ou moins grande.

Le maitre récupere tout le matériel en vue de la séquence

svivante.

matériel : les surfaces hachurées réalisées par les enfants,

les rectangles témoins.
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Les équipes sont associées par 2. Deux équipes asso-
ciées échongent 2 de leurs surfaces et en conservent deux
autres { dons lo pratique, c'est le moitre qui assure 1'é-

change). Chague équipe dispose aussi de son rectangle témoin,

- Chaque équipe compare l'aire des surfaces dont elle

dispose

- Chaque €¢guipe peut demander par écrit & son équipe parte-
naire les informations dont elle estime avoir besoin pour
répondre & la question posée ou au moins se faciliter la

tache.

- Les 2 équipes cssociées comparent leurs résultots,

Objectif : uvtiliser la conservation de l'aire par découpage

et recollement.

On pourrait comparer directement les aires puisqu'on
dispose des surfaces. De nouveaux découpages colteraient beau-
coup de travail, méme si ce trovail n'est pas noweaqu. Or com-
parer les aires des surfaces revient & comparer les aires des
rectangles dont elles sont issues., L'information pertinente
4 connaitre est celle qui permet de disposer des deux rectan-
gles & la fois. Chaque équipe en a un, elle peut demander une
copie de l'autre ou seulement les dimensions. Lo comparaison

est aisée parce que les rectangles choisis s'emboitent.

Comparer l'aire de toutes les surfaces produites par

lo classe.
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* des surfoces différentes peuvent avoir méme aire,
* 53 S.l est contenu dans 52, l'aire de S] est plus petite

que l'aire de S2

* §5i 51 est contenue dans 52 et 52 contenve des 33 1
r

aire de S1 est plus petite que l'aire de S3.
Pour comparer l'aire de 2 surfoces non superposables, on
peut les remplocer paor des surfoces de méme aire et plus

commodes & comparer.

3) Approche physique de la notion d'aire.

Objectif

1) Expliciter les conditions dans lesquelles on peut con-
venir valablement gque lao comparaison des aires de 2 surfoces

ST et S2 revient & la comparaison des masses de 2 réalisa-

tions respectives P.| et P?

a) On compare plusieurs piéces découpées dans du
carton de 2 épaisseurs différentes ou dans dv
carton et un autre matériau de densité différente

(lino par exemple)

- selon lo masse

- selon l'aire quand cela est possible.

b) on pointe les conditions dans lesquelles l'ordre
est le méme (piéces découpées dans le méme mao-
tériou) et celles donslesquelles il est différent

(pitdces découpées dans des matériaux différents)
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¢) on répond & la question "les 2 surfaces S, et

52 ont-elles méme aire ?" en vutilisant le
critéere
Si des réclisations de S.E et 52 dans le méme
matériau ont méme masse, S] et 52 ont méme
aire,

2) Désigner, nommer les objets d'étude : pidces maté-

rielles, surfoces, aires, masses. Traduire les mani-

pulations en relations entre désignations.

Déroulement des séquences,

- travail par équipe de 3

( 1 jeu de 8 pidces par équipe

( 4 piéces découpées dans du lino

Matériel
( 4 piéces découpées dans du carton fort
( 1 balance roberval pour 1 ou 2 équipes
Description_des piéces : nommons A, B, C, D les pi&ces en
lino
E, F, G, H celles en carton
Remarque : Pour réaliser des pidces, on a intérét & choisir

un matériou suffisamment dense pour qu'une petite variation
de masse apprécioble & la balance corresponde & une variaton
d'aire aqussi petite que possible. (le carton doit &tre assez
fort et le papier n'est pas vtilisable).

A et F sont superposables, donc A et F ont méme aire
auv sens géométrique. Elles sont réalisées dans des matériaux

de densité différente. Elles ont des masses différentes.
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On o fabriqué G & partir de F par découpage et re-
collement. Elles ont par construction méme aire au sens géo-
métrique, mais ce n'est pas perceptible. Elles sont toutes
deux réalisées dans le méme carton. Elles ont donc mé&me mas-
se, On a fabriqué B dans le méme lino que A de fagon que B

ait méme masse que A mais une forme différente.

D s'inclut dans toutes les piéces mais est plus

lourde que lo plus gronde en carton E.

Voici en modéle réduit les figures preposées

en lino.
L'ordre du plus léger ou plus lourd est D C (A B)

A et B ont méme masse,



Voici en modéle réduit les figures nroposées en

carton, Du plus léger au plus lourd, l'ordre est H (F G) E

F et G ent méme masse,



Consigne : dans chaque équipe comparer les piéces

- selon lo masse

~ selon l'aire

- Y a-t-il des questions auxquelles vous ne savez pas

répondre ?

- Y a-t-il des pidces de méme masse et d'aires différentes

- Y a-t-il des pi&ces de méme aire et de méme masse

Analyse de la téche

i

Y a-t-il des piéces de méme aire et de masses différentes?

1) Masse : a priori, il faut comparer tous les objets 2 & 2

sur la balance., L'utilisation de la transitivité
nomiser des pesées dans la mesure ol on garde en
les résultats des comparaisons déj& faites. Nous

que le nombre depiéces qu'ils ont & comparer est

peut éco-
mémoire
pensons

suffisant

pour que les enfants ne puissent se fier & leur seule mé-

moire. Un moyen efficace consiste 4 avoir des traces écrites

des comparaisons faites et pour cela & désigner les piéces

et écrire des inégalités ou égalités entre les désignations.

Les pesées permettent d'ordonner les piéces selon la masse

H (FG)Y EDC (AB) du plus léger au plus lourd

2) Aire : plusieurs pi&ces ont une aire comparable au sens

géométrique
A et F sont superposables

D est contenue dans toutes les autres

FE contient toutes les autres.

A et F ont méme gire, mais leurs masses sont différentes,

D a lo plus petite des aires de toutes les pidces, sa masse

est la plus petite parmi les quatre piéces en lino mais pas

parmi les pi&ces en carton.
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E o une aire plus grande que celles de toutes les autres
piéces. Sa masse est lc plus grande parmi les pi&ces en

carton.

On admet que l'ordre des pigces selon la masse ou
selon l'aire est le méme & condition que les piéces soient
réalisées dans un méme matériau, du carton par exemple, d'
épaisseur constante. Ceci méne & l'ordre suivant pour les
aires

C
D (A BFG)E
H
D a la plus petite aire

ABF G ont la méme aire

C et H ont chacune une aire comprise entre celle de D et
celle de A

*

E o la plus grande aire

On ne sait pas comparer les aires de C et H

2 moyens :

1°) réaliser C et H dans un méme matériau : par exemple re-

produire C dans le méme carton que H et comparer les masses

2°) vtiliser des découpages et recollements pour les comparer
au sens géométrique; aux erreurs de mesure prés, les deux
méthodes doivent donner le méme résuvltat. Les piéces ont
été choisies pour que ce soit effectivement le cas, sans

étre géné par les erreurs de mesure.

Bilan :

1°) la comparaison des masses donne des renseignements pour
comparer les aires dans le cas ol les surfaces ont été
réalisées dans un méme matériau homogéne d'épaisseur cons-

tante,
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2°) 2 aires sont toujours comparables puisqu'on peut toujours
comparer les masses de réalisations convenables, du moins

dans les limites de la balance dont on dispose.

IV.- DIFFERENCIATION DES NOTIONS D'AIRE ET DE LONGUEUR.

Notre objectif est maintenant de différencier les
notions d'aire et de longueur en comperant des surfaces données
{en particulier celles fabriquées au cours de la premidre sé-
quence) d'une part selon l'aire, d'autre part selon le péri-
métre. Nous modifierons des surfoces de fagon & faire varier
différemment l'aire et le périmétre. Nous comparerons aussi les
polygones selon l'aire et selon les longueurs des cdtés.

Nous ne parlons pas ici des différences et des relo-
tions entre longueurs et aires lides aux dimensions {dimension 1
pour les longueurs, dimension 2 pour l'aire : si on reproduit
une figure & l'échelle k, les longueurs sont multipliédes par le
nombre k et les aires par le nombre kz). Cet aspect essentiel,

dont létude s'étend sur plusieurs années, sera abordé plus loin,

—— ik A bk b s e o b W e e AR e A e M ww v e M e S v S G e ek e e e e

les surfaces en carton réolisées précédemment
(voir III 2)

Matériel

- Bobine de fil (ficelle de boucher ou fil métal-
lique fin : l'essentiel est qu'il ne s'allonge pas

quand on tire dessus)
- régle graduée

- ¢colle ou scotch

Organisation de la classe.

Les élaves travaillent par équipes de quatre : les

mémes que prgcédemment (veir IIT 2).
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Consigne.

La consigne se donne en deux temps

1) Commander par écrit la longueur de fil nécessaire pour

2)

disposer d'une régle dont on connaisse la

quelle il soit facile de repérer un point marqué, par exemple

border exactement lao surface réalisée et vérifier si la
longueur est bonne en collant ce fil sur le bord.

Commentaire : les commandes sont passées par écrit pour
qu'il en reste des traces et qu'on puisse éventuellement
comparer la commande & la livraison,en perticulier dans
le cas ob le fil ne borde pas exactement la surface (la
colle ne doit pas &tre trop forte pour qu'on puisse dé-

coller le fil au besoin).

Quand toutes les surfaces sont bordées, on demande aux
éléves, & l'intérieur de chaque équipe, de comparer les
périmétres de ces surfaces.

Remarque : Si le mot périmétre n'est pas connu c'est 1’

occasion de ltintreduire.

b) Analyse_de_la_téche_des_élaves.

_______________________ -

1 : Pour faire leur commande de fil, les éléves doivent

mesurer le périmétre de la surface qu'ils ont fabriquée

Pour cela, plusieurs moyens sont leur disposition

- promener leur régle autour de lo surface, les long-
gueurs s'ajoutent directement sur lo régle
- mesurer chacune des longueurs qui interviennent dans

le périmétre et les ajouter.

Pour &tre efficace, la premiére méthode demande de

une régle de carton. Mesurer le périmétre revient & compter

le nombre

lement le bout restant. Du point du vue calcul on a & faire

longueur et sur la-

de reports et & mesurer avec une régle graduée seu-
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une multiplication et une addition. Avec une régle en plas-
tique, lo premiére méthode améne & des erreurs de manipula-
tion, surtout si le bord de la surface est un peu compliqué,
Avec lo deuxiéme méthode, le risque d'erreur est reporté sur
la lecture des mesures et sur le calcul. Il est d'autant plus

grand que la forme est biscornue.

Remarque : Il sera peut-&tre nécessaire depréciser ce qu'est

le bord d'une surface trouée.

on doit border le bord extérieur

et le bord intérievur.

Quand les &léves ont collé leur fil, ils peuvent

savoir silalongueur est bonne

- ou bien la longueur de fil o juste suffi & border la sur-
face (on admet une petite erreur de 1 ou 2 ¢m due aux mani-

pulations et aux arrondis) et la commande était bonne.

- ou bien il y a un décalage (trop de fil ou pas assez de fil)

et 1'éleave doit rechercher les causes d'erreur

* livraison non conforme & la commande

* ¢oté oublié ou compté deux fois

* erreur de report sur la ragle

erreur d'addition

* mesure du bord du rectangle témoin en pensant que les
surfaces ayant méme aire, elles curaient méme péri-
métre,

Quand il a trouvé la cause de l'erreur, l'éléve

passe une nouvelle commande et borde & nouveau sa surface.

Remarque : on considére comme improbable le cas ol il vy
aurait erreur & la commande et erreur & la livrason qui se

compensent exactement.
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2 : 11 y a peu de chances pour que les quatre éléves d' une méme équipe aient
des surfaces de méme périmétre , en tous cas cela ne se produira pos dans toutes
les équipes . Les surfaces réalisées ont la méme aire mais pas le méme périmétre .

Pour classer les surfaces selon le périmetre , les éléves ont & ordonner des

nombres : les mesures en cm des longueurs de fil commandées ( quand la commande

est bonne ! )

Les équipes rendent compte de leur travail avec les difficuliés éventuellement
rencontrées :

- difficultés matérielles pour mesurer si on a réalisé une surface biscornue

méthodes utilisées pour mesurer le périmétre

décalage entre la longueur de fil nécessaire et la longueur de fil commondée :
distinction entre erreurs dues & 1' imprécision des mesures , aux manipulations

et aux caleculs , et erreurs de méthode .

quelle erreur peut-on admettre (& cause de 1' imprécision ) ?

- cause des autres erreurs

différents périmétres obtenus dans chaque équipe

- pour lo méme aire , plus la forme est biscornue , plus le périmétre est grand .
Conclusion : - deux surfaces de méme aire n' ont pas nécessairement le méme
périmétre .
- pour comparer les aires de deux surfaces , il ne sert & rien de

comparer les périmétres .

a) Description de la_situation

Travail individuel par équipes de deux .

Consigne : Dessiner une surface S ( polygonale ) quelconque . Cette surface g une
certaine aire A{S) et un certain périmétre P(S) . Modifier S de fagon a obtenir

vne surface d' aire plus petite et de périmdtre plus grand .

Remargue : On peut faire travailler les éléves par deux . Chacun modifie la
surface dessinée par son coéquipier . De cette fagon , la surface que chacun

étudie est arbitraire .
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* Une maniére efficace de répondre & la consigne est d' enlever une piéce

a 1' intérieur de la surface donnée .

De cette fagon , on diminue 1' aire

et on augmente le périmétre en

créant un bord . Par exemple ,

dans le dessin ci-contre , on

enléve la partie hachurée .

Cette procédure a peu de chances d' apparaitre si les enfants n' ont pas une

certaine pratique des surfaces & trou .

* Une autre manigre consiste & découper une pidce sur le bord . On est assuré
de diminver 1' aire . On n' augmente le périmétre que si la longueur du bord
supprimé est inférieure & celle du bord créé . Un procédé est d' augmenter
1' irrégularité du bord : por exemple transformer un bord droit en une ligne
brisée , ou encore remplacer un bord droit par un bord courbe .

/ L

/10 X, )y &

PRy, ou

devient

* Une troisiéme procédure consiste & dessiner une surface incluse dans la pré-
cédente mais a bord suffisamment irrégulier pour &tre sir que le périmdtre

soit plus grond .

La premiére procédure n'a pas été utilisée . La deuxiéme a été majoritaire
dans ses deux formes ( avec un net avontage pour les lignes brisées ) . La
troisigme o été observée comme correction & une premigre tentotive qui donnait
une surface incluse dons la surfoce donnée mais dont le périmétre n'était pas
évidemment plus grand : 1' éléve a alors dessiné une bande étroite suivant

G peu prés le bord de la surface donnée avec 1' explication suivante : 1' aire
est plus petite et le périmétre est & peu prés double . ( voir travaux des
enfants ci-dessous )} .

Quelques éléves n' ont pas proposé de solution .
Un éléve a augmenté 1' aire et diminué le périmetre en régularisant la surface .
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Le compte - rendu des diverses propositions a permis d' établir
1" indépendance des variations d' aire et de périméire : on a
trouvé des surfaces Sy et 52 telles gue A(S])-< A(Sz) et
P(Sl) > P(Sz) , des surfaces 53 et S, telles que A(S3) > A(S4)
et P(S3) Z P(S4) , des surfaces de méme aire et de périmétres
différents ; il reste & fabriquer des surfaces de méme périmétre

et d' aires différentes

Méme si les éléves ont établi qu' aire et périmdire pouvaient
varier dans des sens différents , ils ont tendance & recourir

& nouveau & la comparcison des longueurs pour comparer les aires
de formes géométriques simples . Le but des consignes suivantes
est de se convaincre que cette procédure n' est pas valable

La derniégre sert de test et de renforcement

1°) Voici un parallélogramme S.|

6 3

{ échelle % )

En découpant ST et en recollant convenablement les morceaux , on
peut obtenir un rectangle . Dessiner un tel rectangle R]
Comparer les longueurs des ¢dtés de R] et de S}

Comparer les périmétres de R] et de S]

Comparer les aires de Rl et de S]

2°) Faire le méme travail pour chacune des surfaces ci-dessous
So est un trapéze isoceéle , 53 est un triaongle isocile , S4 est

un hexagone régulier
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“— W
a = w

"
o0
~

lLes surfaces sont repré-

sentées & 1' échelle % .

3°) Trouver deux surfaces de méme périmétre et d' aires différentes

Pour comparer les périmétres , on a besoin de connaitre les
longueurs des cdtés de Ri et de Si . Pour comparer les aires ,
ces mesures ne seront d' aucune utilité : la procédure pertinente
consiste & se référer & la construction de Ri et de Si ¢ par
construction R, et Si ont méme agire ( i =1, 2, 3 ou 4 )

Compte tenu des séquences précédentes , on préveoit que dans

1' ensemble les éléves seront convaincus que Ri et Si ont méme
aire . Tous devraient 1' &ire au moment du bilan .

53 et S4 ont méme périmétre et des aires différentes , ce qu' on

vérifie facilement en essayant de superposér . Il est possible

de fabriquer d' autres surfaces répondant & la question .

Aprés découpage et recollement convenable des surfaces , l'aire
n' a pas varié , alors que les longueurs des cotés et le périmatre
eux ont varié . On a trouvé deux surfaces de méme périmétre et

d' aires dfférentes . La comparaison des longueurs des cdtés et
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des périmétres ne donne oaucun renseignement pour comparer les aires ,
sauf si celo assure que les surfaces sont superposables ou que 1' une

est incluse dans 1' autre .

Jeu & deux
Matériel : papier quadrillé , un rectangle dessiné sur papier
quadrillé
Consigne : Voici un rectangle . Chacun & son tour propose un
rectangle différent de méme périmetire
- si le périmétre o changé , on perd 1 point
- si le périmeétre est conservé et que 1' aire a diminué ,
on gagne 1 point
On joue 5 coups chocun ; le gagnant est celui qui o le plus
de points
Objectif de la lecon : Montrer que 1' aire peut devenir treés

petite sans que le périmétre change

Analyse de la tdche :(Le premier trovail consiste & trouver

une manidre de modifier le rectangle sans changer le périmétre

1) procédure "ficelle"

On peut entourer le rectangle avec une ficelle . On doit alors
réaliser un rectangle différent qu' on puisse entourer avec
cette ficelle . Ceci nécessite de faire fonctionner les proprié-
tés géométriques du rectangle : cotés opposés de méme longueur ,
quatre angles droits

2) procédure géométrique

On peut dessiner des rectangles en utilisant une compensation

sur la longueur des cdtés comme ci-dessous

T

8

!

. * » I'd
Ces procédures fonctionnent aussi pour des rectangles dessinés

e

T b e e

sur papier blanc
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3) procédure numérique

On peut exprimer le probléme en termes de mesures : on mesure

le périmdtre 1 du rectangle donné en choisissant une unité de
longueur ( le cm ou le cdté d' un carreau duv gquadrillage par
exemple } . Le probléme revient & trouver les dimensions a et

b d' un rectangle de fagon que 2a+2b = 1 . Le probléme est pra-
tiquement numérique . Une réduction du probléme consiste a utili-
ser le fait que si le périmétre est donné ,le demi-périmeétre

1' est aussi . Exprimé en termes numériques , le probléme se
traduit par lo recherche de deux nombres dont on connait la

somme . [ci on dispose d' une solution : les dimensions du
rectangle donné . Une manigére d' en trouver d' autres est d' vuti-
liser une méthode de compensation : acjouter & une dimension

ce qu' on enléve & 1' autre . Une autre méthode est de choisir

1' une des dimensions et de déterminer 1' autre par soustroction

+« Pour savoir si on marque 1 point ou non , il faut pouvoir
apprécier la variation de 1' aire .
- la procédure ficelle conduit & une appréciation perceptive
de 1' aire , ce qui fonctionnera en cas de grande variation
En posant bien la ficelle sur le quadrillage , on peut mesurer
la variation d' aire en comptant les carreaux du quadrillage .
- dans la procédure géométrique , la variation d' aire est
la différence entre les cires S et T ( voir figure )} .
;// ) s On peut conclure sur le sens de
///// é //j;;// _ variation par comparcison directe
A /T de S et T . Ici T S . Donc
P

P l'aire o diminué .

- une autre possibilité est de calculer les aires des rectangles
en fonction des dimensions et de les comparer . Pour les éléves
concernés , le calcul n' est possible que pour des dimensions

entiéres

Pour &tre sir de marquer 1 point , il faut prévoir le sens de

variation de 1' aire .

- la procédure ficelle permet une prévision empirique apreés
quelques essais : en diminuant toujours le petit c6té ( ou en

augmentant le grand ) , 1' aire diminue
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- la procédure géométrique est une validation de la procédure
ficelle : en diminuont le petit c6té , 1' cire 7 ajoutée est
plus petite que 1' aire S enlevée . Dans cette procédure , on
n' a pas besoin de mesurer . Elle est utilisable pour des rec-
tangles dessinés sur papier blanc
- par le calcul , lo variable pertinente {ici b-a ) & prendre en
compte pour prévoir le sens de variation de 1' aire est difficile
& repérer . Cependant , comme avec la ficelle , des essais numé-
riques peuvent conduire & une prévision correcte

En CM2 , seule la procédure géométrique permet une explicotion
des résultats . La validation de la procédure numérique résulte
d' un calcul algébrique qui reléve des compétences d' un éléve

de 4° ou plus

Bilan

1) Le compte-rendu des jeux des différentes équipes permet d'ex-
pliciter 1' objectif de la legon et de renforcer le bilan pré-
cédent

2) On pose la question : peut-on continuer & diminuer 1' aire ?

Y en a-t-il une plus petite que toutes les autres ?

Sauf si on admet qu' un segment est un rectangle particulier ,

il n' v a pas d' aire minimum ., Matériellement , on est limité
dans le jeu ; géométriquement , on peut concevoir que le jeu

ne s'arréte pas . Sa traduction numérique , & chaque pas , dépend

des nombres qu' on connait

5°) TEST

Comparer les surfaces suivantes selon 1' aire
p

v

e 6

D
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Analyse de la tache

Dans la consigne duv §3 ( comparaison selon divers critéres de
figures géométriques simples ) , découpage et recollement font
partie des données ; le test a pour but de leur faire jouer le
role d' outil pour répondre & la demande de comparaison des aires
sans qu' il y soit fait explicitement référence

On leur demande de comparer seulement les aires et non cires et

périmétres pour ne pas éveiller leur méfiance : on veut voir s' ils

recourent eux-mémes au bon modéle ou si c' est encore le modéle
de comparaison des longueurs qui 1' emporte
La correction de ce test sera une occasion de renforcement des

conclusions établies au cours de ce chapitre

6°) Exercices
1. Pour les sufaces S] 52 54 du §3 , fabriquer des triangles
de méme aire ., M&me question pour A et C ( voir test )
2. a) A partir d' un rectangle donné , fabriquer une surface de
méme aire et de périmétre plus grand
b} Peut-on fabriquer un rectangle qui répond a la consigne ?

3. a) A partir d' un rectangle donné , fabriquer une surface de
méme périmétre et d' aire différente

b} Peut-on fabriquer un rectangle répondant & cette consigne ?
4. a) Etant donnés deux rectangles R] et R2 d' aires différentes
par exemple A(R]) < A(RZ) , peut-on fabriquer une surface de
méme aire que R] (ou plus petite ) et de périmétre supérieur &
celui de R2 ?

b) Peut-on fabriquer un rectangle répondant & ces conditions ?



v PAVAGE - MESURE D'AIRES - UNITES D'AIRE -

Obfectifs

« Comparer Les aires de surgaces planes données,
par pavage des surfaces & L'adide d'un "carrelage" ou par en-
cadrement de fa surface par deux surgaces qu'on sait paver @
£'aide d'un carrefage donné. Utilisaiion de La Transdtivife.

+ Mesurern une aire da £'adide d'une unité

Lta mesure d'une aire dépend de Z'unité chodiadie.

Mesure d'une adire avec des undités digférentes.

- Relatdions éventuelles entre ces mesures.

- Pour ramener £a comparadison des aires d celles de Leurs
mesures, fes alres dodvent Etrne mesuries avece £a méme unité.
- chodx d'une unditd d'adire commode pour comparer différentes

aires données.



1) Choix de £a sifuation

Notre objfectif est d'utiliser une mesure pour comparen des
airnes de surfaces planes. Les surfaces choisdies sont des figures
géométriques dessinées sur une feullle de papler et polycopites.
La collection des surfaces a été choisie de fagon que £a com-
paraison directe et Les comparaisons & £'oellf ne donnent rien.
Lta seule mandiére de 4'en tirern est de passer par £'intermédiainre
de fLa mesure. lon excluit Les découpages ef recollements).

La mesure sera d'abord obtenue, quand c'est possible, par pavage
de £a surface 4 £'adde de "carrelages". Nous rappelons que La
surpace S est pavable avec fe carrelage C AL on peut recouvrin 8
avec un nombre entden de copies de € sans chevauchement et sans
Ladssern de trous. Une premiére séndie de surfaces est chodisdie de
maniére que chacune d'elfes s04if pavable avee un ou plusieurs
des carrelages donnis mais pas avec fous. Les premiéres mesures
senont obtenues directement a partir des pavages. Ensudite, en
utilisant @ La fo4s Les nelations entre aires des carrelages et
La subatitution, nous obiiendrons pour Les surfaces des mesures
a £'aide d'undités qui ne pavent pas La surface : ces unités
paveraient une surgace de méme aire que fa surface donnée.

On introduilt ensudife une surface qui n'est pavable avec aucun des
carnelages donnés mais dont La mesure s5'exprime en nombre entiex
avec certadins carrelages. Pour Le voir i€ faudra utiliser £'ad-
ditivité des aires et par exemple uldi{fiser plusieurs des carne-
Lages donnés et Les relations entre Leurs aines : La mesure se
détache du pavage.

Dans une troisiéme étape (Cf Page 99jon donne des surfaces qued-
conques et des grdilles d madille carnée, fa seule so0lution sera
alors d'encadrer Les mesures des surfaces en prenant comme unité
La maille de La gnille.

a) choix des carrelages.

Nous avons chodsi Les carnelages sudvanis
& iy

e
i
LVEY
. L/
W



Remargue : {Ls sont représentés ici a £'échelle % pour fLes Lon-
gueurs. Les notations {introdudites Le sont pour  La commoditi

de La nrédaction et ne sont pas nécessairement celles utilisées pax
Les engqants.

Centains rapports d'aires entre fes carnelages sont entierns, ou
inverses d'entiens. Les autxres rapports sont moins sdimples.

Si nous désignons par exemple par r, L'aire du nectangle R, et
ainsi de audlte pour Les autres, nous avensd

te
b4

2 c3 = 2 tﬁ = 4 ts
2

4 5

Nous avons ainsi deux types de carrelages : Ré,C3, Té et TS d'une
part, R, et T. d'autre part. Le rapport des aires de deux carre-
Lages d'un mEme type est enfler ou Lnvexrse d'entiexn.

b) Chodix des Aurjaces

o

13

& p——-

~



Les figures sont

représenties Lcd a
Lréchelle % .

46

Eena o

@
[
I P

Tty T

18



- 43 -

Les surfacesd S Sy, Ss, 34, S, ont 8té chodsdies de fagon a étfre
pavables exactement par au moins un des carrnelages proposts. Elles
ont des aires assez voisines et des foames assez didférentes poun
qu'on ne puisise pas Les comparer directement.

Nous désdignons par A, L'aire de fa surface S,

(< = 1,2,3,4,5,6])

SI peut 2tre pavée avec Ré, Csy T3 :

_ _ _ - 2
Ay = 8 n, = 16 g = 32 %, {= 144 cm™}
SZ peut &tre pavée avec Ry et T

_ _ _ ?
AZ = ]3 fy = 26 Z5 {= 156 cm”)

S; peut 2tre pavée avec Ts

A3 = 37 1, {=192 cm23

S, peut &tre pavée avec T, el T,

A =20 £, = 40 t, 1= 180 cm?)

é 3
La surface Se peut 4'inclure dans Ss.
Effe peut aussd Btre pavie avec Te:

. . Z
AS = 30 ts (= 780 cm”™ |

On a donc A5 = Ay mais LL est Aimpossible de s'en apercevodlr 4
£'alde des pavages.
Pour Les 5 aires fourndies on a £'ordre sudlvant

ArdAr KAy 7 A5 (M
On ne peut obtenir ce classement qu'aprés avolr falt fe chodx
d'une unité commune et aprls avoir mesuré A;’ AZ’ A3,A4, A5 avec
cette unité. Cette unité commune pourra E8tre paxr exemple fe rec-
tangle de dimensions 1 cm et 3 cm donZ nous notons L'alre z ou
Le caxrné de 1 em de cifé d'ainre ¢.

Nouws avona:n6=6n

| -
ts—?c4-211-

18§c ; ry * dn = 12¢ ; C, = 34 = 9¢ = té

\
o
)
A
H
(1]



Nous aunrons donc fLes mesures de A, en xoou ¢ (ces mesures s'expri-
ment par des nombres entiers)

La surface Sé n'est pas pavable avec Les carrnelages proposés. S4
on dispose de toutes Les sunfaces, fa comparaison de Aé

aux autres aires est facife : S6 peut s'inclure dans Sr et donc
A, < Al et on a Les autres rérultats par transitivité, La
comparadison directe de S6 aux autres surfaces donne d'ailleurs ausdsd
de bonas résultaZs.

S{ £'on ne ddspose pas des autres surgaces, pour comparen Aé aux
autres adires, on dodt recourdin a La mesure. Sé ne peut &ire pavi
avee aucun des carrelages proposés, ai méme avec fe carxé de 1 cm
de cdté. Mais on peut mesurer son aizre en décomposant Sé et en ae
senvant de £'additivité.

On peut par exemple voixr gue

|
Aé 7 Ry * 4 g * ? té ou encore que
1 1
Ay = 7 s 4 n, o # 7 (2x,)
- 1 - - -
done A, = (5 + 20, = Tley =11 t, = 17 %5 = 99 ¢

2] Mesunre, par pavage, des airnes A,, Ay, A

A¥A)

Organdisation de La classe.

Lles 82éves sont nlpartis par équipes de gquatre.
On distribue & chagque &quipe une coflecticn de surfaces Sy, 32,
330 Sy S5
Les carrelages sont découpés dans du carlon fin de différentes

et da chagque &Live une coflection de carnefages.

couleurs.
Chagque surface est polycopiée sun papler blanc.



Objectifs
- Faire un travail géométrique de pavage des surfaces données avec

Les carnelages donnés.
- Expliciter des nelations entre adires de carrelages.

- En déduire des nelations entre mesures d'une aire avec des
unités différentes et entre Lesquelles on a des relatdions.

- Exprimer L'aine d'une surface en prenant poui unite L'adxe
d'un carrelage avec Lequel on ne peul pas paver.

Consdigne
Chacun des membres de £'équipe chodlsdt une des surfaces S?’ 32'
S5, Sys Sg- Vous disposez de petits carrelages. En cholsdssant
bien £'un de ces cartelages, on peut paver fa surface choisdie.
a) Pavez-£a . Combien de copies du carrelage avez-vous utilisées ?
Est-ce possible avec d'autres carrelages ?
b} Pouvez-vous avec chacun des carrefages fabrdiquer une surface
de méme aire que fa Asurface choisdie. Pour chacun d'eux, ditesde

combien de copdies vous avez bhesoin.

Analyse de fa tdche.

Lle pavage des sunfaces & L'adide d'un carnelage permet de déteaminexn
2e nombre de copies nécessaires pour reprodudire La fLgure donnée,
autrement dit La mesure de £’aire en prenant comme unité L'aire

du carnelage qui a servi auw pavage.

On peut néafiser 9 pavages diffirents

peut étre pavée avec Ré, C3, T3.

R4 et T5.

33 peut &tre paviée avec T
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Le pavage de S, par R, Czr T doit permetire d'expliciter Les
relations entre Ré, C3, T3 et done entre Leurs adlres. De méme fe
pavage de SZ doit peamettre d'expliciter Les relations entre R4
et Ty el celul de ) Les relations entre T, et T,

Par &'intermédiaire de £'alxe ty, on trouvera des nelations entre
C3 et t, paxr exemple,

Le trnavadil peut aussi se faire dans £'autfre sensd : quand on a
découvert des xelations entre caxrelfages, on en dédudlt des
pavages possibles. Par exemple : chague fois qu'une surface peut
gtrne pavée avec Ré, elle pournra L'E8%re avec Cs et avec TS'

le pavage des surfaces adde & . .trouver des relations entre carrne-
Rages et fes relations entre carrelages adldent a trouves de

nouvelfes maniéres de paver Les surfaces.

Centains des carnelages ne permettent pas de paver fa suiface
choisie mais grice aux refations entre aires de carrelages, on
poutrait quand méme fabriquer, i L'aide de ces carrnelages, des
surfaces de méme aire que fa surnface choisdie, aufrement diZ
expirimer £'aire de La surface chodlsdie en prenant pour unité £'aixze
d'un carnelfage avee Lequel on ne peut pas fa pavern

Par exemple, on ne peut pas paver S, avec Tys mais comme T, =7 %4
et cg = ? 23 , on a té = Cg Comme AT = 16 ¢z, On a audsi

A7 = 16 %,. En prenant 16 T,, on pourralt fabriquer une surface de

méme aire que S,.

De méme A3 = 372 £, et 2 &, = A

5 done A3 = 16 ~,.

4

5 4

Remarques sun La sdfuation didactigque

1. S{ on demande seulfement de paver {al de fLa consigne ci-dessus)
il faut s'attendre a ce que fLes enfants ne donnent que fes mesures
ot fLes nefations entre carnelages qui découlent directement du
pavage : Méme 4'{fs observent d'autres relatdions, LL&s ne fes
crnoient pas Légitimes pudsqu' il faudralf couper Les carrelages

on ne peut plus paver avee des carnelages entiers.

Dans une classe, nous avons seulfement proposé La consigne al

et c'est ce qui 4'est produdt. On a alors doané fa consdigne b) et
Les 283ves ont proposd d'autres relations.



Dans une autre classe, on a donné dinectement fa consdigne bj.
Compte-tenu ded séquences antérieures, construire une surface de
méme aire qu'une surface donnée revient a découper fa surface el
necollen convenabfement Les morceaux. C'est ce que ceatains &féves
ont proposé en ocubliant qu'il fallait se servir des carnelages.
Quand on fLe fLeur a rappeld, ifs n'ont pas vu d'autre moyen que
de paver La surface donnée. 1£s ont alors produit des relations,
Zes unes Lites au pavage, £es autres non.

Cependant une autre procédure &tait posisible : commencer a4 paver
La surbace choisie avee un des carnefages pudis La modifdler sans
changen son aire de facon que La surface ainsi modifile sodlt
pavable complétement.

Paxr exemple

P,
N )
RN ™ T T s ;
S H VA e Ve o L Ry Ay o
La Aurbace modifide AP //}{C;; , ,fﬁfﬂéé/i?/ 1%
S'  est pavable avec NN SA S /,;/ﬁ/af/x?
R,7et avece ¢,, alors ¥ N S S
6 3 N P Y4 ///
que £a surface Lnitiafe S, | RO ff’f,/{’ S
; 1 A Y o . N
ne £'8tait pas LN Ml
/ - - - ' . -
Mypo= hy = 10 8, 5 20 ¢ | ‘ RN
SRR 70/
- . . , g e //
/;] ‘ ) | ; ‘o . A o -
d . ‘ : £

{3
et méme, en modifiant encore cette surface, on obtient S 4,

pavable avec R4.

15 fy

let done A, = A




- 48 -

De tefles modifications exdigent de bilen explolifer Les propriltés
gbométrniques des figures proposées et donc déja de pouvodir Les
repbren, d'autre part elles exdigent d'en antdiciper Les conséquences
sun fe pavage : on ne réalise une modification que s4 elle condudil
d une suxface pavable, éventuellfement aprés guelques esdadls.

Cette procédure a peu de chances d'apparaiire. De toufe fagon
notre cobjectif n'est pas d'utiliser Le pavage systématiquement

mais d'exprimer des mesures d'aire indépendamment de La possibllité
ehbective de paver. C'est pourgued, pour bloguer cetite procédure,
noud posons d'abord fa consigne de pavage pudls celle de construction
de suxnface de méme aire. Les &Léves n'ont pas besoin de construdre
Les surfaces de méme alre pour savedr combien d’exempladres d'un
carrelage {€s utilisenadent.

Touteqois, nous favordiserons plus tard une fellfe procédure poux
exprimen £'aine de filgures géométriiques classiques {(trlangle,
paralléfogramme, ZTrapéze) en fonction de L'adre du zectangle.

2. On distribue 5 suxnfaces pour 4 2L82ves. La surgace SI ne pose
en général aucun problfime et Le pavage est vite teamimé., L'éféve
qud A'en est occupé peut paver La deandiére suiface.

12 est utile de prévoixr plusieuns collections de sunfaces pax
dqudipe : Les &Réves qui ont trouvé tous Les pavages possibles de
Leur Asurface peuvent 45'intéressern a une autre ; inversement, 44
un éféve a des difisicul?lés en commencant avec 33 par exemple, {£
peut A'occuper de SI ou de S, qui sonit plus faciles.

Remarques sur Le comporfement des 8léves,

1£ n'y a en général pas de probléme pour Le pavage de S, (pax

R, ou C31 ou de S, par R,. Les autres maniéres de paver S, et S,
Atobilennent souvent aprés avodr remarqué fes relations entre ,
carnelages : par exemple on met 2 Tg dans €z, done on peut aussd
pavex SI avee T3.



Poux 83, 34, 35, c'est beaucoup moins évident suntoul poun 53.
Les elives essaient des triangles mais Les placent souvent dans
des positions qui ne Leur peametfent pas de confinuexr.

Paxr exemple, pour 34, €4 essralent T6 en £e posant comme L{ndiqué
sur La fLgure 1 alors que seule La disposition de La figure 2
permet de continuer fe pavage.

Pour S,, Les ehéves choisdssent un des triangles madls L€s essalent
souvent de metire L'angledroit dans L'angle du todlf de £a mailson
(Fig 1} ou <£s essaient plusicurs angles aigus (Fig. 2)

Fig. 1T Fig. 2
. S~/

cecd avec fous Les trilangles proposés avant de
penser & utilisen Les caractdristiques géombtriques de La figure
s04t La syméirie, 504t séparer Le Zodll du reste de La malson.
Poux Ss Le probléme est a peu prés £e méme mais plus gacile : La
position cornecte de Ty 4e nepére plus facifement.

Bilan
Le bilan collectif permet de récapifuler tous £es pavages possibles ;
L est £'ocecas Lon d'introdudire Les mots "mesure de £'adlre avec
Llunité...! et d'expliciter des rnelations entre Les différentes
unités d'adlrnes proposées madis pas toutes), et Les différentes
mesures des adires des surfaces sefon L'undifé chodasdie

Ay = 2 ¢z = 2 T, = 4 1,

Cy =%y =T %y, 1y =228, ete..... et Leuns {nverses.

i



L}

S!t=76f'=32t3=76t

Al 6 %3 6
Ay = 13 1, = 26 £,
Ay = 32 2, = 16 1,
Ay = 20 8, = 40 t5 = 20 ¢y = 10
Ag = 30 £5 = 15 1,

Dans une classe observée, Les 8LEves onit proposé de consdignes

Zes nésulbtats dans un tableau a partin du momenit cd fLes redaZions
bonites ont 816 frop nombreuses pour s'y retrouver gacilement
quand un éfLive proposait une relation, 4L éfait difficife de
savodin 44 elle était nouvelle. L'organdsation en tableau a
répondu 4 ce moment £a & un soucd d'8conomie et de plus grande
efficacite.

Ce tableau est intéressant parce qu'il nend commode £'ufilisation
des relations entre unités d'aire pour exprimer des mesures
indépendamment du pavage. 1L met en év.idence fes couples d'unités
d'aire entre Lesquels on a des nelations et ceux entre fesquels
on n'a pas encore de relatdion.

Toute aire mesurée avee une unitd u peut Etre expaimée avec
n'importe quelle unitl en refation avec U. cette diversité des
expressions d'une méme aire sera tnés ufile quand {€ faudra
comparer plusieurs aires. La sdtuation idéale esl de pouvodix
exprimer toutes fLes aires en fonction d’une méme undité el donc

de namenex La comparaiscn des aires d La comparadison des nombres.
C'est ce qud se produira ici, 44 on remplit fe tableau ; L'uniil
commune chodisde ‘pou.»ma aussl dtre une unité qudi n'est pas dans

fe tablfeau lvois séquences uftérieures : § 3 - 4 - 5)

Pour gque ce tableau remplisse effectivement son rble, 4L gaul
qu' il garde son sens de rdsumé d'information el que toute relation
benite pudisse au besoin se tradudire en termes de surfaces.

Dans une classe ol ce tableau esf apparu Trop £0%, un pelif
nombre de relfations ont été utifisées, Les autres n'ont été

qu'un jeu d'écaditures qui n'a pas peamis d'enrdchin les relations
entre ainres de surgqaces.
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Modalité pratique

Pour éviten fLes enrneurs de Lecture, {L£ y a L{ntérét a tcaine fes
nelations complétement dans Les cases comme ci-dessousd

2y ¢3 Ty s 14 Ty
46 né = ﬂé &5= 2c3 ﬂ6= Zté 46= 413
7
c C,% = A _ ~ _
3 37776 cs = c3 cs- té a3- 213
_ _ .
L, (tem grg| Ty T eg| Ty Ay [Ty7 I
P P U Y R Ao
3 37 T | 37 7% L3776 *3 3
1y ny = ongl okys 22
¢ .= +x £, =1
5 5% 74 5 =13

3) Comparadlson des aires A], AZ’ A3, A4, A5

Objectifs :
Utilisation de mesures pour comparer des afres, plus précise-

ment utilisation des pavages faits & La séguence précédente et
des nefations obfenues au bilan pour comparer certaines des adxres.

Nécessité de chodisin une undté commune peamettant de mesurex

toutes Les aires pour achever £a comparalison.

Consigne

Oadonner Les aires AI’ Az, Ag, Ad, AS de La plus petite a fLa plus
grande.

On ne dispose plus de surnfaces mais seulement des carrelages et
des mesures des airnes déjd trouvées.

Analyse de La tdche.

Le bilan effectué au cours de La séquence précédente a donné
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diverses expressions des aires
A1=8&6=76c3=32t3=1626
Az = 13 Ry = 26 25
A3'= 32 ts = 16 g
A4 = 74 té = 40 t3 = 720 cs = 10 Ay
A5 = 30 ts = 15 4

En rapprochant ces résulfats, on a facilement A7<fA4 d'une
part et A2<A5<A3 d'autre part.

De plus As = 32 £, et A, = 371 %

1 3 > mais t3<(t5 done A1<'A3

5
Mais pour Les autres résulitats, LL faudradit mesurer toutes Les

aires avec fa méme unité ou revendir @ des comparadlsons directes,
tventuellement aprés modification des surfaces consexrvant £'aire.
On a bloqué cetie procédure en ne donnant pas fes surgaces. la
soule issue At afons fa necherche d'une unii& commune permetiant
de mesurer foutes fes ailrnes.

Si fes &léves ont nepisl que ¢, = % y ou que A, = (1 + %)n,
(qui sont Les relations fractionnaires Les plus faciles d repéren)
et ont assez de pratique du cafeul sur Les fradions simples el
La substitution, i£s peuvent trés bien choisdix Ny par exemple
comme unité commune et exprimer toutes f£es aires en Ay Cela
ne sera pas possible sans ces prérequds.

12 se peut cependant gque des &fLéves &tablissent fLa redation
2 g
peuvent alors par substitution comparer toufes Les adires.

= 3 1, pax exemple par juxtaposdition des rectangles. 1Ls

Par cette méthode cexrtaines substitutions sont plus faciles gue
d'autres.

D'autre part, & La séquence précédente, Les &féves ont exprimé
Les mesures des aires avece plusdeurs unités len particulien Mg
cs,a4) . Poux répondre a La question, 4& suffdit de Lrouver un
carrelage qui pave & La fo0is C; et Ry,ou R, et R,. Ce carrelage
peut&trele rectangfe R de ddimensicns 1 em et 3 em, Le carrt de
cdté l:em ou Le nectanglfe R’ de dimensions 2 cm et 3 cm ; on note
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rnespectivement fLeurs aires n, ¢, x', 1L faudra afors utilisern des
substitutions pour exprimen foutes Les alres en fonction d'une

méme undiié.

Nous avons c3 = 38 = 9cC
&4 = 40 = T2¢ = 21’
A, = bxn = Jc = 3n!
é
done A? = 16 ¢y = 481 = 144¢c = 816 = J4nt
Az = ?3n4 = 5%x = 156c = 264
A3 = 3215 = 1614 = 44x = 1972¢ = 324!
A4 = 20t6 = 20c3 = 1046 = 60xn = 180c = 304’
A5 = 30t5 = 15n4 = 60n = 180c = 3047

Nous avons done
Ar{Arry = AslAs
Un bifan est nécessaire pour faire Le point a chague étape et
pour

- ramener fLa comparaison des aires & La necherche d'une
undité qudi permette de fLes mesurer foutes facifement.

- namener La rechenrche d'une unité commune a ceffe d'un

carkelage permeftani de paver da La f04s 63 et 24 par exemple.
- dtablin L'oadre demandé.

Remargues :
Pans La cfasse obaservée, Les 3 unités n, n' et ¢ ont &8t3

utilisdes. Les bqudipes qud ont ufilfdisé n ou 2’ L'ont gail , en
nommant £Le bout qui dépasse aprés superposition de Ry et Cg

lou R, et Rg). ce nouveau rectangle a €28 reponté sur Ry et ¢

lou R4 et Ré}

3

|
1
1 R
|
|

b - - .
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Ces mandipulations ont d'ailleuns débouché sur fLa découverte
des relations entre ny et ¢, d'une part, 1y et x
(voirn § 4).

p d'autre part,

. Si fes Eléves n'ont pas chodlsdi ¢ comme und{té commune pour
effectuer La comparaison, on pourra, a titre d'exercdce, Leux
demander de taouver fLa mesure de foutes Les aires en prenant

¢ comme unité., Cela nous sera utile par La sudite quand nous
utiliserons Les quadriflages d maille carnée pour encadren fes
aires de jfigures quelcongques. On pourra afors comparer ces
encadrements aux adires mesurées en c.

4) Mesure d'une aire. donnée dans une unité donnée.

Objectif = . Augmenten fe stock des adires mesurables avec une
unite donnée.

. Se famifiariser avec Le calecul sur fes petites
fractions a L'occasion des mesures d'adres comme on £'avadll fait
pour £es mesures de fLongueunrs.

: . r &y H .
Consdigne : . Expidmer chacune des aires AI’ Az, A3, A4, A5
d@ L'aide de toutes Les undtés {&6, Cg, Ly, Ly, ny, L, c} Lea
é¢Léves disposent des mesures défa trouvées, des carrnelages, de
papier quadriflé et de papdier blanc.

Analyse de La tdche

La tdche conadlste 4 mesurer chacune des adres dans diverses
undtés., Centaines mesures ont déja é£é calculées. 12 faut
trhouven un moyen efficace de xepéren celles qui manquent ef
ensulte de fLes caleulen. Les outils nécessaires sont La asub-
Atitution et Le caleul sur des petdites gractions (muliiplication
ou division d'une fraction par un entier).

Une mandiére de s'onrganiser est de nofex £es Angormations connues
dans un tableau de fa 4oxame

e



g ¢y té t3 i4 t5 d
846 Iéc3 ?626 32t3 144 ¢
7314 Zéts 156¢c
76a4 32t5 192c
101 20a3 2016 4013 180¢c
5 1514 3015 180¢c

Les cases vides indiquent Les refations a cherchex.
Répondre & La consigne, c'esl complizten Le tableau.
- Pour mesuren AI en n, on peut utiliser

sodit fa relation 3 4 =Z g alons AT = 846 = 4 X(Zaél

= 4 x(3a4) = 12 2y
. . ,3 _ _ 3
s04it fa relation c, = = £,, alors A,=l6c, = 16 x{2 x,]
45 3 4 4 1 3 7 4
=“Tft4 = 1244
A0t La xefation ry = 12¢, afonrs A7 = 144 ¢ = 12 x{12¢]
= 12t4.

S'if est facile de nepérer que § = 4 X 2 sans avoir recours a
Lrutilisation de "ry = T2¢” exdige. de cheacher un
144, et donc de recourdir d La divisdion.

une divisdion,
nombre x Zef que 12 X x =

- fes mesunes de A] en ts s dédufiront de cefles de ny en

utifisant 2a refation ry ® 2 ts. Les measurnes en tS sont obtenues

en multipliant par 7 Les mesures en i, Cette procédure eal
ancienne mais ce travail est L'owasion de rappeler que 44 La
nouvelle unité est moitié de £'ancienne, £a nouvelle mesure est

double de L£'ancienne.

- Pounr mesurer A, en n,, La rnelatdion 3n4 = 2, n'est pas
Limmédiatement ut&ﬂiéabge car 13 n'est pas un muliiple de 3.



La mesuxe de AZ en n, n'est pas un nombre entier.
1 ]

! ; 5 P24 = L
Un moyen esl de recourdin 4 4 7 %y 31
Vo - - - 1 . 26 - 2
diod A, = 13r, = 26x' = 16 xg ny T gt L8 2 g
On peut aussd tepéren que ry ® z r, dlod
2 3,06 76
Ay = 13n, = 13 X (? né) = 26 X {3 &6) iy >
Une autre sclutlion consdsie a utiliser ¢ lou 4]
Az = 156 ¢ et Ny = 18 ¢. On est condudt & chercher x tel que

18 X x = 156,
La divisdion donneradlt : 156 = 1§ X & + 12.
On 4e naméne & chercher un nombie a tel que 18 X a = 12. On y
arrndive en A2 servanit du faif que %E est EE nombre y tezfgue
1

18 Xy = 1 et que a = 12 X y,donc @ = et x = § + Tz

Ce radlsonnement est possible pour réscudre directement 1§ X x = 156
156 . ¢ , 12
77 ES

x = 156 X y, done x = 3

Cependant 156 et 12 n'ont pas Le méme ordre de grandeur : AL

n'est pas Alr gue ce gqud peut se fadlre avec 12 pudlsse {mmédiatement
Alétendre a 156.

12 reste & voir que %% = % ou l%g - g? = § + %
On peut prévodir que cette deanilre procédure (ufilisation de ¢

a peu de chances d'aboutin a un xésultat exact, mais elle peut
aboutir & un encadrement lentre § et 91},

Les mesures de AZ Tooen gg, té, t; 4e déeduisent par muliiplication

par 2 ou 4 de celfes en I

Poux As, Le probléime eat Le méme que poux Az puisque 16 n'est pas
un multiple de 3.

Poux A4 et As, L8 Auffit de se servin du gadt que A4 = AS'
D'adilleurns, L€ est facile de vodir que 10 = 2 X 5, donc

A4 = 10 Ry 15 Ry Pe méme pour A5, 15 est un multiple de 3,
done 15 ny = 5 % l344l = 5 x lZ&éj = 10&6.



Bilan :

- 77 -

Le bilan permet d'expliciter Les différentes méthodes utilisées
et de contrdlen Les caleculs, chaque méthode servant de contajle

a L'autne.

12 permet aussi de compléien Le tableau

aé c3 25 t3 k4 t5 )
5 1, 16 o, 16 ¢, 32 %, 12 4, | 23 2, | 144¢
? 1 f :
| &+ 146 (17+ 3]c3 {17+ g)té {34+ g’tg 13 1y 26 25 156c
(10+ )4 (21+ Lya, | (214112 (42+ Ly2.1 14 37 ¢
3/ 71¢3 314, 313 1y 5| 192c
10 1, 20 g 20 2, 40 2, 15, | 30 25| T80c
10 %, 20 cg 20 t, 40 25 |15, 30 Ly 180¢

On doit trouvexr Le méme ordre sur les aires, quelle que 404%

21unité utilisée pour Les mesurer, done, dansd chaque colonne,

2e méme ordre sun Les nombres de La colonne.

5) Rechexrche de toutes Les relations

entre fes adlres des carrelages

Objectif :
Si fes enfants ont proposé un tableau pour condigner tous Les
rappornts entre aires des carrelages, L& reste dans ce tableau
des blancs que 2'on a envie de combfex. S{ L'on veul exprimen
La mesure de toutes f£es aires AI""AS’ avec toufes Les unités
proposbes, LL sera nécessaire de compléter ce tableau.

Caloul sun Les gractions.
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Remarque :

Si £'occasion ne s'est présentie, une autre sdtuation poun
aborden fes fractions d'aires est proposée au chapitre sudvant.

Consdigne :

Compléten fLe tableau des relations entre aines et carrnefages.
Les P3ves disposent du tableau incomplet, des carrelages, de
papier blanc et de papier quadrillé.

Analyse de La tache

12 rneste Les Lignes et colfonnes de y et tS en fonction de LTI
té, 13.

Si £'on a rempli Les cases relatives 4 Rys POUA celfes nelatives
a tss il faudra doubler dans un cas lcolonne) et divdiser par I
dans £'autre {Lignel.

On a déja utilisé, pour aépondre & La consigne précédente, fes
relations sudvantes

Ky = % 14 ou ¢z = % Ay et ny = % P

Les autres 4'obtiennent par substifution et proportionnalité
{double et moitid) aur des fractions.

Pan-ax?mpie de ¢z = % Ay et ? ; ,

ts = 7 53’ on peut déduire que ts = ? de. Ty g Ay car
et 3= 3 X7 .

Poun Lo moment, ce n'est pas un prodult de fractions.
3
4

raf—

de

ENE
o0l —

% de oAt fa so0fution de 2 X x = %

I 3 .3
done x = 7 2 7 7 = Z

Nous étendrons Le produit des 2 nombres eniierns aux gractions dans
Le cadre du cafcul d'adres de rectangles.

Pour §4inir de remplin Le tableau, on va 4aire fonctionner d
nouveau La substitution, La proporticnnalité (doubles et moitiés)
et Le résultat

il La nouvelle unitd est moitié de f£'ancienne fa mesure est
double de f£'ancienne let réciproguement)’.
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) 1 . 1
En ef4et ny * Z ts, ts 7 g Ay Z Cg » Cg 7 2
. y
c3 4 t3, t3 3 s
Bilan :
On axrxdive au tableau suivant
g ¢ 4 L3 "y Ly
_ . . . . 3 _
46 = &6 &6 = ch Aé = Zté 46 = 4t3 né = 7 44 46 = 315
e, = Iz ., = Q e, = & c, = 2% e, = é A a, = i z
3 7 7% %3 3 3 6 3 3 37 7%|% 7%
£, =L, |2, =¢ £, = ¢ t, = 1t t, =2, lt, =2z
6 7% Y 3 6 6 4 3 6 T dT M|t T s
_ 1 L1 LT . .3 ]
T3 = gl ty = 5% | 13 75 %4 %3 = 43 ty =5 4|%; 7 7%
2 4 4 i 3 i
Mg T gy |ty T g0y |ty s 3t (rg T3 s | Mgt ry |yt T T
_ 1 . 2 . 2 . 4 . 1 -
ts "3 | %5 T30 |53 (B T3 s | Bs g Me|Fs T %
Remarque :

Nous nous sommes xéfénées & La proportionnalité dans La situalion
qui conadiste & mesurer diverses aires dans une méme unité
]

44 A = n xa, afors 2 x A = {2 x n} X a et % A = 7 (na) = % a

[passage d'une Ligne & £'autre dans une méme colonne].

Nous nous sommes xéférées & La substitution dans La situation od
on mesure fa méme aire avec des undités différentes

passage d'une colonne a4 £'autre dans une méme Ligne.
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A-=nXa PR A=nlle) =25
7 7 7
a =7 Xb A=npn (2 b) =2 nb.

6) Mesure de L'adire de £a aunface 36

Travailf individuel.
Chaque éLéve dispose des mesures des aires AI’ Az’ A3, A4, A5

{travail des séquences précédentes] de La surface S, polycopide sun
papier blanc et de sa collection de carrelages.

Consdigne : Comparer £'adixre Aé aux autres adlres.

Objectif :
Mesure d'une adre qud n'est pavabfe avee aucun des carrelfages
proposés @ utilisation de L'additivité et de fa subsiitution.

Anafyse de La tache

Comme on ne dispose plus des autres surfaces, madls seufement des
mesures de 'Leurs airnes, Le probléme est d'évaluexr £'alire Aé. La
comparaison A'en déduira immédiatement.

4
est nécessaine d'utilisen un découpage de Sy, une partie de fa

n'est pavable avec aucun des carrelages proporés : AL

surface peut 8tre pavée, LL£ reste un triangle qui ne peut pas
L'8tre et qu'il faut évalfuer en se servant des unlitis Mo 0U Qg

Par exemple




-8]_
Ju encore
- !
Aé = 10 té +.§ P
= 11 té
= 7
(5 + 7}“6

On peul aussd en régularisant La forme

1}
i
+

Ou encoxe

Remarque sur £e comportement des 2Léves

Dans £a classe obaeavée, fLes 6Léves ont d'abord voulfu paver ef

ont été fxés décus de consfater gue R4 ne pavadli pas fe triangle

du haut. Le pavage avait donné de bons résultats pourn Les

surfaces précédentes et {fs pensalent que c'étalt cela que nous
attendions. 1€ a pallu Leur dirne explicitement que Le pavage n'étalf
pas possible pour qu'ils cherchent autre chose.

125 ont afors thés vite Zrouvé touZes Les méthodes exposbes ci-

dessus et encore d'autres variantes.
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Bilan

Pour mesurer une alre, on peut aussdi La découper en plusieurns
morceaux el mesduxrexr chacun des morceaux dans une méme undité et

addi{tionner Les mesures. On peuf aussl fabriquer une surface de
méme adire et plus facife d mesurer avec L'undité chodsdie.

Exercdices :

Calculfer La mesure de A6 avec chacune des undités utilisées dansd
ce chapitre {né, Cgs zé, t3, n, e, ont, ony, 15).

Le caleul en 1', 1y et ts est plus dighdcile et oblige a ufllfisex
Le calcul sur Les fractions

Par_exemple = a, = 3 &' donc
A6=(5+-2’-'Jx3fz'=lw+%Jnf
) 3 33
Cz . % 1y done Aé = 11 x 7y 5 T My
_ . 33 . 8¢ . 33
44 = 7 t5 dona Aé == X ? t5 = = t5 = ts

VI CAS DU RECTANGLE : RELATION ENTRE MESURE DES COTES ET MESURE

DE L' AIRE.

1) Aire du rectangle .

Objectifs : - désignation d'un rectaongle par ses dimensions
- mesure de l'aire d'un rectangle avec un rectaongle
unité
- relation entre mesures des dimensions et de l'aire
d'un rectangle avec des unités bien choisies

(dans le cas o0 ces mesures sont entidres),

restructuration de connaissances anciennes sur le
comptage de carreaux & l'intérieur d'un rectangle

en termes de mesure d'aire.

Organisation_de la classe

ol B et g iar-gienar i g b e e R

Les &laves travaillent par deux : émetteur , récepteur
Chacun est & la fois émetteur d'un message et récep-

teur d'un message venant d'un autre camarade,



- 83 -

Ils disposent de popier blanc (non quadrillé) et
de 3 ou 4 rectangles polycopiés (par exemple 2 cm

sur 5 cm ; 3cm sur 4 cm ; 1 cm sur 2 cm).

Consigne : Chacun de vous choisit un de ces petits rectangles
et dessine un autre rectangle pavable & l'aide du
rectangle choisi. Il écrit ensuvite un message sans
dessin & un camarade pour que le récepteur puisse
dessiner le méme rectangle (i.e. superposable).le
récepteur pave & son tour le rectangle trouvé avec
le carrelage de son choix. Ensuite émetteur et récep-
teur comparent leurs rectangles et le nombre de piéces
utilisées pour paver.

Dans un 2° temps , on pose la question suivante
Etait-il possible de paver avec d'auvtres carreaux?

Si oui lesquels ? Si non pourquoi ?

PSS e e L L

a) émetteur : L' émetteur doit d'abord dessiner son rectangle
Pour qu'il soit pavable & l'aide du rectangle &lé-
mentaire choisi, le plus simple est de reporter un
nombre entier de fois la longueur et un nombre entier
de fois la largeur (ou encore de prendre des dimen-
sions multiples de celles du rectangle élémentaire
choisi).

Pour rédiger son message, l'émetteur doit décrire
le rectangle qu'il o dessiné. Pour cela, il peut
~ soit donner ses dimensions en cm
- soit décrire la construction & partir du rectangle
élémentaire choisi : nombre de reports de la longuevur,
nombre de reports de la largeur. Dans ce cas, il doit
aussi décrire le rectangle élémentaire choisi. Comme
on n'a pas droit aux dessins et qu'aucun codage n'a
été établi, l'émetteur peut décrire le rectangle
élémentaire choisi en donnant ses dimensions en cm

ou en vtilisant des périphrases le petit, le moyen,

“ (désignation ambigiie en ce qui concerne

le grand
les rectangles (2,5) et (3,4). Le codage par un cou-

ple est bien adapté.
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b) récepteur : Si le message est correct, la construction du

rectangle ne doit pas poser de problames.

Si le message est descriptif de la construction (et
correct) , le pavage choisi par l'émetteur se déduit
de la construction. Le récepteur peut alors choisir
le méme pavage ; il doit alors utiliser le méme
nombre de pi2ces que l'émetteur. Il peut aussi cher-
cher un autre pavage.

Si le message donne les dimensions du rectongle, le
récepteur doit d'abord déterminer le (ou les) rec-
tangle (s) élémentaire (s) qui permet{tent) de paver
et réaliser le pavage ou prévoir le nombre de carreaux
par le calcul, ,

Remarque : le rectangle (1,2) devrait toujours con-

venir avec les rectangles élémentaires choisis ici.

¢) confrontation : Emetteur et récepteur doivent avoir des

rectangles superposables. Mais le nombre de carreaux
utilisés pour paver peut étre différent. Ils doivent
alors faire la relation entre les nombres trouvés

et les carreaux utilisés. Par exemple, si l'émetteur
g utilisé n carreaux (3,4) , le récepteur p carreoux

(1,2) , on doit avoir p = nxé

11 se peut également que l'émetteur ait utilisé le

carreau (3,4) et le récepteur le carreau (2,5)
Par exemple pour le rectangle (4,15) , il faut

5 carreaux {3,4) ou & carreaux (2,5).

A
[}
|
!

] |

Lo vérification peut alers se faire en vtilisant

le carreau {1,2) : dans un rectangle (2,5), on met
5 rectangles (1,2), dans un rectangle (3,4), on met
6 rectangles (1,2) ; on trouve finalement le méme

nombre de carreaux (1,2).
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De tels exemples peuvent faire l'objet d'exercices aprés le bilan.

Bilan collectif

—— e e vy S

Il permet d'expliciter les points suivants

- un rectangle est déterminé par ses dimensions.

- pour paver un grand rectangle avec un petit rectangle, il
faut pouvoir reporter un nombre entier de fois l'une des
dimensions du petit rectangle sur l'une des dimensions du
grand rectangle , et reporter un nombre entier de fois l'autre
dimension duv petit rectongle sur l'autre dimension du grand.

- si on o un petit rectangle de dimensions u, v et un grand
rectangle de dimensions a=nuv , b=pv , l'aire du grand rec-

. tangle vaut n p fois l'aire du petit. Autrement dit, la
mesure de l'aire du grand est n p quand on prend l'aire
du petit comme unité d'aire.

~ dans le cas particulier o v = v , si les dimensions du rec-
tangle sont mesurées avec l'unité v, et si l'aire est mesurée
en prenant comme unité l'aire du corré de c6té v , la mesure
de l'aire du rectangle est le produit des mesures des

dimensions.

2) Variation de l'aire du rectangle en fonction de lg variation

des cotés.

- situation de renforcement de la situation précédente

- prise en considération de la bidimensionnalité de 1l'aire

si un cbté reste constant, l'aire est proportionnelle &
l'aytre coté ; si les 2 cotés varient, l'aire est proportion-

nelle séparément & chacun des cétés.

Matériel : Papier quadrillé & maille rectangulaire (ou carrée).
Appelons u et v les dimensions de la maille et r
l'aire de la maille.

Organisation de la classe

Les élaéves sont par équipes de 2. Un des é&léves E-I

dispose d'une bande de popier de largeur fixe
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(a = 7u par exemple) découpée dans le papier quadrillé;

l'autre E2 dispose d' un papier blanc et d'un crayon.

La largeur de la bande peut varier d'une équipe &

1'avtre.

Consigne : Jeu & deux
E] choisit une longueur b de bande (donc mesurée en v).

I1 1'annonce & E2 qui la note sur son papier et chacun
évalue séparément l'aire du rectangle en prenant r
pour unité et note son résultat,. E-| et E2 comparent
leurs résultats. $'ils sont d'accord, tous deux mar-
quent 1 point ; sinon, ils comptent ensemble les car-
reaux sur le quadrillage : si 1' un des deux avait

le résultat, il morque 1 point. On échange ensuite

les rdles. On joue au moins 5 coups chacun,

Les résultats sont consignés dans un tableau, par exemple:

a = 7u b : A calculé por E] : A calculé par E,: A vérifié
4y i 28 : 28 . 28
5v 33 : 35 : 35

Analyse de la téche

Pour prévoir lg mesure de l'aire, E2 doit multiplier le nom-
bre annoncé par E] par la mesure fixe de la largeur de la
bande. Il s'agit de faire fonctionner les résuvltats énoncés
av bilan précédent. E.i peut calculer comme E2 mais il a 1l'avan-

tage de pouvoir vérifier sur piéces,

Bilan
Au cours du bilan, on explicite que l'aire est proportionnelle
au ¢cdté variable : A = bx7 par exemple ; et on calcule l'aire
de rectangles dont la longueur dépasserait celle de la bande

de papier , par exemple b = 126v , b = 237v etc...

Remarque :
L'étude de la bidimensionnalité de l'aire est abordée de facon
plus détaillée dans la brochure 42 “Nombres décimaux" pages 104

S

& 120. (Cf.ci-contre la page 120 extraite de cette brochure).
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Objectif supplémentaire : approche de la division.

Organisation : trovail individuel,

Motériel :

Consigne :

Le moitre dispose de bandes de papier quadrillé de
largeur fixée, par exemple 8u (c¢f consigne a)}. La
largeur de bande varie d'une équipe & l'auvtre : par
exemple 5u, 3u, 7u, 12u

Le maitre fixe une aire & atteindre , la méme pour
toute la classe , par exemple 32r, ou 104r, 150r,
25ér, 300r, 41ér, 517r.

L'élave doit commander une longueur de bande qui lui
permette de découper une surface ayont l'aire demandée
et en gdchant le moins possible de papier. Il évalue
ensuite la chute de papier. On joue plusieurs fois

en faisant varier l'gire demandée (comme ci-dessus).

Pour gécher le moins de papier, il faut que la sur-
face soit la plus proche possible d'un rectangle ayant
une dimension égale & la dimension imposée. Pour déter-
miner la longueur d'un tel rectangle, il faut mettre
en @uvre le résultat établi au bilan précédent : si
un coté reste fixé & 8u parexemple, la mesure de l'aire
en r sera 8 b , ob b est la mesure en v de l'autre
cdté. Pour 150r par exemple, on cherche donc b tel que
8xb = 150 , ou au moins 8xb le plus prés possible de
150 . Il reste alors & encadrer le nombre donné entre
deux multiples de 8., Par exemple,

144 = 18x8 < 150 < 19x8 = 152

11 faut commander une longueur 19v , il reste 2r non

Analyse de la téche
vtilisés.
Bilan

On &tablit la procédure d' encadrement du nombre entre

deux multiples.
On compare les chutes suivaont la largeur de bande utilisée,

et ceci pour chaque aire donnée.
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Les éléves sont par équipes de 2,

E] dispose d'une bande de papier gquadrillé de largeur fixée connue

de E E. choisit une aire & ctteindre A et l'écrit sur sa feuille,

2 2

il commande & E] la longueur de bande nécessaire pour réaliser

l'gire choisie en gdchant le moins possible de papier. E} , avant
de livrer la commande, donne un encadrement x, y de l'aire
choisie par E2 . Si on a bien «x <; A <i Y E] 1ivre & longueur
commandée. Sinon une discussion s' engage entre E] et E2 jusyu'a
accord et contrdle par la réalisation de la surface.
Bilan:

Pour une largeur donnée pu, on peut énumérer les restes possi-

bles pour l'aire : 0,1r,2r, ... (p-1)r.

Les éléves travaillent por équipes de 2.

Ils disposent de papier quadrillé et de 2 dés.

L'équipe dessine un rectongle R de dimensions {(au,bv) sur le
papier quadrillé et mesure l'aire A(R) en prenant comme unité
l'agire r de la maille du quadrillage , auvtrement dit 1l'équipe
compte le nombre de carreaux & l'intérieur du rectangle.

El lance les dés , il obtient deux nombres ny et n, , et il
doit prévoir le nombre de carreaux gque contiendra le rectangle
de dimensions (n,xo)u, (nsz)v.

Es
prévision est juste, E] marque 1 point.

dessine le rectangle et vérifie la prévision de'E] . Si la

On échange les rdles.
On joue 5 coups chacun.

Analyse de la tdche

Pour faire sa prévision, E] peut

- soit calculer les nouvelles dimensions (n1xu)u et(nszlv
et ensuite calculer la nouvelle aire en faisant le produit
(n]xo)x(nsz)

- soit multiplier l'oncienne aire par nyxn,

Il v a une multiplication de moins dans le 2° cas.

Il se peut que np =ny, =n, l'aire est alors multipliée par n
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Bilan : - l'aire d'un rectangle est proportionnelle & chacune
des dimensions.
- si les dimensions d'un rectongle sont multipliées par

un méme nombre n, l'oire est multipliée par n”.

VII UNITES LEGCALES.

1°) Etude de l'aire 1 cmz.

Les enfants ont déja utilisé & plusieurs reprises le carreav
de 1 cm de cdété comme unité d'aire.(cf V et VI). Il s'agit
maintenant d'introduire lo dénomination "centimétre carré" et
la notation cmz. Cette nototion a un gros inconvénient pour
les élaves : elle les incite & confondre unité d'aire et unité
de longueur et & traiter par les longueurs un probléme ob il
s'agit d'aires.

L'objectif de cette legon est d'attacher le cmz & une agire et
non & la figure carrée de lcm de c6té, et, donc, entre cutres,

& distinguer le cm2 du em : "1 centimétre carré” est souvent

entendu par les enfants comme "un carré de | centimétre de cdté
et dans cette logique, "kYcentimétre carré" est compris comme
"un carré de % centimetre de cdté" ; et celc ne contredit pas

toujours , pour les éléves, le fait qu'il y ait

4x"% centimétre carré" dons 1 centimétre carré

Organisction : Eléves par équipes de 2.

Matériel : Popier quadrillé au % cm (papier & petits carreaux

du commerce).

Consignes :

1. Colorier chaocun 3 ou 4 surfoces différentes d'aire 1 cm2
(dont qu moins un triaongle).

2. Pportager l'une de ces surfaces en 2 pigces de méme aire;

partager une cutre de ces surfaces en 4 piéces de méme aire.

Quelle est l'aire de chacune de ces piéces ?

3. Colorier 3 ou 4 surfaces différentes d'aire % cm2 (dont au
moins un triengle).

4, Colorier 3 ou 4 surfaces différentes d'aire % cm? (dont au

moins un triangle}.
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5. Colorier des surfaces différentes d'aire 12 cm2 (dont au moins

3 rectangles).

Analyse de la tdche

Les élaves peuvent répondre & toutes les questions en comptant
les carreaux du quadrilloge, ou en coupant des carredux en 2
(pour fabriquer des triangles). Pour la consigne 5, on peut
attendre au moins tous les rectangles ayant pour dimensions

. .1
un nombre entier de fois = cm.

Bilan
2

- on peut faire beaucoup de surfaces d'aire 1 cm
- une surface d'aire 1 cm2 contient 2 surfaces d'aire % cm2 et
quatre surfaoces d'aire % cm2

~ yn carré de coté % cm a pour aire z cm
2

- on peut fabriquer beaucoup de rectangles d'aire 12 cm™ , avec
par exemple le procédé de fabrication suivant : couper en

deux, remettre auv bout

i ——

Dans une classe, en réponse & la 1° consigne, les éléves ont

fourni des productions variées dont voici quelques exemples

Par la suite , quelques éléves ont cependant interprété "un

carré de cdté % cm " comme " % centimétre carré”. C'est pour-

quoi nous avons ici ajouté les consignes 2, 3, 4.

Une autre difficulté pour les éléves est de se persvader
qu'un parallélogramme d'aire 1 cm2 n'a pas tous les cétés de
longueur 1 em. C' est pourguoi nous proposons les consignes

suivaontes
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Consigne 4 ¢ & y

On dispose d'un rectongle d'eire 12 crn2 . Ce rectangle est
articulé et peut se déformer en un parallélogromme ; les longueurs
des cotés sont fixes .

Que devient le périmétre du rectangle dans cette déformation?

Que devient son aire ?

Est-il pessible d'obtenir un parallélogromme d'aire plus petite

que 8 cmz, que 4 cmz, que | cm2 ? Dessiner les parallélogrammes

yav

A B

correspondants

Consigne 7

La barre AB a une longueur de 4 cm ; & une distance de 3 cm
de AB , parallélement & AB, on ploce un rail sur lequel peut
coulisser une barre CD de-longueur 4 cm . On joint AC et BD
par deés élastiques
En po;ition de départ, ABCOD° forme un rectongle; son aire est
12 em

A chaque position de la barre CD correspond un parallélogramme

; son périmétre 14 cmw.

ABCD. Que devient le périmétre du rectengle , que devient l'aire ?

Bilan : Dans le premier cas, les longueurs des cStés ne varient
pas, le périmétre non plus, en revanche l'aire diminve.
Dans le second cas, un cdté reste de longueur fixe,
l'autre cdté voit so longueur augmenter; le périméire
gugmente mais l'eire reste fixe. Tant que C est entre
o
droite et en le reportont & gauche du parallélogramme
(voir IV 5). Pour C ou=-delda de Do , il faut faire un
caleul algébrique ( décomposition d'une méme aire de

2 maonigres différentes : voir VIII),

A l'occasion du bilaon, on peut aussi pointer les

C_ et Do on s'en convainc en découpaont un triangle &

faits suivants
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- un parallélogramme (losonge) non carré dont tous les cdiés
mesurent 1 ¢m o une aire plus petite que 1 cmz.

- un parallélogramme non rectangle dont un des cBtés mesure
1 em et l'aire 1 cm2 g l'agutre cbété de longuevur stirictement

supérievre & 1 cm.

2°) Correspondance entre les unités légales.

On utilise les propriétés établies auv § VI dans le cas parti-

culier ob ny = n, = 10. Par exemple 1 m = 10 dm = 100 cm ;

soit un rectangle R de dimensions 1 = a.(1 m) L = b.(1 m) , alors
A(R) = foxb)(1 m?)

1 = (10xa).{1 dm) , L = (10xb).(1 dm) ; A(R) = (100xaxb).({1 dm?)

1 = (100xa).(1 em), L = (100xb).(lem) ; A(R) = (10000xaxb).(1 cm?).

Le tableau de conversion intervient pour faciliter la présentotion

des correspondances.

VIII SURFACES USUELLES.

Liobjectif de ce chapitre est d'établir les formules usuelles
du caleul d'aire. Il s'ogit d'une suite d’exercices en travail

individuel ou par équipes de deux élaves.

Consignes :

1) On donne un parallélogramme, on demande
a) de dessiner un rectangle de méme aire
b) de calculer l'aire duv parallélogramme.
2) Dessiner plusieurs parallélogrammes d'aire donnée.

3) Comparer les cires des parallélogrammes suivants

[
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Analyse de la téche

1) Utilisotion de résultats déja établis {voir IV 5 et VII)}

2) Une possibilité est de dessiner plusieurs parallélogrammes
dérivés du méme rectangle.

3) Pour les deux premiers parallélogrammes donnés, on peut faci-
lement reconstituer le rectangle; pour le troisiéme, on est
obligé de repenser lo démonstration et d'en trouver une qui
sera valable dans tous les cas: décomposer une méme aire

astucieusement choisie de deux manigéres différentes

C D C a D

aire du trapaze ABDC° : A(T)

aire du triangle ACC :.A(t])

aire du triangle BDD_ : A(tz)

aire du rectangle ABDoCo : A(R)
aire du parallélogramme ABDC : A(P)

On a les relations

A(T) = A(t]) + A(P)

ARY + A(ty)
D'autre part, A(t]) = A(tz) puisque les triangles t] et t, sont

superposables , donc A(P) = A(R)
Remarque : Le fait de nommer les longueurs et les aires sur

lesquelles on travaille est fondamental dans tout ce parographe.

Conclusion
Soit un segment AB de longueur a et une droite A parallele
4 AB & une distance h de AB, tous les parallélogrammes ayant

pour sommets A, B et deux points de A ont méme aire axh,
Exercices :

1. Calculer 1l'aire de différents parallélogrammes obtenus &

partir d'un rectangle articulé (pour différentes valeurs

de h) (voir VII 1)}
1
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2. On multiplie un cdté d'un parcllélogramme par un nombre n,
que devient l'aire ?
3. On multiplie les deux cdtés d'un parallélogramme par un méme

nombre n, que devient l'aire ?

a) triangle rectongle.

Consigne : Etant donné un triongle rectangle ABC , construire

un rectangle dont 3 des sommets sont A, B, C.

o) comparer l'aire du triangle et l'aire du rectangle;

les calculer en cm2

b) construire un rectongle de méme aire que le triangle.

Analyse de la téche et bilan
Si les cétés de l'angle droit du triangle rectangle ont pour

longueur ¢ cm et b cm, l'aoire du rectangle est axb cmz,et donc

l'aire dv tricngle est %(axb) cmz.

Pour construire un rectangle de méme aire que le triangle, on

coupe le grand rectangle en deux rectangles de méme aire.

‘\\\\\ ~\\\\\

b) autres triangles

Consigne 1
On donne deux triangles non rectongles dont un isocéle. Pour

chacun 1. construire un rectongle dont un cdté est un c&té du
triongle et dont un c6té contient le 3° sommet du
triongle.
2. comparer l'aire du triangle et l'aeire du rectangle
correspondant.
3. calculer les aires des triongles en cmz.

4, construire des rectangles de méme aire.

Anclyse de la téche
La construction du rectangle ne devroit pas poser de probleéme.

/
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Pour le triongle isocéle, la syméirie permet de trouver la re-
lation cherchée entre les aires.

Pour un triangle quelconque, il faut penser & dessiner la hauteur
et & décomposer le triangle en 2 triangles rectangles. En cas

de difficulté, on suggére de dessiner la hauteur et de s'intéres-

ser aux aires des 2 triangles rectangles obtenus.

[ A
A

2

2

Une autre maniére de procéder est de voir le triangle comme un
demi parallélograomme. Le probléme se raméne alors & la recherche

de l'aire d'un parallélogramme, donc & l'aire d'un rectangle,.

[N/

Consigne 2 :

Dessiner 3 ou 4 triangles différents d'aire donnée (14 cm

2
par ex.)
Une maniére de répondre est de dessiner un rectangle d'aire
double (28 cmz) et de choisir plusieurs triangles ayant un cété
confondu avec un des cdtés du rectangle et le troisigme sommet

sur le cdté opposé du rectangle.
L %2 S5 ¢

A B

Si ce n'est pas la méthode retenue par les éléves, le maitre
la propose au bilan et l'institutionnalise : quelle que soit
la position du point C sur le ¢6té EF , le triangle ABC a

méme aire , la moitié de celle du rectangle.

Consigne 3 : Comparer les aires des triangles suivants

{\ /I\ b
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Analyse de la téche

Les deux premiers triangles se raménent & des demi rectangles.

Pour le troisiéme triangle, on peut se ramener & un parallélo-

o

On peut gussi remarquer gue l'aire duv triangle ABC est la diffé-

gramme

rence des aires des deux triangles rectangles BCD et ACD, Cette
différence est donc la moitié de la différence entre les aires
des rectangles correspondants

(a + b)xh - bxh = axh

donc l'aire de ABC est bien la moitié de l'aire du rectangle

de dimensions o et h.

c C T
f
i )
h | h| \|
' Dp A B

Les trois triangles donnés ont donc méme aire: %(oxh).

Bilan : On établit la formule usuelle de calcul de l'aire d'un
triangle, que la hauteur tombe & l'intérieur ou & l'extérieur

du triangle.
Exercice :

On multiplie les cdtés d'un triangle par un méme nombre n , que

devient 1l'aire 7
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Pour calculer l'aire d'un trapéze, plusieurs procédures sont
possibles.

a) découper le trapéze en surfaces dont on sait calculer l'aire

T Q
h
. ~|r/a /\ b=a+y

A = (axh) + (X%h) = (axh) + (LE:%lih)

Un calcu dgébrique permet de trouver A = (

Q.
/ h:\
- - b e

= xh 2 xh
A = (axh) + (Z%__) + (me )
Uncalcul algébrique donne : A = Lﬂi%)Xh

a + b)xh
z

b) construire un parallélogramme d'aire double

L1 X7
NS

Dans le cas d'un trapéze rectangle, le parallélogramme d'aire

double est un rectangle,
Dans tous les cas, l'aire du parallélogramme est {a+b)xh , et
i'aire du trapéze est

A = {a+b)xh

2

¢) consiruire un rectangle de méme aire

Hl

— g —
|

)

o

I
|
|
i
t
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Liaire du trapgze est égale & la somme des aires du rectangle
ABHG et des triangles AGD et BHC ou encore & la somme des aires
dv rectangle ABHG et des demi rectangles AG'DG et BH'CH, ou en-
core & l'aire du rectangle de dimensions h et IJ o0 I et J sont
les milieux respectifs de AD et BC. En calculant l'aire par la

méthode du b) on en déduit que IJ = E%E.

Suivant le trapeéze, on choisira l1'une ou l'autre des méthodes.
Dans tous les cas, l'aire d'un trapéze de bases a, b et de hau-

teur h est (a+b ) xh
2

1. Aire de polygones divers par triangulation : on peut toujours

décomposer un polygone en triangles,

2. Quand on multiplie les c¢c6tés d'un polygone par un nombre n,

que deviennent le périmétre et l'aire ?

On peut encadrer le disque par des polygones inscrits et exins-

crits & 2" cbtés. Pour n assez grand, l'aire du disque est proche

de anATn ol ATn est l'aire d'un triangle au centre.

Pour ce triangle Tn, la hauteur hn est pev différente du rayon R
du cercle et la base bn est peu différente de la longueur ln
de l'arc de cercle correspondant.

A(Tn) = hnxbn 4 In = %n od L est lo longueur du cercle,

2
A{(Tn) est d'autant plus proche de 1“;R = Lx§+] que n est grand,

2

donc l'aire du disque est d'autant plus proche de 2"xA{Tn) que
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n est grand. Il reste & montrer que la limite est bien R;L :

$i an @ vu d'autre part que L = 2R , on en déduit que l'aire

d'un disque de rayon R est ‘ﬁRZ.

Probléme :

Si on multiplie le rayon d'un disque par un nombre entier n,
gque devient le périmétre ? Que devient l'aire ?
On se raméne & l'étude des périmétres et oires des polygones

inscrits et exinscrits.

IX ENCADREMENTS.

Objectifs
- Encadrement de la mesure dans le cas ol on ne peut pas
trouver de mesure exacte.
- Utiliscgtion de cet encadrement pour comparer des aires.

- Affinement de l'encadrement - Mesure approchée,

Matériel

Surfaces polycopiées sur papier quadrillé au cm : une surface.

polygonale, une surface & bords arrondi.

]

/]
P \
L ! \
N ) \
\\ // \\ s
N /
L ,//
‘ SR
Z Pl
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Consigne :

1. Donner une valeur en cm; qussi proche que possible de l'aire de la surface
donnée. Comparer ces deux surfaces {pour l'aire),

2 Dans chaque cas dessiner un rectangle d'aire aussi proche que possible de l'aire
donnée .

Analyse de la tdche

Pour la surface P , on peut
- soit décomposer en triangles et calculer l'aire de chaque
triangle & partir de longueurs effectivemeni mesurées
sur la figure. -
- soit compter les carreaux et encadrer la mesure de l'aire,

Pour la surface £ , seule lao deuxiéme solution est possible.

Par la méthode de triangulation, les erreurs de mesure vont
s'ajouter et l'incertitude sur le résultot peut &Etre assez
grande, ce qui va se traduire par des valeurs numériques
différentes obtenues si plusieurs éléves évaluent P par cette

méthode.

Pour les évaluations par encadrements, la méthode consiste

& inscrire un polygone P] pavable avec les carreaux du quadril-
lage dans la surface E (ovu P), ce qui donnera pour le polygone
une aire plus petite que celle de E, et & inscrire E dans un
polygone P2 dont l'aire sera plus grande que celle de E,

| 'encadrement de E (ou: P) par des polygones sera d'autant

meilleur que la différence des aires entre ces polygones est

petite.
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Méme si, pour déterminer P? et P2 on tient compte de certaines

compensations légitimes (cf. exemples ci-dessous)

on n'obtiendra de toute fagon qu'un encadrement de l'aire
Pour améliorer l'encadrement et obtenir une valeur plus
de l'aire de E, on affine le quadrillage, par exemple, en

tribuant du papier millimétré transparent aux éléves. Sur

de E,
précise
dis-

ce

papier, on peut dessiner deux polygones Pj et P; suvivant de plus
1 2

préds le contour de E.

— e e s o e m— mmm e e et ™ mm

Le problame revient & construire un rectangle dont l'aire

donnée en cm2 ou en mm2 : n'importe quel rectangle dont 1

est

'aire

est comprise entre celles de Pi et P2 répond-a la question.,
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CONCLUSION.

Reprenons les questions posées au début : Peut-on & toute
surface associer une aire ? Un disque étant donné, peut-on
trouver un carré de méme aire ?

La réponse & ces questicns passe par lo mesure des surfoces
avec une surface unité donnée s . On voudrait & chague surface
associer un nombre de maniére & ramener les opérations et com-
paraisons & propos de surfaces & des opérations et comparaisons
sur les nombres et chemin faisant sur les aires. On construit

ainsi par étapes le diogromme commutatif

s
Surfoces > Nombres

Aires

A certaines surfaces (celles pavables avec s ou une fraction
de s), on sait associer un nombre entier ovu fractionnaire.

Cela définit m_  $ur ces surfaces. On a des procédés pour étendre
m & d'aqutres surfaces : Soit S une surface non pavable avec s

1- supposons qu'on puisse, par découpage et recollement conve-
nable remplacer la surface S par une surface S' qu'on sait

mesurer avec s. Les surfaces S et S' ont par définition méme

aire et on pose ms(S‘) = ms(S).

Notons A l'application qui & toute surfoce § ossocie son aire
A(S) (i.e. la classe des surfaces obtenues & partir de §5 por
découpage et recollement convenable). On peut & A(S) associer

un nombre mc(A(S)) = ms(S) , ob a est l'aire de s.
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2- supposons qu'on puisse, par découpage et recollement conve-
nable remplacer 1'unité s par une unité s' de méme aire a
et qui pave lo surface S. Alers, on pose

m (S) = m(A(S)) = m . (S). :

les applicotions m et m_, sont égales

4]
S —_ n
m
5 1
\ /n'
a
A(S)

11 reste cependant des surfaces pour lesquelles la procédure de
découpage et recollement ne suffit pas, le disque par exemple.
Pour une telle surfoce 5 on procéde par encadrements de S por
des surfoces povables avec l'unité s ou une fraction de s.

Prenons pour simblifier le cas ob S est un disque et s un carré.

Soit Q un quadrillage dont loc maille est s; soit (Qn) une

suite de gquadrillages dont chacun est un roffinement du précédent.

A chaque quadrilloge Qn correspondent deux polygones Pn et Ph

dont les cBtés svivent les lignes du quodrillage, et encadrant

S le plus prés possible. Soient ms(P%)aet ms(P:) les mesures

de P; et P; en s. Plus le quadrillage est fin, plus les mesures
ms(P;) et'ms(P:) sont proches . Il reste & montrer que les
suites ms(Pn) et ms(P;) sont convergentes vers une méme limite
qui par définition est m;(S). Pour cela, on a besoin de tous

les nombres réels. (voir Anclyse en terminale et en DEUG.)
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