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[- APPROXIMATIONS LINEAIRES, OIFFERENTIELLES ET LEURS NOTATIONSJ

& 1- Définitions, notations, exemnles numérigues.

Le calcul infinitésimal (qui ne s'est appelé que plus tard calcul différentiel)
a d'abord &t2 appliqué aux fonctions dites usuelles (fonctions algébriques, sinus, co-
es) axclusivement. On peut dire que c'est son formidable succés
icites d'aires ot de Tongueurs de toutes sortss, passags des i10is de Kep-
ler & Ta loi de la gravitation universelle, développements en série ...) qul a masqué
la notion sous-jacente d'approximation linéaire, pourtant entrevue par Leibnitz.

En fait, celle-ci se voit mieux en considérant des fonctions continues "quelcon-

ques". La notion de fonction "quelconcue" - c'est d dire pas forcédment définie par une

é
expression algébrique ou analytique - n'a commencé & &tre utilisée et comprise gqu'au

1Se sidcle, et cela aussi explique 1'amergence tardive du concspt de différentielle.
Nous partirons donc d'une fonction "quelconque", c'est 3 dire d'une application
alle I de R dans R gue nous supposerons seulement continua. Une telie no

n est nécessaire si on veut modéliser d'une fagon utilisabis n'importe quel pnénomé-

qu'un tableau de valeurs. Mais pour chercner une 107 gui reiis deux paraméfres, 1

supposar impli
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icitement gque 1'un est fonction de 1'autre. Par example

pour des poids suffisamment petits, 1'&longation d'un ressort donné est proporticnneile

a
au poids de la masse accrochée. Mais d&8ja ici 1'attirail des fonctions usuelles du ma-

I

pnéncméne : on n'2 pas d'expression

11
i

e-ci ast proportionnelle au 20ids,

f:cﬁci;



bre fini de valeurs,

Partant donc d'une fonction

les résultats

2

continue quelcongue dont on ne connait gqu'un nom-

d'une série de mesures pnysigques par exemple, le

plus pratigue est de la comparer & une “fonction connue” prenant les mémes valeurs aux
points étudiés. £t la facon la plus simple et la plus naturelle de procéder est de Taire
une interpolation affine {on dit aussi. oar un abus de lanaace tout & fait acceptable,
interpolation linéaire) : si SERREES sont les points de 1'intervalle I oQ on connait le
i
valeurs de f, notées yq,...,yn On va chercher & comparer f a la fonction dont le grapne
est la ligne brisée joignant les points successifs de coordonnées (xj, f(xi})
< i s<n
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La restriction ge g i 1'interval’sfx,, X; _.p23sT 12 Tonciion 37T ne Iuil vaut v,
& ,“.} = B
2N X ST Y. - BN KL, a fanction g 2% 22 su'2n z2ceil2 une Soncticn 3T ne it omerces
“ Tl J=-1L ~ b - A A T
1 ca stage, 2n 2s: zantd de cirs gus 2445 2 nomor2 g2 2631T3 Iris 2sT grand,
Telliaurs 235t iporcximation de 7T ozar ntarzelde 3. C'ast yrai moysrrant Zusiguas
srécisions, scus-entsndues dans 13 pratigue du orysicZisn 51 T ast Iontinue sur ‘n-
tarvalle fermé borné [x. 31, pour tout = > 0, il axista un nombre => O, tal gue, pour
toute suite de points consécutifs Xg = @ < Xy S Xy <X, o= 2 tels que !Xi+3 - Xg[ < N
la fonction f et son interpolée affine g diffarent de moins de = en teut gscint cde
(¥ x & 1, ;f{x - g} <~ g,
(12 lacteur averti reconnaizra dans cat &noncé une Torme pius opéraioire e ia continui-
té& uniforme).
Notons que cela n'empédche pas f d'avoir un comportement "sauvage", comme Zans le
dessin suivant regardé si on veut & une échellie microscopigue
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Si par exemple f représente la distance parcourue par un train en fonction du
temps écoulé depuis le départ, le voyageur se contente de 1'interpolation linéaire gros-

sidre de f (entre (a, f(a)) et (b, f(b)). La pente de la droite correspondante, est gga-
le au rapport (f(b) - f(a)/(b - a). On 1'appelle coefficient d'interpolation. Dans notre

situation elle représente la vitesse commerciale du train.

se
Les services d'exploitation utiliseront une interpolation beaucoup plus fine ;

il n'en reste pas moins qu'avant 1'utilisation des ordinateurs ils travaillaient sur de

wn

graphiques linéaires par morceaux, et qu'aujourd'hui seuls les graphiques ont disparu ;
le mouvement des trains est toujours représentd par une succession de mouvements unifor-

mes. Si cette représentation n'est pas génante en fait pour le conducteur Dien que pour
r 3 h t

lui 21le soit manifestement fausse, c'ast parce qu'il y a stabilisation du coefficient
d'interpolation quand on prend des intervaliss de temps de plus en pius petits (disons

ici jusqu'd la demi-seconde).
Pour cette raison, il est commode de supposer gue la fonction ¥ qui représente

le mouvement =2st dérivable.

\

Une faonction 7 d&finie sur I a2t i valeurs dans R est dérivable en a si la Tonc-
tion h - (f(a + h) - f{a)/h, d&finie pour h # 0, a une limite quand n %end vers zéro.
Si 1 est cettes limite, on a donc ; '
£/ 5 Y & £ an '
— - ) - 1) - 1(2a
+ = >0 -n > 0 T - g nf <0 = - : — - i< =z
U ol J L g ’ ‘ | n li !
|
Avant d'aller olus loin, insistons sur le fait que la possitilité de représenter
tel ou tel phénoméne par une foncticn dérivable n'est pas susceptible de véritication

expérimentale directe ; pour s'en convaincre, il suffit d'essayer de vérifier av

e
. .. o 2 s
calculette, flit-elle performante, que la fonction x = x° est dérivable pour x = 1.
Seules les conséguences mathématiques et physiques d'une telle représentation, qui se-
ront developpees plus loin dans certains cas typiques, permettront de voir qu'elle est

OD°r3 toire.
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Revenons & la définition ci-dessus. Si f' est Ta dérivée de f en a, on peut
écrire
fla + h) - f(a)
n

=f'(a) +£(n)

)
!

o0 £ est une fonction qui tend vers zéro gquand la vari e n tend vers zéro. Cette for-

abd
mule, comme la précédente, n'a pas de sens pour h = 0. Par contre, en multipliant les
deux membres par h on obtient
fa+h) - f(a) =1. h+ &(h)h
Cette nouvelle facon d'exprimer que f est dérivable en a présente, outrale fait
que 1'on peut maintenant prendre aussi h nul, 1'avantage de mettre e
nouveau et fondamental, 1'approximation de 1'accroissement

5
{
|

h- fla+nh)-f(a) par la fonction linéaire n - IN

D

approximation particuiiérement bonne (on a bien envi

1'erreur est ¢ (n)h.

Graphiquement, cela peut d'interpréter ainsi : pour = > 0 arbitraire, considérons

%
|

aire ayant pour sommet le point (2, T(a)
C+s.

dans 12 plan des coordonnées le secteur angu

Timité

1+ . A b ~ A ) = - - @ T o m - A A L.
ites de pente 1 + = =t 1 - = passant par ce point, et contanant la droite

m

S
de pente 1 passant par ce méme point. Alors il existe un 7 > 0 tel que la pgortion du

- g % n se trouve dans ce secteur angulaire.

la) - - ~ 1 Ea e = 1 ~ 7 b - - - 7 e~ -
On ratrcouve au passage ie fait plus cl la droite de genfa 1 nassant par
{5 S8 ah - - -~ -~ an A= { =/ - = 0 5 e %

fa, T{a}) est ta limite des droites passant gar (2, F(a)) 2t {3 = n, 7{a + n);

fonction non dérivable en z2éro
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Par rapport au théoréme d'approximation d'une fonction continue par ses interpolées

linéaires vu page 4, ce qui est en cause au voisinage de 0, c'est la qualité

proximation.

Nous pouvons maintenant donner

Définition

Une fonction

te une application

f(a +h) - f(a

od la fonction

-,
13

e

<

S

de 1'ap-
la définition suivante
f définie sur [ 3 valeurs dars R est différentiadle 2n a s'il exis-
lTinéaire h - 1h. Telle que 1'on ait
) = 1.h + €(h)h,

im «h)
>0

t telle gue ]
h

D'aprés ce gui précéde, pour las fonctions étudiées jusqu'd orésent (fonctions
réelles d'une variable réelle) dérivable et différentiable sont synonymes, c'est le
point.de vue - mais cela est fondamental - qui aiffére

IT résulte de 1'interprétation graphigue vue plus haut que tout autre foncticn
linéaire donnera une approximation locale moins tonne de 1'accroissement f(a + h) - 7(3)
€tant donné 1'importance de ce fait, nous allons 1'énoncer et le démontrer de fagon
plus formelle.

Pour tout k djffdrent de 1, il 2xists un intervalle (- a2, n | tel que pour
tout h £ [-n 7 -0} on ait

v . I - |

[fla =h -72 - o € [7{2 = n, - 73] - kd}

H 1 H i
Sreuvs

Le mambrs ds zauche ast 2gal 2 € nin, cslui ge droize 3 = ¢Aasginn. L
suffit conc e montrar T'axistenca d'una > S fe) que {g£{ninl < 1 - «,n -g7n) b

. £ -
sour tout n el gue 3 < ing <gq. Majs comme £ tand vers 9 guane r zand vers 3, 11 axis-
: : T R : o
te en gartTicuiisr unn >0 T2 cue@fin;{ < 2 3 J20Ur TouT N oTai Zue n <7
> s ] <+
(n = ARy 3 ans e (/1 T IR R A P P
Un tel n conviant, puisqu'alors (1 - k}h <+ i\n;{ < §£\a - ki

Testons maintenant sur guelgues 2xemples numérigues 1'afficacitéd de cette aporo-
ximation
lar 2xsmpis
““““““ b 2

tssayons de calculer, sans calculatrice,sin 46 et tg 45 . En négligeant le
e (h)h de (1), on obtient

. ~ . w T « m T T

sin 458° = sin (5 + 7==) = sin 7 A 7 X 737

sin (7 + fgg) = 51" g * €05 7 X 155
sin 46° =0, 707 + 0, 707 x ;35 = 0, 719
'.OO

£q 46° = tg (T o+ La) = tg = o+ (] + * 2 T

g =9 ‘tg-\a l;/“'94°‘\ T <9 Zl)xigo

tg 46° =1 + 55 = L 035

Une calculatrice donne sin 46° = 0, 719 34, tg 46° = 1, 03% 33.
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2éme exemple

Sachant que la fonction x — < a pour dérivée « quand x = 1, on obtient 1'appro-
ximation bien connue

(1 +h)% =1+ah
Par exemple

3
130 = (125« )3 =5 (1 5354 &
On trouve ainsi (130)1/3 = 5, 066, alors que la calculatrice donne 5, 0633.

Notons que pour le moment, ces résultats sont trés empiriques, faute de rensei-
gnements sur ta vitesse avec laquelle £(h) tend vers zéro gquand h tand vers zéro

Mais si on suppose que la fonction 7 ast deux fois dérivabie sur un intarvaila
(a, b:], et si M est tel que l'on ait f”(x)l < M quel que soit x dans {2, b ], on peut
montrer facilement (en utilisant la formule de Taylor), que, quels gue soient x et
X + h dans [a, o]

b=y ) £/, £ ! M, 2

\x\/*h)'|kX)-l<X)ﬂE< zn

Cette propriété de f est vérifide dans la quasi-totalitd des cas envisagés par
les physiciens, et justifie la terminologie d'approxima "au sacond ordre prés" em-
oloyée si souvent
Notaticns des différentielles

La dérivée de 7 en a (le nombrz 1 de fout & 1'neure} est le 3lus scuvent notde
f'(a) (c'est une variante de 12 notation de Newton, cqui 2crivait ¥ {a)) ; si f est
nartout dérivable, on peut parler de la fonction dérivée, ou pour aoréger de la déri-
vée x — ©'[x)

Les accroissements n et ffa + n) - f(a) se notent scuvent ix et 27 {a a dispa-
ru)imais , puisqu'ici on 1'a supposé fixé cela ne posa pas de grobléme la dériva-
bilitéd et la différentiabilitéd de 7 en a s'exprimant alors par

Tim §§'= f'{a) et Af = f'{a). &x +¥(&x)ax

(ou ‘img&xj =.0)
ax = 0

Cela s:;nifae bien entendu (voir les exemples numériques ci-dessus), que Af est
approximativement &gal & f'(a)Ax si x est suffisamment petit, ce qu on écrit

Af o~ f'(a) &x

Pour expliquer, et justifier dans un contexte précis, les nctations df et dx,

nous allons
_]‘

faire un détour par 1'emploi

aussi un va avec 1'autre ! - plus expliicites.

de notations provisoires plus

lourdes,

mais
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En supposant, ce qui n'est pas

)

les diffa

sons

rents abus de notations, que

'avantage de

ast la valeur en h

f en X se notera alors

£

elle de f

Notons que D(f, .,

respondre la différenti en X

tielle de f. .) es

I

assentiel mais aidera & voir 1'im

ar
=

f est partout dérivable donc diff

pouvoir s'employer facilement & diff

D
de la diffarentielle de f au point

B{fs X,

>

[$%7)

), et 1'application qui
a O(f, .,

t une fonction de deux variables.

se noter .), et s'appeliera

antiable

,

fcrivons avec catte notation quelques relations évicentes qui seront utilis

D

brication entre

po-

[S8)

U0

ot

dans la suite.

D(f + g, x, .) =0(f, x, .) +0(g, x, .} {si.f et. g sont différantiadies 2
pour tout réel N , .O(TF, x, .) =AD(f, x, .)

Si I (comme identité) désigne 1'application identique x —~ X, on a

0(I, x, .) =1
et plus généralement le fait 8vident que la dérivée d'une fonction affine x = ax + 3
est constante égale & a s'exprime en termes de différentialles par

O(f, x, .) =al 351 f(x) =ax +8 ,
et peut se voir aussi en applicuant les formuies préacédentas.

Un tel type de notations ast indispensatis pour comprendre le thécoréme des
tions compcsées, qui est 3 la base de tout la calcul ditférentiel
Thégrime

Soient f 2t g daux apolications de R dans R.

On suppose gue 7 2t g sont partout différentiadbies

Alors 1'application composée gof est différentianie, et pour fout x ce R 9

0(gat, %, ) = 0(g, 7(x), .)eD(7,x, .}
Prayve

=112 ne ccmporte aucune 4i*ficultd technique ; i1 s5'agit assentializment 4
tarordter ce gque l'on écrit quand on met 2n oeuvre la différentiapilize de 7 2T d

Pour tout x, on a

f(x +h) - f(x) = f'{x).h +¢(h).h = D{F, x, h) +«f(h).h et

G(F(x) + &) - a(f(x)) = ¢'(F(x)) .k + 9(k).k = D(g, f(x), k) + v(k).k,
oG ©(h) et ¥(k) tendent vers zéro quand h et k tendent v zéro. Bien entendu,f
¥ dépendent de x

En appliguant la deuxiZme formule & 1'accroissement

k = f(x + h) - f(x) (qui tend vers zéro quand h tend zéro, puisque T, fonc
différentiable, est continue), on obtient
G(F(x + 1)) = g(f(x)) = g (F{x)) (Flx + h) = £{x) + #(F(x + h) - F(x)) (F{x = b
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Le second terme s'dcrit encore

U(f(x +nh) -f(x)) (' (x)h +(h)h ] = nl(h).h
00 n, est une fonction de h (fonction qui dépend elle-méme bien entendu de 7, g, et x)
qui tend vers zéro gquand n tend vers zZéro. Et le premier terme s'é&crit

g (F(x)) [F (x)h +p(h)h ] = g'(F(x)).h + ny(h).h
d'ol finalement

& z = ! !

g(f(x +h)) - g(f(x)) = g'(F(x)). F'(x).n +a(h).n
oun =mn, +1, tend vers zéro quand h tend vers zéro

Cela montre que g _f est gifférentiable en x, et que sa diffirentielle est 1'apc-
plication linéaire

n—>g'(f(x)).f'(x).h ou encore gue
D(gef, x, h) = g'(f(x))f'(x)n = 0(g, f(x), f'(x)h) =0 (g, f(x), O(F, x, n) ]
soit la formule de composition annoncée.
Remarcue

Pour ne pas alourdir 1'2nonc2, nous n'avons pas donné les nygothéses les plus
générales

Si f est définie sur un intarvalle ouvert [ ccntesnant 2 ot ast diffirentiable
an 2, ot si g ast dé&finie sur un intervalle ouvert J contenant f{I) (de sortes gue gof
2xista) et ast diffarentiabla 2an 5 = f/a}, on 2 2i2n entandu Tes mémes prooridtds gour
gef au point a.

Un sous-oroduit impoortant du théoréme des TONCLiONS COmMDCSEes est (2
Corollaira. Sous l2s mémes hypothéses, GoT 2st derivanle 2t pour tout x de R an 3

’ P2 O T I - oAb NN Z1

(3.T) " (%) = g7 (%)) 7 {x).
Mise =2n carde

On pourrait 2tra tentd de démontirer ce corollairs directement, en 3crivant le
= ' ~ -z - A4 = 1 £ Agef. 4T - 8 = A4 ~ S Eagre +

aux d'accroissement de gef sous fa forme ==—=—sz-=<= ; mais 11 2si C2s Cas oU ToUT inter-
—_ —

valla contenant x contient des 2oints oG A7 s'annule, 2t une %alis démarcne 25t 2i0rs
incorrecte. &n fait, toute démonstration corracte cu corollaire passe par zar utili-
sation des différentielles, que celles-ci soient nommées ou non [cf. Le Bourgeois Gen-
tilhomme, Acte I, Scéne IV)

Nous allons maintenant chercher & ramplacer la rotation DO{f, x, h) par une no-

concise,
0(f, a,

tation plus
df
a

en posant
) et df = D(f,

D(f, a,

b

.). La relation
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qui exprime tout simplement que 1'applicaticn linéaire h — f'(a).h est le produit par

le scalaire f'(a) de 1'application identique, s'écrit alors
df, = f'(a)dl,

m
ct

si on revient & 1'abus de notation nhabituel consistant & noter x et non plus [ 1'ap-

jcati

O

n identigue x 1= X.

{1

— O
s

atio
2galitéd précédente s
df. = f'(a)dx
Qu encore
dfa = f'(a)dx

(Dy

—

car nous avons vu que 1'apnlication linéairs d ication iden-

a2
ticue quel que soit a : dans cas conditions, O(I, ., .} = DI = Dx est une fonction gui
ne dépend pas du premier argument, et remplacer dxa par dx, c'est faire 1'abus tout 3
fait bénin consistant & confondre une fonction constante et sa valeur.

Enfin, si on pose comme il est fréquent de le faire y = f(x) et si f est partout

différentiable, la relation dfx = ' (x)dx s'écrit

De c2 point de vue, les expressions dx, df, dy ne designent jamais des accrois-
sements, Tussent-i S d
foncticns, alo
nomopres.

Nous alions maintenant exprimer

es notations.

a forme

2y
w
(@)
—
w)

Si on dcrit la fonction composée n = ge

(&)
5
n
(&Y
Wy
(.
=t

(x)dx. Ainsi, 1'ex-

fonction de x. C'est la raison pour laguelle le théoréme des fonctions composées s'est
appelé longtemps "théoréme d'invariance de 1a différentielle par changement de variabla",
expression malgré tout discutable, puiqu'elle masque le fait que la différentie]

avant tout une apolication linéaire.
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Retour sur les dérivés

_ . . S - dy . .
De notre point de vue, 1a notation de Leibnitz f'(x) = I; exprime simplement

le fait que les applications linéaires dy et dx sont proportionnelles, et que
; = 5w s e PP - = @ dz dz dy
dy = f'(x)dx. La dérivée de la fonction composée n = gof s'&crit alors iz : é; M
y d>
Bien entendu, il ne faut pas voir cette relation comme résultant d'une "simplification

o
(D
fu
3
n
w

par dy", mais nlutdot de Ta substitution de dvy dans les deux relations 1i
dz = g'(y)dy et dy = f'(x)dx
;

Ly

[T s'agit 1& d'un phénoméne particulier aux fonctions scalaires d'une variatie. Zn

a
le formalisme différentiel se voit mieux avec les fonctions de plusieurs variables par

(D1
o o

ce que 1'algébre 1iné r

(D

ire en dimension supérieure se comprend mieux gque 1'alg an
]

Tes a

dimension 1, od ications linéaires sont toutas des nomothéties.

Cas des foncticns de plusieurs variables.

(D
w
@]
(@]
[
-3
[8Y]
<
(@]
-5
=
=
(D
P
[ON
(D
(D
O
(@]
3
(@]

[T suffit en fait d'étudier le cas de deux variab

(o))
<
oY)

te du cas général. Nous considérerons des fonctions
e 2 . . . .
ou sur une partie de R™ qui sera le plus souvent un rectangle ou un disque ; si nous
, . : :

voulons généraliser 2 ce cas la notion vue précddemment d'aporoximation locale par une

fonction 1inéaire, i1 nous faut tout d'abord préciser deux choses

x
>
~—
1}
—
<

s

Y (7
Ao VA \XZ/ \,3

externe), toute apolication Tinéaire de R™ dans R est déterminée de facon unique par
a

Lxs, x,) = By 3%y,

(1

|
=\

(@]
-
O
=
V)
[®]
O
w
[4¥]

"

, 0) et 3 = L{0, 1)

t) 'a noction de limite pour une fonction de deux variables

Rappeions gque 1'on définit une norme sur @2 en posant, pour tout vectaur X = (X,, x,)
X} 05 =gy
on a alors la
B&finition
~Soit f une fonction définie sur un disque de centre A = (a;, a,) et 3 valeurs
réelles. On dit que f tend vers 1 quand X tend vers A, et on écrit lim F(X) = 1, si
X = A

(U}

¥e>03n>0 tel gue: HX - A <n = IF(X) » TI<

La seule différence avec le cas des fonctions d'une variable est que 1a valaur
r

a été ramplacée par une norme.
(Rappelons que dans un espacea vectoriel de dimension finie toutes les normes

sont équivalentes).
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gxemple (ou plutdt contre-exemple) fondamental.

o2 e B . ,
La fonction f : IR™ — R dé&finie par .(xl, xz) == s <X1’ x2) # (0, Q)

9]
ct
-
—~
O
(@)
~

"

0, 0) n'a pas de 1imite quand X tend vers (0, 0), bien que I'on ait

(
0) = (0, x,) = 0 guels que soient x, et Xy -

=t
—~
x
=2
-

Définition
Une application f de{R2 dans R est différentiable en A s'il existe une applica-

2

tion lTinéaire L : R~ —[R telle gue
f(A + H) - f(A) = L(H) + ITH. 1. ;_(H)

ol la fonction £ est talle que lim <=(H) =0

Cette définition est calguée sur la détinition vue pius haut des fonctions dif-
férentiables d'une variable
Dans e cadre d'une variable, nous avons vu que différentiabilité et dérivabi-
1itd sont deux notions équivalentes, et qu'il s'agit essentiellement d'une différence
de point de vue.
Qu'en est-i1 ici ? La condition de différentiabilité s'3crit aussi, en explici-

tant les coordonnées, sous la Torme

- i & 2.1/2
fla; + h, a, + k) - fa;, ay) = ah + sk + (h° + k%) e 2 (n, )
ou lim ={(nh, k) =0
o [n ) — N
s X U
Catte 28g27171té est valabie en particuiier guand h = C ou k = 0, 2t mortrs cue

es de 7, 2t notds traditionnei-

; o f of , : ; .
lement Ty (A) =t I (A} (une notation telle que Blr(al, as) et‘37r(a1, a,) serait
1 2 N -0 T

Nous venons de montrer gqu'une tonction différentiadlz 2n un point a des dérivées

partielles en ce point. Mais contrairement d ce gqui se passe dans le cas d'une variable
la réciproaue n'est pas vraie. En effst, d'aprés

bilité, si f t différentiable en A, elle est continue en A, c'ast-3-dire
1im f(X) = f(A). Mais la fonction du contre-exemple fondamental a des dérivées par-
X — A

tielles nulles en A = (0, Q) continue en A. (Notons au passage que cet axam-
ple montre aussi que la continuité d'une fonction de deux variables est une propriété
plus forte que Ta continuitéd partielle, c'est-d-dire la continuité des fonctions d'une

variable S f(xl, az) et x5 ~ f(al, XZ))'
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* Donnons un autre exemple, qui montre mieux comment fonctionnent les différen-
tielles. Pour cela, donnons d'atord la
Définition

Une application f de RZ dans R est dite nomogéne de degré 1 si on a

F(tX) = tF(X), ¥t eR , ¥ X =RE

I1 est clair qu'en une variable la notion analogue n'a que peu d'intérét, ouis-

qu'elle implique que 7 est linéaire.

Les fonctions homogénes de degré 1 sont continues en 0 = (0, 0), et y ont des
dérivées partielles, puisque par exemple f(x,, 0) = xlf(l, Q) il y en a d'autres que
i 3.3
SIS

Tes fonctions linéaires, par axemple

-+

[
1
<
sl A}
+
><
noro

Mais on a le
-

n

(M

oréme
Si une fonction homogéne de degré 1 est différentiable en 0, elle est linéaire.

Prayve

Comme f(C) =0, on a f(X) = L(X) = ||X}} = (X), avec Tim =(X) =0

X =0
Si on écrit cette relation pour X = tX, (c'est-d-dire avec X, fixd st t réel
J J
variable), on obtient
=/ 4 =V - lb | - 3 b AT
Fltxg) = tF(Xy) = L{tXg) + [1tXgl] = (tXy) d'eu
H
I T
Fey - 2 P 1\\ | - [ F ‘_\
b O) = L\/(O) ] (3‘} = \UXO> t
En fajsant tendre t vers zéro, on cbtient f(X3) = L{X,) ; comme X, 2sT arditrai
\ 9] V)

re, cnaf =1L. La fonction T est

Remaraue

Le critére de différentiabilité le plus utilisé est

t
-
(D
(@)

lans tous les ouvrages “classiques

Notons que sa démonstration est délicate.

Théoréme
Si f admet des dé&rivées partielles dans un disque de centre A 2t si celles-ci

L A
acie en A.

—.

sont continues en A, alors f est différent




imdr

Bien entendu, quand f est différentiable en A = (al, az) si on pose

1

jevy]

X; = 2 L, 1'accroissement &AF = f(x,, x2) - f(al, az) est approximativement 2ga

'31f(A)Ax1 + BQf(A)AX7 pourvu que les Ax, ne soient pas trop grands. Nous verrcns plus

loin des exemples numériques de telles approximations. Mais, pour pouvoir les utiliser,

il faut d'abord s'assurer de la différentiabilitd de f, ce que 1'on fait le plus souvent

en utilisant le théoréme ci-dessus, d'od son importance.

. =

Notations différentielles pour les fonctions de deux varijables.

Oésignons par p, et p, (o comme projection) les applications linéaires
p ‘ . . 2 e ; ‘ L . :
(%15 %) 7 %y 2t (X, Xo) ™ X5 de IR® dans . Le fait vu plus haut que toute application

linéaire de RZ dans R s'écrive d'une maniére unique sous la forme L(Xl’ X5) = axy + 3%,
s'interpréte alors en disant gque Pre P ast une base de 1'espace vectoriel des applica-

—

. L. . 2
tions linéaires de R~ dans R.

En particulier, si L est la différentielle en A d'une application f, notée pro-
visoirement O(f, A, .) comme plus haut, on a

D(F, A, ) = ¥ F(A)py + %,F(A)p,
ce qui s'2crit aussi sous la forme

D(F, &, .) = élf(A)o(pl, A, L)+ A, E(AD(D,, A, )
une applicaticn linéaire &tant égale d sa différentiella en tout point

Si maintanant, comme dars le cas d'une variable, on pose df, = D(F, A, .), 1'éga-

11

(5

T
& précédente s'dcrit
d

cu encores, en refaisant 1'abus de notation quil consiste & remp

sa valeur, ici & écrire X; au lieu de p.

A< = /3% A oA S/ANA

Sl B« /\.Xl 321 -\/C/(24

A A
Mais les applications linéaires dx, é&tant toujours les mémes gqual gue soit 2
‘A

noint A (buisau'égale \ el = +a 1ament
point A (pul1squ egales aux pl.;, Celd se ncte Tinalement

n

!

&dtend sans aucune difficulté supplémentaire aux applications defR
dans{Rp, autrement dit aux fonctions de plusieurs variables & valeurs vectorielles, ot

le théoréme de composition des différentielles énoncé plus haut s'étend tel gue. Enongons
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d titre d'exemple un cas particulier de ce théoréme

: . ; v , S 2
Soient f et g deux applications deR dans IR et § une apolication de R~ dans R.

Si f, g et § sont partout différentiables, il en est de méme ce 1a fonction if

dy, = ds(f(t) g(t))o (df ., dgt) , Ce gui s'écrit aussi
dy. = Vs (F(t), g(t))df, +0,5(F(t), g(t))dg,.

Cela se démontres sans difficulfé en 2crivant que *f

1a composée des applications t+— (f(t), g(t)) (de R dans R™) et (y, z) —5{y, z)
de\f

W (t) =, (F(t), g(t))F' (1) + 9, (F{t), s(t))a'(t) :

(D

—
a wun
(D

“

R‘ dans R). On en déduit bien entendu 1'expression de la dérivée

wl

et c'est essentiellement Te seul moyen de 1'obtanir.

Supposons cue f(t) et g(t) reorésentent les coordonnées d'un point d'une courbe

-
plane en fonction d'un paramétre £ £ R, 2t gque 1'on veuille connaitre la dérivée par

rapoort au paramétre de la distance c'un point de 1a courbe 3 1'origine. Cetza distance
Ac =~ A A -~ S £/ +\ { =\ A >/ V 2 - nt A =
asT donnée par t - (:\y,) g(t)), cd on a posé §5ly, z) =VYv~ = z~. D'aprds ce cuij pré-
céde on a successivement
i /
as,. = (ydy += zdz),
R
y- +z
~ = 1 /q':{—\da': " +\VA
“‘f'- - AR bR g(L/Ggf)
T AP 2, - -
2(t) + g7 (¢)
o
“";\,:.\ = S <=
b 5 >
7 4 g°
Pour 1'ellipse dont Tes équations paramétriques sont f(t) = acost et g(t) = bsint

cela donne

P
.
i
T
s
(RS
O
(@]
w)
~No
O, =
no



Exemples numériques

cr
(D
w)
ct

Comme précéddemment, nous allons er numérigquement 1'approximation de fonc-

CL
- ,)
—h

tions au voisinage d'un point par leur rentiell

(D

é
Le volume d'un cylindre de rayon r et de hauteur h &tant donné pa r\V{(r, n) = wrzh,

dVr .. = 2arpdr + 7r2dh

Pour r = 10 cm, h = 30 cm, le volume est 9, 421, et sa variation AV sera appro-
ximativement 1, 885Ar + 0, 314ah, si AV est exprimé en litres et Ar et Ah en centimétres
Pour Ar = Ah

lcm, on obtient AV = 2, 1991, soit ¥V = 11, 6201, alors qu'un calcul di-
rect donne Y = 11, 7841. La précision ast donc supérieure & 1, 3 %.

Avant de donner un autre exemple, faisons une remarque.

Dans bien des situations mathématiques ou, physiques, la d&rivée logarithmique
ast d'un usage plus commode que la dérivée. De méme, il sera scuvent utile, une fonc-
tion f d'une ou plusieurs variabies &tant donnée, d'introduire sa différentielle loga-
rithmique, c'est 3 dire la différentiel
]

de la fonction Log f, qui d'aprés le théore-

0, =

(D
“hi—h

3

oY)

(D

me des fonctions composées est ég

Variation de la péricde d'un pendule simple pour de petifes osciilations.

i - A< L££3 - T 9 T \1‘ - { 2

La diffarentielle de T = 27\~ est donnée Dar

. ‘ S

at 1.4d1 da,

= =S Al )
Pour un penduie icng de 10cm 4 la surTacs de 2 terre
T =0, 63s. Quelie 25t sa période 3 10C xm d'altitude ? 3 300 «m ?
- - . < . X
En fonction de 1'altitude n, cn a g = , o0 K est une constants 2t R 12 rayon

(2 + py2
\l\ I./
- ey A X A Q“Ql/ 3 (7 - a) —~ Cq 7 dh + P A~ +
terrestre, &gal 4 6 378 km & 1'équateur. On a donc = = -2/5——, 2ot, d'aprés l2 théo-
g \no+ Ny

réme des fonctions composées, la différentisils de 7 vue comme Tonciion ce | et de N
esT donnée na

dT _ dl _ dh

T 21 n

On trouve ainsi une période de 0, 64s & 100 km, =t de O, 58s 3 500 km ; on voit
aussi que si 1'on veut avoir la méme période qu'au niveau de la mer, i1 faut raccourcir
le pendule d'environ 0, 3 cm & 100 km, et de 1, 45 cm a 500 km.



[ & 2- EXEMPLES D'UT

mé

ERENT LELLES

ILISATION DES NOTATIONS DIFF

& 2. 1 - Electricits notion
1°) Dérivées

Considérons un fil cyli

EN PRYSIQUE

de résistance et interpolation linéaire.

ndricue de section s et Aq la charge &lectrique qui tra-

verse une section pendant la durée At.
Le circuit ast orientd dans le sens conventionnel du courant.
On peut alors admettre qu'il existe une fonction charge g, dépendant du temps %
t P q(t) o t=0
o »
L /\(/
50 D 'f" -
- ig
On admet gque cette foncticon est dérivadble sur son ensembls de définiticn.
e iy * 2] - glts)
Alors === = est par définition 1'intensité moyenne du courant dans
- ’_‘
T'intarvalie de temps comoris sntre t, 2t t, + n, et
‘ - 0 3
Aq q(ty + ) - a(ty)
Tim — = lim - -
A= Q0 At h = n
est 1'intensité du courant & 1'instant de cate to.
On a alors 1(tg) = q‘(tg) o0 g' 2st la fonction cdériyés ge la fonction g.
! ’
. 3 1 c . A& priyé ' ag
On note alors la fonction aérivée : g =—¢
P au
= P g , & v W RN A GaE da : 5 aF e , -
I1 s'agit donc d'une fonction , et 1'&gaiitd i = =T exprime une &galité entre Fonctions
ST ) 9
Cependant dans la littérature on intépréte constamment cette égalité comme exprimant
1'égalitéd de deux riels, & savoir
. d
i(ty) == (¢t
(tg) =35 (g
Cette intarprétation ast un abus de langage, couramment admis MAIS d condition
gue 1'on ait bien conscience de ce gue 1'on écrit ; autrement dit, suivant la situation,
— s 5 = da T , o ; s wom 5
la méme égalité i = =—pourra signifier, soit gue la fonction dérivée de q est &gale
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& la fonction i, (ceci se produit notamment lorsqu'on &crit des équations différentizsl-
les), soit qu'd un instant de date £ sous-entendu, les deux réels 1(to) et g )
sont &gaux.

Par exemple, si g(t) = =y sinwt, alors
.. dg . .. PO « (¢
i(t) = a% (t) = wQy COswt, et on &crira 37 = uqy coswt

2°) Différentielles

Que signifie alors 1'écriture dg = i dt ? en mathématiques, dq(t,) est la diffé-
C t

(@]
3
pe]
1%
pary
O
o
3
[V2}
&
Q
M
i3
(D
~

rentielle de g 2n tO’ c'est-d-dire une applicaticon linéaire ; e

que ce gue 1'on note usuellement dt sst Ta diffarentielle de 1'application identique,
tr t, & 1'instant de date t,.
v B
Alors dq(to) = 1(t0) dt(to) est une égalitd entre applications linéaires tangen-
n

1t
|

tes, et : dg = i dt est une faco

(D
(&)

alité précédente.

ulement d'avoir bien consciance

3 O
o]

@]

3

ot

D

w

[

Cette &criture est donc correcte, i
de tout ce gu'slle recouvre.

i

‘suffisamment 2etit"

/= \ R s /= N\
G(ts, * h) - q(t = 1({t,h)N
i\ g ) ‘o / o/
S0it 2n abregs
oA - e e ) A -
23 = 14T (sQus-enTtanGu en Tn,

-3
)y
[aV}
(S
.
1
h
(D
3
o
b}

Tl et 54 L (I B el 3 %1 , ~
I1 s'agit donc bien d4'une 2pproximation iccals de g pa

&- dire gqu'au voisinage de 1'instant de date ty on remplace la courbe zar sa tangenta.

11

On retrouvera zsntre autres ces notations dans 1'2tude de Ta déchargs d'un conden-

Faz

sateur, cans la section IY du document.
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Conventions demsignes!:

A “ag A
NENCI
| 7
ST
t>o
S £ B
10 AT
. A
e’—-
[ )O @
t<o A Uﬂg N
A e | B
B S T
I — .
AV
<2)?Ng}
« [V
L#mﬁ)
>~ — - ~ T T - .- ¥
(0] o
(o>
<
<o 4
] .
1Al s ’
Uﬂ«o ; ‘63
'3
& g /"ZV \ A cmpérsmétre
{ 8 I E \.\ - 6/2m9) 1 )
/ /vOlitmetre
€ entrée de l'appareil
S scrtis cde l'cpocreil




3°) Notion de résistance

Considérons

[1 permet d'effectuer les mesures correspondant 3 !a partie pointil

graphe (1).

Ieres

le circuit suivant

Considérons le circuit suivant

[1 permet d

grapo

e

\
|
/-

—~

| %E;EEEE
1

A

<o U, <o
%Y R
i Uga| =4V _2v =3V =5V
83 =
3 4 l a)
i Fe [ |-10md -20mf ~30mA -50m
———r—-—— '
PR } }
! i
Lids !
‘,\ <9
_ad Caraciiristigue courant-Tansion u cicéi2 Corrasoond <onc iU Iranne
4
PLag
L3 caractéristigue 2st une droite
passant par 1'origine, elle ast
ant D arig 5 > —{V"""
symétrigue par rapport 3 0, donc {
. R . ) ) 5
le dind0le ast svmétrigue, ce cui .
(o '
corrasgeond onysicuement 3u fait m# 78
que, Srancné dans n importe quel -
sens i1 se comports de la méme ,//// AN
| oy,
maniére
La tension étant une fonction lin2aire de 1'intensité,
on peut écrire
U = R. 1,4 R = 100 ¢
Urs AB i &
R représente le taux d'accroissement en volt/Ampére il s'exprime dans une unité

1'0HM ().

léde d

(Dv

yv

na]4v 2V

5y -

effectuer les mesures correspondant 3 la

C l\DmH 2o0mA 40!%9

partie en

§0mhA

trait plein du




Motion de conductance

Y
!Dm'q _‘-‘1
- >
4V UPB
')
&

Nval)

Reprenons. le 'méme dipdle, mais tragons le graphe
en portant 1'intensité en ordonnée et la tension
en abscisse.

e graphe est toujours symétrique par rapport & Q,
la caractdristique est une droite,

la relation entre la tension aux bornes du dipdie

et 1'intensité qui le traverse ast linéaire

. 1

i =G. U avec G = 3

AB T 7 Fag V€ R

G est le taux d'accroissement il s'exprime en
SIEMENS (S)
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Caractéristique d'un générateur : "résistance interne

Considérons le circuit suivant
sf\E

- o1

h A ‘
s S
¢>o ! U -3V _2,5v =y -Ilv  =45Y oY
v) _PE
=

F—=—"% —— E (faﬁ‘n"gmg ‘!':r,lmﬁ +£/2ﬁi9+1414'r“-'”+3,5mﬁ+Zﬁfh"

—_—

03

graphe. (figurs n° 3)
Le circuit suivant permet de mesurer 1'intensitd 2t la tension correspondant &
la partie en trait pointillé du graphe.
£
z H S
A
> £
To— £<Lo
P 5 b AN Uﬂg] ov¥ +9,€V‘ + 1V 1485y +2Y +3Y
S, y .
-_ ) 5
1 B3
8
Le granhe de 1a fonction qui, 3 une valeur de 1'intansit&, associe une tension
est une droite gui ne passe pas par 1'origine, il est possiols de reorésenter 1a carzc-

Uig = =R.1g, = U L
AB 5a T 9y Alaz
~
U tensi 3 vide. 25t apnelde force \
Vg % on 3 vicde, 2ST appeige torce =~ o
~

dlectromotrice et notée £. Elle s'ex- -

S omo 1Ce ot . C S X ‘1,5‘{’. ~ .
prime en volt £ = 1, 3 V. =

P . 5 ) i i 5 . b N
R représente le faux d'accroissement ~s\\\\\\\\'«'
en volt/Ampére, i1 =xprime donc en LB;

/ -0
Cn 1'appelle résiszancs interne du W
générateur {
23ma A Si le graphe est trac2 en portant 1 en
\\ ordonnée et U en abscisse, on obtient le
\\ graphe suivant : (figure n° 4)
\\ C'est une droite qui ne passe pas par
N— > T'origine, la fonction correspondante est
e CARN Ugng igy = Ioo - 8.Uyg (ici I =2, 7mA)
\\ Icc courant de court-circuit, correspond
\\ d la valeur de 1 guand les pdles de la
. ) pile sont reliés par une résistance nulle.
{Qj Quand & G, c'est 1'inverse de R.
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Cas des caractéristiques qui ne sont pas des droites

pente au voisinage d'un point (u_ , 1.).
a a Uy

Si la caractdristique du dipéle n'est pas une droite, le quotiant

: ne pré-
i e A3
sente pas d intéret.

Ce qui importe pour déterminer la variation de tension qu'entraine une variation
d'intensité est de connaitre la pente de Ta tangente 3 o
sidére.

Soit les deux situations suivantes

A~Ung

4v

-~

-0l A Z;}ng Oﬂﬂ LQEB

1Y

[}
4
(U]
<
—r

—‘A
r-kV’ .
AN A~ A ars S~ —~ A~ A A~ 7/“r*cr' A:,.-ﬂ_:,‘__---,;‘ - i M s T e sy ey
~a. 2l LT SewrGUE A Wl GHIUZ LETE car atbue LiGME Wil Y 1D L2t
1 h b e - . - -
MmaAsry =1 v | -1 ~ - 10 o il -~y (=) mnot! - ' A m=A AT =~ A - ~ -~ -_—- -
La Dartli2 uglie ae (g garacyar.:ssigue oeus ' a2 C3AracTiristigus n'32 235 2 26rTions
=SS 5T PN ~2a ~3p, 221 TAanm=<Aan~z 3557 Asz Az A~ - ~Aas
=~ T Zo~l oA T &) -T2 SRR e >~ reCzt ghi=s
Ay ~1 ~2 b A 5 el n
= ~83 G 2, 5 OSSN AAE Son JAaliv tima ~Aa—==-= o ey =, e A
ClheTaudy, wiladil < 1 .z2> LUss>zcudit. st e | uns ZeTiTa 73 aAaTTon C&2 JLFLIATE
S o i o i e - S - oy i - o = & o
auX 4 dESr213semenc ~1 2N Jesure une variaTion 2 T2ns1an
AnLe e = o \iY
Q0UY a5 > U,/ VCITS =¥

r = 3 onms

3] -4y -3,75v .-2v 0 0,2v 9Q,5v 0,85 2v U

1=
(98]

TyepqlA 0,054 0 O 0 0 0,054 0,17 1 0 , -5 ,0 2
At AR
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[ & 2.2 - RESISTANCE DYNAMIQUE D'UNE DIODE

B
ok
A
1- Caractéristique statique d'un dipdle
Le conducteur ayant &té orientd pour uﬁ%
effectuer les mesures d'intensité, on applique -
au dipGle une tension v = UAB et on mesure B

1'intensitéd 1 qui traverse le dipdle.

Le couple (i, v) est reporté dans un repére orthonormé. L'ensemble des mesures

effectuées permet de tracer une courbe qui est la caractéristique courant-tension du

dipole AB.
Nous allons nous intéresser ici & la caractéristique courant tensicon d'une diode

au siliciu
1
.*?3 Sy <
zz-brr\ .
1 p A

ik
o / 0,6 u
L 0,4 i sy
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Le passage de 1'dtat trés peu conducteur & 1'@tat conducteur se fait aux envi-

rons de UAB = 0,5v.

On représente d'ailleurs la diode idéalisée en remplagant la partie courbe au

voisinage de 0,4 v par deux demi-droites perpendiculaires

0,6 i AR

La théorie de la jonction P-N conduit & &crire

o0 1 <2 < 2 dépend de 1a diode utiiisée )
v
4 \ K. T X Q
et - = —=— =25 m¥ & 300° K
| e

~ a & PR ot @4 e : e | iyow
Compta tenu de cette relation il est plus ¢ e i 1P|

| . ; {3 N ‘
commcde d'utiliser une échelle logarithmique ' |
pour 1'intensité : Si+ B Sths

0,4
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2- Point de fonctionnement d'un dipdle alimenté par un dipGle linéaire

La caractéristique statique est obtenue en effectuant une suite de mesures aussi
rapprochées gque possible.

Si Te dipdle est placé dans un circuit contenant une source de tension continue
de f.e.m. E et de reésistance ¢, il passe, en régime permanent, dans le circuit un cou-
rant i ; la tension aux bornes du dipdle est alors v, . Le point P de coordonnées (i,,v,;

correspond & 1'intersection de la caractéristique courant-tension du dipdle et de la

droite d'egquation v = £ - I,
Caractéristique du dipdle générateur

Cette droite coupe 1'axe des courants au point IC” = g, courant de court-circuit,
v i , . . - = .
et 1'axe des tensions au point t
(-/1\ ‘OL:R
S
3 .
A VAVAVAY, E/E
C A
(r—
== - . P
L ‘
‘E> ’ x
i =
v T
Q
Le point P =3t appeid point de tonctionnement du circuit.



3- Fonctionnement dynamique
On superpose d la tension continue E une tension e(t) qui varie lentement avec

le temps €.
Le point de fonctionnement se déplace sur la caractéristique courant - tension

du dipdle entre les points P, et P,, autour du point P qui est appelé point de polani-
‘ 1 2 '

sation.

/lk:. /
WAV N

__.A
—L— & v
) 1el I
|
|

4- Linéarisation des dindles

dn va supposer que ey = est petit devant V pour pouvoir remplacer 1'arc de
caractéristique P,P, par la tangente =n P.
dn note v la tansion aux 2ornes du dipdle et 1 1'intansiiéd gqui 12 traverse. Cs

/

On définit la résistance dynamique r(P) au point P par r(P) = == (P)

-

5 g \ ‘/ 1 1
Comme i(v) = I, [exp(év-) -1],0na

-
T
di . 0 oty
d - \ AT
Vv v, a/T

. v < . . .
Mais IO exp(=—) est une trés bonne approximation de i(v).
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: < : di | 5 ol
[1 en résulte que — = — et que 1'on a r(P) = —
dv  aVv [
: : T
AL Mo
Au voisinage de P, on pose
v(t) =V + v (t) et
. . £/
i(t) = I +1 (t)
I - — — X = %
p < . 5 B, £ U
D'aprés ce qui précédde on a ~
|
- ~ v 2 [ = !
v ey = r(P)i, (%) |
' |
0 ‘}V E ar
|
Exemples
Si I = 1ImA, on a, pour un transistor
branché en diode Y- =25 mY, a =1 et r = 25 Q ;
|
pour une diode VT =25mV, a =2¢etr =25 Q
Conclusion
En c2 qui concarne Ta partie alternative 12 diode est 3guivaiante au montage
suivant
A iV
—_— WMV N ——
e
. \;T Q’\P)
~N

heas:
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5- Mesure de la résistance dynamigue

Mesure d'une dérivée & 1'aide d'un oscilloscope.

R
C n
< l! % A AN
Ye-1I+ tyu M
-
~ | \ —— |E
€ | 8 L2 Y -
L — %
53 3 "B 0(} ) Cw Q

On superpose au
tension alternative de faible ampiitude 2 - @i en réalisant le montage ci-dessus.
Pour que le courant alternatif ne passe pas dans le circuit de droite on cnoisit
R >>r(P), condition que 1'on peut améliorer par une seif de o

.
on arréte de méme le courant continu dans le circuit de gaucne au moyen d'un conden-
sateur.

L'oscilloscope, branché en altarnatif, permet de lire directement la partie

variable v de v, (2t de v,)
v L

On 3 alors
r(P) _ 3
V'\, VZ - 1’/1
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& 2.3 - COEFFICIENTS DE DILATATION DES SOLIDES

[- Coéfficient de dilatation linéaire

Une tige ayant une longueur l_O d la température tO°C est portée 3 la température
t°C. L'expérience permet de déterminer sa nouvelle longueur L et on pase = Lof( e
car la longueur obtenue est proportionnelle d la longueur initiale.
Pour chaque solide, on peut dresser ainsi une tatle donnant las variations de
longueur en fonction de la température, et tracer la courbe obtenue.
l Lo
L—=-v
P
Leg -
o
o i
N = T oy
v = - ==
On ne dépasse évidemment pas la température cu le so0lide devient mou.
La fonction T &tant supposée différentiadle, on peut au voisinage de t, 1'appro-
ximer par sa aifférentieils en t,, 2t on &crira
J
£ £+ ~ 21 - = - Y = 1
f(t) - n\LO) = T Qto).<u - LO) or t{ty) =1
on pose f‘(to) = a, at on retrouve 1'approximation classigue
L = LO(I +asg), avec 3 = t - tO , 00 a est le coefficient de dilatation linéairs
du solide au voisinage de to.
Couramment on 2tablira cetta courbe zn partant de t. = 0°C, ot a devient 12 coéf-
J
ficient de dilataticn linéaire Zu solide au voisinage de 0°C. Pour des tampérafturss mo-
vennes, 1es valeurs de a 3u voisinage ce J°C 2t de £.°C sont 2eu différentes, =t T2 Tit-
v}
t3rature ne précise sn général pas duguel i1 s'agit
Ainsi pour le Platine, jusqu'd la température 50°C, la courbe semtle rectiligne,
ce qui signifie que de 0°C & 5C°C, la fonction peut 2tre apprcchée de fagon satisfaisan-
te par sa différentielle en 0, soit
-A 21
L =Ly(1 +at) o a=8,626. 10 °decst
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Exemples : au voisinage de 0°C toujours, on détermine

pour le Fer, a = 122.1077 qo¢7! le Cuivre : a = 171.1077¢°¢7!
1'or a = 155" ! le laiton : a = 18§ " "
le verre blanc a =80 " "

Si 1'on veut étudier la dilatation & de plus hautes températures, 1'approxima-
tion du premier ordre n'est plus suffisante, on est amené a considérer une approxime-
tion du second ordre, ce qui revient & traiter la courbe comme un arc de paratole.

Pour Te Platine, de 50°C & 100°C, L = Ly(1 + at + bt2) od b = 5,5.1070 go¢ 2
\

et 1'on obtient 1a courbe jointe (voir annexe 1

Les mesures de dilataticn lineairs ont été effectuées & 1'aide d'un comparateur,
et ont permis de mesurer a avec une incertitude relative de 1'ardre du milliéme. Cn uti-
Tise aussi le dilatométre de Chévenard, qui consiste & mesurer la dilatation par rapport
a la dilatation connue d'une barre étalon, et, pour les cristaux en particulier, la mé-

thode interférentielle. (VYoir annexe 2).

[I- Dilatation cubique

Etant donné alors un cube de cdté LO 3 la température tO°C, a2t donc de volume
\f y3 - o — A+ '3, 1 - 3 - L3
g = Lp» On se propose de céterminer son volume Y = L7 4 13 température t°C
v

Les mesurss axpérimenta

wy
=
)

[=

de Tengueur : si 1'on mesures, en !'immergeant dans un liquice,

w

ct

D

5
|

°C, et que 1'on porte ensuite

-~
(D

cipient ... et Ta dilatation ne concernera pas cque le cube, d'ol un douts sur c2 gue

1'on mesure.

C'est donc 1a théorie mathématigue qui permet de r2pondre au protliéme posé.
3 3 " 3 - , 5
On a ¢ V = L7 = (LAf(t))” = Y (Ff(t))” Te volume obtenu =st 2rooortionnel au vo-
J U ' ' )

La meilieure aggroximation "
V)
différentielle en t, : or ¥V ast une fonction composée, soit si 1'on note
v
A - 3 Y (+) [ €0+ B
g XP X et si g(t) = (¥(%))7,

alors g = cof donc
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comme f(t,) = 1, on a donc : dg. = dgy; o df_. , et si q(x) = x
0 ‘% 1 %

g'(x) = 3x~ d'od dq] : h+~= 3h et comme on sait que dft : W+ ah

i
~

on aura par conséguent : dg h = 3ah, et on pourra &crire

%9

)

g(t) = G(to) + 3a(t - to) avec g(to) = ]

ou encore, en multipliiant par VO Vo= MO(1 + 3a(t - tOU

et 3a est alors le coéfficient de dilatation cutigue du solide considéré, au voisinage
de bt

Dans la pratique, on calculera aussi ce coéfficient au voisinage de 3°C, an pre-
1

[§3]
o]
O

S

(@]

pas

by

3

o)

ct

-

(@]

=}

Qo S

>

R

[

¢t

)

(@)

=

<

(D

[eY]

-—

o

irsi la formule classique
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Appareils permettant de mesurer des dilatations des solides

(& 2. 3- Annexe 2)

I- Le comparateur

!

=
P
e —
e ool
e

Une barre du solide £tudiéenorte 2 traits fins A et A' persencdiculairss 4 son

axe ; elle est placée dans un tain liquide, & température uniforme, que 1'on porte suc-
‘ ; ) ? : A
cessivement 4 0 et & 2°C. On mesure U par comparaison avec un métre gradug, duis

- Ve )

U - 1., & 1'aide des microscopes micrométrigues i et M', & moins de 0,3u ores.
v

1
—
D
[aN
—d
—a
[aV]
t
o
=
(D
ot
)
[
(oW
—a
=k
=~
(o
~
(D
o}
t
—
(D
D
o
-3
0
(2
wi
s o
-5
D
L g
3
(&Y
(D

NN

S

(ON}

&
AN

1)

s
AN
0
¥
N
\° |

On compare la dilatation de 1a darre studide AA' & la dilatation connue d'une
barre etalon B3'

Les 2 barres, dont les ax tés A et B sont fixes, sont prolongess & partir
de A' et B', jusqu'a 1'extérieur du four F, zar Z tiges de silice {trés peu dilatables)
T 2t t' dont les =xtrémitds a et 2, coussent un ievier 3bc mocila autour du zZoint
fixe ¢ (ac est car exampie horizonial =t ab vertical cuand 1= four est iroid $1, lors-
gu'on chauffe, les ¢ barres se dilataient éga]epsﬁ;, 1'extrémité de 1'aiguiiia =, gui

sont inégales, au mouvement précédent se superpose un deplacement vertical, et les or-
données sont pronortionnelles aux différences des dilataticns
A 1'aide d'un tableau qui donne les dilatations de 1'c¢talon en fonction de la

0
température, on transforme ensuite les courbes obtenues de telle sorte que les abscis-
ses gui sont proportionnelles & ces dilatations, deviennent orocortionne

peratures.
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I1 - ETUDE LOCALE DES COURBES.

APPROXIMATIONS OU SECOND ORDRE ET PLUS.

§1.1 - Etude locale d'une courbe du type "y = f{(x) ". Points d'inflexion.
On note f une application d'un intervalle Ja,t [ de R dans iR gue 1'on supposera

"suffisamment" différentiable (ou dérivatle) autrement dit différentiable autant de
fois que cela sera utile.

Si X9 est un élédment de Ja,b [ on se propose d'itudier le comcortement ce

les conségquences gui en résultent pour son grapne) au voisinage de X

P

a
Ecrivons d'abord que f est différentiable en Xg + pour

tel

-

tienne 4 Ja,b [ on a

|
)

1 est un vectaur tangent au graphe en M,, et nous nous proposans 4 gtudier
n

Four cela on va eftectuer un cnangement ds rspére 2n prenant CCmMe nNOuUvVeau re-
- —
sere cartésien (Mn, u, v)
J
Dans ce rznére 1'égalite (**) devient

. /AA
/ = ANy

-
—
=
et
1
>
n
—
I
193
o
g

sinage de 0 dénend de ='(0Q) en effet si ='(0) est différent de 0 2t si ' est conti-
nue {Ce Gue nous supgcoserons également) =' resta de signe constant au voisirage de G
=t = ast monctone au voisinage de J,ce qui a gour consédquence gue = s'annuie 2n chan-
geant de signe ; si par contre ='(0) = 3 con ne peut rien dire dans |'immédiat

1) au voisinage de 0, F(X) reste pcsitif (au sens large i.e = 0) =t alors au
] P

voisinage de MO e graphe est au cessus cde la tangente,

~no
~—

au voisinage de 0, F(X) reste négatif et alors au voisinage de MO

est en dessous cde la tangente.
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Définition
Lorsque F s'annule en changeant de signe,le graphe traverse la tangente @en MO’

on dit qu'il y a inflexion en MO.

En dérivant 2 fois (*%) on obtient : F"(X) = X ="(X) + 2 =" (X)
"(0) = 1/2 F"(0).
On obtient donc

d'oG

(U}

Si F"(0) # 0 le graphe est au voisinage de "o soit au-dessus soit au dessous de
la tangente en M.
l-'U(

On peut préciser cette position selon le signe de F"(0)

an effet on peut &crire

(X) = X £'(0) + Xe,(X) oir 1im =,{X) = 0
) =0
ce qui dcnne
= 7N 2 F“ O\ \2
FIX) = X5 == + XT=,(X)

d'od i1 résulte que pour X voisin de O, F(X) est du signe de F"(0
F'{(0) > C on est dans le cas (1) tandis d
—u

Supposons maintenant que

C
11 =(X = = a T NS i pAIANnS - Ai1f€iventianla n ne s 2cprire
Alors F(X} = XTc¢,(X) et si nous supposons =, différentiable on peut &crire

(@S]
o

Sy = Y ~tiny o - /)
v /\/r S AV ;9\ / T -,:\‘\/
3 =0 e ) C/YY =14 1 A ~na A =i = 2 in<1a A
ST =5{0) # 0, F(X) s'annuie en O &n changeant de signe ot il y a inflaxion
[ < - - - 2 | = - \2 / S = b \ -
En dérivant trois fois ia relation F(X) = X"=,{X) on odtizsnt pour X = 0 que
3

- =1 ,f.~\r(3//,—\\

o\ ) =L/04F WY

Conclysion
o A - f'3}/' L 31 - I | . - g & e 1 i 7y =
S1 F"(0) =3 et FM7/(0) #0C i1 y a intlexion et on zeut dire que "F{X} se com-

porte au voisinage de 0 comme(1/%)

e s , ey ~(3), ‘s R
Si maintenant on a F"(0) = Fl )\O) = (0 on itére le processus précédent.

On obtient finalement

) . N ~(n v
ier entier > 2 tel que F\ )(O) #0 , ona

Si n est le prem
f0 - B0 Ly or i e () = 0
/ = n |. g I\ -:.n ) ou :n ) = v

\ 1

c(n)
. .. ) - , N n F (0)
[1 en résulte qu'au voisinage de 0, F(X) "se comporte” comme X' ————

n

et que le ¢raphe traverse la tangente en M si et seulement si n est impair.

/ \
I (n),
Remarque : ¥n F‘ '/(0) = r( )(xo).
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& 1.

2- LA FIN JUSTIFIE LES MOYENS

I1 est un autre type d'approximation, trés utilisée par les physiciens, qui
la justifient essentiellement par son succés fracassant. Le point de départ est 1'ap-
proximation lTocale d'une fonction d'une variable par sa différentielle, qu'il sera plus
commode d'ecrire ici sous la forme

f(a+n) - fa) =f(a) (2)

Maintenant, a 2t h 2tant fix&s, ncus pouvons intervertir ias rdles de 3 et
a + h, c'est-d-dire partir de a + h et donner & la variadle 1'accroissement -n. On voit
alors gque

f(a) - f{a + h) =f' + h) (-h)

Fiay = Tia / & L e

f(a +n) - f(a) =f'(a + h)h (2")

En termes de taux

£

de variation, a et a + 1 jouenrt des rdles symétrigues ; la

relation (2) axprime que le taux de variation de f entre a et 2 + n est voisin de
f'{a), la relaticn (2') qu'il est voisin de f'(a + n)

Dans c2s conditions, i1 est tentant 242 2n0is5ir une approximation o0 2 2% 2 -+ n
jousnt Zes rdlas symeiricues. Cn pourraii arandrs g Tiray £+ 702 = nY, aui orésents
inconvenienz, 2Cur 123 237Cu:s L83 2X2MO. 23S Srécicents, de ndcassizer 2 salaurs dz

ta gérivée ; on geut 2ussi orandre la valsur 2e 2 cérivés au 20int Miiisu 2 - ;, g
2Crire _

fla s h) - Fla) =7 a s Ih

Aprés tout, cocmme le souligne Feynmann dans le cas o0 f est la distances parccu-
rue en fonction du temcs 2ar un modile dans un mouvement rectiligne, si on veut appro-
Cher la vitesse moyenne dans 1'intervalls de tamps (%, £ + At) nar 12 c2leritd [vites-
se instantanee) 2n un instant aonné, le meiilaur Cnoix 2st ceiul Zde 1'instant mitieu
t o+ 3; Queile est la valeur matindmatique de cas considératicons ?

Si la dérivée f' est une foncticn continue, on peut admettre que pour n petit
f'(a), f'(a + g) et f'(a + h) sont assez voisins pour que les formules (2), (2') et
(3) donnent des résultats numériques tré&s voisins ; mais cela ne donne aucun argument
méme heuristigue pour gue (3) donne des reésultats meilleurs.

Les formules {2), (2') et (3) deviennent des égalités quand f est une forction
affine, autrement dit une fonction golynomiale de degré 1 au plus. Si f est une fonc-
tion polynomiales de degré 2, autrement dit si f(x) = sz + Bx +C, on a

£'(a)h + AR’

=
a



f(a + h) - f(a) = f'(a +

f(a + h) - f(2) f'(a +

La formule (3) est encore une &galité gquand f est une fonction polyncmiale de
degré 2 au plus ; pour une fonction polynomiale quelconque, des calculs algébriques
montrent que pour (2) et (2') 1'erreur est d'ordre 2 en h, alors que pour (3) elle est
de 1'ordre 3.

Comparons maintenant 1'efficacite de (2) et (3) sur un exemple numérique.

3éme exemple : Calcul de sin 4G°
a) Avec (2)

cin 4Q9° = 3in(s ) = <in = o = -2

sin 487 = >1n(4 + 45) = sin 7 +COs 7 X =
= 0,707 + 0,707 x 5=z = 0,757
45
o) Avec (3)
sin 49° = sin 45° + cos 47° x }g
a
Calculons d'aberd cos 47° 3 1'aide de (2)
. a
cos 47° = cos 45° - sin 45° x =
1Y)
= 0,707 - 0,707 x 56 = (0,882
0ol sin  49° = 0,707 + 0,882 X E s Cy755
donne sin 48° = 0,75471Q

dame exemple : Approximation du cosinus
d'aprés (3), on peut &crire pcur n petit

cos h =1 -h sin e

o L = ik il 12

En apoiicuant ‘2) i la fonction sinus au voisinace de z&ra, on refrouve 1 25pro-

nl
. n
cos h =1 - 5
gour h = £ , on trouve cos = = 0,886
0] 0
1 i
pour n = z cos 7 = 0,692

La precision est de C,4 % dans le premier cas, 2 % dans le second. Pourtant,

perscnne ne gualifie cess angles de pet

—
t
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L'explication mathématique de ces succés vient du théoréme suivant, qui mérite-
rait d'étre traité, ne fit-ce qu'a titre d'exercice, dans tous les cours de mathémati-

ques de premier cycle d'Universités ou de classes préparatoires.

Thécréme

Soit f une fonction 3 fois dérivable sur un intervalie [a,b ], ot soit M tel

(@]

=S 1]

que opour tout x de [a,b ] on ait f"'(x) <M. Alors, gquels que soient les points x et

X + h de a,db , on a

Ce théoréme 2st une conséguence de la Tormuia de Taylor.

Bien que 1'essentiel soit le fait qu'on cbtient ainsi une approximation du troi-
siéme ordre en h, le coefficient ?% permet par exemple de voir qu'en appliquant cette
approximaticn aux fonctions sinus et cosinus, 1'erreur est toujours inférieure & 0,14

sih est inférieur & ;.

4

Remaraque

L'approximation obtanue pnar une application banale de la formule de Taylor 2
1'ordre 2, en assimilant f(x + h) - f(x) & f'(x)h f“(x)g , donne lieu dans les mémes
conditions & une erreur inférisure a gh3 , €2 qui est tras 1égérement meiileur. Par
contre, catte formule est moins delle, moins pariante, et surtout nécessiza cavantace
de calculs.

Par contrs, 1'utilisation répétde - et 12 programmation - de 1'agoroximation
F{x + n) - f(x) = f'(x + 5)n sont trds commcdes, par axemplies pour des cCaiculs 22Crochés



1
=
O

& 2. Exemples

1°) Bobines d'Helmoltz

On considére deux bobines plates identiques de rayon R, coaxiales et parcouru
dans le méme sens par un courant d'intensité I.
Leur distance est 2d.

S
. - = -
Les inductions 8,(x) et B,(x) au pocint de 1'axe

d'abscisse x ont méme sens =t i'inducticn rasu
5 ~ tante 3(x) 2 pour intensité
B(x) = Bl(x) + B,(x)
53 2 2,-3/2 . A
= BR7 ({4 - %+ R ((d s x)
-3/2
£ RE)TIE
04 3, est 1'intensité de 1'induction crese par chague 5c0bine en s0n centre.
57 % 2 2 2 .-3/2
Posons f(x) =[(d - x) R™ ] /
; I ey . .
On a B8(x) = SQR (f(x) + f(-x)) , donc B est une fonction paire
Le grache de ¥ 2 1'allure suivante

5 5 7 P g 2 2. =312
Ona 7'(x) =3{d - x)[{d-x}"+R"] *

- Y L2 2 2 "2 . =7,2
at f'"(x) = 3[(4{(d - x)" -R"] [(d-x)"+R"1 "

f' s'annule en changeant de signe pour les deux valeurs suivantes de x

Xg = d - R/2 , Xy = d + R/2. On a ainsi deux points d'inflexion.

(1)\

€
Si une fonction paire g est dérivable sa dé&rivée est une fonction impaire. La
St

el

démonstration la plus elégante de ca2 résultat est la nte

CA

-
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on note s 1'application x ~ -x de R dans R. Dire que g est paire signifie que 9,8 =
alors d'aprés le theoréme sur la dérivés d'une fonction composée, on a ¥xzR
Y
g'(s{x)).s"(x) = g'(x), et comme s'(x) = -1 on en deduit g' s = -g' ce qui signifie
g' est impaire.
Lorsque d = R/2, les graphes de f et de fos ont chacun un point d'inflexion pour x =
Dans ce cas on a
o) (3), . N e L
B'(0) = B'W/(0) = 0 (car les dérivées d'ordre impair de B sont des fonctions impaire
et 8"(0) = 0.
4)
y 3{*) gy 4 4 - ,
Alors B(x) = B(Q) + —L x o+ x  =(x) ot Tim =(x) = 0.
4 ! x =0
I1 en résulte que dans c2 cas, !'inducticn est pratiguement unitorme dans une
grande partie de 1'espace qui sépare les bcbines.
Pour d = R/2, Te grapne de B est
!
I
\ }
|
|
lx
li
.
o
-
=Ry Rlas
Pour d > R/2, il-a 1'allure suivante
i
Intin pour d < R/2, an cdbtient

S

)
/

b
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II & 2. 2- REACTION ACIDE FORT - BASE FORTE

1- Description de 1'expérience. Courbe de variation du pH.

On place dans un Becher 25 cm3 de solution de soude & 0,1 mol.l = et dans une

burette une solution de chlorure d'hydrogéne de méme molarité.

On ajoute lentement cet acide et on reléve le pH en fonction du volume d'acide
versa v._.

a

Tabieau des mesures (les volumes indigués scnt en m3)

Vb0 |25 0 | 185 | 2 21 | 22 22,5 L 23
o |13 | 12,9 | 12,7 | 12,2 | 11,9 | 1L7 | 1Ll 10,5 | 9,7
R T A 35 10 33 50

oH | 65 |5 | 27 | 22| ny | s | L7 1,5

Courbe de variation

A4

L)

g |

|
|
i
|
|
l
Ad T
|
!
|
|
i
i
i

—\4

i
|
i
6T
|
|

-

Au départ le pH varie peu ; la variation est brusque entre 23 et 27.
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L'allure de la courbe montre que celle-ci a un point d'inflexion. Nous allons

essayer de déterminer ce point et de justifier ce phénoméne.

2- Approximation graphique du point d'inflexion

1

Nous avons vu, lors de 1'dtude locale d'une courbe C, qu'un point [ est u

Vs~ . . PR = - > ~ PR -
d'inflexion 31 et seulement si dans un repére (I, u, v) o0 u est tangent en I
1'équation de la courbe est de la forme

(x)

2n + 1 % X2n + l.

(U}

f(x) = a.x

otn=>1etlim. g(x) =20
x =0

IT en résulte que 1'on peut aporoximer localement (i.e. au voisinage de I) la

: , | = . ; 2n + 1 . , ' s
courbe C par la courbe d'équation n{x) = a.x ; Soit ™ cette courbe. Mais la fonc-
; \

tion h &tant impaire, deux points de ™ symétriques par rapport & [ ont des tangentes
paralléles. Cette propriété donne un procédé pour déterminer [ de fagon approché comme

le montre le dessin suivant
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On trouve comme approximation de I le point de coordonnées 24,3 et 7,1.

Ce pH est trés voisin de 7.

Or un pH de 7 correspond & la neutralité, c'est a dire au moment ol la concen-
tration en ions hydronium H3O+ est identique d la concentration en ions nydroxyde

OH . Compte tenu des données de 1'expérience les deux solutions ont méme molaritg,

(Dv
@)
oY)
1

c'est donc lorsque le volume v, sera égal a 25 que ces deux concentrations seront
Tes. On dit alors qu'il y a équivalence ; la solution obtenue est une solution de
chlorure de sodium dans de 1'eau pure.

Nous allons voir que cette 2quivalence correspond & un point "proche" du point

d'inflexion de la courbe C.

3- Calcul du oH.
Par raison de symétrie ncus noterons Vi le volume de la solution de la base

forte considérée (ici NaOH), c, sa molarité, et Wy e volume de la solution d'acide
fort (ici HCI), c, sa molarita.
i g p ; . . ; AT i ey s . ..
On étudie Ta réaction entre les ions H3O apoortés par la solution acide at les
ions OH apportés par la solution basique, réaction symbolisée par
Hy0" + OH % 2 Hy0

ait d'avoir un acide fort et une base forte permet de dire gue ceux-ci sont

—
1)
=

complétament dissociss.

20s0ns
1y - _l‘
[H307] = x et [OH]=y. Cn a x.y = 10 ~7
La neutralitd &lectrique de la solution s'saxprime par
(CI'] +y=[Na"] + x
On a
v ¢ Vo. C
= a 3 . P D o)
(CI] = \ et (Na'] =
YRV Voo
] 0 a 8]




Comme le pH est le cologarithme décimal de la concentration en ions

LEqdd

pH = 7 - log(X + X2 + 1)

avec

. - 1 ViCy T VyeCy
2.107/ Ya T Vb

3

O+

on obtient

Ici log désigne le logarithme décimal. Si 1'on note Ln le Togarithme népérien

negatif on écrit que X +s{X2 + 1 =

férent de 1

par - )-(

NOL—

on a
1
Leg = === Ln
Ln(10)
Le tableau suivant permet de comparer les valeurs théoriques du pH et celle
obtenues expérimentalement que 1'on a indiquées au n° 1.
vy 10 20 24 27 35 50
| ! !
V C - V,’-, 1 e I ! ¢ o1 E, ~r -
a’a Db -4.2857. [-1,11... -2,0408 i 3,8461.{1,85. 3,33
Vo o+ v, - ? - - ' =3 ~2 -
5 1072 | 102 1 1% ] 1073 107 10
| | | |
. } ~— c- 1 ~ i 1 AN ir\ ~A A - ~ -
X -2,1428 -5,55... -1,0204 i 1,523. 18,33, 1,566.
= 4 ! ’ SV 12
10° 10 10 | 107 1 107 10
! i
= , i : =
v o vl -y A-d =& | N P 4 dre oD
L +{4 =1 0,233.10 0,09.10 0,49.10 | 3.8.10 118,5.10 ¢ 3,33.10
| o ,(.,2 R - - , \ca oo - -
Log(X +{X= + 1) =546 =505 -4,3 4,58 3522 5,52
pH 12,0 12,05 11,3 2,42 1,78 1,48
|
|
Remarque
Sauf si Xa est trés proche de 25, la variaole X est grande devan n vaieur
absolue.
. L 2 ) . . - , . .
Si X est positif X +{ X~ + 1 est pratiquement &gal & 2X tandis gue si X est

X(1 -y1+ 1/x2) et comme V1 + 1/%2 est peu dif-

S —
+ 1/2X2 (car X est grand) on obtient une bonne approximation de X +YX2 +

J
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La fonction X:f Ln(X + MXZ + 1) est une fonction impaire, croissante dont le

graphe a 1'allure suivante

Le point (0,0) est un point d'inflexion et en ce point @'(0) = 1.
Remargue
0 est la fonction réciproque de la fonction sh définie pour tout x réel par
oX L aTX
shix) = = [T est d'usage de noter cette fonction réciproque Arg sh
2
Cn a
i . i X
O'(x) = = et (x) = -
| 2+ 1 ? (x2 + 1)3/°

a’ ~a 5 B
v, e Tag sour v_ = 0.
- a b -
clle ast croissante, son graphe est le suivant
€lle s'annule pour v_ = v._. c_/Cc_ , <
a D" b’ Ta a
et en ce point la dérivée est
2
-
/3 Ca + :3/ i_g \/D
Tal

Notons g la fonction

07 Vil T VG

1 Db
V. =
a 2 VaTVb
On a
7 vylc, +¢)
9'(\/):1_@—/ s \S
a 2 (Vg + vy)
et
vio(c, + ¢
q"(v,) = - 1o/ 22 5)
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4

ude de la fonction pH

ct

Posons f =%>o g. On a alors pH = 7 - Ln(lO)f et 1'é
se raméne a celle de T.

On peut penser a priori que le graphe de f va, comme(g, présenterun point d'in-
flexion ; nous allons voir que ceci est exact mais que ce n'est pas au point d'équiva-
lence gu'il y aura inflexion, ce qui mettra en cause la pertinence du graphe de

¥ = pH.

De f = qﬁo g on déduit

f! = (gﬁ 0g). g et f* = (Q” 04g). g+ OQ' ogq). g"

[ci @ est toujours positive, @"(x) est du signe de -x et g" ast toujours
[ \
négative.
- Cb
[T en résulte que pour Vg 2 = V.D on a f”(va) < 0 ; en particulier f" ne s'an-
Ch

e,
a

o))

nule pas pour vy F Vb (point d'équivalence) et il n'y a donc pas inflexion en ce
point.

. 5 i .. a1

Si nous reprenons les données numérigues de 1'expérience on a c,6=¢, = 10

Wy = 25 on ootient

f"(25) = - 400 et T"(24) = 0,999,
autrement dit 7" s'annule en changeant de signe dans 1'intarvalis [24, 25 et on aura
dans cat intervalls un point d'intlaxion, c2 gue 1'cn a constatd expérimentalisment
En fait ca2 point d'inflexion correspond i une valeur de v, trés prochne da 23
On a
g(24,999) = - 10,002 g(25) =2
g'(24,999) = 10 000,4 g'(25) = 10°
g"(24,899) = 400,024 g"(25) = - 400
et
P ' o0 g(24,599) = 0,0995
@ 0 9(24,399) = 9,3332.107°
d'ot
f"(24,999) = 985 360,7
et f" s'annule dans 1'intervalie 124,999 ; 25
A
On peut remarquer que sur cet intervalle g‘(va) est proche de 107 ez g”(va) est
proche de - 400, donc que f”(va) est proche de lOg.kP“ 0 g(va) - 400 u? 0 g(va)
Posons L 25 - ¢ avec >0
Pour ¢ < 107 (25 - ) = - =.10°



2 1075 x| = {g(25 - =)]< 1072,

/

™
(1]
w
ct
-
o
—h
(D
-~
-
(D
{ o=y
-3
[8V]

Ce qui permet d'assurer que, si
et dans ce cas ona P (X) = 1 et HJ(X)

[T en résulte que f"(25 - <) = .10
oroche de 4.107%0,

Cecl signifie pratiquement que le point d'inflexion est indiscernabla du point

n
1
~nNo ><

1

o

- 400 et donc que " s'annule pour

d'équivalence.

Conclusion

-1,
_—

Le fait que le point d'aquivalence ne soit pas le point d'intlexion d

&=
[Ve)
3
[e¥]
]
3
D

3
(D
w
ct
gS)
oY)
w

de iy 7 PH pose un probléme de nature physique : Te choix de cette fonction
trés pertinent.
i

En

(1]

fet, le choix de v, comme "variable" introduit une dissymétrie entre 1'aci-
de et la base qui physiquement (ou chimiquement si 1'on préfére) ne se justifie pas.

e

Le calcul fait pour obtenir Te pH montre que la "bonne variable" dans cette situation

V.C. = V. C inl V_C. - v._C,
e El 8] P g 10 a-a ‘ b e § L . .
est s0it : soit X = 3., — , le grapne de X — pH ayant un point
Vo o+ v 2 V. = v
a o} a 0
d'inflexion pour X = 0, c'est & dire lorsqu'il y a &quivalence, at atant symétrigue

e}
U
-3
=5
[sY)
O
O
(e}
-3
ck
oY)
O
[()
O
O
—
3
e
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[II - DERIVEES ET PROBLEMES D'EXTREMA.

INTRODUCTION : Principe du minimum.

Un principe de physique affirme que 1'équilibre d'un systéme pnysique n'est
attaint que lorsqus la valeur de 1'énergie potentielle du systame considérs 25t axire-
male, minimale s'i1 s'agit de 1'éguilibre stable.

Un exemple en est donné par le probléme du pendule. L'appliication de ce principe
se réduit, si le systdme a un nombre fini de degrés de libertZ, & chercher un extrsmun
d'une fonction de plusieurs variables.

Les exemples qui suivent constituent une illustration de ce principe, et du fai

el

qu'unre fonction varie peu au voisinage d un extremun.

=
(Dv

Quicongue s'intérasse & 1'origine dudit principe, est amené & remonter & Mauper-

i i

orincipe.mécanique de moindre action" et déclare qu'on

'

[@

tuis, lequel en 1744 nose le
obtient d

ie la sorte "un accord des différentes lois de la nature qui avaiant jusqu'ici
paru incompatitlaes.”

Mais en fait le mérite revient &galement 3 Laibnitz 2t 3 son "orincipe du meil-
3 ; e
leur” : la compréhension de Oieu 3tant infinie, i1 congoit tous les mendes possidles,

t
mais ne cree que le meilleur, c.a.d celui qui recdle le maximun de variété tout en

(D

requérant 1'énergis minimale.

Ce point de vue modifie fondamentalement la comprénension du monde : i

i

olus une realité univoque, mais un "ensemble de possibles" parmi lesquels un seul est

-5

éalisé et en mécanicue, cela revient & considérer un mouvement existant comparéd & une

infinitd de mouvements virtuels ... d'ol 1'idée d'espace des mouvements, capitale chez

. ) - i Lo . = ¥ .D = = . .. 5
Lagrange, et le principe de Maupertuis : 1'intégraie J, m v. ¢r 2st minimais par rip-
A

4 meme anergie

g

N - - q
ue 1e mouvement reel.

port & tous les mouvements voisins possédant /em
Le second progras décisif de la mécanique, au début du 1Séme siécle, sera dd

egalement & des considérations théologiques : Dieu est inconnu mais le réel est connu,

on connait bien le mouvement mais mal sa cause, il faut donc privilégier les équations

différentielles du mvt et non son intigrale !
g

gonne métapnysique !
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IIT & 1- QUESTIONS D'EXTREMA LOCAUX

Introduction

S$'il est un résultat d'analyse bien connu des éléves c'est certainement le

suivant
(%) "Etant donné f : Ja, b [ - R dérivable, si f admet un maximum (ou un minimum)
Tocal (cf. infra) en x € la, b (ona f'(x) =0."
Autrement dit les extrema iocaux de T sont & chercher dans 1'ansembie des z&ros
de f', mais i1 faut remarquer que 1'on peut trés bien avoir f'(x) = 0 sans que f pré-
sente un extremum local en x (contre-exemple trés simple : f(x) = x3, ona f'(C) =0

et f n'a pas d'extremumen 0].

i

Mous allons voir comment cette situation s'd@tend au cas des fonctions de plu-
sieurs variables.

Comme au chapitre I, & 1, nous nous bornerons au cas des fonctions de deux va-

riables.
Détinition

Soit f : RT —= IR une application. On dit que f 2 un maximum local (resp. un mi-
nimum iocal) au point A de:RZ s'il existe un disgue D de centre A tal que ¥ M € D on
ait (M) < f{A) [resp. T(M) = 7(A))

Ceci peut s'2¢crirs 51 A = (al, 32)

\ /L — 2 o 1 -~
4= >0 ¥(h, k) €R™ |hi<:z lkiI<z:= ﬁ?7<al 0o, t K) < T{ay, a,)
(reso. " > i )

Mous allons montrar cue, dans catta situation, l2 résuitat ‘%) 2st remolacéd

par la proposition suivante
Proposition

. 2 o : .
oit f : IR™ = IR une application telle que
. . . 2
i) f a un maximum local au point A de R™,
i

S
(
(i1) f est différentiable en A,
a

lors la différentielle de f en A est nulle.
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On ne peut naturellement pas démontrer ceci comme dans le cas d'une fonction
d'une variable en utilisant les dérivées & droite et a gauche car ces notions n'ont
plus de sens ici.

Nous allons néanmoins nous ramener au cas d'une variable en considérant les

fonctions

) ‘ TR

QH R -IR od = R
T - f(A + tH)
Par hypothése gy @ un maximun local en O et on a donc ¢H(O) = 0.
Qr 2y est la composée de Ty t~ A+ tH et de f, d'od
- oo -

(doy)g = (d')%(c)s’( 170

. . .. 2 Lo .
Comme (drH)O est 1'application linéaire de R dans IR™ qui & 4 associe AH, on

=
P e
-
~

- : - , fe L. 2
gEn conclusion drA est 1'application linéaire nulle de IR™ dans R.

-

Exemple
- \ 22 .22
17) f(x, y) =ax~ +b7y
Catta fonction n'est certainement pas un bdon =xemple d'application de la oro-
position orécidente dont on geut fort 2isn se passar ici. In 27fet, on peut remargue:
que T{x, y) ast strictament positif sauf au point (0, Q) et donc que f a un minimun

en (0, 0).
Oe plus f est homogéne de degré 2, i.e
v — \ = ¥ —= of \ \ AZ £/
¥ SR Y <R Yy =R flAx, dy) = f{x, y)

On en déduit a2isément que f ne peut avoir ni minimum ni maximum

noint (%55 yO) # {0, 0) car tout disgue de cantrs {xo, yo) contiant des 2l2ments de

u > 1

javec A< 1 et
[1 en résulte que 1'on a
f(AXOa AYO) = f(XO, yo) < fuxp s Uyo)

Conclusion

f a un minimun en (0, 0).



[I[.4

Si 1'on calcule la différentielle de f au point (x, y) on obtient

2
d, f : (nh, k) - 2(a2xh + b yk)

f =0 si et seulement si x =y =0
2.2
2°) fix, y) = a~x .
Cette fonction est &galement homogéne de degré 2 mais n'est pas de signe cons-
tant. On a

- . 2 L 2
d, f . (h, k) = 2{a“xh - b7yk)

(D
«t

d,. T =0 si et sau
(x5 ¥)

Donc (0, 0) est le seul point o0 f puisse avoir un extremun Tocal.
Mais i1 n'en est rien car dans toute boule de centre (0, 0),f prend des valeurs

+
|
t

nositives et des valeurs négatives, comme le montrz le dessin suivant donnant le signe

de f dans différentas régions du plan.

B
Y

Remargue

On ne peut pas conner ici de meilleur critére permettant d'affirmer 1'axistance
d'un exirema et méme de déterminer sa nature ; il faudr
formule de Tayler pour des fonctions de plusieurs variables.

Cependant, pour des fonctions d'une variable 1'étude faite au chapitre II para-
graphe Ll.permet de conclure.
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tsif:la,b[ -R est telle que f'(xo) = 0 et est suffisamment dif-

#0 et ol lim <(h) =0
h -0

Alors si n est impair, il y a inflexion et f n'a pas d'extremum en X tandis

ot
=3
]
w
ct
—
(D
o
-
w
o
D
pars
-
ct
(D
=
ct
=y
(D
-3
t
(®
—
0
=
[
o

que si n est pair on peut conclure que

=(n)

- f a un maximum si f (xO) <0

- f a un minimum si f<n)(xo) >0
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ITI & 2. 1- LA DUREE DU JOUR

Le fait qu'une fonction différentiable a une dérivée nulle en tout point od
sa valeur est un maximun ou un minimun local peut s'interpréter en disant qu'au voi-
sinage d'un maximun ocu d'un minimun local une fonction varie peu. Du point de vue de
1'expérimentateur, cela voudra dire qu'une valeur extréme (par exemple la déviation

minimun produite par un prisme, cf. exemple 2. 3-, qui sert d mesurer 1'indice) ast

En fait, la portée de cez pnénoméne ast telle qu'il se vérifie y comoris cans
des situations ol i1 est nhors de guestion de représentar des rasultats de mesures auy
moyen d'une fonction de variable réelle. C'est le cas de la durée du jour sclairs ou
de la hauteur de la marée en un lieu donné de la terre : on a alors une suite de va-
leurs fonctions de la date journaliére, et rien d'autre. £t pourtant

u
Reportons nous & 1'almanach des P.T7.T de cette année (1982). Cn y voit que 1a

[aN

urée du Jjour augmente de 25 mnpar semaine en moyenne 2n Mars et en Avril), et diminue

(b

t Seotembr

(]

t

(et}

d'autant nélas an Ao

(D

<

~
-

[N

s
fu

ul indique la variation de rée du Jour 2xorimée en minut

S 2rise chague Jdimancne

[13]

o)

cecent.

o)
[oN

par rageert au dimanche or

{
~ ! N . | = . i = 2 A
2 ma ‘ 3 mai | 12 mai i 23 mei 3C mai
[ i |
- 22 +~ 27 | + 20 i < 17 = 15
22 21 l 20 L 13
| |
& juin 13 juin 20 juin 27 Jjuin 4 Juiilet
+ 10 + 9 + 1 -2 -5
11 juillet 18 juillet 25 juillet
-9 - 14 - 14

. Pour Mai, Juin et Juillet, on 3 le tableau suivant,



dkat

Ce phénoméne de faible variation de la durée du jour au voisinage du solstice
d'étd est confirmé si on regarde maintenant les variations journaliéres (cf. 1'An-
nuaire du Bureau des Longitudes), qui sont, pratiquement pendant tout le mois de Juin,
de 1, 0 ou - 1 minutes . (Au lieu de 3 & 4 minutes en Mars et en Avril). Le lecteur
curijeux constatera aussi gue pour ce que nous voulons illustrer, 1'examen des varia-
tions journalidres est moins convaincant que celui des variations nebdomadaires. Cela
n'a rien d'atonnant : implicitement, nous avons modélisé un phénoméne discontinu au
moyen d'une fonction dérivable. Les résultats sont satisfaisants, mais il ne faut pas

aller regarder de trop prés .
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IIT & 2. 2- PRINCIPE DE FERMAT ET LOI OE DESCARTES

L'un des premiars principes posés en application du principe du minimun fut le
principe de Fermat, selon lequel un rayon lumineux effectue entre deux points un che-

min qui demande le moins de temps possible

- si deux points A et B sont situés dans un milieu hcmogéne et "isotrope, ce che-
min est le segment [AB ] ;
]

T
1

es deux points sont dans des mi!

18]

- si ux ou
1

ct

umiére sont respectivement vy = ¢ / ny e

indices de réfraction des deux milieux, qui dépendent en général non seulement
du milieu mais aussi de la longueur d'onde de la lumidre), le trajet antre A
et B est, par hypothése,celui qui corraspond & une durée minimaie pour une

Tonqueur connée L entre A et 3.

On va donc considérer un trajet de la lumiérz entre las points A et B Tixés,
respectivement dans les milieux (1) =t (2), et poser gue le tamps mis par la lumidre

oour aller de A &4 B est minimal.

=
e
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Le rayon lumineux passe du milieu (1) au milieu (2) au point M. Considérons

o

le plan P contenant MA et la normale & Ta surface de séparation des deux milieux ;

0x est 1'intersection

D

1'axe Qy est paralléle & la normale, passant par A ; 1'ax

du plan P et du plan tangent & la surface de sé&paration 1'axe Oz est alors déterminé

de fagon & ce que ie repére soit direct.
de

Les coordonnées A sont (0, a,0) et celles de B sont (b, b', b").

/

Le temps mis par le rayon lumineux pour aller de A en B, i.e. pour parcourir

AM + MB est alors : (
A\l L2 2 !, 2 .2 .2
! + ( - .g.:' 4 "
t =AM / v +MB/v=\’X a®, V(o -x) + b b
1 2 Vl \/2

)
o
M
c
IS
o
w
ok
 §
[e vy
1
o)
s
3
o
0
I

st on voit immédiatement que si ce temps 2st minimal on

18]

rayon lumineux reste dans le plan P.

Soit alors i = (™, MA) et r = (n~, MB)

Les coordonnées de A sont donc dans Te plan P (0, a) et celles de 8 : (5, b')
M ayant pour abscisse x, on a
2 2 2 i 2 2 2
AMT™ = x= + a% et B8M% = (b - x)” + b’
et le temps mis par le rayon lumineux pour parcourir le trajet (A, M, 8) ast donc
[
1 | 2 21 \l, 2, 2!
t(x) = = \x +a o+ = \{\D - x)° + @
Vi A
de sorte qgue
o 1 X 1 (b - x)
~\'<):v_ -,:"T-—\f)'r-\:— —_— . 5!
. bt . e
1 y x4 = 3l ¢ Rla= R~ &0'%
i, angle d'incidence au rayon lumineux, se rstrouve 2n (CA, AM) 2T r, 3ing.e
de ratracticn, ast 2gai & (30, 3m), 2t donc
x / AM = sin 1 2t {5 -x) / MB =sinr
Par conseguent, 2n 2crivant gque le temps doit 2tre minimal, t'{x) = C, donc cn
obtient
sin i/ vy, = sinr/ vy = 0 ,
L [N
Qu ancors
sin 1/ sinr = v, / Vo = 0
Ce résultat est bien sdr corroooréd par 1'expérience
Remarque

Le calcul de la dérivée seconde prouve qu'il s'agit bien d'un minimun : on
trouve en effet t"(X) >0

<
f—
—
Pas
~o
+4
mno
)
~
(A}
< In——'
~)
—
o
]
x
O
[S]
e
o
[RS]
w
~
no
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[II & 2. 3- DEVIATION DU PRISME

Notations :
Si U et v sont deux

—

sion 2, on désigne par (u,

<

ectaurs non nuls d'un espace vectoriel euclidien de dimen-

<y

) la détermination principale de 1a mesure de 1'angle des
vecteurs U et v, c'est un &lément de (- I, 7).
De méme si D, et 02 sont deux demi-droites de méme origine dans un espace affine
e dimension 2, on d&signera nar <Dl’ DZ) la détermination principale de

-~ N
et U

(ew]

2 des demi-droites o

)

1- Mecdélisation

On représente le prisme par un couple de demi-droites Dl’ 02 d'origine 0, dans
un espace affine euclidien orienté de dimension 2.
Soit a = (Dl, DZ)

On supposer3 que !'angle de D, et D
i

5 est aigu, autrement dit que 0 < » < /2.
Dans un milieu d'indice donné, un rayon

s Y - A A i
LUmMIneux sera reperg par un vecteur gue

réfracté ast reorésentd par
On nota n; (Jj = i,2) un vecteur t2l gue 0., ;) = I/2
- ]
20s0Ns
_ Lo T - T =
1=y i) r=(ay, r)
[ = ' Y e ]
1 = (nz’ 1 ) r = \323 r )

Toutes ces déterminations appartiennent en fait & (- 1/2, 1/2).
Pour que 1'on ait une seconde réfraction, il faut et il suff

P> s ol rg =2 - n/2, ce qui correspond & i > iO ol sin i, = - n CoOS «.

0
Dans ce cas la déviation totale, & savoir 1'angle de 7 et de 1', est 2gale 3
angle (1, r) + angle (r', 1') et la détermination principale de sa mesure O(i) est



1

égale a (?, ?) + (; S 7

tenant & [ - /2, 1/2 FJ1
On obtient

0(1)

1"
]
=
+
5

Remarque
Le choix que nous
lumineux n'est nullement

de 1a lumiére.

n

(D

revient & changer o en -

dans ces conditions 0(i)

ffet le traje

FIbald

'), car chacune des déterminations (

eur somme appartient a [- I, T ].
car r - r' = g

avons fait pour les angles qui repérent le trajet du rayon

impératif mais se justifie par le principe du retour inverse

t inverse corraspond aux vecteurs - i', - r', r, -
@, n. en - . puisieni', renr', r' enr 2ot i' an i
J J

e

est changée en son opposée Ce qui est 10g1

(Yo
-l
B
e
(D

2- Détermination du minimum de déviation

On voit expérimen

talement gque i~ D(i) 2 un minimun. Nous nous proposons de le

déterminer mathématiquement en cherchant pour quelles valeurs de i la dérivée D'(1)

wn
P
=3
—
1
3
w
=,
oD
3

on déduit

cos 1 =n. cosr
cos i g}[(i) =
g§\1> = §§;(1>

Comme D' (i) =1 -

cos i__cos i'
cos r cosr’

0).

avoir cos r

Posons
(cos 1)

"et 1' comme fonctions de 1.

n cos2 i

g{1) =
(cos r)2

n - sinl i



. . L 2 L L. L.
Comme g'(i) est du signe de cos i. sin i. (1 - n~) on obtient le tableau de variation
suivant
i i 0 1/2
0 /
g' (i) * 0 -

1y

IT en résulte qu'étant donné i, 1'éguation g(i) = g(i') a au plus une solution

1

i' distincte de i 2t qui est d'ailleurs de signe opposé d celui de 1 ; il 2st clair

que - i convient et est donc 1'unique solution.

Comme €081 et Egé—i; sont positifs, ils sont &gaux si et seulement si g{i) = g(i')
€95 T cos r 7

ce qui conduit soit a i =1i' soitda i = - i’

ssible car elle conduit @ r = r' et donc & o = 0.

a
La premiére sol

0
a seconde solution, qui est celle du minimun de déviation conduit

o
[8%Y]
-3
I
1
)
1}
153
>~
(RS)

—

O

e qui corraspond & un trajet lumineux symétrique par rapport 4 la Dissectrice de

v <

1'angle des demi-droites vectorielles D, et O,.
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III & 2. 4- VIBRATIONS SINUSOTDALES FCORCEES D'UN
T

OSCILLATEUR MECANICUE AMORTI.

|
/ E
/ &= o
/ E
/ r . ~
/ £ La masse M ast soumise aux forces suivante
/ T
/ ! £* la force imposée de 1'extérieur, soit
/ | E
. / i ’ f(t) = F. cos(«t) ; la force de rappel du
‘ e 1

ressort, égal

freinage 2gale i - Avit).
- - D'aprés le théoréme de Newton, la Tonction
]

- vériftie donc

L'observation fait soupconner gue le mouvement est périodigua 2% de méme périod
0 Q

gue la force imposée. I] est donc tantant de chercher une soluticn périodigue sous 12
forme 1a plus simple, 4 savoir Xcos(«t - v) (00 X > Q)
Pour les calculs de dérivées, les exponentielles complexes sont d'un 2mplici D
olus commcde que les fonctions trigonométriguss
AUSSi, au di
Mz"(t) = - Az'(t

. . o , o [
ution de 1a forme z(t) = Ae(“

réelle sera de la forme Xcos(wt -¢) souhaitée.

i vient, en reportant dans 1'2guation [2)

N i o T N - a) N
_ l\,’cu..\eJ \\~L u) = ’L.,Xed \wt v) - KXEJ \wt >/ + Fert
. ; j wh
soit aprés simplification par e*
o ogamJut, .y
r = Xe \K - | + J\Cu)
F et X étant des réels positifs, on a donc
; A . F
tan ¢ = ——— et % = -

K - iCuZ \/("r( - Muz‘)z = 7\24,.2
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L'amplitude X est maximale quand le dénominateur est minimal, donc quand la

fonction h(w) = (K - sz)z n Ged? est minimale (puisque la fonction x = yx est crois-
sante).

On a

h'(w) = - 2Me(K - M) + 2 A

1

2w( + 2M2w2 -2 KM+ A7)

~

) . -1 .
La fréquence w, exprimée en s ~, est un ncmbre positif. Le cas limite w = 0
correspond 3 une force imposée constante, et la solution trouvée dans ce cas (mais

alors on peut directement chercher une solution constanta de (1)) est une fenction

i

constante, donc une position d'adquilibre : on a x(t) =

Deux cas sont & distinguer suivant 1'importance du frottement

a) A <y2M
w Q
n(w) | 0 : 0 -
- = xmox
B
/\( . / \
< 0
SR PRI ; KoA“
L'amplitude est maximale pour la fréquence w , =[- - —
| ‘ Mofw ool

On dit alors qu'il y a résonance. Notons gque ce maximun tend vers 1'infini

quand N tend vers z&ro. Les conditions pnysiques limitent 1'amplitude maximale

=

J0servabla

propre «, :J

=
:
V
(pS]
g

" 0 "
h'(w) +
K " \ 0

Si les frottements sont trop forts, le phénoméne de réscnance ne se produit
us ; 1'amplitude décroit avec

pe)



Remarcue

En fait, on peut montrer que 1'équation (1) a une infinité de solutions. Ces

w

solutions dépendent de deux paramétres. Mais la d
d'entre elles et la solution périodigue de période 2 T/w gque nous vencns de trouver

est une fonction gqui tend vers z&ro trés vite (c'est-d-dire exponentiellement) avec

/

~

le temps. Dans ces conditions, pour 1'observateur, tout se passe comme s1 on avait

b
toujours affaire 4 cette solution périodique.

x|
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IIT & 2. 5- ENERGIE DE LIAISON DES IONS C1~ ET DES IONS Na©
DANS LE CRISTAL CHLORURE 8t SQ0T

LM

L'énergie de liaison est &gale d la différence entre 1'énergie du systéme dans
1'état initial (atomes de sodium gazeux et atomes de chlore gazeux) et 1'énergie du
systéme dans 1'état final (cristal de chlorure de sodium).

Le champ électrostatique créé par une charge ponctuelle isolée est du type

m
i
~
3 ] <UEY
~no

o0 q est la mesure de la charge en Coulombs, r la distance & 1

métres et K = 9.109 SI.

oY)
O
=3
[aV]
B
(e}
1]
(D
=S

Une charge é&lectrostatique q' placéde au voisinage de la charge q a une énergie

potentielle d'interaction opposés au travail gqu'il faut fournir pour &ioigner la charge

a 1'infini de la charge g.

0

Cette 2nergie ast

qg. q'

1 T oor

r &tant la distance sécarant les deux chparges.

Considérons maintenant une mole d'ions sodium Na¥ 2% une mele d'ions C1 . Zntre
deux ions il y a une 2nergie potentielle d'intaracticn
ol
Uy, = - K. = e désignant la charge de 1'alectron
Pour une mole de chlorure de sodium cette 2nergie serait
. ?
a2
Uo= - A =
o
. . ‘ - ‘ (’ ~ A23 -1
dtant le nomore d'Avogadro UV= 5,02.107" mol
En fait les ions sodium et chlorure ne sont pas fTace & tace : i1 faut Taire

intervenir un terme correctif qui tient compte de 1a géométrie du systime.
Ce terme est la constante de Madelung,pour le chlorure de sodium elle vaut 1,748,

On a donc en définitive une énergie potentieile

avec A = k.’ 1,748,



signe. Le cristal de chlorure de sodium est inccmpressible (en Taif

(o0

(D

I'BRU28

Nous devons aussi prendre en compte les forces de répulsion entre ions de méme
it trés peu comores-

ible) ; 1'énergie qui correspond aux forces de répulsion est de 1a forme

Us- = + —

2

b
g

t n étant des constantes, d determiner.
terminé expérimentalement et pour le chiorure de sodium vaut 9,1.

é
L'énergie da Tiaison U dans le solide est la somme de ces deux énergies U, + U5 ;

bra, au fond du puits de potentiel, 1'2nergie est minimale,donc 12 fonction

(D
0
=
e
s
(@]

. 2
d b
E% = A S - rara g%'<ro) =0,
ré r
qui permet de calculer b
n -'1
2
_ o a7 A
b = - 5
Ta valeur minimun
|
32 1\ !!
U(r ) = - A= (1 -2/ 1l
VY G 8T n :
J | &
)
1 h !\r’z_
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CHAPITRE IV : EQUATIONS DIFFERENTIELL

m
wn

INTRODUCTION

Dans les exemples des chapitres précéadents, nous nous sommes appuyés sur un

principe auguel nous avons fait allusion, qui est tellement "évident'qu'il est trés

rarement explicitd : les phénoménes physiques peuvent &tre décrits en utilisant des
fonctions continues et dérivables. Cela semble aller de soi quand on manipule courbes

et graphiques, mais les choses sont déjd moins simples quand on pense que cela sous-

entend la notion de nombre réel, abnorré par les pnysiciens qui ont affaire aux 4

(Dr

cimaux exclusivement !
Le passage de la description & la prévision, dont le premier et le plus fa-

meux exemple est celui de la découverte de la loi de 1'attraction universelle pa

q

Newzon, est la mise en pratigue d'un autre principe, moins "dvident", donc un peu

2 )
plus souvent {mais pas assez) explicitd : les lois physiques s'expriment mathémati-
guement au moyen d'équations différentielles.

Cet 2noncé doit se comprendre dans le sens 12 plus général : dé&ja la méca-
nique des solides fait intervenir des systames d'équations différentiell
tiquement toutes les théories pnysiques font intervenir des &quations od figurent
Tes dérivées partielles de fonctions de plusieurs variables. La relativitd ot la
mécanique quantique ont bouleversé des notions communément admises, mais, de ce

point de vue, elles n'ont fait que remplacer des 2quations pzar d'autres 2quations.
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Yori
& 1. Exemples

1- DECHARGE D'UN CONDENSATEUR

L'exemple étudié est celui de la décharge d'un condensateur, dans une résis-
tance puis dans une totine. On établit donc un circuit permettant la charge cuis la
decharge du condensateur ; le circuit est orienté comme il est indiqué sur le schéma
Cas deux probl2mes classicues conduisent & des 2quations difrtérantislles facilement
intdgrables.

[- Décharge d'un condensateur dans ure résistance

Le circuit est orienté de 8 vers A ; en pncsition 1, le condensateur se charge
en positicn 2, le condensateur se décharge.
Soit 9y la cnarge de 1'armature pesitive du condensateur

Qq -9
V- P d vo-y = 3
/8 VA = F donc VA ig = =2
A~
1 1 N k-ik_ql . - -
d'autre parg, dg = 73 =R = 3 —=, d'cd 1'2quaticn différenticlila
: '+ L = 0 2t 51 g, 25t la charge de 1'armature cositive du condensateur 3

du =L “ed

i 'instant £t = 0 (instant od 1'on brancne 2}, intagraticn donne
-1

~ !‘\ ’55

“.B\l‘/ = G'O <
[I- Décharge d'un condensataur dans une cobine

1} On suppose 1a rasistancs de 1z 2cbine négligeadis, l2s oscillations ne son
Jas amerties. (Voir schéma n° 2)

0, &tant toujours la charge de 1'armaturs positive, alors

-CQ
Vo =V, = —= d'autre part V. - Y. =Ri - ¢
a 8 = u part P i-e
R ¢ . dgg
or R est négligeable, et : e = - L 3: , .ccmme i = —
- dt »
dt
s . . s . d~a
on obtient 1'équation différentielle : == + &= = 0

[N
(RS}

ol



EVh3

; . . t
et la solution est de la forme : g(t) = 9 cos(—tE + wo)

i 1'crigine des dates est un instant

(V2]

ou q_ et %9 dépendent des conditions initiales.

initiale est nulle donc ¢~ = 0.
(@)

=

ol la charge est maximale, 1'intensité

pas la résistance négliceatle, les oscillations sont amor-

~

2) Si 1'on ne sSuppose

2

(@3

- v

q 5 da ) s s . .
fRE 49 =0 , équaticn différentielle que Tes

-

ties, 1'équation s'écri

42 it C
dléves de Terminalas ne savent pas réscudre ; mais on peut observer & 1'cscillograpne
la forme des solutions, suivant 12 valeur de R, Cf. figure 3.
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V.5

(chap IV & 1. 1- annexe)

Quand 1'interrupteur est en position (2), nous pouvons visualiser la décharge
du condensateur & 1'aide d'un oscillographe &lectronique branché aux bornes A et B du
condensateur.

En effet, 1'oscillograpne mesure, d chaque instant, la tension existant entre

Tes points A et 3. Cette tension est proportionnelle 3 la charge du condensateaur.
Ajoutons au montage precédent un rheostat (dans le circuit de décharge du concen-

sateur). Soit R la résistance totale de a circuit.

a pour R =10 @, 1'oscillogramme est représenté sur la figure (1). Les oscilla-
tions sont pseudo-periodiques.

4 } . - v s ;
b pour R = 10" @, 1'oscillogramme est représentéd sur 1a Tigure (2). Les oscilla-
tions sont apéricdiques.
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Nous constatons qu'un circuit (L, C) idéal n'est pratiquement pas rZalisable ou,
!

TOUt au moins, avec

[
=
7]
cr
()
3
b
D

S
dont ncous disposaons. La décharge 2st toujours zamor

&)
(%)

Cela vient du fait qus 14

'S

()J

méis nég

«
{ N
{8
e8]
O
%

(voir figure 3).
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2- LA RADIOACTIVITE

La radioactivitéd est 1'émission par un noyau cui se dési

d'une particule a ou 8 émission souvent accompagnée

= G |

a la désexcitation du noyau atomique produit.

Le phéncoméne de radicactivitéd est

taar
Lyl

o

d'un rayonnement

téristique du noyau, il est indépendant de la nature de

température, de la pression.

Sur le plan individu

(Dv

U’)

(O

ne preécursaur
tard que son veisin.
suit une

N(t) &

ordre de arandeur du nomore

noyaux radioactifs

d'atomes radioactifs

el, un

Toi pre
la date

da dési

Sur le plan col

int

lectif,

1!

noyau ne vis

1it

a

S,

évolution d'

spontanément

correspcndant

S combinaisons chimiques

1
11
14

une population ncmbr

5

[
(.
(]
U‘)

rien ne permet de prévoir qu'un noyau dispar

w

cise, bien que 1'on ne puisse connaitre le n

+
L.

Capendant on reut expérimentaleme

egrations entr

moyenne antre cas

<

- T o~ A a 3 ot ~ = s
La connaissance de cette activit

est progcorticnnelle & N(T)
Ta dur2e 1% 235t 2rcporticnne
d'ztomes suscaptitles de

Cn a donc Dour Tout T

icus verrors oius 12
K{at) au lieu de K

Jne unité de temps
A(t) = N(t) - N{t + 1). Pour

N/
- A
\ “J
a avrann
- i) <~

[e%7]

11

cnagu

-

Tl

1)

[§ 9]

(In

~y Oy w

inst

«Q

an

can

1a
e (&s

3 moyenne ne permet Da

instants

cara

)de 1

intdgra sans aucun

Ttra olus Ot ou piu

breause d

ombre

T obternir u

T et €+ AT, autre
N(£) - N(L + at)

AT
er N(t), mais 21l

Addtarmy
gaLarii
~ ~A Ty
de cas1n
PR -
Ll =L

(b
1

, Ce que
gment une
3y {2 nomo

D
[N
[8Y]

3
[

(b}
i

¢

ct

)

o)
O
3
(@]
=
(L

d=

(@}
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L'unité de temps étant de 10

LV Z

s, on obtient le tableau

E 0,5 3.5 6,5 8.5 12:5 15,5 18,5 21,5
Alt) 9€3 808 802 704 644 580 575 505
t 24,5 27,5 30,5 33,5 36,5 39,5 42,5 45,5
A(t) | 4°1 401 375 330 281 259 247 252
t 48,5 51,5 54,5 5 59 60,5 83,5 66,5
A(t) 1225 208 178 171 145 136 120
On obtient, sur papier millimétré semi-logaritnmique
Al
L
~03f zt'J
101 ™ T :
A0 20 0 4o ) 4o 3 =
On a donc A(t) = Aj e “, ol K est positif.
[1 en résulte immédiatement cue N(t) = NO e_kt, NO atant le rcmbre de noyaux radic-
actifs & 1'instant t = 0
Si 1'on prend pour origine, dans 1'espace affine des dates, 1'instant ol débute le
processus de désintégration considérg, g s'appelile T'activité itiale




v

Comme A est une fonction exponentielle, i1 existe un nombre T tel que, pour
tout t on ait A(t + T) = 1/2. A(t). On peut vérifier expérimertalement que T ne depend
nas du nombre initial de noyaux radioactifs ; T est la période de 1'élement radiocactif
consideré.

txemples ]

En utilisant le grapnique precédent on voit que Ta période du Yanadium ;g i/ est
d'envircon 230 s. '

Pour le Polonium 210, 1'activité initiale d'un mg est 16.107 et la période est
de 138 jours. La péricde du Bismuth 210 est de 5 jours, celle du Radium de 1500 ans et

celle du Thorium de 14.10°

Remargue
R -KT s o % . Log 2 _ 0,993
De A(T) = A /2 =Ace "', on déduit que K = ==— = ==
{ | |

Nous allons voir maintenant ce que permet de dire 1'&tude purement mathematiqgue

ct
O
3
U
—
ct

des fonctions N telles que, quels gue soient t et

N(E) - N(T o+ at) = K(at).N(T).at (%)

Ceci n'est bien sir pas indispensable puisque le fait (expérimental) que I

'acti-

ot

vitd soit une fonction exconentielle impligue la méme propriéte pour N, mais il as
nt de remarquer Gue, mathématiquement N n'avait pas le cheix !

a
Nous supposerons gque K est une fonction continue & 1'origine, ce qui ast raison-

naole (cala revient & supposer gque N est différentiadizj).
De (%) on déduit alors 1'dguation diffarentieils suivanta
- NY(%) = (OV(t} ol <O = K\O
K
lacuelle a pour solutions N(t) = No e
On trouve donc Sien gue N ast une fonction expcnentiell Oe plus KO = K =
Log Z/T. Le nembre K_ est la Constante radiocactive du corps considéré, 2lle se note

Montrons cue X dépend 2ien de af. Si ce n'2tait oas

N(t) - N{t + 2 At) = 2ZK.N(t).at,mais on peut scrirs
N(t) = N{t = 2 at) = N(t) - N{(t + 2t} + Nt + 2E) - N(t + 2 ag)

or d'aprés (%)

(®
ot
=

P
ct

I

>
«

N(t) = N(t + 2 at) = K. at.(N(t) + N(t + at))
= K. at.(2N(t) - K.N{t). at) ;

on obtient finalement

ce qui est impossible.
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Remargue 2

Quelle que soit la démarche utilisée, nous trouvons que 1'on a une réprésenta-
tion satisfaisante du phénoméne qu'est la désintdgration nucléaire en- considérant gue
A et N sont des fonctions exponentielles, bien gue celles-ci ne prennent pas souvent
de valeurs entidres. Mais ceci n'est pas inquiétant car il s'agit ici d'étudier 1'évo-

lution globale d'un trés grand nomdbre de noyaux radioactifs et on n'es

ct

gas & un noyau

prés.
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& 2- COMMENTAIRES

Qn voit déjd avec ces exemples gu'une éguation du méme type, ici de la forme
y' + ky = 0, peut régir des phénoménes qui ne présentant & part cela rien de commun.
L'exemple Te plus connu de cette situation est celui de 1'équation différentielle du
second ordre & coefficients constants ay" + by' + cy = 0, qui rend compte aussi bien
de la décharge d'un condensateur dans un circuit comportant self et résistance gque de
certains mouvements oscillatoires amortis =n mécanique. Plus précisément, la fonction
du temps y peut &tre soit la charge du condensateur, scit 1a position d'un point maté-
riel ; a représentera dans le premier cas un coefficient d'induction, dans le second
une masse, b une résistance ou un coefficient de frottement, ¢ 1'inverse de la capacit

1

ou un coefficient d'dlasticité (petites oscillations amorties d'un ressort) ou d'attra
tion (petitas oscillations d'un pendule simple amorti).

poutit n

D

Bien entendu, les équations diffarentielles auxquelles on sont pas

"~

toujours aussi simples. Citons par exemple 1'Bgquation v' = g - kv~ qui modélise dans

9

certains cas la chute verticale d'un corps pesant quand on prend en compte la résis-

tance de 1'aj .(v désignant la vitesse) ou 1y" + g siny =0, qui rend compte das 0s-
cillations d' pendule simple pesant de longueur 1 dans ls cas général o0 on ne sup-
pose pas 1'amplitude des oscillations getite.

Ces 3cuations orésentent un <rait zommun fondamental. Une grandeur snhysigqua (12
masse d'un corps radicactif, la vitaesse d'un coros en chute 1isre dans 1'air, 1'&ion-

gaticn d'un ressort, 1'amplitude d'un pendule) est exprimée par une Toncticn du temps

—
—d

qui Jjoue 12 role de fonction inconnue. Ces considédrations onysigues divarses fermat

nt d'ootenir une relation entre cette fonction 2t ses

)

(&

(D
-3
-l
<

(D
(D
wn
—a
)
-
o
-
D
3
=

(b
3
o
(D

ct
7
1))

|

onde). Le fait que la variable, ici la date, ne
c

me le fait que les lois onysiques la date

Las mathématicians appellent cas 2guations "2quations autoncmes', 2t démontrent
gu'on ceut les caractdriser par la propridtd suivante : si t = 7(t) est une sgluticn,
il en ast de méme 2e T -~ f(T + to)’ quel gue soit 5 fixé. Autrement dit, si on &tudie
un phénoméne physique peu imporie 1'origine choisie pour repérzr les dates

Comme on "sait résoudre" les équations différentielles que nous vencns de voir

(le cas de v' = g - v est un peu plus compliqué, mais on peut exprimer les solutions

ta

<

C—

a 1'aide des fonctions hyperboliques), elles permetitent de donner une bonne description

du phénoméne étudié. Mais ce n'est pas toujours le cas. Une équation telle que y" =

- k sin y qui rend compte des oscillations d'un pendule simple, est nettement plus com-

t

pliquée : ses solutions ne peuvent s'exprimer algébriquement au moyen des fonctions

"€lémentaires" (fonctions polynomiales, exponentielles et trigonoméiriques). Mais nous
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allons voir que cela n'est pas fondamental du point de vue qui nous intéresse.

Si, pour calculer les valeurs d'une solution pour une suite d'instants donnée,
méme avec une précision modeste, nous ne disposions que d'une calculatrice n'effectuant
que les quatre opérations, nous serions tout aussi désarmés devant les trois premiéres
dquations différentielles que devant y" = - k sin y. Si les mathématiciens ont intro-
duit les symboles e sin x, etc, c'est précisément parce qu'ils se sont rendu compte
de 1'impossibilité de les exprimer algébriquement. I1 existe des procédés de calcul
approché de ces fonctions, qui sont utilisés par exemple dans les calculettes ; nous
avons vu au début de ce document gquelgues exemples dans des cas particuliers.

Plutét que cette double démarche : calculer les solutions d'une équation diffé-

1
rentiel

e au moyens de fonctions données, puis calculer des valeurs approcnées de css

fonctions, nous allons voir comment des considérations analogues & celles du chapitre I
ule

permettent de calc r directement des valeurs aporocneas des solutions de n'importe
quelle équation différentielle. Du point de vue du calcul numérique qui va nous inté-
resser maintenant, le statut de 1'éguation y" = -k sin y n'est pas fondamentalement
différent de celui des équations "&lémentaires” v = y' cuy + y" = 0.

= 1

En fait, on voit mieux ce qui se passe dans le cas général (des équations du

e moment) od 1'équation est du type y' = f(x, y).

4
|
i

oremier ordre pour
Une solution de cette équation est une fonction (qu'il sera trés commode de
noter sncore y) telle que y'(x) = f(x, y(x)). Si on veut gue la courbe représentative
de cette fonction passe par un point donné (a, b) , la condition

y(3) = b ainsi imposée est une condiiion initia

=3
(D

ne pas faire mystédre de 1'aspect physique gue peut présentar un e

aussi que dans le cas trés particulier ou la fonction 7 ne dépend que de x, on =st
ramené i une 2quation du type y' = g(x), c'est 4 dire & trouver les orimitives d'une

fonction donnée g ; i1 existe alors une solution et une saule telle gque y(a) = b
donnée par

Xy
7 glt)dt

Nous serons volontairsment trés 3dvasits sur
Oisons simpiement gqu'il exista des conditions surrTisantas simplas
portant sur f qui assurent de 1'existenc

d des conditions initiales données, et que toutes les équations considérées ici satis-
tont & ces conditions.

Ce garde-fou &tant posé, nous alions voir comment 1'application répétée de 1'ap-

proximation d'une fonction par sa différentielle permet d'obtenir des valeurs appro-
chées de la solution qui satisfait @ la conditicn initiale y(a) = D.
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& 3- RESOLUTION APPROCHEE DES EQUATIONS DU PREMIER ORDRE

On considére une équation du ler ordre de la forme y' = f(x, y). Cherchons une
bonne approximation de la solution qui satisfait & y(a) = b.
Prenons un intervalle [a, a + ¢ ], et divisons 1e en N intervalles &gaux

[ak S 3y ], avec g, =a+ (kc)/N (1 <k < N). On posera ¢/N = n.
La dérivée de y en a &tant &gale & f(a, y(a)) = f(a, b), en approximant y par
sa différentielle en a on obtient pour y(al} = y(a + ¢/N) 1a valeur approcnée

b, = b+ f(a, b). h

—

La dériveée de y en 3, soit f(al, y(al)), sera alors voisine de f(a,, b,) et

en appliguant le méme procadé en 3, on obtient pour y(az) Ta valeur approchée

by = b, + fla, bl)h

de y(a, _ ;) 2tant zinsi obtenue, on

[u—

et ainsi de suite. Une valeur approchée D, _

orendra pour valeur approchée de y(ak
o = bk R C DR R 1)h
On utiiise denc 1'approximation

y(a,) = y(3, - 1) - yl<ak - l)h

h

an faisant deux approximations supplémentaires

i) on utilise 1'approximation de y(a par b, Taite au stade precident
d i AT - 1 K 1
ii) on prend f(ak 1o b!< _ 1) pour valeur approchée de
vy VoA P
rae L) = Tl @ )

Sous cartaines nypcthéses, on peut obtenir en procédant par récurrencs une majo-

1%

ration de 1'erreur faite & chague stade, et démontrer qgue

max !bk - y(a,)
1< k<N

tend vers z&ro quand N ternd vers 1'infini.

Remargue 4

Ce procédé donne en fait une méthode de démonstration de 1'existence de la solu-
tion y, pressentie par fuler et mise au point par Cauchy. Dans le cas particulier des
equations du type y' = g(x), on retombe sur-une approximation classique de 1'intégrale

de g (méthode des rectangles).
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Exemple :
La méme équation y' = - ky rend compte de la désintégration radioactive et dea

la décharge d'un condensateur.

La fonction z définie par z(x) = y(x/k) est alors telle que
z'(x) = (L/k)y' (x/k) = - y(x/k) = - z(x)

Elle satisfait donc & 1'égquation z' = - z. Dans les situations physiques, pas-

ser de y & z revient & faire un changement d'unité de durge.

L'approximation ci-dessus, appliquée sur 1'intervalie [0, x ] & la solution

déterminée par la condition initiale z(Q0) = 1, donne

z(kx/N) = (1 - x/N)¥

et en particulier

2(x) = (1 - /M)

Sachant que cette solution n'est autre que la fonction x -+ e_x, on retrouve

ainsi une propriétd bien connue de la foncticn exponentielle.

aux

Mous allons voir maintenant comment cette méthode d'aporoximation s'appligue

équations différentielles du second ordre, et développer un exempls numérique.
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= — f 2
& 4- UN EXEMPLE DE RESOLUTION APPROCHEE DE L'EZQUATION y" + w™y =0

Remarquons d'abord que si z est la fonction t - z(t) = y(= t) on a z"(t) =
= T . , ‘ ) . . L.
w Zy“(m “t). Si y est solution de 1'équation y" + uzy = 0, alors z est solution de
z" + z = 0. Passer de y 4 z revient 4 faire un changement d'unité de temps. Daorénavant,
nous supposerons donc que w = 1.

Apparemment, il n'est plus possible d'appliquer la méthode précédente. Mais si

on considére simultanément 12 position y et la vitesse v = y', on voit gue !'2guation
y" + vy =0 est équivalente au systéme de deux &quations du premier ordre
yt = v et vi = -y

D s x 4 s . : ry! 0 1Yyl .. .
c'est-d-dire d 1'équation vectaorielle du premier ordre (V.) =(_l o/l ) Tout ce qui
précédde s'appligue alors sans aucune modification & 1'approximation de la Tonction

: . - . \ o~ . . - . . . . . . -

vectorielle inconnue (6}, une fois donnée sa valeur initiale, qui correspond ici 3 la
donnée de la position et la vitasse initiales du moodile.

Cela correspond parfaitement au principe suivant legquel le mouvement d'un 2oint
matériel est parfaitement détarminé par sa position 2t sa vitesse initiales

Mais ici, compte tenu de ce que 1'équation diffirantieile dont nous sommes par-
tis est de la forme y" = fly), nous pouvons utiliser 1'approximation du second crdre
vue au chapitre IT & 1. 2.au.lieu de 1'approximation d'une fonction par sa différen-
‘..'Q‘['Va - ~v_:3‘,_'\=_/ \‘:I/P—}j [
tielle, soit f(a + n) = 7(a) f'(a +3). h.

Prenons O ccmme origine des dates, et notons Mg et U la position et la vitasse
initiales ; soit h = At une durde donnée, candidatz 4 1'utilisation de nos approxima-
tions. L'approximation locale de la fonction t -+ v(t) par sa différentieile 2n O nous
donne d'aoord, comme pricidemment, Vs = yoh comme vaiaur approchée de v(h)

L'approximation gQu 3 1. 2. appliqués & la Tonction © = ylt) sur 1'intervails
[0, 2h ] donne alors

y(2h) =y + 2v(n)h =y + 2(v_ -y h)h

0 ! 0 0 o)
et la méme approximation appliquée & la fonction t - v(t) sur 1'intervalle [h, 3h ]
donne de méme

v(3h) = v(h) - 2y(2h)h
formule dans laquelle on remplacera ensuite v(h) et y(2h) par leurs valeurs apprccnéss

obtenues orécédemment.
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On réitére ce procédé. Autrement dit, en désignant par Vi et Yn Tes valeurs approchées

de v((2n - 1)h) et y(2nh) obtenues par ce procédé, on a les relations de récurrence

<
p—

"
<
~Ny

Sz
=

obtenues en appliquant 1'approximation du II & 1. 2. d'abord a4 t = v(t
[(2n - 1)h, (2n + 1)h ], puis & t = y(t) sur 1'intervalle [2nh, (2n
Si par exemple Wy = 1 et Wy = 0, on sait que y(t) = cos t et v(

[
(Dv
(D
)
L
<
(D
(@)
O
()]

Dans le tableau en annexe figurent les vaileurs approchées de y et v ca
procadé, en prenant 2h = 0, 1 (ce gui permet méme un calcul facile i la main) ;
confrontation avec les valeurs du sinus et du cosinus données par une calculatrice mon-
tre bien 1'efficacité surprenante de ce procédé. &n fait, les considérations théorigues
de II donnent ici une approximation & 0,001 prés, et c'est bien ce qui se passe. -

On peut utiliser ces calculs approchés pour obtenir une valeur approcné de /2.
Si on veut procéder par interpolation linéaire, deux méthodes s'
calculer le t tel que v(t) = - 1, ou bien le t tel gue y(t) = 0. La premiére est ;rés
mauvaise : nous savons en effet que - 1 est un minimun pour v(t) = - sin t, 2t nous

|

avons vu qu'au voisinage d'un extramun une fonction varie peu. De ce fait, la localisa-

cise d'un minimun est diffi

(D

tion or u
sont trés favorables : comme y"(1/2) = y(i/2

filexion, 2%t nous avons vu gu'sn un tel

[
3
D
3

ent bonne. Cela rand plausibie, et o

—
-
3
ct
(1))

0
(@]
o
[0}
ct
-
o
=
(&%
O
]
o)
m

pow Iy
sl

! i & 0,1
= 1,5 ’
. I oy WF18) - $f1,5]) - . 9,071 a ;-
d'od 5 = 1,5+ y(1,3) SIS o x 0,1 = 1,37
- m<| oy =
Uyl
ce qui n'est pas si mal non plus



Tableau des valeurs numériques :

ENsdi6

t v(t) g(t) sin t cos t
0 0 1 0 1
0,05 0,05 0,05

0,10 0,995 0,995
0,15 0,15 0,149

0,20 0,980 0,980
0,25 0,243 0,247

0,3 0,955 0,955
0,35 0,343 0,343

0,4 0,921 0,921
0,45 0,435 0,435

0,5 0,878 0,878
9,55 0,523 0,523

0,5 0,326 0,325
0,55 7,508 0,505

0,7 0,785 1,755
0,75 | 1,532 | 2,332

0,8 | | 0,657 0,597
2,35 | 0,752 | 9,751

0,9 § 0,522 1,522
0,95 | 0,814 0,813




t v(t) g(t) sin t cos t

1 0,541 0,540
1,05 - 0,888 0,867

1,1 0,454 0,454
1,15 - 0,913 0,913

1,2 0,363 0,382
1,25 - 0,949 0,949

1,30 0,268 0,267
1,35 - 0,978 % 0,976

1,4 0,170 0,170
1,45 - 0,993 0,993

1;5 0,07 0,071
1,55 - 1,001 0,999

1,6 - 0,03 - 0,029

Par contre la périodicité des solutions sst trds difficile 3 vérifier numéri-
aquement : il faudrait calculer des valeurs approchées sur un intsrvalle Zrds grand,
ce qui entrainerait un cumul considérable des erreurs succassive
Quelques indications sur d'autres exemples

L'dquation du pendule simple, soit y" = - k sin y peut se traiter exactement
de la méme facon {ainsi que touts &quation de la forme y" = f(y)) ; une caiculette
comportant les fonctions trigonométriques ast 3dvidemment utila. MNous invitons vivement
le lectaur & traiter cet exempis, 2%t comme on n'ast 21us ici an terrain 2alisé&, nous
nous permettons de donner gueiques indications.

La solution définie par les conditions initiales y(0) = =, y'(0) = 0 est pério-
dique, s'annule une infinité de fois, et sa période T =2st égale 4 4t_, oG on a désign?
par ta le premier zéro de y aprés 0 ; elle est complétement déterminée par sa rastric-
tion 4 1'intervalle [0, t o1, grice & des relations de symétrie dont nous laissons

1'2noncé au lecteur. Tout cela résulte pour le pnysicien de 1'expérience, 2t peut par

ailleurs se démontrer mathnémati

Si on veut calculer t

-

intérét & faire une premiére

ximation plus fine sur un int

guement.
et T par la méthode expos

estimation grossiére d

@

ervalle un peu plus grand qu

ci-

essus, on peut avoir
d faire ensuite une appro-

1'intervalle ainsi obtenu.
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L V- POTENTIELS - GRADIENTS

wn

1. Définition du travail et a2xemp!

es.

: Supposons qu'un point matériel se déplagant dans 1'espace subisse une force
F qui ne dépend que de la position du point, c'est-d-dire qu'en tout point M de 1'es-
pace est défini le vecteur F(M), qui forme un champ de forces. Quand le point matériei
se déplace, cette force produit un travail. N
Si le déplacement est rectiligne, on définit le travail de la force constante F
au cours d'un déplacament rectiligne de son point d'application de A 3 3 par
W=F o, AB
Partant de cette définition, nous allons exprimer le travail d'une force dans
des cas plus complexes, afin d'en donner une déflnition générale pour une force quel-

conque et un déplacement quelcongue. On posera IFl = F

A- Travail d'une force constante (champ uniforme) le long d'un chemin AB

A~b/ Le chemin AB est supposé continuement dif-
) . =
e f$£> férentiable, on peut donc prendre une sub-
N " Hat—" division (M.) de AB =t =n chaque point M,
3@ - approcher 1a courbe nar l2 segment M.M. .
gl AREE
/ O Alors la somme :
- N 7 | —
A ~ } qooo e —_—
o I A ILF(M) . M
| ) b e & i+
j est une approximation du traveil que 1'on
///r souhaite caiculer.
On a
= 7/
:(' ) Mo = M c
md 1) ‘1/11 s 1! i 2 |1M1 N -! + COS ai
eT
s >
TF. MM, L= R MM, . COS =r . (z. - z,
i1+ i 17093 & A S B
cC/
= rtZ - 7
\ A B)

vand le pas de la

gua
e Tong du chemin AB

- F -
Wag = Flzy - 235)

wn
t
(V2]

Exemple I : travail du pecids (g e upposé constant)

On obtient

1
W
AB
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1

Ce travail apparait comme la variation d'une grandeur qu'il est d'usage d'ap-

peler énergie potentielle. Cette énergie potentielle de pesanteur est alors

EA = mgz, + cte

lorsque

et le travail du poids est positif si 1'énergie potentielle diminue, négatif
1'énergie potentielle augmente.
Dans la suite, on étudiera le travail du poids dans le cas ou P est toujours de

méme direction, mais varie avec 1'altitude. (VYoir & 2).

Exemnle 2 : potentiel électrique dans un champ électrigue uniforme

Une charge &lectrigue ponctuelle g est soumise & un champ 2lactrigue unitorme
£ 2t donc la force &lectrostaticue qui s'exerce sur la particule est 7 =g ¢
Le travail de la force F quand la charge se déplace de A & B est
o~ — 9 i o
- WAB = £F . Mij . et £ étant uniforme,
"l t — -
. . 2
| i
‘ . SOt Wyp = q E(%, - X
' A3 CTVTA 8)
. |
‘ On 3 comme pricsdemment
- - o
B4 X A £ - Vo= -y
A 5 C\Xp = Xg) = ¥,y Ig
o0 Y asi tar dafiniticn le potentiel &lectrigue associs au champ 3lecirigue uni<orme,
sgiz
/[, = - tx + cte
"%
Cn a alors
W gV, - gV, et gV est 1'2nergie potentiella dlactricue
A8 3V, q lB qg S g 0o icu

Cn peut remarquer que dans ces cas (champ uniforme)

—

e travail ne dénend que du point de départ =t du peint d

cnemin suivi
+ le travail le long d'un contour fermé est nul : la Torce est dite CJONSERYATIVE

+ un potentiel (de pesantesur ou &lectrique) est attaché& & ces forces : on c¢it
que ces forces dérivent d'un potentiel, expressicn qui s'expliguera plus pré-

cisément par la suite.
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B- Potentiel associé au champ &lectrique produit par une charge ponctuelle

On considére une charge g placée en A, et une charge g's; on se Timitera &
AL

considérer des déplacements de g' sur une droite passant par

Cn se propose de calculer Te travail effectué par la forca de Coulom
les points B8 et C.

—
Posons r = AM ; le champ &lectrigue en M est

-
_ ' q AM
By = K > X =
1AM 1~ AM
et la charge q' placde en M est soumise 3 Ta force de Coulomb F = g’ EM'

La force n'ast donc olus caonstante, mais sa direction 2st constanta.
Le travail au cours du déplacement M.M. . est
i i - I
Ay = - M.oM .
i M T+

Wom = I Wy
3C
soit W
3C
| 1
\ . k ag
A = rs = Pu
"B3C 2 ( i+l 1)
r
Posons ar: = r L=
la Timite de cette somme quand ar; tend vers z2ro est une intégrale
) ﬂlC ! | PR
Wop = Fon Q' 9 4r =g kag o =« 208 _£948
B8C B * 2 r D r R
r 8 C
et la différence de potentiel &tant le travail associé & une charge unitd g
on a
W
v -y = B0 _ kg _ kg
8 C g R R

o
(e}



Si

-

F

est la norme du vecteur

Vad

1Y

, C'est une fonction de M, mais 211le ne dépend

que de r, on peut tracer sa représentation graphique

.r./“\\

le travail W est alor

3C

1'aire comprise entre la courbe =2t 1'axe
des r, entre les points 3 et C. La courbde
A+ - 1 + Y + 1

étant en --, le travail est an z

r2
Le travail ne dépend toujours que du point

de départ et du point d'arrivée.

U
C- Cas d'un chemo quelconaue 2t d'un déplacement gueliconcue
Soit F un champ de vecteurs et une courpe (AB) supposée continuement différen-
tiable dans un espace affine &
Soit donc
o 1 [a,d] -&
£ étant 1'espace vectoriel de dimension 3 associd & &, 1'application
t-o'(t) = dt¢(1) , de [a, b ] dans £, est continue
S1 tO = a < t1 < L. < t3 = b est une subdivisicn de [2, o] =t si
M. = of(t.), 1a somme
i 1
3.1 = —>
Z F(M) MM ese alors une aporoximaticn du fravail cue 1'3n cher-
PR ‘ i & 1
che 2 axprimer
‘ —
Si Te pas de la subdivision est assez petit, le vecteur MM, _, est peu cit-
EiR =, Vs / - \
férent de o' () \tﬁ s 1 ti/
et
- Ptz - .
Hyq o= o S(MLY.e'{TLy ft. L, - )
23 Tl L A L I i
et lorsque le pas de la subdivision tend vers zérg, cstie exdrassion a une limite qui
est 1'intégrale
o
[y i +l/a.\
J Fle(t). ¢'(t)dt

Par définition, on pocsera

|

b

-n

G
—~

t

~—

'(t)dt
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_torsque F
laire F. AB.

est un champ constant et AB rectiligne,

on retrouve le produit sca-

- =
On remarque que si r = OM, on peut aussi écrire cette intégrale
Wog = {‘ F. dr
AR/
AB
- =
et on peut considérer F. dr comme une forme différentielle (voir & 3).
L'intégrale de F le long de la courbe AB) = (L) s'appelle encore la circulation
>
de F. Lorsque (L) est fermée, on note souvent cette intégrale
/-»—"-
Fa dr
(L)
Théoréme (voir Cartan, Théoris &lémentaire des fonctions anaiytiques)
Une forme différentielle..> admet une primitive sur un ouvert U de R™ si et

seulement si sa circulation est nulle sur

férentiable de U.

tout chemin

£
-

fermé continuement di

C'est donc le cas du champ de gravitation et du champ &lectrostatique, gui
comme on 1'a vu, dérivent d'un potentiel : autrement dit, 1'intégrale WAB se calcule
au moyen d'une primitive.

- On admet donc que, pour toute courbe (L) tTermee

=/i¥) F. dr = 0
c'ast-d-dire aque la circuiatiocn da "z forca 7 12 long ds tcout contour vTermé ast dz3ls
& z8ra. On dit alors cqu'on 2 une fTorca CONSZRVATIVE

Autrement dit, il est 2quivalant de dire gu'un champ de forcas 2st conservativ,
cu cu'il dé&rive d'un potantiel. Sans ce cas, il axiste une Tonction W talie gue

J(ag) W= g iy
C'ast le cas du champ de gravitation et du champ &lsctrostatique.

Par contre, les forcas de frotiement ne correspendent 0as 4 un champo de 7Torces

s travaiil d'une force de frottzment dé&pend d'un certain nomors de jarzmétrss, par
axample 13 vizesse,

0'aprés le Théoréme du I), il en*résu? 2 que la forme différentiells F. dr
admet une primitive, et 1'intégrale de ? le long d'un chemin gquelconque d'extrémités
A et B, orienté de A vers B, se calcule en écrivant

ir—» d

»/PB F. dr = EA ~ EB 5

) - -
o0 - £ est une primitive de la forme F. dr, E &tant définie & une constante pres



Remargue :

IT en résulte des proprietés des intagrales curvilignes qu'il est &quivalent

de dire que la circulation d'une force est nulle sur tout contour fermé, ou bien que
3

1'integrale le long du chemin AB ne dépend que de A et B, et non pas du chemin suivi.

i

-

On calculera donc le travail de F de A 3 B en &crivant

m

Wopy = E, -
AB T SA T T8
- . P .
On dit alors que la force F dérive d'un potentiel,

est par définition 1'énergie

m

4

une constantes prés, et le travail
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ct
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(2R

e A & B est 2gal & la perts

(D

tat de réft

(D

Précisons 1a notion d'énergie potentielle : donnons nous un rence,
qui sera un certain point de 1'espace, soit MO ; alors 1'énergie pctentielle en un
point M sera 2gale au travail effectué dans le déplacement du point matériel de M 3

MO’ soit

m

(M) =J[ F.odr
MM
v

at:pour un déplacement du point matériel de A 3 B, on peut consicérer gue

|

le chemin
suivi passe par M,, donc

_imy - [ OFoar

/A8

(R
—
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~—

(i}
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D
ot
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)
S
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©
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vy
[87)
-
ol

donc un champ de forces conservatives dérive d'un ootentiel, po

calculer dans des cas simples.



Vi,

V & 2- CALCUL DU TRAVAIL DU POIDS D'UN.CORPS
ACTIVITES EN CLASSE DE PREMIERE

1) On considére un corps de masse m ; la terre et le corps exercent i'un sur

B , . - m.M ,
1'autre deux forces opposées attractives de norme f = ¢ 35- o0 M est
terre, d la distance des centres d'inertie, et = la constante de la gravitation uni-

verselle ¢ = 6,664.10 1N kg™ %.m°.
]

R est le rayon de la terre R = 6400 m
Si le corps est & 1'altitude h = 0 on aura

=
@
o
I
)

0

P norme de
0 0

—~

et & T'altitude

) N
Nous di A 1a FAyra averria a2y la *a2vrra <iir le rorns 23T Son 203123 1o
Nous dirons gue ia TOrca 2xercse par ia tarrg sur 1€ C0rds 25t Sen 201GsS Dy
n
2 | aigTituca n
2y Trayvail 4duy noics
<) i vV a au P201GsS
~ - ! ~n~a Toes 3 -
Un peut 1+ envisager <8 Jidsi2urs maniares

est considéréd comme une Torca constanta entre

ient 4 dire que le rayon terrsstre ast suffi-

R + h ne medifie pas de Tagon sensible le

du cremin suivi mais seulement de 1'31zizuds

AN
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(2) Si le poids ne peut plus &tre considéré comme constant, ce qui

est le cas dans 1'dtude du probléme du satellite,alors

g =g L et = & !
o7 n 2
R (R+h)
On a donc g. =g. (1 + 4 )-2
= g i
h 0 R

Cn peut tracar la courbe dennant gy, en fonction de n, 2t la fonction
i

n —>3y, dtant différentiable en 0, on peut remplacer, avec une arrsur

minime, la courbe par sa tangente au point n
=g

0 ( voir figure ).

Si on pose (?': M e, (L # X s
alors -3
\P “(x) = -2 (1 + x)
En particulier D '(0) = -2
La fonction \P dtant différentiable en 0 , on a
O (x) = \P (0) + ' (0).x + CL(x).x
i i
avec Tim & (x) =0
X =0

On peut donc prendre, pour x assez petit, 1 - 2x comme valeur approchée
2 f
de ©(x).

L'expression approchée correspondante pour 9, sera g

Le calcul du travail du poids se fait alors en utilisant cetiz aporoximation.

|

I1 2st a3l

©

v
{

w
Q
1y
=
(&Y
-

3

/M~
34’: O 1
J [(Wlp = m.g..n+ 5 n(m.g, - m.g

m.g. + m.g,
0 _ 0 h

[WP], = h. 5

\/
T /gv s

l Q
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Validité de 1'approximation précédente.
A 1'aide d'une calculatrice, on détermine les valeurs de g, pour différentes valeurs
de h, si g, = 9,8l N.Kg-Ll.
n 0 200 300 400 800 1600 I 3200 0400
en km
|
an %
ari kg'L % 9,3 | 9,22 3,85 | 8,89 7,75 5,28 4,38 2,45
| ,
g = g (1-5%) | 9.81 | 9,19 | 8,89 | 8,58| 7,35| 4,50 0
|
L'approximation est donc bonne jusqu'd 200 km d'altitude, et acceptable jus-
qu'a 400 km ; de toute elle est beaucoup plus satisfaisante que ce supposar g constan
On rappelles que 1'approximation d'une courbe par sa tangente ast la meilleure aporo-
ximation 1inéairzs de cette courbe
Si h est supérieur & 400 km
- 1
" ey B2
On calcule alors le travail du poids en se référant & 1a méthode des aires, =n
classe de premiére (raisonnement dé8jd affectué pour le calcul du travail de la tansio
d'un ressort et d'un couple de torsion.). (On pourra vérifier, en comptant les carrea
que les aires comprises entre la courte et 1'axe des h d'une part, la droite et 1'axe
des h d'autre part, de h =0 d h = 200 km par exemple, sont peu différentas.) Si nh est
supérieur 4 400 km c'est la premiére de ces aires qui est numériquement &gale 5}@5}g.
En classe de Terminale on dispose d'un autre outil et on peut montrer c;ueL“'J

que 1'on sait calculer.
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V & 3- FORMES DIFFERENTIELLES ET INTEGRALES CURVILIGNES

A- Applications différentiables

+

On considére un espaces affine Z?de dimension 3 et £ 1'espace vectoriel associé -
- -

Soit (0, 1, Jj, k) un repére de G, on a alors

- — -

(M=) (F1x, v, 2) ERD) (M =xi+yj+zk).

On peut alors définir 3 applications (qu'on peut appeler applicaticns coordon-

nees) par
Lfl L.‘Fz_ T
G - PR ~ G - R t i
Mo X M & vy y w» z

on a 1'nabitude d'utiliser les notations

(D
t

Ces 3 applications sont affines

suivantes (par "abus de langage")

fl est notee x, f2~est notée vy, f3 est notée z
= L'application Tinéaire asscciée & 1'appiication affine x est appelde lére pro-
jection et est notée P on 2 denc
D
- Px
£t - R

(i) = 1 5 {(j) =pn (k) =0
-'OX\ ) AR PR ¥

Si on notezi(t, R) 1'ensemble des applications linéaires de £ dans R, on peut

(Dv
(]
3
uus by
)
[}

¥
=z !

h
r

L R)

pe)

X

)

(Une application linéaire de £ dans R est communément appelée Torme

(0]

On a de méme, en considérant ies applications arfines y et z

5(E, R) 0, e L(E, R)

M
m

Py

Proposition

. ~ -
, p,) est une base de & (E,R)

(Pgs Py

\
/

(D
wn
-
oY)
O
5
(D
b
Dy
[§3]
Ly
eV}
w
(42}

& . ) . P ,
do (E, R) est appeléd dual de £, souvent noté P et (P,s P
- > >

duale de 1a base (i, j, k) de E.

y’ Pz
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On a vu, au chapitre I, que les applications x, y, z sont différentiables en

tout point de\C et que

]

me G d(f))y = dx, = P,

(Dv
(D

(&N
=

Q.
(D
—h

On obtient alors une application constante, not inie par

< dx 2,

o E*:ai'\tam)
A= dxA
On notera, souvent en mathématiques, toujours en physique

dx pour dx, et dx pour Py
~

Remargue
dxA est parfois noté dAx

Considérons une application f deﬁs dans R, différentiable sur%S; on a vu, au

chapitre I, que

IAWE S8 ity
(YA€) (3! LA € BP*) (Yv € £)
- -
f(A+v) =f(A) + LA(V) + v e (V)
e étant une application de € dans R telle que
Tim e (v) =0
v -0
- —
LA ast notée GfA, Te reel LA(V) est notd D(f, A, v) et on nota df 1'application
de dans ¢t gqui & A associe dfA
dFA peut sgalement &tre notée : D(f, A, .) et df peut 3tre notée O(F, ., .).
df, étant un alément de B dont une base est (dx,, dy,, dz,) il existe
un unique trioplet ce réels (ry, Iy, r3) el que
L r - 2. = n = r -
dfy = ry dxy +ry dyy £ rydzy =y P T TR R, T T3Py
£ ) = (1) =+ . = =
(df) (i) =y p (i) + 1y p, (1) + ry p(1) = r, car p (1) =1

et py(ﬁ) = ngi) =0

-

donc ry = { dfy) (1) 5 ce réel est noté 3, f (A) ou encore

Q2
—h

|

(A) et est appelé

Q
>

derivee partielle suivant x de f au point A.




Qo

hetid

On obtient de méme
; 3f
= £f)(3) =5 f = — (A
rp = (df)(I) =3, f(A) = 55 (A)
- 3:
ra= (dfy)(k) =3, F(A) = = (A
3= (df)(k) =3, F(A) = 55 (A)
. 1 = - - - -y = (‘
On obtient alors 1'égalité notee<:>, vraie pour tout &lément A de G
3f 5f 3f
if, = = (A) dx, + —= (A) dy, + == (A z
dfy = 33 (A) dxy + 57 (A) dyy + 57 (A) dzy
Remarquons qu'il s'agit ici d'une 2galité entre éléments de
- T ; a3 2>
P¥(c'est-d-direds(E, R) Ty € B dx, € 2 dy, €€, dy, S8, &z, = £,
LAy ER, E(a) =R, L (a) =R,
C(A) 2R, 5 (A) SR, 7T (A) SR
. of o e
On note :i 1'application définie par
aQ
EL S
3X
A -3, f(A)
n définit de méme L 2t &
ay al
L'éga11té<:)ci-dessus, vraie pour tout &lé&ment A de%s , permet alors d'obtenir
‘égalité suivante
- _ 3f 3f 3f
df = = dx + = dy + = dz
b X 3y YT 5z
Cette 2galité est une &galité entre applications de\C dans 2* : df, dx, dy, 4z
L ol 5f 3f 5fF . L -
ont des applications de?; dans 2¢ %;, %?, — S8 des aoolications de & dans [R.
Q 24
Cette égalité 2 &t3 obtenue an "faisant varier" le point A dans 1'éga?ité<:>:
'ast la difference de "démarche" avec le chapitre I o0 !'on travaillaif pour un n0int
fixé 2t o0 1'on obDtenait des &galitds antre tormes linéaires.
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B- Intégrale d'une forme différentielle

Définition

Une forme diffarentielle sur%g est une application deC@ dans

£ [ c'est-d-dire
~0
o (B, R)]
Nous supposerons toujours une telle appiication continue.
Exemple :
L'application df définie dans le paragraphe A est une forme différentielle
sur?z. Conc
i toute application f différentiabdle de\Z dans R, on peut faire corraspondre
une forme différentielle sur?S(no tée df ).
On a alors la définition suivante
Céfinition -
Une forme différentielle (o sur%g est dite exacte s'il existe une application
f, deT; dans R, différentiable surﬁg, telle que
to = df
txemple
Montrez cue 1a forme ditfiarentielle M,X o zy =Y dx n'sst 2as =axacte.
{ y A
N . e w 7 - ,
Soit saune Torme diffarentisile suro. Cn 2 donc @ {(FA S£9) wid; = %)
Rappelions gue (dxA, d;A, dzA) ont une base de & (dxA = Py dy, = Qy, dzA =3
[1 existe donc 3 réeis, notésckk(A), s (A), “2{A> tels que
W (Aa)= & (A) dx, +w (A) L (A )
A) %\ ) A et d.‘/‘,_\ T ) dZA @
N oy ] = y - o ] $ ’\?. | c 0 . f TR
On definit ainsi 3 applications de odans R : u&, € ,bdz.
Je 1'2galitd précéddenta on déduit 1'2galité
(¢ = W dx + g dy +td
~ % W_‘-/ y uz dz
) s . . > ~ Lo . -
C'est une égalité entre applications de v dans £% (c'est-a-dire entre formes
P . . , . . : O
différentielles sur%;) : L, dx, dy, dz sont des applications de - dans E*‘;LJX, u@,
S
L, sont des applications de 2~oans(R
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Définition
Soit (yune forme différentielle surﬁg et ¢ un chemin de [a, b ] (segment de R
K’, . . .
dans &. On appelle intégrale curviligne de la forme & sur le chemin ¢ et on note

1'intégrale sur [a, b ] de la fonction ¥
W ——

> lale(t)) ] (' (%))

Observonsd'un peu plus prés ¥
¢ est une application différentiable de [a, b ] danszg et sa dérivée ¢' est une

application continue de [a, b ] dans £ (espace vectoriel associé a?é) ; donc

. —— 5
- = L ,—\7 4 3 = O s il } > C ! r\‘):’-
¥t a, b] s(t) €0t v’ (t) S L, estune application de & dans E£% ; donc &LITNAF
ast un &lément de ¥, c'est-a-dire une anplication linéaire de £ dans R ; si on pose
—_—

provisoirement f = W(w(t) ] alors f {«'(t) ] est un &lément de R ; donc tout
simplement
¥ est une application de [a, b ] dans R
¥ st continue sur [a, b ] comme composée d'applications continues.
a, bl).

(
L'intégrale de ¥ sur [a, b ] est donc bien définie : c ast 1'intégrale

(Loest continue sur&;, v et ' le sont sur

sur un segment d'une fonction continue

L'égalité , 2tablie plus haut, nous donne
¥t (a, 5] wle(t)] = - fo{t) ] T u? [o(t) ] w/ = fs{t) ] P,
- 7 un b
(On ranpelle que YA€ © dx, =2, dy, = 2,, ¢Z, = 2
n e - AT AT Rt e
D'autre part, comme ¢'(t) € £ et comme une base de £ ast (i, J, k) on a
s = [ I - Vo . - ’ = - da !
v Sla, 0] e'(t) =er(t) 1 +el (t) § ey ()&
od ﬁ; EEka ﬁ} (t), aé (t) sont 3 réels (cz sont Tes coordonnées du vec ¢! (T
T T -
dans la dase (i, Jj, k))
Cn obtient alors
. —_— PR S
’ 1 =] "'"/—\. . roat EER | = gl i o\ Al |+ — =)
;)X[J (T vX I 3 :‘\/l_-_-’ N v;\/ L) y Dzlv \'\1 —uz -,
donc
—_—
(wWla(t) 1) [e'(t) 1 = ¥(t) =
— —_— —_—
1y \ - e ~
CA [e(T) ] « Py (o (L) ] + [e(t) [ P{t) ] o+ by, {@ (t) 1. Py [¢'(t) ]
€ R € R R €R € R € R
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CAS D'UNE FORME DIFFERENTIELLE EXACTE

On 3 alors ¢ = df, f étant une application différen
Pour des .commodités d'écriture de sera note d (

Cn a

Soit tO €la, b] - ¥t €R tel que tO + t€[a, b] on a, puisque v est dif-

férentiable sur [a, b ]

_— C;_’
o(tg + t) = o(ty) + (dtO e¢) () + 1t Z(¢)
dJrO v :;g(?, £) et € est une application de (2, b ] dans E telle que
limE(t) = 0
t=20

L'application dt ¢ étant linéaire sur R on a

0
- > —
¥t = R (d‘tgg) (t) = (dto o) [t x 1) =t (dto 2)(1)
On a alors
— —
s(tg + 1) = eltg) + Hdy e)(1) + I IE(E)
donc
_—
(s ~ A -‘.1";‘}
2 “n = g ¥\
\ .,,/ \ ~‘G \
donc _
—_—
4t € (a, b ] 2 (L) = (dy @) (1)

On cbtient alors : Yt € (a3, b ]

s(l) 1 =[d, (fow) 1(1) = (fow )

/
t i 4 E \ ; \

~——

15

[wfe () 1 Lo (£) 1 =, ,,\F 1 (d

(Dv

(D1
3
(]
wr
[ome
Y

(On a utilisé le théor la différentielle d'une fonction compcsée &tabli anté-

: §
risursment).

n a alors

(@]

)
—€
e
&
Ry
o
)
—
fet)
<z
-

donc

Proposition :
Si f est une fonction différentiagble surgg on a, pour tout chemin ¢ défini

sur [ a,

5 |
[ df = £1e(d) 1 - 7 le(a) ]
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On dit que

- . - - v n ¥
Lorsque la forme différentielle () associée & un champ de vecteurs Q est exacte,
R telle que w=..df
-
Q dérive du potentiel

Definition
1 existe une application différentigble f de %Sdans
>
f ; on dit que le champ

£

; on écrit Q = grad

i

.i
- i . 4
Q est le gradient de
f.
Exemple : :
- & -
Champs centraux en = Soit le champ Q@ défini sur'ES par
r
=
- oM
¥M € G QM) = k
/ - 3
oM
= r, d'od Ta justification du vocabulaire) ol k =st

a 1'nabitude de poser ICM |
une constante. La forme W associée 3 Q est telle que

1

(Cn
dexM + deyM szL

LI (M) = k
2 . .2 . 2.3/2
t Yyt )
T avec

+ constante

i '(M) = =
72 2 . ;178
(X + vy * Zy)
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