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Pour répondre à une demande de Professeurs Techniques,
Professeurs Technicues Adjoints et Chefs de Travaux des Lycées

Techniques, l'I.R.E.M. de Paris-Sud a mené pendant plusieurs années

une véritable politique de formation continue à leur égard, en

leur proposant des stages annuels de formation mathématique à

raison de deux heures par semaine.

1

1

1

1

Si, au départ, il s'est d'abord agi de compléter et d'appro­

fondir les connaissances mathématiques des enseignants des

ateliers, très vite la nécessité de mener une réflexion et une

recherche communes �lathémati ques - Technologie s'est imposée, et

ceci à partir de problèmes concrets rencontrés dans leurs enseigne­
ments. Les animateurs de l'I.R.E.M. ont donc eu ainsi une formation

technologique sur le tas 1

Un sujet avait l'air particulièrement "effrayant" pour

certains professeurs d'atelier. Il s'agissait des "trains épi­

cycloïdaux". Si les deux mots sent relativement canpréhensibles

pris séparément, leur union paraissait bien obscure aux animateurs

de mathématiques. Dans qJel engrenage allaient-ils se faire prendre

1

1

1

1

1

1

1

L'étude qui est faite ici voudrait répondre à deux préoccu­

pations principales :

- permettre une meilleure compréhension théorique d'un

mécanisme à l'aide d'outils mathématiques,

apporter des illustrations pratiques à une étude

mathématique.

Elle se voudrait un outil de réflexion, et aurait atteint son

plein objectif si elle pouvait être à l'origine d'autres études

similaires ou complémentaires. Et maintenant : "Bon voyage et

bonne moisson cycloïdale '"
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Le travail de notre groupe s'est organisé de la

manière suivante:

présentation du mécanisme dit "train épicycloïdal"

de là, deux axes de recherche

a) mouvement plan sur plan, puisqu'on peut schéma­

tiser le fonctionnement d'un train épicycloïdal

par le mouvement de plusieurs plans l'un sur

l'autre. Nous avons alors été amené à utiliser

la notion d'enveloppes.

b) courbes cycloïdales, puisque nous avons rencontré

des trajectoires oui en sont.

- chacun de ces axes de recherche a trouvé une appli­

cation dans l'étude de deux types d'engrenages

a) à denture en développante de cercle

b) à denture cycloïdale.

La présentation qui est faite ici de cette recherche

s'est limitée, 'volontairement, et au maximum, à l'aspect

géométrique, et suppose connus plus particulièrement

le double produit vectoriel et la propriété

=

- le théorème de composition des vitesses en mécanioue

Soit un point M appartenant à un solide Sy en

mouvement par rapport à deux solides S� et S0.
En notant VMi/j la vitesse du point M de Si dans

son mouvement par rapport à Sj, on a :

--

VI"I� =

-

où Vny!
�/o<
-

V,.
"iJ/�

et �
i'!p�/

-

Vr,:fp->
+ V

�1 r/o<

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
est parfois appelée "vitesse absolue" de IVI

1
est parfois appelée "vitesse relative" de �1

est carfois appelée "vitesse d'entraînement" 1
de r"i •

1

1
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1

1

1
- la notion d'enveloppe en mathématiques:

1

Soit C l'ensemble des courbes C� d'équation

f ( x, y, ci.) = 0 dan sun r e p ère (0, T, j), � é tan t

un paramètre réel.

A chaque valeur de � correspond une courbe C�

de C. On dit que la courbe E est l'enveloppe de C

- si, lorsque o; varie, les courbes Co( sont

tangentes à la courbe E,
- e t si, p a r t ou t po i n t r� d e E pas se au moi n s

une courbe C� tangente à E en ce point M.

1

1

1

1 Re ma r au es:

1

1
a) L'enveloppe D des normales à une courbe T s'appelle

développée de T.

b) D étant la développée de T, T est une développante

de D.1

1
- la définition des courbes cycloïdes:

1
Une courbe cycloïde 0 est une courbe décrite par

un point M d'un cercle R qui roule sans glisser sur

une courbe fixe S.

- Si S est une droite, la courbe décritp 0 est

une cycloïde droite, appelée plus simplement

cycloïde.

1

1 - Si S est un cercle

lorsque R est tangent extérieurement à S,

la courbe décrite 0 est une épicycloïde

lorsaue R est tangent intérieurement à S,

la courbe décrite t est une hypocycloïde.

1

1
1

1
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1 CHA PIT R E 0

1

1
Présentation succinte des

1 trains, épicycloldaux
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Un train épicycloïdal, qu'on peut représenter (fig.l)
et schématiser (fig.2) de la manière ci-contre, est une

combinaison de trois roues l, 2 et 3 dans laquelle une

roue 2 est montée sur un bras � mobile en rotation autour

d'ur. axe fixe par rapport au bâti O.

Cette roue 2 est donc animée d'un mouvement relatif

de rotation autour de son axe et d'un mouvement d'entraî­

nement de rotation autour de l'axe du bras 4. Elle est en

contact avec une roue l et une couronne 3 dont les axes

de rotation coïncident avec l'axe fixe de 4.

Un train épicycloïdal est donc un mécanisme dit !là

trois entrées" : l, 3 et 4. l et 3 sont appelés les plané­

taires, 2 le satellite et 4 le porte-satellite.

Rem a r qu es

1) Un point M Lié au cercle 2 décrit dans son mouvement

rapport à l une épicycloïde, et bien aue dans son

mouvement par rapport à 3 il décrive une hypocycloïde,

le système n'en est pas moins appelé train épicy­

cloïdal.

2) Il existe des trains épicycloïdaux où les trajec­

toires d'un point n lié au cercle 2 sont:

a) des épicycloïdes à la fois dans le mouvement de 2

par rapport à 3 et dans le mouvement de 2 par

rapport à l (fig.3)

b) des hypocycloïdes à la fois dans le mouvement

de 2 par rapport à 3 et dans le mouvement de 2

car rapport à l (fig.4).

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1

1

1

1

1
1

1
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Fig. 4
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1 CHA PIT R E l

1
1 Mouvement plan sur plan
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Dans l'espace affine euclidien E de dimension 3

associé à l'espace vectoriel euclidien orienté V, on

considère deux repères orthonormés:

R = (O,i,j,k) invariablement lié à un solide 5 de E

et Rl = (01'-X; ,j1 ,k)

tel s cu e les pla n s 'TT der e p ère r = (0,T, j) et 11-1 de

repère r ,
= (01 ,i;,�) restent confondus au cours du

mouvement de 5 par rapport à R-I.

1
1

1
1

1
1

1

1 Tout point m de S, auquel on associe sa projection
o r t h 0 g 0 n ale �1 sur îT , s e dép lac e dan sun pla n P

-1
d e m ê me

direction que � . Le vecteur N; restant colinéaire à k,
et la distance Mm étant constante, les mouvements de m

dans P", et de r·1 dans 11-1 sont les mêmes. Par conséquent,

pour connaître le mouvement de tout point m de S, il suffit

de connaître le mouvement de �1 de rr par rapport à rr,

1

1

1

1

1

1
1
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• 1'1

o

le point 0 admet comme coordonnées (xc ,ve) d a n s r..,

le point M admet comme coordonnées (x,y) dans r et (� ,� )

da�s r.., . Soit e = e (t) une mesure de l'angle représenté

par (�,i) où t est la variable. On définit le vecteur
� de

par J.L = w k avec w =

dt ; c'est le vecteur rotation

instantanée de rr car rapport à n� .

l - Centre instantané de rotation

Dans le mouvement de TT par rapport a n-1 , t ou t point
-

�1 de 1T admet pou r vecteur vitesse VM (appelé plu s simple-

ment vitesse V;)
=

et on se propose de déterminer, pour toute valeur de la
- -

variable t, les points l de rr tels que VI = 0

1) Recherche de l

les po i nt s I ch e r ch é s son t tel s qu e

- -

"o + _n_ " 01 = 0 01 AJ"l. = \JOsoit

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
n

- '-

1
1

1

1

1

1

1

1

1
1
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1

1 Multiplions vectoriellement
-

à gauche par k

-

kA (OIA...l.'L.)
-

= k A vn

1 D'après les propriétés du double produit vectoriel,
nous obtenons

1
1

-- -

(k.Sl) DI - (k.OI)(l = k A Va

Or k . .D. = k .wk = w et k.OI
- -

= 0 (puisque k � 01)

Donc w(] l = k A Vo

1 - Si,. pou r une val eu r d e �, w ;:t 0 (1 e ni ou v e men t de TI

par rapport à � est dit tangent à une rotation de
-

vecteur rotation instantanée.Il)1
01 =

- -

k /\ V 0
w

-

1

1
1

On obtient donc un point unique I de lT dont la vitesse

est nu 11 e par r a p po r t à 11-1. C' e st l e ce n t r e i n st an tan é

der ot a t i on dan s lem ou v e men t de 11 par ra p p 0 r t à TT1

Si, pour une valeur de t, w = 0

ou V 0 = 0

1 Tout point de TT a une vitesse nulle par rapport à TT1•
TI est immobile par rapport à IT1•

1
-

ou V 0 1= 0 (e t lem ou v e men t de TT par r a pp 0 r t à TI1

est tangent à une translation)

1 Il n'y a aucun point de îT qui ait une vitesse
-

nulle par rapport à 11:, puisaue k /\ V[) +- 0

1

1
1
1

1
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1

1
1

Remarques 1
-

a) Dan s 1 e cas 0 Ù w =:f= D,on a 0 I =
k

�
V 0

. Don cOI .l..r;
1
1

1

1

1
_1 0v� t

1

0", I:.

1

1

V H = fi /\ Hl

1

1
1

Alors la vitesse d'un point quelconque M de rr par

rapport à TI:,
- � -

donnée par Vr'l = VI -i- �'L 1\ H�, s'écrit

b) Lorsque west au voisinage de 0
1

- lim
w --0

Il Qi Il = + 00
1- le vecteur DI reste perpendiculaire à Vo

Donc, lorsque le mouvement de 'Tf par rapport à îT1
- -

est tangent à une translation (w = 0, Va -::j:. 0), on

se permettra de dire que le centre instantané de rotai
tian est rejeté à l'infini dans la direction perpendi-

1

cu 1 air e à V Q • 1
1
1

1
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1

1

1

1

1

1

2) Coordonnées de l

Puisque 0 a pour coordonnées (xo ,10) dans r..-j

V d
' (dxo dvo) d D'

'

lo a pour c o o r onnees dt' dt ans r
,

. ou es

- -

co 0 r d on née s de (k 1\ V 0) dan s R-1 (_
d Va d Xc

0) et
dt' dt'

--

don c de 0-1 Ida n s R-1

0", l (__1_ . ik
de dt
dt

l d Xo

"d'S
.

dt + 10

dt

o )

1

1
3) Propriétés du centre instantané de rotation

a) l est indépendant de la variable t :

1

Soit t =lf (u). où u est une nouvelle variable, et

où i est une f�nction bijective, continue et dérivable

en tout point où elle existe. Dans le mouvement de rr

par rapport à � , les coordonnées du centre instantané

de rotation l' sont) dans R1

1

1
1 d Vo
,,-

du
l

dG
+ Xo

du

d Xo

du
l

d""6
+ 10

du

o )

1

1

1
1

Or
de de dt de

. "'(u)du
=

dt du
=

dt

dvo dvo dt dyo
. �

, (u )=

dU
=

du dt dt

d Xo d Xc dt d Xc

,\'(u)=

dt
=

du du dt

Donc les coordonnées de I 1 dans R.-j sont

dl; .

�
1 (u)

l � 1
Xo de

= Xo dt de
dt \' (u ) dt

dxo
�

, (u )
l d Xo 1

v + --. = 10 +
'0 dt dB dt de

dt � 1 (u )
dt

0

qu i sont justement ce Il e s de 1.

1
1

1

1
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1

Donc le centre instantané de rotation est indépendant

de la variable utilisée. Par exemple, on choisira

dans la suite le temps t comme variable.

1

1

b) T r a j e ct 0 ire dan s TG d' un po i n t �'1 de TT' :
1

U n po in t fvl de Tf décrit dan s � une cou r b e C'1 ,

a p pel é e par foi s "r 0 u let te" d e r'1. A cha que i n s tan t t,

la vitesse de M de rr par rapport è � est

1
-

V M = ...n. " I �1 , v e ct eu r tan g e n t à C -1 e n fvl. Don c V M

est perpendiculaire è lM, et l appartient è la

normale è C� en M.

1
1

D'où le résultat

1

-

Y""

A chaque instant t, la nor­

male en tout point M de rr è sa

trajectoire C-1 dans � passe

par le centre instantané de

rotation.

1
1

1

�t�__� _

0.. -<..:

1
1

c ) Enveloppe c, dans fr1 des positions d'une courbe C de rr 1
Soit T la position dans TI'1 de la courbe C de rr à

l ' in st a n t t. r etC.., son t tan 9 e nt e sen m (p 0 int car a c - 1
té ris t i qu e ) .

1
1

1

1
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1

1

1 Le point m se déplace en

9 é n é r a l sur ï' et sur C-1 ,

et on a

1

1

1
1
1

1
�I-__

o,

-

v
min:-1

C'est-à-dire,

= V + V
min mE rr/ rt,

d'après nos

n otati on s

1
-

V
m/-rr

..,

1 V
m/�

est tangent à C" en m

-

rV
m/1l

est tangent à en m

Ces deu x vecteurs sont don c colinéaires. V leur est
m

aussi colinéaire, et par définition, la vitesse V
m

est appelée vitesse de glissement d� C sur �. Or

1

1
1

\j = n r. lm
m

1

I appartient donc à la normale commune à C et C-1 en m.

0' où le résultat

A l'instant t, la normale commune à une courbe C

1
de rr et à son enveloppe C.., dans rr,

centre instantané de rotation 1.

passe par le

1
Remarques

1 Si C se réduit à un point, C-1 est la trajectoire
dans rr; de ce point. On retrouve la propriété b)

1
Si C-1 se réduit à un point 8-; , la courbe C passe

par le point fixe B..,. l pst sur la normale à C

en B-;.1
1

1

1
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1
1

1
Exemples de recherche du centre instantané de rotation.

Exemple l
1

1Ons u pp 0 se qu
1
une é che 11 e [A 6] deI 0 n gueurl, tom b e ,

en glissant en A sur le mur vertical et en B sur le

sol horizontal.

Soi t � lep l an fi xe (0-1 ,i -1 ,J-1 e t If un pla n m 0 b i l e

invariablement lié à [AB]. Dans le mouvement de 11 par

r a p p 0 r t à TI" , 0-1 Y -1
est lat r a j e c toi r e d e A dan s TT1 •

Donc le centre instantané de rotation est sur la

perpendiculaire à 0-1 Y1 en A. 0.., x, est la trajectoire

de B dans 11:, • Donc le centre instantané de rotation

1
1

1

1
est sur la perpendiculaire à 01 X1 en B. D'où le centre

instantané de rotation 1. Si N est un point de l' éChellf
[A8J, on est sûr que son vecteur vitesse par rapport

à 111 est colinéaire à la perpendiculaire en �I à (HI).

1

1

1
i;

\ 1
\

J: 1\ A%
Q;1

1
1

1

1

1

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



1
1

- 18 -

1

1 Exemple 2

1

1

Soit une commande de pompe à essence réalisée par

un poussoir 111 actionné par un excentrique 11 .

o est un point fixe du bâti aut ou r du cu e I t ou rne rr,

de centre (...) et de rayon R. L'axe KY1 du poussoir a

pour support la droite Dy appartenant au bâti.

La rotation continue de IT autour de 0 imprime à rr�

un mouvement alternatif de translation rectiligne
de di r e ct i on 0 y .

1

1

1

Le cercle C, de centre (.;...) et de rayon R, du plan TT

enveloppe la d r o i t e KX1 du plan rt, . Donc le centre

instantané de rotation est sur la normale commune

(Pw) à C et à Kx1, P étant le point de contact.

1

1

K
1
1;:>

1

1

1

D

1

1

1

1

1

1
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Lad roi teK y-1 C e 1\" pas sep a r lep 0 i n t 0 f i x e

dans 11. Donc le centre instantané de rotation est

sur la droite D perpendiculaire à Oyen 0, donc à

l ' in ter sect i cn de (Pc......:» et de D.

Exemple 3

One 0 n s id ère de u x r ou e s d e m ê mer a yon R, si tué e s

dans un même plan, d'axes fixes par rapport au b�ti,

et représentées par les deux cercles C et C' d'un

même plan 111 centrés respectivement en 0 et 0'.

Les extrêmités P et P' d'une barre de transmission

rigide de longueur l = 00' sont fixées chacune sur

une roue, de telle sorte que P décrive le demi-cercle

Cet P' le demi-cercle C'.

_----_

",
",

/
,

\

\

\

\

1
\
\

\
\
\
,

-, /

....
.....

....

------

1
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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1

1

1

1

1

Soit rr le plan invariablement lié à [pp� et

constamment confondu avec rr� . Dans le mouvement

de n par rapport à rr� , C est la trajectoire de P

dans D1 et C' celle de P'. (OP) étant la normale

à C en P et (O'P'), la normale à C' en P', le centre

instantané de rotation I dans le mouvement de 1T

par rapport à � est le point d'intersection de

(OP) et de (O'p').1

1

1

c

Il
H 1 j

1
1 :

/ 1
/ 1

/ 1
1

1 1

/
1

1

1

1

1 -,

-,

\
\

\
\

-0+-- ---

1

1

1

1

1

1

1
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II - Définition géométrique du mouvement

1) Mou v e men t san s g 1 i s sem e n t d' une cou r b e de 11 sur une

courbe de 1T1

On dira que la courbe C de rr

roule sans glisser sur la

courbe C1 de rr si la vitesse

de glissement du point de
-

contact m Vm - V
!

-

mElT rr,
est nulle.

Conséquence l

On a donc, si le centre instantané de rotation l

dan s 1 e mou v e men t d e TT par r a p p 0 r t à 111 e x i ste (r....;.;::: 0 ) ,

Tm = 0 et l est en m

Conséquence 2

Puisque Vm = 0

Si T est un vecteur unitaire de la tangente commune

à Cet C-1' �T
dq

ds -

- T
dq q étant un paramètre=

quelconque définissant les abscisses curvilignes

s� et s prises respectivement sur C� et C.

Don c, S1 = s.;. constante.

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1·

1
1

1

1

1

1

1

1

1

1
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1

1
2) Base et roulante

Soit l le centre instantané de rotation dans le

1 mou v e men t d e TI' par r a p p 0 r t à TT1 I déc rit une cou r b e

1
L-1 dans rr... et une courbe L dans 11. Puisque lest

centre instantané de rotation. V Iéll/1T-1 : VI : O.
-

1
VI/� : VI/rr L

...
et L sont tangentes, et la vitesse

de glissement de L.., sur L est nulle. Donc L1 roule

sans glisser sur L.

1 L1 est appelée base du mouvement de 1T par rapport

à � ; L en est la roulante.

1

1
Reprenons les exemples de recherche des centres instantanés

de rotation:

1
Exemple l

1
Dans le m o u v e rne n t de fT par rapport à 11... , °11 : ,.l,B : l

La base du mouvement est donc le cercle de centre 0 ...

et de rayon 1. Si K est milieu de (A,B), KI : i
La roulante est donc le cercle de centre K et de

l
rayon 2" . Remarquons que dans ce cas, les deux cercles

sont limités, la base au quart de cercle �, la
---

roulante au demi-cercle AIB

1

1

1 Exemple 2

1 Désignons par J le milieu de (O,w), par e la lon­

gueur Owet par l' le symétrique de 1 par rapport à J.

1 l'est fixe dans 111 puisaue KI' : Pw: R

1'1 : Ow: e : la base du mouvement de 1T par rapport
à 1T1 est le cercle de centre l'et de r a y on e.

1

1

1
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1

1

o et w son t fi xe s dan s TI. (01) et (1 w) son t

perpendiculaires. La roulante est donc le cercle

e
de centre J et de rayon 2'

1

1

Exemple 3 1
Dans le mouvement de 'TT par rapport à fT-1 ,

triangles Opp' et DO' P' restent constamment

tri qu e s (0 P = 0' P' = R ; 00' = PP' = l ; 0 P ,

les 1
i s omé -

c ommu n) .

1
Don c :

1. Iro-Io'l = OP = R 1
o et D'étant fixes par rapport à 'TT1, l décrit

donc dans rr, la portion d'hyperbole H1 de foyers 1o et D'et de grand axe R. H", est la base du

mouvement de IT par rapport à rr� .

12. IIP - IP'I = G'P' = R

P et P' étant fixes par rapport à 1T, I décrit

donc dans rr la portion d'hyperbole H isométrique

à H-1 de foyers P et P' et de grand axe R.

H est la roulante du mouvement de 'TT par rapport

1

1
à ft, .

1
3) Cas particulier 1

Considérons un point M décrivant la courbe r-1 de 11",.

1Appelons n le plan Mxy de base (T,;), T et N étant

respectivement les vecteurs unitaires choisis sur la

tangente et la normale en M à � . 1

1

1

1
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1

1

1

1
�l

......____....__
)....

N

M :c,

'F e

�

r� x env e l 0 p pe r � . Don cIe

centre instantané de rotation l

dans le mouvement de 11' par

rapport à � , est sur My de rr

1"1 Y est don c la r ou l an te, et

roule sans glisser sur la

bas e Ci , en sem b l e des po s i -

ti ons de I dans 1T1

1

1
0..

1 est la développée de r .

-1
- -

Dans le plan 11' ,HI =
k

� Vr'i puisaue I est centre

instantané de rotation. Si e est l'angle polaire de Mx

1"lontrons que Ci

1

1
dan sun r e p ère r

-1
d e 11'1 , e t sis est l' a b s ci s se

curviligne définie par t sur r�, on a

1 Î'1I
k ds

T
ds dt

( k T)
ds -

=

"""dë"""
(\ = x

de
À =

d6 n
dt dt

dt

Don c

MI R où R
ds

est le de courbure= n =

de
r ay on

de r� en r1, ce qu i signifie au e l est le centre de

courbure de r en M et qu e C1 est la développée de r � .

-1

Ain si :

1

1

1

1
La normale à une courbe roule sans glisser sur sa

développée.

1

1

III - Etude des accélérations

1) Détermination du vecteur accélération

1
Dans le mouvement du plan Ir, de repère r , par

1

1
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1

1

1
ra p p 0 r tau pla n 111, der e p ère r

,
l a r 0 u l an teL

de rr roule sans glisser sur la base L-1 de 11':. , le

centre instantané de rotation étant leur point de

contact.

Pou r t ou t po i n t M de L 2

1

1
� .-.. � _,.

V M = ...(l J'\ I f� = w k J'\ I f'1 1
Le vecteur accélération de M est

-

fM dw - - dIM
= ëITk 1\ l fi + wk 1\

dt

dw -

l f'1 +wk (d 0-1 �1 d 0-1 l
)= -- k 1\ 1\

dt dt dt

1

1
dO" M

Mais
dt

est la vitesse d'un point M de � par

ra p p 0 r t à Tr1 • C' est d on c V �1 •

=
dc.u k
dt

Hl

1
d 0-1 l
dt 1

- wk /\

D'après les propriétés du double produit vectoriel,
dw

1et en désignant dt par�'

= (.;..)' k t\

2.-
Iî;-wHl-wkl'\

1
d 0-1 l
dt

est le vecteur vitesse de l

et peut donc s'écrire

unitaire de la tanqente

su r L -1 cu su r L,

\N = w T 1T étant un vecteur

commune à L-1 et L.

Considérons alors le point Ao
de rr tel ou e

l -

I Ao = -

w k t\ IN

1

1
(Ao appartient donc à la nor-

1male commune en I à L-1 et à L).

On obtient
-

fM = w' k t\ Hl
2.- Z.

w H1 + w lAo 1
= w' k 1'\ I�l

1

1

1
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1

1 Remarques

1 a) La vitesse du peint Ao de rr par rapport à rr� est

1
- l - -

VA = wk r-. IAo = c...uk 1\ ( - - k A wT)
0 w

- -

= ( k • k ) w T (k.w T)k
-

w T �I
dO" 1

= = =

dt1

1 b) I,�o = w'k 1\ I.Ao

Cene rA et VA sont colinéaires
o '0

1

1
c) Ao est en 1 unicuement si la vitesse W de 1 par

rapport à L1 et à L2. est nulle.

1
--

d) Si M est en l, fI Pu i s qu e
-

VI est nul, c'est Gue la trajectoire dans rr, du

1
point du plan fi coïncidant avec le centre instantané

de rotation I admet en général un point de rebrous­

sement en I, la normale commune (IAo) à L� et LL
étant la tangente de rebroussement.1

Ao est appelé "centre géométrique des accélérations".

1

1 2) Cercle des inflexions

1
Existe-t-il des points S du plan rr qui coïncident

avec un point d'inflexion de leur trajectoire dans tr1?

1

1

1

1
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Supposons que la trajectoire

dans Ir, d'un point S de rr

1
1

1

1
admette un point d'inflexion

en S1' Lorsque S coïncide avec 1
S� , G = ëi ou r; et V; sont

colinéaires. Or 1 étant le

centre instantané de rotation

dans le mouvement de rr par

rapport à �

1

1
IS.VS : 0 et donc IS.rS = 0

1
r'l ai s

-

rS :w'k f\

Donc

2.-
1 S - w Ao S

-

IS.('-'.)'k /\ IS) est un produit mixte nul. S est donc

caractérisé par IS.AoS : 0 si �� O.

L'ensemble des points 5 est le cercle de diamètre

[IAo]. C'est le cercle des inflexions.

IV - Composition de mouvements plan sur plan

Not a t i on s

Le mouvement plan sur plan du plan ITc<. par rapport

au plan IT(ô se désigne par '::<;(3

1

1

1

1

1

1

1
Le centre instantané de rotation correspondant est 1le point de 110<., noté IC(�, dont la vitesse par rapport

à 1/(3 est nulle.

1

1

1

1
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1

1 Le vecteur rotation instantané de fT", p a r rapport

à rr� est (c:....Jd-0k_)_.__

On désigne par Vr'IOVrp la vitesse du point f'l de '11""

par rapport à �� .
1

1
Remarque

1
Le mouvement �/� est le mouvement inverse de o(/�

\

1 On sait alors aue

1

Or, V 10(0 dl� = 0 par d é fin i t ion duc e n t r e i n s tan tan é

de rotation 1""0 dans le mouvement d./�.
Don c V 1;:( piC( = 0

<>

1�� est donc aussi le centre instantané de :::otation

1

d S l tr.,I ,

an e mouvemen \v/C'... On peut écrire lci� = l '" '

\-;,""

1

1
1) [vI ou v e men t sim u l tan é de t roi spI ans frç\ ,

fi ç:, ,
Ir 0' l '

un su r

l'autre.

1 Mouvement
Centre instantané Vecteur rotation

de rotati on instantanée

rAI
-

(:l 1""l? woi.\;) k

(2) le
-

l �o w(?o k

'tlo..
-

l oc'. w;)c\ k

1

1

1

1

1

1

1

1
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On peu t écrire

Vld..p CV'( + VIo<p Q/� = V I:::\� ct/�

w"Q k " Ici. '( I",� + w
Op k r-. l'(� IcI.� = 0

k /\ (w""o 1""0 l ct (:>
+ W'(� Irl� Id.<p = 0

Et, puisque k est orthogonal aux vecteurs 10,0' IcI.(:>
et 100 Ict� ,

= o

1
1

1

1

1

1

1
Les v e c t e urs lOi ô I ct � e t 1"0 � I 0( � son t col i n é air e set 1
les points 10'0' Id�' et 10'2 sont alignés.

2) Applications

1

1
A) Construction du centre de courbure ê-1 de l'enveloppe C-1

dans rr, d'une courbe C2 de Tri. connaissant la base L-1

de � et la roulante Li. de fiL du mouvement de JJ2. par

rapport à Î1�

� centre de courbure de la base L1
centre de courbure de la roulante LL
centre de courbure de Cz

-_

...

-

t vecteur unitaire de la

tangente commune à L.,., et Li.

C: en 1.

--

n : vecteur unitaire de la

normale commune à L� et Li
en I.

u : vecteur unitaire de la

tangente commune à C1 et Cz.
leur point de contact M.

v : vecteur unitaire de la

normale commune à C� et Cl.
en r�.

1

1

1

1

1

1
1

en

1

1

1
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1

1 Considérons les mouvements simultanés

1 - des pla n s Îi3 = (l, t, n), Ir..:, = (['1, u, -C-) et 112.

1
�louvement

Centre instantané
de rotation

3/4 134

3/2 132 = 52.

2/4 124 = E.z_

1

1

1

1
Don c , I 3 4 est a l ion é a ve c E2. e t S2. •

De plus, la droite (1,;) invariablement liée au plan rr�

passe par I fixe dans le plan Îï3.

134 est donc sur la perpendiculaire en l a (1,7)
D'où la construction de 134'

1

1
- des plans 113 ,� et fi:;

1 �louvement
Centre instantané

de rot a t ion

3/4 134

3/1 In = S...

1/4 114 = e....

1

1

1

1
Don c é... est a l i g n é a v e c cS"! e t I 3 4 .

De plus, E., est sur la normale commune a C-1 et C2.'
D'où la construction de E,1'1

1

1
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1

1

1
Cas particulier où C2 se réduit au point M 1

Exemple l

C� est alors la trajectoire

du po i n t r� de 112. dan s 111 •
1

éz est en M. 134 a p par t i e n t

à la perpendiculaire en l à 1
la droite (MI) et il est aligné
avec f'il et St. D'où 134' 1
E1' 134 et ,\ sont alignés, et

1:.1 a p par t i e n t à lad roi t e (I f'ii) '1D '
0 Ù é.1, ce nt r e de c ou r bu r e

de C., en 1'1.

1

1
Construire le centre de courbure d'une cycloïde
droite en un de ses points. 1

Le cercle LL du plan rr� roule

sans glisser sur la droite L4
du planD:, . Lt.. est donc la

roulante et L., la base du mou-I
v e men t 2 / 1. Tou t p 0 i n t f'il d e L 2.

1

a pour roulette une cycloïde
droite C1•

Le centre instantané de rota­

tion 121 est appelé I.

1

1
La tangente à la cycloïde en

1M est la perpendiculaire en r�

à ( l M) .

Le centre de courbure E-1 de 1
la cycloïde C1 en f'il est su r ( l [JI) •

1

1

1
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1

1

1

1

--

S i 1\:, est lep l a n (1, t , n) e t s i TT" est lep l a n

(f1,u,;), 134 appartient à la droite(r-i.).z.)( �.z. étant

le centre de L�) et à la perpendiculaire en 1 à (lM).

134 est donc diamétralement opposé à M sur le cercle

L2.'1

1
134' t1 et le centre de courbure cS,! de L-1 en 1 sont

a l i g nés. 0 r 0'-1 est r e jet é à l' i n fin i dan s lad ire c -

tion n. E1 est à l'intersection de (HI) et de (1:?4,n).
1

. Dèveloppée de C-1

1

1 1
C ...

1

""
.,;

,-
.,;

/

\ 1
\ 1

M1

1(
c ...

1

1

1

1 134E-1
-

= 2 02, 1 par construction de E1 • Ainsi l' ensem-

1
ble des points 134 a pour image l'ensemble C� des

points � dans la translation de vecteur 2 52. 1. 134
é tan t lep 0 i n t d e 'TI2. dia m é t r a l e men top p 0 s é à �1 sur L 2 ,

décrit dans rr, une cycloïde C� isométrique à C� . Et

donc la développée C"-1 de la cycloïde C-1 est une

cycloïde isométriaue à C1•

1

1

1
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1

1

1

1Exemples 2 et 3 : Construire en un de ses points le centre

de courbure E-1 de la trajectoire C1 dans 11-1 d'un

point M lié au cercle Lz de rayon r roulant sans

glisser en I sur le cercle L-1 de rayon R,

INTERIEUREMENT EXTERIEUREMENT

La perpendiculaire en I à (lM) coupe Ul.s'!) en 134'
( I 34 0'1) c ou p e (11"1) e n E1'

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

- 34 -

B) Détermination du cercle des inflexions A dans le

mouvement d'un cercle L2 de rayon r roulant sans

glisser en l

- sur une droite L�

Il y a un point d'inflexion

en M s i E.1 est r e jet é à l' i n -

, fini, c'est-à-dire si 134 est

aussi rejeté à l'infini.

Don cil fa u t que (1 M) et (r� S'L)
soient perpendiculaires.
Le cercle des inflexions A est

le cercle de diamètre [102.]'

- sur un cercle L� de rayon R
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1

1
Il y a point d'inflexion en M si E1 est rejeté à

l'infini, c'est-à-dire si (IfVi) et (0'..,134) sont

par a Il è les, d on c si (1 134) est p e r pen d i cul air e à

(0..,134). 134 appartient alors au cercle C de diamètre

[I0J.
Les triangles St. HI et Sl.,S� 134 sont alors homothétiaues 1

dans l'homothétie H de centre St. et de rapport

S� l • Le cercle des inflexions A est donc le cercle 1
St S",

homothétique du cercle C dans l'homothétie H.

1

1

Si L.zroule intérieurement sur L-1' 1
r

1
=

R-r

Si L� roule extérieurement su r L.., , 1
r

=

R+ r

1

13) Formule d'Euler-Savary

1

1

1

1

1

1

1

1
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1

1 Désignons par e une mesure de l'angle représenté

pa r Ct,-;)

1
1.134,S-,\ , E.., sont alignés. Donc

1

1

l 3 4 5.., 1\ l 3 4 E.., = 0

soi t ( l S.., - l l 3 4) 1\ (1 E1

1

-

Or l 01 = R.., n si R1 est le tayon de cou rbu re en l

de la base L1 Il existe deu x nombres rée l s f-1 et À
-

A�tels que : IS = f-1 v et 1134 =

-

À �) (\-1 -; - À -;7)Donc ( R1 n 1\ = 0

� � � 'TT
+ 8Or ( n , v) = (n,t)'+ ( t , v) =

2
� � � rr

r--
r. Il _ilet ( n , u ) = ( n , v) + ( v , u ) = + Cl - .....

2 2
- �

1

1

1

On a donc

R-1� 1\ Cl V - R nt, (\� - �� r-: \-1 V = 0
\-1 1

1 sin ( -

TT
+ 8 ) \ sin(S -11) - � fJ k 0LR_1 \-1 2

- " R� =
_J

P.o \� cos e +ÀR1sin8 - � t_, = 0

1

1 D'où

À =

R_, f., co s 8

R
-1

sin e - �.,

1 2.134,52. , E2. sont aliqnés. Donc

1 l 3 4 S-2_ A l 3 4 E.l. = 0 soit

( l S1. l l 3 4) /\ (1 Et.

1 Or 152. = R2.n , si R2.
l de la roulante L�.
Il existe un nombre réel f2.

est le rayon de courbure en

1 tel qu e I El. = Cl

\ 2. V

1
Donc ( Rp_7: - À -;7) A

- \- 0( r2. v -" u ) =

[Rz \i- sin ( -

n- +8 ) Rl. � sin(G _ 11) - � \'2.] k 02"
- =

- R.L fe. co s e +�RLsine - À,o = 0,2.1

1

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



1
- 3 ï -

1

1

D'où À =

Rl.f2. cose

Plsine - �2.
1

=
R2fz. cose

R2.sine - f2..
1R-1 f" cos 8

�2. ) =
1

et, en divisant les deux membres par R R2.p 0
-1 \ --i \ 2.. 1

sin e

fl!.
l si ne

f-1 1
soit finalement

l

�
= sin 8 (_1_

�2.
_1_)

�-'I
1

1
Applications

1
a) Ens e m b l e ,:1, des p 0 i n t s ci u pla n :r2. qui, à uni n s tan t don né,

coïncident avec un point d'inflexion de leur trajectoire

C1 dans 1T1

D ire que �il d e il,! est e n u n p 0 i n t d' i n f l e x ion d e C 1 ,

c'est dire oue é.1 est rejeté à l'infini. La relation

d'Euler-Savary donne alors:

1

1
l l si n 8

-ç-�=� soi t p
\2.

= 1
Puisque MaC.., pour enveloppe, E.l. est en �I et Hl = \2. v

L'ensemble des points r'l cherchés est donc un cercle

c e n t résurl a d r 0it e (l,-;) don t 1 e dia m è t r e [1 A 0]
1

me su re 1 R-1 R 2. 1 . On retrouve le cercle des inflexions.
K - K

-1 1..

1

1

1

1

1
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1

1 b) Ensemble B des points du plan \\2. qui, à un instant donné,
c 0 ï n cid e nt a v ecu n p 0 i nt der e brou s sem en t des env e l 0 P P e s

C1 des droites C2 du plan Tlz.1

1.

1

1

1

1

1

Si un point P de îl'""2. est en un point
de rebroussement P, de C-1' c'est

aue le cent re de cou rbu re E..., de C1
est en P1. Donc IP = \1 v.

De plus, C! étant une droite, E2. est

rejeté à l'infini dans la direction

de la droite (IP), et la relation

d'Euler-Savary donne alors

l l si ne
-p;- �

=

\�
soit

Ri. R1 sin e

\1 =

Rf. - R-j

1
L'ensemble des points P cherchés est donc le cercle

symétrique du cercle des inflexions par rapport à I.

C ' est l e ce r c l e des r e brou s se m e n t s .

1

1
Exemple de la cycloïde

1

1

1

1

1
1

Dans ce cas particulier:
I 02. = R.z. = a = con st an t e

R1 est infini puisque L1 est une

d r oi te. D on c

_1_ = (_1 1_) sin 8
a � 2.. \1

1. Le cercle des inflexions est

déterminé par le fait que �
si n e l

est infini =

\2. a

soi t �2. = <3 sin e

On retrouve que le cercle des

inflexions est le cercle de

dia m è t r e [1 Sz. J
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2. Retrouvons le cercle des rebroussements symétrique

du cercle des inflexions A par rapport à 1.

�2. est infini. Donc

1
a

- sin e

e-1
=

a sin 8

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

,

1

1

1

1

1

1
1
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1
CéCùt

1

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1
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1
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1

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1
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1

1

1

1

1

1

1

1 ,Il,NNE\E l

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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Epicycloïdes et Hypocycloïdes

d > r

rd

d < r

T r a j e ct 0 ire s d e p 0 i n t s r'1 d u pla n lié à u n c e r cl e

de rayon r roulant sans glisser sur une droite

Cd distance de M au centre du cercle)
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�
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Trajectoires de points M du plan lié à un cercle

de rayon r roulant sans q l r s se r sur un cercle.

(d : distance de r� au centre du cercle)

INTERIEUREMOlT EXTERIEUREHENT

d)r

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1
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M

T

Çl 0 in tin té rie u r à la r ou l an teL z

trajectoire de M lié à L2 dans son mouvement par

rapport à la base L�
cercle des inflexions

point d'inflexion de T

A

5

Position de L2 et de A lorsque M coïncide avec S

E : enveloppe des trajectoires T

Le point d'inflexion 5 de T est aussi point de contact

de T avec E
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Contact �xtérieur

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
\

1\

\

\1
1

1

1

1

1

1
1

1
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(
1

Contact intérieur

/

Position de L2 et de A lorsaue � coincide avec S

Point de contact du cercle L2 de centre 0l

avec le cercle LI de centre 0-

M Point intérieur a L2
T Trajectoire de M dans le mouvement de la

roulante L? par rapport a la base LI
A Cercle des inflexions

S Point d'inflexion de i
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�
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___
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L1
--1

- --1 1------------------- -- �

'-Ü
<r Ln v e l o p n e s de droites liées au cercle li rie n'lyon r r ou l n n t s a n s q I Ls s e r su r la u r o i t e 1

(d : n i s t.a n ce de ln o r o i t e 8\1 ce n t r e fie '-2; n : cercle ries rebroussement,,)

------d - lTr
--

2.

L1

- - -- - - - - - --- - - - _ .. - - -
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Enveloppes de d r o i t e s liées au cercle 1 f. rnu l an t sans glisser sur le cercle L1

EXTErUEUHEMENT INTER IEUnEMENT
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CHA PIT R E 2

E tu de ci n é mat i ou e des t rai n s

épicycloïdaux "simples"
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1

1

1
1

1

I - Train épicycloïdal simple Formule de Willis

On a vu qu'un train épicycloïdal simple peut se

schématiser de la façon suivante (figures l et 2 ;

Chapitre 0)

1

1

1

1

1 Les trois roues l

R-j' R2. et R3 roulent

2 et 3 de rayons respectifs
sans glisser les unes sur les autres.

1 S ci i t R (0,T, T, k) u n r e p ère 0 r t h 0 n 0 r m é d ire ct lié à 4

1

- -

e t soi en t w-yo k ,w 2/0 k ,w 3/0 k et w"l'o k les v e ct e urs

rotation instantanée des solides l , 2 , 3 et 4 par

rapport au bâti 0 .

1

On se propose de trouver une relation entre les vites­

ses angulaires w.yo , w�o et w.:.jo des trois "entrées"

de ce train.

1

1
1

Les roue s 3 et 2 r ou l en t san s glisser en l • Don c

---- --

V
l 3/2.

= 0 = VI 3/0
- VI 0/0

= w3/0 k À 0", I - (VOl. -0/0
+ wZ/a k /\ 02. l )

1

Mais 02- est le ce n t re instantané de rotation de 2 pa r

rapport à 4

V = 0 et don c V
02.

= V = w'Yo k A 0-1 Ozo 2. �/" Ya 02..10

1

1
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1

Don c 1
o = (.1...) 3/0 k r-; R � j - û.J 1../0 k 1\

o = -0...)�0 R:I i + 0....l t./o (R" + P
2. ) i - u.J 2./0 k 1\ 0 2. I ®

o z l

1

1
1

Les r ou es 2 et l roulent sans glisser en K. Donc

V K 2./0

= v..J -</0 k 1\ OA K - (V 01. <j0
+ 0..) 2/0 k À 02. K )

= -(.1,)40 RA i + w yo (R 3
- R 2. ) i - W 2/0 k A O2 K

Ajoutons membre à membre les égalités ® et (li) :

-w1o R'1 i +6..1 'Vo (R,,- Rz.) i -wYok " 01.1< - w3jo R3i +w"Io (R ...
+ RJi -wzjok " O2)

et multiplions scalairement par i les deux membres de

l'égalité obtenue. Il reste

= 0 1
soit encore 1

1
W -1/0 - (.ù "/0 R 3

=

G..!3/0
-

G..l':'/o R-1

Si on désigne par f le rapport (- ��), appelé "raison"

de ce train épicycloïdal, on peut écrire ce résultat sous

la forme 1
W"/o

-

w4jo
= F (f 0 rm u l e de th Il i s) ou en cor e

W 3/0
-

c...; 4/0
GU -1/0

- f (.J...) ::'/0 + (r - l )u.J "/0 = 0
1

Rema r qu e
1

Exemple d'utilisation du train épicycloïdal une

"entrée" est bloquée par rapport au b
à

t i , 1
1Il existe donc trois possibilités d'utilisation.

Notons en effet [1 3 4J un train épicycloïdal dont l

1
1
1
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1

1
1

est l"'entrée", 3 la "sortie" et 4 l'élément bloqué.
Si on applique à ce train la formule de IHllis, on

1
ob t i en t w Vo

- e :..u 3/0 + (e - 1) w <';0
= 0 et pu i sou e

w",,/o - f w3/0 = O.

Le rapport
W-'</O

, appelé rapport de réduction, vaut f
W.3/o

W4/
/0

= 0,

1 dan s ce ca s.

1 D'une manière semblable:

1
[ ] �P ou r 3 4 l ,w 3/0

+

('
cu

"/0
l

f (.ùA/O = 0

Rapport de réduction =
e - l

1 Pou r [Li
.

l 3 ] , w "/0
+

f -

= 0

1 Rapport de réduction W'"/o

w,,/o

l
=

f - l

1

1
Si la raison d'un train épicycloïdal est un rapport

intrinsèque au train considéré (il dépend de ses dimen­

sions), le rapport de réduction dépend de l'utilisation

qu'on fait du train. On aura égalité de ces deux rapports

seulement lorsqu'on bloque le porte-satellite 4, ce qui

ramène le mécanisme à un train de roues à axes fixes.
1
1

1

Pour que les roues du train épicycloïdal roulent effec­

tivement sans glisser les unes sur les autres, on réalise en

pratique une transmission des mouvements par obstacle utilisant

des roues dentées. Ce système constitue un train d'pngrenages.

1

1
1
1
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1

1

1

1
1

ou référence fixe 0

1- de u x sol ide sIet 2 (r ou e s den té e s d' a xe spa r a Il è -

l l - 0 é fin i t i on d' une n g r e n age à a x e spa r a Il è 1 e s

- un b
à

t i ,

Un tel engrenage se compose de trois éléments

les) faisant avec 0 l'objet de liaisons pivots

Cl i ais on s qu i ne p e r met t en t à 1 et 2 qu' u n m ou v e -

ment de rotation autour de leur axe).
1

1
Soit no un plan lié au b§ti 0 et

p e r pen di cu 1 air eau x a x es der ot a t i �
6", et l::. 2. ci e s r ou e sIe t 2. Lem ou v e.
ment de l par rapport à 2 peut être

considéré comme le mouvement plan Ir
pla n d e � par r a p p 0 r t à fT2. , rr� e t 112-

é tan t d eux pla n s con f 0 n dus a v e c rr, 1t

liés respectivement à l et 2.

Les mouvements de let 2 sont tell
(J._) 21. \ \

Due
0

= � où n est une constante
(J._)� 1appelée "rapport de réduction" de

l'engrenage.

1
Cherchons alors la base et la roulante du mouvement

de � pa r rapport à fil. 1
Soit l le centre instantané de rotation de 1/2

o -t est c e n t r e i n st a n tan é der ot a t ion l / 0, 0
2. est cel u ide

Don cIe st su rIa d roi te (O� 02.) •

V
I -112.

= 0 , s ci t 1v - \' = 0
I ,,/0

1

I 2./0
ou en core

0.J
-1/0

k 1\ 0
-1

I - (..) % k /'. 02. I = 0

1
1
1
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1

1 Multiplions vectoriellement é

de l'égalité par k. On obtient

gauche les deux membres

1
1

= 0

De plus

= = constante

1 Donc le point I cherché est le point de la droite (0",,02
qui partage le segment [O""oJ dans le rapport constant A.

I est donc fixe.1

1
Alors,

a) 0 .. I = constante, et la roulante du mouvement est

le cercle de centre [J"" et d e rayon R.., = O� I

1 b) 02. I = con st an te, et l a bas e du m ou Il e men tes t le

cercle de centre Oz et de rayon Rz = 1.121

1 Ces deux cercles sont appelés cercles primitifs de

l'engrenage.'
Le rapport de réduction de l 'engrenage � est tel que1

1 =

D
,\ ..,

Ri.

1
1

1

1

1

1

1
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1

1

1
1

1

1

1
CHA PIT R E 3

1

1

1 Dentures d'engrenages

1

1

1

1

1

1

1
1
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1

1 l - Not i on de profil

1 A) Prof il

1 Considérons une roue dentée. Un profil est la courbe

intersection de la "surface active" d'une de ses dents

1
- -

avec un plan rr dont (O,i,j) est un repère orthonormé.

1 B) Profils conjugués

1

Soient d e u x plans tr et tr
'

ccnfondus dont le mouvement

peut être défini à chaque instant par le roulement sans

glissement de la roulante L SUI' la base L', et soit C un

profil de Ir.

1

1
1

Dans le mouvement de il par rapport à rr
� C admet un

profil enveloppe CI. C et C' sont dits profils conjugués.

1 I\J ou s sa v on s au e :

1
- Le cent re in stantané de rota­

tion I appartient à la normale

ccmmune aux profils conjugués
en leur point caractéristiaue M

1
- Lep l' 0fil C l' ou 1 e et al i s se su r

le profil C'. La vitesse de glis­
sement en M est1

1

1
L

v,., = V,., rr/r! = w':r/fT' k /1 I l-l , k é tan t tel

que (T,j,k) soit une base

orthonormée directe.

1

1
1
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1

1
1

II - Génération des profils de denture 1
Soit un engrenage à axes parallèles constitué de deux

r ou e s den t é e sIe t 2. Lem 0 uv e men t de l par ra pp 0 r t à 2

peut être représenté par le mouvement plan sur plan d'un

plan � invariablement lié à l par rapport au plan ITz.

1

1
invariablement lié à 2 l étant le centre instantané de

rot a t ion, L1 et L 2.
é tan t les ce r cl e s p rimit ifs. 1

A) Méthode des enveloppes 1
On choisit arbitrairement une

1cou r beC 2. lié eau pla n ITz. 0 ans l e

m ou v e men t du pla n

plan rr, , CL admet

dans �

iTz par ra p p 0 r tau

une enveloppe C" 1
sont deux profils

conjugués. 1
L'utilisation pratique de cette

m é t h od e p ou rIe ta i 11 age (u sin age) 1des dentures d'engrenage consiste
,
,

�L_
or

choisir la courbe C� réalisable pa.
un procédé d'usinage ordinaire (tot.­
nage par exemple). On utilise ensuite

une machi n e qui réa lis e lem ou v e m e 1
de nz par rapport à rr, et sur laquelle on a monté un outil

admettant Cz pour profil. 1
B) M é th od e dit e des "r ou let tes" 1

Soit une courbe R d'un plan ÎI.3 confondu avec rr, et 11:. 1
qui roule sans glisser en I sur les cercles primitifs

L.., et Lz. de l'engrenage, et soit G une courbe du plan 1i�. 1

1
1
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Dans le mouvement de 113 par

rapport à � , C admet une enveloppe
....

_ C., dans TT•. La normale commune à C1
e t G au p 0 i n t car a ct é ris t i qu e M

passe par 1, centre instantané de

rot a t ion de 113 par ra p p 0 r t à îr� •

Désignons par CL la trajectoire
dan s îrz. du p oi n t �1 de 113 • 0 na:

JL
V

r� TT:�/ni
= (..ù .3/.2. k 1\ Hl

Par con sé quent, ( lM) est au ssi la

0 - normale à C2. en 1"1.
�

C.., et C2. sont tangents en �1 et sont donc des profils

conjugués. R est appelée "roulette" et G est appelé

"profil générateur".

Du point de vue du taillage, on réalise d'abord un

outil constitué de R et de G d'obtention simple. On

a p pli qu e de u x foi s la m é th od e des env el 0 pp es a v e c cet

outil pour obtenir séparément C-1 et C2.'

Cas pa rt i cu lie r

Supposons que la courbe G soit réduite à un point M
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Dans le mouvement de IT3 par rapport à rr� , la trajec­

toire dans 11:, du point r'l de TT� est ;une courbe Cl" La droite

( 1 M) est la n 0 rm ale en M à C-1 . Dan sIe m ou v e men t de Tr3

par ra p p 0 r t à Irz., lat ra j e ct 0 ire dan s Trz. du P 0 i nt r-l d e n-�

est une courbe CL (lM) est la normale en M à Cz.

C-1 et CL sont donc deux profils conjugués.

Cette mé t h od e théorique n'est pas utilisée pour le

taillage des engrenages.

1

1

1

1

1

1

1

1
III - Engrenage cylindriaue à profil en développante de cercle 1

A) Développante de cercle

1. Génération

1

1
Dans un plan 11, on considère un cercle (0) de

centre 0, de rayon a, et une droite 6. qui roule sans

g lis se r en C su r le ce r cl e (0).

Considérons un point r-l de 6 et étudions la courber 1
déc rit e par fv1 dan sIe mou v e men t d e 6 par r a p p 0 r tau

cercle (0).

6..,. , po si t i on de lad roi te t::. au and r� est au po int de

contact A de 6. avec le cercle (0), est choisie pour

position initiale det::.. Désignons par (O,i,T) un

repère orthonormé du plan 1/ tel aue DA = ai et associé

à un trièdre orthonormé (O,i,j,k) direct de l'espace.

Désignons par t une mesure en radians de l'angle

représenté par (i,OC).

1

1

1

1
1

1

1

1
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1

1

1

1

1

1

1
"

... "
... ...

M ----�-

1

1

1

6 r ou l an t san s glisser su r le cercle, on a

AC = C �1 = - at

o f"1 = OC + cn a pou r c a or d on née s

x = a cos t at cos ( t + �)
2

sin t at sin ( t +
iT,

y = a -

2)
soi t

x = a ( cos t + t sin t )

y = a (sin t t cos t )

1

1

1

1
1"' a don c en r� un ve ct eu r tangent de coordonnées

x' = at cos t

y' = at sin t

D' où la pente de la tangente ( MT) � = tg t
dx1

1

1

Par conséquent, la tangente en M à 1"' est parallèle
à (0 C ), don c p e r pen d i cu lai r e à (C M); a i n s i ( r� C) est l a

normale en f"1 à Î. Le cercle (0) est l'enveloppe des

1

1
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1

1
normales à T, donc la développée de 1. 1 est par consé­

quent une développante de (0) et s'appelle une dévelop­

pa n t e de ce r cl e .

1

D'où: "La courbe décrite par un point quelconque

d'une droite qui roule sans glisser sur un cercle est

une développante de cercle".

1

1

1
- Si 11., est un plan confondu avec 11 et lié au ce r l ce

1( 0 ), et ITl. un pla n con f on d u a v e c TT et lié à l a

droite6, Î est la trajectoire oe M oans le mouvement

d e fTz par r a p p 0 r t à rr, . L a bas e d u mou v e men tes t 1
le cercle (0) et la roulante la droite 6. .

S i t = 0, x' = y' = O. A est u n p 0 i nt der e brou s -

sem e n t p cu ri.

1

1
2. T r a cé dei 1

Con si dé r 0 n s 6 tan g en tee n C a (0). Che r ch on s à

construire le point f"l de 6 oui engendre la courbe 1.
1

1

1

1

1
- Supposons le problème résolu. Traçons alors le

cercle de centre 0 et de rayon or'l, qui c ou p e A , en E. 1

1

1
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1
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1
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La médiatrice de [AC] est axe de symétrie de la figure.
Don c I� E = CM e t pu i s que C �1 = CA, 0 n a A E = CA.

M appartient au cercle de centre 0 et de rayon DE,
..-

E é tan t lep 0 in t de 6.0 tel QU e A E = CA.

- DI où la construction:

On choisit un point A du cercle (0) comme point de

contact de la position initiale 6.0 de 6. avec le cercle

( 0 ). Soi t [A B ] les e g men t de 6. 0 tel qu e AB = 2 rra .'

On partage le cercle (0) et le segment [AB] en n parties

isométriques.

Le cercle de centre 0 et de rayon OP. coupe la tan­
l

g e n tee n r� i au ce r c l e (0) en u n p 0 in t G i qu i a pp art i en t

à 1.

Fi g. 5
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1

1

1

1
B) Génération des profils (méthode des "roulettes")

1

1

1

1

1

1

1

Soit ITo le plan lié au bâti et contenant les deux

cercles primitifs L'1 et Lz.. On choisit comme roulette la

droite R mobile dans Iro roulant sans glisser en I sur L"
et L2' et comme profil générateur la droite G mobile dans

invariablement liée à R.

1

Soit R' la perpendiculaire à G passant par 1. On choisit

pour mesure de l'angle représenté par (R,R') le nombre c\ 1
de [0, �J . Soit G' la droite invariablement liée à R' qu i

coïncide avec G à chaque instant. 1
Dans le mouvement de R par rapport à � , G entraîne G'

et donc R' qui glisse sur elle-même. 1

1

1

1
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1

1

1
Appelons 1T3 le plan déterminé par G et R et rr, le plan

d é t e r min é par G 1 et R'. Con si d é r 0 n s les m ou v e men t s sim u l -

tané s

1 1. des pla n s � , 11,3 e t Ile,

1
- le centre instantané de rotation 113 est en I

l e ce n t r e i n s tan tan é der 0 t a t ion I 34 est r e jet é à

l 1 i n fin i dan s lad ire ct ion deR'. (0 n a u n mou v e men t

de translation parallèle à G de rr, p_ar rapport à 1T"
- don c l e c e n t r e i n s tan tan é der 0 t a t ion I,,� est sur R'

1

1 2. des pla n s rr, ,rr� et 11"

1
- le centre instantané de rotati.on Io� est O�

le centre instantané de rotation 10<, est rejeté à

l'infini dans une direction perpendiculaire à celle

de R' (On a un mouvement de translation parallèle à

P' d e li" par r 3 p P 0 r t à :r.. ) .

- donc le centre instantané de rotation 1'<;1 est sur la

perpendiculaire à R' passant par 01 .

1

1

1 Finalement 1"1 est en T1 •

1 0-1 T--1 = P�coso'.. = constante. Donc T1 décrit le cercle B�
de centre O� et de rayon r1 = R� c o s es dans le plan 1T� .

Ce cercle est la base du mouvement de Tf" par rapport à 11:,

1 T1 appartient à la droite R' du plan TT". R' est la

roulante du mouvement de rT" par rapport à n-:,

1
1

On montrerait de même Que R' roule sans glisser en T2.
sur le cercle 82. de centre 02. et de rayon

dan s lem 0 u v e men t de 'îi4 par ra pp art à fi%. .

rl = Oz. T2. = Rl:. c o s e-,

1
Le point d'intersection H de (T.,T2.) avec G' décrit dans

rr; et dan s n-L des dé v e l 0 p pan tes D 1 et Dl. des ce r cl e s 8-1 et

B 2.' D
-1

e t D
2.

S on t de u x pro fil s c on j u gué s .

1

1
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1

1

1

R', ensemble des points de contact entre ces deux profill
est appelée "droite d'engrènement".

81 et 82. sont les cercles de base de l'engrenage.

R ema r aue s

1. Tou t po int P de (T�
T 2) déc rit de m ê m e dan s 11.., et Ill.

des développantes de cercle.

1

1

1

1
2. Une réalisation pratiaue

Lad roi t e g é né rat ri ceG n ou s perm et d'ob t en i r pou r 1
la roue l un profil de développante de cercle de 81•

En pratique, nous avons besoin:

- d'une continuité d'engrènement entre les roues l et

2, ce qui nécessite plusieurs profils régulièrement

espacés, et donc plusieurs profils générateurs G

1

1

1

1

1

1

1
- d'une utilisation possible de l'engrenage dans les

deux sens de rotation. Il faut donc des profils 1
générateurs P symétriaues des profils G par rapport

1

1

1
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1

1

1
à une perpendiculaire à R

1

1
R

1

1

1

1
Ces conditions sont réalisées en particulier par un

"outil crémaillère" dont R est appelée ligne de référence.

1
(R peu tau s si ê t r e con s i d é ré c om me u n ce rel e p ri mit i f

der a y on i n fin i )

1

1

1

1

1

1

Cette crémaillère est un outil facile à obtenir. Elle

est à l'origine d'une méthode d'usinage des dentures.

Les dents obtenues ont la forme suivante:

1

1

1
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C) Propriété variation de la distance 0.-1 Oz. ou entraxe

1

1

1

1

1

1

1

1

1
La figure 6 représente l'engrenage après augmentation 1

de l'entraxe 010.2.'

Dans cette position, on fixe la roue 2 et on amène le 1
profil P1 e n contact en 1'1 avec le profil P2. par rotation

de la roue l autour de °1, P1 et P.2.étant tangents, leurs

normales en �1 sont confondues. Comme ces profils sont des

développantes de cercle, ces normales sont tangentes aux

cercles de base 81 et 82. respectivement en T1 et Tl

T.-1' T.2. et ril son t al i g nés.

On continue de faire tourner la roue l

Soit M'un nouveau point de contact dont la position

initiale sur le profil P1 est jV1� La normale en jV1� à

� est tangente en T� au cercle de base 1:1, Ainsi

M � T � = r�' T-1 • Dés i gnon spa r do( 1 une me su r e de l' an g l e

représenté par (IV]� T� , rn1). (C'est aussi une mesure de

l'angle représenté par (O�T� ° T ) dont a tourné la
., 1 1

r ou el) .

1

1

1

1

1
1

1

1

1
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Fi g. 6
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1

1

1
Soit 6-1 le point de contact de B-1 et de la tangente à 1

8-1 passant par n'. La perpendiculaire en M' à cette droite

est la tangente de contact aux deux profils. (fi' 61) est 1
aussi la normale au profil Pz en [vi'. Elle est donc tangente

à B2. en 82 (8-162.) est donc une tangente commune aux

deux cercles de base. 6." et eL sent les points T-1 et T�.

r
,

étant le rayon de B1' on a

= M� T�

1

1

Si M' est la p osi t ion initiale de M' su r P2., , la tan- 12-

gente �1 'z T' au cercle de ba se 82., est la normale au prof i l
2-

Pz en ce p oi nt. 1

1
où dC<2_ est une mesure de l'angle représenté par (O!. Tl..' O%...T�.
(C'est aussi une mesure de l'angle représenté par •
(0.2. T.2_' °2 T � ) dent a tourné la roue 2 autour de 0,2.)'

r2 étant le rayon de B.2.' on a

rol�l' = T'
L

Don c
.

1 do\z. 1
s o i t 1ëJ""1 =

1 0\-1 r]..
= constante 1

(Dans le cas de cette figure, doZ-1 et dC<2. sont de signes 1
opposés).

Le rapport de réduction de l'engrenage n'est pas modi­

fié par une variation d'entraxe. Ainsi le rapport des

vit e s ses a n qu I air e s des d eux r ou e sestin cha n g é .

Remarque

On montrerait de la même façon que cette propriété

est conservée si cette variation de l'entraxe s'effec­

tuait par un rapprochement de O� et de Oz'

1

1

1

1

1

1

1
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1

1

1 Exemple d'utilisation pratique de cette propriété:

usinage d'une roue dentée par un outil crémaillère

1 Lors d'une phase de cet usinage, la crémaillère et

l'ébauche du pignon sont animés des mouvements suivants

1

1
1. mouvement de roulement sans glissement de la crémail­

lère sur le pignon

1 mouvement alternatif de coupe de

la crémaillère. Entre chaque phase,
la crémaillère est rapprochée un

peu plus du centre du pignon selon

la direction 3 (mouvement de péné­
tration) .

1

1

1

1

1
(
!
i
1

1

1

1

1

1 Fig. 7
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1

1

1

1
Pendant, ce mouvement (fig. 7), on obtient d'abord l'arc de

développante Q3Q2.. h est alors le dernier point de con- 1
tact possible entre le profil générateur de la crémaillère

et le profil en développante du cercle Sz.

Si le mouvement de pénétration se poursuit jusqu'à ce

que R roule sans glisser sur L.z., le profil actif de la

crémaillère pénètre le cercle de base Sl. au-delà de Tz.
La trajectoire dans '!TL du point M' de l'arête tranchante

est telle que la dent usinée est considérablement creusée

à l a bas e. Cet t e den tes t a f f a i b lie etri s au e den e pas

1

1

1
résister à l'effort de transmission pour lequel elle a été

1calculée.

r----------�-----------------�\
1

Un remède consiste à arrêter la

p é n é t rat i on al 0 r s cu eRs e trou v e

à la distance S de sa position

1

1
initiale.

Dans l'utilisation de la roue 2 avil
une a u t r e r ou e den t é e, t ou t sep a s se

comme si le cercle L 'l. de centre 01et de rayon r� = r2, +,s était le

cercle primitif de la roue 2 • L�
est appelé "cercle primitif de 1
fonctionnement" .

La valeur de c5 est choisie pour qUi
.la pénétration de M' s'arrête avant

0., dernier point du profil généra,teur à engendrer une développante

de 8%.

La dent obtenue alors est trapue etl
de ce fait plus résistante Que la

précédente. 1

1

1
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1

1 Remarque

1
On peut de cette façon usiner avec la même crémaillère

une au t r e r ou e den t é e Ide r a yon p ri mit i f r �

1

On constitue un engrenage avec les roues l et 2 dont

l'entraxe de fonctionnement est (r� + r'2..)' On sait

que le rapport de réduction est conservé.

1

1 IV - Engrenaqe cylindrique à profil cycloïdal

1 A) Courbes cycloïdales

1
l. G é n é rat i cn

1
\Jous avens défini une courbe cycloïde comme étant

une c cu r b e « décrite par un point 1"1 d'un cercle R qui

roule sans glisser en C sur une courbe fixe 8.

1

1

Si 11:, est un plan invariablement lié à B et 112. un

plan invariablement lié à R, R est la roulante et B la

base du mOuvement rie fi; par rapport à �. Les courbes

cycloïdes sont les trajectoires des différents points
de R dans fT.,.1

1 Si la base est une droite, les trajectoires des

points de R sont des cycloïdes droites (ou cycloïdes)
(fig. 8a)

1

1

Si la base est un cercle,
et si R est tangent extérieurement à B, les trajec­
teires des points de R sont des épicycloïdes.

(fig. 8b et 8d)

1

1

1
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1

1
- et si R est tangent intérieurement à B, les trajec­

toires des points de R sont des hypocycloïdes

(fig. Sc)

"
1

1
,
1
\

"\

Ao

Fig. 8 a

Fig. 8 b

Ao

1

1
--,

,,/ ,

1
1

1

1
\
,
,

1

1

1

1
_----_

1�,'"
,

_

....
;;.----

"
/

/
1

,
1

,
1

1

1
1
\
\

\
\
\
\

,
,
"
"
'

......

1Fig. 8 c

1

1

1
M

Fig. 8 d

1Soit Ao un point de B et considérons le cercle Ro de

rayon r tangent en Ao à B, au 'on prend ra pou r posi ti on

initiale de R. Soit M le point de R coïncidant avec .3,0' 1

1

1

1
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1

1
Au cours du roulement sans glissement de R sur B, �� décrit

une courbe cycloïde 'ô

1 Si C est le point de contact de R avec B, on a

1
pou rIa cy cl ai d e

- pour les épicycloïdes et les hypocycloïdes

1

1 2. Tracé

1 a) de la cycloïde

1 P.o
__� �� ��__�� B'

1

1

1 Qua n d R e f f e ct u e un t ou r cam p I.e t , lep 0 i nt r'l au i

é ta i t en A 0 vie n t den ou v eau su r B e ro A..., . ( Ao ;\..., = 21Tr).

M décrit ainsi une arche de la cycloïde 0 .1

1 Cherchons à déterminer les points M de 1

- Supposons le problème résolu. Soit- E le point de Ro
tel que la droite (AoE) soit parallèle à la droite

(cr,'1). Ro se déduit de R par la translation de vecteur

di r e ct eu r C.!\ cet pu i sou e (A 0 E) / / (C M ), E est Iii m age

de H par cette translation. Donc U1E) est la droite 8'

par a Il è l e à B pas san t par 1:, e tAo E = C �1.

1

1

1

1

1
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1

1
Ainsi r'l est un des points d'intersection de la

droite 8' et du cercle (C) ayant pour centre le 1
--..

point C de 8 tel Gue AoC = AoE et pour rayon AcE.

1
- D'où la construction

On partage [AoA ..J en n parties isométri cu e s [CjCj+l] 1
-

e t Roe n n arc s d e ce r c l e i s om é tri qu e s E j E .l+ l

Par Ej on trace la droite 8'j parallèle à 8. 1
On trace le cercle (Cj) de centre Cj et de rayon

AoEj qui coupe 8'j. Le point d'intersection �1j 1
de 8'j et de (Cj) tel que (CjMj) soit parallèle

à (AoEj) est le point correspondant de la cyel aide 0 .

1

1

1

1

1

1
Re ma r qu e :

1
C j é tan t le ce n t r e in st an tan é der ot a t i on de 112-

par rapport à rr, correspondant à Mj, (Cj�1j) est la 1
n or mal e à 1::) c ou r b e "0 en M j. Lat an g e n t e (t1 j T) à "0

en Mj est aussi tangente au cercle de construction

( C j) e n �1 j .
1

1

1

1
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1

1

1 b) de l'épicycloïde

1

1

1

1

1

1

1

1

Quand R effectue un tour complet, le point M oui

était en Ao vient de nouveau sur 8 en Ao. (AoA-j = 2�r)

M décrit ainsi une arche d'épicycloïde.

1

Cherchons à déterminer les point s H de ().

1
- Supposons le problème résolu

1

,...-

Soit E le point de Ro tel Que A�E soit isométriaue

à @, don c tel au e A 0 1:: = C r�. Les tri a n g 1 e s 0 Wo E e t

OwM sont isométriques par construction, et donc

DE = DM. Ainsi �1 est un des points d'intersection

1 1. du cercle de centre 0, de rayon DE

1
2. du cercle de centre C, de rayon AoE.

1

1

1
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- D'où la construction: (fio.9)
.-.,.

On partage l'arc de cercle AoA", en n parties iso-

m é tri qu e sai n si ou e 1 e ce r c l e R 0 à partir de A 0 •

f

On trace le cercle 8j de centre 0 et de rayon OEj.

Puis on trace le cercle (Cj) de centre Cj et de

rayon AoEj. Mj est un des points d'intersection des

deux cercles, ou J.e point d'intersection quand':'1

n 'yen a ou 'un (point de tangence).

Fig. 9

1

1

1

1

1
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1

1

1 Rem a r qu e

1

- ï 8 -

Cj étant le centre instantané de rotation corres­

pondant à Mj, la droite (Cj�lj) est 13 normale à a en

Mj. La tangente à '0 en Mj est aussi tangente au cercle

(Cj) en Mj.1

1

1 c) de l'hypocycloïde

1
Quand R effectue un tour complet, le point f"l qui

était en Ao vient de nouveau sur B en ;\-1'('.\oA� = 211r)

M décrit ainsi une arche d'hypocycloïde.

1
Cherchons à déterminer les points M de 't.

1

1

1

1

1

1

1

- Supposons le problème résolu

Soit E le point de Ro tel que
...--.. -

Ao E soi t i som é tri qu e à fv1 C, et d on c

tel 0 u e A
0 E = �1 C. Les tri a n g les

OEwo et OMw sont isométriaues par

construction. Donc DM = DE.

Ainsi M est l'un des points d'in­

ter se ct ion

1. du cercle de centre 0, de rayon DE

2. du cercle de centre C, de rayon A E
o

- D'où la construction: (fig.lO)

1
----

On partage l'arc de cercle AoA� en n parties iso-

métriques, ainsi que le cercle Ro à partir de Ao.

1

1
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1

1

1
On trace le cercle(B'j)de centre 0, de rayon OEj.

Puis on trace le cercle (Cj) de centre Cj et de 1
rayon AoEj. Mj est un des points d t Ln t e r s e c t r on de

ces deux cercles, ou le point d'intersection quand 1
il n' yen a qu' u n (p oi nt de tan g en ce) .

1

3

� -+ � �__�__� �� C3�

1

1

1

1
o

1
; .; 1

1

1

Fig. 10
1

1

Remarque
La tangente à '0 en Mj est aussi tangente au cercle

(Cj) en Mj pour la même raison que pour l'épicycloïde.

1

1

1

1
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On se donne pour cercles primitifs L-1 de centre 0-1 et

de rayon 11, et L.2, de centre Oz et de rayon 1.2. qui roulent

san s g lis se rI' unsurl '
a u t r e e n 1. 0 n ch 0 i si t P ou r r ou let -

te R l'ensemble constitué des deux cercles R� de centre A-1
et de rayon a1, avec 2a1 < 11, et R.t. de centre A 2. et de

rayon al. avec 2az. < If. aui roulent sans glisser l'un sur

l'autre en 1.

2. Considérons le mouvement de roulement sans glissement

de R2. sur L1 et L2..
- R2 roulant sans glisser sur LI' f"1 décrit c a n s iT1

un arc d'épicycloïde E-1. La normale en [·1 à cet arc

passe par 1.

1

1

1

1 B) Génération des profils

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

- 80 -

m é th 0 de des "r ou let tes"

l. Con si d é r 0 n sIe mou v e men t der ou -

lement sans glissement de R_., sur

L-i et t.,

- RI r ou l a n t sa n s g lis se r su r LI'
lep a i n t r'l deR

1
déc rit dan s TT.,

un arc d'hypocycloïde H_.,. La nor­

male en M à cet arc passe par 1.

- RI r ou l an t sa n s g lis se r su r L
2 '

M décrit dans 1Il. .un arc d'épicy-
c l o Ld e Ez,. La no rm ale en M à cet

arc pa s se pa r 1.

LI. Ce s deu x arcs H1 et El. on t même

tangente en M : ils sont conjugués.
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- R 2 r ou l a nt sa n s g lis se r su r L?, [\1 déc rit dan s TTz.

un arc d'hypocycloïde Hz- La normale en M à cet arc

passe par 1_

Ces deux arcs E1 et Ht ont même tangente en Mils

sont conjugué s.

Le profil d'une dent de la

roue lest dbnc for�é

- d'un arc d'épicycloïde E1
ou "f l a n c d e t ê te"

- d'un arc d'hypocycloïde H1

-------AtI�-aBe-----de-p ieEl�"---------

Le profil d'une dent de la

roue 2 est formé d'une

manière semblable_

Re ma r qu es

1. On choisit en général un même rayon a = a1 = a2. pour

les cercles R1 et Rl.-

2. l'JOUS avons supposé que Les d i am
è

t r es Za , et 2a2. de

R1 et Ri étaient inférieurs respectivement aux

rayons 11 de L1 et 12. de Llo _ Dans ce cas, la matière

constituant la dent est située dans la convexité de

l'arc d' hypocycloïde formant le "flanc de pied" de

la dent (en pointillé fig.ll, et fig.12-b)

3. Si on suppose que le diamètre du cercle R-1 est égal
au rayon du cercle primitif L-1(2a.; = 11), l'hypocy­
cloïde que décrit M dans � se réduit à un diamètre

1

1

1

1

1

1

1

1

1-

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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1

1 J

1

[IJ] du cercle primitif L� .

Le "flanc de pied" de la dent est

donc le segment [IJ].

1

1

1 4.

1·
:r Si on suppose que le diamètre du

cercle R -1 e st su pé ri eu r au rayon

du cercle primitif L-1 (2a-1 > 1-1)'
alors la matière constituant la

dent est située dans la concavité

de l'arc d'hypocycloïde formant le

"flanc de pied" de la dent. La dent

ainsi obtenue est affaiblie à la

ba se.1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
Fig. 11

1

1
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Fig. 12 a Fig. 12 b

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
5. Var i a t i on d' en t r a xe:

La figure 13 représente un engrenage épicycloïdal. 1
Lorsque l'entraxe de fonctionnement utilisé est

l'entraxe [0-1D2J de la génération, on constate sur

la figure que les points de contact successifs 1"10

(position P-10 ' P2.o) et M'o (position P�o , P'2.C

entre les deux profils sont tels que les normales en

1

1
�1

0
et M '0 a u x d eux pro fil spa s sen t par L, ce n t r e

instantané de rotation de TT1 par rapport à ITz, ceci 1
garantissant la conservation du rapport de réduction

de l'engrenage.

En revanche, lors d'une variation d'entraxe consis­

tant par exemple (fig.13) à déplacer 0-10 en 0-1, on

constate que les normales aux nouveaux points de

contact M (position P1, P2.o) et �1' (position P� ,P�o
des deux profils définissent sur (0-1 Dl!.) des centres

1

1

1
instantanés de rot a t ion de iT1 pa r rapport à iT2. diffé-

rent s à ch a qu e con t a ct. De ce fait, le rapport de 1
réduction de l '

eng renage va rie en f on ct ion du temps.

1

1
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6. Les dentures à profils épicycloïdaux ne sont quasi­

ment plus employées. On leur substitue, dans le but

d'améliorer le rendement d'une part et la facilité

d'obtention d'autre part, des profils formés d'arcs

de cercles et de segments de droite. Ces derniers

sont principalement utilisés dans l'industrie horlo­

gère.

1

1

1

1

1

1

1
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1
1

1

1
1
1
1

CON C LUS ION

1

Après ce voyage mouvementé au pays des cycloïdes
(dans les plaines arides de la recherche et aussi parmi
les oa si s de lac om p ré he n si on) qu e n ou ses pé r on s vou s

avoir fait accomplir sans trop de peine, il est temps
de conclure.

1
Nous sommes conscients des limites de cette étude.

De nombreux problèmes ont été évoqués. Tous n'ont pas

été résolus; ils peuvent offrir un vaste champ d'inves­

tigation à ceux que cette étude n'aura pas rebutés.1
1
1

1
1

1

1

1

1
1
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(
\

Trajectoires de points liés au cercle

roulant sans glisser sur un cercle
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1
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1

Trajectoires de points liés au cercle

roulant sans glisser sur un cercle
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Enveloppes des trajectoires des points d'un

diamètre d'un cercle roulant sans glisser

sur un ce r cl e (i n t é rieure men t ou ex t é rieure men t )

ou sur une droite
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Enveloppes de droites liées au cercle

roulant sans glisser sur un cercle
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Courbes "paracycloidales"
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Au t re s courbes
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