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Pour répondre & une demande de Professeurs Techniques,
Professeurs Techniaues Adjoints et Chefs de Travaux des Lycées
Techniaues, 1'I.R.E.M. de Paris-Sud a mené pendant plusieurs années
une véritable politique de formation continue & leur égard, en
leur proposant des stages annuels de formation mathématique &

raison de deux heures par semaine.

Si, au départ, il s'est d'abord agi de compléter et d'appro-
fondir les connaissances mathématiques des enseignants des
ateliers, trés vite la nécessité de mener une réflexion et une
recherche communes Mathématiaues - Technologie s'est imposée, et
ceci a partir de problémes concrets rencontrés dans leurs enseigne-
ments. Les animateurs de 1'I.R.E.M. ont donc eu ainsi une formaticn

technologiaque sur le tas !

Un sujet avait 1l'air particuliérement "effrayant” pour
certains professeurs d'atelier. Il s'agissait des '"trains épi-
cycloidaux'. Si les deux mots scnt relativement compréhensibles
pris séparément, leur union paraissait bien cbscure aux animateurs

de mathématicues. Dans cuel engrenage allaient-ils se faire prendre

L'étude qui est faite ici voudrait répondre 2 deux préoccu-
pations principales :

- permettre une meilleure compréhension théorique d'un

s

mécanisme & 1'aide d'outils mathématiques ,

- apporter des illustrations pratiques a une étude

mathématique.

Elle se voudrait un outil de réflexion, et aurait atteint son
plein objectif si elle pouvait étre & 1l'origine d'autres études
similaires ou complémentaires. £t maintenant : "Bon voyage et

"

bonne moisson cycloidale !".



Le travail de notre groupe s'est organisé de la

manieére suivante :

- présentation du mécanisme dit "train épicycloldal”

- de la, deux axes de recherche :

a) mouvement plan sur plan, puisqu'on peut schéma-
tiser le fonctionnement d'un train épicycloidal l
par le mouvement de plusieurs plans l'un sur
l'autre. Nous avons alors été amené a utiliser I

la notion d'enveloppes.

b) courbes cycloidales, puisque nous avons rencontré l

des trajectoires aqui en sont.

- chacun de ces axes de recherche a trouvé une appli- .
cation dans 1'étude de deux types d'engrenages :

a) a denture en développante de cercle

W’

b) denture cycloidale.
La présentation qui est faite ici de cette recherche
s'est limitée, volontairement, et au maximum, & l'aspect

géométrique, et suppose ccnnus plus particuliérement :

- le double produit vectoriel et la propriété :

U a (VA W)y = (U.W)V = (U.V)h

- le théoreéme de composition des vitesses en mécanicue :

Soit un point M appartenant a un solide Sy en

w

mouvement par rapport & deux solides Sy et

. . ,\3
En notant V,.,. la vitesse du point M de S; dans
Mi/ j 1

son mouvement par rapport & Sj, on a :

—_— ——

Y o Y/ +vv
“&a "6 H%&

est parfois appelée "vitesse absolue" de M

parfois appelée "vitesse relative" de M

st parfois appelée "vitesse d'entrainement”

a @D
®

(@]
g
lsf
9\\
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w
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- la notion d'enveloppe en mathématiques

Soit C l'ensemble des courbes Cy; d'équation
f(x, y,x ) = 0 dans un repeére (0, 1, J), & étant
un paramétre réel.

A chaque valeur de « correspond une courbe Cgy
de C. On dit que la courbe E est l'enveloppe de C:

- si, lorsgue & varie, les courbes C_  sont

tangentes a la courbe E,

- et si, par tout point M de E passe au moins
une courbe C, tangente & E en ce point M.
Cio Calq
Ca
M4 ™M

Mo
Remaraues

E

a) L'enveloppe D des normales a une courbe T s'appelle
développée de T.
b) D étant la développée de T, T est une développante

de D.

- la définition des courbes cycloldes

Une courbe cycloide ¥ est une courbe décrite par
un point M d'un cercle R qui roule sans glisser sur
une courbe fixe B.

- Si B est une droite, la courbe décrite ¥ est

une cycloide droite, appelée plus simplement

cycloide.

- Si B est un cercle
. lorsque R est tangent extérieurement 2 B,
la courbe décrite ¥ est une épicyclolde
lorsaue R est tangent intérieurement & B,

la courbe décrite ¥ est une hypocyclolde.
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Présentation succinte des

trains épicycloldaux
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Un train épicycloidal, aqu'on peut représenter (fig.l)
et schématiser (fig.2) de la maniére ci-contre, est une
combinaison de trois roues 1, 2 et 3 dans laquelle une
roue 2 est montée sur un bras & mobile en rotation autour

d'urn axe fixe par rapport au bati O.

Cette roue 2 est donc animée d'un mouvement relatif
de rotation autour de son axe et d'unm mouvement d'entrai-
nement de rotation autour de l1'axe du bras 4. Elle est en
contact avec une roue 1l et une couronne 3 dont les axes
de rotation colincident avec l'axe fixe de 4.

Un train épicycloidal est donc un mécanisme dit "a
trois entrées" : 1, 3 et 4., 1 et 3 sont appelés les plané-

taires, 2 le satellite et 4 le porte-satellite.

Remaraues

1) Un point i1 Lié au cercle 2 décrit dans son mouvement

rapport a4 1 une épicycloide, et bien que dans son

mouvement par rapport & 3 il décrive une hypocycloide,

le systéme n'en est pas moins appelé train épicy-

cloidal.

2) I1 existe des trains épicycloidaux ou les trajec-

toires d'un peint M 1ié au cercle 2 sont

a) des épicycloides & la fois dans le mouvement de 2
par rapport & 3 et dans le mouvement de 2 par

rapport a 1 (fig.3)

b) des hypocycloides a3 la fois dans le mouvement
de 2 par rapport & 3 et dans le mouvement de 2

car rapport a 1 (fig.4).
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Dans 1l'espace affine euclidien E de dimension 3
associé a l'espace vectoriel euclidien orienté V, on

considére deux reperes orthonormés

= R = (O;?;};E) invariablement 1ié 3 un solide S de E
- et R = (Cq,‘i; V3, K

tels que les plans T de repére r = (0,1,]) et T, de

repére T, = (01;T1,3;) restent confondus au cours du

mouvement de S par rapport a R,.

T4

Tout point m de S, auguel on associe sa projection
orthogonale M sur ™ , se déplace dans un plan P, de méme
direction que T, . Le vecteur iim restant colinéaire 3k,
et la distance Mm étant constante, les mouvements de m
dans P, et de M dans 77, sont les mémes. Par conséquent,
pour connaitre le mouvement de tout point m de S, il suffit

de connaitre le mouvement de M de 1T par rapport a 1T,
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Le point O admet comme coordonnées (x,,v, ) dans r,

\

le point M admet comme coordonnées (x,y) dans r et (x4,n )

daps r. . Soit € = @ (t) une mesure de l'angle représenté
4

,i) oU t est la variable. On définit le vecteur
—_— e ) ‘ .

par {] = w k avec w = I ) c'est le vecteur rotation

a

(6]

L
instantanée de ™ oar rapport a T

I - Centre instantané de rotation

Dans le mouvement de T par rapport & TT, , tout point

M de T admet pour vecteur vitesse VM (appelé plus simple-

—

ment vitesse V., )

M

—

\JH = \’O + 2 A DM

et on se propose de déterminer, pour toute valeur de la

v—-—b

variable t, les points I de ™ tels que r = 0

1) Recherche de I

Les points I cherchés sont tels que

—

0

—_—

Vo

—_— = —
)

+ O A 01 = soit 0I A L2 = v



Multiplions vectoriellement a gauche par17

— —

kA (0IA£2) = k A Vg

D'aprés les propriétés du double produit vectoriel,
nous obtenons
(k.£2) CI - (k.0I)C2 = Kk A ‘o

— —_— —

O0r k.{2 = kuwk = w et k.0l = O (puisque k L O1)

Donc w01 = k A VG

Si, pour une valeur de t, @ % 0 (le mouvement de T
par rapport & T, est dit tangent & une rotation de
vecteur rotation instantanée (1)

== Kk AVg
0L = —
On obtient donc un point unigue I de T dont la vitesse
est nulle par rapport &2 ;. C'est le centre instantané

de rotation dans le mouvement de T par rapport & 1,

Si, pour une valeur de t, w = 0
—_— ——on
ou Vg = 0

Tout point de T a une vitesse nulle par rapporta T,.

T est immobile par rapport 3 T,.

ou Vg 0 (et le mouvement de T par rapport a T,

est tangent & une translation)

Il n'y a aucun point de T qui ait une vitesse
T = 0

nulle par rapport & T, puisaue k a Vj



Remarques :

a) Dans le cas obw = 0, on a I =

rapport a T, , donnée par Moo= Vo = J2 AIM, s'derit

\

% M o= < A IM

b) Lorsque w est au voisinage de O

p—— p——

- le vecteur 0I reste perpendiculaire 3 Vg

- 1lim ”53” = + 0

w —0
Donc, lorsque le mouvement de 7 par rapport a
est tangent a une translation (w = 0, VB + 63, on
se permettra de dire que le centre instantané de rota

Alors la vitesse d'un point gquelconque M de T par '

tion est rejeté 3 1'infini dans la direction perpendi-

culaire 3 vé.
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2) Coordonnédes de I

Puisque 0 a pour coordonnédes (x

Vg a pour coordonnées (

oY, ) dans r,

dxo dvo)
dt ’ dt

X - — dve dxo
coordonnées de (k A Vg) dans 94 (- dt ' dt !’

—

donc de 0,1 dans R, .

= = 1 d 1 d
01 Cgg ge * % i gg gt t Y 5 O
at at

3) Propriétés du centre instantané de rotaticn

-

a) I est indépendant de la variable t

,

dans r,. D'oUu les

0) et

Soit t =‘€(u), oU u est une nouvelle variable, et

ou Q est une fonction bijective, continue et

dérivable

en tout point ol elle existe. Dans le mouvement de TT

par rapport 3 T, , les coordonnées du centre

de rotation I' scnt, dans R,

oo dve L codxe L 0
du du
de _  d8 dt _ de ,
0r 35 = @ " @ ° @ (')
dVo - dVo . d_t = dVo ,n,(u\
du -~ dt du -~ dt A g
dXo - dxc ﬂ - dXO w (
du ~ dt du - 4t ' ()

Donc les coordonnées de I' dans R, sont

dve (A1 1 _ dve L-
i(X°-dt°z(u> d@c,()'x"-dt e
at | ‘¢ dt

|
dXo ' 1 _ N dXo 1
<’V° STl G DR = Y ot rE

€' (u)

Q.
ot
a
ot

qui sont justement celles de I.

instantané
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Donc le centre instantané de rotation est indépendant
de la variable utilisée. Par exemple, on choisira

dans la suite le temps t comme variable.

b) Trajectoire dans T, d'un point M de T

Un point M de T décrit dans T; une courbe C,,

appelée parfois "roulette" de M. A chaque instant t,

la vitesse de M de T par rapport a T, est
Vy = S2 A IM , vecteur tangent & C,; en M. Donc Uy

est perpendiculaire 3 IM, et I appartient a la

normale a C, en M.

C'oU le résultat

I A chaque instant t, la nor-

male en tout point M de 77 a3 sa
trajectoire C, dans T, passe
par le centre instantané de

rotation.

~
il

c) Enveloppe C, dans T, des positicns d'une courbe C de

Soit I la position dans T4 de la courbe C de TT &
l'instant t.[" et C, sont tangentes en m (point carac-

téristique).



= 16 ==
| Le point m se déplace en
T général sur [ et sur C,,
| —
Vi et on a :
Cy —
v =V + V ;
e m/ﬂ:‘ m/ﬂ méﬂ'/ﬂ:‘

C'est-a-dire, d'apreés nos

notations :

2l
.
H

v z
mAn m/r m

Y
H

v est tangent & C, en m
m/r, =

—

v est tangent a4 T en m
m/r

—

Ces deux vecteurs sont donc colindaires. Vm leur est
aussi colinéaire, et par définition, la vitesse Vm

N

est appelée vitesse de glissement de T sur C, . Or
—_— e —_—
Y} =L A Im
m
I appartient donc & la normale commune a C et C en m.

D'ou le résultat

A l'instant t, la normale commune a une courbe C
de T et a son enveloppe C, dans T, , passe par le

centre instantané de rotation I.

Remarques :

. Si C se réduit a un point, C, est la trajectoire

dans T, de ce point. On retrouve la propriété b)

. Si C, se réduit a un point B, , la courbe C passe
par le point fixe B,. I est sur la normale a C

en 84-
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Exemples de recherche du centre instantané de rotation.
Exemple 1

On suppose qu'une échelle [AB] de longueur 1, tombe,
en glissant en A sur le mur vertical et en B sur le

sol horizontal.

Soit T le plan fixe (Qi,i:,j:) et TTun plan mobile
invariablement 1ié a [AB]. Dans le mouvement de U par
rapport a T, , 0, y, est la trajectoire de A dans T,.
Donc le centre instantané de rotation est sur la
perpendiculaire & 0, y, en A. O, 6x, est la trajectoire

de B dans T, . Donc le centre instantané de rotation

est sur la perpendiculaire & 0,x, en B. D'ou le centre

instantané de rotation I. Si M est un point de 1'échell

A g
|AB], on est sdr que son vecteur vitesse par rapport

3 T, est colinéaire 3 la perpendiculaire en M & (IM),.

=

W PN R SR A JNRE  BSE  BOR DN AW



Exemple 2

Soit une commande de pompe & essence réalisée par
un poussoir T actionné par un excentrique T7 .

0 est un point fixe du ba&ti autour ducuel tourne @,
de centre <« et de rayon R. L'axe Ky, du poussoir a
pour support la droite Oy appartenant au bati.

La rotation continue de ™ autour de 0 imprime a TT,
un mouvement alternatif de translation rectiligne

de direction Oy.

Le cercle C, de centre co et de rayon R, du plan 1T
enveloppe la droite Kx4 du plan ™4 . Dcnc le centre

instantané de rotation est sur la normale commune

(Pw) & C et a3 Kx,, P étant le point de contact.




La droite Ky, cde i passe par le point 0O fixe
dans T . Dnnc le centre instantané de rotation est
sur la droite D perpendiculaire 2 Oy en 0O, donc a

l'intersecticn de (Pw) et de D.

Exemple 3 :

On considére deux roues de méme rayon R, situées
dans un méme plan, d'axes fixes par rapport au bati,
et représentées par les deux cercles C et C' d'un

méme plan TT, , centrés respectivement en 0O et O0'.

Les extrémités P et P' d'une barre de transmission
rigide de longueur 1 = 00' sont fixées chacune sur

une roue, de telle sorte que P décrive le demi-cercle

C et P' le demi-cercle C'.




Soit 7T le plan invariablement 1ié & [PP] et
constamment confondu avec T, . Dans le mouvement
de 1T par rapport 2 T, , C est la trajectoire de P
dans T, et C' celle de P'. (OP) étant la ncormale
3 Cen P et (0'P'), la normale a C' en P', le centre
instantané de rotation I dans le mouvement de TT
par rapport a T, est le point d'intersection de

(OP) et de (0O'P').




11 - Définition géométrique du mouvement

1) Mouvement sans glissement d'une courbe de TT sur une

courbe de T4

On dira cque la courbe C de 7T
roule sans glisser sur la
courbe C, de T si la vitesse

de glissement du point de

contact m Vg = Vmeﬂﬁn

est nulle.

Conséquence 1

On a donc, i le centre instantané de rotation I
dans le mouvement de TT par rapport 3 TT, existe (w =0

p—— —_—

l
!

Vp = dLAalm = O
Im = 0 et I est en m
Conséquence 2
i = / =V
Puisque Vp, = 0 , on a \/m/ﬁ4 iy

—
Si T est un vecteur unitaire de la tangente commune

a Cet C,, %ﬁ? T = %% T , q étant un parametre

quelconque définissant les abscisses curvilignes

s, et s prises respectivement sur C, et C.

A

Donc, s, = § + constante.

)



2) Base et roulante

Soit I le centre instantané de rotation dans le
mouvement de 1T par rapport a T4 . I décrit une courbe
L, dans T, et une courbe L dans ™ . Puisgue I est
centre instantané de rotation., Viem/y = Q: = Ei

—_—  —

VI/1~r4 = Vi/p - L, et L sont tangentes, et la vitesse

4

4

de glissement de L, sur L est nulle. Donc L, roule

sans glisser sur L.

L, est appeléde base du mouvement de 7T par rapport

a T, ; L en est la roulante.

A

Reprenons les exemples de recherche des centres instantanés

de rotation

Exemple 1

Dans le mouvement de T par rapport a ™ , 0, I = AB =
La base du mouvement est donc le cercle de centre C,
et de rayon 1. Si K est milieu de (A,B), KI = =
La roulante est donc le cercle de centre K et de
rayon % . Remarquons que dans ce cas, les deux cercles

sont limités, la base au quart de cercle AﬁAz, la

—_—
roulante au demi-cercle AIR
Exemple 2

Désignons par J le milieu de (0,w), par e la lon-

gueurT Ow et par I' le symétrique de I par rapport a J.

I' est fixe dans ™; puisaue KI' = Pw= R ;
I'T = Ow= e : la base du mouvement de T par rapport

4 T, est le cercle de centre I' et de ravon e.



0 et wo sont fixes danst . (0I) et (Iw) sont
perpendiculaires. La roulante est donc le cercle

de centre J et de rayon %.

Exemple 3
Dans le mouvement de T par rapport a ™4 , les
triangles OPP' et 00'P' restent constamment isomé -
triques (0P = 0'P' = R ; 00' = PP' = 1 ; OP' commun).
Donc
1. |10 - 10 = @GP = R

0 et 0' étant fixes par rapport a T, , I décrit
donc dans TT, la portion d'hyperbole H, de fovers
0 et 0' et de grand axe R. H, est la base du
mouvement de TT par rapport a 7T, .

|
|
i

~N
.

]

P - IP'l = 0'P' = R

—

P et P' étant fixes par rapport af, I décrit
donc dans T la portion d'hyperbcle H isométrique
4 H, de fovers P et P' et de grand axe R.

H est la roulante du mouvement de T par rapport
a ™.

3) Cas particulier

Considérons un point M décrivant la courbe ', de T,.

(-:

Appelons T le plan Mxy de base (T,N), T et N étant
respectivement les vecteurs unitaires choisis sur la

tangente et la normale en M 2 T, .



Mx enveloppe . . Donc le
centre instantané de rotation
dans le mouvement de 7T par
rapport a T, , est sur My deTr.
My est donc la roulante, et
roule sans glisser sur la

base C,, ensemble des posi-

tions de I dans T, .

Montrons que C, est la développée de T

K

—

Vi .
" puiscue I est centre

— R
Dans le plan T, HMI = =
instantané de rotation. Si 8 est l'angle polaire de Mx
dans un repeére r, de T, , et si s est l'abscisse

curviligne définie par t sur[,, on a

|
~4
a
a

ds —
MI = A — =
M1 A 3 T

T =

£s
dt

t — —
’ -

at T ds
e *©~ " 7 T 4

X n

Q.
D
®

Q
ps

MI = R 7 ouUuR = %g est le rayon de courbure
de "', en M, ce qui signifie aue I est le centre de
courbure der4 en M et que C, est la développée de ..

Ainsi

La normale a une courbe roule sans glisser sur sa

développée.

ITI - Etude des accélérations

1) Détermination du vecteur accélération

W
Lo ]

Dans le mouvement du planT, de repéere r, D



rapport au plan ™, de repére r,, la roulante L
de T roule sans glisser sur la base L, de T, le
centre instantané de rotation étant leur point de

contact.

Pour tout point M de Lo

Uy = L1 A IM = wk A IHM
Le vecteur accélération de M est
. dw= e - dIM
M = 3% k A IMN + wk A T
_ dw = —  ,d0,M  d0 1,
= I k A IM +wk A ( 9t = " at ?
. d0,M . , . .
Mais =t est la vitesse d'un point M de 1T par
rapport a ™M . C'est donc Vﬁ
r;‘-': = %Y K A IN + [wk ,\(cu—lz/\ I—T‘.)J -wk A dgjcl

D'aprés les propriétés du double produit vectoriel,

et en désignant %%) par '

2 — — AN

Ty = wk A Iii mw IN -wk A 7P
d0. I . .
—aE est le vecteur vitesse de I sur L, cu sur L,

—

et peut donc s'écrire W =wT , T étant un vecteur
unitaire de la tangente commune & L, et L.

Considérons alors le point A,
de ™™ tel aque

—

IA, = -

|
|

-
(A, appartient donc & la nor-

male commune en I & L, et & L).
Ol*obtient
rM :w’—k-/\-l_ﬁ -wzz_m- +wh I_A.o

= ik AIM - AN



Remarques

a)

b)

(8]
~

La vitesse du pecint A, de T par rapport a 7, est

— —_— —— — 1 - —
Va, = @k A IAg = wk a (= Z kA WT)
= (K.K)WT = (kW Tk
_ — _ — _ dnl
= W T = W = =
r‘;o = O.)'—k./\ﬁ:

Oenc er et Vp_ sont colinéaires

T

i, est en I unicuement si la vitesse W de I par

(=

rapport a L, et 3 L, est nulle.

2
Si Mesten I, T = - AT = w  IA, . Puisque
—

I
Vi est nul, c'est aque la trajectoire dans T, du

|

s —

point du plan T coincidant avec le centre instantansg

t
de rotation I admet en général un point ous-

r
sement en I, la normale commune (IA,) Ly

()]
(o

g

de reb
L,

gtant la tangente de rebroussement.

A, est appelé "centre géométrique des accélérations"”.

Cercle des inflexions

Existe-t-il des points S du plan T aqui coincident

avec un point d'inflexion de leur trajectoire dans ™, 7



Supposons que la trajectoire
dans ™ d'un point S de ™

admette un peoint d'inflexion

S =0 ou Fg et Fg sont
colinéaires. Or I étant le
centre instantané de rotation
dans le mouvement de T par

rapport a 1M,

IS.Vg = 0 et donc I

Donc

—

—t &
IS.(ew'k A IS = AJS) =0

—

— —
IS.(w'k A IS

@

st un produit mixte nul. S est donc
Is.

—
N

= 0 siwzx0.

Lo |
=

caractérisé par -

L'ensemble des points S est le cercle de diamétre

[IAQJ. C'est le cercle des inflexions.

Composition de mouvements plan sur plan

Notations

Le mouvement plan sur plan du plan T« par rapport

au plan Ty se désigne par %@

Le centre instantané de rotation correspondant est
le point de Mx, noté Iym, dont la vitesse par rapport

a ﬁ@ est nulle.

en S4. Lorsque S coincide avec

w
1]
(@8]



Le vecteur rotation instantané de Tlx par rapport

a Ty est (wya k).

On désigne par W4%b la vitesse du point M de Tl

par rapport a ﬁb .

Remarque :

Le mouvement @/d est le mouvement inverse de X/3 .
\

On sait alors que War = = Wa
\3 - CX

—

Or, v1d6<W@ = 0 par définition du centre instantané

de rotation Isg dans le mouvement %/a.

Done Vi, S/« = 0 .

Iug est donc aussi le centre instantané de rotation

/

dans le mouvement 3/ . On peut écrire Igp = Iag

1) Mouvement simultané de trois plans Ty, Ty , Ty 1'un sur
l'autre.
M @ S 1 Centre instantané |Vecteur rotation
de rotation instantanée
@/3/ I ey Way k
K/o\ Ib/o\ wyd\ k
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On peut écrire
VIo\g i/\g + Vlo(@ K/@ = VId@ */a
wag K Ao Lo Tap + @y K A Iyg lag = 0
s A (@ay Iay Ia(\s + wyp Iga lae ] = o
Et, puisque-: est orthogonal aux vecteurs Idg Iag

—_—

ww& Idg Id@ +O~)b/(5 Ibf& Ic(({; = 0

Les vecteurs Ilay Ilag et Iya Ixe sont colinéaires et

les points Idg, Idﬁ, et IK@ sont alignés.

2) Applications

A) Constructicn du centre de courbure &, de 1l'enveloppe
dans T4 d'une courbe C, de T connaissant la base L,
de T, et la roulante L, de ™ du mouvement ge T2 par
rapport a T, .

Jd4 : centre de courbure de la base L,

Je : centre de courbure de la roulante L,

€ : centre de courbure de C,

—

t : vecteur unitaire de la

tangente commune & L, et L;

C, en I.

—

n : vecteur unitaire de 1la
normale commune a L, et L,

en I.

—_—

U : vecteur unitaire de 1la
tangente commune & C, et C,

leur point de contact .

—

v : vecteur unitaire de la
normale ccmmune & C, et C,

en M.

%3

]

BN

@®
3



Considérons les mouvements simultanés

)

(l; Ly ml; Thg = (M v, et T2

- des plans 173

Centre instantané

Mouvement de rotation

3/4 13&
3/2 I3p = 32
2/3 IZQ = &Z

Donc, I34 est aliané avec & et & .

De plus, la droite (1,V) invariablement lide au plan M
passe par I fixe dans le plan T3.

I;Q est donc sur la perpendiculaire en I & (I,v)

D'ol la construction de Iz4.

- des plans s , Ty et ™
Centre instantané
Mouvement )
de rotation
3/4 I34
3/1 I}l = {54
1/4 Ila = &y

Donc & est aligné avec & et I34-
De plus, €, est sur la normale commune a C;, et C,.

D'ol la construction de &,.
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Cas particulier ol C, se réduit au point M

C, est alors la trajectoire

du point M de Ty dans T, .

€, est en M. I3, appartient
a la perpendiculaire en I & I
la droite (MI) et il est aligné
avec M et Sz . D'ou Isy.

Eyy I34 et S, sont alignés, et
€, appartient 3 la droite (IM).

D'ot &,, centre de courbure

de C, sm Ha I
Exemple 1 : Construire le centre de courbure d'une cycloide
droite en un de ses points. l

Le cercle L, du plan T roule
sans glisser sur la droite L, l
du planTf, . L, est donc la
roulante et L, la base du mou-'
vement 2/1. Tout point M de L,

a pour roulette une cycloide

droite C,.

tion I5; est appelé I.

Le centre instantané de rota- l
. La tangente a la cyclolde enl

M est la perpendiculaire en M
a (IM).

Le centre de courbure &4 de

la cycloide C, en M est sur (IM

i
)«
i
i
i



Si T3 est le plan (I;?,:} et si Ty, est le plan
(M,T,V), I3, appartient & la droite(l32)( S, étant

le centre de L,) et & la perpendiculaire en I a (IM).
Iz, est donc diamétralement opposé & M sur le cercle
Ls.

Is45 &4 et le centre de courbure S, de L, en I sont
alignés. Or Sy est rejeté a 1'infini dans la direc-

tion n. & est & l'intersection de (IM) et de (Iy,n).

Développée de C,

I;ZE& = 2 g:? par construction de & . Ainsi l'ensem-
ble des points I3, a pour image l'ensemble C! des
points & dans la translation de vecteur 2 E:E. Is,
étant le point de T, diamétralement opposé a M sur L,,

-
1 iq

décrit dans une cycloide C! isométrique a C,. Et
donc la développée C'", de la cycloide C, est une

cycloide isométriaue a C,.
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Exemples 2 et 3 : Construire en un de ses points le centre
de courbure & de la trajectoire C, dans T, d'un
point M 1ié au cercle L, de rayon r roulant sans

glisser en I sur le cercle L, de rayon R.

INTERIEUREMENT EXTERIEUREMENT

La perpendiculaire en I a3 (IM) coupe (1

(I3435,) coupe (IM) en & .
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B) Détermination du cercle des inflexions A dans le
mouvement d'un cercle L, de rayon r roulant sans

glisser en I

- sur une droite L,

I1 y a un point d'inflexion

en M si &, est rejeté a 1'in-
fini, c'est-a-dire si 134 est
aussi rejeté a 1'infini.

Donc il faut que (IM) et (MS,)
soient perpendiculaires.

Le cercle des inflexions A est

le cercle de diamétre [Ié&].

- sur un cercle L, de rayon R




I1 v a point d'inflexion en " si &4 est rejeté a
1'infini, c'est-a-dire si (IM) et (S,I34) sont
paralléles, donc si (I %a) est perpendiculaire a

(S, 134). I3, appartient alors au cercle C de diamétre
[t &1

Les triangles SZIH et5;54134 sont alors homothétiqgues

dans 1'homothétie H de centre &, et de rapport

Se I . Le cercle des inflexions A est donc le cercle

Se S4

homothétique du cercle C dans l'homothétie H.

Si L,roule intérieurement sur L,,

%
- T R-r
AR
Si L, roule extérieurement sur L,
Sal _ T
- R+r
<
Dy g

3) Formule d'Euler-Savary




Désignons par © une mesure de l'angle représentsé

par (t,v)

l.I;a,& , €4+ sont alignés. Donc

1348, A I34 & = O
soit (IS, - Ils4) A (IE, - I134) = O
OI‘ I(S»( = R4

n , si R, est le tayon de courbure en I
L

de la base L,. Il existe deux nombres réelse, et A

— —— —

tels que : I€ =¢ v et IIzy4 = AT

—_— — sl — —
Donc (R,mn - Au) A (p v -=ayu) = 0O
4 4
== = = il T
Or (n,v) = (n,t) + {(t,v) = —‘54—6
A3 . S /<= _ T _ g _T.z _«
et \N,u) - \n,v, + (v,,u) = - 5 + VU = - Y -
' VY Y 2 2
On a donc
R, P a @ A MG -AUA~B v = 0
AN A Qv - 4n,~\nu—“ux\$1v =
i - ; P No |l -
[R4M sin(- 5 +8) -AR sin(8 -T) -A€| k =0
_ P \ P - ° = n
R % cos © + AR, sinf AH = 0
D'ou
\ R4pi cos B
R Sih@-%
@ — % »
2.134, <y 4y €2 sont alignés. Donc
I24. 85 a Isp&, = 0 scit
—
-
(ISg = Ilz4) A (1& - II3,) = O
Cr IS = Ryn , si R, est le rayon de courbure en
I de la roulante Ly.
A —
. z o - 0
Il existe un nombre réel @, tel que : Ig, =2, v
— e —_— \ — —_—
Donc  (Ryn -Au) A (8w -Au) = 0
r . 6 . A z Y ] == =
[Refe sin(-5 +6) - Ry A sin(8 -T) -dg k= 0
f=Y ‘_\ : - \3 -
= fii o cos O + AR,sin® Ag = 0



- 37 -
\ Ry @ cos®
oion S Fosind - o,
Ryfs cos B Ry, cos®©
On R,sin® - ¢, : R 81n€ - ©,

soit R,Q (R,sin® - Q) = R,p (P sind -§,)

et, en divisant les deux membres par R4R2€.%

sinB _ _1 sin® _ 1
£2 Rs €4 R4

soit finalement

Applications

a) Ensemble A des points du plan ™2 gui, & un instant donné,

coincident avec un point d'inflexion de leur trajectoire
T

C, dans 1T,

Dire que M de T, est en un point d'inflexion de C,,
c'est dire cue &, est rejeté 3 1'infini. La relation

d'Euler-Savary donne alors

; . R,R,sin
1 1 sinB . - 12 =
R, - R, ¢ SGlE f& ® @ oow.
2 1 V2 4T 2 . —
Puisgue M a C our enveloppe, &, est en M et IM =2 v
A 2 \2
L'ensemble des points M cherchés est donc un cercle

centré sur la droite (I,n) dont le diamétre [[IA,]
R4 Ry

4 e

mesure ’ Cn retrouve le cercle des inflexions.
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b) Ensemble B des points du plan T, gqui, & un instant donné,
coincident avec un point de rebroussement des enveloppes

C, des droites C, du plan T,

Si un point P de T, est en un point
de rebroussement P, de C,, c'est
que le centre de courbure &, de C,
est en P, . Donc IP = 6431

De plus, C, étant une droite, &, est
rejeté a 1'infini dans la direction
de la droite (IP), et la relation

d'Euler-Savary donne alors

1 I _ _sin®
Ps R+ ~ R,
s
! SO1t R, R, sint
I} ? -
! L4 \! Rz - R,

L'ensemble des points P cherchés est donc le cercle
symétrigue du cercle des inflexions par rapport & I.

C'est le cercle des rebroussements.

Exemple de la cycloide

Dans ce cas particulier

IS = Ry = a = constante

R, est infini puisque L, est une
droite. Donc
1 ( 1 1
a 62 <1

1. Le cercle des inflexions est

)sin ©

déterminé par le fait que P,

. . sin?@ 1

est infini : = =

L €2 a
soit Qi = a2 sin8

On retrouve que le cercle des
inflexions est le cercle de

diameétre [IJ}]




2. Retrouvons le cercle des rebroussements symétriague

du cercle des inflexions A par rapport a I.

g, est infini. Donc

1l _ -sinB
& 4
p, = - a sin8

RS BN W8 N R o8 AR B el e BBG
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Epicycloides et Hypocycloides

Trajectoires de points M du plan 1ié & un cercle

de rayon r roulant sans glisser sur une droite

(d : distance de M au centre du cercle)
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Trajectoires de points M du plan 1ié & un cercle
de rayon r roulant sans glisser sur un cercle.

(d : distance de M au centre du cercle)

INTERIEUREMENT EXTERIEUREMENT
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M : point intérieur & la roulante L,

T : trajectoire de M 1ié a4 L, dans son mouvement par
rapport 3 la base L,

A : cercle des inflexions

S : point d'inflexion de T

Position de L, et de A lorsque M coTncide avec S

S <
” A\ =N

-

E : enveloppe des trajectoires T

Le point d'inflexion S de T est aussi point de contact

de T avec E
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Contact intérieur

LONTECE eXLerigur \

7

Point de contact du cerc

—

avec le cercle L, de centre .

M : Point intérieur 3 L2

[sV)

T : Trajectoire de M dans le mouvement de 1

roulante L, par rapport & la base L1

A : Cercle des inflexions

S : Pgint d'inflexion de T
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-
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L,

tnveloppes de droites lides au cercle I, roulant sans glisser sur le cercle |,

EXTERIEUREMENT INTERTEUREMENT
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CHAPITR RE

2

Etude cinématigue des

trzins

épicycloidaux "simples"”
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- Train épicycloidal simple : Formule de Willis

On a vu qu'un train épicycloidal simple peut se
schématiser de la facon suivante (figures 1 et 2 ;
Chapitre 0)

Les trois roues 1 , 2 et 3 de rayons respectifs

R,» R, et Ry roulent sans glisser les unes sur les autres.

— e ——
Soit R (0,i,j,k) un repére orthonormé direct 1ié 2a 4
—— — — —
et soj.ehtc,oy° Kk y Wi, k oy way k et<g@6 k les vecteurs
rotation instantanéde des solides 1 , 2 , 3 et 4 par

rapport au bati O

On se propose de trouver une relation entre les vites-
ses angulaires Wu/o s w3/, et W/ des trois "entrdes"

de ce train.

Les roues 3 et 2 roulent sans glisser en I. Donc

- —_

\/I s =0 =V

:C;Jj/ol( A ,‘I -(\‘/Oz%/o-i.wz/okl\ ZI)

Mais Oy est le centre instantané de rotation de 2 par

rapport a ¢

—_— —_— —

= = / = 2 D 0
0 et donc Voz % \0)_4/0 w%k,\ 4 Yg

V
Og 2/4
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Conc
0 :wB/ok/\P"b\j -COA/okA(R4+ Rz)j - z_//okx\oz
0 = —wy Rai + w4/, (R,‘ + Pz)i -w 2/, k A 0,1 @

Les roues 2 et 1 roulent sans glisser en K. Donc

VK4/9_ =0 Vika/o = Vel

30-’,4/0 k A 0,K - (Vﬂzé/c +<,uz/o|< A OZK>

—_— e

_w’(/o R/'l +<AJ4/° <R3 - Rz)l —QJ;/O k A ?.K

Ajoutons membre & membre les égalités @ et (® :
. 2 s eV ot K ¢ T . (R e Vi cevw o n OT =
w Ryl +war (Ry= Ry) 1 —woy i a 0K wap Rl +0a (R RyJ 1 —cwg ko n 0,1 =

et multiplions scalairement par 1 les deux membres de

1'égalité cbtenue. Il reste

. \ 5 .y Y =
R4 <w"/c -“")4/0/ + RS <<""“/c -3 /= 0
soit encore

LL}‘A/O - W a/y 3

w3y T Py

. P Ra 3 .
Si on désigne par e le rapport (- =—), appelé "raison"

R,
de ce train épicyclcidal, on peut écrire ce résultat sous

la forme
w 4 - it-)a/
/o = P (formule de Willis) ou encore
Q_)_;/o - w‘/o

SSEyA -€w3/° + (f —l)w4/° = O

Remarque
Exemple d'utilisation du train épicycloldal : une

"entrée" est bloguée par rapport au bati.

Il existe donc trcis possibilités d'utilisation.

Notons en effet [l 3 a] un train épicycloidal dont 1

©

B

-y



est 1'"entrée", 3 la "sortie" et &4 1'élément blogué.

Si on applique & ce train la formule de Willis, on
obtient w,, -@wa, + (@- lwe, = 0 et puiscue wa, = 0,
Wye =Pway = 0.

Le rapport Z?“ , appelé rapport de réduction, vaut @

/o

dans ce cas.

D'une maniére semblable :

Pour [3 4 l:] s W3, F leiwé/o - -(l;w%: 0
. w3 -1
Rapport de réduction <d,° = >
‘e e
. =
Pour Ea 1 3:} y Wagy %w‘/o - 0\ T15% G d
, . W ¢/p l
+ Té === g - T
Rapport de réduction €0 age S - 1

Si la raison d'un train épicycloidal est un rapport
intrinséque au train considéré (il dépend de ses dimen-
sions), le rapport de réduction dépend de L'utilisation
qu'on fait du train. On aura égalité de ces deux rapports
seulement lorscqu'con blocue le porte-satellite 4, ce gui

rameéne le mécanisme & un train de roues a axes fixes.

Pour que les roues du train épicycloidal roulent effec-
tivement sans glisser les unes sur les autres, on réalise en
pratigue une transmission des mouvements par obstacle utilisant

des roues dentées. Ce systeéme constitue un train d'engrenages.
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I1 - Définition d'un engrenage & axes paralleéles

Un tel engrenage se compose de trois éléments

- un bati, ou référence fixe O

- deux solides 1 et 2 (roues dentées d'axes paralle-
les) faisant avec 0 1l'objet de liaisons pivots
(liaisons qui ne permettent a3 1 et 2 qu'un mouve-

ment de rotation autour de leur axe).

Soit 1T, un plan 1lié au bati 0 et

™ perpendiculaire aux axes de rotati
A

Q A. ment de 1 par rapport a 2 peut étre!
T

Y

. et A, des roues 1 et 2. Le mouve

ccnsidéré comme le mouvement plan
plan de ™, par rapport a M, , T et ™
édtant deux plans confondus

a
l1iés respectivement &3 1 et 2.

Les mouvements de 1 et 2 scnt tell

4 \ NN
aue = A ot A est une constante

w‘/lo
appelée "rapport de réduction" de l

T
l'engrenage.

Cherchons alors la base et la roulante du mouvement

de T, par rapport afy, .

Soit I le centre instantané de rotation de 1/2

0, est centre instantané de rotation 1/0, 0, est celui de

é

Donc I est sur la droite (0,0,).

VIA/z = 0, scit Y -V = 0 , ou encore

o.a,q/ck A O,



- 54 -

Multiplions vectoriellement & gauche les deux membres
de 1'égalité par K. On obtient
- Wy 0, I + W c,I = G
De plus

Gy 2
=% - A - constante
"‘V’"/o

Donc le point I cherché est le point de la droite (0,0,)
qui partage le segment [04023 dans le rapport constant A.

I est donc fixe.

Alors,
a) 0,1 = constante, et la roulante du mouvement est

T

le cercle de centre 0, et de rayon R, = 0,1

4

b) 0,I = constante, et la base du mouvement est le

cercle de centre 0, et de rayon R, = 0,1

2

Ces deux cercles sont appelés cercles primitifs de
l'engrenage.’

Le rapport de réduction de 1'engrenage A est tel cue

Ree
£
ro
o
-0
A
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CHAPITRE 3

Dentures d'engrenages






I
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- Notion de profil

A)

B)

Profil

Considérons une roue dentée. Un profil est la courbe
intersection de la "surface active" d'une de ses dents

avec un plan 7T dont (0,i,j) est un repére orthonormé.

Profils conjugués

Soient deux plans ™ et ™ cenfondus dont le mouvement
peut étre défini a chaque instant par le roulement sans
glissement de la roulante L sur la base L', et socit C un

profil de .

Dans le mouvement de ™ par rapport 2 W', C admet un

profil enveloppe C'. C et C' sont dits profils conjugués.

Nous savons aue
- Le centre instantané de rota-
tion I a2ppartient 3 la normale
ccmmune aux profils conjugués

en leur point caractéristicque M

- Le profil C rcule et aglisse sur

le profil C'. La vitesse de glis-

sement en M est

5 e
IH

W = Wy :wér/n,'k k étant tel
que (;,EUE) soit une base

orthonormée directe.
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II - Génération des profils de denture

Soit un engrenage & axes paralléles constitué de deux
roues dentées 1 et 2. Le mouvement de 1 par rapport a 2
peut étre représenté par le mouvement plan sur plan d'un
plan T, invariablement 1ié & 1 par rapport au plan ™
invariablement 1ié 3 2 , I étant le centre instantané de

rotation, L, et L, étant les cercles primitifs.

4

A) Méthode des enveloppes

On choisit arbitrairement une

courbe C, liéde au plan ™. Dans le

mouvement du plan T, par rapport a

'

plan ™., C, admet une envelopoce C,
dans T, . C, et C, sont deux profils

con jugués.

L'utilisation pratigue de cette
méthode pour le taillage (usinage)
des dentures d'engrenage consiste !
choisir la courbe C, réalisable pai

un procédé d'usinage ordinaire (to

nage par exemple). On utilise ensuite
une machine qui réalise le mouveme
de T, pér rapport a8 ™, et sur laguelle on a monté un outil
admettant C, pour profil. l

B) Méthode dite des "roulettes" : '
Soit une courbe R d'un plan ™ confondu avec T et M l

qui roule sans glisser en I sur les cercles primitifs

L, et L, de l1'engrenage, et soit G une courbe du plan M. '

4



Dans le mouvement de Tz par
rapport a2 ™M, , G admet une enveloppe
C, dans ™, . La normale commune a C,
et G au point caractéristique M
passe par I, centre instantané de
rotation de ™3 par rapport a ™ .

Désignons par C;, la trajectoire

dans T, du point M de ™3 . On a

—

Yn m/m 9% Ko IR

Par conséquent, (IM) est aussi la

oz normale &8 C, en M.

C

conjugués. R est appelée "roulette" et G est appelé

, et C, sont tangents en M et sont donc des profils

"profil générateur”.

Du point de vue du taillage, on réalise d'abord un
outil constitué de R et de G d'obtention simple. 0On
applique deux fois la méthode des enveloppes avec cet

outil pour obtenir séparément C, et C,.
Cas particulier

\

Supposons que la courbe G soit réduite a un point M




ITI

Dans le mouvement de M3 par rapport & ., la trajec-
toire dans T, du pecint M de T3 est :iune courbe Cl' La droite
(IM) est la normale en M & C,. Dans le mouvement de TT3

par rapport 3™, , la trajectoire dans Ty du point M de ™

est une courbe C, . (IM) est la normale en M a C,.

C, et C, sont donc deux profils conjugués.

Cette méthode théorique n'est pas utilisée pour le

taillage des engrenages.

- Engrenage cylindriaue a profil en développante de cercle

A) Développante de cercle

1. Génération

Dans un plan 7T, on considére un cercle (0) de
centre 0, de rayon a, et une dreite A cui roule sans

glisser en C sur le cercle (0).

Considérons un point M de A et étudions la courbel
décrite par M dans le mouvement de A par rapport au

cercle (0).

A

contact A de A avec le cercle (0), est choisie pour

. 5 position de la droite A quand M est au point de
position initiale del . Désignons par (O;I,I} un
repére orthonormé du plan T tel aue 0A = ai et associé
3 un triédre orthonormé (O,T,3>E3 direct de 1'espace.
Désignons par t une mesure en radians de l'angle

représenté par (1i,0C).
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[a7Y

A roulant sans glisser sur le cercle, on a

AC = ¢cM = - at
QM = 0OC + Cii a pour coordonnées
x = a cost - at cos (t + §>
y = a sin t - at sin (t + g)
soit
x = a (cos t + t sin t)
y =a (sin t -t cos t)

T a donc en M un vecteur tangent de cocrdonnées

x' = at cos t
y' = at sin t
"ot 4y
D'olu la pente de la tangente (MT) : T = tat
Par conséquent, la tangente en M a T est parallele

a (0C), donc perpendiculaire a3 (CM); ainsi (MC) est 1la

normale en M & T. Le cercle (0) est l'enveloppe des



w Bl =

normales 3 T, donc la développée de T. T est par consé-
quent une développante de (0) et s'appelle une dévelop-

pante de cercle.

D'oU : "La courbe décrite par un point quelconque
d'une droite qui roule sans glisser sur un cercle est

une développante de cercle".

Remarques

- Si ™, est un plan confondu avec T et 1ié au cerlce
(0), et T, un plan confondu avec T et lié a la
droite A, T est la trajectoire ge M agans le mouvement
de ™, par rapport & T, . La base du mouvement est

le cercle (0) et la roulante la droite A
- Sit =0, x" =y"'" =0, A est un point de rebrous-
sement pour T.
2. Tracé de T :

Considérons A tangente en C & (0). Cherchons a

construire le point M de A cui engendre la courbe T.

- Supposons le probleéme résolu. Tragons alors le

cercle de centre 0O et de rayon OM, qui coupelA_ en E.



ST O

L

La médiatrice de EAC] est axe de symétrie de la figure.
Donc AE = CM et puisque CM = EE, on a AE = TA.

M appartient au cercle de centre 0 et de rayon OE,
E étant le point de A, tel cue AE = CA.

D'oU la construction

On choisit un point A du cercle (0) comme point de
contact de la position initiale A, de A avec le cercle
(0). Soit [AB] 1le segment de A, tel que AB = 2Ta.

On partage le cercle (0) et le segment [AB] en n parties

isométriques.

Le cercle de centre 0 et de rayon OPi coupe la tan-
gente en Mj au cercle (0) en un point Gi qui appartient
a T.

)
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B) Génération des profils (méthode des "roulettes")

Soit s le plan 1ié au bati et contenant les deux

cercles primitifs L, et L,. On choisit comme roulette la

droite R mobile dans T roulant sans glisser en I sur L,
et L,, et comme profil générateur la droite G mobile dans T

invariablement liée a R.

Soit R' la perpendiculaire & G passant par I. On choisit
pour mesure de l'angle représenté par (R,R') le nombre «
de [0, %r] . Soit G' la droite invariablement liée & R' qui

coincide avec G & chague instant.

Dans le mouvement de R par rapport a M, , G entraine G'

et donc R' quil glisse sur elle-méme.



Appelons ™3 le plan déterminé par G et R et M, le plan
déterminé par G' et R'. Considérons les mouvements simul -

tanés
1. des plans T, T et Ty :

- le centre instantané de rotation I,;, est en I

- le centre instantané de rotation I3, est rejeté a
1'infini dans la direction de R'. (On a un mouvement
de translation paralléle a G de ™3 par rapport a T )

- donc le centre instantané de rotation I, est sur R'

2. des plans ™ , ™, et T,

T

- le centre instantané de rotaticn I,, es

e

0.

rejeté a

ct+

- le centre instantané de rotation I, es
1'"infini dans une direction perpendiculaire a3 celle
de R' (On a un mouvement de translation paralléle 3
R' de T, par rapport a ™m ).

- donc le centre instantané de rotation I,, est sur 1la

perpendiculaire & R' passant par Q.
Finalement I,, est en T,.

0,7, = Pycos& = constante. Donc T, décrit le cercle B,
de centre 0, et de rayon r, = R, cosA dans le plan T,

Ce cercle est la base du mouvement de Ty par rapport a ™ .

T, appartient & la droite R' du plan Ta. R' est 1la

4

roulante du mouvement de T, par rapport a ™ .

On montrerait de méme aque R' roule sans glissel en T,

) - T -
sur le cercle g, de centre g, et de rayon L, = @, 1 -chosd\

dans le mouvement de T, par rapport a T, .
Le point d'intersection M de (T7,T,) avec G' décrit dans

. et dans ™ des développantes D, et D, des cercles B, et

B,- D, et D, scnt deux profils conjugués.
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R', ensemble des points de contact entre ces deux prof‘il'

est appelée "droite d'engrénement”.

8, et B, sont les cercles de base de 1l'engrenage.

4

Remarcues

1. Tout point P de (T,T,) décrit de méme dans T et ™

des dével oppantes de cercle.

2. Une réalisation pratiaue :

La droite génératrice G nous permet d'obtenir pour
la roue 1 un profil de développante de cercle de B,.

En pratigue, nous avons besoin

- d'une continuité d'engrénement entre les roues 1l et
2, ce qui nécessite plusieurs profils réguliérement

espacés, et donc plusieurs profils générateurs G

Ge Gs Gz Gia

- d'une utilisation possible de l'engrenage dans les
deux sens de rotation. Il faut donc des profils

générateurs P symétriaues des profils G par rapport
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a4 une perpendiculaire a R

P R P \\a

P

Gq Gs Ga

Ces conditions sont réalisées en particulier par un

"outil crémailleére" dont R est appelée ligne de référence.

(R peut aussi étre considéré comme un cercle primitif

de rayon infini)

BV A Y AR Y A A
L (VAR

Cette crémaillére est un outil facile 3 obtenir. Elle
est 3 1'origine d'une méthode d'usinage des dentures.

Les dents obtenues ont la forme suivante



C) Propriété : variation de la distance 0, 0, cu entraxe

La figure 6 représente l'engrenage aprés augmentation
de 1l'entraxe 0,0,.

Dans cette positicn, on fixe la rtoue 2 et on améne 1le
profil P, en ccntact en M avec le prefil P, par rotation
de la roue 1 autour de 0,. P, et P,étant tangents, leurs
normales en M sont confondues. Comme ces profils sont des
développantes de cercle, ces normales sont tangentes aux
cercles de base B, et B, respectivement en T, et T,

T,, T, et M sont alignés.

On continue de faire tourner la roue 1 .

Soit M' un nouveau point de contact dont la position
initiale sur le profil P, est M, . La normale en M)} 34

P, est tangente en T, au cercle de base B,. Ainsi

My Ti. = M'T . Désignons par d«, une mesure de l'angle
représentd par (M) T, , MT, ). (C'est aussi une mesure de
l'angle représenté par (0, T) , O1T1) dont a tourné la
roue 1 ).
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Soit 64 le point de contact de B, et de la tangente &
B, passant par M'. La perpendiculaire en M' a cette droite
est la tangente de contact aux deux profils. (1" 84) est
aussi la normale au profil P, en M'. Elle est donc tangente
3 B, en6 . (9,6,) est donc une tangente commune aux

deux cercles de base. a4et 8; scnt les points T, et T,.

étant le rayon de B,, on a

—

MM = M'T, - MT, = ML Ty - HT, = T.TD = rg|d]

1
1

Si M', est la position initiale de M' sur P,, la tan-

gente M, T', au cercle de base B, est la normale au profil

P, en ce point.
r, étant le rayon de B,, on a ,
— ; ,
MM! = MT, - M'T, = MT, - M, T, = TpTs = E, Edo"\,_’

-

N—
A e delel Rl e Biee BB JOBR  BBE 0 G W EER e &0 GOl W wEL R B

ol dA, est une mesure de l'angle représenté par (¢, T,, 0,

(C'est aussi une mesure de l'angle représenté par

(0,T,, 0,7, ) dont a tourné la roue 2 autour de 0,).
.| d4 r '
Donc r4!dd4} = 1y |dd soit | =<5 = == = constante
s A L dA T

Z

A

|
!
!
(Dans le cas de cette figure, d&_, et dX, sont de signes

4

opposés).

Le rapport de réduction de l'engrenage n'est pas modi-
fié par une variation d'entraxe. Ainsi le rapport des

vitesses angulaires des deux roues est inchangé.

Remaraue :

On montrerait de la méme facon qus cette propriété
est conservée si cette variation de l'entraxe s'effec-

tuait par un rapprochement de O, et de 0,.
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Exemple d'utilisation pratigue de cette propriété

usinage d'une roue dentée par un outil crémailleére

Lors d'une phase de cet usinage, la crémaillere et

1'ébauche du pignon sont animés des mouvements suivants

1. mouvement de roulement sans glissement de la crémail-

lére sur le pignon

mouvement alternatif de coupe de
la crémaillére. Entre chague phase,
la crémaillere est rapprochée un
peu plus du centre du pignon selon

la direction 3 (mouvement de péné-

tration).
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a
®

Pencant, ce mouvement (fig. 7), on obtient a'aboera l'arc
développante Q30,. T2 est alors le dernier point de con-
tact possible entre le profil générateur de la crémailleére

et le profil en développante du cercle B:.

Si le mouvement de pénétraticn se poursuit jusqu'a ce
que R roule sans glisser sur L,, le profil actif de la
crémaillére pénétre le cercle de base B; au-dela de T,.
La trajectoire dans T, du point M' de l'aréte tranchante
est telle aque la dent usinée est considérablement creusée
3 la base. Cette dent est affaiblie et rishue de ne pas

résister a4 l'effort de transmissicn pour leqguel elle a &té

calculée.

Un reméde cocnsiste a3 arréter la

pénétration alcrs cue R se trouv

[

A i P & « .
3 la distance < d2 sa cosition

initiale.

Dans l'utilisation de la roue 2

w
<

une autre roue dentée, tout se

O
m
)]

comme si le cercle L'y de centre

(]

2 () pall
EE M B R R oW MR mael o

et de rayon ry = r, +& dtait le
cercle Primitif de la roue 2 . L

est appelé "cercle primitif de

fonctionnement".

La valeur de & est choisie pour qu

la pénétration de M' s'arréte avant

Q,, dernier point du profil généra

teur 3 engendrer une développante
de B,.

La dent obtenue alors est trapue et

de ce fait plus résistante aque la

précédente.



Remaraue

On peut de cette fagon usiner avec la méme crémaillere

une autre roue dentée 1 de rayon primitif r}

On constitue un engrenage avec les roues 1 et 2 dont
l'entraxe de fonctionnement est (r} =+ r'y ). On sait

que le rapport de réduction est conservé.

IV - Engrenage cylindrique a2 profil cyclolidal

A) Courbes cycloidales
1. Génératicn

Nous avcns défini une courbe cyclolIde comme étant
une ccurhe ¥ décrite par un point M d'un cercle R qui
roule sans glisser en C sur une courbe fixe B.

Si T, est un plan invariablement 1ié a B et Tz un
plan invariablement 1ié &3 R, R est la roulante et B la
base du mouvement de T; par rapport & T, . Les courbes
cycloides sont les trajectoires des différents points

de R dans 11,.

Si la base est une droite, les trajectoires des
points de R sont des cycloides droites (cu cycloides)
(fig. 8a)

Si la base est un cercle,

- et si R est tangent extérieurement a B, les trajec-
tcires des points de R sont des é€picycloides.
(fig. 8b et 8d)
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les trajec-

- et si R est tangent intérieurement & B,
toires des points de R sont des hypocycloides

(fig. 8c)

Fig. 8 b

Fig. 8 ¢
Fig. 8 d

Soit A, un point de B et considérons le cercle R, de
au'on prendra pour position

point de R coincidant avec A5.

rayon T tangent en A, 2 B,
initiale de R. Soit M le
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Au cours du roulement sans glissement de R sur B, M décrit

une courbe cycloide ¥

Si C est le point de contact de R avec B, on a

—

- pour la cycloide CM =  CAg

- pour les épicycloides et les hypocycloldes

o
cM = CA,

2. Tracé

a) de la cycloide

=)
=}
Ay
Quand R effectue un tour complet, le point M gui
était en A, vient de nouveau sur B en A .(A_A, = 27r).

M décrit ainsi une arche de la cyclocide ¥

Cherchons & déterminer les points M de ¥
- Supposcns le probleéme résclu. Soit E le point de Ry
tel que la droite (A_E) soit parallele & la droite

(CM). R, se déduit de R par la translation de vecteur

directeur CA, et puiscue (A_E) // (CM), E est 1l'image
de M par cette translation. Donc (ME) est la droite B'

parallele a B passant par £, et AJE = CM.
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Ainsi M est un des points d'intersection de la
droite B' et du cercle (C) ayant pour centre le

point C de B tel aue A,C = A_E et pour rayon A, E.

- D'ou la construction

On partage[AoA41en n parties isométriacues [Cjtj+l]
— =

et Ro en n arcs de cercle isométriques EjJEj+1

Par Ej on trace la droite B'j parallele a B.

On trace le cercle (Cj) de centre Cj et de rayon

AcEj aqui coupe B'j. Le point d'intersection Mj

de B'j et de (Cj) tel que (CjMj) soit parallele

3(A_Ej)est le point correspondant de la cycloide ¥
o

£}
s
ES
AN
s
Cs
S Ao 1 2 2 4 5 s 7 Ay

Remarque

Cj étant le centre instantané de rotaticn de ™

par rapport a T, correspondant & Mj, (CjMj) est la

normale & la courbe § en Mj. La tangente (MjT) a7
en Mj est aussi tangente au cercle de construction

(Cj) en Mj.
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de 1'épicycloide

‘Quand R effectue un tour complet, le point M aui
était en A, vient de nouveau sur B en A, .(A_JA, = 277)

M décrit ainsi une arche d'épicyclolde.
Cherchons & déterminer les points M de Y.

- Supposons le probleme résclu
Soit E le point de R, tel aue S:E soit isométriaue
a Eﬁ, denc tel oue A,E = CM. Les triangles 0Ow,E et
CwoM sont iscmétriques par construction, et donc

0E = OM. Ainsi M est un des points d'intersection
1. du cercle de centre 0, de rayon OE

2. du cercle de centre C, de rayon A E.
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- D'ou la construction : (fig.9)

On partage l'arc de cercle 3::: en n parties iso-
métriques ainsi aque le cercle R, & partir de A,.

On trace le cercle 53 de centre 0 et de rayon OEj.
Puis on trace le cercle (Cj) de centre Cj et de
rayon A Ej. Mj est un des points d'intersection des
deux cercles, ou le point d'intersection gquand Il

n'y en a au'un (point de tangence).

Fig. 9



Remarcque :

Cj étant le centre instantané de rotation corres-
pondant & Mj, la droite (CjMj) est la normale a ¥ en
Mj. La tangente 3 ¥ en Mj est aussi tangente au cercle
(Cj) en Mj.

c) de l'hypocycloide

Quand R effectue un tour complet, le point M qui
était en A, vient de nouveau sur B en A, .(A_ A, = 27T)

M décrit ainsi une arche d'hypocycloide.

Cherchons & déterminer les points M de Y.

- Supposons le probléeme résolu

Soit E le point de R, tel cue

S:E soit iscmétrigue a Fﬁ, et donc
tel que A_E = MC. Les triangles
OFw, et OMw sont isométrigues par

construction. Donc OM = QE.

Ainsi M est 1'un des points d'in-
tersection
1. du cercle de centre 0, de rayon CE

2. du cercle de centre C, de rayonA}EL

- D'oU la construction : (fig.10)

C i
On partage l'arc de cercle A_JA, en n parties iso-

métriques, ainsi que le cercle R, & partir de A,.
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On trace le cercle(B'j)de centre 0, de rayon OEj.
Puis on trace le cercle (Cj) de centre Cj et de
rayon AcEj. Mj est un des points d'intersection de
ces deux cercles, ou le point d'intersection quand

il n'y en a qu'un (point de tangence).

Remarque

La tangente 2 ¥ en Mj est aussi tangente aucercle

(Cj) en Mj pour la méme raison que pour l'épicycloide.
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B) Génération des profils

méthode des "roulettes

On se donne pour cercles primitifs L, de centre 0, et

de rayon 1,,

et L, de centre O, et de rayon 1, qui roulent

sans glisser 1l'un sur l'autre en I. On choisit pour roulet-

te R 1l'ensemble constitué des deux cercles R, de centre A,

et de rayon a,, avec 2a,< 1l,, et R, de centre A, et de

rayon a, avec 2a, < 1, aui

l'autre en I.

Ls

roulent sans glisser l'un sur

Considérons le mouvement de rou-
lement sans glissement de R, sur
L, et L,

Rl roulant sans glisser sur Ll’
le point M de R, décrit dans T,
un arc d'hypocycloide H,. La nor-

male en M & cet arc passe par I.

Rl roulant sans glisser sur LZ’
M décrit dans 17, .un arc d'épicy-
cloide E,. La normale en M 3 cet

arc passe par I.

Ces deux arcs H, et E; ont méme

tangente en M : ils sont conjugués.

2. Considérons le mouvement de roulement sans glissement

de R, sur L, et L,.
- R2 roulant sans glisser sur Ll’ M décrit cdane 1T,
un arc d'épicycloide £,. La normale en M & cet arc

passe par I.
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- R, roulant sans glisser sur L,, ™ décrit dans T,
un arc d'hypocycloide H,. La normale en M & cet arc

passe par I.

Ces deux arcs E, et H, ont méme tangente en M : ils

sont conjugués.

Le profil d'une dent de la

roue 1 est dbnc formé

- d'un arc d'épicycloide E,
ou "flanc de téte"
- d'un arc d'hypocycloide H,

—— oy "flane de pied"

Le profil d'une dent de la
roue 2 est formé d'une

maniére semblable.

Remarques

l. On choisit en général un méme rayon a = a, = a, pour

les cercles R, et R,.

2. Nous avons supposé que lesdiametresZa, et 2a, de
Ry

rayons 1, de L, et 1, de L,. Dans ce cas, la matiére
4 4 2 2

et R, étaient inférieurs respectivement aux

constituant la dent est situde dans la convexité de
l'arc d'hypocycloide formant le "flanc de pied" de
la dent (en pointillé fig.ll, et fig.l2-b)

3. Si on suppose que le diametre du cercle R, est égal
au rayon du cercle primitif L,(2a, = 1,), 1l'hypocy-

cloide que décrit M dans T, se réduit a un diameétre



R4
A,

L4

EIJJ du cercle primitif L, .
Le "flanc de pied" de la dent est
donc le segment [IJ].

Si on suppose gue le diameétre du
cercle R, est supérieur au rayon -
du cercle primitif L, (2a, > 1,),
alors la matiére constituant 1la
dent est située dans la concavité
de l'arc d'hypocycloide formant le
"flanc de pied" de la dent. La dent

ainsi obtenue est affaiblie 3 1la

base.

Fig. 11
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E,4 €4

Ha Ha

Fig. 12 b

Variation d'entraxe

La figure 13 représente un engrenage épicycloidal.
Lorsque l'entraxe de fonctionnement utilisé est
l'entraxe [04021 de la génération, on constate sur
la figure que les pcints de contact successifs M,
(position P, , P, ) et M's (position Pl, , P'ss
entre les deux profils sont tels que les normales en
M, et M's aux deux profils passent par I, centre
instantané de rotation de T, par rapport & T2, ceci
garantissant la conservation du rapport de réduction

de l'engrenage.

En revanche, lors d'une variation d'entraxe consis-
tant par exemple (fig.13) a déplacer 0,, en 0,, on
constate que les normales aux nouveaux polints de
contact M (position P,, P,, ) et M' (position P} ,Pl,
des deux profils définissent sur (0,0,) des centres
instantanés de rotation de 7, par rapport a T, diffé-
rents & chaque contact. De ce fait, le rapport de

réducticn de l'engrenage varie en fonction du temps.

\
)
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Les dentures a profils épicycloidaux ne sont gquasi-
ment plus employées. On leur substitue, dans le but
d'améliorer le rendement d'une part et la facilité
d'ocbtention d'autre part, des profils formés d'arcs
de cercles et de segments de droite. Ces derniers
sont principalement utilisés dans l'industrie horlo-

gére.
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CONCLUSTIZ ON

Aprés ce voyage mouvementé au pays des cycloildes

(dans les plaines arides de la recherche et aussi parmi

les oasis de la compréhension) que nous espérons vous
avoir fait accomplir sans trop de peine, il est temps

de conclure.

Nous sommes conscients des limites de cette étude.

" De nombreux problémes ont été évoqués. Tous n'ont pas

été résolus; ils peuvent offrir un vaste champ d'inves-

tigation & ceux cque cette édtude n'aura pas rebutés.
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Trajectoires de points liés au cercle

roulant sans glisser sur un cercle
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Enveloppes des trajectoires des points d'un
diamétre d'un cercle roulant sans glisser
sur un cercle (intérieurement ou extérieurement)
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Enveloppes de droites liées au cercle

roulant sans glisser sur un cercle
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