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PREAMBULE _____ =o=
UUELQUES COMMENTATRES GENERAUX

QU'IL NE FAUT CONSIDERER
NI COMME TRES INQUIETANTS, NI COMME TRES RASSURANTS

Les notions qu'il s'agit de dégager & partir des
expériences décrites ci-dessous sont souvent considérées
comme treés élémentaires : il convient peut-8tre de rappe-
ler qu'elles mettent en jeu, sous une apparence innocente,
des aspects subtils de principe de géométrie et de mécani-
que.

Deux attitudes peuvent &tre envisagées 4 ce propos :
a) ne soulever aucune difficulté, espérer que les éléves
n'en souldveront pas, et admettre comme bien évident ce
qui ne l'est, en réalité, pas tellement.

b) faire sentir la relativité des notions introduites, ce
qui est certainement beaucoup plus formateur, mais exige
une vision épistémologique claire, et peut sembler entrai-
ner assez loin du niveau "élémentaire”.

Examinons, par exsmple, la notion de mouvement uni-
forme.

Dans la présentation qui suit, l'expérimentateur
n'utilise qu'une horloge. Que se passerait-il s'il chan«
geait d'horloge ? Le mouvement demeurerait-il uniforme ?

Caeci souléve immédiatement plusiesurs questioms :
qu'est-ce qu'une horloge ? A quelles conditions doivent
satisfaire deux horloges pour lesquelles les mémes mouve-
ments sont uniformes, et que nous appellerons horloges
compatibles ? Quells est l'horloge de référence utilisée
en Mécanique et qui donne l'heurse officielle ? Comment a-
t=-elle été choisie ?

1) Mouvements uniformes. Horloges compagtibles
a) Le principe de toute horloge est d'utiliser le mouve-
ment d'un mobile et de repérer les dates par les posi-

tions de ce mobile (et s'il s'agit d'un mouvement périodi-
que de tenir compte du nombre de passages par une position
donnée) et l'on peut dans tous les cas schématiser 1l'hor-
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loge au moyen d'une graduation géométrique a pas constant

sur une droite décrite par un mobile (réel ou fictif),
les durées étant proportionmnelles aux longueurs parcou-
rues par le mobile. Cela revient & dire que le founctiounne-
ment d'une horloge repose sur 1la donnée d'un mouvement
uniforme, ou encore que l'on a décrété que le mouvement
en question était uniforme, & moins que l'onm ait counstaté
son uniformité em utilisant une autre horloge, mais slors
la méme question se pose pour cette nouvelle horloge.

b) Pour que deux horloges H et H' soient compatibles,
la condition, si t et ' sont les mesures d'une méme
durée par les deux horloges, est que l'on ait une relation
du type t' = at + b avec a réel strictement positif
et b réel quelconque.

L'analogie avec les différentes graduations dont on
peut munir une méme droite "affine® est évidente.
¢) Il résulte de a et b, que le fonctionnement d'une
horloge H' compatible avec H repose sur un mouvement
uniforme par rapport a H, et qu'inversement tout mouve-
ment uniforme par rapport & H fournit une horloge compa-
tible avec H.

La notion de mouvement uniforme est domc relative a
une classe d'horloges compatibles entre elles. Une horlo-
ge qui utiliserait 1la chute libre d'une masse devant une
graduation verticale réguliére ne fournirait pas les mémes
mouvements uniformes que les horloges usuelles.

d) Quelles sont les horloges utilisées en Mécanique ?

L'horloge de référence a été d'abord fournie par le
mouveument de rotation de la terre sur elle-méme par rap-
port aux étoiles (ou ce qui revient au méme, su mouvement
de rotation de l'ensemble des étoiles par rapport & un
observateur terrestre).

Les lois de la Mécanique céleste ont été établies
relativement & cette horloge. Mais il y a quelques décen-
nies la précision accrue des mesures du temps (ol apperu-
rent 4 la fois des irrégularités et une accélération de
tous les mouvements) a posé le dilemme : changer les lois
de la Mécanique ou changer d'horloge. C'est cette seconde
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solution qui fut adoptée : la nouvelle horloge fut four-
nie d'abord par le mouvement de la terre sur sa trajec-
toire autour du soleil, avant d'8tre elle-méme relayée
par des horloges atomiques.

2) Mouvements rectilignes

Des considérations trés analogues aux précédentes
peuvent &tre développées & propos de la vérification du
caractére rectiligne du graphe espace/temps ou de la tra-
jectoire de certains mouvements qui est effectuée dans
certaines des expérieunces décrites ci-dessous.

Accepter qu'un mouvement réel soit uniforme ou qu'une
courbe réelle soit rectiligne suppose & la fois une théo-
rie (géométrie ou mécanique) et la satisfaction de condi-
tions expérimentales d'autant plus difficile & réaliser
qu'on exigé plus de précision. C'est ainsi que la Mécani-
que Newtonienne enseigne que par rapport & des axes (g8li-
léens) ayant pour origine le centre d'inertie du systéeme
solaire et passant par des étoiles dounées, le centre
d'inertie d'un corps qui n'est soumis & aucune force (ex-
térieure) est animé d'un mouvement rectiligne uniforme.
Cela donnerait des droites et une horloge absolues (pour
la Mécanique Newtonienne !), mais 1l'expérience est-elle
réalisable ? En outre, saurait-on que le mouvement est
rectiligne uniforme parce qu'aucune force une s'exerce sur
le corps, ou qu'aucune force ne s'exerce sur le corps
parce que le mouvement est rectiligne uniforme, ou encore
définira~t-on le centre d'inertie comme le point animé
d'un mouvement rectiligne uniforme, lorsqu'aucune force
ne s'exerce sur le corps ? C'est ce dernier point de vue
qui est adopté dams la suite, et qui plus est, en prenant
des axes liés & la terre. Est-ce illégitime ? En toute
rigueur, aux yeux de la Mécanique Newtonienne, oui ! car
cela revient & négliger l'accélération de Coriolis, due
au mouvement de la terre par rapport aux 3xes galiléens.

Cette vérification du caractére rectiligne d'un en-
semble de points repose sur celle de la counstance des
taux d'accroissement de certaines fonctions et utilise
une réciproque du théoréme de Thalés. Le schéma est le
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suivant : on dispose de deux droites Dy et D, et des
directions des droites paralléles & D4 et Dy. Un ensemble
de points est reconnu comme formant une droite si, pour
trois positions quelconques A, B, C du point, leurs pro-
jections A4, By, C4 sur D, parallélement & Dy, et leurs
projections 4,, By, Cy sur D, parasllélement & D, véri-
fient

Y .AP
O ‘_gb:l

Le caractére de droite ayant été sttribué a D, et D,, et

4 leurs paralléles, on s donc par cette réciproque de la
propriété de Thalés le moyen de déterminer les autres
courbes du plan qui sont aussi des droites. Il y a encore
14 une relativité : on obtient les droites du plan en sup-
posant initialement que D, et D; sont des droites (une mo-
dification de D, et D, et de leurs psralléles, comme on
peut en imaginer une en faisant un dessin sur une feuille
de caoutchouc, puis en soumettant cette feuille a des ten-
sions qui la déforment, modifiera sussi ce que l'oun obtien-
dra comme droites dans le plamn).

De méme que pour décider qu'un mouvement est uniforme,
il faut une horloge de référence, il faut, pour décider
du caractére rectiligne d'ume courbe, svoir des droites
de référeunce.

Cependant le calcul montre que pour um point se dépla-
¢ant dans un plan horizontal & la latitude de Peris, et
dont la pessuteur auras été compensée per un dispositif
quelconque (table a coussin d'air en 1'espéce), le mouve=-
ment n'est pas rectiligne uniforme meis circulaire uni-
forme, le rayon du cercle ayant pour mesure euviron 104
fois celle de la vitesse (l'unité de temps étant la secon-
de), c'est-d-dire que pour un point animé d'ume vitesse
de 1 cm/sec, le cercle aurs un rayon de 1CO m, et dams
les conditions de 1'expérience, ne pourra &tre distingué
d'une droite ; et il en sera a fortiori de m8me pour une
vitesse moins faible.

D'autre part, le point de vue adopté revient & donmer
du centre d'inertie une définition "dyunamique™ et non
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sa définition comme barycentre. ¥ a-t-il ici encore a se
poser une question de légitimité ? Le seule réponse rai-
sonnable c'est que, quelle que moit la définmition dont
on parte, il faudra, t8t ou tard, momtrer qu'elle définit
le méme point que l'autre.

Pour en revenir & la recherche de "droites absolues”
on pourrait pemser qu'elles sont fournies par les "rayons
lumineux®", et c'est bien ce qui correspond & de nombreu-
ses pratiques (lignes de visée, menuisier qui regarde une
planche par le bout, ...). Cependant une science plus
exigeante considérera que c'est dans le vide (ou dsus un
milieu homogéne), et loin de toute masse importante que
les rayons lumineux sont rectilignes. Mais ici. encore,
dispose-t-on de milieux homogénes de grande dimeunsion et
ssurs-t-on conclure que tel rayon est rectiligne parce que
le milieu qu'il traverse est homogéne, ou que le milieu
est homogéne parce que les rayons qui le traverseant sont
rectilignes ? Qui voudrasit dans de telles situations at-
teindre des certitudes absolues se heurterait a d'inévi-
tables cercles vicieux, mais celui qui n'oublie pas qu'il
travaille non dans l'absolu, mais avec des modéles dont
la plausibilité peut, dans les bons cas, égquivaloir a une
certitude pratique, échappe a ces cercles vicieux et est
toujours en mesure d'améliorer ses modéles. Ls science
se construit pas & pas. La réflexion sur l'expérience
(locele et trés fragmentaire au début) conduit & 1'édifi-
cation de théories (partielles et trés restreintes au dé-
but). L'expérimentation a un triple rapport avec les thé-
ories :

a) elle s'appuie sur les théories, en ce sens que ce son®
les théories (élaborées, ou en cours d'élaboration et
n'aysnt que le statut d'hypothéses) qui permettent d'or-
ganiser 1l'expérimentation.

b) L'expérimentation matérialise des concepts de la théo-
rie que celle-ci a forgée par réflexion sur les observa-
tions, mais elle le fait avec une approximation qui n'est
jamais réductible & l'identité.

. ¢) L'expérimentation teste les théories, avec l'approxi-
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mation qu'elle est capable d'assurer.

La multiplication des points de vue et des expérimen-
tations rend de plus en plus plausible la bonne adéquatiam
des téhories & la réalité, samns Jjamais pouvoir permettre
d'affirmer que la théorie dounne une image absolument fide-
le de la réalité.

La Science ne demande pas la foi simpliste et absolue
du charbonnier, mais la plausibilité croissante de ses
résultats et l'efficacité croissante de ses modeles ne
doit pas &tre l'objet du scepticisme auquel peut conduire
la ruine inéluctable de la foi du charbonnier.
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O-AVERTISSEMENT ET OBJECTITFS

Tes éléves de seconde ont sur la vitesse des idées
assez vagues : ils semblent familiers avec le calcul de
la vitesse moyenne d'un mobile em déplacement rectiligne
entre deux points, mais ils confondent volontiers le
concept de vitesse avec la cause du mouvement.

Ils ne connaisseut pas le principe de l'inertie, et
ils ne possédent pas la notion de limite d'ume fonction
numérique en un point, mais ils acceptent facilemen?t
1'idée de "vitesse instantanée” ou de vitesse & l'instant b
donnée per les compteurs de vitesse portés par les véhicu-
les : il serait intéressant de leur demaunder s'ils peu-
vent concevoir un appareil de mesure de ls vitesse de pas-
sage d'un véhicule en un point donné...

L'objectif des expériences et de 1l'exposé qul les ac-
compagne est de domnner aux éléves de seconde le concept
de mouvement, uniforme ou non, puis dé les conduire au
concept de vitesse instantanée (& la dste +, en un point
d'abscisse x) et enfin de leur faire appréhender 1l'idée
de passage & la limite, sans toutefois l'opérer du point
de vue mathématique. Celui-ci sera introduit en classe de
premidre avec la reprise des expériences de physique de
seconde par le professeur de mathématique comme introduc-
tion & la dérivabilité des fonctions numériques. Quant a

la notion de vitesse comme grandeur vectorielle, une pre-
midre approche est faite en seconde (voir troisiéme expé-
rience) et est reprise en terminsle ou le cburs de ciné-
matique fait par les professeurs de mathématique et phy-
sique vient seulement donner une modélisation d'un phéno-
méne connu. Le professeur de physique de terminale utili-
se alors ce modéle pour décrire les phénomémes qu'il expo-
se, et il vérifie expérimentalement sa cohérence.,

°



I - EXPERIENCES ET T.P. DE PHISIQUE EN SECONDE

IA, Iére SERIE D'EXPERIENCES - VITESSE INSTANTANEE.
MOUVEMENT RECTILIGNE

1. Introduction :

En ce qui concerne la notion de mouvement uniforme
(rectiligne) telle qu'elle est présentée aux éléves de
seconde éi-dessous, on remarquera que cette présenta-
tion suppose que l'expérimentateur n'utilise qu'une seu-
le horloge, et que par couséquent l'uniformité comstatée
pour le mouvement étudié est entiérement relative & cetts
horloge. Il conviendrait donc de bien faire remarquer
aux éléves que, en réalité, le mouvement uniforme est
un phénoméne intrinséque. En effet en seconde on pour-
rait envisager plusieurs horloges pour mesurer les durées
ce qui une serait pas une preuve absolue, mais permetitrait
de donmmer gquelques inguiétudes et de suggérer quelques
attitudes sur la relativité... (voir commentaires géné-
T3UX D.3)

Seule la caractérisation dynamique d'un mouvement

rectiligne uniforme, c'est-d-dire 1'énoncé du principe
de l'inertis, donne une formulation intrinséque du con-
cept de mouvement rectiligne uniforme : c'est le mouvement
d'un point matériel qui est soumis & un systeme de for-
ces nulles. Mais cet aspect de la question ne sgera pas
abordé ici,

Du point de vue mathématique, la seule chose que
les éléves doivent posséder en seconde pour agborder
avec profit les expériences proposées est la réciproque
du théoréme sur 1la constance du taux d'accroissement
d'une fonction affine, ceci afin de formuler des hypothé-
ses coavenables avant d'écrire éventuellement 1l'équation
horaire d'un mouvement rectiligne uniforme ou de tracer
le graphe complet espace/temps.

Znfin il est remarquable que la relativité de la
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détermination de l'uniformité d'un mouvement rappelle la
relativité de la notion de droite en géométrie (voir com-
mentaires généraux p.3) c'est en effet la méme démarche
qui est faite par le physicien et psr le mathématicien.
Le physicien suppose l'existence d'une horloge animée
d'un mouvement uniforme capable de fournir des mesurses
de durées égales, et il en déduit l'uniformité d'um autre
mouvement. En effet, dire que tel mouvement pour lequel
on mesure des vitesses moyennes égales entre elles quelle
soit la durée ou le déplacement considéré est umiforme,
équivaut & dire que le mouvement est uniforme par rapport
4 1l'horloge, ou que ce mouvement peut lui-m8me &tre uti-
lisé comme horloge. .

I.A.2. Prérequis de mathématique :

Avant d'aborder le T.P. de physique qui suit, 1'éléve
doit 8tre capable de :

1) représenter des couples du graphe d'une fonction
numérique par des points dans un repere cartesion
quelconque ;

2) écrire la définition du taux 4'accroissement
d'une fonection numérique entre deux points et
faire les cslculs justes de ces %aux ;

3) écrire la définition d'une fonction affine réelle
(e 3ax + b) 3

4) démontrer le théoréme de caractérisation des
fonctions affines :

(i) £ affine (sur I) ==y coustant (sur I)
(ii)fz; constant (sur I) ==>f affine sur I

5) rappeler le théoréme de Thalés ;

6) montrer que d'aprés Thalés et (i) les points du
graphe d'une fonction affine sont alignés ;

7) montrer que réciproquement d'aprés Thalés et (ii)
si les points du graphe d'unme fonction sont ali-
gnés aslors cette fonction est affine ;

8) utiliser les propriétés précédemtes pour écrire
l'équation horaire du mouvement ou tracer la
droite du diagramme espace/temps en formulant -
les hypothéses convenables d'extrapolation des
résultats de l'expérience (taux d'accroissement
sensiblement counstant, ou points du graphe sen-
siblement alignés).
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Remarque:

a) le théoréme de Thalés peut s'exprimer em disant
que étant donnée une graduation affine sur une droite,
1la projection de cette graduation sur une autre drolte
parallélement & une troisiéme droite est ume graduation
affine.

I1 pourra &tre intéressant de rapprocher ce fait de
la définition d'un mouvement rectiligne uniforme par rap-
port & une horloge : une horloge pouvant &tre considéreée
comme un appareil fournissant une graduation affine du
temps ; le mouvement d'un point matériel est par défini-
tion upiforme si et seulement si il fournit une autre
graduation affine du temps.

Par conséquent om peut défimir 1'analogle suivante :
une droite est & l'ensemble des courbes du plan ce que
1e mouvement uniforme est & l'ensemble des mouvements, &
savoir une entité caractérisée par la constance des rap-
ports de "projection™, projections dans l'espace ou pro=-
jection dauns le ftemps...

b) On peut aussi faire observer que du point de vue
mathématique le théoréme de Thalés (éventuellement pris
comme axiome) est équivalent & l'affirmation selon laquel-
le dans un repére cartésien quelconque les points repre-
sentatifs des couples du graphe d'une fonction affine
sont alignés.

¢) En pratigque, ou pourra surtout faire retenir aux
éldves que dans l'expérience :

- un mouvement est dit uniforme s'il répond & l'un
des deux critéres équivalents suivants :
.1. Constater l'alignement approximatif des
points du diagramme espace/temps
.2. Constater la constance approximstive des
taux d'accroissement
N.B. Dans les deux cas il faut admettre que 1l'on peut
étendre la propriété 4 un intervalle I de R pour
pouvoir en déduire que ls position du mobile est une
fonction affine du temps sur l'intervalle I. La méme re-
marque sera faite au II.2 lors de la définition de la
dérivabilité des founctions numériques.
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T.A.3. Copie de la feuille de T.P., distribuée aux éléves

Physique T.P. n°1 - Notion de vitesse
Vitesse : mot d'usage courant qui est employé dans des
sens différents ; consultez a ce sujet plusieurs dic-
tionnaires. On se propose au cours de cette manipulation
de oréciser le sens de ce mot.
1ére EXPERIENCE

Un mobile est lancé sur l'aérobanc horizomtal. On
note les dates de passage du mobile par des positioas
successives distantes les unes des autres de 10 cm.

a) Faire un schéma de 1l'aérobanc (échelle 1/1l0éme)
et décrire l'expérience.

b) Dresser le tableau : position du mobile/date du
passage par cette position.

¢) Calculez pour différents couples de mesures les
repports de la forme Xj; - X, . Que concluez=vous ?

t‘g b tt"_

Au cours d'upe séance de travail Math-Physique, ce
travail peut &tre complété par :

d) Représenter sur une feuille de papier millimétré
le graphe de la fonction tkr—yxi. Choisir des échelles
convenables pour la lecture sur les deux axes. Que remar-
quez-vous ?

2éme EXPERIENCE
Un mobile est mis en mouvement sur l'aérobsnc par la chu-
te ralentie d'une masse marquée reliée au mobile par un
f£il passant sur une poulie. La position de départ est
choisie de telle sorte que la date t = Os corresponde
4 1l'instant du dépsrt. L'expérience se déroule en trois
temps.

(1) La messe est arrétée aprés 30 cm de chute, le

mobile continue son mouvement sur sa lancée.

(2) La masse est arrétée aprés 60 cm de chute, le

mobile continue son mouvement sur sa lancée.

(3) La masse est arrétée aprés 90 cm de chute, le

mobile coantinue son mouvement sur sa laucée.
a) Comparer les trois enregistrements :
Qu'est-ce qui est commun aux trois eunregistremeats ?
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Qu'est-ce qui est commun sux deux derniers enregis-

trements ?
Qu'est-ce qui est commun & chacun de ces enregistre-

ments et 4 celui de la premiére expérience ?
b) Pouvez-vous dire quelle est la vitesse du mobile a
30 cm du point de départ dams chacun des trois cas ? si
oui, donner ss valeur.
¢) Pouvez-vous dire quelle est la vitesse du mobile a
60 e¢m du point de départ dans chacun des trois cas ? si
oui, donner sa valeur.
d) Pourrait-on déterminer la vitesse du mobile & 30 cm
du point de départ et 4 60 cm du point de départ si on ne
disposait que du troisiéme enregistrement ? oui ou non et
pourquoi ? )

Au cours d'une séance de travail Math-Physique ce tra-

vail peut &tre complété par :

e) Représenter le graphe des fonctions Tt r—>x, dans un
méme Trepére pour chacune des trois expériences. Que remar-
quez-vous ?

£) D'aprés cette expérience, pouvez-vous définir la vites-
se de passage du mobile en un point quelconque de sa tra-
jectoire ? Oui ou nom ? Pourguoi ? Comment ?

I.AJ4, Commentaire sur les objectifs des deux expériences

aux éléves un mouvement rectiligne uniforme. Le mouvement
rectiligne cache l'aspect vectoriel de la vitesse qui ap-
parait ici comme le quotient d'une distance exprimée en
métre (unité de longueur) par une durée exprimée en unité
de temps (la seconde). L'utilisation d'une calculatrice
de poche supprime l'obstacle de la division. ! !f

Le principe de l'inertie est constamment sous-jacent,
msis comme il n'est pas objet de cette étude nous n'en
parlons pas i cette occasion (d'autres expériences permet-
tront de le définir).
aux éldves la notion de vitesse instantanée. Peundant une
premiére phase du mouvement la vitesse augmente de la méme
facon dans les trois expériences, puis reste constante
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corme dans la premiére étude. On cherche & déterminer la
vitesse du mobile & l'instant de son passage par une posi-
tion déterminée alors que le mouvement change de nature.
La vitesse qui était une fonction croissante du temps ..
devient & cet instant constante.

Les mesures et le calcul conduisent & des variatioas
des rapports (déplacement/durée), les éléves ont du mal
4 admettre qu'il y a égalité : les chiffres n'étant pas
exactement les mémes mais oscillant sutour d'une valeur
moyenne. de fagon aléstoire. On peut pallier cette diffi-
culté en faisant constater sux éléves ls régularité des
créneaux sur le rubanm horloge ; en effet cette régularité
graphique approximastive ne souléve pas, elle, de difficul-
té dans l'esprit des éléves...

Donc pour évaluer, avec le maximum de précision, la
durée de chaque intervalle, on peut proposer aux éléves
de diviser 1la durée totale du parcours correspondant a la
partie réguliére de l'enregistrement par le nombre de cré-

neaux, plutdt que de chercher une Vvaleur moyeunne des mesu-
res effectuées.

I.4.5. Compte-rendu tyve de ces deux expériences

Définitions "vulgaires"” de la vitesse trouvéesdans les
dictionnaires...

.Le fait de pouvoir ou de parcourir un grand espace en
peu de temps.

. Le fait d'accomplir une action en peu de temps,
sans délai.

. Le fait d'aller plus ou moins vite, de parcourir
une distance plus ou moins grande par unité de temps.

. Le fait de s'accomplir em un temps donuné pour un phé-
noméne quelconque le plus vite possible.

. Régime (nombre de tours que fait un orgaune moteur
par unité de temps).

. Quotient 4'une distance infiniment petite par le
temps infiniment petit mis & 1la parcourir.

. Quantité exprimée par le rapport d'une distance au
temps mis a la parcourir.
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Le mobile est projeté sur l'aérobanc horizomtal par la
détente d'un ressort, une fois libéré il glisse sur um
coussin d'air, la poussée des Jjets d'air compense l'ac-
tion de la pesanteur, tout se passe comme s'il n'était
plus soumis & aucune action extérieure. Tous les 10 cm
sur son passage il occulte une photodiode ce qui provo-
que l'enregistrement d'um crémeau sur un ruban de papier
sur lequel 1 mm représente O, C2 s. On admet que 1la
coupure du faisceau lumineux est instantanée et ne modi-

fie pas le mouvement. Nous comptons +t = O dinstant du
passage par la premiére cellule de mesure.

Tableau des mesures -

k] Soke
o [0 0,26 1052 038,400 A0 mm zo; 22 30 245 313 330 36
'ﬁhmoi 40 10130 40 So 60 *}o So 30 400 410 1301150 4&0

Ruban horloge :
date = (abscisse en mm x 0,02) date exprimée en s.

% ° 3 X1 19 52 5 1.5 4 03,7  u§ f::\\.
‘ t:*—-r—*——ff“—T‘“—Tr—*—+—“-—r—f—ﬂ-“h—ﬁ—‘——r—“——r—~x‘

~

\
\\»u
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Calcul des rapports de la forme Xy = X
80 - 10 _ -1 110 - 60 _ »
0’78 - 0,26 b 38,46 ci.S 3,38 = 1,04 = 58,40 Cll. S

On remarque que ces rapports sont sensiblement cons=-
tants, le mobile se déplace sur l'aérobanc horizontal
avec une vitesse coustante. Un tel mouvement est dit rec-
tiligne uniforme.

Descrintion
M .
] = -~ 4eﬂ.=ﬁ,//%
}g Pane & Coussin d AWM \'.‘.’éam/

Ie mobile M est mis en mouvement sur
1'aérobanc par la chute rslentie d'unme
masse m. Aprés un parcours h la masse m ]
est arrétée par un obstacle, le fil se .
détend et la masse M continue sur sa 1827/: //f
cée. On se retrouve alors dams les condi

tions de l'expérience 1,

(g) Le mobile met 2,35 s pour parcou-

rir 1,40 m soit une vitesse de 59,5 cm.s™

(b) Le mobile met 1,28 s pour parcourir 1,170 m soit une
vitesse de 86 cm.s™

(¢) Le mobile met 0,74 s pour parcourir 80 cm soit une
vitesse de 108 cm.s™?
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Résultats expérimentaux

i
r
i
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&
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Le pointillé correspond a la fin du passage devant la
1ére cellule de mesure et sert a mettre en coincideunce
les trois enregistrements.

Position des crénesux en cm :

(a) 0.:2,8:4 4,9 15,7 &, 4 8,2 9,1 .....

(0) 0__2.8_ 4 4,9 15465(6,3!6,9] 7,5 - 8 .....

(c) O__228 & 1539 15,65 16,3 6,9| 7545 7,9 «vnn.

(8) Le mouvement devient rectiligne uniforme au dela de
30 cm., Deux créneaux sont distants en moyenne de

0,84 c¢m ce qui correspond a 0,168 s. On mesure soit
0,8 cm soit 0,9 cm.

(b) Le mouvement devient rectiligne uniforme au-dela de
60 cm. Deux créneaux consécutifs sont distants en
moyenne de 0,58 cm. On mesure tantdt 0,5 cm tantdt
0,6 cm. L'intervalle de temps entre deux cellules
consécutives est 0,116 s.

(¢) Le mouvement devient rectiligne uniforme au-dela
de 90 em ; deux créneaux consécitifs sont distants
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en moyenne de 0,46 cm., On mesure tantdt 0,5 tantdt
0,45 cm. L'intervalle de temps entre deux cellules con-
sécutives est 0,092 s.
Comparaison des trois enregistrements :
Les dates de passage par les trois premiéres cellules
d'abscisses O cm, 10 em, 20 c¢m, 30 cm sont les mémes
dans les trois mouvements.
Les dates de passage par les sept premiéres cellules
sont communes aux deux derniers enregistrements.
Une fois le fil de traction détendu, les troi; mouvements
deviennent rectilignes uniformes comme dans l'sexpérience.

Vitesse du mobile & 30 cm du point de départ.

Sur les 30 premiers ceuntimétres les trois mouvements
sont identiques. Le mobile passe donc par ce point avec
la méme vitesse dans les trois cas. Cette vitesse doit
8tre celle que conserve alors le mobile dans la premiére
expérience quand le mouvement est devenu rectiligne uni-
forme, soit V = 59,6 cm.s" au point d'abscisse 30 cm

& la date t = 0,99 s.

Vitesse du mobile & 60 cm du point de départ.

Dans la premiére expérience en ce point le mouvement est
rectiligne uniforme. La vitesse du mobile est donc celle
atteinte & 30 cm du point de départ au moment ou le fil
de traction se détend. V = 59,6 cm. s’ .

Dans les deux autres mouvements, la vitesse a 60 cm du
point de départ est celle que conserve le mobile. dans la
seconde expérience, puisque & cet instant le fil cesse de
tirer sur le mobile : donc la vitesse n'asugmente plus.
Cette vitesse, déterminée dans 1la partie uniforme du mou-
vement, est V = 86 em.s™' . Elle reste constante dans la
seconde expérience alors qu'elle coantinue d'augmenter
dans la troisiéme jusqu'au passage par la position d'ab-
scisse 90 cm. C'est une vitesse déterminée & un instant
donné.

Calcul de ces vitesses si on ne dispose que du troisiéme
enregistrement.

La vitesse du mobile augmente entre les positions 4'abs-
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cisse 0 et 90 cm., Quand le mobile passe par la position
d'abscisse 30 cm, sa vitesse n'est pas constante. Si on
considére un déplacement de 10 cm avant la position
x = 30 cm, on mesure une v1tesse moyenne '

V= 30 -2C = 52,56 em.s” inférieure 3 la v1vesse
0,99 = 0,80
réelle V = 59,5 cm.s™ .

Si on considére un déplacement de 10 cm postérieur & la
position x = 30 cm, on mesure une vitesse moyenne

V= 40 =20 = 77,43 cm.s™ .
1,13 = 0,99
supérieum a la vitesse de passage par 1a positlon

x = 30 cm.
Si nous considérons un déplacement quil encadre la posi-

tion x = 30 cm, on mesure une Vvitesse moyenne

V= 40 = 20 = 60,6 cm.s™ .
7,13 = 0,80

Ce n'est toujours pas la vitesse exacte déterminée précé-

demment, mais l'erreur est minimisée. Pour faire une me-
sure plus précise, il faudrait réduire le déplacement
considéré. La vitesse "instauntanée"(d un instant donné")
apparaft donc comme une limite puisque,si le déplacement
devient de plus en plus petit, la durée qui lui corres-
pond devient elle zussi de plus en plus petite. Nous ne
disposons donc pas dans ces conditions d'um moyen matériel
de déterminer cette vitesse & cause de l'imprécision des
mesures des déplacements et des durées.

Le probléme est le méme au point d'abscisse X = 60 cm
entre les positions x = 50 cm s% .= 60 cm la vitesse
moyenne est V =_60 e_EO = 83,3 cm.s™ , inférieure a
la vitesse 86 cm.s58 = 1420

entre les positions 60 cm et 70 cm

V= 70-60 =90,9 cm.s™ , supérieure a 1a vitesse
1,49 = 1,38

86 cm.s .

Pour un déplacement qui encadre la position X = 60 cm
on minimise l'erreur mais on n'obtient pas une valeur
exacte de la vitesse instantanée

V=_70-5 _ =87 cm.s".

b b
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I.A.6. Conclusion de la 1ére sfrie d'expériences

Les deux expériences que l'on vient de décrire ont
permis successivement de définir un mouvement rectiligne
uniforme et la notion de vitesse de passage & la date ¢
(ou & 1la position x) en posant par définition que c'est
celle qu'aurzit le mobile si & cet instant il poursuivait
88 course sans 8tre soumis & la force qui g créé le mou-
vement.

De plus, en comparant cette derniére avec les mesu-
res faites sur des intervalles aussi petits que possible
(minimum 20 cm) encadrsnt la position considérée, on a
constaté une coIncidence expérimentale suffisante pour in-
troduire une nouvelle définition de la vitesse de passacze
a la date t;, & la position x,, comme une limite des
vitesses moyeunes prises & partir de %, sur des interval-
les (t;; t;) de plus en plus petits.

Cette deuxidme d&finition va 8%tre plus précisément

mise en évidence par la deuxicme série d'expériences
(v8§I.B.p. 26 :ci-aprés).

I.A.7. Exercices tyves de mathématique appliquée

I...7.1=Probléme de Galilée:

remarquer une rampe inclinée ayant servi a Galileo

Galilei pour observer les lois de la chute des corps.
Cette rampe se présente sous la forme d'un triangle rec-
tangle en bois des fles, dont l'hypoténuse est creusée
d'une gorge permettant d'y faire rouler une bille d'acier.
Cette gorge est surmontée de quatre arcesux portant cha-
cun une clochette que la bille fait tinter a son passage.
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RAMPE DE GALILEE
Photo & l'instant ¢t

= 0,27 m

I, = 1,70 n
= 2,49 m
X, = 4,43 m

1. Calculer la hauteur des clochettes g ; Ty5 T35 T
2. Galilée ayant disposé les clochettes de telle sorte
que la bille les fasse tinter a intervalle régulier de
une demi-seoonde & partir du sommet ol est l&chée la
bille, représenter dans um repére orthogonal les points
particuliers du graphe de la fometion £ : %=X donnés
par le tableau

s T o[ a2] 1| 3/2] 2. | (secondes)
T x | 0 |0,27 1,10 2,49 | 4,43 | (métres)

(choisir convenablement les unités graphiques)

3, Calculer la vitesse moyenne de la projection =x de
1a bille entre le départ et chacune des clochettes (on
appellera Vm, , Vmy, Vm,, Vm, ces vitesses).

Que constatez-vous ?
Que peut-on en déduire pour la fomnetion £ ?
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4, Soit g la fonetion ts V (vitesse moyenne entre
0 et t), Calculer le taux d'accroissement de g entre
les dates suivantes : (0 ; t4) ;3 (03 t3) 5 (05 t3) 3
05 t4) 5 (B3 %)
Que constatez-vous ? Représenter le graphe de la fonew~
tion g dans le repére précédent. Quelle hypothése doit-
on faire pour pouvoir le tracer em entier ?
'S5, Galilée aysnt constaté que cette propriété de la vites-
se était indépendante de l'inclinsiscn de la rampe et de
la nsture de la bille formula une loi : quel énoncé pou-
vez-vous en donner d'aprés l'expérience précédeénte ?
Consultez une encyclopédie .

Commentaire (sur le probléme de Galilée)

Cet exercice est destiné & des éléves de seconde
ayant étudié en classe de mathématique le théoreme sur le
taux d'accroissement des fonctions affines (voir § I.A.Z2.
p.11 ci-dessus) et aysnt fait 1'expérience décrite ci-
dessus pp. 76 et 17. Il permet d'évaluer la compréhension
des éléves sur les liens entre taux d'accroissement cous-
tant et fonction affime d'une part, entre taux d'accrois-
sement comnstant et alignement des points d'sutre part, et
enfin entre taux d'accroissement coustant et mouvemeunt
uniforme, ou variation uniforme.

Cn remarquers & ce DPropos que :

a) il ne s'agit pas de différentielles mais de différen-
ces finies, or dams le cas particulier d'un mouvement uni-
formément varié on sait que les conditions sur les varia-
tions finies et les équations différentielles sont équiva-
lentes :

Ks-%‘(.te ' = ¥ .t x* = g
T, = X: t: + t;

:ﬁ:% ¥ (54 -st@)f.:=‘64'—2—* =¥ 6

1a vitesse moyenne est donc proportionmnelle a la durée
moyenne%du parcours depuis le départ ; la vitesse ins-
tantanée aussi.

b) Historiquement Galilée avait ainsi accompli une vérita-
ble révolution dans 1a maniére de penser des physiciens
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de l'époque en faisant intervenir le temps (la durée)
comme grandeur physique du mouvement, slors que
Descartes par exemple comparait la vitesse moyenne als
distance parcourue et non & la durée, et obtenait la re-
lation (fausse !) selon laquelle la vitesse seralt pro-
portionnelle & la distance parcourue.

—— mmr s s wwp ED mar WS ey GED  wm wms  eM  GWm AN smm WS RS smn Gap cmn G e

Deux villages A et B sont reliés par ume route rec-
tiligne horizontale. La distauce les séparsat est de

10 km.
Une voiture part de A4 ; & l'instant du départ + = O

on met en marche un enregistreur couplé a l'indicateur de
vitesse, qui donne la distance parcourue par le véhicule

en fonction du temps.
L'enregistrement est reproduit ci-dessous :

ive | 3w 3b0 | ke S0 400
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a) Faire un schéma de la traaect01re du mobile.
Placer sur cette tragectolreJl et B, et préciser les
dates de passage du mobile en A et B.
b) Indiquer sur cette trazjectoire 1la position du véhi-
cule aux dates t = S nmn et t' = 8 mn 20 s.
Expliquez comment vous utilisez l'enregistrement graphi-
que ci-dessus pour répondre a cette questionm.
¢) Quelle est 13 valeur de la vitesse a la date ¢ 600 s?
(on admettra que sur un intervalle de temps [t+2€sv; t-20§1
la portion de courbe correspondant a l'équation horaire
est assimilable & une droite).
d) Quelle est la vitesse moyenne du véhicule entre les
dates t + Oet t =600s ?
e) A 1l'instaunt ol la voiture part de A un eutre véhicule’
part de B dans la direction de A. Le mouvement de ce se-
cond véhicule est rectiligne uniforme. Les deux voitures
se croisent en C 4 la date t = 400 s a 1855 m de A.
Quelle est la vitesse de ce mobile ?
A quel instant arrive-t-il en A ?
Commentairs (de l'"exercice sur le croisement de deux
véhicules) :

Cet exercice est destiné a évaluer les connaissaaces
des éléves de seconde qui ont suivi le cours sur le taux
d'accroissement des fonctions affines en classe de mathé-
matique, et les expériences de définition de la vitesse
en TP de physique (cf. pp. 17, 18, 19 et 20 ci~-dessus).
Il a pour objectif de leur faire lire et &'utiliser un
graphique pour en tirer des conclusions sur un phénomene
physique et des relations mathématiques ; en l'occurence,
il s'agit de leur faire observer la différence entre un
mouvement uniforme et un mouvement quelconque.
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I.B. 2éme SERIE 4'EXPERIENCES
INTRODUCTION 4 LA NOTION DE VECTEUR VITESSE
INSTANTANEE

La premiére série d'expériences introdulsait la
notion de "vitesse™ sur l'étude d'unm cas particulier
(mouvement rectiligne uniforme) : vitesse moyenne et
vitesse instantanée.

Cependant ces expériences ne donnsient pas de déter-
mination satisfaisante de la vitesse instantanée, vu la
précision des mesures des durées. Ceci met en évidence
les problémes posés par la détermination d'une grandeur
physique qui se trouve 8tre une limite : on peut se de-
mander si un dispositif donnaunt des dates plus rappro-
chées, avec une meilleure précision, ne fournirait pss
des résultats et des calculs assez convaincants pour que
1'on puisse parler de la limite.

C'est pourquoi la deuxiéme série d'expériences @ été
réalisée sur table & coussin d'air, avec une durée
ti4y = tL = 0,02 5, et permet de définir la vitesse a
1'instant de date +; comme la limite des vitesses moyen-
nes prises & partir de t; sur des intervalles {?L: té}
de plus en plus petits, et d'introduire le vecteur vitesse
a l'instant de date +ji.

Transition : reprise de la conclusion du T.A. (p.21)

I.B.1. 1ére EXPERIENCE :

Etude d'un mouvement curviligne
a) Dispositif expérimental :

L'appareil utilisé par le professeur et quel-
ques éldves est une table & coussin d'air munie de ses
deux mobiles autoportés (modéle Jeulin).
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Principe du systéme d'enregistrement :

A chaque impulsion fournie par le générateur, une
étincelle jaillit au bas des deux solides autoportés
sous le stylet inscripteur. Ces étincelles ont pour effet
de brller le papier spécial dont on a recouvert la table
(une couche conductrice entre deux couches isolantes).
Dans les expériences qui suivent, le second mobile sert
uniquement & fermer le circuit électrique.

Remarques:

(i) il est possible d'incliner légérement la table &
l'aide de cales.

(ii) pour toutes les expériences qui suivent, la durée
séparant deux impulsions consécutives sera égale a
8@ =0,02 s (¢'est la plus petite valeur permise par
le dispositif).

(iii) Avantage de ce dispositif : 1l'enregistrement du
mouvement d'un mobile autoporté est obtenu en gran-
deur réelle.

I.R.1.b) Expérieunce :

Aprés avoir légérement incliné la table a coussin
d'air (3 cales), un &léve lance obliquement (vers le
haut,(meis suivant une direction qui n'est pas celle de
ls plus graode pente) l'un des mobiles autoportés.

Le document n®1, qui avait été préparé a l'avance, est

alors distribué aux éléves.CcF.’P.33)

I.B.1.c) Définitions :

La trajectoire d'un point M est l'eansemble des
positions successives du point M. On remarque que si
© devient de plus en plus petit, les points sont de
plus en plus rapprochés., La trajectoire "réelle” du
point M est une courbe continue, dont le dispositif
expérimental ne retient qu'un nombre fini de positious.

et tg soit ty> t, >O0.

Le déplacement du point M entre les instants de
date %, et &, est caractérisé par le bipoint (E&, Mé).
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A ce bipoint est associé le vecteur ﬁ:ﬁ% que nous appel-
lerons vecteur déplacement du point M entre les instants
ty et ta.
Il a pour(direction : celle de la droite (M,M,)
@Q sens de M4 vers My car ty; - t4 >0

norme “néﬁe” que nous noterons M My et que
nous mesurerons en métres (m)

.

t, et ty

par définition LR est le vecteur taux d'accroisse-
To = ta
ment entre les instants de dates +t, et €4

Il a pour(direction : celle de la droite (M M,)

e . - —

@9 sens : de My vers Mgcar ty - t4 > O
norme N2l en netres par seconde (m/s)

‘Cé-t,\
I.B.1.d) Etude du document n°1 (p. 32 ci-aprés)

- e amm om— — T

n MgMn(en m) Tty = by (en s% ngQ (en m/s)
nNTYd
)
15 0,072 0,26 0,277
14 0,064 0,24 0,268
1% 0,056 0,22 0,257
12 0,050 0,20 0,240
11 0,043 0,18 0,232
10 0,037 0,16 0,225
9 0,032 0,14 0,215
8 0,025 0,12 0,208
7 0,020 0,10 0,200
6 0,016 0,C ©,200
5 0,0C8 0,04 0,20
4 03004 0,02 0,20

¥ @n m"";gﬁ“‘"‘lj?“’e ol Aelectls kel Qe & Weliw —M‘—;XZ Ko~
(fﬂ« M%/LLLLU}&\) & i, afimcd” ax bepriat (M,;Mg) oLz veekers
mﬂ_ et alen tm WG, colentane & !"1_,_{317_
k. -4



(2) Conclusions :

A partir de n = 5, la mesure du rapport My M,
reste voisine d'une valeur fixe {2nv.0,2) : th - %3
on dira que"quand t. tend vers t3, MBMn tend vers
une limite. Ga = Ty

Cette limite s'appelle vitesse du point M & l'instant
de date &4 , soit V; :

LS
V3 = lim 'JG—-:—E'B-
t,2t,

La droite asﬂna une position limite qui est par définition

la tangente & la trajectoire em M .

Définition du vecteur vitesse a l'instant de date t : -v;

7?’ a pour(direction : la tangeunte & la trajectoire en Mj
QQ sens : le sens du mouvement

norme : Vy
Si on choisit une unité de longueur, une unité de temps,
et une échelle pour représenter les m/s, on coavient de
représenter V;ébar un bipoiunt d'origine M; et de lon-
gueur 75 m/s (voir document n°1 ci-aprés).

Py o - :’-?-.1 1,-"{.:'- Lon ’ 2
I.B,2. 2%me_EXPERIENCE (d'viF:ducion. du Velin i o 14

— e wan e Wmm  eem e

Etude d'un mouvement rectiligne
Exemple : mouvement d'ua point M d'un solide sutoporté
en mouvement rectiligne sur un plan incliné. ILe mobile
est l8ché sans vitesse initiale.

a) Expérience :

Un éléve réalise un enregistrement, puis le document
0°2 (v. ci-aprés p.34) est distribué.
b) Etude du document n°2

(1) Résultats expérimentaux :

n 15 | 14|13 12| 11| 10| 9 | 8 | 7 | 6 |5 | 4
MM |
___?_’_%_ 0,36 | 0,35] 0,34{0,32}{0,:180,20} 0,335 0,39|0 3510246 02510,
£t -
N B

; -
. R A

k*)E" medlewmdlaut on clwal b gl vazecd Gt V2 Hr e
, — : = T LT

mcetovn dindelnn ol €a Tanen e g da Covgdue Waliclend ol

] « . \ V w—y ' s o -—:—,
VV\G{/,‘(A‘EL :;\ Q‘é\ Pﬂ"m Hg 7 & C}L'HQ ’Tf" e 9.:"( B beollnes ~dty,

. . L el o el o [Raee T oo RS N
tacl  clie cliva ol celth Wi W -‘jf_!-b& S T LI P L

i~

; ! H . I 3
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(2) Conclusions =
On observe que la trajectoire est une droite (D)

Pour tout tn. la direction M;H, est constante et
confondue avec celle de (D), donc en particulier pour
t, voisin de t%; la direction M;M,est celle de (D).
Elle a3 donc une position limite qui est D.

On a comme précédemment :

VY = 1lim Mé.M'\'
et on définit le vecteur vitesse é 4 l'instant de

date t3 comme saih :
ﬁg a pour directionm : celle de la trajectoire
sens ¢ le sens du mouvement
norme : Vy en m/s donc V3 = 0,25 n/s
o> Parce que le mouvement est rectiligne, le vecteur taux
d'accroissement entre les instants de dates t3 et %,
est aussi le vecteur vitesse moyenne entre ces instants.

£ s g M M
Nous écrirons ?? “n

e TH.
(3n) Tp - T

Remarzrgue : Si les points sont équidistants sur le
document n°2, le vecteur vitesse est constant. Co dit que
le mouvement est rectiligne uniforms.

I.B.3. 3éme EXTERIENCE_ Centre d'inertie

I1 semble intéressant d'introduire la notion de cen-
tre d'inertie immédiatement z2prés avoir étudié um mouve-
ment curviligne et un mouvement rectiligne. Pour cels, la
table a4 coussin d'air étant horizontale, un éléve lance
(en le faisant tourner) un solide autoporté muni d'une

"bague”, [ ,

Il enregistre le mouvement de M, et lG;
celui de My-Le document n°3 (voir p. 35) T j
est alors distribué. Ry My

Les éléves constatent que :

. le point M, et les points situés sur la verticale
passant par I, ont un mouvement curviligne.

. le point M, et les points situés sur la verticale
passant par M, ont un mouvement rectiligne et
uniforms.
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Par définition le centre d'inertie G d'un solide
est le point du solide qui posséde un mouvement rectili-
gne uniforme dans un repére terrestre quand le solide
est lancé d'ume facon gquelcongque sur une table a coussin

d'air horigontale.:
L'expérience nous permet seulement de dire que le

point G est sur la verticale passant par M.

Voir documents 1, 2 et 3
pages .suivantes 33, 34, 35,
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Btude 4'un mouvement curvilizne :

Mouvement d'un point M d'un solide autoporté en mouve-
ment sur un plan incliné.

Echelle pour le vecteur vitesse : 1 cm représemte 0,1 m/s.
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DOCUMENT n°2
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Etude d'un mouvement rectiligne :
Mouvement d'un point M d'un solide autoporté en mouve-
ment sur un plan incliné.

Echelle pour le vscteur vitesse : 1l cm représente 0,1 m/s.
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I.B.4. COMMENTAIRES sur la 2éme SERIE D'EXPERIENCES

I.B.4.a) Dispositif expérimental : Il s'agit de la table
4 coussin d'air (ici modéle Jeulin) dont tous les lycées

possédent un exemplaire. Les éléves disposent, ce jour-lé/
d

pour les calculs ﬁne calculatrice de poche.

I.B.4.b) Les notions étudiées (trajectoire, vecteur vi-
tesse, etc.) sont nouvelles pour les éléves ; apparem-
ment ils appliquent facilement & la situation donnée leur
expérience dans des domaines variés : vie courante, con-

naissances mathématiques...
Ainsi. le mot "trajectoire®™ est prononcé par les élé-
ves ; de méme_que le mot "taux d'accroissement" pour le

vecteur ‘ﬁ—ﬁ

A3 lorsque le cours sur les founctions numé-
Ta =t
riques a été vu en math, et le mot "vitesse moyenne™ pour

la norme de ce méme vecteur. Ils ont aussi trouvé parfai-
tement naturel de devoir choisir des unités avant de
'représenternle vecteur vitesse par un bipoint.
T.B.4.c) La notion de limite n'étant pas connue des éléves
de seconde, le professeur est asmené a faire constater
empiriquement sur la suite des résultats du calcul, ce °
qu'il appellera une limite (enm précisaunt aux éléves que
1'étude mathématique sera faite en premiére).

Le professeur fait constater que pour le mouvement

curviligne le rapport U, = - M3M; approche la
n = U3
valeur 0,2 m/s et fait calculer aux éléves Un - 0,2

pour les différentes valeurs de n.
Comme cette différence est de plus en plus petite on dire
que 0,20 m/s est la limite.

I.B.4.d) Inconvénients du point de vue des limites :
dans l'exposé, on a toujours pris t,. plus grand que t%3;
pourquoi prendre une limite & droite ? Comme la courbe -
est une parabole, il faut éviter de ne prendre que des
points symétriques par rapport au point choisi ; d'autre
part certaines reproductions de la parabole pouvaunt 8tre
plus ou moins bonnes, tous les points ne "marcheat” pas

aussi bien.
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La durée choisie séparant deux impulsions consécuti-
ves est de 0,02 s ; on & remarqué que si on choisit une
durée plus grande, par exemple 0,06 s , th n'est pas suf-
fissmment voisin de +t3 , et l'expérience ne met pas de
limite en évidence ; d'ol des réflexions intéressantes
sur ce que serait ici une durée "petite"™ : ume durée que
1'on veut faire "tendre vers zéro" : 0,02 s donne des
résultats et des calculs assez convaincants pour que 1l'on
puisse parler de limite.

I.B.4.e) Dans le but d'éviter des confusions ultérieures,
le professeur signale aux éleves que la définitionm du
centre d'inertie d'un solide est valable en toute rigueur
dans un repére "galiléen", mais qu'un repére terrestre
peut étre considéré comme "galiléen" si 1l'on étudie le
mouvement du solide pendant une durée "relativement”
courte, ce que nous ferous toujours en seconde.

Le mouvement d'un point par rapport & unm Trepere non
galiléen sera étudié en terminale.



II - DERIVABILITE DES FONCTIONS NUMERIQUES

IT.A. PREAMBULE

On peut introduire la dérivabilité en classe de
premiére en utilisant les expériences de seconde décri-
tes ci~dessus ; il est alors nécessaire de rappeler ra-
pidement le cours de physique de seconde sur le vecteur
vitesse d'un point d'un solide en mouvement rectiligne.

Ce rappel a été bref (les éléves de premiére ont utilisé
abondamment les enregistrementS'obtenus 4 partir de 1la
table & coussin d'air) et on a enchainé treés vite sur la
théorie mathématique. )

Le souci de partir toujours d'expériences qui ne.
soient pas formelles pour motiver les éléves nous &
conduit & réaliser la premiére séance en cours commun
math-physique, puis les mathémastiques ont pris le relais
avec du travail par petits groupes, de 4 ou 5 élsves, tra-
vaillant sur les fiches que l'on trouvera plus loin.

Nous ne pensons pas que le travail par groupes soit
1a seule méthode valable et qu'elle doive &tre adoptée par
tous ; elle présente l'avantage de sortir 1'éléve de son
r8le passif et de le faire participer & 1l'élaboration du
savoir & acquérir. L'éléve peut questionner facilement ses
camarades ou le professeur ; il est amené & prendre des
initiatives, & réfléchir avant d'énoncer une définitionm, &
résoudre'a la main”les difficultés.

Le rdle du professeur est plus difficile : il doit
stefforcer de mettre les éléves sur la voie sans donner
la réponse ; stimuler les groupes défaillants, prévoir ou
il devra intervenir pour tous afin de faire le point, etc.
Par contre l'observation des éléves au travail lui permet
de misux spprécier les niveaux ou se situent les difficul-

tés.
Les éléves ont réagi en général de fagon positive,
intéressés, quoique parfois méfiants su début, voire
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effrayés du rdle actif qu'on leur demandait d'assumer.

les notions acquises & cette occasion se sont révélées so-
lides et durables. Les cours communs maths-physique se
déroulant dans une ambiance trés déteundue ont eu un grand
succés. Les éléves ont trouvé instructif (et amusant !)

de voir le professeur de maths et le professeur de physi-
que se reprendre mutuellemeant ou se poser des questions,
et cela les aidait & intervenir eux-méumes.

II.B. FICHES DE TRAVATL

Tous les résultats trouvés doivent 8tre énoncés et

- rédigés en (bon) frangais. (cet impératif est diversement
accepté par les éléves ; il s'avére que c'est une condi-
tion INDISPENSABLE & un travail fructueux).

IT.B.*t., Utilisation et interprétation des expériences

Dans l'expérience I.B.2 (p.30) : mouvement rectiligne
du centre(@'inertie)d'un solide sur la table & coussin
d'air inclinée, on admet que l'on peut définir une fonec-
tion :

£: [0; 20« 0,03 — R
La distance parcourue a partir de. ‘M, , en métres, est une
fonction de la date +t+, en secondes.

t, =0 £(0) =0
t3 = 0,006 £ (0,06) = Mo My
tl} = 0,08 £ (0,08) = MOMQ- = MoM‘}+ M:’Mn

(a) Bourgquoi dit-om : "on admet™ ?
(b) Calculer alors la vitesse moyenne eutre M, et N,,
soit vﬁbﬁm/ et l'exprimer en fonction de £ et des
valeurs de 7+,
(¢) Que représente l'expression trouvée ?
Ecrire la suite des résultats trouvés pour vﬂiﬁn'
Que remargque-t-on ?
(d) Comment pourrait-cn définir une “vitesse instantanée
en M " et l'écrire a l'aide de f ?
Définition : on dirs gue ls vitesse instanta-
née en M, est le NOMBRE DERIVE de f en ¢ et on le
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nove g Ttet; T T - T,
J1 s'agit d'appliquer cette notion aux fonctions connues,
lorsque c¢'est possible.

IT.B.2. Nombre dérivé de £ en s

Soit £ une fonction numérique de variable réelle ;
on souhaite définir le nombre dérivé de £ en a, noté
£1(a) .

(a) Comment doit &tre définie la fomnction f pour gqu'on
puisse poser le probléme de sa dérivabilité em a ?
(b) A cette condition, donner la définition de £'(s) s'il
existe, et la définmbion d'une fonction dérivable en a.
(¢) A votre avis, £'(a3) existe-t-il toujours ?
Plus précisément,

soit g(x) =

lim
on remarque que ., (x -=8) =0

£(x) - £(a)
X - 3

En déduire une condition nécessaire pour que £'(s3)
existe.
(d) Comment s'exprime ce résultat, & l'aide d'une notion

récemment étudiée ?

{o) En déduire : le théoreéme suivant : "toute foncticn
dérivable en a3 sost continue en a"

: des exemples de fonctious non dérivables
en a.

(£) la_condition trouvée est-elle suffisante ?
Dessiner une fonction continue non dérivable
puis considérer par exemple : x — |x]

x — \/[x| en des points
bien choisis

Remargques:

(1) £'(a) est la limite de g(x) quand x tend vers a,
il est important de noter que cette limite est bien
slr finie, sans quoi ce qui est dit plus haut n'a
plus de sens. _

(2) Posons x = a + h, Question facile : h peut-il &tre

négatif ? Donner ume expression équivalente de £'(a)
en remplagant x par a + h.
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EXERCICES : I - Considérez les fonctions usuelles que vous
connaissez et examinez si elles sont dérivables en a.
IT - Qu'appellerait-on un nombre dérivé a
droite de f en a3 ? Nombre dérivé & gauche ? Une fonc-

tion dériwble adroite et & gauche em a est-elle dérivable
en a ?

IT.B.3. Opérations sur les nombres dérivés

II.B.3.3) Si une fonction h est la somme de deux fonc=-
tions £ et g, toubes deux définies sur un intervalle
ouvert contenant a8, sous quelles hypothéses peut-on a2ffir-
mer que h est dérivable en & ? Quel est alors f£'(a) ?

ITZ.B.3.b) MEme question si h est un produit bk = fg
(on écrirs
£(x)g(x) = £(a)g(a) = £(x)g(x)-f(a)g(x)+£(a)g(x)-£(a)g(a)

IT.B.3.¢) Etudier le cas ou g est une fonction constante :
h=mf ou m est un réel

IT.B.3.4) Etudier de méme la dérivabilité deé , de £

g g

IT.B.3.¢) Application s Etudier 1la dérivabilité
des fouctions polynfmes, et, sur des exemples, des fonc-
tions rationnelles.

IT.B.4. Interprétation géométricue du nombre dérivé

Tracer, dans un repére, la courbe représentative de f
dans un intervalle contenant a.

soit M, le point de coordomnées (a, f(a))

et @M un point de coordomnées (x, £(x))
IT.B.4.,a) Calculer la pente de la droite M,M ~ Que repré-
sente ce nombre 7 Ecrire l'équation de cette droite.

IT.B.3.b) Décrire ce qui se passe lorsque M se rapproche
de M, et écrire l'équation de la droite obtenue.

Cette droite est appelée tangente 3 1la courbe en UM,
On en déduit que, si £ admet un nombre dérivé en 2
la courbe admet une tangente en U,

4 3 b : N lim ¢ _ o
Théoreme (& admettre) : lorsque % =5 @ £ z - af a

Y
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est égal & + =@ ou =<2, la tangente & la courbe au point
M, existe et est paralléle & l'axe Oy.

IT.B.5. Fonction différeuntiable en a

Exemple : Soit la fonction £ : r—>x +xt. On
, se propose de calculer ume valeur approchée de £(1,017)
sans calculerﬁ,OT?3 ni 1,017é . Poser x =1 +h et cal-
culer f£(1 + h).

En déduire, lorsque h est "petit", une valeur ap-
prochée de f£(1 + h). Donner unme valeur approchée de
£(1,017).

Si x=1+h, on peut donc écrire :

£(1 +h) = £f(1) + 50 + h (4h +h )
Poser r(h) = 4h et b et déterminer E;f: 0 r(h)

On remarque d'autre part que h > Sh est une fonction
linéaire.

Calculer le nombre dérivé Df, . Que remsrque-=t-on 7
Définition: Soit £ une fouction numérique de
variable réelle.

On dit que f est différentiable em 3 s'il existe :

- une application linéaire |R — R

b — £¢h

- une fonctiom = : ht+r(h), définie sur un inter-

valle de centre(p, J,)telle que : lim =r(h) =0

h—0
et : (VREJT) £(a+h) = £(a) + ¢h + hr(h)
L'application h—> {h est appelée fonction linéaire tan-
gente a £ en a, ou encore différentielle de f en a,
et on la note : dfy : h+—>{h
Remarque: il résulte de la définition qu'une fonc-
tion différentiable en a est définie sur un intervalle
ouvert non vide de centre a.

Dans 1l'exemple ci-dessus, écrire la différentielle
de £ en T, soit dfj.

Reprendre quelques unes des fonctions usuelles étu--
diées au paragraphe précédent et étudier leur différentia-
bilité en a.




43—
DIFFERENTIABILITE ET DERIVABILITE

Soit £ wune fonction différentiable en s.
Calculer, pour h # O, f(afh)h- £(a)

Que peut-on en déduire pour £ ?

Peut-on démontrer unme réciproque ?

Enoncer le théoréme ainsi trouvé.

Questions faciles :=si f est différentiable en a, on

a donc : £(a+h) = £(a) + ¢ +h.r(h), & quoi est égal € ?
-gs0it h > f£(a) + ¢h que représente

cette fonction ? Quells est sa représentation graphique ?

Sur un dessin représentant la courbe d'ume fonction £
supposée dérivable en a, tracer la représentation graphi-
que de la fonction différentielle dfa en a.

Représenter sur ce graphique l'erreur commise lorsque
l'on remplace f(a+h) par f(a) + dfa(h)

Différencier une fonction, c'est donc la remplacer
localement (au voisinage de 8) par une application linéai-
re, ce qui se traduit sur le graphique par le fait de rem-
placer la courbe par sa taungente au point My (a, £(a))

Exercices:

1) Calculer une valeur approchée de 1,00018 -

2) Calculer le nombre dérivé de la fomction x —%-% en X, =1 .
Déterminer la différentielle de £ en 1 .

Montrer que f (1 +h) =1=h +;§i .
. 1+h

Calculer £(1,000739) par défaut avec une incertituds
inférieure & 107%. :
3) Trouver la différentielle de x—>x° en X, € R .

Soit un cube de métal dont les arétes ont pour longueur X%,
a la température de O degré et x & la température ¢
degrés.
On appelle coéfficient de dilatation linéaire le nombre &
tel que : x = x,(1 +X%),
Si TV, est le volume du cube a O degré, alors V
son volume & % degrés est domné per V =7V, (1 +73%).
Qalculer/?,en fonction de A .
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4) Approximation sin et tg pour les petits angles

sin (0 +x) =sin 0 + 1 . X + X.&(x)

sin x > x

tg X T X
Quant & l'utilisation en physique, extrémement riche et
variée, de ces approximations, elle sera développée dans
un prochain polycopié.
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IT.C. COMMENTATRES SUR LE TRAVAIL EFFECTUE
EN MATHEMATIQUE EN CILASSE DE PREMIERE

Ayant eu en main le polycopié de R. Barra et
J.J. Pensec sur la dérivabilité, et ayant expérimenté
pendant deux ans le travail en groupes & partir de ce
document, nous avons préféré ensuite simplifier les fi-
ches de fagon - que les notions essentielles et 1la
ligne directrice apparaissent plus clairement. Il nous
a semblé que les éléves, peu habitués & ce genre de tra-
vail, se perdaient dans le maquis des exemples et contre-
exemples ; c'est pourquol les exercices un peu astucieux
ont été réservés pour plus tard, les éléves étant déja
familiarisés avec la notion.

I1 est évident que ce travail suppose, D'ABORD, une
bonne compréhension de ce qu'est une fomcetion ; si cette
notion n'a pas été convenablement traitée en classe de
seconde, il est indispensable de la reprendre a fond en
premiére. Certains éldves, lorsqu’on leur demande de des-
siner la représentation graphique d'une fouction, dessi-

nent T;KAK’ ou ‘]ﬁflj‘) i

Tout ce qui concerne l'utilisation des expérieunces
a été trés bien traité par les éléves. Les difficultés
rencontrées n'ont concerné que les gquestions purement
mathématiques, et surtout um blocage au départ : faute
d'habitude, les éléves ne savent pas par quel bout prendre
une difficulté mathématique ; ils n'ont pas non plus l'ha=-
bitude de se poser des questions sur la validité d'une
définition ou d'un théoréme : les questions, c'est le pro-
fesseur qui les résoud au tableau.

C'est pourquoi il semble indispensable de demaunder
4 1'éléve de réfléchir avant une démonstration sur le pro-
bléme posé et les difficultés qu'il va rencontrer ; et
aussi de rédiger avec un grand soin et une grande précision
les énoncés et les résultats trouvés.

Il parait efficace de poser des questions faciles,
aécessaires au maintien d'un bon moral, encore que parfois
elles déconcertent les éléves. Cn peut poser des questione



Y-
difficiles et les laisser volontairement ouvertes
(continuité de la fonction dérivée...) ; et aussi pré-
senter des propositions dont il s'agit de dire si elles
sont vraies ou fausses, et si elles sont fausses de les
rectifier, afin d'inciter 1'éléve a varier ses méthodes
de travail.

En conclusion, afin de ne pas encourager les illusioms,
nous citerons la remarque d'un éléve, particuliérement peu
coopératif il est vrai : "Mais enfin, est-ce que vous nous
donnerez un VRAI COURS sur la dérivation ?7

I1 faut compter 8 h. de travail en groupes. La notion
de fonction dérivée a fait, immédiatement apres cette
étude, l'objet d'un cours classique (la raison en est la
"lenteur™ du travail en groupes, et l'étendue démesurée
du programme de premidre), et n'a pas posé de nroblémes
particuliers.
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IIT - L& DEFINITION DES FONCTICNS VECTORIELLES
EN TERMINALE

Dans cette section il s'agit de montrer :
- Comment est défini le vecteur vitesse en cinématique
— Comment cette définition formelle correspond A& la défini-
tion physique qui a été introduite dans la section I.
- Comment on peut vérifier expérimeuntalement que le vec-
teur vitesse est un vecteur directeur de la tangente a
la trajectoire.

- Quels exerpices de Mathématique appliquée onmn peut propo-
ser.

III.A. ILES FONCTIONS VECTORIZLLES ET LA CINEMATIQUE
(résumé du cours pour une approche Math-Physigue)

On considére un espace vectoriel euclidien T et un
espace affine euclidien associé g (en perticulier on les
prendra de dimension 2 ou 3)

III A1 s ) .
17‘onc‘c3.on vectorlelle Fong;gggiggn%gug%;:)
(B— = 5 (g — &
F oy N—s O o ] A—— u tel
que :( Fonctlons coordonnéeé) (si dim E = 2)

ou
‘EZA) x= X (N 5ﬁ> '"?(k) noté aussi OM(A)

ITTI.A.2. On définit ensuite les limites, la continuité et
la dérivabilité de F en un point, (et par extension celle
de 5% ), d'abord d'une maniére intrinseéque, puis, en les
rapportant 4 une base (respectiv. & un repere), em consi-
dérant les fonctioms coordo nees associées.,

En particulier F'd ){Y' (;\)

—_—
et on note (TFY (,\D) - AO;I (As)

le vecteur dérivé.
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IIT.A.3, Exemples fondamentaux (dans un plan)

a) F’:A'———?-JZ +l.—l.? = —
Moﬁ' ==,\. i)

associée a fﬂ s A — M tel que
0 S (o= M,

Dans ce cas l'ensemble des points du
plan affine ainsi défini est ls[droite|

affine passant par I, et de vecteur
directeur U.
Le paramétre A représente alors

M

) 0

1l'abscisse de M sur l'axe (M, ;

'
b) . F :A—> T, + R‘[(cos,\).i_) +(sin &), 7]

o

LW = ) ziz(A)=a + R cosd
Y (A) =b + & sind

Dans ce cas le point "M () associé YA Mm(d)
. ‘ Rd
est un point du cercle} de centre
I (a ; b),et R A représente
l'abscisse curviligne du point M bf--- A
sur ce cercle orienté dans le sens =2 /
usuel, A étant pris comme origine .&"/ :
IIT.A.4. Notions de trajectoire ol T 7 -~ 7%

Dans ces deux cas il apparait alors clairement que
si A=t oud=W(t) od t représente une date et U-
une fonction numérique, on peut considérer que M re-
présente la position d'un mobile dsns le plan & la
date t ; la courbe (%) définie par la fonction
est alors appelée trajectoire du mobile et est donc
l'ensemble des positions du mobile au cours du temps.

Remargque :

Usns les deux cas précédents la fomction U définit
la nature du mouvement sur sa trajectoire et 1l appa-
ratt clairement que celui-ci ne dépend pas a priori de
celle-la :

(\= w(t) étant proporticunel & l'abscisse curviligne,

- 31 U(t) = at '+ b (£f.affine) alors le mouvement est
uniforme.
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- Si W(t) =at +bt £c¢c alors le mauvement est
uniformément varié
- Si W(t) = a cos (wf'-i-‘-f) + b sin (wt+¢) le mouve-

ment est oscillant.
- En effet dans ces deux cas particuliers de trajectoire
le nombrs 1im W(t) = WU(t.)

W' (%) =57 ¢, t = T,
représente la vitesse du point M. & la date t sur
sa trajectoire, puisque W (t) représente la distance
parcourue par le mobile sur cette trajectoire (3 un
coefficient prés)..

ITI,A.5, Introduction du vecteur vitesse

En appliquant la définition des dérivées des
fonctions vectorielles on observe aussi que si l'on

PO G a Fowj;(d=u(t));ons T(E) =TF (wle))

et done w ) - wi(s) . FUWE)D) = wi{t) . TV (A

donc em particulier : (<f. @ I.A.3 ci desgus)

—y

. —y —>
(a) si F () =U,+4d.U on a F'(d) =

- - L} fred
d'od G'(t) = W (%)
alors le vecteur G'ftg) a pour mesure algébrique w'(t)
par rapport a U, c'est-a-dire la vitesse du mobile sur
la droite.

(6)SL P () =L R[(cos A) il +(sin A).J 1
slors FTNA) = R[(-sind). I~ +(cosd). T ]
d'ou 'G_'?t) =W (t) . FTA) avec F' (3){-11 sin A

R cos A
=— .
or le vecteur F' (J ) est ici orthogonal au vecteur

T (A), la base (T, ?) étant supposée orthonormée.

M CA) étant le "Rayon-Vecteur" de M, le vecteur
FT(A) est "tangent" su cercle au point M et G'(%)
est un vecteur directeur de la tangente en M au cercle
trajectoire, de plus =7l = = (constante).

Dans ces deux cas particuliers il est donc naturel
de définir le vecteur G* ft) comme le vecteur vitesse

du mobile sur sa trajectoire et on observe gqu'ill est
"tangent™ & celle-ci en chaque point.
e——
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ITI.A.6. Cas générsl
Compte tenu des exemples précédents et de l'interpré-
tation graphique de la limite du vecteur Moﬁ on pose
par définition que la droite affine définié'éér le point M,
et le vecteur limite F’Eﬁb trouvé est 1la tangente a la
courbe en M,.
om— osmndie ey
N.B, F'(d) = bm FL-F,)
A-"Ag lq b A°
Cim.  OF TRy _ QU MM

-
-— —

A—b(\e 2 —ao AO A‘li

Par définition G’i?) est le vecteur vitesse du mobile
le nomébre wilt) ne repréiente pal neceflarement
au passage en M (t> * lade'rivee de la dittance parcourue PMQ mobile .

ITT.A.7. BEquation Horaire - Diagramme Espace-Temps
Dans les deux exemples fondamentaux précédents la
position du mobile sur la droite ou sur le cercle est
définie par ls fonction u ¢ t — A
ot A représente l'sbscisse (rectiligne ou

curviligne) du point sur sa trajectoire, et ¢ représente
la date de passage dans la position M (d).

On dit que & =u ( t) est l'iguation horaire (ou 1la
LOT HORAIRE) du mouvement ; la courbe représentative de
1a fonction u (supposée dérivable & l'ordre 2) s'appelle

alors diagramme espace/temps du mouvement.
o N.B. a priori la trajectoire et le diasgramme o'ont rien

de commun. Dans les exemples fondamentaux ci-dessus, le
di agramme est soit une droite, soit une parabole, soit
une sinusofde, alors que la trajectoire est une droite ou
un cercle. L'étude du disgramme et de la dérivée de la
fonction permet de déterminer les points de la trajectoi-~
re ol la vitesse est maximale ou nulle, ou change de sens.

ITT.A.8, Equations de définition des mouvements

Le mouvement d'unm point dens le plan (ou l'espace)
peut donc &tre défini par le donnée de sa trajectoire
et de son équation horaire sur celle-ci. C'est en'géuéral
de cette maniére que l'on étudie le mouvement d'un mobile
en physique.

Mais le mouvement est également complétement défini




-5T=

par la donnée des &quations paramétricues de sa trajec-
toire, dans lesquelles le paramétre est la date t et

M (t) est donc la position du mobile sur sa trajectoire
4 la date +t.

Dans ce cas, il n'est pas possible en général (en
classe terminasle du moins) de définir l'abscisse curvili-
gne du pointlﬂ(ﬂsur la courbe & partir des coordonnées
de M (t). Donc en général on ne comnailt pas 1l'équation
horgire du mouvement.

- Cependant on peut démontrer que la vitesse de par-
cours sur la trajectoire peut s'obtenir facilement a
partir des coordonnées X (t) Y (%).

En effet si AS est un petit morceau de la trajec-
toire parcourue par le mobile pendant la durée At on
peut écrire que v (t) = Luim. (%—‘E—) (ts)

Ab—=s
ot 4qr (t,) désigne la vitesse du mobile sur ss trajec-

toire. Or dang un r%pére erthonorme. oh a
As? ‘:.'.(A'Jt.)-#@‘j)z !

|
d'o [17@'-)]2: f;t‘lb(%)z.\. i'l'_’_‘. D('AE:)Z L ax

soir - [r (]2 [+ 2 (W) = €71 *  yos \!uunﬂl &m|

[r's

— = lw (B NF Q]
Ainsi lorsque le vecteur F' (d) a pour norme 1,

le nombre u'(t) représente-t-il la mesure de la vitesse
de passage du mobile sur la courbe a ls date +t.

Si de plus la fonction trouvée est intégrable et que
1'on en connalt une primitive, il suffira de connaitre la
position du mobile & un instant t sur la courbe par
rapport 4 unme origine fixée, pour en déduire 1l'abscisse

curviligne de m sur la courbe : ¢
s(b) = t'\:-('r)-cle + S(h)

En Physique, on définit habituellement la fometion TV (%)
par une primitive de l'accélération ¥ (t) du mobile M ;
car X (t) est toujours défini psr les forces qui provoquent
le mouvement. Dans ce cas, on connait la trajectoire a
priori et l'on établit l'équation horaire a l'aide de

2 ®quadratures" successives & partir de l'accélération pri-
se sur cette trajectoire.




~52-

En Mathémstique (dans les problémes de Bac en particulier),
on définit habituellement le mouvement seulement par les
équatioans parametrlques de sa traaectoire avec le temps

comme parametre ¢ I(t) =

On trace alors cette traaect01re en cherchant, si né-
cessaire, une équation cartésienze de la forme 7 = £(x)
dont on construit le graphe. On est alors ramené a la
situation initiale des que l'on connait une expression de
la vitesse instantanée, c'est-a-dire

fv(s)] = V()X + ¥ (8)%

et que l'on peut intégrer celle-ci.

N.B. Dans la plupart des problémes posés au baccalauréat,
1a fonction f <fait l'objet d'une étude préalable et on
connaft sa courbe représentative ; la question de la déter-
mination de la “traaecto;re du mobile dont la_position est

définie & cha 1nstant ar
= x.% + Y.T avec {x = X <t) donnés™

se raméne donc 4 un probleme d'élimination de t entre les
equatlons paramétriques pour obtenir la relation 7y = £(x)
escomptée.

ITT.A.9. Recherche d'une équation cartésienne explicite
de la trajectoire lardqua celle-ct eat defrhiz pav:

ﬁ(t){; (%

(%
on cherche une 2elation euatre x et y de la forme
g (x ; §) = 0 (cas des coniques par exemple)
oude la forme y=f (x) (oux =7 () ).
Pour que le probléme soit possible sous la deuxidme
forme (y = £(x)), il faut et il suffit que la fonction
X : t > x sur l'intervalle I ait une fomction réciproque.
En effet, s'il en est ainsi oo pose h = ' et on en
déduit que pour tout =x€J (J image de I par X) on &
t =20t (x) d'ot = Y (@' (x))
c'est-d-dire que £ = Y hl, et est définie sur J.
N.B. En pratique X est souvent une foanction polyndme du
4er ou du 24 degré, ou une fonction homographique, ou une
exponentielle, ou un logarithme, et l'inversion peut se

faire explicitement eun tenant compte des conditions ini-
tiales.
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I1T.A.10. Equations paramétriques d'une courbe définie
par _J = £(x)

Soit M (z,7)€ €2y & ¥ = Fx)
elors on 3 OM = x.T +37.3 = 2.2 + £(x).T
par suite on peut poser x =t et y = £(t)
c'est-a-dire X = identité et Y = £

t Y . =% lf. .
dtod OF (%) {y i définit 1a € (f)

IIT.A.11. Cohérence des définitions des tangentes et
de la vitesse

Soit € une courbe du plan affine euclidien rapporté a unm
repére (O; ?,TJ’).

On suppose. que © 2dmet 4 la fois une représentation
cartésienne et une représeuntation paramétrique :

x5 IER s |on
X33 —aou =
And EOM = 2.3 + y.? avec :; _ % 8:3

On peut alors définir la tangente en unm point "ordi-
naire®™ de la courbe (£ ) de deux manidres différentes :
(a) définition_"cartésienne™ : la tangente en M, (%,; 7, )

a3 ¥ a pour coefficient directeur «, = £' (x)

Don¢ le vecteur T—o) de coordounnées ( 1; e() dans lz base
T ; 3’) est un vecteur directeur de la dron.te D (M3 3? )
En particulier : si x =t est aussi la date, on
sait que le vecteur Tt

P, - ey fy,itf)

est par définitionm le vecteur v:.tesse du mob:.le dont 1la

position est définie & 1la date t par OLT (t): {x il % Ej‘é%

Par suite avec X =,.t et y =1°1 (t) on a W’c ) =

'540;4 (Ao) est un vecteur d:.recteur de la tangente en
M@A)at.
On pose M (d)) =H,(XT () ; T @)

On a donec G\O‘VI (A ) T (Ao)
da ' (4,)
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Montrons que si Y = f£(x) est une éguation cartésienne
de la méme courbe la tangente en !, est bien définie par
le vecteur o Om (Ae)

——-—?— *

=~
En effet X etant inversible et h = - on a :

[deT,w:XW) 20" ]eldzh(n) & =el]

et pour % €J on a 4ldo) = yLhixg] = flxa)

Par suite f£'(x,) =YI' (4 x b' (x,) =T' &) . (XY (x,)

1 oAy -~ Y'(l" I Ao)
d'ou B'(x) = = (xd%'x,)) g R

‘ grdy | oF )
par suite le vecteur T: (F'(x,)) = x,u‘)) Colmealrc ‘i'(,l,)

est colinéaire au vecteur 33:' Gx? (nla) ; ' (de)

Donc -I.TZ est bien également un yecteur directeur de 1la

tangente en M, & f . Les deux définitions sont cohérentes.

Zn particulier - sid=t et x =X (t) =
on est ramené au cas précédent ;f_{: = Tj
est le vecteur vitesse.

-G d=ult) et x =X (A) = (Tu) (5)
alors '7: - 4d0F (6.) = a' (). o
d o =}

et f) reste "porté" par la tangente
afen MD. |
(si || L Th= 1 alors u'(t,) est la mesu-
re algebrzque de la vitesse curviligne).

Conséquence : Si 1l'om connait les deux fonctions :

X:t +—x et YT :tr>Y (lois horsires)

et leur courbe représentative (par rapport au temps),

¢'est-a-dire le diagramme (f ) de l'abscisse /temps et

le diagramme (‘67) de l'ordonnée par rapport au temps alors

- ls tangente en E (%, ; X,) & fr_ a pour vecteur
directeur 'ﬁ’: l

:<‘r;~\)
» .
- la tangente en Q, (%, ; x,) & fu a pour vecteur

- = (1
directeur X ( ] )
o \u' = (x' (t,)

et on sait que le wvecteur T (% )) est "bangent"”
[}

4 la trajectoire en M (to).
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Par suite le vecteur Us peut &tre counstruit a
partir des mesures X' (t,) et de Y' (t,) faites sur
les diagrammes X/t et Y/t, avec les mémes unités pour
le temps et pour les distances.
On peut vérifier expérimentalement qu'il en est bien ainsi
(a) On trace expérimentalement les diagrammes abscisse/
temps et ordonnée/temps (méme échelle).
(b) On construit les vecteurs vitesse &

1\ 1
)

v
des projections du mobile sur les axes. %
(¢) On construit le vecteur ﬁ?(ﬁxﬁ avec les mesures rele-
vées sur ?§> et ff' et on consfg%e que le vecteur ﬁ§>
obtenu est bien tangent & la trajectoire em M (to).

La manipulation décrite ci-dessous a pour objet cette
vérification :
- On postule seulement que pour un mouvement recti-
ligne ia vitesse de passage en un point est défi-
nie par la dérivée de l'équation horaire en ce

point, donc par le vecteur directeur de la tangen-

te du diagramme en ce point (voir paragraphes I
et IT pleg \awk)

- On vérifie que le vecteur qui a pour coordonnées
les vitesses mesurées sur les tangentes en 1,

L1}

aux deux diasgrammes, est lui-méme tangent en M(qﬁ)

a la trajectoire.
Remarque:

Dans la manipulation décrite dams la section I.B.,
on se fixe pour objectif d'introduire la notion de vecteur
vitesse comme limite du vecteur taux d'accroissement, mais
a ce niveau (2de) la notion de dérivée n'est pas connue
des éléves et c'est seulement aprés avoir faif cettedsﬁ;é-
rience que l'on peub poser "naturellement® V' (t) = =
et projeter V(t) sur les asxes en X' (t) et Y'(%).

On peut également évaluer celles-ci directement en par-
tant des conclusions des expériences I.A. qui indiquent
que la vitesse iastantanée d'un mobile en mouvement recti-

ligne peut &tre définie par la vitesse moyenne, counstante,
du "mouvement tangent".

Il n'y a donc pas redondance entre l'expérience
I.B. et celle qui suit.
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IIT.B. VERIFICATICN EXPERIMENTALE DE LA DEFINITION
DU VECTEUR VITESSE

On se propose au cours de cette manipulation 4'étu-
dier le mouvement d'un palet lancé sur l'aérotable inclie-
née, et de mettre en évidence que le vecteur vitesse est
tangent a la trajectoire.

JIT.B.1. Description de la manipulation :

L'aérotable est calée horizontalement & l'aide de
trois vis calantes. Les empreintes des pieds sont rele-
vées, puis l'un d'eux est soulevé & 1'aide d'une cale
d'épaisseur 29,0 mm (mesure faite au pied 4 coulisse au
1/10mm).

L'inclinaison de 1la table est dounnée par laz relation

tg © = % - aveec h =29 mm et L = 471 mm
L'angle étant petit
& >~ tg 6 =sin © & = 0,0615 rad

Deux lampes sont placées sur la table & 30 cm l'une de
l'autre ce qui permet de reproduire le document photogra=
phique & 1l'échelle 1.

Le mobile est lancé sur la table avec une vitesse V,,
on observe aprés rebond sur le bord élastique de l'aérota-
ble la trajectoire de forme parsbolique.

Le méme mobile est ensuite lZché sans vitesse du
bord supérieur de la table. Sa trajectoire matérialise
la ligne . de plus grande pente.

L'ensemble est chronophotographié a la cadence de
25 images seconde.

On a donec At = 0,04 s

Le travail est ensuite effectué sur un document
agrandi & 1l'échelle 1.

III.B.2. Recherche des axes sur lesguels le mouvement
est étudié par projection
La forme de lez trajectoire laisse supposer qu'il

existe un axe de symétrie celui-ci est recherché par
pliage aprés que la courbe ait été tracée car en général
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il n'y a2 pas superposition des points., Cet axe est tracé
en rouge sur le calque (figure 1).

On remarque qu'il est paralléle & la ligne de plus
grande pente de la table repérée par le mouvement du
palet qui glisse sous l'action de son poids et du souffle
d'air qui le sustente.

Cn choisit domnc deux axes rectangulaires, l'un se
confondaut avec l'axe de symétrie et les positions du
mobile sont reportées sur une feuille de papier millimé-
tré, et projetées sur ces deux axes (figure 2).

ITI.B.3. Etude des lois horsires x = f(t) et y = 8(+)

Considérons les repéres (Cx, Ot) et (0%, T¥)

L'axe des temps est gradué en 1 s et est commun
aux deux repéres. 2

On reporte sur l'axe Ox les projections du mobile
sur l'axe perpendiculasire & la ligne de plus grande
pente de 1l'aérotable. Les mesures x et + permetient
de tracer le graphe de ls fonmction qui & + fait corres-
pondre <X , le graphe de cette fonction est une droite,
donc le taux d'accroissement de la fonction £ est
constant.

Soit 4% = 0,2 sy on mesure Ax = 28 mm (figure 3).
La projection du vecteur vitesse sur l'axe Ox est
coustante V, = 14 cm.s"1.

On reporte sur 1l'axe 65 les projections du mobile sur
l'egxe de symétrie de la trajectoire (par souci de simpli-
fication on ne considére que l'une des deux moitiés).

Le grsphe de la fonction n'est pas une droite. Pour
déterminer la composante de la vitesse & un instant %
on considére la tangente & la courbe & cet instant et on
détermine le taux d'accroissement de 1la tangente. Cn &
donc en A (cinquiéme point & partir de l'origine) un ac-
croissement de 14 mm en C,2 s ; en B (1Céme point) le
taux d'accroissement est 3% mm en 0,2 s et en C (158me
point) le taux d'accroissement est &4 mm en 0,2 s.

On a donc les vitesses (figure 4) :
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Y
F

. -

vé(y) 0,2 = 195 um.s™ (figure 4)
54 x 7

Vo) T3 =520 mm.s

Les composantes du vecteur vitesse sont au moment du
pPassage en

: . T _ -A _ -4
A Vi = 140 mm.s V& = 70 mm.s
s 12 -4 .z -
B : Vx = 140 nm.s Vy = 390 mm.s
N - A - -4
Cc : Vx_ = 140 mm.s Vy = B4 mm.s

ITI.B.4. Construction des vecteurs vitesse au

passage en A, B, C,

Reprenons l'enregistrement du mouvement du mobile,
sur la demi-courbe utilisée pour déterminer les projec-
tions des points, repérons le 5éme point A, le 10éme
point B, le 15éme point C (figure 1).

En A nous portons les mesurss effectuées en A sur les
diagrammes x/t et y/t (grandissement 2) soit & partir
de A, 28 mm parallélement & OCx et, du point obtenu,

14 mm parallélement & Cy ce gqui permet de tracer Vz*.
Ta méme construction effectuée en B et C donne Vg et
Vae. On remarque que ces vecteurs sont tangents a la
trajectoire.

ITI.B.5. Ztude de la vitesse

Ces trois vecteurs vitesse ont méme composante sur
1'axe Ox. C'est la composante sur Oy qui crolt au cours
du temps.

Construisons VE - VZ et 73 - 7; . Ces vecteurs
sont égaux et orientés selon ls ligme de plus grande
pente du plan sur lequel se déplace le mobile.
L'accélération du mouvemengﬁest donc un vecteur constant

-—9
i AV

at (figure 1)
Le mouvement étudié se décompose en deux mouvements
un mouvement rectiligne uniforme sur 0%/ et un mouvement

rectiligne uniformément varié sur Oys. La trajectoirse
est une courbe du second degré en x c'est une parabole.
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IITI.B.5. Remargue
Sur le plsn incliné, l'accélération est égale a

l'accélération produite par la composante sur ce plan du
champ de pesanteur (g = 9,8 m.s™).
L'inclinaison étant faible (9;/%— = 0,0615 rd)
on 8

g.sin 8 = g' = 0,603 m.s G' = 0,6 m.s™*.
Si oo considére le mouvement de glissement sans vitesse
initiale le long de la ligne de plus grande pente, on
note (figure 1)

)

4 y
A" Ax4=69mm Atzggs T, = 431 mm.s1
B® A%y = 89 mm At = _4 s ¥ = 556 nm.s™
25 <
1l'accélération de ce mouvement est
a =:55§5:§£21 = 0,625 mo.s™ a = 0,06 m.s”?
b

Si on considére le mouvement parsbolique

Z},V4 = 25 nm.s™ AT =O§% mm.s" pour des 4t=0,2 s
0,2 <

a = 22.0m a = 500 mm.s™? soit 0,56 m.s™¥
0,2 s

ltaccélération est donc la méme dans les trois cas.
Tes constructions graphiques sont donc relativement pré-
cises.

ITI.B.7. Remarque

Construction des tangentes a une courbe poanctuée,
Si on congiddre trois points consécutifs M, N, P,
1a droite MN a une peate un peu plus faible que la tan-
gente en N
la droite NP a une pente un peu plus forte que la tan-
gente en N,

On minimise l'erreur en tragant le segment NP et
en tragant la droite paralléle & ce segment passant par N.

ITI.B.8. Technique de ftravsil

Les éléves sont guidés en TP au moyen detransparents
pour rétroprojecteur (document joint). Ceux-ci ne corres-
pondent pas nécessairement au méme cliché, ils peuvent &tre

utilisés en cours comme dépouillement rapide d'une expé-
rience faite en classe.,
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ITI.C. PROELEME TYPE DE CINEMATIQUE

IIT.C.%. Enoncé de l'exercice de physigue (Cinématique)

Un point M a ses coordonnées définies en founction
du temps par les lois horaires x = 3t* & 4, y=5+¢%
(x et y en métres, t en secondes)

Quelle est l'équation cartésienne de la trajectoire
du mobile ?

Ecrire les expressions des composantes du vecteur
vitesse en fonction du temps.

Calculer la vitesse du mobile aux dates t = O,
t=Ts, t =2 s,

Quelles sont les composantes du vecteur accélération ?

Préciser gux.dates t =0s, t =1s, ¥t =2 5 et

t =3 s la position du mobile, son vecteur vites-

se et som vecteur accélération.

Vérifier que le vecteur vitesse & t =2 s est tan-
gent a la trajectoire.

Texte modifié en collaboration avec le
professeur de m a t h
Soit M 1la position d'un mobile & la date t, repé-

rée par ses coordonnées

T=3t +4 ¥ =5t ty 0
dans un repére fixe donné orthonormé
(1) Ecrire l'équation cartésienne de la trajectoire du

mobile dans ce repére.

Tracer la courbe représentative de la trajectoire.
(2) Calculer les coordonnées du vecteur vitesse a la

date t ; calculer la norme du vecteur vitesse a la

”

date t.
(3) Calculer les coordonnées du vecteur accélération 3 la
date ¢+,

(4) Préciser aux dates t =0 s ; t =1 5,; t =2 5 et
t =3 3 1la position du mobile, son vecteur viftesse,
et somn vecteur accélérationm sur la trajectoire.

(5) Soit A 1la position du mobile a la date t =2 s,



=l
comp%rer le rapport des coordonnées du vecteur vites-
se. viL 4 la date t =2 s avec la valeur au point A
de la dérivée de la fonction £ dont le graphe corres-
pond & la trajectoire au voisinage de A,
IIT.C.2. Solution acceptable en physique
(2) Equation cartésienne de la trajectoire.
On élimine le temps entre les deux équations?y =51t

x =S3tt+4

% =% x =3 f§)2’+ & on trouve deve une
équation d'une parabole d4'axe 0X de sommet (y;==OXs=:4)

(b) Composantes du vecteur vitesse

per définition T = S T=1.7+7.3

g

oy

BH=6*% Tiy=

5

“?]{ = V3Bt + 25
(¢) Calcul de la vitesse du mobile

I?h= (T2 =12

0 T 5 Vv = Sm,s}

t =0 z!

t =1s X'=6 I'"=5 V=3 425 V=27,8ns"

t = 2s X' =12 ' =5 v =\f 144 + 25 V =13m,.s™

(d) Composantes du vechsur accélération

par définition ? = %?' T=X"=6& ?

i
o)
)
+
o
C.3

——iy
le vecteur accélération est porté par l'axe OX.
(e) Position, vitesse et accélération du mobile aux dates

t =03; %t =1 et t =2s

- ‘| oa'
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i
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(f) Vérifier que le vecteur vitesse & la date t = 2s
est tangent a4 la trajectoire & t = 2 s le mobile
est en M (x =16, y = 10)
la dérivée de la fonctiom qui & y <£fait correspondre

_ &y
x est x' = 35

au point y = 10 elle prend pour valeur
<! = 6.10 _ 12
46 - 25 T 5

les composantes du vecteur vitesse en ce point sout

V. =12 m.s™1 Vy = 5 m.s™
on remarque que _Yx_ = 12 =X
Vy 5 A0

Les deux rapports définissent en M 1le méme taux
d'accroissement, donc ¥  est un vecteur directeur de
la tangente & la trajectoire em M.

ITT.C.3. Solution commune Math-Physigue

(a) Equation cartésienne de la trajectoire.
Dans un repére orthonormé R.(O,.f,'?) le point M
est repéré 4 la date t+ par ses coordonnées z%aet Te)

S > 2

= -+ = £ = . -
Oﬁ ' x&}.l .yk).a A avec WtS 5.’ et xu) 3.7+ 4
On élimine le temps entre les deux équations t = J

+

d'od '1x = 3. (-51)3' e

on obtient l'égquation d'une demi-parabole d4'axe 074
et de sommet (I3 = 0 ;3 Xg = &) puisque t) O)
(b) Représentation graphique de la trajectoire
N ’O 5 10 15
x'|4 7 16 31

(¢) Coordonnées du vecteur vitesse. Expression de la
vitesse en fonctégﬁ du temps.
Par définition T '

=a
! -'* ] =

? = GOtO? + 5.?

7= o+



ZEE

(d) Calcul de la vitesse du mobile aux dates t =0 s ;

t=0 X'= 0 I' =5 Ve5m,s
t =T X' = 6 ' =5 Hﬂ =\ 36+25 TV =7,8m.s"
t=2 X =12 YT =5 |V =25 V=13n.s"
t=3 X =30 I' =5 [T =/900¢25 T =30,4m.5"
Position du mobile & ces mémes dates :
¥Y=0 Y =5 Y =10 Y=15
Acceleratlon du mobile :
> < PN
a = X" (t).l + I" (t)'J 8 = 6,1 + 0.J

le vecteur accélération est porté par l'axe 'Ef sa norme
est 6 m.ié elle ne dépend pas du temps.

(e) Vérifier que le vecteur vitesse 4 la date t =25 est
tangent & la trajectoire. A la date t =2 s, le mobile est
en A(x =16 3y =10) 3 7\‘_.:2) =12.7 + Ple J est un vec-
teur directeur de la tangente em A & la trajectoire.

v

o= 2
Vg 12
La trajectoire a pour dquation _cartésienne
-4 -y
y =f(x) avec LiXxp—> 3 = =Y <‘->( _3.
On peut calculer f{x=49 soit directement, soit en
utilisant la founction inverse !, ' 2
on calcule alors (f*%%;qo) - LY — 3§%~+4.
' 1 : 1 =_5......
{xmre) = (T F5210) =1 fix=16) *15
(#210)

le coefficient directeur de la tangente em A est donc

bien égal au rapport des composanteS'_;Z du vecteur
] x
vitesse en ce point.

graphique p. 67
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ANNEXELV - 1

LES VECTEURS EN MECANIQUE

Un des premiers sujets de discussion qui a occupé les groupes de tra-
vail "mathématique - physique" a été la notion de vecteur, les professeurs de

mathématiques et de physique ayant souvent 1'impression que leurs "vecteurs"
n'étaient pas les mémes.

.
[0}

mathématicien connait moins socuvent des "vecteurs" gque des espaces
vectoriels, le type fondamental d'espace vectoriel qu'il rencontre étant celui

des espaces de fonctions a valeurs dans un corps, et leurs sous-espaces.

Le fait qu'il ne qualifie pas systématiquement de vecteurs les éléments
d'un espace vectoriel de fonctions ne permet pas de dire qu'il y aurait des vec-
teurs plus '"vecteurs" que les autres. C'est une simple question de terminologie,
car dans la pratique les espaces fonctionnels sont bien considérés comme des
espaces vectoriels, c'est-a-dire les fonctions comme des vecteurs. Mais l'usage
donne prioritairement le nom de vecteur a des gléments d'espaces vectoriels de

"nature" géométrique ou mécanique (par exemple vecteur translation, vecteur vitesse
vecteur tangent & une surface, etc.).

Ce sont ceux que je voudrais étudier ici, en rendant compte en particulier
de ce fait qui m'a troublé lorsque j'ai voulu réfléchir sur ce que 1'on m'avait
enseigné, que des vecteurs tels que les vitesses, les accélérations, les forces,
bien que n'étant pas des vecteurs de l'espace géométrique, avaient comme ceux-ci
des directions et des sens qui étaient exactement ceux des vecteurs géométriques,
et en revanche, avaient des "intensités" qui ne correspondaient plus & la "lon-

gueur", (et il vaut mieux sans doute dire la "norme") des vecteurs géométriques.



I.- MOUVEMENTS. TEMPS. ESPACE.

La description scientifique du mouvement d'un point consiste & attribuer
a chaque instant une position du point. Cette idée, qui peut nous sembler extré-
mement naturelle, n'est pas si ancienne, et c'est sans doute Galilée qtji 1'a le
premier congue avec netteté, lorsqu'il a recommandé de "fixer son attention sur

1'affinité supréme qui existe entre le mouvement et le temps".(l).

En langage mathématique du XXéme sigécle, le mouvement d'un point est donc
une application de l'ensemble des instants dans l'ensemble des positions. Mais
cela ne permet de progresser que s'il est précisé quelles sont les structures res-
pectives de ces deux ensembles : l'ensemble des instants, qu'on appelle couramment
le temps, et l'ensemble des poéitions, qui est appelé l'espace géométrique et cou=
ramment l'espace tout court.

1) Le temps, les instants, les durdes.

La premiere structure que 1'on pense devoir donner au temps, comme ensemble
des instants, est une structure d'ordre total : le temps s'écoule toujours dans le

méme sens.

Mais la notion fondamentale est celle de durde. On pense &tre capable de
dire qu'il s'est. "écoulé le méme temps" entre deux couples d'éveénements s'étant
produits 3 des périodes trés leintaines les unes des autres : c'est sur cette idée
que sont fondées toutes nos évaluations . On pense en outre pouvoir ajouter des
durées, multiplier une durée par un nombre quelconque, et enfin, qu'une durée non
nulle étant choisie et qualifide d'unité (de temps), toute autre durée s'obtient

en multipliant 1'unité par un réel qui sera appelé la mesure de cette durée.

En outre, a tout couple d'un instant et d'une durde, on peut associer 1'
instant séparé du précédent par la duréde donnée, et étant donnés deux instants
quelconques, il existe une duréde et une seule permettant de passer au premier au

second.

(1) Galileo Galilée. Opere. Vol. II, p. 261 S 9 et Discorsi et dimostragioni intorno
a due: nuove Scienze. Opeu. vol. VIII., p. 197.

La citation ci-dessus est reproduite & partir de l'ouvrage de A. KOYRE, études gali-
lénnes. p. 137. Coll. histoire de la pensée. Hermann 1966, dont nous recommandons lz
lecture & tous ceux qui s'intéressent & la génése de la science, ce gui devrait com-
prendre tous les professeurs.



Tout ceci peut étre exprimé et précisé (car tout n'a pas été dit dans la
présentation précédente) de la manigre suivante :

a) L'ensemble (:) des durées a pour son addition et la multiplication par un réel
une structure d'espace vectoriel de dimension 1 sur le corps des réels. Le choix
d'une unité permet en faisant correspondre 3 chaque durée sa mesure d'établir un
isomorphisms de(:)sur R (muni de sa structure d'espace vectoriel sur lui-méme).

A chaque unité correspond un isomorphisme particulier : aucun de ces isomorphismes

n'est "canonigue" (c'est-a-dire fourni par la seule donnée de @), mais 1'en-

semble de ces isomorhismes 1l'est : Il faut noter que les isomorphismes que 1l'on

utilise en mécanique sont ceux qui respectent "le sens du temps" , c'est-a-dire
ceux pour lesquels une durée s'écoulant d'un instant & un instant postérieur a
pour image dans R (c'est-a-dire pour mesure) un réel positif.

b) Etant donnés un instant t et une durée &, on peut leur faire correspondre 1'

instant t T @ (instant séparé de t par la durde ) avec les lois suivantes :

<) Sil'ona t,=¢t. T4

2 1 et t,=¢t,. T8

1 3 2 2’

alors t

tl T (Ql + 92)

/2) Quels gue soient les instants t1 et tz, il existe une dursge 8

et une seule telle que t2 = tl T8

Ces propriétés sont résumées par l'expression : le groupe de (:) (c'est-a-
dire (:) muni de sa seule opération d'addition) opére de fagon simplement transitive
sur l'ensemble T des instants. ("opére" se réfzre 4 1'application (b, 8)~»t T G

4 la propriété % ; la transitivité simple a la propriété ).

La tranmsitivité simple permet, un instant particulier étant choisi et
étant alors baptisé origine du temps de déterminer chague instant par la durée qui
le sépare de 1'instant origine. On parle alors couramment de l'instant t en prenant

pour t la durée qui sépare 1'instant de l'origine, et on note alors t T 8 par t + 8.

Cela n'empéche qu'il parait raisonnable de continuer i distinguer les ins-
tants et les durédes : les instants ne s'ajoutent pas , tandis que les durées s'ajou-
tent, et qu'au couple d'un instant t et d‘une durée 8 on peut faire correspondre
un instant noté t T8 ou t + 8 (avec une ambiguité commode sur le signe + qui



peut &tre utilisé pour remplacer le signe T de l'opération externe du T, ou

pour signifier 1l'opération interne sur C) ).

Les mots n'ajoutent rien aux idées, mais ils permettent de les rappeler
rapidement aux initiés ; les relations décrites ci-dessus entre T et(:Dpeuvent
atre résumées dans la formule : T est un espace affine sur 1l'espace vectoriel C)

espace vectoriel de dimension 1 sur RR.

2) L'espace, les translations, les vecteurs géométrigues.

La description de l'espace fait appel aux mémes structures que celles qui
interviennent dans la description du temps. On pourrait dire rapidement qu'il s'agit
de la méme situation, 2 cela prés que l'espace vectoriel est cette fois de dimen-

sion 3 sur R.

Aux instants correspondent ici les positions ou les points de 1l'espace, et

aux durées les translations ou vecteurs.

Parler de translations ou parler de vecteurs donne au discours une appa-

rence différente, mais c'est de la méme situation qu'il s'agit.

Les translations ont pour propriété fondamentale d'étre des bijections de
l'espace sur lui-méme ( ce que la tradition désigne par des transformations ou des
transformations géométriques). Leur ensemble a pour la composition des applications
une structure de groupe commutatif. Et en outre, étant donné un couple de points de
l'espace il existe une translation et une seule qui fasse correspondre le second

point du couple au premier.

Si l'on désigne par 7& l'ensemble des points et par E celui des trans-
lations, on peut donc dire encore que le groupe (E, o) opére de fagon simplement
transitive sur 72 Comme en outre, on peut définir la multiplication d'une trans-
lation par un réel, de telle sorte que E ait pour l'opération interne de compo-
sition des applications et pour l'opération externe de multiplication par un réel ,
une structure d'espace vectoriel de dimension 3 sur R, on peut encore dire que 2%

est un espace affine sur 1l'espace vectoriel E.

On entend, en général, par vecteur géométrique l'ensemble des couples
(M, € (1)) correspondant & une méme translation. Autrement dit, 2 toute translation
correspond un vecteur qui est son graphe (partie de Z%X ff), et cette correspondance
est une bijection de l'ensemble des translations sur l'ensemble des vecteurs. Cette

bijection permet de transporter sur l'emsemble des vecteurs la structure d'espace



vectoriel de dimension 3 sur R de l'ensemble des translations. On sait qu'on
peut procéder en sens inverse et définir les vecteurs et la structure vectorielle
de leur ensemble en partant des notions de parallélisme, d'équipollence et de la
propriété deThales, puis les translations a partir des vecteurs. Quel que soit le
point de vue adopté au départ, l'essentiel est de comprendre et de faire comprendre
que translations et vecteurs sont deux langages équivalents pour décrire la méme

réalité.

Remarques sur les notations.

Je ne pense pas inutile de faire ici une digression sur les notations, dont
il faut étre le maitre et non l'esclave. _

La notation la plus commode, bien que la moins usitée dans l'enseignement
secondaire est sans doute celle qui consiste si a est un point, et 7 un vecteur
(ou une translation) i désigner par a + 7 1'image de a par la translation v. Cela
choque certains qui déclarent que l'on n'a pas le droit d'ajouter des points et des

vecteurs, mais qui apparemment ne sont pas génés de multiplier des scalaires et des
vectaurs ((A, D) —> AY).

Dans les deux cas, il s'agit d'opérations externes (et la réaction vient
sans doute d'un décret inconscient qui limite aux opérations internmes commutatives
1'usage du signe +). La question de la commodité et de 1'opportunité pédagogique
d'introduire 3 un niveau ou 2 un autre une telle notation, est & discuter et ne peut
recevoir de solution définitive, autoritaire et bureaucratigue : l'essentiel est de
ne pas transformer des considérations de commodité en principes métaphysiques. (I1
faut pour &tre honnéte, signaler que dans la notation a + Vi si l'on écrit
a + 7& + 3;, le 22me signe + représente l'opération interne de 1'espace vectoriel

si on pense a2 a + (vl + vz) et 1'opération externe de 1l'espace affine si 1l'on pense

a (a+ 31) + G} ; la commodité est donc fondée ici, comme souvent, sur une ambiguité
peu dangereuse. Et il faut encore ajouter, que le choix (évidemment arbitraire) d'
une origine dans l'espace affine, permet de ne plus considérer que des vecteurs et
avec la notation 32 qui désigne la tramslation qui envoie O sur a, d'écrire

- = > ) 3 ) m . . .
Ca + vy + vy, OU cette fois, le signe + ne désigne plus que l'opération interne

de l'espace vectoriel. Cette dernidre méthode a la faveur de nombreux professeurs
du second degré, et ce choix est raisonnable. Je ne prolongerai pas la digression
en discutant s'il est nuisible d'introduire dams 1l'espace affine une '"origine"
qui en détruit 1l'homogénéité, ou au contraire, tres intéressant de l'introduire

parce que concrétement, nous observons l'espace & partir d'une "grigine" :



notre poste d'observation ; je me contenterai de dire qu'a mon sens, on n'a bien

compris la question que si l'on est capable de se placer aux deux points de vue).

Avant derniére remarque qui résume et précise _ce _gui précéde :

Le modéle mathématique de 1'espace physique ambiant est un espace af-
fine sur un espace vectoriel de dimension 3 sur le corps des réels. Mais 1'espace
vectoriel est, de plus, muni d'un produit scalaire, & partir duguel psuvent se
définir 1'orthogonalité, une norme (dite euclidienne) sur 1'espace vectoriel et
une distance (du méme nom) sur l'espace affine. Partir du produit scalaire ou
partir , par exemple, de l'orthogonalité et de certaines propriétés du rapport
de projection orthogonale, est affaire d'opportunité pédagogique et de possi-
bilité de motivation dans un contexte social et scolaire donné, et n'a pas de va-

leur éternelle.

Qgggiggg_gggggggg : dire qu'un espace vectoriel a 3 pour dimension sur IR signifie
que toutes ses bases (et il en a une infinité) ont 3 éléments, et par rapport a
chacune de ces bases, tout vecteur est caractérisé par le triplet de ses coor--
données, qui sont des nombres réels. A la donnée d'une base correspond ainsi un
isomorphisme de 1'espace vectoriel sur R3 muni de sa structure canonigue d'espace

vectoriel ((xl, XZ’ x3)+(yl, yz, y3) = (Xl+yl’ X2+Yz, X3+Y3), A(Xl,xzyx3)=

= (Axl,kxz,Ax3). Il n'y a aucune raisen

intrinséque de privilédgier un de ces isomorphismes : en d'autres termes, il n'y a

. I . ) ! ; 3
pasd'isomorphisme canonique d'un espace vectoriel de dimensiocn 3 sur R~.

De méme si l'espace est euclidien, il posséde une infinité de bases ortho-
normées, et a chacune de ces bases correspond un isomorphisme d'espace vectoriel

euclidien sur lR3 muni du produit scalaire
(X0 xgn %3) + (yps Yor ¥3) = xqyp + %oy, + X3 ¥5e

Mais ici encore, pas d'isomorphisme cancnique.



3) Les mouvements.

Comme il a été rappelé au début, le mouvement d'un point (qui pourra
étre baptisé suivant le contexte point matériel, particule, corpuscule,...)
sera décrit comme une application de l'espace affine & une dimension T des
instants, dans l'espace affine & 3 dimensions & des positions ? Quels sont
alors les mouvements les plus "simples" ?

3.1. Mouvements rectilignes uniformes.

La bonne notion de '"simplicité" & retenir ici est celle qui se référe
aux structures de T et de &, et conduit & considérer les applications de T
dans %% compatibles avec ces structures (ce qu'on appelle des morphismes de T

dans E,), c'est-a-dire les applications affines f ainsi définies :

f est une application affine de T dans Zf, s'il existe une appli-
cation linéaire u (qui est alors unique) de (:) dans E telle que :

pour tout t e T et pour tout 8 é(:), on ait :

f(t +8) = f(t) + u(8)
(les signes + ont indifféremment une des significations indiquées plus haut).

Le mouvement correspondant est un mouvement rectiligne uniforme. (Notons
que ce type de mouvement apparait comme conceptuellement simple, mais ce n'est
pas le plus familier : il 1l'est moins que celui de la 'chute des corps" dont
Galilée ne détermina pas la loi sans peine '; Aristote aurait, pour sa part, donné
la prééminence au mouvement circulaire uniforme. Faire de ce type de mouvement la
base de la cinédmatique a pour seule justification incontestable la référence aux
structures affines de T et de &).

L'application f est parfaitement déterminée par la position a un ins-
tant donné et par l'application u, linéaire de (:) dans IE.

Mais la notion d'espace vectoriel réintervient ici de fagon décisive
car l'ensembleafc:) £) des applications lindaires de (:)«dans E a une structure
"naturelle" (ou canonique) d'espace vectoriel. (La somme u + v de deux applica-
tions u et v étant définie par w8 (u + v)(8) = u(8) + v(8) le produit k u
de u par le scalaire k, étant définie par (ku)(8) = ku(8)).



Mais comme <:> est & une dimension, si {Q& est une base de (:} u est
entigrement déterminé par u(QO) qui est un vecteur, élément de E. Et il est
immédiat que l'application de Dé?g, E) dans E qui a u fait correspondre u(QO)

est isomorphisme.

Cet isomorphisme dépend de QO, et aucun de ces isomorphismes ne peut
8tre privilégié pour des raisons intrinsiéques (avec un autre langage, il y a une
infinité d'isomorphismes de 34’(9, E) sur E, aucun n'est canonique). Une unité
de temps 90 étant désignée, u(Qo) est ce qu'on appelle communément le vecteur
vitesse du mouvement rectiligne uniforme. Mais l'article défini le est trompeur.
Ce qui est intrinséqué ici, c'est 1l'application u et non U(QO). La direction
du mouvement est bien la direction géométrique du vecteur u(QO), le sens celui
de u(QO) (si 1l'on ne considére que des bases de.(E) qui soient des durées allant
du passé vers l'avenir). L'intensité de la vitesse est la norme de u(Qo) ; or
surn E on peut considérer de nombreuses normes euclidiennes, et méme en se res-
treignant a des normes ne différant les unes des autres que par un facteur multi-

plicatif (qui dépend de 1'unité de longueur choisie), il reste & préciser l'unité.

En conclusion, ce qui est intrinséque c'est l'application u, et & chaque
choix d'une unité de temps et d'une norme, correspondra un vecteur vitesse, effec-
tivement vecteur de £, dont la direction a une signification intrinségque, ainsi que
le sens (compte tenu de 1'irréversibilité concréte du temps), mais dont la norme n'a
pas de signification intrinséque et dont la valeur est régie par le choix des unités

(équations aux dimensions L T'l, si 1l'on se restreint, comme c'est l'usage, & des

normes proportionnelles).

Autrement dit, ce 'vecteur" géométrique bien commode mais non intrinséque
n'est que le représentant de u, modéle intrinséque de la réalité, et qui est un vec-

teur en tant qu'élément d'un espace vectoriel d'applications lindaires.

3.2. Mouvements différentiables.

Les mouvements réels ne sont pas tous rectilignes et uniformes, mais a 1’
échelle macroscopique, ils sont représentables, sauf dans les cas de chocs; par des

mouvements différentiables, c'est-a-dire des mouvements qui, localement, peuvent



étre approximés par des mouvements rectilignes uniformes, c'est-a-dire de fagon
précise, des mouvements pour lesquels on a :

F(t +8) = F(£) + u (8) +&(8) lo |

olu, comme dans la définition du mouvement rectiligne uniforme uy est une appli-

cation linéaire de 9 dans E, ft ot & est une application de'(:> dans E, nulle
pour 8 = 0, et continue en ce point, et ol Qr—-—»!gl est une norme sur § (usuel-
lement, si 8 =A-Q0 ou A € R, c'est lAI que l'on prend pour lg’).

L'application u, est appelée la différentielle de l'application f

a3 l'instant t, (ou encore l'application linéaire tangente & f 2a l'instant t).
Plusieurs remarques s'imposent ici :

a) Si & est continue en 0 pour un couple de normes sur (:) et E, elle 1
est pour tout autre couple. (Ceci est 1ié au fait plus général qu'il n'y a sur un
espace vectoriel de dimension finie sur R gqu'une seule topologie gui:en rendent

les opérations continues).
b) Deux normes sur@ sont proportionnelles.

c) Il résulte de a) et b) que la différentiabilité de f est indépendante
des normes dont on munit et E.

d) D&s que f est différentiable, sa différentielle, c'est-a-dire 1l'application

linéaire Uy est déterminée de maniére unique.
e) Le mouvement rectiligne uniforme défini par

t+8 —> f(t) + ut(Q) peut &tre qualifié de tangent a l'instant t

au mouvement étudié. Les deux mouvements different par le terme &£(8) |(8)} qui
est non seulement "petit quand 8 est petit, mais ce qui est essentiel, 'petit
par rapport 4 8 " quand 8 est petit.
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f) Ce que l'on appelle classiquement la vitesse instantanée a 1l'instant t
du mouvement étudié, est le vecteur ut(Qo) de E et tout ce qui a été dit &
son propos dans le cas du mouvement uniforme peut &tre répété ici. Ce qui est

intrins2que c'est l'application Uy s et non ut(Qo).

3.3. Accélération.

Dans 1'étude précédente, oour chaque valeur de t, on obtenait un
élément uy de l'espace vectoriel o(zH ,E). Autrement dit, on avait une applica=
tion de H dans g((<:>, E). Celle-ci peut encore étre différentiable (c'est le

cas pour la plupart des mouvements étudiés en mécanique).
Ecrivons maintenant u(t) au lieu de Uy, On a alors :

u(t +8) = u(t) +»vt(9) +-q(Q) IQI
ou v, est une application lindaire de (:)dans mC((:> E§ et une application
t oS ’ n
de(:Ddans ~ (:) , E) nulle pour 8 = 0 et continue en ce point.
On peut associer & Vis 1'application v de <:> X (:> dans £ définie

.

par vt(G) = v(t, 8). L'application v est bilinéaire et l'application v, = v

de *5(@ y L (@ , lE) dans l'espace vectoriel n&(@x@, F) des applications bi-
linéaires de<:>x<:>dans E est un isomorphisme canonigue du ler espace sur le

(2)

second . On peut donc réecrire la formule ci-dessus en faisant intervenir 1l'appli-
cation bilindaire v : u(t + 8) = u(t) + v(t, 8) +-q(9) 8.

11 faut alors remarquer que l'application bilinéaire v de <:>><<:>
dans E est déterminéde dés que 1l'on connait sa valeur pour une base de (:> x(E).
Par exemple si l'on connait v(Qo, 90). (Ce qui consiste & garder la méme unité de
temps. Un vicieux qui voudrait changer d'unité de temps lorsqu'il passe de la vi-
tesse & l'accélération ne pourrait se voir opposer aucume raison théorique, mais il
se compliquerait l'existence i persister dans cette voie). Or v(QO, QO) est encore
un vecteur de E. C'est classiquement le vecteur accélération du mouvement du temps v
Je peux développer la méme antienne que plus haut : ce qui se passe, c'est que
Q&((:) X (:), E) du fait que H est de dimension 1, est isomorphe a E, mais qu'il
n'y a pas pour ces deux espaces d’isomorphismes cancniques : ce qui est intrinsaque

c'est v , ce n'est pas v(Qo, QO), ete v.....

(2). Démonstration en annexe.
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4.~ FORCES,

Qui tient les accélérations tient les forces, & condition d'introduire
les coefficients d'inertie que sont les masses, c'est-a-dire, si l'on veut, appli-

- e J
quer la formule F =m .

Il y aurait beaucoup 2 dire sur cette formule, et je me contenterai des
trés briéves remarques ci-dessous 3 son sujet ; mais je peux constater, pour mon
propos actuel, que les isomorphismes de l'espace des accélérations sur £, donnent
en vertu de cette formule, des isomorphismes sur E de l'espace des forces s'exer-
cant sur une particule, isomorphismes qui justifient qu'ume force ait une direction
et un sens (les masses d'inertie sont positives !) mais que son intensité ne puisse

étre canoniquement interprétée comme une longueur.

La formule F9= mnff si elle est considérée comme une définition de la
force, semble introduire gratuitement un nouveau concept. Il faut la replacer dans
le cadre des. principes (ou axiomes !) de la mécanique, dont 1l'essentiel est que les
lois de la mécanique s'expriment par des équaticns différentielles du second ordre,
ce qui a pour conséquence que dans les bons cas, l'accélération d'une particule dans
l'espace d'un observateur donné (ou, si l'on préfére, relativement a un repere donng)
est une fonction de sa position et de sa vitesse, mais que l'action de l'univers sur
2 particules qui auraient la méme position et la méme vitesse dépend encore d'un
coefficient positif dont est affecté la particule, et qui est sa masse de telle sorte
que pour toutes les particules ayant méme position et méme vitesse, ce qui est donné
c'est le produit de leur accélération pagﬁ}eur masse : autrement dit, 1l'action de
1'univers se traduit par la domnée de ml . '

'§'il n'y avait que des actions de gravitation (et si l'on considére qu’

il y a égalité de la masse inerte et de la masse gravitationnelle), le concept de
force serait inutile. C'est l'existence d'autres champs de forces que celui de la

gravitation, et 1l'interprétation en langage de forces des "liaisons" qui justifient
l'utilisation de ce concept.

5.- CONCLUSIONS

J'ai bien été tenté d'éerire qu'il n'y aurait pas de conclusion. Mais
en mettant le mot au pluriel, cela le rend plus modeste et sous-entend qu'elles ne

sont que partielles, et gue ce papier tend avant tout a éclairer certains des nom-
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breux problémes que pose l'enseignement de la mécanique.

Le schéma général relatif aux '"vecteurs" rencontrés (et qui s'étend
aux autres notions : moments, travail, tenseurs,...) est le suivant : la donnée
naturelle est celle d'espaces vectoriels qui sont des espaces d'applicatiors dans
E, espace vectoriel a 3 dimensions sur R, jouant le rbéle de modéle de l'espace
pour un observateur donné. Tous ces espaces sont isomorphes & E, aucun ne l'est
de manire canonique.. Cependant parmi tous les isomorphismes de chacun de ces
espaces sur £, il en est une classe remarquable constituée d'isomorphismes dé-
duits les uns des autres par composition avec une homothétie positive (multipli-
cation par un scalaire positif , et si aucun de ces isomorphismes n'est cano-

nique, la classe, elle, l'est.

Ceci justifie que 1'on puisse parler pour ces vecteurs de direction et

de sens, en considérant que ce sont des directions et des sens dans E.

L'intensité de ces vecteurs est mathématiquement la norme d'une appli-
cation linéaire (d'un espace normé dans un autre). Cette norme dépend des normes
choisies dans les deux espaces , c'est-a-dire, dans les cas qui nous occupent des
unités de temps, de longueur et de masse et les changements de normes sont régis

par les équations dites aux dimensions.

Le fait que 1l'on rencontre la, ce qu'on appelle avec un langage trop
métaphysique pour mon go(it des '"grandeurs de natures différentes” s'exprime plus
scientifiquement par le fait que 1l'on rencontre des espaces vectoriels d'applica-
tion linéaires construits a partir de (:) et de E, et que la différence de "na-
ture" se réfere tout simplement 4 des espaces d'applications différents (autre

espace de départ ou autre espace d'arrivée).

Les développements précédents montrent 1'intérét, pour une description
intrinséque des phénoménes, de la notion moderne de différentielle, gqui ne demande
en outre, pour étre définie aucun calcul de guotient. On peut diviser un vecteur
de E par un nombre réel, qui peut &tre la mesure d'une durée, mais non par une
durée qui n'est pas un nombre. La différentielle permet de calculer avec des durees
et des translations avant de faire intervenir les mesures (c'est-a-dire en fait
les choix des bases). Calculer une vitesse suppose que (:) a été identifié a R,
et cette identification prématurée et non intrinséque ne facilite pas ia compré-
hension de ce qu'entraine ult2rieurement un changement d'unité. (Evidemment, aucun

probléme ne se pose si l'objectif est de faire répéter des r2gles & des perroquets),
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Maint lecteur pensera que nous sommes bien loin du modeste probléme
de 1'introduction des vitesses, des accélérations, des forces ... dans le second
degré. Mon opinion est que ce probléme est si peu modeste que 1l'on peut se de-
mander s'il est soluble. Il est illusoire de croire que l'on puisse présenter
"&lémentairement” une science que 1'humanité a eu tant de peine a élaborer :
faire de la statique sans la considérer comme un cas particulier de la dynamique,
faire de la mécanique sans faire alllusion au systéme de référence (ce que j'ai
appelé plus haut 1l'espace d'un observateur), passer allzgrement du cas du point
matériel & celui du solide sans expliciter tout ce que cela implique, et croire
que quelques expériences bien faites suffiront pour justifier 1'énoncé de prin-
cipes dont 1'évidence s'est 4 tout le moins tardivement et difficilement révélée
ne peut pas conduire 3 une compréhension réelle de cette difficile discipline.
Faut-il alors renocncer & l'enseigner ? certainement pas, mais sans doute faut-il
commencer par regarder en.face ses réelles difficultés et ne pas essayer de les

tourner par de petites ruses.
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ANNEXE

Soient X, Y, Z trois espaces vectoriels sur un méme corps, (X, (v,2)
l'espace des applications linéaires de X dans l'espace des applications liné-
aires de Y dans Z, et (X x Y, Z) l'espace des applicatiéns bilinéaires de
XxY dans Z.

Dire que F est bilinédaire de X x Y dans Z signifie :

(1) Quels que soient Xq et X3 vecteurs de X, Al’ «\2 scalaires et Y vec-

teur de Y, on a

(2) Quels gue soient x, vecteur de X, Y12 Yo vecteurs de Y et A]j A 2

scalaires, on a :
F(Xr Al yl +’\2 Yz) = A,! F(X, )’l) + /\2 f(X, yZ)

Théoreéme . En associant 2 tout 8lémént u de xﬁ(x, (X, Y)z 1l'application v de

X x Y dans Z , définie par

vix, y) = u(x) (y)

on définit un isomorphisme de (X, &(Y, Z) sur (X xV, Z).

a) v est bilindaire. .En effet la bilinarité de u entraine gue v satisfait

la cendition (1) la linarité de u(x) entraine que v satisfait la condition (2).

b) L'appliéation u +——> vy est sujective, car si fe «C(X, Y, Z), pour x fixg,
l'application y #—— f(x, y) appartient & < (Y, Z) en vertu de (2), et en ver-
tu de (1) l'application x > (y +—>f(x, y)) est lindaire de X dans
< (Y, 7).
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¢) L'application u+> v est manifestement linéaire.

d) L'application linéaire u > v est injective et son noyau est réduit a {Q}
En effet, si v est nulle, ona ¥ x&EXet ¥y ey v(x, y) = 0, donc
¥-xe&X u(x) est l'application nulle, donc u est elle-méme l'application nulle.

L'application u#=> v est qualifiée de canonique : elle est définie
par les seules structures de =£(X, (Y, Z)) et de <(X, Y, Z), sans 1l'interven-

>

tion d'aucun élément extérieur a ces deux espaces.







ANNEXE IV - 2

NOTE HISTORIQUE

La notion de dérivée est, dans l'histoire des mathé-
matiques, une notion relativement récente puisqu'elle
s'est élaborée au XVIIéme siecle,

A cette époque d'autres branches de mathématiques
sont déjd considérablement développées. Au nombre de
celles—-ci, chacun met évidemment la géométrie : les Grecs
l'ont, dés la fin du ITIIéme siécle avant notre ére, por-
tée 4 un admirable degré de perfection (mort d'Archiméde
212 av. J.C.) mais citons également les résultats obtenus,
pour la résolution des équations algébriques, au XVIéme
siécle -c'est la Renaissance- par l'école Italienne de
Mathématiques. Au début du siécle Scipion del Ferro résout
1'équation x> sax =01 , les recherches qui se développent
ensuite sont principalement menées par Jérdme Cardan (1501~
1576) et ses disciples : elles aboutissent a 1l'introduction
des "nombres complexes" et & la résolution par L. Ferrari
de l'équation ax* + bxd +cx® + dx + ¢ = O (équation
zénérale du 4e degré).

Le XVITéms siécle est celui ou s'élaborent les bases
fondamentales du calcul différentiel et intégral.

Au début de ce siécle, les mathématiciens ne disposent
pas des notions, notations et définitions gzémérales gui
leur permettraient de rédiser avec queldue précision des
théorémes ou des formules d'analyse 3 ainsi les concepts
de fonction, variable, paramétre et a fortiori limite et
dérivée n'existent pas. Viete (mort en 1603) vient a peine
d'introduire l'utilisation des lettres pour noter des nom-
bres non spécifiés et les résultats généraux sur la réso-
lution des équations sont emcore le plus souvent donnés
sous forme de recettes, illustrées par des exemples numé-
riques de résolution.

Deux grands domaines de recherche alors inexplorés
ou presque vont attirer l'attention des astronomes, ingé-
nieurs, philosophes et mathématiciens, il s'agit de la
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cinématique et de la géométrie analytique que fonde
Descartes (1620). La cinématique, qui selon le Petit
TLarousse Illustré est "l'étude des mouvements indépendam=~
ment des forces qui le produisent®™, repose évidemmeant sur

une idée intuitive, expérimentale de quantités variables
avec le temps -de fonctions du temps comme nous dirions
aujourd'hui- la géométris analytique dans son principe
Veut permettre 1l'étude de la géométrie par les méthodes
de calcul, de l'algébre ; elle parle implicitement fonc-
tion lorsqu'elle parle "courbe®.

Dans ces domaines de recherche, si la notion de base
est celle de fonctiom, trois grands types de problémes
recouvrent le champ du calcul différentiel : il s'agit de
la vitesse, des tangentes, des minimums et des maximums.

Eh 1604 Galilée, a4 l'apogée de sa carriére scientifi-
que, croit démontrer que dans un mouvement rectiligne ou
la vitesse croilt proportionnellement au chemin parcouru
(x' (t) =k, x (t) ) 1la loi du mouvement sera bien celle
(x = ¢ct2) qu'il a découverte dans la chute des graves !
Descartes en 1618 montre par un raisonnement obscur que
cette hypothése est insoutenable, Fermat un peu plus tard
reprend ce raisonnement de maniére plus convaincante. Par
comparaison entre progression géométrique et arithmétique,
Neper introduit en 16117 les logarithmes dont il donne une
définition cinématique.

Kepler, dans l'étude du mouvement des astres et pla-
nétes fait l'observation qu'une fonction varie lentement
au voisinage d'un maximum, Fermat dés avant 1630 inaugure
i propos de tels problémes sa méthode infinitésimale (un
arc "infiniment petit" d'une courbe est assimilé & un seg-
ment de droite "infiniment petit™ (corde ou portiom de
tangente) ) méthode qu'il étend & la détermination de tan-
gentes (tangentes & la cycloIde) et méme & la recherche
des points d'inflexion.

A mesure que ces méthodes nouvelles se développent,
la cinématique cesse d'§tre une science a part -on s'aper-
goit que les courbes et fonctions algébriques (définiesa



partir de polyudmes) et les courbes et fonctions définies
A partir du mouvement de certains corps n'ont du point

de vue "local" rienm qui les distingue- 1la variable
"temps" n'est plus qu'une variable -dont 1l'aspect temporel
est pure affaire de langage.

Cette tendance est particuliérement nette dans la
seconde moitié du XVIISme siécle. Isaac Barrow imagine de
faire, de la variation simultanée de diverses grandeurs
en fofiction d'une variable indépendante universelle congue
comme "un temps", le fondement d'un calcul infinitésimal
4 tendance géométrique et obtient ainsi vers. 1670 un théo-
réme trés général sur les tangentes puisqu'il comprend
comme cas particuliers tout ce qui a &té fait jusque 1la
sur ce sujet. Isaac Newton dans le domaine de la cinémati-
que porte le mouvement 4 sSon terme ou presque : ses
nsluentes™ sont des fonctions du "temps", qui est en fait
une variable universelle, et ses "fluxions™ sont les
dérivées des "fluentes®™ par rapport au temps ; c'est d'tail-
leurs Newton qui introduit la notation encore usitée %
pour noter la dérivée par rapport au temps de la fonction
t — x(%).

Vers 1670 les concepts essentiels de 1l'analyse infi-
nitésimale soont assez bien dégagés mais les modes d'exposés
restent incroyablement complexes. A aucun moment on ne
peut se passer d'avoir sous les yeux une figure parfols
compliquée., décrite au préalable avec un soin minutieux ;
poun:les 100 pages essentielles de ses "lectiones geome-
tricae™ (Londres 1670) Barrow domnne 180 figures !

C'est Leibniz qui, & partir de 1675 réalise "l'algé-
brisation® de l'analyse infinitésimale c'est-ad-dire sa
réduction 4 un calcul opérationnel muni d'un systéme de
notations uniforme de caractére algébrique. I1 réalise
pour la nouvelle analyse ce que Viete pour la théorie des
équations et Descartes pour la géométrie ont fait. En par-
ticulier il introduit la notion de triaungle différentiel
et la notatiom 4 : (comme le plus souvent de facon expli-
cite ou non il considére la "différentielle’, pour la
valeur 1 de la variable elle s'identifie & la dérivée) ;
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sa démarche s'appuie sur des passages 4 la limite qu'il
serait bien en peine de justifier rigoureusement. C'est
lui qui introduit les mots ®"constante® "variable”,
"paramétre™. En 1698 son disciple Johann Bernmouilli lui
propose d'appeler "fonction de x" : "unme quantité formée
d'une maniére quelconque & partir de X et de constantes”
en précisant qu'il s'sgit d'ume quantité formée "de manié-
re algébrique ou transcendante”.

Quand bien méme la notion leibnizienne de différen-
tielle n'a pas grand semns, les bases fondamentales du

nouveau calcul, ses notions et notations. sont posées ;
Leibniz et ses premiers disciples Johaun et Jakob Bernoulll
rivalisent de découvertes ; avec le IVITéme siécle s'aché-
ve 1l'époque des piomniers. -

_ Entre 1751-1765 D'Alembert tente daus les articles
n3ifférentel™ et "limite"™ de 1'Encyclopédie de définir
avec une plus grande clarté les notions de limite et de
dérivée - mais ces avis n'ont pas de suite immédiate.

I1 faudra attendre 1821 et les ouvrages d'enseigne-

ment de Cauchy, en particulier som Cours d'Analyse, pour
se trouver sur un terrain solide. Il définit une fometion

essentiellement comme nous le faisons aujourd'hui, bien

que dans un langage encore um peu vague ; la notion de
limite fixée une fols pour toutes est prise pour point de
départ, celles de fouction continue (au sems actuel) et
de dérivée s'en déduisent immédiatement, ainsi que leurs

principales propriétés 41émentaires - l'existence de la
dérivée au lieu d'8tre un article de foi devient une ques-
tion & étudier par les moyens ordinaires de l'analyse.

A cette époque 1l'étude des rapports entre continuité et
dépivabilité reste um grand probléme, les meilleurs mathé-
maticiens essaient d'abord de montrer que les fonctioums
continues sont dérivables ; terme est mis 4 ces recherches
par Welerstrasse en 1861 et 1872 lorsqu'il constrult une
fonction continue n'ayant de dérivée en aucun point.
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Le point de vue historique ici développé est treés
unilatéral puisqu'il s'attache & l'aspect différentiel du
calcul différentiel et intégrzal sans aborder l'intégra-
tion. Il est évident que dans l'élaboration progressive
des notions, les deux aspects sont presque toujours imbri-
qués. C'est ainsi que les noms méme de Pascal, de Grégory
et de Huygens n'ont pas été cités, ce qui est manifeste-
ment une énorme lacune.

Il faut également préciser que tout exposé histori-
que de ce type sur les mathématiques ne reund pas compte
réellement des difficultés rencontrées par les mathémati-
ciens. En formulant dans notre langage, avec des concepts
et des notations dont ils ne disposaient pas, les problé-
mes auxquels ils étaient confrontés ont réduit souvent
ceux-ci au rang d'un banal exercice de premiére ou de ter-
minale... Nous reconstituons leur itinéraire confortable-
ment installé sur les hauteurs qu'ils ont humanisées ;
de 14 la vue porte plus loin, le paysage s'ordoane ; les
escarpements qu'ils ont 48 affronmter nous les dominons.

Néanmoins, & la lecture de ce gui précede on compreu-
drs que la notion de "dérivée™ n'est pss aussi "évidente”
que pourrait le laisser croire ume lecture rapide d'un
manuel de premidre : pendant tout le XVIIeme siécle, les
meilleurs esprits ont abordé des problémes de "dérivée"
du niveau de la recherche sans aboutir a ume définitionm
correcte de cette notion !

Pour cela, il faudra attendre le XVIIIéme siécle ;
et c'est seulement vers la fin du XIXéme que sera claire-
ment faibte la distinction entre continuité et dérivabilite.




Afin de préciser les étspes historiques voici entre quelles
dates s'inscrit la vie des principaux mathématiciens cités

CARDAN J. 1501-1576

VIETE Frangois 1540-7603 (né a Fontenay-le-Comte)
NEPER. John 1550-1617

GATLILEE 1564-1642

KEFPLER Johann 1571-=1630
DESCARTES René 1596-1650 (né
FERMAT Pierre de 1601=1665
PASCAL Blaise 1623-1662
BARROW Isaac 1630-1677
HUYGHENS Christian 1629-1695
NEWTON Tsaac 1642-1727 (fut 1'éldve de Barrow em 1664 et 65)
IEIBNIZ Gottfried 1646-1716

BERNOUILLI Jakob 1654=1705

EERNOUILLI Johann 1667-1748

Descartes-Indre et Loire)
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Cette- note historique 3 été rédigée essentiellement
4 partir des "Eléments d'histoire des Mathématiques”™ de
Bourbaki, partie "Calcul Infinitésimal"”.
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