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AVANT - PROPOS

Cette brochure trhaite des alinéas sudvants du wrogramne

Cercle trigonométrique ; mesure d'un arc orienté; mesure de l'angle
d'un couple de demi-droites. Demi-droite définie par son angle avec
une demi-droite- fixée.

Comme on n'a pas les outils nécessaires a une définition et a -une
mesure rigoureuses des angles, on se bornera a la définition provisoire -
suggérée par l'usage du rapporteur.

En ce qui concerne les fonctions trigonométriques, il n'est question que
de les explorer & partir de la mesure des arcs de cercle et du mouve-
ment circulaire uniforme, et aussi en utilisant les touches des calcu-

latrices. :

1l ne sera demandé aux éléves que de connaitre leur périodicité, leurs
symélries, leur sens de variation; de savoir interpréter et appliquer
des relations telles que :

cos (x + @) = — cos x,

T
sin (——2x) =cos x, ..; dapprendre quelques valeurs remarquables

en liaison avec l'étude des polygones réguliers a 3, 4, 6 cotés.
Les formules dites d’addition ne sont pas au programme.
Angle inscrit dans un cercle, angle au centre associé.

Rotations ; composition de deux rotations de méme centre.
Conservation des distances, et des angles orientés, par une rotation.
Themes (i titre indicatif) :

— Symeétries et rotations laissant invariant un polygone régulier

de 3, 4, 6 cotés; . '
— Quart de tour (ou rotation d'ahgle droit) ;.
— Quadrangle inscriptible ;

—~

— Lignes de niveau de M — MA, MB.
— Relations métriques dans le triangle:

a2 = b2 + c2 —2bccos A,

2S=bec sin A,

b c

sin A sin B sin C

2R

1]
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Nous proposons d'atord deux présentations (basées sur des points de vue
differents) de La partie : "Angles et Rotations".

Dans La premcére, fes notlons scnt abordées de fagon thds intudtive. Nows
commengons par £a notion d'angfe. 1L y a 184 peu de démonstrations.

Dans La second présentation nows avons prdis pour point de départ fLes {somd-
rdes du plan. Aprés une Stude expérimentale, nows définissons Les rotations
puis Les angles ; La partie déductive est plus importante que dans fa pre-
miere présentation.

Ensudite nous développons Les alindas "Angles inscrits" et "Taigonométrie!.

Nous avons alors inclus une partie "hors programme” sur £'add{tion des
angles ondentés, car nous pensons que ceite notion serait utilfe vowr déve-
Lopper Les thimes ; efle n'est nbanmoins pas indispensable.

Les thémes sudivanis ont ensuite 8té thaités
AN
- Lignes de niveau de 2'application H = (MA,MB)

- Lsometries laissant lnvariant un polygdne régulier & n cotés

quarts de toun
- quadrilatire inscriptible
bissectrdice

relations métriques dans un tiiangle

N.B. Nous avons utilisé deux types de caractires typoaoraphiques

- 1'un concerne les parties utilisables pratiquement telles quelles

dans une classe

- Lauthe est utllisé pawnfes commentaires destinds aux ensedgnants
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I - INTRODUCTION A LA NOTION D'ANGLE

I1 s'agit d'effectuer avec le papier calque des manipulations sur la figure

F (fig. 1 page 6).

. On décalqgue Fl et on décrit les manipulations faites avec le calque pour

superposer Fl successivement a F,,F, et Fa.

3
On distinguera - superposition par glissement appelée déplacement

- superposition par retournement appelée antidéplacement

. On recommence avec la figure FZ

. On considére maintenant les couples de demi-droites (Dlxl,Olyl),

(02x2,02y2), (O3x3,03y3), (DAXA’UQYA) (fig. 2 page 6) et on refait les mémes
manipulations qu'avec la figure F. (On pourra colorer en bleu les demi-droites

Ox et en rouge les demi-droitesQy).

. Construire des couples de demi-droites se déduisant de (lel,01y1) par

_ déplacement, par antidéplacement. wf grem memms

1179171

cement ; méme guestion avec Oéyé (on recherche une demi-droite Déxé telle

Construire Osys, telle que (OSXS,DSyS) se déduise de (0 ) par dépla-

que (06x6,06y6) se déduise de (lel,Dlyl) par déplacement).

Déterminer deux demi-droites 07x7 et O7y7, telles que (07x7,07y7) se déduise
de (lel,Olyl) par déplacement.

Commentaine

- Distinguen déplacement et antidéplacement

- Remarquer que £es déplacements et Les antidéplacements conservent
Les distances

- 34 on se donne deux points et Leurns images {f n'existe qu'un déplace-
ment possible et un seul antidéplacement.

- Dégager La notion d'angle onlenté de couples de demi-droites.



IT - ANGLES

. On dira gue les deux couples de demi-droites (0x,0y) et (Q'x',0'y')
définissent le méme angle pour exprimer qu'il existe un déplacement

transformant Ox en 0'x' et Oy en 0'y'.

“\
On notera (0x,0y) l'angle représenté par le couple de demi-droites (Ox,Cy).

Remarquons que (Oy,0x) se déduit de (0x,0y) par un antidéplacement ; on dit

N
que (Ox,0y) et (Oy,0x) sont des angles opposés.

Autres définitions

Y%

) On considére un couple de demi-droites (Iu,I'u'),

Py - l'angle représenté par ce couple sera par défini-

gt tion 1l'angle (& x,Ry) si, L étant un point quel-

~. conque du plan,f2x et {1y sont respectivement pa-
\\t“~ o ralleles a Iu et I'u' et de méme sens.

/\ ) /\\
(Iu,I'u') = (42 x,42 y)
Si les supports des demi-droites Iu et I'u' sont

des droites sécantes en un point A, alors on peut poser
N N
(Iu,I'u') = (Au,Au’)

. . @ -,7
On pourra de méme définir l'angle des deux vecteurs non nuls U et V comme
=Y -_—p
angle de demi-droites ayant respectivement comme vecteurs directeurs U et V.
=%
¥

= / TP = @)
a-)’

- On notera la "conservation de 1l'angle" par translation, symétrie centra-

le qui sont des déplacements.
On vérifiera que 1l'homothétie "conserve aussi les angles" (fig.3).

Par contre la symétrie axiale ne conserve pas les angles, elle Fraasforme un

angle en son opposé (fig.4)
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. Exercices

ex_1l : On considere deux droites paralléles xx' et yy' et une sécante zz'
1 ! 1 ! - ( ! .] 3
telles que xx' N\ zz' = {A} poyy'n zz' o= ﬁA ] (fig. 5).
Trouver dans la figure 5 de la page tous les représentants de 1'angle
N\
(Ax,Az) d'abord de fagon intuitive, puis en Justifiant a 1'aide des résultats

du cours.

Commentaire

Ne pas oublier Les couples tels que (Ax,A'z) par exemple

~~ ~
Mémes questions avec (Az,Ax') ou (Az,A'y') etc....

ex 2 : A propos de la construction de droites paralleles. On rappelle le
résultat suivant ; étant donné 3 points M,N,P il existe un point Q unigue
tel que (M,N,Q,P) soit un parallélogramme, Q est 1'image du point P par la

translation de vecteur ﬁﬁi

Soit trois points distincts A,B,C . On construit le cercle r: de centre
B de rayon AC et le cercle r; de centre C et de rayon AB.
Ces deux cercles se coupent en deux points O et D' ; on appelle D celui des

deux points qui n'est pas du méme cdté que 4 par rapport a B8C (fig.6).

1) Montrer que le quadrilatére (A,B,C,D) est parallélogramme.
2) Montrer que le quadrilatére convexe formé a partir des points A4,8,C et
D' est un trapeéze isocele.
a) pour quelle disposition des points A,B et C peut-on avoir
D' = A. On éliminera ce cas.
b) montrer que D et D' sont Expétriques par rapport a (BC)
c) Montrer que les angles (éﬁ,gﬁ) et (53,53) sont opposés.
d) montrer que A et D' sont symétriques par rapport a une droite
(&) que l'on déterminera.

e) en déduire que (AD') est paralléle a (BC).

Commentaine

1] L'un des deux quadrifatéres construits avec Lo points A,B,C,D d'une part
A,B,C,D" d'autre part est nécessairement un paralléfogramme car AB = CD =CD'
et AC = BD = BD!

On &Limine D' car AD' devrait &zre une diagonale et done A et D' devraient
etre de part et d'autre de BC.
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Z) Le quadrilatine |A,B,C,D) est sukvant que A est d'un cdté ou de 2'autte
de £a médiatrice de (BC),un quadrilatéire convexe ou croisé ; et a4 A appat-
ient a La médiatrice de (BC) alors 0' = A.
3) Pour Les questions 3,4,5 N
. £es angles (Cu’ CB) et (CB',CB) sont opposes (symétrie par appert
a BC) ; (CD, Lﬁ) et(bK EC) sont egaux (alternes inteines)

- on utilise La syméindie axiale d'axe A médiatrice de BC.
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III - ROTATIGONS

. Exemples concrets oU interviennent la notion de rotation

* toue d'une loterie
* manege
* fermeture a baonnettes

* moulin a vent ...

. Manipulations
19) Considérons une lettre F.
Construire une image obtenue aprés lui avoir fait subir un
huitieme de tour autour du point A.
Commentaire
18 deux sclutions possibles, d'od on dégagera Le sens
C 29) Méme probléme avec les points B et C.
x J ,
. Commentaire
. IZ s'agit de §aine comprendre que fa rotation ovére sur
tout Le plan. Le point invariant n'est vas nécessairement
sur F.
. Définition

A
Etant donné un point 0 et un angle o (orienté) on appelle rotation

N
de centre 0O et d'angle &« 1l'application de QP dans lui-méme qui

associe a tout point M le point M' tel que

{OM’_:\OM'
iy -~
(OM,0M') = o

. Remargues
* La rotation est un déplacement, elle conserve donc les dis-
tances et les angles orientés (d'aprés les manipulations).
* Une rotation transforme un segment EB] en un segment [A'Bﬁ
de méme longueur
2 [p8] = {M / d(A,M) + d(A,B) = d(A,B)}

a;,.,,lZ——;—~——“"“ La rotation est une isométrie.
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Par conséquent d(A,M) = d(A',M')
d(M,B) = d(M',B")
d(A,B) = d(A',B")

Par suite l'image de [AB} est{h’BQ

Une rotation transforme une demi-drcite en une demi-
droite, une droite en une droite, un cercle en un

cercle de méme rayon.

Exercices

1/Construire un triangle équilatéral ABC dont les sommets sont sur trois

droites paralleles.

=2 2"; Ty Commentaine
2 k On g4xe L'un des sommeld, A par exemple; ayant consta-
™ e que C se déduit de B par une rotation de centre A
\J langle 60° ou -60°) on obtient C comme <intersection
- \ . de £'une des droites parallifes avee £'image de cefle
i >< qui contient B . Pan  sxiwm ple C: ) nys. quan& B

L sF Vante'cldent oe cC.
Méme guestion avec un triangle rectangle isocéle, avec un triangle isoc2le

ayant un "angle au sommet' de 20°.

2/S0it i; et i,/deux droites sécantes et A un point n'appartenant ni a €T
ni a D’ . Construire un triangle équilatéral ABC tel que BED et CE€D
. 4 « . .
* Si o = 0 la rotation est 1'identité dans le plan
A ~
Si « = p la rotation de centre 0 est la symétrie centrale de centre Q.
LN A
*S1 L # 0 la rdation n'admet qu'un seul point invariant, son centre
* La rotation est ure bijection du plan dans lui-méme, 1'application réci-

proque est la rdtaion de méme centre et d'angle opposé.

point (A',B') lorsque AB=A'B' et (AB)//(A'B').
(Envisager tous les cas possibles, A=A', AZA' cas ou les média-
trices de (A,A') et (B,B') sont confondues).

2) Méme question en envisageant des segments fABJ etl}'BJ a la
place des bipoints.

3) Soit un point 0 et un triangle scalene- (A,B,C)(c'est—é—dire ni

rectangle, ni isoceéle), on construit son image par la rotation de
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centre 0, d'angle 1/8 tour dans le sens des aiguilles d'une mon-
tre. Trouver tous les représentants del'angle de la rotation

dans la 'f-'%urt- Pormet Pu. le f'/u.'ama‘l'- " Sonm \.mq,qc.-

IV - MESURE DES ANGLES

Commentaine

Prérequis. On salt mesurern fes angles géoméiriques avec un 4appodtewd(JL7¢¢ )

PLan 1) Dans fa transgormation d'une gigure par une rotation on ne
connalt que L'état indital et L'état f4inal.
2) Balayage du pfan pour passer de fa posdition initiale a fLa posi-
Tion f4nakle en effectuant plusieurs tours
3) Ondentation du plan (2 sens possibles)
4) Mesure des angles orlentés.

. Imaginons la roue d'une loterie comportant 12 numéros. On s'intéresse au
n® 1, on fait tourner la roue et on repére la nouvelle position du n° l*
(fig. 7 p. |6 ).

Appelons L x la position initiale et Ly la position finale occupées par

le n° 1. Quel trajet a-t-il effectué ?

Commentaire

Ou bien 4L est passe directement dedl x a Ly (La roue a &t trés faiblement
Lancée).
Ou bien elle a fait plusieurs touns dans un 4sens ou dans un autre.

On remarquera qu'elle a pu gaire un 1/6 de tour dans Le sens des alguilles
d'une montre ou 5/6 de tour dans £e sens {nverse.

P
. Quels nombres peut-on associer a l'angle (L2 x,{y) ?

Commentaire

60 a drodte, 420 a droite (quand onm a effectué un tour)... (60+kR360) & droite
(quand on a effectué k tours, R € N).

300 a gauche, 660 a gauche (quand on a effectué un tour)... (300+R360) @ gau-
che (quand on a effectué k tours, k € N) ("droite" signiflant sens des aiguilles
d'une montre)

* axiome : la roue ne peut s'arréter qu'en face d'un numéro.
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. On dit qu'un cercle est parcouru dans le sens positif, ou direct, ou

trigonométrigue (on dit aussi que le plan est balayé dans le sens positif,

ou direct ou trigonométrique) lorsqu'il est parcouru dans le sens inverse

des ailguilles d'une montre.

Le sens contraire est appelé sens négatif ou indirect.

P x

. Revenons a l'exemple dela roue de la loterie

N
a) A l'angle ( L x, LLy) (lorsque l'unité est le degré) sont associés les

nombres :
- 60 ; -420 ; -60-k360 (k € N),...
+ 300 ; +660 ; +300 + k360 (k € N),...

N
On est amené a dire que les nombres associés i (L x,82y) (lorsque l'unitsg

est le degré?sont de la forme :

- 60 + k360 (k€ 2).
AN

Chacun de ces nombres est appelé une mesure en degré 1'angle (42 x.SLy)
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Un angle admet donc une infinité de mesures en degrésqui different entre
elles d'un multiple cde 360.

Par exemple, les nombres -60 et +660 sont des mesures du méme angle car
(660 - (-60) = 720 = 2x360) ; leurs différences sont des multiples de 360.
On dit que -60 et A60 sont congrus modulo 360 ; on écrit -60a= 660 (360).

La mesure comprise entre -180 et + 180 est appelée mesure principale

Exercices

1) On considére un cercle de centre 0 et un point A de cercle E . Construire
sur & les points Ml’MZ"°'Mk"' tels qu'une mesure en degrés de l'angle orien-
té de la demi-droite OA vers chacune des demi-droites OMl’OMZ""OMk°" etc.
soit respectivement :

3450 ; 30 ; -60 ; -690 ; 120 ; 1380 ; -300 ; - 1680.

2) Soit Ax une demi-droite ; déterminer toutes les demi-droites Ay telles
N\
qu'une mesure en degré de (Ax,Ay) soit de la forme suivante :
20 + 180 k ; =30 + 90 k ; - 240 + 120k ; 45 + 60k ; 80k k&€ 2.

3) Déterminer par leurs mesures principales les angles dont une mesure en
degrés, notée x, est solution de l'équation suivante : (faire une figure)
2x = 60 (360 ; 3x= 90 (360) i 4x = 0 (360)
6x = 180 (360); 4x = 160 (360) ; 2x= x + 20 (360)
3x = 60 - x (360)

Commentaire

1€ est diggdicdle d'étre satisfalt du chodix d'une notation pour une mesure ;
, .. N
en efpet L on désigne par exemple par meéd(Ax,Ag) une mesure en degrés de
— N . PN ~
2'angle (Ax,Ay) , mo./.sd(Ax,Ag) symbolise un nombre défini a 360 prés.

b) Une mesure en degrés de l'angle nul est O
—~
mesd(Ax,Ax) = 0 (360)
Deux angles opposés ont des mesures opposées

~—\ S
mesd(Ax,Ay) = - mesd(Ay,Ax) (360)

Commentaine

3
0]
<

On nemarquera £'analogie avec AA

b
[oal
"
]
&



= 3 =

N | . , .
2, Le cire'z trigonométrique

* On appelle radian 1'angle géométrique formé par deux demi-droites Ax,
Ay qui intercepte sur le cercle de centre A et de rayon 1 un arcde lon-

gueur 1.

N\
* Sur un cercle de centre A et de rayon 1, un arc AB a pour mesure en

radians sa longueur.

-~
* Soit « un angle géométrique ; (Ax,Ay) un représentant de cet angle, on con-

|.§/

sidere le cercle de centre A de rayon 1 et 1'arc
N

BC intercepté par Ax,Ay.

Par définition :

A
la mesure en radians de «& est égale a la longueur

) N\ , . R

de BC, est encore égale & la mesure en radians
-

de BC.

Par exemple, l'angle plat mesure 1V radians (la

longueur d'un demi-cercle de rayon 1 est égale a ).

Commentaire

Pour mesurer un angle ondenté en aadians. o reut e faine La méme construction
que celle qud a &té falite en degrés en remplagant 180 par T .

Le raddian étant L'unité qui dans La suite sera La wlus utilisée on peut
adopter La notation mes(Ax,Ay) pour désigner une mesure en radians de £'an-
ale (Ax,Ay). (Icd mes n'est pas indicéd).
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V- RELATION DE CHASLES - COMPOSITION DE ROTATION

. Relation de Chasles sur les mesures des angles

Commentadire

Nous ne défininons pas d'addition sun £'ensemble des angles, aussd La aelation
de Chastes est-elle donnée pour Leuns mesures, elle s'expriarera donc sous

—
forme d'une congruence modufo 2H .

SoitQx, Ly et 4L z trois demi-droites.

Considérons le cercle ¥ de centre 41 , de rayon 1.
Cna==1[A} ; fnﬂj:(fi}j CTnily= {Cj)

Soit 99 la mesure en radians comprise entre 0 et 27]

de (& >:\.S'Ly) (0 £ 6, ¢ 2T), et &, la mesure en

radians comprise entre 0 et 2W de (L2 y/,\.Q. z)

(0 £&, < 2T).

Deux cas de figures peuvent se présenter

a) 9’,4-94 est la mesure en radians comprise entre O

— N
et 20 de ( x,f2) (0 e, +8 £ 27)

b)S,+6, estla mesy\re en radians comprise entre
2T et 4T de (2 x,R 2)(2 ¢ &+&, L 4T),

Y

\&

D'ou

. N —\ ~—\
mes( L x, L2 z) = mes( JLx,<L y) + mes(SLy, L z) (2F

4/

Commentaire

Remarquons L'analogie avec fa refation de Chasfes pour fes mesures algébriques

AC = A€ + BC
Cn pourra parfer aussi de relation de Chasfes soustractive
P N PN -
mes(Ll x, ] - mes(Lx,&y) = mes( Ly, 2z) (27 )

de méme que £'on écrit BC = AC - AC

. Conséguence pour 1'angle d'une demi-droite et de son image par une rota-

tion

A
Soit la rotation r(Q0, o« ), Ax une demi-droite A'x' son

image par la rotation donnée :

P PN A ~\
mes(Ax,A'x') = mes(Ax,0A) + mes(OA,0A')+mes(0A'A'x")
(21
D autrﬁ‘part A

mes(Ax,0A) & mes(Ax' ,07\'> (2%)

(car la rotation "conserve les angles")
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Ce méme
~\

-
me{A'x',di')s - mes (OA',A'x') (27 )
P —>/\—o
D'ot  mes(Ax,A'x') = mes(0A,0 ') (2T )

Exercice :

On considére une droite D et un point O n'appartenant pas 2 W/ , soit J;/
1'image de ' dans la rotation de centre O et d'un quart de tour dans le

/ . ’
sens trigonométrique. Construire D'. Soit A€ L nd ; déterminer Al an-

técédent de A par la rotation et AZ image de A par cette méme rotation.

Soit M € D | trouver des constructions de 1'image de M par cette rotation.

Commentaire

Donner Le maximum de rensedignements sur La figure, pat exemple fa composée de
Z rotationsd'un quart de tour dans fe sens trigonométrique est fa symétrie de
centre 0.

. Composition des rotation de méme centre

Commentaire

C'est une conséquence imeédiate de fa relation de Chasles. On notera L'impor-
Tance du groupe des rotations de méme centre opérant sun Le plan

A A
Soir t rl(O, <, ) et rZ(O, 4, ) deux rotations

On a oM o= oM' = oM"
—\ N\ N\
(mes(0M,0M") = mes(OiH,0M' )+mes(QM'OM"™) (2 T )

A

Tpaly est la rotation de centre O et d'angle £ tel que
A A
mes £ I mes -, + mes «, (2 )

VI - ANGLE AU CENTRE - ANGLE INSCRIT

cf. § III page du chapitre "ROTATIONS-ANGLES"
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Ch. 2 ROTATIONS - ANGLES

I Rotations

II Angles

III Angle inscrit et angle au centre
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I - ROTATIONS

A L'adlde du déplacement d'une feudlfe de papler calque lavec ow sans 10 tcut-
nement), on peut dégagen La noiicn d'isombtrie, de diplacement ot d'anti-
déplacement d'un plan.

1L semble drportant d'insdister sun fe fadt qu'on 4'intéresse uniquement aux
applications, c'est-a-dire qu'on n'étudie pas, sauf <indication contraire,

Le mouvement, mais qu'on observe unlquement L'"itat initial" et L'"etat Ainal".
q q

Activités : On donne la figure 1, dans laquelle BCDE est un parallelogramme

. On considere les déplacements Fl a FS définis par :

DA
£ .

£ AD—=C £ .\ C—C . (B=D AB—8B
) 4 (C—A 5 "(E—8B

1ile—»s T2 lg—e B ijcme f

Construire & l'aide d'un calque les images de chacun des points A,8,C,D,E

par chacune de ces applications.

. parmi ces déplacements y en a-t-il d'un type connu ?

. mémes gquestions pour les antidéplacements Fé a F9 définis par

f fo @ ¢ Fa &

B—B _
C—C 77 1 A=cC 8° |u~8 9

Ny

N { C—A VP s A \ B—B
6 — A

. peut-on définir de cette fagon, a l'aide des points A,B,C,D,E d'autres

isométries ?

. quelles sont, parmi les applications Fl a F9 celles qui sont égales a

leur réciproque ?

La mise en page de La fdgure n'est pas fortuite ; elde st congue ce fagon

que tous fes points cherchés sodent sur fLa feuille. On powrra rajouten ulzté-
rdeurement d'autres points pour faire comprendie aux $L3ves que tous fLes points
du plun ont une image, et pas seufement ceux qui sont représentes. On pouria
AASL falrne composen certaines applications.

On dedudiru de ces activités Les propriétés sulvantes :

1 - Soit f une isométrie d'un plan P ; pour tout couple (A,B) de Pz,

on a : A'B' = AB, ot A' = f(A) et B' = f(B)
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2 - Etant donné deux couples de points (A,3) et (A!B') tels que A # B
et AB = A'B', il existe un unique déplacement f tel que f(A) = A' et f(B) =B',
et un unique antidéplacement g tel que g(A) = A' et g(B) = B'.

3 - Les isométries sont bijectives ; la composée de deux isométries est
une isométrie, la composée de deux déplacements est un déplacement, la

composée de deux antidéplacements est un déplacement.

3 bis - Une symétrie orthogonale par rapport a une droite est un anti-

déplacement.

4 - Soit f une isométrie, A et B deux points distincts et A' et B' leurs
images par f.
. 1'image de la droite (AB) par f est la droite (A'B')
. 1l'image de la demi-droite [A,B) par f est la demi-droite [}',B'
1'image du segment CA,B] par f est le segment [A',B']
1'"image par f du cercle de centre A et de rayon R est le

cercle de centre A' et de rayon R.

Rotations : Z'étude des déplacements ayant un point Lnvardiant 0 montre que

2'on peut obtenin une telle application en faisant touwrner e calque autour de
D'oa fLa :

Définition : un déplacement ayant au moins un point invariant 0, est appelé

rotation de centre 0.
Propriétés : (pouvant se déduire assez facilement des propriétés 1 a 4)

5 - 5i une rotation a deux points invariants, c'est 1'identité (en vertu

de 2 et du fait que l'identité est un déplacement). On en déduit
6 - Une rotation qui n'est pas 1l'identité a un unique point invariant

7 - Une rotation est déterminée par son centre 0, un point distinct de 0

et 1'image de ce dernier (cas particulier de 2)

8 - La composée de deux symétries orthogonales par rapport a des droites
sécantes en 0 est une rotation de centre 0 (d'apés 3, c'est un déplacement,
et 2 Laisse 0 invariant)

9 - Toute rotation de centre 0 peut s'exprimer comme compaosée de deux
symétries orthogonales par rapport a des droites sécantes.
(S04t 2 une rotation de centre 0 ; 44 x = id_, Le résultat est {médiat ;
AL 1 # Ldp, 204t A # 0 et A'= nlA) ; on appelle D fa droite QA et D' La



médiatrice de (A,A') ; D et D' sont sécantes en 0, donc SD,a SU(O) =0 ;
d'autre part SD'° SD(A) = A" ; d'aprés § SD,o SD est une rotation, et d'aprés

7 Sh10 S5 = o).

i v

Complorent : tout déplacement du plan est une rotation ou une translaticn.
(On a ajoutéd cette propriété can on peut en donner une démonstration simple
a L'adde de ce qud précéde].

Deémonstration :

Sodt ¢ un déplacement de P et A un point de P.

On pose A' = 4(A) et A" = 4(A7).

S< A= A, § est une rotation de centre A (Eventuellement LdPJ. On suppose
dans fa suite A # A'. Par conséquent, A< on trouve un déplacement g ted que
glA) = A" ez glA") = A", g = 4.

§ etant une Lsométrdie, onm a : AA' = A'A" (1)

len cas = A,A",A" sont alignés. Compzte tenu de (4) on a :
- - -> —»
AAT = ATAY ou  AAT = -ATAY
. 4 é -
L AAT = ATATM o AN = tlA) et AT = 2(AY), £ étant La translation de vecteux

A, Done § = t.

(5]

- —
o SLAAT == ATAT o alons AT = A

S etant La syméirdie par rapport au milieu de (A,A') A' = S(A) et A" = S(A').
Donc § = S

Zeme cas : A,A',A" non alignés. Soit D fLa médiatrice de (A,A') et D' fa

meédiatrice de (A,A") ; fLes points A,A',A" n'étant pas alignes, U et U' sont

secantes en un point 0. Sv,a SD est done une rotation de centre 0. Or :
S50 SD(A) = Sp (A7) = AT (can A'e D' d'aprés (1))

SD’” SD(A')= Sh(A) = A"

DI

Done ¢ est La rotation SD'° SD

Activités

* Construction sans calque de 1'image d'un point par une rotation : On donne

la figure 235 construire sans calque les points r(B), r(C), r(D), r dtant la

rotation de centre 0 transformant A en A'.
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12 est possible que fLes &léves prononcent Le mot "angle” et proposent d'utdili-
sen un rapporiewn ; ceda peut condtituern une bonne {ntroduction au paraghaphe
sudvant. Plus généralement, pourra prendre en compte toute suggestion des
0loves. 18 paralt aussi intéressant de signaler fLes méthodes sulvantes, méme
A4 Les eleves ne Les ont pas envisagées spontandiment :

- méthode dite du "coin numéroté"

On natérialise fe secteur angulaire saiflant AOA' dans du papier, en ayant

s04n de distinguen (outre Les deux gaces) Les deux bords |numérozés 1 et

Z par exemple). SL on cherche £'image de B, fe "coin numérotd" ainsi cons-

it permettra de trouver fa demi-droite image de [0,B) (prop.4) : On

fait coincider Le bord 1 avec [0,B) ; fe bord 2 donnera La demi-droite cherchée ;
Le point B', image de B par La rotation, sera alors déterminé, sur cette demd-
drodite par : OB' = (OB. Méme chose pour C et D.

- méthode a fa rlgle et au compas

Soit M # 0 et M = alml  ;  soit €, fe cercle de centre 0 et de rayon OM
et f,_ Ze cercle de centre A et devayon AM.

ve T, NE, dome e alS )N a2 ; alB ) =¥ etall lest Lo cor-
cle C! de centre A' et de rayon (A,

Ter_cas : 0,A,M ne sont pas alignés. fi et @z_ 4¢ coupent en deux points ;
T et Ez‘ se coupent donc aussé en deux points. Le probléme est de savoir £e-
quel de ces deux podints est w'. On peut se contenter de fe trouver sur La
gLgure (§4g.3) ou bien faire Le raisonnement suivant : 504t S La Aumdtrie
onthogonale par rapport a fa médiatrice de {A,A') ; posons 4" = S(i) ; €1
est invardiant par 3 et S(?,.) 2 ‘6'; , done " € ‘ein‘e,. ; A04E d'autre
pakS' La syméirie orthogonale par rapport & (0A') ; on a S'o S = a (voin
plus haut), done M' = S'{M") ; Les podints 0,A,w n'étant pas alignés, 0,A' "
ne Le sont pas, donc S'(M"') # WM™ ; M' est done Le point d'intersection de
€L ez €; qui n'est pas M".

Zeme_cas : 0,A,M sont alignés. M € (0A), donc ' € (0A') ; d'autre part
OM = OM' ; (€ en r8sulte que M appartient d £'intersection de (0A') et du cer-
cle de centre 0 et de rayon OM. On remarque de plus que MU' € [O,A’J SL et
seutement si M o€ [0,A).
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* Recherche des centres des rotations transformant un point A en un point A'

* Recherche des centres des rotations transformant un couple (A,B) en un
couple (A',8') : soit A,B,A',R' tels que AB # U et AB = A'B'. Chercher les ro-
tations r telles que A' = r(A) et BR' = r(B).

Pour Les &f2ves, on pourra se contenter de £'étude d'un cas simple. Vodicd tou-
tefo4is une etude détaillée de ce probléme.

S4 4L exdste une notation n répondant a fLa question, son centre 0 appartiont
aux médiatrices A et A de (A,A') et (B,B').

len cas : Anp = ¢ : AL n'exdiate aucune rotation thansgoimant

(A,B) en (A",B'"]) [(Le déplacement transformant (A,B) en (A',B') est une trans-
Lation) .

-~ ‘ . . . .
20me cas : A = A (44g.4) ; s04it T un point de O et x fLa rotation de

-

centre T telle que n{A) = A’ ; appelons S et S' Les symétries onthogonates pat
napport & QA et IA' ; onar = S'o S,
Or S'o S(B] = S'(B'") ; donc 2(B) = B' 44 et seulement 54, 3'(B') = B', clest-
a-dire 44 et seufement 4L B'€ (IA').
On en dédut :

- 4L (AR NA = 9, L2 n'existe pas de rotation transformant (A,B) en
(A",B"). (Le déplacement transformant (A,B) en (A',E') est une translation).

- 44 (A'B') et B sont sécantes, Lo point O cherché est Lo point d'in-
tersection de (A'B') et A .

3ame_cas : A et N sont steantes (§4g.5) ; s0it 0 fe point d'inten-
section de A et A’ et 1 fa notation de centre 0 transformant A en A'. Mon-
thons que n(B) = B'.

Soit B" fe symétrique de & par rapport & [ . Considérons 2o cercle @ de
centre 0 et de rayon 0B et fe cercle ©'de centre A' ot de rayon A'B'. On

sait que 21B) € €nQ’ .01 B € €nE et B e €ne’ lcar 0B = 0B

et A'B" = AB = A'B') ; d'autre part B' # B", puisque A+ A’ ; fes cercles

C et ©f stant distinets lcan fours centres fe sont), ona: e’ ={ ',B"}.
S04t S La symétrie onthogonafe par rapport & A et S' fLa symétrdle orthogonale
par rappork a (0A') ; on sait que n = S'o S ; donc #(B) = S'(B") ot S'(B") = B,
0A" dtant axe de symétrie de € ot €.



ot 3]
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II - ANGLES

lére méthode

1°/ Angle d'une notation :
On fadlt Lcd inteavendin Les mouvements.

La définition d'une rotation a failt apparaltie comment (L'application)-rotation
pouvalt se déduire du mouvement-rotation.

S04t une rotation n de centre 0 transformant un point A (distinet de 0) en A'.
SC L'on marque 0 et A sun un calque L y a une infinité de maniéres d'amener

A surn Al en gaisant tourner Le calque autour de 0.

Pour décnire un el mouvement, on est amend & précisen fe sens dans Lequel cn
fact towrner fLe calque lon suppose qu'au cours d'une mandpulation on Le fait
toujours tourner dans Le méme sens) et La "quantité" dont on Le fait towwnen ;
L semble naturel d'évaluer cette "quantiti' en tours et "{ractions” de tour.
De plus, on agfecte un sdgne conventionnel & chague sens lon oriente ainsi Le
plan). Deux tels mouvements d.ifférent alors d'un nombre entier de tours.

On appellera mesure en tours de La rotation 2e nombre caractbrisant £'un

quelconque des mouvements de rotation correspondants. A partin de 2a (par
ddvisdion du tour] on peut définir fes mesures en degrés et grades ; La mesure
en rad4ans, d'ordigine différente, sera étud<ée au paragraphe YT Chapitie 3

On dira que deux rotations ont le méme angle si elles ont les mémes mesures.

29/ Angle orienté de demi-droites :

Soit (0x,0y) un couple de demi-droites de méme origine. Il existe une unique
rotation de centre O transformant Ox en Oy. Si le réel & est une mesure de
cette rotation, on dira que o est une mesure de l'angle orienté (O;?by). On
peut alors remarquer que -4 est une mesure de 1'angle (D;Tbx). Ceci permet

de justifier l'expression angle orienté. On peut aussi & cette occasion intro-

) -~ ~~
duire le terme angles opposés.(0y,0x) est 1'opposé de (Ox,Qy).

Pour la suite et les activités, voir apreés l'exposé de la 2&me méthode.

2eme méthode (dite du "coin numérotg")

On dira que deux couples de demi-droites (Ax,Ay) et (Bz,Bt) gont (ow définis-
sent] Lo méme angle A4, et seulement si, L% correspondent a un méme "coin
numénote” (voir page 23 ), c'est-a-dire que fa rotation qui transforme Ax en
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Ay et celle qui transgorme Bx en BT sont associées au méme coin numéroil :
PO A\
Notation : (Ax,Ay) = (Bz,Bt)

Remanque :  On peut atnsd défandin L'angle d'une rotation de centre 0 : 44

Moest un peint quelconque du plan, distinct de 0, et W' son
N\ .

anage, c'est £'angle (OM,0M') (On note adinsdi L'angle du ccuple

de demi-droites ((OM), TOM')), pcutr alléger z'écn&cuae)g

On défindt ensudite La mesure :

Les eléves savent mesurer un secteur sallant a L'alde d'un rapporteur. Pour
mesurer L'angle ondente (Ax,Ay), <€ suffira d'adfoindre a La mesuwre du secteur
saillant xAy un sdgne, + ou - sulvant fLe sens dans Lequel (L seralt "balayé'
par une demi-drodte d'orndigine A, de Ax vers Ay. La mesure qu'on obtient est
La mesure" princdpale”; Les autres A'obtiendront & partin de La composdition des
rotationsd.

/Partie commune aux deux méthodes/

Activités :

* Découper un disque de 6 cm de rayon dans du papier, et par pliages suc-
cessifs, fabriquer un rapporteur gradug en 16°S de tours ; le tour correspon-
dant & 360°, a combien de degrés correspond le 16° de tour ? Porter sur le
disque les graduations en degrés correspondant aux subdivisions. (Attention

au sens).

* Etant donnés deux points 0 et A, construire les images de A, par les ro-
tations de centre O et de mesure : 3 seiziémes de tour ; -5 seiziéme de tour,
1,125 tour, 41%,5°, etc (en utilisant le rapporteur en papier), 73° ;

250° ; -25G° ; 432° ; etc... (en utilisant un rapporteur du commerce).

Les 6léves ayant Le plus souvent un rapporteur "demdi-rond", LLs devront
4'adapter.

* On donne la figure 6, déterminer a l'aide d'un rapporteur, des mesures

en degrés des rotations de centre 0 transformant A en Al; A en AZ; etc.

( A1 et AZ sont symétriques nar rapport a (0A) ; A et A3 sont symétriques par
rapport a 0).
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* Composée de deux rotations de méme centre : On considére deux rotations

Ty et r2 de méme centre 0, définies chacune par une mesure de leur angle. QJuel-

les sont les transformations rZo rl et rlu I's ?

On thaitera ce probléme sur des exemples vardés.

La composée de deux rozations de centie 0 est un déplacement qui faisse O
dnvardant ; c'est donc une rotation de centre 0. Le probléme est donc unLque -
ment de déterminer une mesure de L'angle de La composée. S{ on a choisi fa
Zeme méthode on mettra awnsi en évddence La pluralité des mesures d'un méne
angle. Quelle que 404t fa méthode choisde, if faudra, bien entendu faire appa-<
raltre des cas od fa valewr absolue de La somme des mesures en degrés de

r, et n, excede 360.

1 Z

On déduira de cette étude :

- Si o, est une mesure de r, et & une mesure de r , X+ est
1 1 2 2 1 ]

une mesure de Tjo To, d'olu :

-~ ljo T, =Ty
- étant donné 3 demi-droites Ox, Oy, 0z de méme origine, si & est

A\
une mesure de (0x,0y) et @ une mesure de (0y,0z), « +(3 est

A
une mesure de (0x,0z).

* 1térés d'une rotation : On donne deux points 0 et A ; on appelle r la

rotation de centre 0, de mesure 80° ; construire Al = r(A) , AZ = r(Al), ete. ;
A~

donner des mesures des angles (DA,UAl), (OA,OAZ), etc.

On a choisi 80°, car §0 = Zﬂ , ainsé 360 n'est pas un multiple de 80,

80 + 80 < 180. On pourra faire remarquer que La rotation de centre 0 quA
thansgorme A en An est 2"

* Image d'un couple de demi-droites par une isométrie

On constatera a {£'aide du calque ou du coin numéroté Leos PAOPALELEs sulvantes :

- Soit 0x,0y deux demi-droites et f un déplacement ; on appelle 0'x' et
0'y"' les images de Ox et Q ar f ; on a :
Y g o y p By
(0x,0y) = (0'x",0'y")

- Soit (0x,0y) deux demi-droites et g un antidéplacement ; on appelle
0"x" et 0"y" les images de Ox et Oy par g ; on a :
N\ P
(OX,D)’) = (O"yl',O"X“)
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III - ANGLE AU CENTRE ET ANGLE INSCRIT

Théoréme : Soit A,B,C trois points (distincts deux & deux) d'un cercle de

—_— AN\

centre 0 ; si ol est une mesure de 1'angle (CA,CB) (on note ainsi 1'angle du
N\

couple de demi-droites ([CA), [CB))), 2« est une mesure de (OA,UB).

Démonstration :

lére étape : On suppose les points 0,C,B alignés (Fig.7) .

Soit H le milieu de (A,B) ; on a :
ey e

- -
OH =% CA et OB =% CB

A~ -~
Donc, par translation : (CA,CR) =(0OH,0B)
D'autre part,/l? droite (OH) étant la médiatrice de (A,B) on a , par
.
symétrie : (0A,OH) = (OH,O0B)
) N N
Soit o une mesure de (CA,CB) ; o est donc une mesure de (0A,QH) et de
~ P
(OH,0B) ; 2 est donc une mesure de (0A,0B).

2eme étape : Cas général (fig.8)

Soit C' le point diamétralement opposé a C ; soit ™ une mesure de
~ A~

(CA,CC') et B une mesure de (CC',CB). s

C'aprés le premier cas, 2 est une mesure de (0A,0C') et 2> une

N Py
mesure de (GC',0B). Donc 2 + 2> est une mesure de (0A,08). Or
N
X +(3 est une mesure de (CA,CB).
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Ch. 3 -TRIGONOMETRIE

I Le Radian

II Le cercle trigonométrique

III Fonctions trigonométriques



I - LE RADIAN

Considérons deux cercles C et C' de méme centre 0 et de rayons R et R' ;

C' est 1l'image de C par l'homothétie de centre 0 et de rapport 14 = g :
On sait que cette homothétie "multiplie les longueurs" par rl ; S1 on appelle

L et L' les longueurs respectives de C et C' on a donc :

L'=AL:%L . d'oy
Lt L
R R

Le rapport %-est donc indépendant du cercle considéré ; on le note || .

Pour le calcul de.Tr, voir chapitre : Approximation d'un réel par des suites.

Probléme : Soit Ox et Ox' deux demi-droites et C un cercle de centre 0 ; on
appelle A et A' les points d'intersection de Ox et Ox' avec C ; on appelle
D la droite passant par A et orthogonale a (OA)(F}a. 4).

On suppose que D est constituée d'un fil souple et inextensible et qu'on

l'enroule sur C ; quels sont les points de D qui viennent coincider avec A' ?

Solution : Soit TT le vecteur unitaire de D, tel que la demi-draite (A,0)
"s'enroule dans le sens direct".

Soit g, Ml’ MZ,... les points de D d'abscisses positives répondant a la
question, M, étant le plus proche de A. La longueur AM, est égale a la dis-
tance qu'il faut parcourir sur le cercle pour aller de A vers A' dans le
sens de la fleche. Si X est la mesure en degrés comprise entre 0 et 360 de

TN
1l'angle (0A,0A'), cette distance est égale a ?%5 x 2TV R

D'autre part, deux points consécutifs de D répondant a4 la question sont dis-

tants de 2 TY R. Appelons eo)@,,) 63_,... les abscisses de i“io,i‘VIl,ivlz,,.. dans
. -
le repere (A,d) ; on a donc :
Xg = 3%% x 20 R
x, = O+ 2TTR
Xy = e°+ 4TVR
= e+ ®TTR ou g €N

De méme, soit @1 . les points de D d'abscisses négatives 624/612,...

t,
répondant a la question. On a :
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x, =6, - 2T R
x, = 8, - 4TUR
xk:eo— 2k TU R ou kEM

On a donc, pour tout k de Z:
Xp = X ¥+ 2= T R

NN
On sait, par ailleurs que les mesures en degrés de (0A,0A') sont les nombres

de la forme o + 360 k, oU R € Z; posons o, = + 360 k ; on a, pour

R
tout k € Z:
4
Xk:(m'#k) XZTrR
Xy = (£ + 360‘!))(2—372.6—R
_
% = Tgg X R
Si 1'on pose ek: I%TE) °<k , on a :
Xy = ekR
N

est appelé mesure en radians de l'angle (0A,0A') et on a :

O =8, + 2k T

Deux mesures en radians d'un méme angle différent d'un multiple entier de 2T%

En revenant au probleéme étudié, si R = 1, les abscisses des points M, sont

. Py k
égales aux mesures en radians de 1'angle (0A,0A").

Exercice : Quelles sont les mesures en radians des angles dont les mesures

en degrés sont : J,30,45,60,90, etc..?



IT - CERCLE TRIGONOMETRIQUE

On appelle cercle trigonométrique un cercle de rayon 1, sur leguel or =z

choisi un sens et une origine A (le sens choisi est habituellement le sens

inverse des aiguilles d'une montre, qu'on appelle sens trigonométrique).

On considere un tel cercle C (Fig. 2) ; soit O sont centre. On appelle &
la droite orthogonale en 0 & (0A) ; soit Bl et BZ les points d'intersection
de C et ZS, et A' le symétrique de A par rapport a 0. /A est donc la média-

trice de (A,A') et, la symétrie orthogonale par rapport a2 A étant un anti-
déplacement, on a :
N N
(0A,08)) = (0B ,0A")
. . /\
Soit X 1la mesure principale de (OA,OQQ; d'aprés Chasles, 2 est donc une

N .
mesure de (0A,0A') ; or, TV est une mesure de cet angle, d'ou :

2 = T0+ 2k ¥
A = T‘-—'_-ﬁ- KTV
I1 en résulte que X= -% ou = -T_LT

D'autre part, BZ est le symétrigue de Bl par rapport a (AA'), donc :
T N— /\
(0A,08,) = (08, ,0A)
LN
La mesure principale de (OA,DBZ) est donc - X
/‘\ //\ ..n. ' Tr
Un des deux angles (OA,OBl) et (OA,OBZ) a pour mesure > et 1 autre‘—z:

Dans la suite on conviendra d'appeler B celui des deux points Bl ou 82 qui
correspond a la mesure iy , 1l'autre étant noté B'.

Remarqgg : On vient de démontrer que si deux demi-droites sont orthogonales,

leur anqgl our mesure W -
eur angle a pou euelou 5

: == —=F T =
Or pose maintenant i = OA et j = 0B et on appelle D la droite orthogonale a

(0A) en A ; remarquons que J est un vecteur unitaire de D.

S
A tout réel x, on associe le point N de D tel que AN = xjt puls, par "enroule-
ment" on associe & N le point M de C ; M est donc le point de C tel que

AN .
l'angle (0A,01) ait pour mesure x. M sera dit image de x sur C.

Activités :

* Soit x et x' deux réels;et M et M' leurs images sur C. A quelle condition
Met M' sont-ils :
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- égaux ?
- symétriques par rapport a 0 ?
- symétriques par rapport a (0A) ?

- symétriques par rapport & (0B) ?

* Construireéa la regle et au compas les images sur C des multiples entiers

o =)

de et de ;&
4

IV - FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Définition : x étant un réel quelconque, on appelle cosx et sinx 1'abscisse

et 1'ordonnée, dans le repére (O;?,E),du point M, 1image de x sur C.

cos et sin sont donc deux applications de R dans R.

_Propriétés
On a immédiatement, pour tout x €R :
(cosx)2 + (sinx)2 = 1
En effet
)2

(cosx)2 + (sinx)” = DMZ, car (0,T,]) est orthonormé.

On a aussi pour tout x €R :
-1 Leosx 1 et -1 <sink €1
et cos(x+2TV ) = cosx , sin(x+27T% ) = sinx

Plus généralement, pour tout x € R et tout k & Z:
cos(x+2k Tl ) = cosx ek sin(x+2k TT ) = sinx

I1 en résulte que,pour connaitre les valeurs de cosx et sinx pour tout

x réel, i1l suffit de connaitre les valeurs de cosx et sinx lorsque xéJJWITTj
par exemple.

Les propriétés vues pour la construction des images sur le cercle trigonomé-
trique des multiples de %E et %; permet de calculer les cosinus et sinus de
ces nombres; on peut alors ébaucher la représentation graphique de ces fonc-

tions, gu'on pourra affiner en utilisant une calculatrice.
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Quelques relations simples :

Soit x un réel et il son image sur le cercle trigonométrique

x TV a pour image le symétrique de = par rapport a 0, donc :

cos(x+TV ) = -cosx et sin(x+TT ) = -sinx

. -x a pour image le symétrique de I par rapport é(DA); donc

cos(-x) = cosx et sin(-x) = -sinx

. TN =x a pour image le symétrigue de M par rapport ‘a(OB); donc

cos( U =x) = -cosx et sin( Tl -x) = sinx

. appelons M' 1'image de x +%

— N 'Tr
(0B,0A) a pour mesure -3

T

P
(OA,CM') a pour mesure x *

N
donc (0B,0M') a pour mesure x. Il en résulte gue M' a pour coordonnées

— =
(cosx,sinx) dans le repere (D,OB,DAﬁ, c'est-a-dire

e d — —
OM'" = cosx 0B + sinx OA'

— —>
-sinx OA + cosx 0B

d'ou cos(x + % ) = -sinx et sin(x +:E ) = Ccosx

. on déduit enfin des relations précédentes

v ™
cos( 7 - x) = sinx et sin( T - x) = cosx

Ces relations sont habituellement mises en évdidence sut £e cercle tidigonomé-
thique ; L2 semble aussl ntéressant de fLes Lllustrer sun Les représentations

graphiques des gonctiond ( voir page ct-contre ).

Remarques :

/
* Etant donné deux demi-droites A et , on appelle cosinus et sinus de

—N .
1'angle (A/A’ ), le cosinus et le sinus de toute mesure en radians de (L, A’ ).

T

* 51 &K est une mesure en degrés de ( A) A’ ), T80 est une mesure en

radians du méme angle; on dcrit

o T« .o, T
cos = cos 57 et sinX = sin T80

On a donc, pour tout x réel
cosx = cos(ﬁo_x)o et sinx = Sin(lBOX)o

T [y
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4 - ADDITION PES ANGLES ORIENTES

II

III

N.B.

(hors programme)

Définition d'une addition entre angles de couples de demi-droites

Angle d'un couple de demi-droites d'origines différentes

Relation de Chasles pour l'addition des angles

: Dans chapitre on suppose choisde une undité de mesure d'angle une

foLs pour toutes.



L'add<ition des angles n'est pas une notion inscrite au programme. Pourtant,
fe véritable intérét de fa notion d'angle ordenté par rapport & La notion
d'angde non ordenté est justement qu'on peut additionner de tels angles.
D'ailleurs en rédigeant fes thémes nous nows somimes apergus que beaucoup de
démonstrations se trhouvaient aloundies parce que 2'on 4'interdisadt d'addi-
tionnen Les angles. Les ensedgnants qud gferalent Le choix d'approfondirn cette
partie pourraient trouver avantage a Antroduire {'addition des angles avant
de traiter certains thémes. C'est pourquoi nous en p arfons dams ce chapitre.
Neanmoins tous fes thémes ont 8té rédigés sans utdliser cette acdition pout
respecten fe proghamme.

1 - DEFINITION D'UNE ADDITION ENTRE ANGLES DE COUPLE DE DEMI-DROITES

Soi,tQ et/[’: deux tels angles admettant respectivement ¥ et p comme mesune .

S04t 0 un point, Ox une demi-droite et Oy {'image de Ox dans fa rotation de
contre 0 et d'angle & . Soit ensuite 0z '.image de Oy dans fa rotation de
centre 0 et d'angle B A

Alors 0z est L'dmage de Ox dans fa roZation de centre 0 et d'angle 5 adme ttant

Y + p pour mesune.
N
Remarquons que (0x,0z) est indépendant du choix de 0 et de 0x, pudsqu'+l

admet de toute fagon X+ comme mesure.

Deginition : S« <>L est 1o angze de mesure X et A4 (3 est un angle de
mesure 3, on appelle u( + [3 L'angle dont une mesure est X+ [3;

Rematgue : Avec Ze/i\ notations qu:c&/see_/s/\pouﬂ préparer La déginition, on obiient
(0x,04) + (0y,0z) = (0x,0z)

ce qud est une premiére foume de fLa rnelation de Chasfes (pour des demd-

droites de méme ondgine].

Propridtes : ~ N
N
. L'angle nul est neutre A+ 0 = &
. L'add{tion /.su/z Jiu angﬂu ondentes ezst/\a/szsocmave
En effet (& + A = (oL +(3 ) +
44 (?a 5 5 2Py
=0(('5+2§) =5L+(’3* J
e
= ot
. P By
en notant  (nesp. 3 et x| £L'angle dont une mesure est (resp. > et x
et en utillisant a plusdieurns reprises, fLa déginition.

. Tout angfe a un opper. P <
En effet (., o) + x = (-:ou-ug) =0
A A NN X

o« @ +(-2)= (Q + (=)

i

A
Q
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. L'add{t,{on est commutative

-~ N
CK + A = (c(f,f\)

ot DA — N
P+ = (a4} = (Ar3)

IT - ANGLE D'UN COUPLE DE DEMI-DRCITES D'ORIGINES UIFFERENTES

Soit d; une demi-drodite d'orlgine A, et dz une demi-drodte d'ordigdine A

o d

2

—>
Dofindition : Soit d; £'image de d, dans fa translation de vecteur ArA,

On dira que 2'angle de (a’,,dz) est L'angle de (d;,dz) et on notera
-~

/\ !
d,,d,) = (d],d})

Soat alorns A un point quelconque du plan.
So4t d,, &'dnage de d, dans fa translation de vecteur A,A et d"A‘fif@age de

R
d dans La Manzsﬂa,twn de vecteun AjA. Montrons que (d,A, (d], Z
En e4fet : C{.,m = t—-ﬁ (c\ = t_y Lt——a (c-'\_1\»1
AR APY ’
- - )
'°kt§:?\ ° t”” ) (a4
- Al \
= b (8
- }
1 = tf—gb (&)
D'autre part -
P Lp = a LC'{. \)
Comme une Zranslation est un déplacement, donc conserve fes angles,
/\ N
- 1]

Proprieté : Pour tout point A du plan 4 d]A = t;‘i(d,) et d2 = CXJ} \d,)

P P ! Z
\dy,dy) = (dyy,dp )
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Commentaires : Le programme n'étant pas trés clain, nous n'avons pas Coipais

A4 cette notion &talt, ou nonm, au programme. De Zoute fagon nous pensonsd que
cette notion est inutilisable 44 £'on n'a pas £'addition des angles, donc
nous suggérons de ne pas en parfer sS4 on fait Le mindmum sur 2es angles. £éle
prend par contre tout son Lntérét avec La relation de Chasles.

IIT - RELATION DE CHASLES POUR L'ADDITION DES ANGLES

Pour trois demi- droites quelconques dl’d d
N
(dl ds) = (dl,d7) + (d,,d3)

Démonstration

Soit Al(resp. AZ’A3) l'origine de d (resp. dZ’dB)' Soit A un point du plan.

Soit dlA = txzi(dl), dZA- t ;>(u ) d3A = tA;Z(dB).

) //\ ) A /4\ . . . . .
On sait que (dlA’dBA = (dlA’dZA) + (dZA’dBA) d'apreés la définition 1.

A~ S A~
Donc (dl’dB) = (d,,d ) + (d7,d ) puisque
2N S~ /\ PN o~ o~
(dl;d3> = (dlA,d3A) et (d .d ) = <d1A, ) et (dz,d3) = (dZA,dBA)



Ch. 5 - THE®MES

i I~
Lignes de niveau de ™M —= (MA,MB)

Isométries laissant invariant un polygéne régulier a n cotés
Quartsde tour

Quadrilatere inscriptible

Relations métriques dans un triangle

Bissectrice



AN
LIGNES DE NIVEAU DE L'APPLICATION : it == (11A,1B)

On peut <ntroduire ce théme par Les quelques problémes sulvants :
- dans une salfe de cinéma, ou dodit-on se placer pour voir L'écran ?

- on veut photographier La fagade d'une maison ; ou faut-{f se placer
pour avolr toute cette gagade sur La photo ?

- un joueur de football se dirndige avec fLe ballon vers fes buts adverses
parallélement au grand cbté du terrain ; quel est fLe moment fe plus judicieux
pour Ziren ?

On vodt que dand chaque cas on est ramené a 2'étude du probléme suivant :
§tant donné dﬁ‘{‘ points distinets A et B d'un plan P, quel est La valeur

de £'angfe (MA,MB) en fonction de La position du point i dans ce plan.

De gagon plus précise, on &tudie £'application 4 de P dans R qui, & Zout
point M de P - iA,B} associe fLa mesure en radlans appartenant a 2'.intesvalle

P

1-w,%] de 2'angle LiA,NE).
Voicd quelques questions que £'on peut se poser sur cette fonction :

I - Quelles sont Les symétries Lailssant invardiant £'ensemble {A,B}? Quelles
proprdetes en rnésulte-t-4iL pour § ?

Z - Connacssant fes coordonnées de M dans un repére orthonommé bien choisd,
peut-on caleulen §(M) 2

3 - Comment varde § Lorsque M décnit certains sous-ensemblfes de P, notamment
des drodites ?

4 - Comment "visualiser" fa 4onction § ?

Quelques remarques sur ces questions :

Questisii 2 ¢ 18 y a deux options pour 4épondre :

lere option : détermination graphique de §(i) a 2'adide d'un rapporteur

Zeme option : détermination d'un algonithme de calcul et caleul effectif
d'un nombre aussi grand que possible de valewrs de M) (L2 est videmment
indispensable d'avoirn un peu de trigo et de disposer de caleufatrices). Les
2loves pourront alors remarquer & 2'L{ssue du caleul, »'iLs ne L'ont pas fait
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auparavant, comment interviennent Los propriétés vues & La questicen 1, qud
permettent de Limizten fe nombre des calculs & edfectuer 44 L'on a choisi un
bon repére.

Question 3 : S 2'on fadt varden M sur une droite D, on peut définir 2'aopii-

cation de IR dans R qui, & tout x 1éed associe 4(M) od M est Lo point d'abscisse
X dans un repére de D,

On pourra faire des représentations graphiques de ces gonctions. Pour cela,
on pourra utiliser fes résultats de La question 2. On pourra aussi se Limiter
a une étude qualitative permettant une premiére approche des notions suivantes :
. Limides & 2'infind
. déscontinuité en un point (droites coupant )A,B[ ).
o max<mum et mindmum (droites ne coupant pas ] A,BL 1.
. Lindite en un point (droites contenant A ou B).

Question 4 : S4 L'on veut genenaZ&Aaa La représentation graphique des fonctions
de R dans R aux fonctions de P (ou/R | dans R, on est amenéd a remplacer Za
courbe représentative par une surface S ; pour représenten cette surface dans un
plan, on est ament 4 recourin aux techniques utilisées en gbographie pour re-
presenter Lo relief ; une de ces fechniques est La représentations de Lignes de
niveau (Le probléme est toutefodis un peu plus sdmple qu'en géographie , puis-

qu'icd La fonction § est défindie sur un plan et non sur une sphére.).

On cherchera done d'abord expérimentalement fes Lignes de niveau, deux métho-
des étant possibles :

. utilisation des caleuds vus a La question 3

. utidlisation d' "angles" en carton de mesures diverses

Remargque : Les courbes vues a La question 4 sont des sections de La surface S
par des plans perpendiculaires a P.

En conclusion a cette étude essentiellement expérimentale, on pourra donner £a
démonstration sudlvante :

P
Soit € un cercle contenant A et B ; soit « une mesure de (0A,0B), O étant
le centre de ¥ . Il résulte du théoréme sur l'angle au centre et l'angle inscrit

que, pour tout M de €

2f(M) = + 2k , d'ou  f(M) = % + kT
Or on sait que -Tr & f(M) & ¢ ; il existe donc exactement deux valeurs
l et k de k pour lesquelles (3.4- Qv/ < ] T 11'] ‘.WPosons
A, = T"Q T et 0(z = %‘-4— =*,W ; l'un de ces deux nombres est négatif ou

nul, et 1'autre est positif.
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Pour tout i1 de € , on a donc f(M) = dﬁ_ou £fa1) = Ciz

Or, on remarque aque f prend des valeurs positives dans 1l'un des deux demi-
plans limités par (AB) et des valeurs négatives dans l'autre. (Cela se voit
sur le dessin, mais on peut aussi le vérifier en calculant S?n(ﬁgjaé). Conc

f prend la valeur A, sur l'un des arcs de f? limité par A et B et la valeur
:{L sur 1l'autre arc.

Pour terminer, on étudiera les lignes de niveau de f. On remarque tout d'abord
gque sur deux arcs de cercle distincts, d'extrémités A et B, f prend des valeurs
distinctes (cela se voit par exemple en étudiant les valeurs prises par f sur
la médiatrice de (A,B) ).

Etant donné un point M de P :

si P1§é (AB), il existe un unigue arc-de cercle d'extrémités A et B
passant par M ; il résulte de ce qui précéde que cet arc est une ligne de

niveau de f.

. s1 M € EA,B] , (i) =T et la ligne de niveau correspondante est le
segment [A,B] .

. si M€ (AB) - [A,S] f(M} = U, et la ligne de niveau correspondante
- est (a8) - [A,8] . o B o
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ISOMETRIES LAISSANT INVARIANT UN POLYGONE REGULIER A n COTES

On peut commencer pan poser aux eféves fLe probléme sous La hoame :

"Trouver DES (sométries Laissant (nvardiant un triangle équilatéral (resp.
carné, pentagone régulier,etc...) donné."

Sous cette forme, La necherche démarrera sans d&ﬁéiauﬁﬁf.Un probléme subsistera
cependant :

Comment &tre sur d'avo.r obZenu TOUTES fes Lsoméindies répondant @ La question ?
La réflexdion pourra alors 4'organiser, et on pourra 4'inspirer des quelques
PROPALLEES qud sulvent :

1) Nous avons vu (ou admis) que, étant donné deux points A et B, et deux points
A'et B' tels que A'B' = AB, il existe un déplacement unique, et un antidépla-

cement unigue, qui transforment A en A' et 8 en B'.
2) Nous avons défini les rotations comme "déplacement ayant un point invariant".

3) Nous allons maintenant démontrer gque : un antidéplacement qui a un point

invariant est une symétrie axiale.

Soit a un antidéplacement, et 0 un point invariant par a ; a étant différent de
1'identité du plan (qui est un déplacement), il existe un point A gqui n'est pas
invariant par a. Posons A' = a(A) ;

puisque OA' = OA (a étant une isométrie), le point O appartient a la médiatrice
(A ) de (A,A").

La symétrie par rapport @ ( A ) transforme donc A en A' et 0 en 0, comme le
fait a. En vertu de 1l'unicité (voir 1°), on en conclut que a est la symétrie

par rapport a (A ).

4) Soit un polygone régulier 4? , inserit dans un cercle (&), et f une

isométrie qui laisse 9? invariant.
a) f transformera nécessairement un sommet de 6? en un sommet de Q?.

b) f transformera (€ ) en un cercle de méme rayon (c'est une isométrie), et
qui sera circonscrit au transformé de @ , C'est-a-dire a SP lui-méme.
Puisqu'il n'existe qu'un seul cercle circonscrit a un polygone régulier donné,

f? est invariant (qlobalement) par f. Son centre sera par conséquent un point

invariant par f.
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Conséquences : Les isométries laissant f? invariant laisseront toutes le point

0 invariant. Il s'agira donc nécessairement (voir 2° et 39)

. de _rotations de centre 0 (si ce sont des déplacements)

. de symétries axiales dont l'axe contient 0 (si ce sont des anti-

déplacements).

Exemple :Cas du pentagone régulier convexe (figure 1)

a) Les rotations de centre 0 transformeront le sommet A en un sommet du penta-

gone (voir 4%a) ; ce sommet pourra &tre A,B,C,D ou E. Nous aurons alors, outre
1'identité (rotation d'angle nul), les rotations de centre O et dont les an-
gles ont pour mesures principales (en radians) 2T , ﬂ,cﬂ et = 4%

(figure 2). s 5 2 2

b) Les symétries axiales échangeront (au moins) deux sommets du pentagone. Si

ce sont A et B qui sont échangés, par exemple, la symétrie correspondante aura
pour axe la médiatrice de (A,B) (Remarque : cette symétrie échange également

C et E, et laisse D invariant). En considérant toutes les paires de sommets, on
obtiendra ainsi 5 symétries, qui auront pour axes les médiatrices des bipoints

constitués de deux sommets consécutifs du pentagone (figure 3).

Apreés l'étude des cas de différents polygones réguliers, on pourra faire remar-

quer (si cela n'est pas apparu en cours de recherche) que

- si deux isométries laissent un polygone invariant, il en est de méme de

leurs composées ;

- si1 une isométrie laisse un polygone invariant, il en est de méme de 1'iso-

métrie réciproque.

D'ol une premiére approche de la notion de "groupe de transformations".
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QUARTS DE TOUR

L'expressccn quatrt de tour est fe titre d'un théme. Cette expression sdaniiie
hotation d'angle drodit. Nous allons étudder successivement

- Les deux angles drodits

- Rotations Leissant invariante La gigure formée de deux droites
orthogonales

- Les"angles a cotes perpendiculaires”

I - Les deux angles droit . - Repeéres orthonormés directs et indirects

Définition 1 : Unme crientation du plan étant choisie, 1' angle dont une mesure

est L est dit angle droit direct. Nous le noterons d. L! angle\dont une

2
mesure est(-Jf ) est dit angle droit indirect. Nous le noterons d’
s N
Remarquons que d, et d! sont opposés.

Définition 2 : Soit (?;3) une base orthonormée de l’ensemble des vecteurs du

plan. Soit Ox une demi-droite de vecteur directeur 1 et Oy une demi-droite
de vecteur directeur 3. Si (Dx ,0y) = CL on dit que la base (1,]) est directe
ou gque le repere (0,T,3) est direct.

Se (d:jay) = d on dit gque la base (T,j} est indirecte ou gue le repére
(0,2,3) est indirect.

i -3
Illustration =
Par exemple &4 g
\ -
‘5
> ¥
repere orthonormé repere orthonormé indirect

direct

[I - Déplacements laissant invariante une figure formée de deux droites

perpendiculaires (dans un plan orienté). b’
Probléme : Soit D et D' deux droites perpendiculaires ) b

sécantes en 0. Chercher les déplacements f tels que
DU D' soit invariante par f.
Soit f un déplacement laissant invariant DV D'.

Cela signifie que l'ensemble des images des points
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de OV D' par f est exactement DU D'.

. !
Notons A 1'ensemble des images des points de D par f et A 1l'ensemble

des images des points de D' par f.

L'image d'une droite par un déplacement étant une droite, A est une droite.
L-image de DU D' étant DU D', 1'image /A de D par f est une droite incluse
dans DY D'.

Donc A =0 ou A=0'

De méme A‘:Dou AlzD'.

Remarquons que 13’ est différente de A\ , sinon 1'image de DU D' serait une
droite.

On a dcnc A:Detzﬁ/:D'oubienA =D'"et A =0D.

Nous pouvons maintenant montrer que f(0) = O
I'4
En effet 0€ D, donc f(0)& A et 0€ D' donc f(0) € A
Donc f(0) € AN A , c'est-a-dire f(0) € (DN D'), donc f(0) = O.

Soit A un point de D et f(A) son image
d(0,f(A)) = d(0,A).

D A) est sur le cercle € de centre 0 de
rayon CA.

Notons B l'autre point d'intersection de XE et
D, notons A' le point d'intersection de f?
D' tel que (OA,aA’) = g\et notons B' le point d'intersection de E? avec D'

N Ay
tel que (0A,0B') = d.

avec

Sachant qu'un déplacement est complétement déterminé par la donnée de 2 points

et leurs images, il existe 4 déplacements répondant a la question

OK(O,'B){

0= 0 0> 0 . Aafo=-0 { 0-~0
S R "\O,d)i & 0,4k

A- A . A= B’

Id:yl;_\-;A

A= B
Avant de mettre en forme un raisonnement L est souhaitable de Laisser Lo
efeves cherchen fes déplacements répondant & La question. 148 vont sans doute
devinern les résultats aprés observation d'une figure, il restera alors i metine
avec eux fe raisonnement en forme. Une fo0is Les 4 déplacements obtemus, L4 peut
dtrne ntéressant de Leur falre composer ces déplacements entre eux et ainsi
gatre une approche de Za notion de groupe de transfommations.
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III - Les "angles a cdtés perpendiculaires'

Traditionnellement on parlait d'angles a c6tés perpendiculaires pour parler
d'une figure formée de 2 couples de demi-droites (dl,dz) et(di,dé)tels que
let d2 ont méme origine O
1 et dé ont méme origine 0'
l et di sont orthogonales

d2 et dé sont orthogonales

~ ~
On veut comparer les angles (d',dé) et (dl,dz),

Soit df 1'image de dl dans la translation de vecteur 00'
sy
Sait dg 1'image de d2 dans la translation de vecteur 00'.

df et dg sont des demi-droites d'origine 0'.

Comme une translation est un déplacement, elle '"conserve les angles". On a
donc 1'égalité :
P
(d",d") (d d )

Comparons alors (d',d ) a.(d" d%)n
3 . o N AL
Nous noterons, pour alléger l'écriture r pour ¥X\ (0',d) et r' pour &R (0',d')

dy et di sont orthogonales , donc dj =r(df) ou dj = r'(di)

?_\

" 1 I - " 1 - 1 "
dj et dj sont orthogonales , donc dy = r(dz) oudy=r (dz).

4,

ler cas : dj = r(di)et dé = r(dg)

Comgg\une rotatlon "conserve les angles"

(a},d1) =(a,ap)

2eéme cas : di = F (d”) et dé = r'(d%) /

{\1 {\u |
De méme (dl,dz) = dl’dz) s //,
d

3eme cas : dj = r(di) et dé = r'(d%)

On sait que r' :yolo r (ou p" = rof,, )

car 90, = 6)\(0"‘) 1 cL“
2

Donc d' = (r a‘jg,)(d”) = r ,(d"i] = r(d"' si on note di' la demi droite

opposée a di

2 e
2\ PN
Comme d; = r(dj) et dj = r(dy) on a (dj,d}) = (idg')
Done (d',d ) admet comme mesure une mesure de (d" d%) augmentée de Tr.

Comme (d",d") = (d ,d ) , on a abtenu :
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A\
Si iX est une mesure de (dl,d ), alors (&+ ) est une mesure de

(dy d )

4}

IS

-1 - ! - 1 1" 1 - "
Léme cas : dl = p (dl) et d2 = r(dz)

Ce méme r' :if;; er =r a‘jg/ ,

donc on obtient le méme résultat.

Conclusion : Soit dl’d d d2’ quatre demi-droites telles que
dl et d2 cnt méme orlglne
d'l et dé ont méme origine
dl et d'l sont orthogonales
d2 et dé sont orthogonales.

Alors si & est une mesure de (dl,dz) ; o ou o+ est une mesure de

1 1
(959 .
4,

Ces résultats correspondent aux deux cas de figures suivants :
¢|
2
d
1

v | :
\’\\ ” &,
\\\\\\ :
\ "'{ ) | i\

N.B. On trouvera une application de ce résultat dans le theme ""quadrilateére

inscriptible".

Commentaires

1] S< nous avions a notre disposition L'addition des angles, La conclusion
ae cette étude A enonce&a&t tout A&mpﬁament :

N A
(d' dyl = (d d,) ou (dl’ 2} = |d, dol + o

2] S« L'on parlait em angles de paires de demd-drodtes (angles de 3éme] on
aboutiralt a : "Les angles }d' d'% et 1d dZJ sont égaux ou suppléimentaires.
Les enseignants de physdque utilisemt Aans doute souvent cette forme.
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QUADRILATERE INSCRIPTIBLE

Définition : Un quadrilateére ABCD est dit inscriptible lorsqu'il existe un

cercle contenant les points A,B,C,D.

Remarque : Etant donné un quadrilatére ABCD, il existe un unique cercle \ff
contenant A,E et C (cercle circonscrit au triangle ABC) ; ce cercle ne
contient pas nécessairement D ; il existe donc des quadrilatéres non ins-
criptibles et si ABCD est inscriptible, il existe un seul cercle contenant

A,B,C,D ; on l'appelle cercle circonscrit au quadrilatere.

Théoréme : Un quadrilatére ABCD est inscriptible si et seulement si, ® étant
E— P A

une mesure de (AC,AD),(BC,BD) a pour mesure <« ou o + T

Démonstration :

o PN
. 5i le quadrilatére est inscriptible : appelons (3 une mesure de (BC,ED)

et O le centre du cercle circonscrit. On sait que 2 # est une mesure de

(OC 0D) ("angle au centre"), de méme que 2 g - I1 existe donc k € Z tel que
)

Z K = [3*--4.*-'\\\
donc % = /54-"(“'
D'ou le résultat.

N
. Si (BC,BD) a pour mesure & ou N+ : soit O le centre du cercle\f?
circonscrit au triangle ACD et Q' le centre du cercle‘ff’ circonscrit au
triangle BCD ; on sait que :
P
(0C,0D) a pour mesure <&
N N N s
(0'C,0'D) a pour mesure <X gu <K + < T

bone  (0€,00) = (07C,0'D)

D'autre part, 0 et Q' appartlennent a la medlatrlce de (C,D). Il en résulte que
0 =0" ; en effet, les angles (DC D) et (0" C 0'0D) ayant mémes mesures, les
points O,E} 0' appartiennent a une méme ligne de niveau de 1'application

M &> (MC,MD) ; cette ligne de niveau coupe la médiatrice de (C,D) en un
unique point (car 2 # 2k ). (Si on n'a pas étudié les lignes de niveau

utilisées, on se contentera de constater le résultat sur un dessin).

s \ / . . . #
Les cercles { et € ayant méme centre et un point commun, ils sont €gaux.
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S
Remarque : La condition trouvée porte sur les mesures des angles (AC,AD) et

N
(BC,BD) ; or, le fait que les quatre points A,B,C et D soient sur un méme
cercle est évidemment indépendant de l'ordre dans lequel on considére ces
points ; on peut donc remplacer la condition énoncée par une condition analogue

portant sur d'autres angles, pourvu que les angles considérés soient farmés

de la manikre suivante : (Jq,9e4) et (J 1,3j). (On répartit les quatre lettres
1 _

A,E,C,D de maniere qu'a deux places reliées par un trait figure la méme lettre).
~ A~
Exemple (BC,BA) et (DC,DA).

Une application : (Cette application utilise un résultat étudié dans le theme

"quart de tour" au § III).

Soit ABC un triangle et H son orthocentre ; on appelle A',B',C' les symétriques
respectifs de H par rapport a (BC),(CA) et (AB). Les points A',B',C' appartien-

nent au cercle circonscrit au triangle ABC.

Démonstration : Il suffit évidemment de démontrer le résultat pour un des points

(A" par exemple).

Si le triangle est rectangle en B, on a H = B = A' ; le résultat est alors
immédiat ; de méme si le triangle est rectangle en C. On suppose dans la suite
que le triangle ABC H'est rectangle ni en B, ni en C. Les points H,A',8 et C
sont alors distincts deux a deux.

Par symétrie, on a :

AN VR
A'B,A'

( C) = (HC,HB)

Or (HC) L (AB) et (HB)L (AC) ; donc, d'aprés le résulbat sur les "angles

a cOtés perpendiculaires" (voir''quart de tour"), si on appelle & une mesure de
P N AN

(AB,AC), (HC,HB) a pour mesure & ou ¥+ 7T . Il en résulte que (A'B,A'C) a pour

mesure & ou X+ , ce qui prouve que le quadrilatére A'ABC est inscriptible.
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RELATIONS METRIQUES DANS UN TRIANGLE

On peut introdudre ce theme en évoquant fes méthodes de La Zopographie, et en
particulien La triangulation. (Exemple célébre : Delambre et Méchain mesuwrant

L'arc de ménddien entre Dunkerque et Barcelone, afdn d'établfin La Longueur
du métre étalon) : fe princdpe de base de Triangulation consiste en e4fet en
La déterrdnation compléte d'un triangle (mesures des angles et des cotés) a
partin d'un coté et des mesuwres des deux "angles adjacents’.

. Du poant de vue des angles, ce seront Les angles géoméiriques qud intervien-

dront dans Le trhdlangle, et non Les angles ondentés. Nous awrons alors (en
A , PO
notant, de fa fagon classique,A La mesure (en raddians) de L'angle géométrique

N
BAC) : P A<
cos A = coA(A-\—B)‘\,/A\C) = QOA(XE,A‘TE/)\
= = —_
sin & = ainlAB,AC) = sinlAC,AB)

. Nous utiliserons également fes notations habituelles pour Les fLongueurns des
cGzés
a=BC, b =AC, ¢ = AB (fdgure T]).

- Nous supposerons connue fa relation "classique”" sur f£es mesures des angles
. . , X a P P
géométriques d'un triangle : A+ B+ C = TV

. Lorsque nous parferons d'un "trianglfe", i€ s'agira d'un véritable triangle,
non aplati.

lére relation : Dans tout triangle ABC on a : a2 s b2+ cz- 2bc cos A

Ce résultat s'obtient a partir du produit scalaire, et de la relation de
Chasles.
En effet, on a BC = AC - AB (Chasles) d'ou

BC%= (AC-AB)? = AC? - 2RB.AC + ABZ
=
—_— — > =D = /\
Or AB.AC = ”AB““AC“ cos(KE,AC) = cb cos A. D'ou,en reportant dans ce qui
précede :
AN
a2 = b2— 2.bc cos A + cz, quil est la relation annoncée.

(On obtient les deux autres relations analogues par permutation des sommets

du triangle).
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Cas particulier : Théoréme de Pythagore
2. 2 A
b™ ¢ <> cos A =0

22054 c? e (Bl (a0)

[e3]
3
'R}
w
1]

0]
1]

.aﬁ‘\. bﬁ“ = C/\ = 2R
sinA” sin'B " sin'C ~ °

(ot R est le rayon du cercle circonscrit au triangle)

2eme_relation : Dans tout triangle ABC on a :

> - —— e > = — - - — e -

A_AC-E
On a en effet sin B = & < 3
sin4E>- i <
" BC T a
D'ou B onoCoa- a

sin’B “sin C ~
Mais . a = 2R ( EEC] est un diametre du cercle circonscrit)
N

. sin A = sin %5 = 1. D'ou la relation annoncsée.

b) Supposons maintenant que le triangle ABC n'est pas rectangle

Soit A' le point diamétralement opposé 4 A sur le cercle circonmserit. Alors

A' est distinct de B et de C (sinon, le triangle ABC serait rectangle) : figure 3.

Dans le triangle rectangle ABA', on a
~
AB . ¢
AA" T 2R
N
Si nous appedons K une mesure de 1'angle (CA,CB), nous avons vu (voir Théme

—_— -
sin(A'A,A'B) =

quadrilatére inscriptible)ou nous admettons qu'alors une mesure deQ&fA,ﬂfé) est

X ou &+ . Dans tous l_gss\cas, on a alors

. q —' .
lSlﬂ(A'A,A'B)‘ = [51n « |
NN
s N y = = ,

flais, d'autre part, sin C = ’31n(CA,CB)] = lsin X \.

L =
ODonc :  sin(A"A,A'B) = sin T, et finalement :

sin 1;\‘ == d'od 2R = —=ua\

T 2R T sinC

On obtiendra les deux autres égalités en permutant les sommets du triangle ABC.

. . —~ . /\ 2 . /\ 2 . ~
Jéme relation : Pour tout triangle ABC on a :5 = %bc sin A = %ca sin B =%ab sin (

(ol S est l'aire du triangle ABC)

Soit H le pied de la hauteur du triangle ABC relative au coté {bC] (figure 4)

On a S = %BC.AH

N CAH L, BEPAY ‘ N N\
Or, on a sin B = Tgy d'0U AH = AB.sin B, et S = %BC.ABsin B = %ac.sin B
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Les deux autres égalités s'obtiennent par permutation des sommets du triangle
ABC.

Bien entendu, ces formules ne rev@tinont d'interdt que s4 on 2es falt intervend:
dans de nombreus exencices (de triangulation, de construction, ou autres...).
Nous nous contenterons Lci d'en donner une application classique : Ze théoréme
de fa médiane :

Probléme : Déterminer(en fonction de a,b,c) la longueur de la médiane EN«] du
triangle ABC. '

. N
Appelons « la mesure (em radians) de l'angle géométrique AMB, et (5 la mesure de
P _
AMC (figure 5). On a o(«{-[S = TV

Dans le triangle AMB, la premiére relation permet d'écrire

ABZ = AMZ + BMZ - 2AM.BM.cos X
a 2 2 az a
Mais BM = 5 d'ol c” = AM" + 7 - Z.AM.-Z-. cos X,
2
Soit ¢ = AM? + -?I - AM.acos X @

De méme dans le triangle AMC, nous obtiendrons :

2 2 a2 o
b" = AMT + £ - AN, acosf} @

Mais cos[ﬂ = cos(M-«) = - cos« , d'ou
b = AM? + % + AM.acos & 6))
Additionnons @ et @ membre & membre ; il vient:
2
b + c? = 2a4° + 3
2. .2 2 Bc?
(qui n'est autre que le théoréme de la médiane : AB“+ AC“ = 2AM° + = ),

et finalement :

- \]?(b2+ C2> - a2
2

AM
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BISSECTRLIEES

S& £'on dessdine au tabfeau une figure telle que

et qu'on demande a un &five de tracer "la bissectrice”, L y a fort a variexn
qu' L2 dessinera approximat.ivement

c'est-a-dire une demi-droite, contenue dans fe saillant défind par Les deux
demi-drodites thacées. Pourtant, ¢ aucun moment on n'a privilegie Lo saillant
dans La question.

On peut ensudlte demander aux éféves un -ou plusdieurs - des "exercices'
sulvants :

- tracen exactement cetite demdi-drodte

- Trouver cette demci-drodte surn fewr feullle de papder, sans aucun
wnastrument

- comment est déginde cette demdi-droite ?

Les réponses peuvent étre :

1) Ldiées a L'égalitée des angles géométriques de chague demi-droite avec fLa
bissectrndce

2) Liées a f'exdstence d'un axe de symétrie de Lo figure len particulien 4'ils
font un pliage)

3) Liées a L'équddistance d'un point de fa bissectrice aux deux demi-droites
(en particulien 5'ils font La construction au compas).

Les deux premiéres propriétés définissent en néalité non pas La demi-droite
tracle, mals son support. S{ £'éf3ve n'a trouvé qu'une demi-droite, c'est qu' il
pensait en falt a un secteur salllant, alons que fa figure n'est formée que

de deux demdi-droites.
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S< L'eleve utilise fLa rnéponse 3, cn peut Ludi demander ce qu'il entend au juste
par "distance d'un point a une demdi-drodite". SL, par extraordinaire, i warle

de "distance mdndnium d'un point du plan & La demi-drodize, on peut fud montren
que cela déegindit, outre fa demdi-drodie, toute une 1égion R du plan :

LTS

S'l par_fe de profection orthogonale, (L sous-entend en fait "sur La droite
support", & moins qu'il ne considére que Les points du saillant (voir plus
haut). Cette demi-droite est donc en fait La bissectrice du sectewr saillant,
tandis que fa droite obtenue avec £'une des deux premiéres propribtés est plutdz
La bissectrice de La figure formée par fes deux demd-drodites.

*k X
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BISSECTRICE D'UN COUPLE DE DEMI-DRGITES DE ©EME ORIGINE

Rappel : Etant donné deux demi-droites de méfe origine Ox et Oy, il existe un

unique déplaceinent et un unigue antidéplacement qui transforment Ox en Oy
V)
. Le déplacement est la rotation de centre O et d'angle (Ox,0y).

. Quant a 1l'antidéplacement, il doit laisser O invariant. De plus, si
on prend un point A guelconque de 0Ox, son transformé sera le point B (unique)
de Oy défini par 0B = OA (on obtient B comme intersection de Oy et du cercle
de centre O contenant A). Donc : la symétrie par rapport a la médiatrice (4 )
de f%@] répond a la question.

Devinette : Les demi-droites Ox et Oy étant dessinées sur une feuille, comment

obtenir ( 4 ) sans 1'aide d'aucun instrument ?

Réponse : Par un pliage qui aménera Ox sur Oy.

Probléme : Le cercle de centre O contenant A (tracé précédemment) coupe (4 ) e
deux points (dimétralement opposés) I et J (figure 1). Quelles remarques peut-
on faire au sujet des angles de la figure ?

N A\
Les angles "géométrniques" lde trodsddme] AOT et I0B sont égaux (superposition

par pliage). La symétrie d'axe (4] &tant un antidéplacement, échange Lo "sens”
des angles.

N\ PN )
Nows awrons done (01,0B) = - (QT,0A) s04i% :
oy A X
(0A,01) = (01,0B) , et de méme
A~ ~
(0A,07) = (0J,0E)

Définition : (A ) s'appelle la bissectrice du couple (0x,0y)

Remarque 1 : Nous parlons de la bissectrice d'un_couple de demi-droites, et non

pas de la bissectrice d'un angle, puisque l'angle est en fait une classe
d'équivalence de couplés : deux couples définissant le méme angle n'auront pas,

en général, la méme bissectrice.

Remargque 2 : Puisque la symétrie axiale est involutive (Ox,0y) et (Oy,0x)

auront méme bissectrice.
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Construction de la bissectrice de (0x,0y) (Figure 2)

On trace un cercle de centre 0, qui coupe Ox en A et Oy en B, puis deux cercles
de méme rayon centrés en A et en B (le rayon est choisi de fagon que ces
cercles soient sécants ; AG, par exemple répond a la cuestion). Les points
d'intersection I et J de ces deux cercles sont (en raison de la symétrie de

la figure) sur la bissectrice de (0x,0y) (ainsi que O, bien s ar !).

Théoreme 1 : Pour tout point I, distinct de G, de la bissectrice de (0x,0y), an
a (OxiOM) = (Of ¢ ,0y).

Ce résultat est une conséquence immédiate de ce que nous venons de voir.

s N\
Cherchons maintenant une mesure de (0x,0I) (en degrés)
N\ A~ ,
Soit L? une telle mesure ; puisqu'on a (0I,Q0y) = (0x,0I), 2 Lf sera une mesure
de (Ox ,0y).
N

! W, o
De méme si LF est une mesure de (0x,0J), 2 \y sera une mesure de (Ox,0y).

A
51 nous appelons X une mesure de (0x,0y), nous aurons donc, puisque 2 Hﬂ et
‘f’sont également deux mesures de cet angle
2Y = %+ 360k
/ -
2 kP = &L + 360 k', ou k et k' sont deux entiers relatifs
!/
\-{n et \f seront par conséquent deux nombres de la forme * + 180h (h &€ 2)
2

Or, ces nombres correspondent aux mesures de deux angles :
. 1'angle de mesure %‘, pour h pair ;
. 1'angle de mesure ( ; + 180) pour h impair.

P A ‘
Les angles (0x,0I) et (0x,0J]) étant différents (sinon, on aurait [bl} = EDJ) J;

1'un aura pour mesure ‘? , et 1'autre (X + 180). D'ou le :

Théoréme 2 : Soit M un p01nt (distinct de 0) de la bissectrice de (0x,0y). Si

Y
o _est une mesure de (Ox Oy) en degrés, alors l'angle (0x,01) admet pour mesure

en dearés ‘:-4 ou’ (_) + 180).

Remargue : Le théoréme précédent s'adapte immédiatement aux mesures en grades

Ou en radians ; il suffit de remplacer 180 respectivesent par 200 ou T,
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On peut envisager une autre approche de la bissectrice :

Probléme : Soit deux demi-droites Ox et Oy, telles gque K soit une mesure
el Clilc i
en degrés de (0x,0y). Trouver l'ensemble des points i du plan tels que :
P N
(0x,011) = (0M,0y)

A\
Résolution : Soit ﬂ une mesure de (0Ox,0M) ; /3 est aussi une mesure de
(0OM,0y). On a alors

BArh = X o+ 360 k (k& 2) (1)
c'est-a-dire 2,(3 = X+ 360 k, ou encore :
A = % L ole0 k.

’ 2
On sait que deux mesures d'un angle différent d'un multiple de 360. Les réels
solutions de 1'équation (1 )sont donc les mesures de deux angles différents (voir

plus haut) : 1l'un admet ¥ pour mesure et 1l'autre (‘? + 180).
L Z

Soit alors r la rotation de centre O et de mesure ES y

et soit r'la rotation de centre 0 et de mesure (&5 + 180)

~

On pose 0z = r(0Ox) et 0z' = r'(0x).

L'ensemble des points M cherchés est la réunion des demi-droites 0z et 0zZ .

De plus, (

™R

« S - A
+ 180) - £ est une mesure de (0z,0z'), donc (0z,0z') =p
/A
(angle plat).
Les demi-droites 0z et 0z' ont méme support et sont distinctes ; leur rdunion

est une droite.

Céfinition : La droite zz' est appelée bissectrice de (0x,0y)

Remarque : La définition faisant jouer le méme réle a Ox et Qy, la bissectrice

de (0x,0y) est aussi celle de (Oy,0x).

Théoréme : La symétrie d'axe zz' transforme Ox en Oy

Soit A un point de la bissectrice et P un point de Ox, distincts de O (fiqure 3).
Dans la symétrie d'axe zz', 0 sera invariant, et P sera transformé en un point
NN —
Q tel que (0A,0Q) = - (0OA,O0P).
N "\ —Na L
Or - (0A,0P) = (OP,0A) = (Ox,0A) et,par définition de la bissectrice ,
N N
(0x,0A) = (0A,Qy).
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T 7 ) .
Donc : (0A,0Q) = (0A,Oy) ; ce gui montre que Q appartient a Oy et donc
(puisque la transformée d'ume demi-droite par une symétrie est une demi-droite)

que Oy est le transformé de Ox.
Nous pouvons maintenant reprendre la suite du theme :

Théoréme : Tout point de la bissectrice de (Ox,0y) est équidistant des supports

de Ox et Oy.

Soit M un point de la bissectrice ( A ) de (0Ox,0y), distinct de 0. Appelons
H et K les projections (srthogonales) respectives de i sur les supports de Ox
et de Oy (figure 4).

La symétrie d'axe ( A ) transforme la droite (OH) en la droite (OK) ; 1'image
de la droite (MH), perpendiculaire & (OH), sera la droitz perpendiculaire a
(OK) contenant M, c'est-a-dire (MK). Le point H a donc pour image le point K,
d'ou MH = MK.

(N.B. Cette propriété subsiste encore si M = 0, car alors on a H = K = 0).

Etudions maintenant la réciproque :

Soit deux demi-droites de méme origine 0, et de supports distincts :
- Ox, de support (D)
- Oy, de support (D').

Soit M un point du plan, distinct de O, H sa projection orthogonale sur (D) et

K sa projection orthogonale sur (D'). On suppose MH = MK (figure 5).

(N.B. Les supports (D) et (D') étant distincts, il en est de méme des points
H et K).

. Si MH = MK = 0, alors M est a la fois sur (D) et sur (D') : c'est le point
0 (cas que nous avons rejeté).

. Si MH # 0, les triangles OHM et OKM sont rectangles. Les points H et K sont
donc sur le cercle de diamétre [pM] ; d'autre part, puisque MH = K, ils sont
également sur un méme cercle de centre M. Comme ils sont distincts,-ils sont
nécessairement symétrinues par rapport a la ""droite des centres" (QM).

Dans cette symétrie, (D) a goc.r transformé (D'), et inversement. Mais qu'en

est-1l pour Ox et Qy ?

Deux cas peuvent se présenter :
. Ou bien Ox est transformé en Oy

. Ou bien Ox est transformée en la demi-droite Qy', opposée a. Qy.
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Dans le premier cas, (OM) est la bissectrice (A ) de (0x,0y).

Dans le second cas, (0F) est la bissectrice (A') de (0x,0y).

iontrons que (& ) et (A') sont distinctes (nous allons méme, en fait, montrer

davantage)
. /
Soit M un point de (A ), et M' un point de (A').

Appelons & une mesure en degrés de (O?jby), Puisque (O;Tby’) est plat, une
mesure de (D;be’) sera (3 = o + 180.

Une mesure de (O;ABM) est de la forme £L + 180 k (théoreme 2), et de méme une
mesure de (O;\OM') est de la forme (li + 180 k') (ol k et k' sont des entiers
relatifs).

~
Alors, Y = ({%,+ 180k') - ( ﬁf + 180k) sera une mesure de (OM,GM'). Qr
5 = ( i + 90 + 180k') - (EL.+ 180k) ; soit 5’ 90 + 180 (k'-k). L'angle
A~
(oM, OM') est donc un angle or01t, c'est-a-dire que (A ) et (A’) sont perpendi-

culaires.

(N.B.) Le point 0 est &videmment équidistant des droites (D) et (D').

Théoréme 4 : Soit deux droites xx' et yy' sécantes en 0. L'ensemble des points

équidistants de ces deux droites est la réunion des bissectrices des couples
(0Ox,0y) et (0x,0y').

Définition : Ces deux bissectrices sont appelées bissectrices du couple de

droites (xx' ,yy').

Remarque : Le couple (yy',xx') a évidemment mémes bissectrices gque le couple

(xx'ryy').

Définition : Dans un triangle ABC, le couple de droites((AB),(AC))admet deux
bissectrices. L'une d'elles est la bissectrice du couple de demi-droites (AB,AC)

on l'appelle bissectrice intérieure du triangle, en A. L'autre sera la bissectric

extérieure en A.

Théoréme : Les bissectrices intérieures d'un.triangle sont concourantes en un
méme point.

Considérons par exemple les bissectrices intérieures du triangle ABC en B et e,

et montrons tout d'abord qu'elles sont sécantes.

Appelons (A ) la bissectrice du couple (BA,BC) ; les points A et C sont situés
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dans deux demi-plans différents de bord (A ), en vertu de la symétrie d'axe
(A ) qui transforme (BA) en (BC). (Figure 6).

La droite (AC) va donc couper (A ) entre A et C ; soit J le paoint d'intersectic

On démontre de méme que la bissectrice du couple (CA,CB) coupe (AB) en un point
K, situé entre A et B. Alors C et K sont dans deux demi-plans différents de

bord (A ) ; les bissectrices (BJ) et (CK) seront donc sécantes en un point

JU , intérieur au triangle.

JU, étant sur la bissectrice (BJ), est équidistant de (AB) et (BC) ; étant

sur la bissectrice (CK), il est également équidistant de (BC) et (AC).

b est donc équidistant de (AB) et (AC) ; il est par conséguent situé sur 1l'une
des bissectrices du couple de droites ((AB),(AC)). Et, puisq 'il est situé

dans le saillant [é?c] , 11 appartient nécessairement & la bissectrice

intérieure en A.

Remarque et définition : Le point JU est le centre d'un cercle, tangent aux
cotés (AB),(AC) et (BC), situé dams 1l'intérieur du triangle ABC (Figure 7).

On 1'appelle centre du cercle inscrit au triangle.

On déf4inirait de La méme fagon fes centres des cercles exindcrits, points de
concourns d'une bissectrice intérieune et des bissectrices extérieunes xelaitives
aux deux autres sommezs (figure §).
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