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A V A N T PRO P 0 S

Cercle trigonométrique; mesure d'un arc orienté; mesure de l'angle
d'un couple de demi-droites. Demi-droite définie par son angle avec
une demi-droite- fixée.

Comme on n'a pas lés outils nécessaires à Llne définition et à -une
mesure rigoureuses des angles, on se bornera à la définition provisoire­
suggérée par l'usage du rapporteur.

En ce qui concerne les fonctions trigonométriques, il n'est question que
de les explorer à partir de la mesure des arcs de cercle et du mouve­
ment circulaire uniforme, et aussi en utilisant les touches des calcu­
latrices.

Il ne sera demandé aux élèves que de connaître leur périodicité, leurs
symétries, leur sens de variation; de savoir interpréter et appliquer
des relations telles que.:

cos (x + 7) = - cos:r.,

7T"

sin (- -:r.) = cos x, _.; d'apprendre quelques valeurs remarquables
2

en liaison avec l'étude des polygones réguliers à 3, 4, 6 côtés:

Les formules dites d'addition ne sont pas au programme.
Angle inscrit dans un cercle, angle au centre associé.

Rotations; composition de deux rotations de même centre.

Conservation des distances, et des angles orientés, par une rotation.

Thèmes (à titre indicatif) :

Symétries et rotations laissant invariant un polygone régulier
de 3, 4. 6 côtés;

Quart de tour (ou rotation d'angle droit) ;­

Ouadrangle inscriptible �
-

Lignes de niveau de M - �. MB.

Relations métriques dans le triangle:

a2 = b2 + c2 - 2 b c cos A,

2 S = b c sin A,

a b c

:::: = = 2 R
sin A sin B sin C
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iJOU-6 p!T.OpMOYVS d r abo/ui deux p!T.é.-6e.n..ta,t-toM (ba,_,sé.e.-6 -6u.!T. de.-6 oo int» de. \)Ue

d-t6 ri é.!T.e.I1�) de. la. pM...t-te. r; Angle.-6 et ROta,tj_OM".

DaM la p!T.e.ma/te., te.-6 no..tj_oM .scrd: abO!T.dé.e.-6 de. 6aç.oYl .tJr.è./s j_n..tudj_ve. :I.IoLL'::'

c.oli.me.nç.oM pM. la no..tün d'angle.. Il 1j a ..tJr.�s pe.u de. dé.moMt/'ta..tj_on,�.

DaM la second p!T.é.-6e.n..ta..t;_on nOM aVOM pJr.� pOu.!T. po-tn..t de. dé.pM...t le.� ùomé.­
..tJr.j_e.-6 du ,otan. Ap!T.è.-6 une. é...tude. e.xpé.Jr..t1Jle.n..tate., noU/.:, dé.6j_n�soM le.-6 !T.O..ta..tÙM

pu� le.-6 angle.-6 ; la PCA..tj_e. déduc.tj_ve. e.�..t plU-6 j_mpO!T.tan..te. que. aan-6 la p!T.e.­
mj_è.!T.e. p!T.��e.nta..t;_on.

uou» aVOM atO!T.-6 j_nc.m-6 une. pa!T.tj_e. "hO!T.-6 p!T.og!T.amme." -6U!T. l' addj_;tj_on des

angle.-6 o!T.-te.nté-6, c.M. nOu-6 pe.MOn-6 que. c.e.tte. notj_on �e.Jr.a.(t �e. pOUlT. déve.­

.toppe.Jr. le.-6 thèJlle.-6 ; e..t.te. n r e-6t néanmoj_M pa,_,:, .<.nd�pe.Mable..

L� thèJlle.-� -6u,<,v� ont e.n-6uj_te. été t'tMt� :

............
- .t'<'gne.-6 de. n.<.ve.au. de. l' app.tj_c.at.<.on ;11 � (.�IA ,Am)

�ométJr.j_e.-6 lw/�ant .0tVM.{ant un potygône. !T.égu.tù.!T. J. n c.ôt�
- qua/t� de. tOUlT.
- q uadn. j_ta..tèAe. j_M c.!T. .<.ptj_ble.
- b�-6ec...tJr.j_c.e.
- !T.e.la.t'<'OM mét/'t.<.que.-6 dan» un t/'tj_angte

N. B. N oU/.:, av OM ut.<..t�é. deux typ� de c.M.ac.tè.Jte.-6 tupo gJr.aphj_que.-6 :

l'un concerne les parties utilisables pratiquement telles quelles
dans une classe
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l - INTRODUCTION A LA �OTION D'ANGLE

Il s'agit d'effectuer avec le papier calque des manipulations sur la figure
F (fig. l page 6).

On décalque FI et on décrit les manipulations faites avec le calque pour

superposer Fl successivement à F2,F3 et F4·
On distinguera - superposition par glissement appelée déplacement

- superposition par retournement appelée antidéplacement

On recommence avec la figure FZ
On considère maintenant les couples de demi-droites (Olxl,OlYI)'

(OZxz,OzYZ)' (03x3,03Y3)' (04x4,04Y4) (fig. Z page 6) et on refait les mêmes

manipulations qu'avec la figure F. (On pourra colorer en bleu les demi-droites

Ox et en rouge les demi-droitesOy) .

. Construire des couples de demi-droites se déduisant de (Olxl,OlY1) par

dép.1,_acernent_,___Q§r antidéplacement. - _-- - __

Construire 05Y5' telle que (05x5,05Y5) se déduise de (Olx1,OlYl) par dépla­
cement; même question avec 06Y6 (on recherche une demi-droite 06x6 telle

que (06x6,06Y6) se déduise de (Olx1,OlYI) par déplacement).

Déterminer deux demi-droites 07x7 et 07Y7' telles que (07x7,07Y7) se déduise

de (Olx1,OIY1) par déplacement.

C omme.nta.-Ut e.

- V.w,un.guVt déplac.eme.nt e.t al'l.,udéplac.e.me.n.t
- Re.mMquVt que. le..6 déplac.e.me.n.t.6 et: .f.e..6 an.,udéplac.e.me.nu C.OYl..6Vtve.n.t

.f.e..o d.w.ta.n.c.e..6

- S� on. .6e. don.n.e. de.ux po�n..t.6 e.t .f.e.u.k.6 �age..o �l n'e.x.w.te. qu'un déplac.e.­
me.nt pO.6.6�ble. e.t un. .6e.u.f. an�déplac.e.me.n.t.

- VégagVt .f.a. no,uon. d'angle. o��e.n..té. de. c.ouple..6 de. de.m�-�o�.te..6.
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II - ANGLES

On dira que les deux couples de demi-droites (Ox,Oy) et (D'x' ,D'y')
définissent le même angle pour exprimer qu'il existe un déplacement
transformant Ox en O'x' et Oyen D'y'.

�
On notera (Ox,Oy) l'angle représenté par le couple de demi-droites (Ox,Oy).

Remarquons que (Oy,Ox) se déduit de (Ox,Oy) par un antidéplacement ; on dit
»<: /'""...

que (Ox,Oy) et (Oy,Ox) sont des angles opoosés.

Autres définitions

On considère un couple de demi-droites (Iu,I'u'),
l'angle représenté par ce couple sera par défini-

""'"
tion l'angle (ll x,.1l. y) si, il. étant un point quel-
conque du plan,il x et Il y sont respectivement pa­
rallèles à lu et l' u' et de même sens-;----

...--........ ...............

(Iu,I'u') :; ( •.il x, ..1- y)
Si les supports des demi-droites lu et L'u' sont

des droites sécantes en un point A, alors on peut poser
__....... _............._

(IujI'u'):; (Au,Au')

....
.....

� -')
On pourra de même définir l'angle des deux vecteurs non nuls U et V comme

-'> _">

angle de demi-droites ayant respectivement comme vecteurs directeurs U et V.

y �
--

(U,V) :;

�
(..Q. x ,n y)

. On notera la "conservation de l'angle" par translation, symétrie centra­
le qui sont des déplacements.
On vérifiera que l'homothétie "conserve aussi les angles" (fig.3).
Par contre la symétrie axiale ne conserve pas les angles, elle �an5�rm� un

angle en son opposé (fig. 4)
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Exercices

ex l : On considère deux droites parallèles xx' et yy' et une sécante zz'

telles que xx' (\ z z
'

= �A} ; yy'(\ zz
'

= {A'] (fig. 5).
Trouver dans la figure 5 de la page tous les représentants de l'angle.......---..

(Ax,Az) d'abord de façon intuitive, puis en Justifiant à l'aide des résultats
du cours.

Comme.nta.Ute.

Ne. pM oubij_e./r. ie._-6 c.oupie._-6 te..t--6 que. l Ax , A' z ) pM. e.xempie.
� ............

Mêmes questions avec (Az,Ax') ou (Az,A'y') etc ....

ex 2 : A propos de la construction de droites parallèles. On rappelle le

résultat suivant; étant donné 3 points M,N,P il existe un point Q unique
tel que (M,N,Q,P) soit un parallèlogramme, Q est l'image du point P par la

translation de vecteur M�.

Soit trois points distincts A,B,C . On construit le cercle � de centre
B de rayon AC et le cercle � de centre C et de rayon AB.

Ces deux cercles se coupent en deux points D et D' ; on appelle 0 celui des

deux points qui n'est pas du même cOté que A par rapport à BC (fig.6).

1) Montrer que le quadrilatère (A,B,C,O) est parallélogramme.
2) Montrer que le quadrilatère convexe formé à partir des points A,B,C et

D'est un trapèze isocèle.

a) pour quelle disposition des points A,S et C peut-on avoir

D' = A? On éliminera ce cas.

b) montrer que D et D' sont svmétriques par rapport à (BC)
...........

c) f"1ontrer que les angles (B-è, SÀ) et (63, ëÔ') sont opposés.
d) montrer que A et D' sont symétriques par rapport à une droite

( 4.) que l'on dé terminera.

e) en déduire que (AD') est parallèle à (BC).

C omme.ntaA:/r. e.

1 ) L'un de._-6 de.ux qu.a.dJtj_ia.tèAe._-6 C.OMtJr.uj_ � ave.c. ie./� poj_n.t/� A, B, C, D d'une. pM.t
A,B,C,D' d'autJr.e. pM.t e.--6,t né.c.e.--6_-6a.-Ur.eme.n,t un pM.aLtè..togJtamme. C.M AB = CD =CD'
e.,t AC = BD = BD'

On é.t-Ün-tne. D' c.M. AV' de.vJtlü.,t ê.tJte. une. d-tagona.te. et: donc. A ei: D' de.vJtaJ..e.n,t
ê.tJr.e. de. pM.,t e.t d'au�te. de. BC.
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2) Le. quadfL-<',fa:tè./r.e. (A,S,e,D) e.�t,�u-<.van-t que. A e./)-t d+un côté. ou de. l'au..t'7.e.
de. ,fa mé.d-<.atfL-<.ce. de. (BC), u.n quadJL-<'fu-tè./r.e. convexe ou cAo�é. j et /�-<. A appC0'7.­
üe.nt à ,fa mé.d-<.a..tûce. de. (SC) a,f.M/� D' = A.

3) PoufL ,fe.� que�t-<.o� 3,4,5 //�-')�'> -')-:>
,fe/s ang,fe/� (CV, CS) «, (CV' , CB) /)ont oppo�é.� (�ymé...tûe. pa.-'7. ,'7.appo:tt--, ' -

à EC) j (CD� ëB) et: (ifA, ëè) .so nt é. gaux ( a,ftM ne� -<.nte.fL ne./� )
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III - ROTATIONS

Exemples concrets où interviennent la notion de rotation

* roue d'une loterie

* manège
* fermeture à baonnettes
* moulin à vent ...

Manipulations

la) Considérons une lettre F.

Construire une image obtenue après lui avoir fait subir un

huitième de tour autour du point A.

C
1C

Comme.n..ta..Ute.

de.ux �otu�o� po���b�e.�, d'où on. dé9ag�a �e. �e.�

20) Même problème avec les points B et C.

Comme.n..ta.-Ute.

Le. .s
' ag�t de. 6a...<A:e. c.ompJte.n.ci'te. que. �a Jtotation opèAe. �uJt

tout �e. pfun.. Le. po�nt �n.vM�ant n' e.�t pM néc.e./J/sa...<A:e.me.n.t

�uJt F.

Définition
'"

Etant donné un point ° et un angle � (orienté) on appelle rotation

de centre ° et d'angle � l'application de � dans lui-même qui
associe à tout point M le point M' tel que

{Otv1 = DM'
�) ""

( DM , DM ,) = .,r

Remargues
* La rotation est un déplacement, elle conserve donc les dis­

tances et les angles orientés (d'après les manipulations).
* Une rotation transforme un segment �BJ en un segment CA'B]

de même longueur

[AB] = [M / d ( A ,1'1) + d ( A , 8) = d (A , B ) }
La rotation est une isométrie.
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Par conséquent d(A,M) = d(A' ,M')
d ( M , B) = d (�1' ,B ' )

d(.4,8) = d(A',B')

Par sui te l'image de [�BJ est �'B 0
Une rotation transforme une demi-droite en une demi­

droite, une droite en une droite, un cercle en un

cercle de même rayon.

Exercices

l/Construire un triangle équilatéral ABC dont les sommets sont sur trois
droites parallèles.

1>. 1;L 1)�

1: "1
1

CommentiUJr. e

de l' un.e ces dJtO,{_:tL� rcvr.a.1lUe-6 a.vec. l' ,{_ma.ge. de c.eUe
P j'- 1

(Jqu,{_ c.on.tient B. ""'- .... x : .... �'e.. C.=,.2)1 f1 j.;�. îua.nl::'; B
'J t,6t- 1'c)'l1t,,'r_,:.tut?le.. C �

Même question avec un triangle rectangle isocèle, avec un triangle isocèle
ayant un "angle au sommet" de 20°.

On. 6ù.e l'un. de� /�omm�, A pM exe.mple� aqant: C.OMta.­
té que C �e dédu,{_t de B pM une Jtota.t,{_on de c.entJte A

(a.ngle 600 ou -600) on obtient C c.omme ,(_nte.Jt/�ec.tion

2/Soi t L et L
1

deux droites sécantes et A un point ni appartenant ni à sr:
ni à 1.J

1

Construire un triangle équilatéral ABC tel que B � CD et C € J)

'"
* Si 0{ =

....

Si 0( =

""

o la rotation est l'identité dans le plan
A.

P la rotation de centre 0 est la symétrie centrale de centre O.
'" '"

* Si � -j. 0 la rc!ltion n'admet qu'un seul point invariant, son centre

* La rotation est une bijection du plan dans lui-même, l'application réci­
proque est la rd.st ion de même centre et d'angle opposé.

Exercices 1) Déterminer la rotation transformant le bipoint (A,B) en le bi-

point (A' ,B') lorsque AB=A'B' et (AB)//(A'B').
(Envisager tous les cas possibles, A=A', A�A', cas où les média­
trices de (A,A') et (B,B') sont confondues).

2) Hême question en envisageant des segments �A8J et [A 'Bj à la

place des bipoints.
3) Soit un point 0 et un triangle scal�n� (A,B,C)(c'est-à-dire ni

rectangle, ni isocèle), on construit son image par la rotation de

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.
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centre 0, d'angle 1/8 tour dans le sens des aiquilles d'une mon­

tre. Trouver tous les représentants del'angle de la rotation

cJan5. 1Q....f .. �"I"(.. fo .... ",e'(. p""": le.. 1'"./1.4-"';.'(.. �t"so... �",Q,..ic..-

IV - MESURE DES ANGLES

C ol1une.nta.-ilt e.

�/���q���. On /�aJ..t me.--6MVt. ,te./� a.ng.te.--6 gé.omé.Vr.-<..que.-6 a.ve.c. un /ta.ppOJtte.u/t ( d e, J !'I.e'

Pian 7) Da.M .ta. .0'ta.IMOOJtma.t-<-on d'une. 6-<..gMe. pM une. «oracion 0'11 'Ile.

c.onn.a2t que. .t'é.ta.t -<..n-<..� e.t .t'é.ta.t 6-<"na..t.
2) Ba..taHa.ge. du pian pOM pM--6Vt de. .ta. po.o-<..tiO'll -<..na-<..a..te. ci .ta. po.o-<..­

ua 11. n;_n.a..te. e.n e. 66 e.c.tua.n.t p.tM-<..e.M--6 tOI.L-'t-O

3) O�-<..e.nta.uo'll du p.ta.n (2 -6e.n..o pO--6--6-<"b.te.--6J
4) Me.--6Me. d�� a.ng.te.--6 o�-<..e.'Ilté.� •

. Imaginons la roue d'une loterie comportant 12 numéros. On s'intéresse au
*"

nO l, on fait tourner la roue et on repère la nouvelle position du nO l

(fig.7p.16).
Appe lons .J1_ x la position ini tiale et Jl y la posi tion finale occupées par

le nO 1. Quel trajet a-t-il effectué?

Comme.'Ilta.-0'te.

Ou b-<..e.n -<...t e.�t pM--6é. d-ilte.c.te.me.'Ilt de. Jl x ci �2. Ij (.ta. ,'Loue. a. é.té. Vr.è./� 6aJ..b.te.me.nt
ianc.é. e.) •

Ou b-<..e.n e..t.te. a. 6aJ..t p.tM-<..e.M--6 tOM--6 daru, un --6e.M ou dan« un a.uVr.e..

On �e.mMqu��a. qu'e..t.te. a. pu 6a.-0'te. un 7/6 de. tOM da.n..o ,te. --6e.n--6 de.--6 a.-<..gu-<...t.te.--6
d'une. monVr.e. ou 5/6 de. tOM da.n.o ,te. --6e.n..o -<..nv�'L--6e. •

.........._

. Quels nombres peut-on associer à l'angle (J1 x,J1y) ?

C omme.nta.-0't e.

60 ci dko-<..te., 420 ci dko-<..te. (qua.nd on a. e.66e.c.tué un to�'t) ... (60+12.360) ci dko-<..te

(qua.nd a 11. a. e. 66 e.c.tué. Iz tOM--6, 12. EN) .

300 ci ga.uc.he., 660 ci ga.uc.he. (qua.nd on a. e.66e.c.tué. un tOM) .•• (300+12.360) ci ga.u­
c.he. (quand on a. e.66e.c.tué. 12. tOM--6, 12. é 11/) ("dko-<..te." -6-<"gn-<"6..ta.nt ,Je.n..o de.s a.-<..gu-<...t.te./�
d' LLYl.e. ma rd:« e. J

* axiome la roue ne peut s'arrêter qu'en face d'un numéro.
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. On dit qu'un cercle est parcouru dans le sens positif, ou direct, ou

trigonométrigue (on dit aussi que le plan est balayé dans le sens positif,
ou direct ou trigonométrique) lorsqu'il est parcouru dans le sens inverse

des aiguilles d'une montre.

Le sens contraire est aopelé sens négatif ou indirect .

. Revenons à l'exemple dela roue de la loterie
......--....

a) Al' angle ( Jl x, 11. y) (lorsque l'uni té est le degré) sont associés les
nombres

- 60

+ 300

-420

+660

-60-k360 (k e �), ...

+300 + k360 (k E �), ...

»<:
On est amené à dire que les nombres associés à (tlx,ll y) (lorsque l'unité
est le degréJsont de la forme:

- 60 + k360 (k c 1).
/"-._

Chacun de ces nombres est aopelé une mesure en degré l'angle (12 x,ny)

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



- 19 -

Un angle admet donc une infinité de mesures en degr�qui diffèrent entre

elles d'un multiple de 360.

Par exemple, les nombres -60 et +660 sont des mesures du même angle car

(660 - (-60) = 720 = 2x360) ; leurs différences sont des multiples de 360.

On dit que -60 et 660 sont congrus modulo 360 i on écrit -60� 660 (360).

La mesure comprise entre -180 et + 180 est appelée mesure principale

Exercices

1) On considère un cercle de centre 0 et un point A de cercle � . Construire

sur 'e les points fvll ,M2" .. Mk ... tels qu'une mesure en degrés de l' angle o r ieri­

té de la demi-droite DA vers chacune des demi-droites OMl,OM2, .. ,OMk". etc.

soit respectivement :

3450 i 30 ; -60 ; -690 120 1380 -300 - 1680,

2) Soit Ax une demi-droite; déterminer toutes les d�mi-droites Ay telles
.............

qu'une mesure en degré de (Ax,Ay) soit de la forme suivante:

20 + 180 k ; -30 + 90 k ; - 240 + 120k ; 45 + 60k ; 80k kfE ?!.

- 3) Déterminer par leurs mesures principales les angles dont une mesure en

degrés, notée x, est solution de l'équation suivante (faire une figure)
2x _ 60 (360

6x s: 180 (360);
3x = 60 - x (360)

3 x.::: 90 (360)

4x � 160 (360)

4x ;;s 0 (360)

2x;;;; x + 20 (360)

Comme.nta.-<Ae.

l i. e-6t d-t6 û-{.c..Lte d' ê.t)r.e. -6cLtL�6cu:.t du ehoo: d'une. ncraccc« pOWt une. me.-6Wte ;

e.n e.Ollet -6-t on dé.-6-tgne. pM exe.mpte pM me.--sd l.0y June. me--swr.e. en de.gJté/� de
�

t'angte lAx,AyJ , me.-6dlAx,AyJ -6ymbot�e. un nombJte. dé.6�n� à 360 pJt�.

b) Une mesure en degrés de l'angle nul est 0

....-.......

mesd(Ax,Ax)
-

0 (360)-

Deux angles opposés ont des mesures opposées
� �

mesd(Ax,Ay) -
- mesd(Ay,Ax) (360 )

Commenta.-<Ae

On Jte.mMque.Jta t' aJ'UL(_og�e avec. AA = 0

AB = - BA
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* On appelle radian l'angle géométrique formé par deux demi-droites Ax,
Ay qui intercepte sur le cercle de centre A et de rayon l un arede lon­

gueur 1.

�* Sur un cercle de centre A et de rayon l, un arc AB a pour mesure en

radians sa longueur.

'"
* Soit 0( un angle géanétrique ; (Ax,Ay) un représentant de cet angle, on con-

sidère le cercle de centre A de rayon l et l'arc
-

BC intercepté par Ax,Ay.
Par définition :

A

la mesure en radians de � est égale à la longueur,.....,.

de BC, est encore égale à la mesure en radians
-

de BC.

Par exemple, l'angle plat mesure 11 radians (la

longueur d'un demi-cercle de rayon. l est égale à ).

POUJt me./sUJteA un angle. OJr.-i.e.nté. e.n nadèan», O!'1 ceut: Jte.6a...<Ae. la mê.me. C.OM.:0'r.Uc.tùn
qu12. c.e.lle. qu-<.. a. é.té 6a.-{,te. e.n de.gJt�!> e.n Jte.mplaç.ant 1 80 pM -ri .

Le. «ad-con. étant l' undé qu;" dosu. la. /.)u-<.te. J.leAa. la. plM ut-<'fuée. on pe.ut
a.dopte.Jt la. nota.tùn me./.) l Ax , AIj 1 poUJt dé.-6-<.gne.Jt une. me./!>UJte. e.n «adcan» de. l' an­

gle. lAx,AIjI. llc.-<. me./.) n'e.J.lt pa_/.) ,i_nd-<.c.él.
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v- RELATION DE CHASLES - CQlvlPOSITION DE ROTATION

. Relation de Chasles sur les mesures des angles

Comme. Ylto.-Ute.

,v OU)) Vle. dé. 6 -Ù'l-UtOYl/.) pM d' addi.t.cor: /�M e' e.r�6e.nlb.te. de.,6 ang.te.'6, CUJ.)),�-i. .ta ,'te.fa,t-toYl

de. ChM.te.)) e.));t-e.,Ue. donné.e. pOM .te.M)) me.))Me.)), e..t.te. '.'>' e.xpJti..me.Jta donc. /.'>OU,j
-

6oJtme. d'une. C.OYlgJr.ue.n.c.e. ,flodu.to 2 H •

t:t/ Soit.Q.x, �y et.Jl. z trois demi-droites.

Considérons le cercle t' de centre..a, de rayon 1.

�n.a%..=tA} -> 't'1Î12':1:f�}j "C(î1Lir-":{c.j
Soit Go la mesure en radians comprise entre 0 et 2 ïJ

-""-
de (.st x, JL y) (0 � 80 c 2 T), et 81 la mesure en

-'""'­
radians comprise entre 0 et 21[' de (12. y, .il. z)

(0 ,E;, < 21i").
Deux cas de figures peuvent se présenter
a) &o.jo 91 est la mesure en radians compr ise entre 0

�
et 2 i" de ( Jl x , � z) ( ° � "". + e, � z w :

b) \7. -+ �., est la mesure en radians comprise entre
_. --.....

zn et 4. de (.0. x,..Q. z)(Z � $-_+9. c: 41T).
"

D'où

� _, -'"'
mes( .•i.l x,..Q.z) = mes( Jl.x,�1.. y) + mes(.n. y,.!l.. z) (Zr

Re.maJtquOM .e' an.aiog-i.e. «vec .ta Jte..eatùn. de. ChM.ee.)) pOM .te.)) me./�Me./!. a.tgé.bJr.-i.que./!.
AC = AB + Bë

On. pOUJr.Jr.a paJt.te.Jt a,u/.)));_ de. Jte..e.at;_on. de. ChM.e.e.)) ))ou));t)tac.;t;_ve.
� ............. ==-"

me./� (J2. x,.12 ) - me.)) l .a: x, 12. y) =- me.)) ( 12.. If, 11 z ) (2 r )
de. même. que. .t'on. é.c.Jr.d BC = AC - AC

. Conséquence pour l'angle d'une demi-droite et de son image par une rota­

tion

o

1
':t,.1

", .

�

Soit la rotation r(O,OI{ ), Ax une demi-droite ,I�'x' son

image par la rotation donnée
"" -, /'\ / ,

mes(Ax,A'x') � mes(Ax,OA) + mes(OA,OA')+mes(OA'A'x')
(2 n

D'autre part �

'""_ ",. �
mes(Ax,OA) .. mes(Ax' ,DA") (zr)

(car la rotation "conserve les angles")
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De même
......--

-�

mei,:l.'x' ,CA'):: - mes

./"'-

D'où mesCAx,A'x') E

�
-)

(OA' ,A' X
' )

/'\
-:> -

mes(OA,O ')

(211 )

(21Î )

Exercice :

On considère une droite 1) et un point 0 n'appartenant pas à J; soit j.
/

l'image de 'h dans la rotation de centre 0 et d'un quart de tour dans le
1 - 6','

sens trigonométrique. Construire n . Soit A � � 0� ; déterminer Al an-

técédent de A par la rotation et A2 image de A par cette même rotation.

Soit M Ë n
y trouver des constructions de l'image de M par cette rotation.

Corrune.ntLUJte.

Donne./(. te. max-<1l1UTn de. /(.e.Me.-tgne.me.nu ,�uJr. ta 6 -tguJr.e., pa/t e.x.e.mpte. ta c.ompo;.,é.e. de.

2 /(.ota.,t-tOYl.S d'un qUMt de. touJr. daru. te. ;.,e.M ;t.!(.-tgonomé.u-tque. e.;.,t ta ,�tjnié.;t.!(.-te. de.

c.e.nue. O .

. Composition des rotation de même centre

C omme. nt�'t e.

C ' e.;.,t une. C.oMé.que.nc.e. -tnmé.d-ta.,te. cie. ta /(.e.ta.,t-ton de. ChM.tW. On note.Jta t' -tmpO.!(.­
tanc.e. du. g/(.ou.pe. de.s /(.O:ta.,t{.OM de. même. c.e.n-t-'te. opé,.!(.ant /�uJr. te. p.tan

'" "'\

So,'t rl (0, 0(. ) et r2(0, "'1. ) deux rotations

On a ! Ol"l = Of'l'
.........\

L mes (Ol"i, 01"1")

= Ol'i"

/' ,,/\
:= mes (01'1, m'l' )+mes (01'1' 01'1" ) (2 'rr )

r20rl est la rotation de centre 0 et d'angle � tel que
'\ ""'

mes .,( .: mes .,<
1

+ mes <; (2 tr ,

VI - ANGLE AU CENTRE - ANGLE INSCRIT

cf. § III page du chapitre "ROTATIONS-ANGLES"
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Ch. 2 ROT A T ION 5 Â �J G LES

1 Rotations

II Angles

III Angle inscrit et 3ngle au centre
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l - ROTATIONS

A -e' «c:« di: dép-tac.e.me.n:t d '[me. 6 e.u-tUe. de. pap-te_/[ c.a..-eque. (ave.c. ou .<>aM te. tcu,'r_­

ne.me.ntl, on pe.ut Jé.gage.)[ la notion d' ÙOllié.;t,'r_-te., de. dé.p.eac.e.)iie.nt e.t: d' an.tz­

dê.plac.e.me.nt d'un plan.

U .<>e.mble. .DnpOJttant cf.' -tMÙte.)[ /.)u)[ le. 6 Mt qu'on .s
' znté_,'r_e..<>�e. un-tque.n,e.n:t aux

app.f-tc.at-tOM, c.'e..<>t-à-d_{_)[e. qu'on n'é.tud-te. pM, .<>ClLLé -tnd-tc.at-ton c.ont/'r_a_{_)[e.,
le. mouve.me.nt, maù qu'on obsexv« un-tque.ment l"'é.tat zn-tt-tal" et l"'état ci.&tal".

Activités: On donne la figure l, dans laquelle BCDE est un parallèlogramme
et BA = AC .

. On considère les déplacements fI è f5 définis par

iB__.,Bf . 1
4

.

l C ._" A
( û ._" A

f5 :�E--B
Construire è l'aide d'un calque les images de chacun des points A,B,C,D,E
par chacune de ces applications.

parmi ces déplacements y en a-t-il d'un type connu?

mêmes questions pour les antidéplacements f6 à f9 définis par

\ B,__..B

I_ C-C )1. C"-A

.

A �C
B,_,B
C.-.-A

peut-on définir de cette façon, à l'aide des points A,B,C,D,E d'autres
isométries ?

quelles sont, parmi les applications fI à f9 celles qui sont égales è

leur réciproque ?

La mùe. en page. de. la 6-tgu)[e. n' e.<>t pM nMtude ; eUe. e..<>t c.onçue de. 6aç.on
que tou.<> le/.) pO-tnu c.he)[c.hé..<> /.)o-tent /.)u)[ la ci e.uille. On pou.Jt)[a )[aJ ou.te.)[ uLté.­
Jr.-te.u.Jte.me.nt d' au.t)[u pO-tnu pou)[ n�e c.omplte.ndJte. aux élè.ve./.) que. .tou.<> le..<> co int»
du plun ont une. ,(mage., et pM .<>eule.nle.nt ceux qu-t .<>ont )[e.plté..<>enté..<>. On pou)[,'r_a
au.<>�-t ci a_{_)[e. c.ompMe}( c.e.)[ta-tne.<> appl-tc.�oM.

On dédu_{_)[� de. c.e.<> ac.t-tvdé.<> le.<> P)[OP}(-té.té..<> .<>u-tvante..<>

1 - Soit f une isométrie d'un plan P ; pour tout couple (A,B) de p2,
on a A'B' = AB, où A' = f(A) et B' = f(B)
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2 - Etant donné deux couples de points (A,B) et (A:B') tels que A � B

et AB = A'B', il existe un unique déplacement f tel que f(A) = A' et f(B) =B',
et un unique antidéplacement 9 tel que g(A) = �' et g(8) = B'.

3 - Les isométries sont bijectives j la composée de deux isométries est

une isométrie, la composée de deux déplacements est un déplacement, la

composée de deux antidéplacements est un déplacement.

3 bis � Une symétrie orthogonale par rapport à une droite est un anti­

déplacement.

4 - Soit f une isométrie, A et 8 deux points distincts et A' et B' leurs

images par f.

. l'image de la droite (AB) par f est la droite (A' 6' )

l'image de la demi-droite [A,B) par f est la demi-droite r,,, B'._r. ,

l'image du segment [A,B) par f est le segment lA' ,6'J
l'image par f du cercle de centre A et de rayon R est le

cercle de centre A' et de rayon R.

��������� : .t' é.tude. de.s dé.p.f.ac.e.me.nu ayant un po-<.nt -<.nvM-<.ant 0 monr...Jte. que.
.e' on pe.ut obte.nVr. une. te..e.te. app.e-<.c.a:t-<.on e.n tÎ�an:t tOu.kneJt te. c.a.f.que. auxou»: de. C

D'où. -ta :

Définition : un déplacement ayant au moins un point invariant 0, est appelé
rotation de centre O.

Propriétés : (pouvant se déduire assez facilement des propriétés l à 4)

5 - Si une rotation a deux points invariants, c'est l'identité (en vertu

de 2 et du fait que l'identité est un déplacement). On en déduit:

6 - Une rotation qui n'est pas l'identité a un unique point invariant

7 - Une rotation est déterminée par son centre 0, un point distinct de 0

et l'image de ce dernier (cas particulier de 2)

8 - La composée de deux symétries orthogonales par rapport à des droites

sécantes en 0 est une rotation de centre 0 (d'apltè.-ô 3, c.'e./�t un dé.p.tac.e.me.nt,
e.t -<.-t -t��/�e. 0 -Ù1vaJt-<.antJ

9 - Toute rotation de centre 0 peut s'exprimer comme composée de deux

symétries orthogonales par rapport à des droites sécantes.

(So-<.:t Jt une. ltota:t-<.on de. c.e.n.tJte. 0 ; -6-<. Jr. .: ..<.dp' .te. Jr.é.�Ua:t e.st: J.J?méd-<.a:t i

/�-<. Jr. , id , soc: A , 0 e.t A'.: lt( A) i on appe..t.f.e. D ta MO-U.e. OA ez D' -tap
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mé.dj_a.Vtj_ce. de lA,A') j a et D' �on.t �é.cante.-6 e.n. 0, dow: So'o SulO) = 0 j

d'Ci.LLVte. pMt SO'o SOlA) = A' j c{'apJr.è./� 8 So'o So «s: un.e. Jr.Ota;tj_OVl, et d'apJr.è...)
r SV' a Sv = ,'t ).

C ol!lp,fé.me.Vlt : tout dé.p,face.meVlt du p.tan «s: une. Jr.otatj_on. ou UVle. t/'tan,�,fa"UoVl.

lOVl a ajouté. cette. pJr.opJr.èté. CM on. pe.ut eVl don.Vle.,'t UVle. déf/lOMtJr.atj_OYL ,j-<Jllpte.
à ,f'a)_de. de. ce. quj_ p.tr.é.cè..de.l.

Soj_t 6 un dé.p,fa.c.e.me.Vlt de. P e.t A un poj_nt de. P.

On pMe. A' = 6l A) et: A" = 6 (A' ) •

Sj_ A' = A, 6 e.�t une. Jr. oto.;tj_on de. c.entJr.e. A lé. ve.nWe.Ueme.nt -Ulp)' 01'1. /�UppO-6e.
dan-6 .f.a. -6ude. A i A'. PM c.on/�é.que.nt, -6j_ on .tJr.ouve. un dé.p,face.me.nt 9 te.,f que.

g(A) = A' e.t g(A') = A", 9 = 6.
6 é.ta.n.t une �omé.tJr.j_e., on ct : AA' = A' A" li)

1 eJr. C.M A,A' ,A" sont: a,tj_gné.-6. Compte tenu. de. l'i) on a

� �
AA' = A' A" ou

� �
AA' = -A'A"

� �

• Sj_ AA' = A'A" : A' = tlA) et A" = tlA'), t é.tant ,fa .tJr.an-6.ta.tj_on de. vec.te.uJr.

At'. Donc 6 = t.
-+ _,.

Sj_ AA' =- A ' A" ; MOM A" = A j

S é.tant ,fa. -6ymé..tJr.j_e pM Jr.a.ppOJtt au milieu de lA, A') A' = S lA) et: A" = S lA' ) .

Donc. 6 = S

Ume C.M : A, A', Ali Vlan a,tj_gné_-6. Soct: D ,fa mé.dj_a_tJr.j_c.e. de. lA, A') e.t D' .f.a.
mé.dj_a.Vtj_ce. de. lA, A") j ,fe.-6 poj_y7_U A, A' , A" n

' é.tant pM a_,ej_gné.-6, D e.t D' �ont

-6é.cante.� en un poj_nt O. SV' 0 Sv e.�t donc une. ,'to.ta.Uon de. c.e.ntJr.e. O. 0Jr. :

SD' 0 Sv lA) = SV' lA') = A' kM A' éD' d' apJr.�� l r ) )

Sv ' a Sv lA' ) = SO' lA) = Ali

Activités

* Construction sans calgue de l'image d'un point par une rotation: On donne

la figure 2; construire sans calque les points r(S), r(C), r(D), r étant la

rotation de centre 0 transformant A en A'.
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If. e/�t po,M'{b.e.e que .e.e?> é.tè.ve?> IYtonOnc.ent -te fllot "CtYlg.e.e" et plLopo,�ent d' ut.{f.{.­
,�e-'1. un /1.appOJr.:teUlL ; c.e.ta peut c.on?>t.{.tuvr. une bonne ,tnVr.oduc.tion au jJa/taglLaphe
,�u.{vant. P Œ,� géné.Jr.a.e.ernent ,0)o 1..1/1. lLa p'l.e.ndlLe en c.ompte toute ,�u9ge/.)t.{on de:s

é.e.ève?>. Il pcna2t au.ss« _(_ntélLe/j/jant de ?>.{gncie,,'( le/� méthode-!) /�u.{vante-J, n:ême.

,�.{ le?> élève/.) ne le/J ont PWJ env.{/.)agée?> 'Jpontanéiflent :

- mé.thode dde du "c.o-<.Yt numé.Jr.oté"

On niatélL.{M.{.I;,e le ?>ec.teUlL angu.tw<.Jr.e -6aJ.ilant AOA' drut-6 du pap.{e.lL, e.n ayant
-6o.{n de d.{.l;,ungue)( (ou.tJr.e. -te./;, deux 6ac.e.-6) .e.e-6 deux bond» (YU1JlIé.Jr.oté?> 1 et

2 pM exemple). S.{ on c.hvr.c.he .t' .(mage de. B, .te. "co.en. numé.Jr.oté" a�).{ c.on/�­

Vr.ud pe.lLme..tVr.a de. Vr.ouvvr. .e.1l dem.{-dJr.ode -(mage. de. [0,5) (pltop.4) : On

6�t c.oZnc.{deJr. le. bOlLd 1 avec. [O,E) ; .te bOlLd 2 donne_,'r_1l .ta dem.{-dlLode C.he.lLChé.e. ;

le. po.{nt l3', .(mage. de. B pM .ta lLotat.{on, -6e_,'r_1l MOM dételLmùlé, 'JulL c.ette. deme­

Mode. pM : OB' = OB. Même chose pOUlL C et D.

- méthode. à .e.a lLègle e.t au c.ompM

So.{t ,Vi 1 0 et: M' = Jr. (M) ; so.d: e1. -te c.e,,'(c.te. de. c.enVr.e. 0 et: de. nouo« O,\'I
e.t el..te. c.e,'(c.le de. c.e.n.tJr.e. A et: de 'taIjon A/vl.

,�j E 'f ne; donc. ,'�' E Jr.( e_ ) ('. Jr.( e ) ; Jr.( e� ) = l:,
...
,

e.t ,'(( el. )e/jt .te c.e./'(-1 � • -2. •

c.te e: de. c.en.tJr.e. A' et de «aqon. (AM).

L��_s:� : 0,A,A,1 ne. -6ont pM a,Ugné.<>. 'f1 et � -6e. c.oupe.nt e.n deux po.{n.t-j ;

f� e.te�?>e. c.oupe.nt donc. au-6�.{ en de.ux po.{n.t-J. Le pJr.ob.e.ème. e.?>t de. �avo�'1. ie.­

que..t de. ce-s de.ux poou:« «s: Ivi'. On peut ./;,e. c.ontenteJr. de. .te. tso« ve.-'( ./;,UlL Lo:

6.{gUlLe (6.{g. 3) ou b.{e.n 6 w<.Jr.e. .te. Jr.wWonne.rne.nt ?>u.{vant : so.d: S .ta ?>u/llé.tJr._(_e.

OJr..thogonMe. pM Jr.llppOJr.t à La. méd'{a;t,üc.e. de. lA, A') ; pMOM j\l" = S Uv! ) ; '€"'1
e./;,t .{nvCl;'(.{1lnt pM S et S ( t'�: = 'e � , donc. 1111" E. '€1. (\ e� ; so.u: d' au.tJr.e.

paJttS' .ta ./;,1j1Tlé.Vr..{e MthogonMe pM Jr.llppOJr.t à (OA' ) ; on aS' 0 S = Jr. (va_{)(
pŒ,/;, haut), donc Ml = S' L'vi") ; le./J po.{nu O,A,,'vi n'étant pM M.{gné../;" O,A' ,ivl"
ne. re. sont: PM, donc. S' (M") f Ivl" ; j�I' e?>t donc. le. po.{nt d' .(nte.Jr./Je.c..t-ton de.

'€ l.
et 'E'� qu.{ n' e./;,t pM Mil.

���_s:� : O,A,/vl sont: a_.t.{gné.<>. ,'vl e. (OA), donc. ,\j' € (OA') ; d'auVr.e. paJr.t
O:vl = QW ; '{.t en Jr.é./;,uUe. que ,'vi appaJr.tient à .t' -tnte.Jr.?>e.c.t.{on de (0 A') et du c.eJr.­

c..te de. c.en.tJr.e. a et de. n.aqon. OM. On Jr.e.mcnque. de plu'/;' que. I�I' E: [0, A') /j.{ et
?>e.ule.me.nt s: '�i e: [0, A ) •
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* Recherche des centres des rotations transformant un point � en un point A'

* Recherche des centres des rotations transformant un couple (A.B) en un

couple (A' ,8') soit A,B,A' ,B' tels que AB � Û et AB = A'B'. Chercher les ro-

tations r telles que A' = r(A) et 8' = r(B).

Poult le./� é.lè.ve./�, on pOUltlta. .oe. c.onte.nte.Jt de. l'étude. d'un C.M J.,-<.mple.. VOA..c.A.. teu­

te. 6 où une. étude. dé.ta.A_llée. de. c.e. pltoblè.me..
SA.. A..l e.xùte. une. Jwta;t.A_an Jt ,'tépandant à la que./�tA_on. .oon c.e.n.tJte. a appMtj_e.nt
aux. méd..i..a..tJtA..c.e..o 6. e.t D: de. (A, A') et: (B, B' ) •

L��_s-�: c1 rt 1::/ = <jJ : A..l n' e.x.ùte. o.u.c.u.ne. ,'tota.tA..on .tJtan-60oJt.mant
(A, B) e.n (A', B') (.fe. dé.p.fac.e.me.nt .tJtan.o6oltmant (A, B) e.n (A', B') «s: u.ne. .tJta.n.o­

la.tA..on) •

1

g�!!�_S.��: 6, :: D. (6A..g·4); soc: r un poA..ntde. � et:« la Jr..ota.tA..onde.
c.e.n.tJte. l te.lle. que. lt ( A) ::: A'; appe.lon.o .s et: S' le..o .oymé..tJtA..e..o Oltthogona.fe./� pM
ltappOltt à. 1l e.t rA' ; on a lt = S' 0 S.

Olt S' 0 S ( B) = S' (B') ; donc. /'t ( G) ::: B' .oA.. e.t .oe.u.feme.nt .0 A.. , S' ( B') ::: [')', c
' e..ot­

à-d-Ùt.e. .0.,( et: -6e.u.fe.me.nt -6A.. B'E. (rA').
On e.n dé.du.,(t :

- -6A.. (A' R' ) n!:l. = 0, A...f._ YL' e.x.ùte. pM de. Jr..ota.tA..on .tJta.n.o 6 Oltmo.nt (A, B) e.n

( A' ,B' J. (Le. dé.p.(.ac.e.me.nt .tJtan-6 6 onmcnt: (A, B) e.n (A', E') e./jt une. .tJtaM.fa.tA_on).
- -6A.. (A'B') e.t � �ont �é.c.a.n.te..o, .ee. po.,(nt 0 c.he.ltc.hé. e.-6t le. poA..nt a'A..n­

te.Jt-6e.c..t.,(on de. (A'B') e.t Ô .

1

���_S.� : � e.t � -6ont -6é.c.ante./j (6A..g.5) ; ,jOA..t 0 .te. poA..n.t d'A..n.tVt-
-6e.c.tA..on de. 6. e.t /.lI e.t ,'t .fa ltota.tA..on de. c.e.n.tJte. 0 .tJta.n.o6oltma.n.t A e.n A'. Mon­
tJrol'W que. lt ( B) = B'.

Soc; B" le. -6ymé..tJt.,(que. de. t3 pM ltappOltt:.i � Con-6A..dé.Jr..on-6 le. c.Vtc.le. 'e de.
c.e.n.tJte. 0 et: de. «auor: OB et: le. c.Vtc.le. 'e

1

de. c.e.nt/'te. A' et: de. ltctyon A' B'. On
sac: que. lt(B) E. en'e' . Olt B' E -en el e.t: 13" E 'è (} el (C.M OB" = OB
e.t A' B" = AB = A' B') ; d' au.tJr..e. pMt B' 1 B", puùque. �"* 6.1 ; le..o c.e.Jr..c.le.-6

e et: e' é.tant d�tinc..t-6 (C.M le.u.Jt.o c.e.n.tJte.-6 le. -6oYl..t), on a : 'E 1\ e 1 =tB' ,B') .

Sod S la -6ymé..tJtA..e. Oltthogona.fe. pM Jr..appOltt à 6. c:t S' la .oymé..tJtA..e. Olt.tJwgona.fe.
pM ltappOlttà (OA'); on-6ad que.Jr.. = S'o S; donc. Jr..(B) = S'(B") e.tS'(B") = B',
O A' é.tant axe. de. -6ymé..tJr..A..e. de. e e.t: 'e' .
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II - ANGLES

1ère méthode

70/ Ang.te d'une Jto:twon :

On 6 a.d: .(c. .( ùt:tVr ve.n.(Jt le� TI1ouve.men�.

La dé.6-Û1.{_:t.{_on d'une Jto:twon a 6a.{.:t appM�,(e. c.ommen:t ll'app.t.(c.a:t.(onJ-J(o:ta,t.(on
pouva.{.:t �e d�du.(Jte du mouve.men:t-Jto:ta:t.{.on.

SoD: une Jto:ta,t.(on Jt de c.e.n-0'(e 0 -0'(M�6 OJtman:t un pO-Û1:t A l dü:t-Û1c.:t de 0 J e.J1 A' c

S'{_ l'on /lIMque 0 e:t A �uJt un c.alque '(l If a une -Û16 -Û1aé. de man.{_è..Jte� d' ameneJt

A �uJt A' e.n 6 M-6an:t :touJtne.Jt le c.alque curou« de O.

PouJt dé.c.Jt.(Jte. un :te.t mouve.me.n:t, on e�:t amené. a.. pJté.c.üeJt .te. � dM� le.quel on

6M:t :touJtne.Jt le c.alque lon -6U.ppo-6e qu'au cou.t.s ci.' une. man.{_pu.tCLt.{.on on .te 6Mt
to« jouJt-6 :touJtne.Jt dan-6 le même ,�eM) et: la Il quan:taé_" dont on .te. 6 ad :to�'(ne.Jt ;

'{_.t �e.m b.te na,tu)(e.t d' é. value.Jt c.e.:t:te. Il quan:taé_" e.n :touJt� e:t "iJtac.:t.(oM" de :touJt.

De p.tu-6, on a66ec.:te un �.{_gne. c.onve.n:t.{.onnel à c.h�ue �eYl-6 lon oJt.{.en:te �.(. le

plan). Deux. :te.L� mouve.men� d.{_6 fi è..Jten:t a10Jt� d'un nombJte. ent.{_eJt de tous»;

On appe.UeJta. me�uJte en :touJt� de. la. ,'(ota:tùn le nOYnbJte C.Ma.c.té.Jt�an:t l'un

quelc.onque de� mouve.me.nt-6 de ,'(ota,t.(on c.OJtJte-6pondanu. A paJr.:t.(Jt de là l pM
d-iv-cs-con. du :touJt) on peut dé.6.(n.(Jt le� rr:e.�uJte� en degJté.-6 et gJta.de-6 ; la. rr,e�uJte

en Jta.d'(a.Yl-6, d' OJt.{_g-Û1e d.(6 6é.Jtente, �eJta. é.tud'{_é.e au pMa.gJta.phe 1 d.u.. (h(.I'P' t,-e 3

On dira que deux rotations ont le même angle si elles ont les mêmes mesures.

2°/ Anqle orienté de demi-droites:

Soit (Ox,Oy) un couple de deMi-droites de même origine. Il existe une unique
rotation de centre a transformant Ox en Oy. Si le réel � est une mesure de

.A..
cette rotation, on dira que � est une mesure de l'angle orienté (Ox,Oy). On

.........
peut alors remarquer que - Q( est une mesure de l'angle (Oy, Ox). Ceci permet
de justifier l'expression angle orienté. On peut aussi à cette occasion intro�

- ""....
duire le terme angles opposés.(Oy,Ox) est l'opposé de (Ox,Oy).

Pour la suite et les activités, voir après l'exposé de la 2ème méthode.

2ème méthode (dite du "coin numéroté")

On d.{_Jta. que deux. c.oup.te.� de. de.m'{_-dJto.{_te� lAx.,Ay) et lBz,B.t) 60nt lou dé.6.{.n.{.-6-
/.lent) .te m�me ang.te �.{_, et ,�eu.tement �.{., ru c.OJtJte-6pondent à. un trI�e "c.oo:

numé.Jtoté." lvo.{_Jt page 29 J, c.'e.M-à.-d.{_Jte que la. Jtota,t.(on qu.{_ tJta.Yl-66oJUne Ax en
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Ay e.t c.e.ii.e. qu-t tJtan-660JUne. Bx. e.n. Et -6on.t a,MOc.-té.e./.) au 111�1lIe. c.o.{_n. n.umé.Jtoté.
� /"'.

:IJo;ta;t-ton. (Ax,AyJ = (Bz,BtJ
On. (.Jeut WI,:',.( dé.é.(_;'l;{}t l' ana i.e. d' un.e. ,'tota..t,.(on. de. c.e.n,û'te. 0 : /.)-t

�\,i e.-6t un Y.Jc-tnt que.i.c.onque. du (.Ji.an, d�t-Ù'lc.t de. 0, e.t :,,' ,:,on
,

�

.unage., c
' est: 1.' angi.e. (OM, 0:\,1' J (On note. a-tM-t l' allgi.e. du c.cupi.e.

de. de.m-t -dJto-tte.,.) ([OM J, [O,IA' J J, pcu/'t a1.lé.qe.Jt 1.' éc/1.{_tu,'te.) ,

On dé6,(nd e.MU-tte. fa rr:e.,!luJte. :

Le.-6 élève.-6 -6ave.nt me.-6uJte.Jt un. -6e.c.te.uJt /:,a-ti.lant à 1.' aide: d'un JtappOJttWJt. Pou/'t

me.-6uJte.Jt 1.' angte. oJt.{e.nté. (Ax, Ay J, ,a /:'un 6_{_Jta d'adj o-tn.d,'te. à ta Hle-6uJte. du -6ec.te.uJt

-6wtant xAij un -6-tgn.e, + ou - -6u{_vant te -6eM dan-6 te.que.,e. -ti. -6eJta-tt Il ba1.ayé Il

pM une derr{_-d!to{_:te d' OJt{_g-Ù'le A, de Ax ve.Jt-6 Ay. La 1l1e.-6uJte qu'on. obt{_e.f1t e./:,t

ta me-6uJte."pJt-tn.C,.{_pa1.e."; te.-6 autJte.-6 -6' obûe.n.dJton.t ci (.JMW de ta c"ompo-6d-ton. de.-ô

Jtota.t-tOM.

/Partie comrnune aux deux méthodes/

Activités :

* Découper un disque de 6 cm de rayon dans du papier, et par pliages suc­

cessifs, fabriquer un rapporteur gradué en 16es de tours le tour correspon­

dant à 360°, à combien de degrés correspond le 16e de tour? Porter sur le

disque les graduations en degrés correspondant aux subdivisions. (Attention
au sens).

* Etant donnés deux points 0 et A, construire les images de A, par les ro­

tations de centre 0 et de mesure: 3 seizièmes de tour; -5 seizième de tour,
1,125 tour) 11t,5°, etc (en utilisant le rapporteur en papier), 73°

250° ; -250° ; 432° ; etc ... (en utili�ant un rapporteur du commerce).

Le.-6 é.i.ève-ô ayant te. pfu-6 -6ouve.nt un JtappOJttWJt "deJ/i,.(-Jtond", {_L:, de.vJtoYlt
-6' adaptv1..

* On donne la figure 6, déterminer à l'aide d'un rapporteur, des mesures

en degrés des rotations de centre 0 transformant A en Al; A en A2; etc.

t At e.t AZ -60Ylt -6ymé.tJt,.(que.-6 pM JtappOJtt ci (OA J ; A e.t A3 /.)OYlt -6�mé.tJt,.(que/.) pM
JtappoJtt ci a J •
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* Composée de deux rotations de même centre : On considère deux rotations

rI et r2 de même centre 0, définies chacune par une mesure de leur angle. 8uel­

les sont les transformations r20 rI et rIo r2
?

La. c.ompo/sé.e de. uzux JtotatioM de.. c.e..nt-'te.. 0 e..,!lt un dé.p.ta.c.e.ment qu-<. [a_,0s/!le. 0
-tnv(T)!.-ta.nt ; c.' e.st: donc. une. Jr.o:ta;t-ton de. c.e.ntJte. O. Le. pJtob,fè.1i1e.. e..6t donc. un-tque.­
ment de. dé.te.Jr.m-tne..,'t une. me.6uJte de. ,f' a.na-te de. .ta c.ompo.6é.e... S-t on a. chocs« .ta
2è.me. mé.thode. on. me.ttJta cUJt..!I-t e.n é.v-Uie.n.c.e. -ta. p.tu.Jta.-tdé. de..6 me./ju.Jte..6 d'un. rr,ê.l1ie.

ang-te.. Q_ue..t.te. que.. .6 o-tt .ta. mé.thode. cho.cs-:«, -t-t n audJta., b-te.n e.n.te.n.du n a.-tJte. a.ppa."<
,'ta2tJte de..6 C.M où. .ta. vde.uJt ab,sofue. de. .ta. .6omme. de.s Jne..6uJte...6 e..n. de.gJté..6 de.

Jt7 et Jtz ex.c.ède 360.

On déduira de cette étude

- Si <; est une mesure de rI et c<.t une mesure de r2, r:J...
.. +?'j� est

une mesure de rIo r2, d'où

étant donné 3 demi-droites
.A,.

(Ox,Oy) et (3""
(Ox,Oz) .

Ox, Oy, Oz de même origine, si c(
............

une mesure de (Oy, Oz), ct. + f3
est

estune mesure de

une mesure de

* Itérés d'une rotation: On donne deux points ° et A ; on appelle r la

rotation de centre 0, de mesure � ; const�ire Al = r(A) , AZ = r(Al), etc.

donner des mesures des angles (OA,OAl), (OA,OAZ)' etc.

O ho« 800 80
no "? 0 0 '

0 dn. a. c tO-<..6-<. ,C.M =

-9- , cun.,H:;;6 n. 1 e...o.t pM un mU<..t-<.p<..e e 80,
80 + 80 < 180. On. pou.Jt/[a 6a.-i.Jte /[eJnMque.Jt que .ta. «orat.co« de c.en.tJte 0 qu-<.
tJtan.6noJtme.. A en A e.6t Jtn..

n.

* Image d'un couple de demi-droites par une isométrie

- Soit Ox,Oy deux demi-droites et f un déplacement; on appelle O'x' et

O'y' les images de Ox et Oy par f ; on a :
./\.. .............

(Ox,Oy) = (O'x',O'y')
- Soit (Ox,Oy) deux demi-droites et 9 un antidéplacement

O"x" et O"y" les images de Ox et Oy par 9 ; on a :
.......... .............

(Ox,Oy) = (O"y",O"x")

on appelle
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III - ANGLE AU CENTRE ET ANGLE INSCRIT

Théorème Soit A,B,C trois points (distincts deux à deux) d'un cercle de
/".

centre ° si � est une mesure de l'angle (CA,CB) (on note ainsi l'angle uu
�

couple de demi-droites ([CA), [CB))), 20( est une mesure de (OA,OS).

Démonstration :

!�E�_���e� : On suppose les points O,C,B alignés (fig.7).
Soit H le milieu de (A,B) on a

� -') � -
OH = � CA et OB = � CB

/". '"""
Donc, par translation: (CA,CB) =(OH,OB)
D'autre part, la droite (OH) étant la médiatrice de (A,S) on a , par.......... ""

symétrie : (OA,OH) = (OH ,OB)
............ ,............_.

Soit � une mesure de (CA,CB) ; � est donc une mesure de (OA,OH) et de
............ ............

(OH ,OB) ; 2 d.. est donc une mesure de (DA, OB) .

���_�!�e� : Cas général (fig.8)
Soit C' le point diamétralement opposé à C

.......... .....-...

(CA,CC') et � une mesure de (CC' ,CB).

soit oJ.. une mesure de

D'après le premier cas,
_......,_,

mesure de (OC' ,OB). Donc 2 � + 2 �.....-...
-x. + � est une mesure de (CA, CB) .

...............
2 CI(. est une mesure de (OA,OC') et 2 {� une

..........
est une mesure de (OA,OB). Or
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Ch. 3 - TRI G 0 NOM E TRI E

1 Le Radian

II Le cercle trigonométrique

III Fonctions trigonométriques
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I - LE RADlf.,N

Considérons deux cercles C et C' de même centre 0 et de rayons R et R'

C'est l'image de C par l'homothétie de centre 0 et de rapport A R'
=

R -

On sait aue cette homothétie "multiplie les longueurs" par

L et L' les longueurs respectives de C et C' on a donc

r\-, Si on appelle

L' A L
R'

d'où= = - L
R

L' L
R' =

R

Le rapport t est donc indépendant du cercle considéré ; on le note Tf
Pour le calcul de ÎT, voir chapitre: Approximation d'un réel par des suites.

Problème: Soit Ox et Ox' deux demi-droites et C un cercle de centre 0 ; on

appelle A et A' les points d'intersection de Ox et Ox' avec C ; on appelle
D la droite passant par A et orthogonale à (OA) (fl:)_ '1).
On suppose que 0 est constituée d'un fil souple et inextensible et qu'on
l'enroule sur C ; quels sont les points de D qui viennent coïncider avec A' ?

Solution: Soit � le vecteur unitaire de D, tel que la demi-droite (A,L0
"s'enroule dans le sens direct".

Soit 1'10' i\, �12"" les points de D d'abscisses positives répondant à la

question, Mo étant le plus proche de A. La longueur AMa est égale à la dis­
tance qu'il faut parcourir sur le cercle pour aller de A vers A' dans le
sens de la flèche. Si � est la mesure en degrés comprise entre 0 et 360 de�

l'angle (OA,OA'), cette distance est égale à 0( "1T'

360
x 2n R

D'autre part, deux points consécutifs de D répondant à la question sont dis­
tants de 21\ R. Appelons 80) 9" J 9).. , ... les abscisses de 1'10 ,fvll ,1'12, ... dans

�
le repère (A,u) ; on a donc :

ci.. 21\ RXa =

360
x

Xl = 60+ 2 îT R

Xz = e,:. + 4 TI R

De même, soit i'll Jlz' les points de D d' abscisses négatives �11 e_�, ...

répondant à la question. On a :
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:1 ::: Sc - 21\ R

:'2 ::: BQ - 41\ R

::t ::: 60 - 2�lT R

On a donc, pour tout k de 7l :

xk ::: Xc + 2k Tf R

On sait, par ailleurs

de la forme 0( + 360

tout k E. 12.:

x� :::

x� :::

...-....
que les mesures en degrés de (OA,OA') sont les nombres

�, où k E ll.; posons DI k ::: <:1. + 360 k ; on a, pour

3�O + �) X 21\ R

L 21T R( ri + 3 60 R:) X '""""361J
"Tf

xR ::

180 iXlq, R

Si l'on pose 8k:: li 0< k180

x� ::: ek_.R

, on a

�
est appelé mesure en radians de l'angle (OA,OA') et on a

8k: 80+ 2� IT

Deux mesures en radians d'un même angle diffèrent d'un multiple entier de 21\ .

En revenant au problème étudié, si R ::: l, �bscisses des points 1\ sont

égales aux mesures en radians de l'angle (OA,OA').

Exercice : Quelles sont les mesures en radians des angles dont les mesures---------

9en degrés sont: 0,30,45,60,9U, etc ...
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II - CERCLE TRIGONOMETRIQUE

On appelle cercle trigonométrique un cercle de rayon l, sur lequel OG S

choisi un sens et une origine A (le sens choisi est habituellement le sens

inverse des aiguilles d'une montre, qu'on appelle sens trigonométrique).
On considère un tel cercle C (Fig. 2) j soit 0 sont centre. On appelle �
la droite orthogonale en 0 à (GA) j soit BI et B2 les points d'intersection
de C et �, et A' le symétrique de A par rapport à O. .6 est donc la média­

trice de (A,A') et, la symétrie orthogonale par rapport à � étant un anti­

déplacement, on a :
---.. ----

(DA, OBI) = (OBI' OA ' )
�

Soit d.. la mesure principale de (OA,OB�� d'après Chasles, 20( est donc une
--...

mesure de (OA,OA') j or, � est une mesure de cet angle, d'où:

Il en résulte que

2 � = 1\ + 2k rr

0< =
TI

+ klT
.2..

JTd... ':.<., ou ;J. =
11

-_

1..

D'autre part, B2 est le symétrique de BI par rapport à (AA'), donc
---- ----

(OA,OB2) = (OBl,OA)
,""""""'"

La mesure principale de (OA,OB2) est donc
.....--....... _........__

Un des deux angles (OA,OBl) et (OA,OB2) a

-d..
11 iTpour mesure
2..

et l'autre -

2_Dans la suite on conviendra d'appeler B celui des deux points BloU 82 qui
correspond à la mesure Jr

, l'autre étant noté B'.
1..

Re��9� : On vient de démontrer que si deux demi-droites sont orthogonales,
leur angle a pour mesure JI ou _

1i
2. 2.

... -- - �
On pose maintenant i = OA et j = OB et on appelle D la droite orthogonale à

�(OA) en A ; remarquons que J est un vecteur unitaire de D.

� �A tout réel x, on associe le point N de D tel que AN = XJ, puis, par "enroule-
ment" on associe à N le point 1"1 de C j �1 est donc le point de C tel que......--..
l'angle (OA,Oi"l) ait pour mesure x. H sera dit image de x sur C.

Activités

* Soit x et x' deux réels,et M et M' leurs images sur C. A quelle condition
M et M' sont-ils :
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- égaux ?

- symétriques par raoport à 0 ?

- symétriques par rapport à (OA) ?

- symétriques par rapport à (08) ?

* Construi�à la règle et au compas les images sur C des multiples entiers
î\ T\

de
6

et de "4.

IV - FONCTIONS TRIGON0I1ETRIQUES

Définition: x étant un réel quelconque, on appelle cosx et sinx l'abscisse
� ..

et l'ordonnée, dans le repère (O,i,j), du point M, image de x sur C.

cos et sin sont donc deux applications de � dans �.

Propriétés

On a immédiatement, pour tout x Em
(cosx)2 + (sinx)2 = l

En effet

(cosx)2 + (sinx)2 = Df"12 , car (0,7,1) est orthonormé.

On a aussi pour tout x E� :

-1 � cosx � l et -1 {:. sinx � l

et cos( x+2TT ) = cosx sin(x+21i ) = sinx

Plus généralement, pour tout x Emet tout k e::. zz: :

cos(x+2k1T) = cos x et sin(x+2kIT) = sinx

Il en résulte que,pour connaître les valeurs de cosx et sinx pour tout
x réel, il suffit de connaître les valeurs de cos x et sinx lorsque x E:.}ï\)T\]
par exemple.

Les propriétés vues pour la

trique des multiples de JI
!.t­

ces nombres; on peut alors

construction des images sur le cercle trigonomé­
ïr

et � permet de calculer les cosinus et sinus de

ébaucher la représentation graphique de ces fonc-

tions, qu'on pourra affiner en utilisant une calculatrice.
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Quelgues relations simples :

Soit x un réel et H son image sur le cercle trigonométrique :

x +1\ a pour image le symétrique de 1'1 pC:Œ rapport à 0, donc

cos(x+(\) = -cos x et sin(x+Tr ) = -Slnx

-x a pour image le symétrique de M par rapport à(00; donc

cos(-x) = cosx et sine-x) = -sinx

TI =-X a pour image le symétrique de f'l par rapport à(OB); donc

cos( il -x) = -cosx et sine 1T -x) = sinx

appelons M' l'image de

---
(OB,OA) a pour mesure

(O�') a pour mesure x +
1'1
2.

..--...

donc (OB,OM') a pour mesure x. Il en résulte que M' a pour coordonnées
- �(

(cosx,sinx) dans le repère (O,OB,OAJ, cJest-à-dire

- - -

OM' = cosx OB + sinx OA'
__,. .-

= -sinx OA + cos x OB

d'où cos(x +:II ) = -sinx et sin(x +�) = cos x

. on déduit enfin des relations précédentes
TI. rr

cos( T - x) = Slnx et sine 2' - x) = cos x

Ce.s /te.!a,ti0 l'W -ô 0nt hab-<-tue.Ue.me.nt Tll..l.6e.-ô e.n é. v _{_de.nc.e. -ôuJt te. c.e.1t c.ie. �'(_{_g anomé.­

�üque. ; _{_! -ôe.mb.te. au-ô-ô-<. _{_nté.Jte.-ô-ôant de. .te.-ô _{_Utvôt/te.Jt /�uJt .te.-ô 1te.p1té.-ôe.nta.,t_{_on-ô
gltaph_{_que.-ô de.-ô 6onc.t.{oYl-ô (voir page ci-contre J.

* Etant donné deux demi-droites 6
_......._

l'angle (6) 1::/ ), le cosinus et le sinus de toute mesure en radians de (6.; 6,' ) .

1

et � , on appelle cosinus et sinus de

....-
1(0(* Si ex. est une mesure degrés de ( !J. jj.

1

) ,en
) 180

est une mesure en

radians du même angle; on écrit :

e 1\<.< e /f.:<
cos � = cos

180
et sin d. = sin

180

On a donc, pour tout x réel:

(180x) acosx = cos --

TI
et sinx = sin(180x)o

1\
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C:v� lrr- 'k.) :-Cc.�):

('X. �� rr-:x. ;)o.J- ���t..1� rû... ,wrr::-.� à. or)
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Ch. 4 A D DIT ION DES A N G LES 0 RIE N TES

(hors programme)

1 Définition d'une addition entre angles de couples de demi-droites

II Angle d'un couple de demi-droites d'origines différentes

III Relation de Chasles pour l'addition des angles

N. B. Van-6 c.ha.p-i..Ote. on /�uppMe. c.ho�;_e. une. un.aé. cie. 1i1e./�Me. ci' angle. une.

no� pOM toute.�.
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L' add.ct.cov: de).) angle).) n'e).)t pa,s une YlotJ.on J.MCAA.-t.e au pJtogJtaJntl!e. P ou.u.an«,

i.e. vé.Jtdable J.nté.Jtêt de .e.a notJ.on d' ang.e.e OJlJ.enté. pa/t ,'1.appOJlt .i .e.O. not.ion.

d'ang.e.e non OJlJ.enté. e.st: Ju/�ten;ent qu'on peut addJ.tJ.çJVlne/r.. de te,f_,s ang.e.e,;').
V' aJ.l.e.eu.Jt).) en Jté.dJ.geant .e.e,s thème).) nou).) nou·;) ).)Otiime/� ape,'r..ç.u/.'> que beauc.oup de.

dé.rrOM:0'r..at.{.on/:. /�e :tJtouv�ent cû.ouJtdJ.e).) pa/tc.e que 1.. ion .s ' J.n.teJtd.Ù�t d' adcu.­

,t;_onneJt .e.e).) ang.e.e).). Le).) evt).)eJ.gnan;t).) quJ. 6��ent .e.e c.ho;_X d'appJto6ondJ.Jt c.e.t..t.e

pMtJ.e poLLJtJtaJ.ent ocouve». avantage à J.n:tJtoduùe .e.' add.d.cov: de).) angle/.'> avant

de :0'r..a,{.;teJt C.e_)(t�M thème).). C' e-ôt pOLLJtquoJ. nou-ô en p cvr..lon-ô dru".'.'> ce c.hapJ.:tJte.

Né.anmoJ..n).) t.ou» .e.e.-ô :tJtè,11Ie).) ont é.té. Jté.dJ.gé.,;) ).)an).) uWù� c.ette at..dJ.tJ.on pOLLJt

Jte/spec.te/'r.. .e.e p!r.ogJtanme.

l - DEFINITION D'UNE ADDITION ENTRE ANGLES DE COUPLE DE DEMI-DROITES

1\ 1\

Soc: Cl( et j.> deux te.,f_).) angle.-ô adme.t..t.ant Jte,.'>pec.tJ.vement 'i et f3 c.omme me).)uJte.

15 so.a: 0 un poJ..nt, Ox �e dem,t-dJtode et 0'1 .e.' .(mage de o« dan).) .e.a Jto.ta:tJ.on de

c.entJte 0 et d' ang.f.e ci.. • Soc; en).)ude Oz i' .0nage de 0'1 daM la Jto:ta,t;_on de
1'\

c.enVre 0 et d' ang.f.e f3 . l'
A.f.OJt-ô Oz e-6t .e.' ;.mage de Qx dan).) la Jtotat,ton de c.en:tJte 0 e.t d'angle. () admetxorc:

x

� r:::J.. + � pOLLJt me).)LLJte..

/'.

Re.maJrquon-ô que. (Ox,Oz) e.).)t J.ndé.pe.ndant du c.ho;_X de. 0 et de. Ox, puùqu'J.l
adme.t de toute 6 aç. 0 n C(, +r- c.omme. me/.'>LLJte..

A �

Dé.6J..nilion : S,t çX e.).)t un ang.f.e. de. me).)LLJte. 1)(, et).),t (3 e.s: un angle. de.
A 1\

me).)uJte f3 ' on appelle. I.J... + r l' ang.f.e. dont une rtle).)LLJte e).)t � + r
�����q�� : Ave.c. le-ô nota;t,{.orw uW,{.).jé.e.).) pOLLJt pJté.pMe.Jt la dé.6,tndJ.on, on obt;_e.nt

........ /"'>.. ............

(Ox,Oy) + (Oy,Oz) = (Ox,Oz)
c.e. quJ. e.-6t une. plr..e.m,tè!te. 6oJtme. de ia. /'1.e..e.a:tJ.on de. ChMle.).) (pOLLJt des de.w,t­

ds. ode.).) de m�rie M,tg,tne.).

PJt 0 p!r.. J.é. té.).)

• l'angle. nu.f. e.).)t ne.u:tJte.

• L' oddct.ion ).)LLJt .e.e.).) angle.).)
" " l'

(ct. +�) +0

1\ " 1\

CA..+O=cJ..

Tout angle.
En e66e.t
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e.t

II - ANGLE D'UN COUPLE DE DEi.II-DROITES D'ORIGINES DIFFERENTES

So.ct: d1 une. de.m-é-d/to-éte. d'OJr.'<'g-éne. A1 et: dZ une. de.m-é-dAo-<.:te. d'Q/r.{.g-éne. AZ'
,,�/1 cL�

___.

Vé6�;_;t-éon : So-ét d; l'�age. de. d1 d� la ;t/r.rov��ation de vecte.uk A1AZ
On d�a que. l'angle de. ld1,dZl e�t �'ang�e de ld;,dz) e.t on noteka

.......-..... ..-...

Id1,dZ) = Id;,dZ)
So-ét �Ok� A un po-ént quelconque du plan.

�
So ct: d1 Al' -<..mage. de dl dans la. tkan�a.t-éon de vecte.u.k �t dZA �}lage de

dz dan� ta tJtan/��a.t;_on de vecteUk AZA. /vlontkoM que 1 -, A;du 1 = td; ;dz ) .

En e66et : Gl-lA -= t- (c\:1) =. t� l t ----'"> cd.. }.,)1f\� A<r 1'\21"..,

:: lt�� 0 t� ) (c\_)1')-1 l2_f'I,
.

, J \

(è" 1 )

- t� (d.'.., \
d..� A = t�" 1 d. \

I\f>t l, 4)

Corrme. une. tka.nÛ�a..t;_on e.�.:t un dé.placeme.nt, donc COMe.kve. le./� ang.e�.'>,..---. �

Id7A,dUl = ld;,dZl

D 'au;t/r.e pMt

POUk tout po-ént A du pla.n/�;_ d1A
»< ,............__

Id1,dZl = Id1A,dZA)

tA--""Ald,,).

2
c
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Comme.l1.tcUAe.-6 : Le. (YtogJtamTiIe. n.' é.tant (-'a,ô tJtè..6 c.taht, VlOU,6 n.' avon./� pa» C.OlilpJt-0)
/)i.. c.e.tte. Mti..On. é.taj_t, ou VlOn., au pJtogJtaIllme.. De. toute. 6açon. VlOU-:, pe.Yl/.�on..6 que.
c.e.tte. n.oti..on e..6t i..n.ut�fi...6a6te. -6i.. f'on. n.'a pa.6 f'addi..ti..on. de.-6 angle.-6, don.c.

nou.s /)uggé.Jton./� de. n.e. pM e.n. '(JM.ee.Jt ,6i.. on. 6ai..t fe. nli..n..01IWl1 -6uJt te./.) OJ1gfe.,). E He.

pJ1.e.n.a pM C.On..0'te. tout /.)on. i..n..t�êt ave.c. fa. Jte.tat.{_on. de. Cha..,ôte./).

III - RELATION DE CHASLES POUR L'ADDITION DES ANGLES

Démonstration

Soit Al(resp. AZ,A3)
Soit dlA = t�(dl)'

l
,.--.....

On sait que (dlA,d3A)

l'origine de dl(resp. dZ,d3). Soit A un point du plan.

dZA= tA�A(dZ)' d3A = tA�(d3)'Z 3

= (d�ZA) + (d�3A) d'après la définition 1.

�

(dl' d3)
�

(dlA,d3A)

-� /"-.
= (d1,dZ) + (dZ,d3) puisque

/"- �
et (dl,dZ) = (dlA,dZA) et

Donc
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Ch. ') THE rI E S

»<:

Lignes de niveau de i"1 I� (HA ,rIS)

Isométries laissant invariant un polygône régulier à n côtés

Quarts de tour

Quadrilatère inscriptible

Relations métriques dans un triangle

Bissectrice
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LIGNES DE NIVEAU DE L'APPLICATION
�

1'1 � (l'lA ,1'16)

- daru. une. -6a!1e. de. c._(né.ma, où. do-d: - a n /�e. plac.eA powr. voo: l' écAa..n ?

on ve.ut photog�l1ph_(e.� .ta 6açade. d'une. m�on ; où 6aut-_(1 -6e. plac.eA
powr. avo� toute. c.e.tte. 6aç.ade. -6M ta photo ?

- un j oue.u� de. 6ootba!t -6e. d-Vr._(ge. ave.c. te. ba.Lf.on vVr./� te./� bu.t-6 adve.�-6e./�

pMa!lè.le.me.nt au. g�a..nd c.ôté du teAJra._(n i que.t e.-6,t te. marne.nt te. plLv� judic._(e.ux.
pou� :t�e.� ?

On vo_(,t que. aa..n-6

&,tant donné de.ux.
--..

de. t' a..ngle. (1�IA,NIB) e.n 6onc..tA..on de. ta pMA..:tùn du po-i..n,t 1\1 daJ1/.) c.e. pla..n.

c.haque. C.M on e.sz Jrame.né à. t'étude. du. pltoblè.me. -6u_(van,t :

po-i..n;t...� dA..-6,t-i..nc.t/� A e.,t Bd' un p1a.n P, que._( e.-6,t ta va!e.wr.

De. 6açon plu-6 pJréc.A..-6e., on étudie. t'app1A..c.ation 6 de. P daJ1/.) IR qu_(, ù tout

po_(nt I\,j de. P - [ A, ê } a,Mo� .e.a me./�wr.e. e.n nadcan» appaJtte.na..nt à ,(, .tnte./'tva1te.

] -1r, 1'1'] de. t'angle. (AjA,ME).

Vo_(c._( que.lque.-6 que.-6,t_(OY1.-6 que. t'on pe.ut -6e. po�e.Jr -6M c.e.tte. 6onc..tA..on :

1 - Que.Ue.-6 -6ont tu /�ymé..tJr_(e.-6 l�-6an,t _(nvM_(an,t l'e.n-6e.mble. tA, 131? Que.Ue.-6
pJropJrié.té-6 e.n Jré.-6u1:te.-t-A..!. pO�i 6 ?

2 - Conn�a..n,t le.-6 c.oosdonnês» de. M daru. un Jre.pMe. OJrthonoJrmé. b_(e.n ehocs«,

pe.ut - 0n c.a!c.ulvr. 6 (M 1 ?

3 - COlrrne.n,t VM_(e. 6 lQ)(-6que. l'vi dé.c.Jri.:t C.e.Jr.tcUM -6ou-6-e.n6e.mble.-� de. P, notamme.nt

de.-6 d)(o_(te.-6 ?

4 - Coamerd: "vùua!ùvr." la 60nc.t_(on 6 ?

'2ue.lque.-6 Jre.mMque.-6 -6u)( ce-s qUe./�tioM :

_Q.�����C:!_�: Il y a de.ux. opt,tOY1.-6 pOU)( ,i�pondJte. :

7 Me. 0 p,t_(on dé.,tvunina..t_(o n gJraph_(que. de. 6 (j�l) à. l' aide: d'un /iCl.ppMte.UJt

Ume. op,t_(on dé.tvr.m_(na.tA..on d' tIJl. a.1gQ)(_(thme. de. c.a.1c.ut e.t c.a!c.ul e. 66 e.c.t_(6
d'un nomMe. au.-6/�i g�a..nd que. pO-6-6ible. de. va1e.wr./� de. 6( A·t) (.(1 e./�,t é.vA..de.rr:me.nt

A..Y1.d�pe.Mable. d' avo i»: un pe.u de. .tJr_(go tt de. dA..-6po-6e.Jr de. c.C1-tc.u.la,tüc.e.-6). Le./�
é.lè.ve.-6 pou�Jron,t aloJr-6 Jre.ma.Jrque.Jr à. l'��-6ue. du c.a.1c.u.l, /.)';_�� ne. l'ont pl1-6 DaA_t
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aupcvwvant, corr:rr.e.l1t -tl1tVév-te.Yme.l1t res pJto pJt-té.té/� vue-s à. -f.a que.<.t-ton 1, qu-<.

pe.Jtn;e.tte.l1t de. VJ(jj__te.Jt .te. nombJte. de.,� caJ:.cuL� à. e.66e.ctu.e.Jt <.-t -f.' on CL cho-t/�-t u.n

bon /te.pèAe..

Q.���!���_� : S-t -f.'on 6cu:..t VM-te.Jt l'! <'UJt une. d/1.Q-tte. V, on pe.ut dé.6-tnù ,l'c.ppz-t­
cat-ton de./R dan» IR quj__, tl tout x Jté.e.-f. M<.OC-te. �(;\I) Où. ,\1 e.,�t -f.e. pO-tnt d'ab/�cG�,�e.
x. daM un /te.pèAe. de. V.

On pouJtJta 6we. de.s /te.plté.<.e.Y7tilioM gJtaphj__que./� de. ce-s ooncUoM. PouJt ce..ta,
on pOU!!./ta ut-t-f.�e.!!. -f.e.<. Jté./�LLUa.t<> de. -f.a que.<.Uon 2. On pouJtJta au<.<.-t /�e. .t-tmj__t�'t
ci une. é.tude. qua-f.j__tative. pe.!!.me.ttw1t une. pJte.mj__èJte. appltoche. ae.<. not-ton<. <.uj__vante.<.

-f.J.Jn� a. t' j__n. n j__n-t

• d�conunudé. e.n un poj__nt (Mode.<. coupant J A, B [ ).
e maxi__mum e.t m-tnhnum (d!toj__.te.<. ne. coupant pM J A, B L } .

• -f.hnde. e.n un pO-tnt (dJtode.<. conte.nant A ou B).

Q_���!�2�_� : Sj__ -f.' on ve.ut gé.né.Jta..e�je.Jt ta Jte.p!té....6e.n.ta.t-ton gJtaph-tque. de./j éonct-toM
de. R dan<.:R aux noncUoM de. P (ou 11(2) dans /R., on e.<.t ame.né. à. Jte.mptace.!!. ta.
counbe: /le.pJté.<.e.n.t:a..t-tve. pM une. <.uJtnace. S ; poU!!. Jte.pJté./:.e.nte.!!. ce.t:te. <'U!!.6a.c.e. daM un

pian, on e.<.:t ame.né. à. Jte.c.oU!!.ù aux te.c.hn-tque.<. uW�é.e.<. e.n gé.ogJtaph-te. pou,'t /te.­

PJté....6e.nte.Jt te. Jte.t-te. n ; une. de. ce.s te.c.hn-tque.<. e./jt .ta Jte.pJtLje.ntation-6 de. i-tgne.<. de.

n-tve.au (Le. pJtobi�ne. e.-6t toute.no� un pe.u p�j <.hnpie. qu'e.n gé.ogJtaphj__e. , pu-t<.-
qu' -tc-t ta 6onc.t-ton 6 e.<.t dé.6-tn-te. /juJt un pian e.t non /�uJt une. <.phèJte..) •

On c.he.!!.che.Jta donc d' aoond e.x:pé.Jt-tme.nWe.me.nt te./j i-tgne.<. de. n-tve.au, de.ux mé.:tho­
de.<. é.tant pO-6-6j__bie.-6 :

u:tj__i�a..tj__on de.<. c.alcul<> vu<. à. La. que.<.tion 3

LLW�a..t-ton d' "angie.<." e.n c.Mton de. me.<.uJte.<. d-tve..!t<.e.<.

Re.maJtque. : Le.-6 couJtbe.<. vue.<. à. ta que.<.t-ton 4 <.ont de.-6 <.e.CUOM de. .ta <.uJtnace. S

pM de.<. pian-6 pvr.pe.ndj__cuia.ùe.-6 à. P.

En conc.tu-6j__on ci ce.tte. é.tude. e./j-6e.nt,te.Ue.me.nt e.xpé..Jr.hne.ntMe., OY!. pouJtJta donne». ta

dé..moM:tJta:t-ton <.u-tvante. :

�Soit'e un cercle contenant A et B ; soit tl( une mesure de (OA,OS), ° étant

le centre de�. Il résulte du théorème sur l'angle au centre et l'angle inscrit

que, pour tout f'J1 de � :

2fUJI) = c( + 2k1T' , d'où fUi) = � + k 'TT
-<.

Or on sait que - 11' < f(r�) < 'Tf ; il existe donc exactement deux valeurs

kl et k2 de k pour lesquelles (f + � 1T) €] -'if /il'] Posons

ct" = 5L 1-- ·t 11' et c(� = � + {� if ; l'un de ces deux nombres est négatif ou� <-

nul, et l'autre est. positif.
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Pour tout 1'1 de 'e , on a donc f(1) = rJ..1. ou f(ll) = c(2,'
Or, on rerr.arque oue f prend des valeurs positives dans l'un des deux demi­

plans limités par (AS) et des valeurs négatives dans l'autre. (Cela se voit
.

_..._
sur le dessin, mais on peut aussi le vérifier en calculant sïn(liA,i/iB). Donc

f prend le valeur �1. sur l'un des arcs de � limité par ,1\ et B et la valeur
_J sur l'autre arc.=,

Pour terminer, on étudiera les lignes de niveau de f. On remarque tout d'abord

que sur deux arcs de cercle distincts, d'extrémités A et B, f prend des valeurs

distinctes (cela se voit par exemple en étudiant les valeurs prises par f sur

la médiatrice de (A,S) ).

Etant donné un point M de P :

. si M � (AB), il existe un unique arc· de cercle d'extrémités A et B

passant par M ; il résulte de ce qui précède que cet arc est une ligne de

niveau de f.

si r� € [A, sJ , f(H) = 1T et la ligne de niveau correspondante est le

segment [A,S]
. si r� E (AB) - [A,B] f(rvl) = U, et la ligne de niveau correspondante

- est (AB) - [A,S] .
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ISOMETRIES LAISSANT I�VARIANT UN POLYGONE REGULIER A n COTES

On peut c.onJT!enc.eJt pM pO--6eJt aux. é.-tè. vc-s -te pit 0 b-tè.me /�ou/� -ta 6o-'Une :

"Ttu»: veJr. DES ùomé..t/üe-6 laA"Mant invaJt-{.ant un tJtia.ng-te é.qui-taté.Jta-t lJte/�p.
c.a!r.Jté., pentagone Jté.gu-tieJt, etc. ... ) donné.."

SOU--6 c.ette 6 Mme, -ta. Jtec.heJtc.he déJila!r.JteJta. --6a.M di6 6-ic.ui�. Un yJ-'t 0 b-tè.1I1e /.JU. b/�ùte/ta.

c.ependant :

Comment êtJte --6Û1t d' assoi): obtenu TOUTES ,fe--6 ùomé.tJtie--6 Jté.pondant à. -ta. que--6t_(on "

La. Jté.6-tex._(on po��a. a..to� �Io�gani�e�, et on pou��a. �I-in--6pÙ� de.--6 que-tque--6
�oP-'tié.té.� qui --6u_(ve.nt :

1) Nous avons vu (ou admiS) que, étant donné deux points A et B, et deux points
A'et B' tels que A'B' = AB, il existe un déplacement unique, et un antidépla­
cement unique, qui transforment A en A' et B en B'.

2) Nous avons défini les rotations comme "déplacement a�ant un point invariant".

3) Nous allons maintenant démontrer que

invariant est une symétrie axiale.

un antidéplacement qui a un point

Soit a un antidéplacement, et 0 un point invariant par a ; a étant différent de

l'identité du plan (qui est un déplacement), il existe un point A qui n'est pas
invariant par a. Posons A' = a(A) ;

puisque DA' = DA (a étant une isométrie), le point 0 appartient à la médiatrice

( 6 ) de (A, A ' ) .

La symétrie par rapport· à (A ) trans forme donc A en A' et D en D, comme le

fait a. En vertu de l'unicité (voir 1°), on en conclut que a est la symétrie
par rapport à (l:l. ).

4) Soit un polygone régulier � , inscrit dans un cercle (�), et f une

isométr ie qui laisse � invariant.

a) f transformera nécessairement un sommet de � en un sommet de <]>.

b) f transformera ('e ) en un cercle de même rayon (c'est une isométrie), et

qui sera circonscrit au transformé de T , c'est-à-dire à <$l lui-même.

Puisqu'il n'existe qu'un seul cercle circonscrit à un polygone régulier donné,
� est invariant (globalement) par f. Son centre sera par conséquent un point
invariant par f.
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1\
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Conséguences : Les isométries laissant � invariant laisseront toutes le point
o invariant. Il s'agira donc nécessairement (voir 2° et 3°) :

de rotations de centre 0 (si ce sont des déplacements)
de symétries axiales dont l'axe contient 0 (si ce sont des anti­

déplacements).

Exemple :Cas du pentaqone réaulier convexe (figure 1)

a) Les rotations de centre 0 transformeront le somn�t A en un sommet du penta­
gone (voir 4°a) ; ce sommet pourra être A,B,C,D ou E. Nous aurons alors, outre

l'identité (rotation d'angle nul), les rotations de centre 0 et dont les an­

gles ont pour mesures principales (en radians) U. , ±.TI, - 2.JI et �!J:: ;1

(figure 2). 5' 55'S

b) Les symétries axiales échangeront (au moins) deux sommets du pentagone. Si

ce sont A et B qui sont échangés, par exemple, la symétrie correspondante aura

pour axe la médiatrice de (A,S) (Remarque: cette symétrie échange également
C et E, et laisse D invariant). En conSidérant toutes les paires de sommets, on

obtiendra ainsi 5 symétries, qui auront pour axes les médiatrices des bipoints
constitués de deux sommets consécutifs du pentagone (figure 3).

Après l'étude des cas de différents polygones réguliers, on pourra faire remar­

quer (si cela n'est pas apparu en cours de recherche) que:

si deux isométries laissent un polygone invariant, il en est de même de

leurs composées ;

- si une isométrie laisse un polygone invariant, il en est de même de l'iso­
métrie réciproque.

D'où une première approche de la notion de "groupe de transformations".
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QUARTS DE TOUR

L'e.x.pJte./v)-i.Cvt ((UQ/r.t de. touJt e..ot te. t-i.;{j'i,_e. d'un .:thème.. Ce.Ue. e.;<.rYte./�)/.)(on ,)_{_gn_{_6-i.e.
Jtota:Uon d' avtgte. dJr..od. Nou/!l aLto�) é.:tud_{_e.,'i,_ .ouc.c.e..o.o_{_ve.JlIe.nt

- Le..o de.ux. angte..o dJto��
- Rota;t-i.oM .e.c!�.oant _(_nvaJt_{_ante. la 6-i.guJte. 6oJtmé.e. de. de.ux. dJtode..o

OJt.:thogOvtale..o
- Le.s" ang.te..o à. c.ôté.-O pe.Jtpe.nd-i.c.ulaA.!te..o"

l - Les deux angles droit - Repères orthonormés directs et indirects

Définition l : Une crientation du plan étant choisie, l'angle dont une mesure
Â

est .Jl est dit anqle droit direct. Nous le noterons cl. . L'angle dont une
� �mesure este-JI ) est dit angle droit indirect. Nous le noterons � .

.1.. r... Â

Remarquons que cl et cl' sont opposés.

Définition 2 ; Soit (t,!) une base orthonormée de l'ensemble_des vecteurs du

plan. Soit Ox une demi-droite de vecteur directeur 1 et Dy une demi-droite
.............. ""'-

de vecteur directeur � Si (Ox,Oy) = cl on dit que la base (i,j) est directe

ou que le repère (0,1,j) est direct .

•

,
........_ 'j). ...

1)S� Ox,Oy) = � on dit que la base (l, est indirecte ou que le repère
(O,�,j) est indirect.

4

Par exemple d'

Illustration

......

t
repère orthonormé

direct

repère orthonormé indirect

II - Déplacements laissant invariante une figure formée de deux droites

perpendiculaires (dans un plan orienté). J)J
Problème: Soit 0 et D' deux droites perpendiculaires
sécantes en O. Chercher les déplacements f tels que

DUO' soit invariante par f.

Soit f un déplacement laissant invariant D \) D'.

Cela signifie que l'ensemble des images des points

D

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



- 63 -

de D U D' par f est exactement D U D'.

Notons 6 l'ensemble des images des points de l) par f et 6,.1 l'ensemble

des images des points de D' par f.

L'image d'une droite par un déplacement étant une droite, � est une droite.

L· image de DU D'étant D V D', l'image 6 de D par f est une droite incluse

dans DU D'.

Donc 6. = D ou L\ = D'

De même t::/ = D ou �I = D' .

Remarquons que �' est différente de Ll , sinon l'image de D v D' serait une

droite.
1 J

On a denc 6 = D et � = D'ou bien t:. = D' et � = D.

Nous pouvons maintenant montrer que f(O) = 0

En effet 0 E D, donc f(O) G è:l et 0 E. D' donc f(O) E 1:::/
Donc f(O) E. � � 1::.' ,c'est-à-dire f(O) e: (D("I D'), donc f(O) = o.

Soit A un point de D et f(A) son image

d(O,f(A) = d(O,A).
D A) est sur le cercle"e de centre 0 de

rayon CA.

Notons 8 l'autre point d'intersection de � et

D, notons A' le point d'intersection de � avec
/"..... A.

D' tel que (OA,OA') = d et notons B' le point d'intersection de � avec D'
� "'1

tel que (OA,OS') = d.

D

Sachant qu'un déplacement est complètement déterminé par la donnée de 2 points
et leurs images, il existe 4 déplacements répondant à la question

\ O� 0

f-\
0

r�o
,.

O� 0,... � \Id

l
02-. (0 ,p) C<. (O,d) �,,(O ,d' \A- A A- B A-A' A-4 B'

Avant de. me..ttJte. e.n 6Mme. un lta-Wonne.me.nt -Û. «s: ,jouhaA..ta.ble. de. la-W/jeJr le./j
élève./.) ch�tche.lt le./.) déplace.me.n� ltépondant a la que./.)t�on. I� vont /.)a.Yl/.) doute.
de.v�neJr .e.� lté/.JuU� apltè.-6 ObMAvat'-<:on d' une. 6�guJte., -Û. lte./jte.}(a MM/.) à. me..ttJte.
«vec eux le. lta-Wonne.me.nt e.n 6 Mme.. Une. 6 où le./.) 4 dé.place.me.n�j 0 bte.YlU/.) , �l peut
�tJte. �n�é}(e./.)/.)ant de. le.uJt 6�e. compo/.)e_}( ce./.) déplac�ne.n� e.ntJte. e.ux e.t �/.)�

6�e. une. appltoche. de. la not.con. de. g}(oupe. de. tJtan/.)6oJUliaUoM.
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III - Les "angles à côtés perpendiculaires"

Traditionnellement on parlait d'angles à côtés perpendiculaires pour parler
d'une figure formée de Z couples de demi-droites (dl,dZ) et(di,dz)tels que

dlet d2 ont même origine 0

di et d± ont même origine D'

dl et dl sont orthogonales

d2 et dZ sont orthogonales
.............. ..............

On veut comparer les angles (di,dz) et (dl,d2). �
Soit dï l'image de dl dans la translation de vecteur �'
Soit dZ l'image de dZ dans la translation de vecteur 00'.

dï et dZ sont des demi-droites d'origine 0'.

Comme une translation est un déplacement, elle "conserve les angles". On a

donc l'égalité:
,,-. /""-

(dï,dï) = (dl,d2)
'" ...

-""

Comparons alors (di,dZ) Q (dï,dZ)'
Nous noterons, pour alléger l'écriture r pour CP-, (0' ,d) et r pour (fz (D' ,d")
dï et di sont orthogonales, donc di =r(dï) ou di = r'(dï)

Comme une rotation "conserve les angles",..... .,.".......

(di,d±) =(dï,d;P
2ème cas r'(d") et

l
,A.

- f d" d")- \ l' Z

d' =

r'(d"/1/�2 2
�f

d.' /
. <.

1

/ct! r:l'
.z. 1

De même

3ème cas: di = r(dï) et d± = r'(d2)
On sait que r' = ':foi 0 r (ou r = l' 0 �.
car 'j'Q' = � ( 0; p )

Donc d± = (r Q ')lQI )(d;P = l' [ 'JQI (d�pJ
opposée à dZ .

d!.z.
= r(d"') si on note d'" la demi droite2 ) 2

./".. "'"
Comme d� r(dï) et dZ = r(dZ' on a (di ,d±) = c;t:dZ')
Donc (di,d±) admet comme mesure une mesure de (dï,dZ) augmentée

.......... ""'"
Comme (dï,dZ) = (dl,d2) , on a obtenu:

de 1'r.
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Si 0(
..-""'\.

(di,dZ)'

»<;
est une mesure de (dl' d2), alors (c(-+ 1T ) est une mesure de

:::I_''l.
Conclusion: Soit dl,dZ,di,dZ' quatre demi-droites telles que

, "

,:1. )

4ème cas: dl = r'(dï) et dZ = r(dZ)
De même r

'
= 'fOI 0 r = r 0 -::90 1

donc on obtient le même résultat.

dl et dZ ont même origine

d'l et dZ ont même origine

dl et d'l sont orthogonales

dZ et dZ sont orthogonales.
/\

Alors si 0{ est une mesure de (dl,d2)/'..

(d'l,d'Z)
0( ou cJ. + 'Tf est une mesure de

Ces résultats correspondent aux deux cas de figures suivants

d.\.

N.B. On trouvera une application de ce résultat dans le thème "quadrilatère
inscriptible".

1 ) Si. rtOU..o av..i.oM à. rto.t!te. dùpo..o..i.t..i.Ort l' add..i.tiort de.,� angle...6, la. c.ortc.fu/�..i_ort
de. c.e.tte. étude. ..6 1 értortc.eJta..i.t tout ..6.{mpie.11le.rtt ;

"" /"\ ".-.. .......... A
l d 7 ' d 2 ) = l dI' d

2 ) ou l dl' d 2 ) = l dl' d
Z ) + ,0

2) S..i. i' Ort pa/tia.-i..:c. e.m. angie...o de. pa...i.!te...6 de. dem..i. -dJto..i.te./� l angie./� de. 3èfrle. ) Ort
1 /"\ ï \,/",-a.bouwa...i.t à. : "le...6 angie...o rd; ,di J e.t 1 dl ,d2 i ..60rtt égaux. ou ,�uppit!lie.rtta.-i.Jte...6.

Le...6 e.Me...i.grtart.:t..6 de. phlj..6..i.que. utiiùunl: ..6O_Yl,� doute. ..6 ou ve.nt c.e.tte. 6 Mme. .
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QUAORILATERE INSCRIPTIBLE

Définition: Un quadrilatère ABCD est dit inscriptible lorsqu'il existe un

cercle contenant les points A,B,C,D.

Remargue : Etant donné un quadrilatère ABCD, il existe un unique cercle �
contenant A,S et C (cercle circonscrit au triangle ABC) ; ce cercle ne

contient pas nécessairement D ; il existe donc des quadrilatères non ins­

criptibles et si ABCD est inscriptible, il existe un seul cercle contenant

A,B,C,D ; on l'appelle cercle circonscrit au quadrilatère.

Théorème: Un quadrilatère ABCO est inscriptible si et seulement si, c( étant
""" ,......,_

une mesure de (AC,AO),(BC,BO) a pour mesure � ou «+-!T .

Démonstration :

/'-0..
. Si le quadrilatère est inscriptible: appelons (� une mesure de (8C,80)

et ° le centre du cercle circonscrit. On sait que 2 � est une mesure de
�

(OC,OO) ("angle au centre"), de même que 2 (3 . Il existe donc k � 71. tel que

2�d..=l..f+.1�ïi
donc :::< -= f; -+ i TI'

D'où le résultat.

Si (8(,8D) a pour mesure v<.. ou C\+lT : soit 0 le centre du cercle 'e
circonscrit au triangle ACO et 0' le centre du cercle ,,�I circonscrit au

triangle seo ; on sait que :
,.,.....

( OC ,00) a pour mesure <. CI(
----

(0' C, 0' D) a pour mesure .l c.( ou � ci.. +- 2, rr

� ...,-...
Donc (Oe,OO) = (O'C,O'O)
D'autre part, ° et D'appartiennent à la médiatrice de (C,D). Il en résulte que./".. ............
o = 0' ; en effet, les angles (OC,OO) et (O'C,O'[;) ayant nièmes mesures, les

points ° et 0' appartiennent à une même ligne de niveau de l'application-"

f1 ....... (iJle,I"IO) ; cette ligne de niveau coupe la médiatrice de (C,D) en un

unique point (car 2 � '4 2k 1r ). (Si on n'a pas étudié les lignes de niveau

utilisées, on se contentera de constater le résultat sur un dessin).

Les cercles 'f et le
1

ayant même centre et un point commun, ils sont égaux.
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/"'-..
Remaraue : La condition trouvée porte sur les mesures des 8ngles (AC,AD) et

--....

(BC,8D) ; or, le fait que les quatre points A,B,C et D soient sur un :nême

cercle est évidemment indépendant de l'ordre dans lequel on considère ces

points ; on peut donc remplacer la condition énoncée par une condition analogue
portant sur rl'autres angles, pourvu que les angles considérés soient formés

de la manière suivante : (� 1) et�� 1)· (On répartit les quatre lettres

A,B,C,D de manière qu'à deux places reliées par un trait figure la même lettre).
� /"-0.

Exemple (BC,SA) et (DC,DA).

Une application: (Cette application utilise un résultat étudié dans le thème

"quart de tour" au § II 1) .

Soit ABC un triangle et H son orthocentre; on appelle A' ,B' ,C' les symétriques
respectifs de H par rapport à (BC),(CA) et (AB). Les points A' ,B' ,C' appartien­
nent au cercle circonscrit au triangle ABC.

Démonstration : Il suffit évidemment de démontrer le résultat pour un des points
(A' par exemple).
Si le triangle est rectangle en B, on a H = B = A' ; le résultat est alors

immédiat; de même si le triangle est rectangle en C. On suppose dans la suite

que le triangle ABC n'est rectangle ni en 8, ni en C. Les points H,A',8 et C

sont alors distincts deux à deux.

Par symétrie, on a :

»<.
(A'B,A'C)

»<:
= (He, HB)

Or (HC)_L (AB) et (HB).L (AC) ; donc,
à côtés perpendiculaires" (voir"quart

/'.. """

(AB,AC), (HC,HB) a pour mesure CI( ou \:(+1'f . Il en résulte que

d'après le résulbat sur les "angles
de tour"), si on appelle Co( une mesure de

,.,.....

(A'B,A'C) a pour

mesure c< ou c( -+ 1T , ce qui prouve que le quadrilatère A' .'-\BC est inscriptible.
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RELATIONS METRIQUES DANS UN TRIANGLE

GYl. oeui: -<.nVr.odu..ur.e. ce. thè.me. e.Yl. é.voquant te/.> mé.thode./J de. -ta topogJtaph-<.e, et: en

pMtiC1.t..f.-<.e.Jt ta t/'t-<.angu.f.a.:t-<.oYl.. (E xemp.f.e c.U.è.bJte. : De..f.ambJte. et I�!é.c.hcv(_n J/,e.oMélYl.t

.f.'MC. de. mé.Jt-<'d-<.eYl. eYl.Vr.e. Dunke.Jtque. et BMc.e.f.OYl.e., a6-<.n d'é.tab.f.-<.Jt .f.a .f.OYl.gue.Ult
du mWe. é.tMOYl.) : te. pJt-<.nc.-<.pe. de. bMe. de.&Vr.-<.angu.f.a.tioYl. C.OM�te. eYl. e 66 et eYl.

ia dé.teJtm-<.na.:t-<.oYl. c.omp.f.è.te. d' UYl. Vr.-<.ang.f.e. lme./.>Me/.> de/.> ang.f.e..-!> et de.s c.ôté./.» a

pa.Jtt-<.Jt d' Uyl. c.ôté. e.t de./.> me/.>Ulte./.> de./.> de.ux "ang.f.e./.> adjac.e.Yl.U" •

• Du pO-<'Yl.t de. vue. de./.> aYl.g.f.e./.>, c.e. /.>e.Jtont .f.e./.> ang.f.e./.> gé.omé.Vr.-<'que/.> qu-<. -<'Yl.te.Jtv-<.e.Yl.­

dJtont dan/.> .f.e. ;tt-<.ang.f.e., e.t Yl.Oyl. .f.e..-!> ang.f.e.� OJt-<.e.l1té.�. Nou/.> auJtOM a..f.oJt/.> l e.yl.

yl. 0 tant , de. .f.a 6a.ç.oYl. C..f.M�-<.qUe.,1'- .f.a. me�Me. l e.yl. Jtad-<'a.n�) de. .f.' ang.f.e. gé.omé.Vr.-<.que.
»<:

BAC) :

/'.
co.s A =

.
,A

/.>-<'yl. A =

.".-.._.
_-

c.M(AB,AC) =

..:;-­
/.>,{_yt(AEl,AC)

_.A._
--

c.M(AC,A�
- -

= /.>-<'n(AC,AB)

• �ou/.> Llt-<'.f.�e.JtOM é.ga.f.e.me.Yl.t te./.> Yl.O:ta.:t-<.OM hab.d.u.e.Ue./� pOM .f.e./� tOYl.gue.UJt� de./.>

c.ôté./.> :

a = BC, b = AC, c. = AB l6-<.gUlte. 1 J.

• Nou/� /.>UppMe.JtOM ccnnue ta. Jte..f.a.:t-<.on "C..f.M�-<.qUe." /.>uJt te./.> me.�Me./� ue.s a.Yl.g.f.e.�
/'- /'- /"-.

gé.omé.Vr.-<.que./.> d'un Vr.-<'a.Yl.g.f.e. : A + B + C = 1\

• LOJt/.>que. yl.OU� paJt.f.e.JtOM d' Uyl. "Vr.-<.aYl.g.f.e.", .u. -s ' ag..ur.a d'un vé.Jt-<.:tab.f.e. Vr.-<'a.Yl.g.f.e.,
Yl.Oyl. apew.

1ère relation : Dans tout triangle ABC on a : a2 = b2+ c2_ 2bc cos A

Ce résultat s'obtient à partir du produit scalaire, et de la relation de

Chasles.
� __., _...,;;a.

En effet, on a BC = AC _ AB (Chasles) d'où

8êZ= CAC-AB)2 = AéZ _ 2AB.At: + Aê2
�

Or AB. Aë = Il AB \1 !IAC\\ cos(AB ,AC) = cb cos�. D'où .lien reportant dans ce qui

précède :

2 2 /\. 2
a = b _ 2.bc cos A + c , qui est la relation annoncée.

(On obtient les deux autres relations analogues par permutation des sommets

du tr iangle ) .
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Cas �articulier : Théorème de Pl:thagore
2 ..., 2 1\

On a : a = bL+ c � cos A = 0
2 b2+ 2 (AB)J.. (AC)a = c �

l a) b2ème relation: Dans tout triang e ABC on a :sin �� � =

(où R est le rayon du cercle circonscrit au triangle)

c
0 = 7R

sin Je' -

a) Le résultat est immédiat ��_��_�����9��_�§�_���_E�����9�� (en A, pour fixer

les idées. Figure 2) :

.A AC bOn a en effet: sin B = "SC =

a

A
sin C =

,d.B c

BC
=

a

D'où

Ha.i s . a = 2R ( [BC] est un diamètre du cercle circonscrit)
A "1\

. s i,n A = s m - = 1. D'où la relation annoncée.
z,

b) Supposons maintenant que le triangle ABC n'est pas rectangle:
Soit A' le point diamètralement opposé a A sur le cercle circonscrit. Alors
A' est distinct de B et de C (sinon, le triangle ABC seraitl·ec.ta"9Ie) : figure 3.

Dans le triangle rectangle ABA', on a
..............

-'? - AB csin ( A ' A , A ' B) =

AA'
=

ZR
..............
� �

Si nous appe-Lons oi.. une mesure de l'angle C CA, CB), nous avons vu (voir Thème :
-

- --quadrilatère inscriptible)ou nous admettons qu'alors une mesure de(A'A,A'B) est
0( ou c(+1\. Dans tous les cas, on a alors

--

lSinCA7A,�B)\ �lsin ri.. \
Hai s , d'autre p�, sin"ê' = )sinCëA,CS) 1 = \sin j. \
Donc: sinC�A,;;'B) = sin � et finalement:

"� c c
s in C =

ZR' d'où 2R =

sin JE'
On obtiendra les deux autres égalités en permutant les sommets du triangle ABC.

3ème relation: Pour tout trianale ABC on a :5

(où 5 est l'aire du triangle ABC)

,.,....._ /"- /

= �bc sin A = �ca sin B =�ab sin (

Soit H le pied de la hauteur du triangle ABC relative au côté [BCl ( figure 4)
On a 5 = �BC.AH

A AH .Â A ../'-Or, on a sin B =

ïm' d'où AH = AB.sin B, et 5 = !2BC.ABsin 8 = �ac .s in B
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les deux autres égalités s'obtiennent par permutation des sommets du triangle
ABC.

Bie.Yl e.Ylte.Yldu, ce.s 6 OJr.tr;(.d� Yle. Jte.vê-UAOYlt d' inté./têt que. /�i Oyl ,{_e.-6 6 ait intvt ve.n.z"_

dan.s de. nombJte.u/� e.xvr.c.ic.e.-6 (de. tJtiangu,{_a.U.oYl, de. C.OMtJtUC.tÜYl, ou autJte.,� ... ) .

N ou-6 ylOU� c.oYlte.nte.JtoM ic.i d' e.n donne.Jt une. applic.ation c.lM�ique. : le. thé. O/tè-ii:e.

de. la. mé.diane. :

Problème : Déterminer (en fonction de a, b, c) la longueur de la médiàne [Ah J du

triangle ABC.

./"-...

�elons ri... la mesure (eA radians) de l'angle géométrique AHB, et r la mesure de

AHC (figure 5). On a cJ.. + � = 1\ .

Dans le triangle Af'îB, la première relation permet d'écrire

AB2 = Ai"i2 + 81"12 - 2AÎ'i . BI"I. cos o;

2 AM2 + �
2

('lais BM
a

d'où
a

cos .;< ,
= "2 , c = - 2.AH."2.

2
4

Soit
2 AM2 + � Ai"1 • acos oc( Wc = -

4

De même dans le triangle Ai'1C, nous obtiendrons

b2 2 a2
Ai"l. acas 0 @= AfVl + - -

4

rlais cos 0 = cos ( "if-ri.) = - cos c( , d'où

Z 2 a2 . rr.b = AM + 4' + AfVi. acas fi.. 1];

Additionnons ® et ® membre à membre
2

bZ + c2 = ZAM2 + �
2

il vient:

(qui n'est autre que le théorème de la médiane

et finalement :

V Z(b2+ cZ) Z
AfVl

- a
=

Z
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8 l 5 5 E C TRI CES

et qu'on demande à. un é..eè.ve de tJtac.e.Jt l'.ea b�).)ec.tJtJ...c.elt, J....e y a Ù Mt ù. pCVtJ...e.Jt
qu' J...1_ de.Mhtvr.a aptyr.Ox.-<ina.t,Lve.ment

c
' e).)t-à.-d,(;r.e une demJ...-dJtoJ...te, c.ontenue dan» .ie ,�a.J....e.ea.nt dé.ù..i..n.<. pM .ee-.l deux.

demc-dno cte» tJtac.é.e,j. PouJtta.nt, à. auc.un momen,t on n'a tyr..<.v.<..eé.g'<'é. .te /�a.<..t.ia.nt

dan).) .ta que).)t;_on.

On peut eMu'<'te demonde»: aux. é.tè.ve).) un -ou p.fu).)'<'e.uJt).) - de).) Il exe.Jtc.J...c.e).)Il

).)u..i..va.nt/.l :

- tJtac.e.Jt e.x.ac.te.ment cezzz dem'<'-dJto..i..te.
- tJtouveJr. c.ette dem'<'-d/r.o.<.te ,�u)r. .ieuJt ùeu�e de pap.<.e.Jt, ,SaM auc.un

J...n).)tJtwnent
- c.orrment e).)t dé.6ht.<.e c.ette d�n.<.-dJto.<.te ?

1) L..i..é.e).) à. .e'é.ga.f.<..t.é. de).) ang.ie./.l gé.omé.tJt..i..que).) de. c.haque de.m..i..-dJr.o.<.te ù.vec. .t�

bA..,Mec.tJt.<.c.e

2) L.<.é.e).) à. l'ex..{_).)tenc.e d'un axe de ).)ymé.tJt.<.e de la. 6'<'guJr.e (en paJr.tJ...c.u.iJ...eJr. ).)'J....i).)

60nt un pl.<.age)

3) Ué.e).) à. .e' é.quJ...d.{_).)ta.nc.e d'un po.<.nt de .e.a. b.{_).).)ec.tJtJ...c.e aux deux. demi: -dJt o.<.te).)

(en paJtt.<.c.u.e.<.e.Jt ).) '.<_.e,j 6 ont la c.on).).tJr.uc..tJ...on au c.ompa_).)).

Le-.l deux pJr.em'<'è.Jr.e,.l tyr.oplr.'<'é.té./.> dé.6..i..n�j).)ent en Jr.é.a:..tdé. non pM la de.m'<'-d,'r.o.<.te

.tJr.ac.é.e, maJ...).) ).)on ).)uppoJr.t. S..i.. .i'é.lè.ve n'a .tJr.ouvé. qu'une de.m'<'-dJr.o.<.te, c.'e).)t qu';_.e
peMa..<.t en 6a..<.t à. un /�ec.teuJt ).)a.J...l.ia.nt, a.l0Jr.).) que la 6..i..guJte n' est: 6o/Uné.e. que
de deux de.m.<.-dJto.<.te).).
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Sj_ t.' é.t.è.ve. u-tj_i.ùe. t.a fté.pOMe. 3, on pe.u.t fuj_ demande»: c.e. qu'« en.tend au ju./�.te
pM "dù-tCi.nc.e. d'un poj_n.t ci une. demj_-dftoae.". Sj_, pM e.x..tJr.aOJr.dj_nwe., a pc./tt.e.
de. "dj_/�.tanc.e YTIi_n�;W71 d' un poj_n.t du pi.an .i t.a demj_-cf.ftoj_.te.", on peu.t fuj_ rlîont:-'i.I2./1.

que c.e.,ta dé.:îi_nj_.t, out/I.e. ta den:j_-(J.,'loj_:te., .tou.te. LlYl.e. ,'lé.gj_on R du ptan ;

S'j_t. paJL1e. de. (.JIr.oje.c.uon Mthogonaie., j_t. .-6oU.-6-e.n-te.nd e.n 6ai_:t ".-6uJt La dftoj_-te.

.-6UppMt", à. moj_n.-6 qu' j_t. ne. c.on.-6-i.dè.Jr.e. que. i.e./� poj_n-t,� du .-6cULf.a.n-t l vo i»: pfu.-6
haut). Ce.tte. demc-dno-d»: e.-6-t donc. en 6a,(_t t.a. b�.-6e.c..tJr.j_c.e du .-6e.c.te.uJt .-6w,lan-t,
t.andc« que la dftoj_-te obtenue. ave.c. l'une. des deux. rJ)(e.mj_è./te..-6 (.JIr.op!tj_é.té..-6 e..-6-t pfu-tôt
t.a. b�.-6ec.-tJr.ù:..e de. la 6 j_gUfte. 6 OJr.mée pM le..-6 deux. demj_-dnocte» .

***

*
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BISSECTRICE D'UN COUPLE DE DEMI-DROITES DE MEME ORIGINE

Rappel: Etant donné deux demi-droites de même origine Ox et Dy, il existe un

unique déplacement et un unique antidéplacement qui transforment Ox en Dy :

/'.

Le déplacement est la rotation de centre 0 et d'angle (Ox,Oy).

Quant à l'antidéplacement, il doit laisser ° invariant. De plus, Sl

on prend un point A quelconque de Ox, son transformé sera le point 8 (unique)
de Dy défini par OS = DA (on obtient 8 comme intersection de Dy et du cercle

de centre 0 contenant A). Donc: la symétrie par rapport à la médiatrice (� )

de [AS] répond à la question.

Devinette: Les demi-droites Ox et Dy étant dessinées sur une feuille, comment

obtenir ( � ) sans l'aide d'aucun instrument?

Réponse: Par un pliage qui amènera Ox sur Dy.

Problème Le cercle de centre 0 contenant A (tracé précédemment) coupe (4 ) e!

deux points (d�étralement opposés) 1 et J (figure 1). Quelles remarques peut­

on faire au sujet des angles de la figure ?

/.", /"\_
Le./� ang.te.� "géomé.tJr_J.Que.�" (de. .0'to�J.èJne. ) AO l e.t roB �OHt égaux (/Ju(-lVt pO/J..(..UOI1

pM p.tù.ge. J. La ,�t:fmé:tJtJ.e. ct' axe. (.1)) étant UI1 aI1Wép.ea.c.e.me.l1t, éc.hal'lge. .te. "-6e.M"

de.� al1g.te.�.
uou» awr.OI1� dOI1c.

............ �
(OI,OB) = - (OI,OA) so.a: :

/-, �
(OA,OI) = (OI,OB) e.t de. même.

........._ �

(OA,OJ) = (OJ,OB)

Définition (� ) s'appelle la bissectrice du couple (Ox,Oy)

Nous parlons de la bissectrice d'un couple de demi-droites, et non

pas de la bissectrice d'un angle, puisque l'angle est en fait une classe

d'équiyalence de couples: deux couples définissant le même angle n'auront pas,

en général, la même bissectrice.

���§E9��_� : Puisque la symétrie axiale est involutive (Ox,Oy) et (Oy,Ox)
auront même bissectrice.
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Construction de la bissectrice de (Ox,Oy) (Figure 2)

On trace un cercle de centre 0, qui coupe Ox en A et Oyen B, puis deux cercles
de même rayon centrés en A et en B (le rayon est choisi de façon que ces

cercles soient sécants; AD, par exemple répond à la �uestion). Les points
d'intersection l et J de ces deux cercles sont (en raison de la symétrie de

la fiqure) sur la bissectrice de (Ox,Oy) (ainsi que 0, bien s Qr 1).

Théorème l : Pour tout point fJI, distinct de 0, de la bissectrice de (Ox, Dy) , 2.!l...--.. ...........
a (Ox! 01'1) = (OIVi, Dy) .

Ce résultat est une conséquence immédiate de ce que nous venons de voir .

............
Cherchons maintenant une mesure de (Ox,OI) (en degrés) :

........... -"'"

SOit'f. une telle mesure i puisqu'on a (OI,Oy) = (Ox,OI), 2 � sera une mesure
"""

de (Ox,Oy).
1 »<:

1 ............._De même si f est une mesure de (Ox, OJ), 2 f sera une mesure de (Ox, Dy) .

./'\
o(_ une mesure de (Ox, Oy), nous aurons donc, puisque 2 lf et

,

Si nous appelons
, 1

2 \r sont également deux mesures de cet angle :

2 Yi = .x, + 360 k
/

2 f :: cJ... + 360 k', où k et k' sont deux entiers relatifs

'f et fo' seront par conséquent deux nombres de la forme 0(. + 180h (h fE. 1')
:L

Or, ces nombres correspondent aux mesures de deux angles

l'angle de iTlesure cf..
pour h pair

L

l'angle de mesure ( '" + 180) pour h impair.f
»<. ........... '-

Les angles (Ox,OI) et (Ox,OJ) étant différents (Sinon, on

l'un aura pour mesure �
Z.

, et l'autre (
aurait [DI) = [OJ) ),

+ 180). D'où le :

Théorème 2 : Soit M un point (distinct de 0) de la bissectrice de (Ox,Oy). Si
. ............ ...-..� est une mesure de (Ox,Oy) en degrés, alors l'angle (Ox,OM) admet pour mesure

en dearés el( ou'( �+ 180).
'" -- -)

.._ -<.0

���§E9�� : Le théorème précédent s'adapte immédiatement aux mesures en grades
ou en radians; il suffit de remplacer 180 respectivement par 280 ou tr.
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On peut envisager une autre approche de la bissectrice

Problème : Soit deux demi-droites Ox et Oy, telles que ,:>( soit une mesure
....-

en degrés de (Ox,Oy). Trouver l'ensemble des points i·1 du plan tels que :
.....-. '"

(Ox, OI'i) = (OfJj, Dy)

p
�

/dRésolution : Soit une mesure de (Ox, 01"1) est aussi une �esure de
:;x;;:

(or"I,Oy) . On a alors

(-� � () = � + 36Ü k (k 6- li) (1 )

c'est-à-dire J (� ,:;( + 360 k , ou encore.I..J =

/� Q(.
180 k.= +

1
Z,

On sait que deux mesures d'un angle diffèrent d'un multiple de 360. Les réels

solutions de l'équation (l)sont donc les mesures de deux angles différents (voir
plus haut) l'un admet Q( pour mesure et l'autre (� + 18U) .

l_ 2-
Soit alors r la rotation de centre 0 et de mesure �

l-

et soit r'la rotation de centre ° et de mesure (� + 180)
z,

On pose Oz = r(Ox) et Oz' = r'(Ox).

De plus, (ci + 180) _

01..

L 2..
(angle plat).

L'ensemble des points M cherchés est la réunion des demi-droites Oz et O{
� ...-.... A

est une mesure de (Oz,Oz'), donc (Oz,Oz') = p

Les demi-droites Oz et Oz' ont même support et sont distinctes

est une droite.

leur réunion

Définition: La droite zz' est appelée bissectrice de (Ox,Oy)

��12!�!:9�� : La définition faisant jouer le même rôle à Ox et Dy, la bissectrice
de (Ox,Oy) est aussi celle de (Oy,Ox).

Théorème: La symétrie d'axe zz' transforme Ox en Dy

Soit A un point de la bissectrice et P un point de Ox, distincts de 0 (figure 3).
Dans la symétrie d'axe zz', ° sera invariant, et P sera transformé en un point

_......._ -
Q tel que (OA,OQ) = - (OA,OP) .

.--...... ----... ---'-
Or - (OA,OP) = (OP,OA) = (Ox,OA) et�par définitlon de la bissectrice,....- ".........___

(Ox,OA) = (OA,Oy).
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---- ......--....

Donc: (OA,OQ) = (OA,Oy) ; ce qui montre que Q appartient à Dy et donc

(puisque la transformée d'une demi-droite par une symétrie est une demi-droite)

que Oy est le transformé de Ox.

Nous pouvons maintenant reprendre la suite du thème

Théorème : 70ut point de la bissectrice de (Ox,Oy) est éguidistant des supports
de Ox et Dy.

Soit M un point de la bissectrice (A ) de (Ox,Oy), distinct de O. Appelons
H et K les projections (orthogonales) respectives de M sur les supports de Ox

et de Oy (figure 4).

La symétrie d'axe ( 6 ) transforme la droite (OH) en la droite (OK) ; l'image
de la droite (f"IH) , perpendiculaire à (OH), sera la dro i t e perpendiculaire à

(OK) contenant M, c'est-à-dire (MK). Le point H a donc pour image le point K,
d '

0 Ù f"lH = M K •

(N.B. Cette propriété subsiste encore si M = 0, car alors on a H = K = 0).

Etudions maintenant la réciprogue

Soit deux demi-droites de même origine 0, et de supports aistincts

- Ox, de support (0)
- Oy, de support (D').

Soit M un point du plan, distinct de 0, H sa projection orthogonale sur (0) et

K sa projection orthogonale sur (D'). On suppose �IH = j'lK (figure 5).

(N.B. Les supports (0) et (D') étant distincts, il en est de même des points
H et K).

Si MH = MK = 0, alors M est à la fois sur (0) et sur (D')
o (cas que nous avons rejeté).

Si f"1H .; Ù, les tr iangles OHM et OKM sont rectangles. Les points H et K sont

donc sur le cercle de diamètre [OiVl] ; d'autre part, puisque I"IH = IJiK, ils sont

également sur un même cercle de centre M. Comme ils sont distincts,-ils sont

c'est le point

nécessairement symétr i'llJes par rapport à la "droite des centres" (Of"i).
Dans cette symétrie, (0) a pC.f transformé (D'), et inversement. Mais qu'en
est-il pour Ox et Oy ?

Deux cas peuvent se présenter
Ou bien Ox est transformé en Oy
Ou bien Ox est transformée en la demi-droite Oy', opposée à.Oy.
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Dans le premier cas, (D�I) est la bissectrice (.6) de (ox,Dy).
1Dans le second cas, (m'i) est la bissectrice (.6 ) de (Dx , Dy) .

,
i-ion t r on s que (6 ) et (6 ) sont distinctes (nous allons même, en f a i t , montrer

davantage) :

(1\) (1\').Soit M un point de � ,et M'un point de �

/""'-,. /,
Appelons � une mesure en degrés de (ox,oy). Puisque (Oy,Dy') est plat, uneÂ
mesure de (ox,oy') sera f?:> = v( + 18ù .

»<:
Une mesure de (Ox,OM) est de la forme

Â
mesure de (ox,oM') est de la forme

relatifs) .

.i..
<.

(..ê. + 180 k') (oG k et k' sont des entiers
:{_

+ ISO k (théorème 2), et de même une

.fJ"".
Alors, G ::: ( � + 180k') - ( T + ISOk) sera une mesure de (Of'1,Olvl' ). Or

o = (3..+ 90 + 180k') - (�+ 180k) ; soit '6 = 90 + 180 (k'-k). L'angle,........_ .2. ]_
(OM,Ofv]') est donc un angle droit, c'est-à-dire que (6) et (6.') sont perpendi-
culaires.

(N.B.) Le point ° est évidemment équidistant des droites (D) et (D').

Théorème 4 : Soit deux droites xx' et yy' sécantes en O. L'ensemble des poin�
éguidistants de ces deux droites est la réunion des bissectrices des couples
(Ox,Oy) et (Ox,Oy').

Définition Ces deux bissectrices sont appelées bissectrices du couple de
droites (xx' ,yy').

����9�� : Le couple (yy' ,xx') a évidemment mêmes bissectrices que le couple
( x x' r, y y

, ) •

Définition: Dans un triangle ABC, le couple de droites((AB),(AC»)admet deux
bissectrices. L'une d'elles est la bissectrice du couple de demi-droites (AB,AC)
on l'appelle bissectrice intérieure du triangle, en A. L'autre sera la bissectric
extérieure en A.

Théorème: Les bissectrices intérieures d'un 'triangle sont concourantes en un

même point.

Considérons par exemple les bissectrices intérieures du triangle ABC en B et C,
et montrons tout d'abord qu'elles sont sécantes.

Appelons (� ) la bissectrice du couple (BA,BC) ; les points A et C sont situés
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dans deux demi-plans différents de bord (� ), en vertu de la symétrie d'axe

(6 ) qui transforme (BA) en (BC). (Figure 6).

La droite (AC) va donc couper (� ) entre A et C ; soit J le point d'intersectic

On démontre de même que la bissectrice du couple (CA,CB) coupe (AB) en un point
K, situé entre A et B. Alors C et K sont dans deux demi-plans différents de

bord (� ) ; les bissectrices (BJ) et (CK) seront donc �écantes en un point
Jl , intérieur au triangle.

Vl.., étant sur la bissectrice (BJ), est équidistant de (AB) et (BC) ; étant

sur la bissectrice (CK), il est également équidistant de (BC) et (AC).
dt est donc équidistant de (AB) et (AC) ; il est par conséquent situé sur l'une

des bissectrices du couple de droites ((AB),(AC». Et, puisq 'il est situé
/"0

dans le saillant [BAC} , il appartient nécessairement à la bissectrice

intérieure en A.

Remargue et définition: Le point Jt est le centre d'un cercle, tangent aux

côtés (,�B),(AC) et (BC), situé dans l'intérieur du triangle ABC (Figure 7).
On l'appelle centre du cercle inscrit au triangle.

On dé6�n�� d� ta m�n� 6açon t�� Qentke� d�� Q�Qte� eX��Q���, po��� de
QoneouJt� d' LLn� b���et,üee. �téA�euJte et de.� b��e.ctJt�Qe� e.xtéA�e.uJte.� )te.ta,Uv��
aux de.ux au.tJ[e.� /�OIm1e.� (6�gU/t� 8).
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