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:1 ive aux 1

2
3

RECURRE:-iCE

A

CPO l SS.�NCE DE CARRES

Xatérie l carrés en bois ou contrecollé ou papier quadrillé

Loi de récurrence

u

tous les n�veaux

Trouver les carrés suivants et les dessiner sur un papier quadrillé.

Trouver le nombre de carreaux constituant la figure à chaque étape.

Trouver le nombre de carreaux que l'on ajoute pour passer d'une

étape a la suivante.

niveaux Z et 3

Comment passe-t-on de l'étape n à l'étape en + 1)

�ombre de carreaux c à l'étape n
n

niveau 3

En déduire la valeur de la somme des nombres impairs de 1 à p
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RECURRENCE CRO l SSANCE DE CARRES 1 1
Niveaux 1

2
3

•

o

o • 0

o

o

o • 0

o • • • 0

o • 0

o

o

o • 0

o • • • 0

o ••••• 0

o • • • 0

o • 0

o

tous niveaux

• continuer
· nombre de points à chaque étape

nombre de points ajoutés pour passer d'une étape à la suivante

n�veaux 2 et 3

· Comment passe-t-on de l'étape n à l'étape (n + 1) ?
nombre de points p à l'étape n ?

n
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RECURRE�CE

Niveau:.:

CROISSANCE DE CARRES III 2
3

L' uni t ê

es t le carreau

Tous niveaux

Trouver l'aire à chaque étape

Comment passe-t-on ù'une étape à l'étape suivante?

Niveaux 2 et 3

Comment passe-t-on de l'étape (n - 1) à l'étap.e n?

aire a à l'étape n ?
n
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RECURRENCE CROISSANCE DE CARRES IV
Niveaux

2

3

•

• • •

.0 •

• • •

• • • • •

• 0 0 0 •

• 0 0 0 •

.000.

• • • • •

comment passe-t-on de l'étape (n 1) à l'étape n ?

tous niveaux

continuer

nombre de points à chaque étape

nombre de points ajoutés pour passer d'une étape à la

suivante

,1.1. veaux 2 et 3

combien de points Pn à l'étape n ')

en déduire la somme des nombres pairs de 2 à 2 P
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CRO 1 SSANCE DE CARRES V Niveau 1RECURRENCE

-+ l
'

._j
1
-

/

Comment se placent les sommets des carrés successifs?
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RECURRENCE
CRO l SSANCE DE CARRES VI �iveau 1

Comment se placent les sommets" et les sommets • des carrés successifs?
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RECURRENCE
Niveau 3CROISSANCE DE CARRES VII

Loi de récurrence

*
Les sommets des carrés semblent se répartir sur une courbe, qu'en pensez-vous?

*
nous appelons courbe un ensemble de points dont les coordonnées cartésiennes

satisfont à une égalité y ZI g (x)

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



B

SOMME DES n PREMIERS NOMBRES ENTIERS
Niveaux 2

3RECURRENCE

• • un escalier noir

étape 2 3 4

0 W W un escalier blanc

2 3 4

C. tlI [1iI ml
on assemble les deux

escaliers

A l'étape n, quelle est la surface d'un escalier?

quelle est la surface d'un assemblage?

En déduire la valeur de la somme des n premiers entiers.
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c

ASSEMBL4.GE DE LOSANGES
Niveaux 1

2
3

RECURRENCE

Matériel Losanges en bois ou contrecollé

Réseau à mai lles triangulaires

tous niveaux On peut à l'aide de losanges former une étoile.

Former des étoiles de plus en plus grandes an utilisant des losanges.

Dessiner les étoiles obtenues sur un résaau à mailles triangulaires.

:l"iveaux 2 et 3

Trouver le nombre de losanges ajoutés quand on passe de l'étape n à l'étape

(n + 1)

En déduire la valeur de la somme des nombres impairs.
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D

�iveaux 1
2
3

RECURRE:;CE CROISSANCE DE TRIANGLES l

Matériel triangles équilatéraux en bois ou contrecollé

papier à maille triangulaire

Loi de récurrence

tous nlveaux

Trouver les triangles suivants et les dessiner sur le 9apier à maille

triangulaire
.Trouver le nombre de triangles constituant la formule à chaque étape

Trouver le nombre de triangles que l'on ajoute pour passer d'une étape

à la suivante.

niveaux 2 et 3

Comment passe-t-on de l'étape n à l'étape (n+l) ?

Nombre de triangles t à l'étape n
n

nI.veau 3

En déduire la valeur de la somme des nombres impairs de 1 à p.
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CROISSANCE DE TRIANGLES II
niveaux

RECURBENCE

Loi de récurrence

o oo o

• o• o o o

• • • o oo

• •• •

tous niveaux

Trouver les triangles suivants et continuer

nombre de points à chaque étape

nombre de points ajoutés pour passer d'une étape à l'étape suivanta

niveaux 2 et 3

Comment passe-t-on de l'étape n à l'étape (n+l) ?

Nombre de points p à l'étape n ?
n

1

2
3
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Niveaux
CROISSANCE DES TRIANGLES IIIRECURRENCE

Loi de récurrence

•

.0.

• • • • •

•

.0.

• 0 0 0 •

.00 0 0 0 •

• • • • • • • • •

o

tous n�veaux

continuer

trouver le nombre de points à chaque étape

trouver le nombre de points ajoutés pour passer d'une étape à

l'étape suivante

n�veaux 2 et 3

. Comment passe-t-on de l'étape n à l'étape � + 1 ?

. Nombre de points p à l'étape n
n

1
2

3
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RECURRE�CE CROISSANCE DE TRIANGLES IV 3Niveau

Ecape 1

Etape 2

La loi de crOlssance est la meme que celle de la fiche
"

Croissance de

triangle I "

A chaque êtape, on peut identifier différentes sorces de triangles

ainsi, par exemple, à l'étape 4 les triangles

Pistes de recherche:

Chercher quels types de triangles on ajoute quand on passe d'une étape

à la suivante.

Dénombrer les triangles de chaque type que l'on ajoute quand on passe

d'une étape à la suivante.

Dénombrer les triangles à l'étape n.
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RECURRENCE

E

Niveaux Z
3

CHEHI NEMENTS DANS NE\�-YORK

l

Fiche proposée par le CUEP de Lille (MaZ. nOZI sept.73)

"Nous autres, Américains, nous sommes le peuple le plus intelligent, le plus

savant de la terre. Donc moi, qui suis américain, et New-Yorkais de surcroît

je suis l'un des plus savants et des plus intelligents de la terre. Et pourtant,

je n'arrive pas à trouver le nombre de chemins - les plus courts possible - pour

rej oindre ma femme.

Je suis au carrefour (0,0); ma femme est au carrefour (4,3) (Rue 4; Av.3)

Généraliser.

Avenue nO 0

0 N C""I ..:t 11"1 \0 ,....

° 0 ° 0 0 0 ° 0

= = = = = = = =

� � � � � � � �
:s :s :s :s :s :s :s :s

=:: =:: =:: =:: =:: =:: =:: =::

Avenue nO 6

Avenue nO 5

Avenue nO 4

�venue nO 3

Avenue nO 2

Avenue nO

PLAN DE LA VILLE DE NEW - YORK

L_) l_) (_) � L_) L) L)' �

oooooooc
ooooooo·c
oooooooc
oooooooc
oooooooc
oooooooc
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�;iveaux 2

RECURRE�CE C-;E��I f\;S<ENïS DANS i·:E!-YORi< II 3

Pour se corrp l ique r l'e:üstence on introduit àes sens uru q ue s

- àe trouver La longueur d'un chemin minimal pour aller d';l carrefour

(0,0) au carrefour (x, y)
- de trouver le nombre de chemins ml.nl.maux pour aller de (0,0) à (x, y)

- de chercher s'il existe une relation entre la longueur d'un chemin

minimal et le nombre de chemins minimaux pour aller de (0,0) à (x, y)

Système B

On se propose

Système C

O·
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F

RECURRENCE ARBREI
Niveaux: 2

3

3

A la première étape, on trace une branche partant de la racine tI

A chaque étape suivante, on trace une nouvelle branche --- partant de

la racine. et on greffe à son extrémité 6 le même arbre que celui de

l'étape précédente

•

2

1

4

- Construire les arbres des étapes 5 et 6

2 Utiliser cette construction pour trouver le nombre des parties d'un

ensemble fini

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



RECURRENCE

N° de l'étape

ARBRE II

on trace

le noeud-racine

l branche partant
du noeud-racine

2 branches partant
du noeud libre

3 branches partant
de chaque noeud
libre

n branches partant
de chaque noeud
libre

,
,

Combien de branches y a-t-il à l'étape n ?

-.-
.

•

J_

�/
i

niveaux; l
2
3

. . . 1\// 1

Tracer l'arbre à l'étape 5

Combien de branches nouvelles trace-t-on quand on passe de l'étape 4 à
l'étape 5 ?

\
•

o

2

3

N

"

i

Combien de branches nouvelles trace-t-on quand on passe de l'étape (n-l)
à l'étape n ?
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APJ3RE 1 l 1RECURRENCE

arbre d'espèce n

étape 0 le noeud racine

étape n branches partant du noeud racine

étape 2 (n-l) branches partant de chaque
noeud libre

étape 3 (n-2) branches partant de chaque
noeud libre

étape (n-l) n � (n-2) = 2 branches

partant de chaque noeud libre

étape n n - en - 1) = l branche partant de

chaque noeud libre

Tracer l'arbre d'espèce 5

Combien de branches pe�dantes dans l' arb re d'espèce 4 ?

Combien de branches pendantes dans l'arbre d'espèce n ?

Combien de branches dans l'arbre d'espèce 5 ?

Combien de branches dans l'arbre d'espèce n ?

niveaux: 1
2
3
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PHOTOS ET PROMENADES
Niveaux: 2

3RECURRENCE

G

Combien de façons y a�t�il de prendre p objets parmi n objets?

Bernadette, Jacky, Marthe, �icole, René sont des am�s

Problème 1

Ils désirent prendre des photos, combien peuvent-ils faire de photos des

personnes de leur groupe en s'imposant les conditions suivantes:

10 ils se placeront uniquement les uns à côté des autres

20 ils peuvent prendre des photos de 1, 2, 3, 4 ou 5 personnes

Problème 2

On dispose d'une minicalculatrice qui dispose d'une touche "factorielle n",

comment calculer le nombre de dispositions de 3 personnes parmi 5

comment calculer le nombre de dispositions de p personnes parmi n

Problème 3

Ils aiment se promener dans la campagne, seuls ou en groupe.

Combien de groupes différents (comportanc l personne éventuellemenc!)

peuvent-ils constituer pour ces promenades?

Problème 4
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H

ASSEMBLAGES DE TRAPEZES, LOI l

Suivant les niveaux :

Construction géométrique
Calcul

Niveaux: 1
2
3

RECURRE.NCE

!_-(.J3 \
10 100 trapèzes en bois ou contrecollé

*
les trois p�tits côtés ont même longueur

20 réseaux à mailles triangulaires
(voir modè le en annexe) **

MATERIEL

1ère LOI D'ASSEMBLAGES

1ère règle le premier hexagone est formé de deux trapèzes

2ème règle les pièces s'assemblent de telle façon que A,B
soit axe de symétrie

3ème règle les hexagones s'empilent verticalement sur

le premier hexagone

4ème règle compléter pour faire le plus rapidement
possible un hexagone

tous niveaux réaliser l'assemblage et ie dessiner sur un réseau à mailles
triangulaires

Si vous ne trouvez pas voir fiche solution

Trouver des colorations des pièces qui font appaitre des régularités
dans l' as seDi6Tàge----

1er et 2ème cycles: A partir du décompte des trapèzes à chaque étape, essayer de

tro�ver le nombre de trapèzes à l'étape n (en utilisant les diffé­
rences premières et secondes)

Voir sur le dessin à quoi correspondent les différences premières
et les différences secondes, trouver un moyen de les représenter
(Chaque étape correspond à la constitution d'un hexagone)

2ème cycle calculer le nombre de trapèzes à l'étape n à partir des sammes

des n termes successifs d'une suite

*�
C'est un des jeux du Club des Cordelières.I lREM Paris-Sud·

** On peut aussi se procurer des réseaux à mailles triangulaires
à l'IREM ( .15 F les 100 feuilles 21 x 29,5)
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R ECU R R E NeE

Niveaux : 1
2
3

ASSEMBLAGES DE TRP�EZES, LOI 2

suivant les niveaux :

construction géométrique
calcul

MATERIEL : 10 - 100 trapèzes en bois ou contrecollé

les 3 petits côtés ont même longueur

)�3 � 20 - réseaux à mailles triangulaires

Mremes questions que pour la première loi (fiche RECURRENCE - ASSEMBLAGES
DE TRAPEZES - LOI 1)

1 ère règle :

2ème règle :

3ème règle :

2ème LOI d'ASSEMBLAGE

1ère étape: le premier hexagone est formé de deux

trapèzes

deux grands côtés sont toujours assemblés

quand on a le choix dans la position d'une pièce

(par assemblage des petits côtés), choisir celle qu�

permet de fabriquer le plus rapidement possible un

hexagone. Chaque étape correspond à la constitution

d'un hexagone
On désignera les étapes par k
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RECURRE.NCE.

MATERIEL

ASSEMBLAGES DE TRAPEZES - Loi 3

2
3

Suivant les niveaux Niveaux:

construction géométriques
calcul

1°-100 trapèzes en bois ou contrecollé

les 3 petits côtés ont même longueur

2°_ Réseaux à mailles triangulaires
(voir modèle en annexe)

3ème LOI d'ASSEMBLAGE

1ère règle :

2ème règle :

3ème règle

4ème règle

1ère étape : Le premier hexagone est formé de deux trapèzes

Quand un hexagone est constitué, on flanque chaque sommet libre

d'une "bobine"

deux grands côtés sont toujours bord à bord

on doit constituer un hexagone le plus rapidement possible

Chaque étape correspond à la constitution d'un hexagone

On désignera les étapes par s

Mêmes questions que ·p�ur· là Loi 1
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R ECU R R E NeE

ASSEMBLAGE DE TRAPEZES

niveau 3Comparaison des différentes lois

de récurrence

Nous avons exhibé trois lois différentes de récurrence à partir des

assemblages de trapèzes pour former des hexagones de plus en plus grands

Chaque étape correspond à la constitution d'un hexagone

1ère Loi de récurrence
============�=========

1ère règle

2ème règle

3ème règle

4ème règle

Le premier hexagone est formé de deux trapèzes

Les pièces s'assemblent de telle façon que A,B
soit axe de symétrie

Les hexagones s'empilent verticalement sur le

premier hexagone

Complèter pour faire le plus rapidement possible
un hexagone

Si tn désigne le nombre de trapèzes à l'étape n, nous avons trouvé

t
n

2ème Loi de récurrence
====�=================

Le premier hexagone est formé de deux trapèzes

Deux grands côtés sont toujours assemblés

Quand n a le choix dans la position d'une p1ece

(par assemblage des petits côtés) choisir celle qui
permet de fabriquer le plus rapidement possible
un hexagone

Si tk désigne le nombre de trapèzes à l'étape k, nous avons trouvé

1ère règle

2ème règle

3ème règle

�=
(3k-2)

2
si k :::l 2p2

� =
(3k-l)2

Sl k = 2p + 1
2

3ème Loi de récurrence
======================

1ère règle Le premier hexagone est formé de d eux trapèzes

2 ème règle Quand un hexagone est constitué, on flanque chaque sommet

libre d'une bobine

3 ème règle Deux grands côtés sont toujours bord à bord

4ème règle On doit constituer un hexagone le plus rapidement possible

Si t désigne le
s

nombre de

1 ts = 2

à l'étape s, nous avons trouvé

EXISTE-T-IL DES PASSAGES ENTRE CES TROIS LOIS ?

(niveau 2 à partir des dessins, niveau 3 par le calcul)
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RECURRENCE

J
SPIRALES A CENTRES. l

CONSTRUCTION
:.liveau 2

organigramm�
o
,--

l
1

1
1

'r
2 ......

, ---+-)-j 3

1
i

1° Spirale à 4 centres

On numérote les sommets d'un carré dans le sens

inverse des aiguilles d'une montre.

On définit ai.n s i, le suivant et le précédent
dt un sommet

1
est le suivant de

0 0
est le précédent de

1
-

,

2 1 1
, 2/

3
� 2 2 3

0
... 3 3 0
/

On trace des demi-droites (2,1); (3,2); (0,3); (1,0)

\ DEPART 1
!

"'
!
1
1

Placer la pointe du compas sur un

sommee

Ouvrir le compas ?our ?lacer le

crayon sur le sommet précédent

!
Tracer l'arc

!
de cercle dans le sens 1

1 inverse des aiguilles d'une montre !

1 jusqu'à ce qu'on rencontre une droite:

1 on s'arrête
1

Placer la pointe du compas sur le

somme t s ui van t

Ouvrir le compas pour placer le

crayon sur le point d'arrêt

1

1
1

1

2° spirale à n centres

L'organigramme est le même: il suffit de définir les relations

"e s t le sui van c
"

et "est le précédent" entre les sommets d'un

polygone régulier à n côtés.
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RECURRENCE
SP l RALES A CENTRES • 2

niveau 3

sommets

On désigne par
par S.

l

pour k entier

i le N° de l'étape de contruction
le sommet servant de centre à l'étape i

S. = S.
k11+ n

On construit les spirales à partir de CENTRES qui sont les sommets de

polygones réguliers.
Le mode de construction est toujours le même.

Organigramme (niveau 3)

Tracer un polygone régulier de n côtés de longueur l, numéroter les

1. Tracé de la spirale

Tracer les demi-droites orientées (S. l' S.)
1+ l

serviront à limiter les arcs de cercle.

elles

"l

Départ 11 = 0
1

:Jl \li
faire l = l + 1

mettre la pointe du

compas sur S.
1

Tracer l'arc de cercle

de rayon i partant de

S.
1

et de mesure 2TI/
1- n

1

2. Calculer la longueur des spirales en fonction du �ombre de côtés du polygone
des centres (on prend 1 comme valeur de la longueur du côté du polygone des

centres.

3. Que se passe-t-il quand le nombre de côtés du polygone des centres augmente
indéfiniment?
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RECURRENCE

K

�iveaux 2
3JEU DE PIŒ1S

On doit passer de la configuration initiale

à la configuration finale

On peut déplacer les blancs seulement vers la droite

les noirs seulement: vers la g;auche

Si un trou le permet, tout blanc peue sauter par-dessus un (un seul) no�r

et réciproquement

10 Trouver un codage des actions qui permettent, en respectant les règles

précédentes, de passer de la configuration initiale à la configuration
finale.

20 Quand on utilise ce codage, quel est le "mot" qui rend compte de la sé­

quence des actions lorsque l'on a k pions blancs et k pions noirs?

30 Etablir la série donnant le nombre des actions nécessaires pour les

configurations de 1 à k pions de chaque couleur.

_"
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R ECU R R E NeE

SOLUTIONS
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RECURRENCE CROISSANCE r::: CARRES l

SOLUTION

Décompte du nombre de carreaux

étape nombre de carreaux

1
2
3
4

4
9

16

n
2

n

Différences premières

étape nombre de carreaux différences premières

+ 3
4

;l-
I

) + 5
9

,,' + 7
16

1 + (2n-l)

2

3

4

n -

n

Décompte du nombre de carreaux à l'aide des différences premières

étape nombre de carreaux C
n

121

2 + 3 22
?

3 + 3 + 5 r

+ 3 + 5 C2n-1)
2

n +
... n

C C 2 n+1
n+1 n

Somme des nombres impairs de 1 à p

1 + 3 + 5 + ..
f�\

2

1 2
i

p

- 1 -
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RECURRENCE CRO l SSANCE !JE CARRES l l
SOLUTION

Décompte du nombre de points

Pn + 4 ( 1 + 2 + 3 + ... (n - 1 ) )
*

.ln - 1 ) . n
= ... 6. x ')

-

1 + 2 n n - 1 )

2
(n - 1)

2
n +

*

Voir somme des n premiers nombres entiers - solution page 8

- 2 -
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RECURRENCE CROISSANCE DE CARRES III
SOLUTION

Etape aire en carreaux

2

2 2 + 4 x 3/2
) + 4 x 3/2

;/

+ 4 x 5/2
'J
\ + 4 x 7/2

, ..-

3

4

n

\
i + 4 x (2n - 1)/2

l/

n -

a
n

2 + 4 (3 + 5 + 7 + (2n - 1»/2

2 (1 + 3 + 5 + 7 + (2 n - 1»

2
2 n (voir croissance de carrés l -

page 1)

- 3 -
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RE CURRE:l' CE CROISSANCE DE CARRES Iv
SOLUTION

Décompte du nombre de points

étape nombre de points

2

3

4

n (2n - 1)2

Différences premières (voir dessin fiche 4)

étape nombre de points

+ 4 x 2
2

.
+ 4 x 4

3
+ 4 x 6

4

n -

,,+4x2(n-l)
n

Décompte du nombre de points à l'aide des différences premières
2

p = (2 n-I)
n

1 + 4 x (2 + 4 + 6+ .,. 2 (n-I»

2 + 4 + 6 + 2 (n - 1) (2 n - 1)2 - 1

lJ. 4
n (n - 1 )

Somme des nombres pairs de 2 à 2 p

2 + 4 + 6 +
... 2 p p (p + 1)

- 4 -
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RECURRENCE CROISSANCE DE CARRES V

SOLUTION
Niveau J

1

� 3 4

2 4 8 L6 y

n x y

2 2 2
les points se répartisse:lt sur la

3 4 4
droite d'équation

4 8 8

y = x
n-J n-J

n 2 2

x x

- 5 -
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RECURRENCE

Fonctions CROISSANCE DE CARRES VI

SOLUTION

x

\ /
1

y
-4-3-2-) 0 ) 2 3 4

1 • li •
j

n 1 x y X Y

-) 2 2

2 -2 4 2 4

3 -3 6 3 6

4 -4 8 4 8

n -n 2n n
1 Zn

y = -2x y= 2x

- 6 -
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RECURRENCE
CROISSANCE DE CARRES VII

SOLUTION

x A..

6
5

H--;- 3
4

-

.... y

n x y

1 1 0
2 2 1

3 3 1 + 2
4 4 + 2 + 3
5 5 + 2 + 3 + 4

n n + 2 + 3 + 4 + ... (n - 1 )
x + 2 + 3 + 4 + ... ex - 1 )

Les points se répartissent donc sur la courbe d'équation

y =
x ex - 1)

2

C'est une parabole dont nous allons chercher le sommet

y'
2x -

=

2

�:
1

= -

y' 0
2

pour 1
= -

8

- 7 -
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RECURRENCE SOMME DES n PREMIERS NOMBRES ENTIERS

SOLUTION

Etape

Nombre de

carreaux d' 1

escalier

nombre de
carreaux d' 1

assemblage

2 3

1+2 1+2+3

2 xl 2x(I+2) 2x( 1+2+3)

2 xl 4 x 3

2 x (1 + 2 + 3 + ... + n) (n + 1)

1+2+3+ ..... +n
n x (n+ 1 )

2

- 8 -

n

1+2+3+ .•. +n

2(1+2+3+ .. +n)�
(n+l j x n J

'

/

X n
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S�E DES CARRES DES n PRB�IERS NO��RES
ENTIERSRECURRENCE

SOLUTION

L
2 12 ?2 } 2

n + � + + + n

.n
2

On trouve L n à partir du schéma suivant
1

n(n+I)/2
�--------'�---------------

A

'-----'
.../.-------

n (n-I)/2

L'aire de ce rectangle est égale à
2

3 x S n

en effet, on a 1
° �,_.1les carrés

2° les carrés Il
3° les assemblages A U B

A a pour côtés 2 et n(n-I)/2 (voir page 8

B a pour côtés et n

=> Aire (AUB) = n (n-I) + n
2

n

le rectangle réunion a pour aire

n(n + 1)/2 x (2n+l)
JJ

2
I; n3

')

l
1 2n+1

somme des n premiers entiers)

222 2
1 + 2 + 3 +

...
+ n in (n+I)(2n+l) ,

- 9 -
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RECURRENCE ASSEr1BLAGE DE LOSANGES

SOLUTION

Pour passer de l'étape n à l'étape (n+l) on ajoute à chaque pointe de

l'étoile (2n+l) losanges soit pour l'étoile 6 x (2n+ 1 )

N° étape Nombre de losanges nombre de losanges
x 6 x 6 = 12 x 6

2 (1 +3) x 6 4 x 6 22 x 6

3 (1+3+5) x 6 9 x 6 32 x 6

Pour les 3 premières étapes le nombre

de losanges égal à
2

6. Si àest n x

l'étape n le nombre de losanges
2

x6est n

à l'étape (n+l) il est égal à

[n2 + (2n+1) ] x 6 Cn+1)2 x 6

n [1+3+5+ + (2n-l)] x 6

[1+3+5+ + (2n+1 ] x 6

2
n x 6

2
(n+l) x 6n+I

?
1 + 3 + 5 + ... + (2n + 1) = (n+1)-

10 -
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RECURRENCE

CROISSANCE DE TRIANGLES I
SOLUTION

Voir page 1 On remplace le mot carré (ou carreau) par le

mot triangle.

- Il -
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RECURRENCE CROISSANCE DE TRIANGLES II

SOLUTION

Décompte du nombre de points

*

étape nombre de points

�. + 2

2 3

J + 3
3 6

) + 4
4 10

n -

n \

j + n+1

n +

1 + 2 + 3 + 4 + •.•••
+ n

*
n (n+l )

2

"Somme des n premiers nombres entiers "solution page 8

- 12 -
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RECURRENCE
CROISSANCE DE TRIANGLES III

SOLUTION

La loi de récurrence

o

•

.0.

• • • • •

1
·

1

•

.0.

• 000 •

• 000 00.

• • • • • • • • •

1
•

•

• 0 •

.000.

• 0 0 0 0 0 •

• 0 0 0 0 0 0 0 •

• • • • • • • • • • •

l
.

t
On peut, par découpage suivant l'axe de symétrie vertical des triangles, obtenir

•

o

• 0 0 0

• • • •

• • • • • • • • • • •

on est ramené à la"croissance de carrés IV"(voir Solution page 4)

o

(."'";).
{.y: 0

• • •

- 13 -
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CRû 1 SSANCE DE TR 1 ANGLES IVRECURRENCE

SOLUTION

td.nr,leR 5 décol"pter r l ong l œ 2 tri..nr.I ... J
trlnnr,lefl f. tlltAI

�t''''l'r .lé,:o'''l'tr � trlnnr.lp. 1
n l 'Iltnpp (11-1)

-------

-i-1 6

M � AM • s2

.t -1 1 -i-1 ..

& � à� .� Â --13.

S' � .. .t � --1
�

-Â � A�- �� •4
�1

3 3 + -1 .t "'"11 4 of.

l 7

rolntp rn pointe pointe I,nlnt" pointe l'ointe..n
'-'n hnut en bnl'lpnlntr 1'11 h:1"t. l'OInt .. �n bn.

en hAlit ..n b:ls
po l nr.e en h"ut l'ni nt;o �II hm;

hnut 'ln"
2 O •••'1 1 J 0" 5

J n - 7 n - " n - 9 ...

5 n -1 n - 1 n - 2 n -Il n - 1 n -

5 /-f8
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désignons respectivement par

th (n, p) et tb (n, p)

e -:'e triangles de rype P ,,::. (�tape n ayant respectivemer.t la "p o i.n t e en haut"

l. "pointe vers le bas" (voir figure de la page 14)

ex. th (4, 3)

th (4, 2)

th (5, 2)

au donnant le nombre de triangles
e en haut aj outés à chaque étape

) 21 41 1
, 1 3 5 6· 7· 8 9 10

1

2 1 1
3 2 1

\ 4 3 2 1

5 4 3 2 1

t 6 5 4 3 2 1

7 6 5 4 3 2 1
1 8 7 6 5 4 3 2 1 1
1 9 8 7 6 5 4 3 2 11

110 9 8 7 6 5 4 3 2\ 1

2

3

4

tb (4, 3)

tb (4, 2)

tb (5, 2)

o

2

tableau donnant le nombre de triangles
pointe en bas ajoutés à chaque étape

�--.z. 1 2 31 4 516 718_i�11

2 1 1 1 1
3 2 1

1 1

4 3 1 1 1
5 4 2 0 1

1

6 5 3 1 i i

7 6 4 2 1
!

8 7 5 3 1 1 1!

9 8 6 4 2 1
10 9 7 5 3 1 1

du triangles pointe en haut triangles pointe en bas

ig l e p ajoutés à l'étape n ajoutés à l'étape n

n '. n -

- 1 - 2
n - n - 3

- 1 - 2
n - 2 .: n - 5

\
- 1 - 2

n - 3 .: n - 7

.. . .i
- 2

n - (p-I) n - 2 p + 1'-

- 15 -
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Conditions d'obtention des triangles pointe vers le haut

Que l que soi t p < n, il existe au m01ns un triangle pointe vers le haut

Conditions d'obtention des triangles pointe vers le bas

On peut trouver un triangle pointe vers

le bas si et seulement S1

n -

p ;;;. p
lJ.

p < n/2

S1 n est pair p n/2

S1 n est impair p (n-l)/2

On peut aussi trouver ces conditions à partir de la formule donnant le

nombre de triangles p pointe en bas aj outés à l'étape n

il faut que n - 2 p + 1 ;;;. 1 => n - 2 p ;;;. 0

S1 n est pair, la valeur maximale de p es t n/2

n - 2 p + 1 = 1 il y a un triangle de côté p = n/2 à l'étape n

S1 n est impair, la valeur maximale de p est (n - 1) /2 à l'étape n,

il y a deux triangles de côté (n - 1) /2

- 16 -
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Tableau donnant le nombre de triangles de chaque espèce ajoutés à l'étape n

,

1 ,

1
i

6 7 8
,

9 1
type de triangles1 1 1 2 3 , 4 5 ,

1 !p , 1
1

,

n n-l n-2 n-3 n-4 n-5 n-6 n-7 n-8 nombre Çpointe

étape
en haut)

n n-l n-3 n-5 n-7 n-9 n+ l l n-13 n-15 n-17. nombre (pointe
en bas)

1 0) .

2 j 1 \3
\

.

1

1

(�>.3 5
�

1 . .

\ \

) 4/4 7 � 2 1 \ .

\ l 1
1

5 9 � 6 :' �� 2i 1 \

II J \ 1 1

1 1 ,

6 8 �. 5 3 ;, 2: 1 \ .

\ , 1
, 1

1

0)'7 1 3 �I 10· 7 3 2 1 \
"

6 )
,

8 J 12 : 9 4· 3, 2' 1)15,"
i \

i )
Œ>9 17 " 14. II 8 ?' 4 3 -.

'. 2:/ 1
, \ ) \ i

;

10 19 � 16·" 13 10 i 71 5' 4 ,�. 3,: 2·'
i \ \

!
\

211<
1 i 1

II 18 . 15 1 12 ;1 9 � /"ë:' '

5 ; 4· 3' 6 r

i
, ) �,,, \
1

,

14 )
1

12 2311' 20 , 1 7 1 1 � 8 � 6 � 5 4.,

l
16 )- 13 )

\
\ ,

'.

13 25 �. 22 ( 19

• 0;' 6 _i 5 ;'

) : \ \ ) \
1

1
i

18 \1
,

.,
14 27 ' 24 , 21 15.i 9

\
7 " 6

)
20 )

,

14Ji \ 1.

17J
�.

15 29 ï 26 .' 23 II
� (�y 7,

31 J j 161
,

, 1 10�16 28 25 22/ 19/ 13
,;

8:
\

i ) .1 \ J1 , .1
}. ..

C'..;_.. ,.

.'

La structure du tableau fait apparaître une construction automatique:

une flèche --7 signifie "ajouter 1"
une flèche � signifie "ajouter 2"

Pour établir la colonne des triangles p

-

on fait Cp - 1) points
- on écrit 1
- on fait (p - 1) flèches --�
- autant de flèches --? qu'il est nécessaire pour arriver à l'étape n

- 17 -
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Remarques sur la structure du tableau de la page précédente

1° On s'intéresse aux triangles de type p

--�
/

JustificationOn observe

à une flèche

Pour un triangle de type p

(colonne p) le nombre entouré
*

fournit l'étape n jusqu'à laquelle

il n'y a pas de triangle p pointe en

bas

Dans une colonne les nombres

entourés correspondent au passage

d'une flèche --7

pour cette étape
*

t
b

= 0

JJ (p. 15)
*

les nombres entourés sont sur les

lignes oG n est pair .

n - 2 P +

*
JJ

n 2 p
-

= 0

Le nombre entouré indique le
.

*
nombre de tr�angles t de type p

*

ajoutés à l'étape n

*
t = 0

b

* *
t

h
n -

p +

I} *
t

h
= p*

n = 2 p
- 1

le nombre entouré est égal
au numéro de la colonne .

*
t p

- 18 -
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2°) On s'intéresse à une étape donnée n

Pour une étape n donnée, on a une chaîne de nombres dont l'un est entouré

Il y a deux structures de chaînes:
*

Nous désignons par p la colonne du nombre entouré

( ,..---_

-3. i �\ -1
n/2 1 1

-

1 /

\-3 � n/2+2! -2
n/2

-1

1
--1

Cas n impai r

*

p < p
*

p

1 .r=>. i
�:)in 1 2n-11--_3_., -3,. -3 .

----r ... �

justification:

type de

triangle p+1p

th

tb ��! r
� �

th + tb -3Dt---}I
._--

.

Cas n pair

n - 1

n 1 -3 -3
2n - 1 >--_,,)----I

Justification
*

• p < p même si tua t i.un que

n impair
* *

• pas s age de p à p + 1

/�>: __-_I ,-�
.

1... /�on aj out�<t+2 ; Ion aj oute

Ith et 1 tb , 1+
v v un th

- 19 -

*

p > p

_-_1--» � -1
)

type de

triangle
p p+1

th

tb
, 0 1 : 0 1
1 �,

,

__
, .. ___J

th + tb -1. -,--1
'--__--71'-__

-1

*

• p > p + 1 même situation

que n impai r

�=
:�

+ x -2

+x
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DENOMBREHENT DES TRIANGLES AL' ETAPE n 1
Les tableaux de la page 15 permettent par additions success�ves en colonne

d'établir les tableaux donnant th (n,p) et tb (n, p)

l Tableau donnant th (n, p) Tableau donnant tb (n, p)

.P
n .'. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1

2 3 1

3 6 3 1

4 10 6 3 1

5 15 10 6 3 1

6 21 15 la 6 3 1

7 28 21 15 10 6 3 1

8 36 28 21 15 10 6 3 1

9 45 36 28 21 15 10 6 3 1

10 55 45 36 28 21 15 la 6 3 1

-,
p

n ',- 1 2 3 4 5 6 7 8 9 la
1

2 1
3 3
4 6 1

5 10 3
6 15 6 1

7 21 10 3
8 28 15 6 1

9 36 21 10 3
la 45 28 15 6 1

Tableau donnant le nombre T(n) de triangles à l'étape n

n·'p 1 '1 3 4 5 6 7 8 9 la II 12 13 14 15 T (n)"-

1 1 1 0 1

2 4 1 a 1 5

3 9 3 1 ! a 13

1 ,

4 16 7 3 1 a 27

5 25 13 6 3 1 a 1 L� 8

6 36 21 II 6 3 1 a 78

7 49 31 18 la 6 3 1 a 118

,

8 64 43 27 16 10 6 3 1 a 170

9 81 57 38 24 15 10 6 3 1 a 235

la 100 73 51 34 22 15 la 6 3 1 0 315

11 121 91 66 46 31 21 15 la 6 3 1 0 411
-

12 144 111 83 60 42 29 21 15 la 6 3 1 a 525
-

13 169 133 102 76 55 39 28 21 15 la 6 3
1

1 a 658
-

14 196 157 123 94 70 51 37 28 21 15 10 6 3 1 a 812

15 225 183 146 114 87 65 48 36 28 21 15 la 6 3 1 967

- 20 -
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Structure du tableau donnant T (n)

2

1

.J,.

7 8 12

1 +3

3 �. )
1 + 7,

4 � J
1 +9

5

6
.J, .JI1 +13.

2 43 5 6 9 10 II

1 1� Ji'} l'� �!-} : t 1
1

1 + 1 0, 1 + 7 1 + 4 � I, + 3� 1 + 2 � ? + 1 \ 1
7 1

8

9

10

,� \ I� , Iii J I-J. • � : _j,. ;
1 +14� f+ll� i +8, 1 +5� 1 +4� 1 +3�

� J.J- .l
+ J 1", t

i + 1 6 \
1 + 1 3 \ 1+ 1 0 \ i + 7 \

{' ',;J.. :
1+5� 1+4�

� :
1+2�

J- ,

1
1+3�
{ ;

1

1+4�' o
1 + 1 \

{- I . .J- 1
1 J

1+6� 1+5�

II
J .�
! +23

12

� J 1 \ 1 � il � J J.. }�. �
1+20 I+17t 1+14\ 1+111 1+81!1 1+6'"

.J.. 1
1

:+5tV

� -t
1 +2i

La structure du tableau fait apparaître une construction automatique

Une flèche .... --:::) signifie ajouter
Une flèche � signifie ajouter 2

Pour toute colonne p, le premier nombre différent de 0 est un 1

Les 1 se répartissent sur la diagonale

Pour toute colonne p, à partir du dernier 0, on trouve (p - 1)

flèches »>: � suivies de flèches �

- 21 -

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



....

� 1 2 3 4 5 1 6 7 1 8 9 1 10 Il 12

1 1 1

2 4, 1
,-1

3 9, �3 1
-2

4
�

316, -3 7 1
... .... -1

� �6 15 25 13 3 1
.... _l, .... -2

6 36
"i

2 1 �11 6 3 1
, -5 , -3 , -1

;lO "::t. �
107 49, -631 .... _418, -2

6 3 1

.... ;00 ":*

8 64 43 _527, -3 16 - 1 10 6 3 1
" -7 ' ,

� � ... ;:a

9 81 857 _638 .... _424 ,2
15 10 6 3 1

,
-

,
� ". ..;JI> ;»

10 100, -973 51 534 - 3 22 - 1 ;5 10 6 3 1
<, -7 ,

-

, <,
� ;::6 ,:::to - � 1

Il 121 _ 1091 _866, 646 -4 31,,2 21 15 10 6 3 1 1
, <,

-

, 1
� :::al �

60
I� -

12 144 III 83 42 29, 21 15 10 6 3 1
, <, , <, , 1

La structure du tableau en diagor.�le fait apparaître une autre construc­

tion automatique

n

p

- (n-I )

-(n-2)

2 3

Sur la ligne n écrire n2 dans la

premiire colonne. A partir de n2 descendre

en diagonale en utilisant l'algorithme sché­

matisé ci-contre.

A partir de la colonne n, les nombres

de cette diagonale ne changent pas.

- 22 -
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1° remplir les cases
n+1

(n ; -2-)
en'utilisant l'algorithme
ci-dessous

p=1

n=1

etc ...

â
•

d 1 (n + 1
)part i r e a case n; 2

remplir les cases de la diagonale
en utilisant l'algorithme ci-dessous

etc. ,

+5

on a le même

nombre dans

toutes les

cases hachurées

1

-v

n+1
p= -2-

Nombre de triangles "pointes vers le haut" d'espèce p à l'étape n

Soit th (n, p) le nombre de triangles d'espèce p à l'étape n

a) nombre de triangles ajoutés à chaque étape

� l II III 1 IV V VI

1 1

2 2 1

3 3 2 1

4 4 3 2 1

5 5 4 3 2 1

6 6 5 4 3 2 1

irh
(n, 1) th (n-I, 1) +

n�
th (n, 1) = 1 + 2 + 3 + + n

( l , 1 )
1

n (n + 1 ) ( 1 )th th (n,l) ='2

- 23 -
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b) nombre de triangles th (n, p)

� r II 1 III IV 1 V VI 1

1 1 ,

2 3 1

3 6 3 1

4 10 6 3 1
...

5 15 10 6 3 1

6 21 15 1 10 6 3 1

th (n, p) = th (n-I, p-1) = th (n-2, p-2) =
... th(n-p + 1,1)

-

th (n, p) = th _(a-p:+-l '- l)� (2)

1

th (n,p) =

2" (n+p+L) (ri+p+Z) (3 )1 et 2 =>

� l III III IV V VI VII VIII IX

1 1

2 3 1 1

3 6 3 1

4 10 6 3 1

5 15 10 6 3 1

6 21 15 10 6 3 1

7 28 21 15 10 6 3 1

8 36 28 21 15 10 6 3 1

9 45 36 28 21 15 10 6 3 1

- 24 -
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..
Nombre de triangles "pointes vers le bas" d'espèces p à l'étape n

tb (n, p) th (n-p, p) (4)

l II III IV V 1 VI VII VIII IX

1 0

2 1 0

3 3 1 0 0

4 6 1 0 0

5 10 3 0 0 0

6 15 6 1 0 0 0

7 21 10 3 0 0 0 0

8 28 15 6 1 0 0 0 0

9 36 21 10 3 0 0 0 0 0

1 Nombre de triangles à l'étape n 1
- Nombre de triangles "pointes vers le haut"'T (n)•

h

(3) =>

th (n, p) 2 (n -

p + 1 ) (n -

p + 2)

n n

Th (n) L th (n, p)
1

L (n-p+l) (n-p+2)
p=1 (3)

2
p=1

Posons n -

p + q

1
n

2 n
2 1

n

Th(n) L
1

l:
2 q + q L q + - q

2 2
C;=I q=1 q=1

*

1 rl. n (ri+ 1) (2n+ 1 ) + n(n+I)1
2 L6 2 ..J

1

6" n Cn+ 1) (n+2) (5)

- 25 -
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2 ..., Nombre de triangles "pointes vers le bas" Tb (n)
----_.--

4 "" (n,p) (n-p, p)
1

(n-2p 1 ) (n-2p + 2)tb
=

th +

(3)
2

n pair
n

la valeur maximale de pest 2 (cf page 16)

n = 2 m "" T (n)b

m

L

p=1
tb (n, p)

1

2

rn

Z (2m-2p+l) (2m-2p+2)
p=l

Posons m-p+l q

1
m

2
Tb (n) 2

L: (4 q
- 2q)

q=l
m

2
m

2 2: q 2: q

q_=! q=l
*

1
2m (2m+ 1) (4m+ 1)

2m (2m+ 1)
-

3 2
.

Tb (n)
1

(2m+l) (8m-l)-x 2m
6

Tb (n)
1

(4n-l)= - n (ri+ 1)
6

n l.mpal.r la valeur maximale de pest
1

2 (n-l) cf page' 16)

m
1

m

n = 2m + 1 =>Tb(n) 2: tb (n, p) = 2: (2m-2p+2) (2m-2p+3)
p=1

2
p=l

Posons m -

p + 1 = q

1
m

2
Tb (n) = - 2: (4 q + 2q)2

q=l

m
2

m

2 2: q + 2: q

q=l q=l
*

1
(rn+ 1 ) (2m+ 1)

rn (rn+ 1 )
=

'3 m +

2

Tb (n)
1

(rn+ 1) (4m+S)=

'6 m

1
Tb(n) =

24
(ri+ l ) (n+l) (2n+3)

On a donc pour le nombre de triangle à l'étape N: T (n)

n pair: T(n)
1 1 3 2Th(n) + Tb(n) =

8 n (n+2) (2n+l) =

8 (2n + Sn + 2n)

n impair: T(n)

- 26 -
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RECURRE�CE
CHEfv1 l NEJ'�ENTS DANS NEW-YORK

SOLUTION

Désignations:

Un désigne les carrefours par (x, y), x désignant le �o de la rue, y le nO

de 1 f
avenue

On partira toujours de (0,0)

On appelle "chemins minimaux" les chemins les plus courts

Les chemins rmmmaux sont constitués uniquement de déplacements "vers le haut"

et "vers la droi te"

On désigne par

a Ut. déplacement unitaire vers la droite :>

b un déplacement unitaire vers le haut ----7

On désigne par M(x,y) le nombre de chemins minimaux conduisant de (0,0)

à (x, y).

Recherche de proche en proche des chemins minimaux

Remarque 1 Pour parvenir aux carrefours (x, 0) ou (0, y), il y a

un seul �hemin minimal

Remarque 2 On trouve les chemins minimaux de proche en proche en partant

de (0,0)

CD 0--")@
1 1 1
1 1 1

0 0�0 CD�0
0

étape étape 2

CD�8
1 1
1 1

CD�Q)�
1 1 1

cb�®�cb-70
1 1 1 1

cb�cb�cb�cb
Remarque 3 :

y · .. ··0··· .. 0
y-l .. ··0.... ·0

x-l x

- 27 -

étape 3

. / ....

H (x,y) M (x-l,y) + M (x,y-I)
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2

o

La remarque 3 de la fiche pag.27 permet de donner à chaque carrefour le nombre

de chemins minimaux.

5

o 5 ,21

On peut ainsi répondre pour l'américain situé en (0,0). Le nombre de chemins

minimaux pour rejoindre sa femme située au carrefour (4,3) est

M (4, 3) = 35

- 28 -
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Structure du tab leau de la fiche nage 28

1
°

H (x,y) M (x-l,y) + M (x,y-I)
2° M (x,y) H (y, x)

3° Structure des diagonales

3

2. 3 4

Ce qUL se traduit de la façon suivante:

1) Dans la colonne x, x+l, tous

les dénominateurs sont les
mêmes et égaux à x+1

2) Dans la ligne y-l, y tous les numérateurs sont les memes et égaux à y.

3) Sur une même diagonale, les numérateurs des opérateurs sont en progression
arithmétique de raison -1

Sur une même diagonale, les dénominateurs des opérateurs sont en progression
arithmétique de raison +1

RE���QUE: On trouve le triangle de PASCAL qui fournit le riénombrement des

parties d'un ensemble (voir ARBRE I, page 39)

- 29 -
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Une deuxième manière de calculer :/-1 (4,3)

La structure de diagonales permet de calculer

M (x, y) à partir de H (x+y, 0)

X .i: X y-I X y-2 X

(x+y) x+l> x+') x+3) x+y> (x+y, 0)M -:;) a

On sait que quelque soit p H (p, 0) l, d'où

H (x, y)

ou

M (x, y)
(x+y) (x+y-I) (x+2) (x+l)

1.2.3 (y-l) (y)

On peut ainsi calculer M (4,3)

M (4,3) =
7.6.5.
1.2.3

35

- 30 -
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Une troisième manière de calculer M (4,3)

/ ( 1 , 0) (0,0)
b

) (0, 1 )Etape 1 (0,0)
a

Etape 2

ab
�(O,O)....___." (1,1)

ba

Etape 3 (0,0)

aab
�
� (2,1)
�

(0,0)
�
bab>
�

( l ,2)

M(2,1) = nb ùe mots

de (2+1) lettres que
l'on peut écrire
avec 2a et lb

�(1 ,2) = nb de mots

de (1+2) lettres

que l'on peut écrire
avec la et 2b

Etape n (0,0)
M(x,y)
que l'on

(x,y)
nb de mots de (x+y) lettres

peut écrire avec x"a" et y"b"

Calcul du nombre de chemins minimaux conduisant de (0,0) à (x, y)

Cela revient à calculer le nombre de mots de (x+y) lettres que
l'on peut écrire avec x"a" et y"b"

Sxemple: Calculer M(4,3)

1ère Etape calcul du nombre de mots de 7 lettres que l'on peut
écrire avec 7 lettres différentes

rang de la lettre
dans le mot

nombre de choix

possibles pour la lettre

1
2
3
4
5
6
7

7
6
5
4
3
2

Il y a donc 7 X 6 X 5 X 4 X 3 X 2 X 1

mot à l'aide de 7 lettres

*
7! façons d'écrire un

*
n! = nX (ri+l ) X (n-2) X (n-3) .... X 4X 3X 2X 1

- 31 -
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2ème étape 4 lettres sont des "a", 3 lettres sont des "b"

Numérotons les a

les b

Il Y a 7! mots possibles avec l'alphabet

Voici deux de ces mots al b a2 a3 b b a
4

a2 b a4 al b b a3

Si nous convenons de ne pas distinguer les a

Il Y a d'autres mots équivalents aux précédents.
Pour trouver ces mots équivalents, il suffit de dénombrer le

nombre de façons qu'il y a de pLac�r al a2 a3 a4 aux rangs

1, 3, 4, 7 dans le mot

rang de la
lettre dans le mot

nombre de
choix possibles

1

3
4
7

4

3
2

Il Y a donc 4 X 3 X 2 X 1 = 4! mots équivalents.
Donc du fait que 4 des 7 lettres sont des "a" dans le lot

des mots de 7 lettres, on trouve 24 fois le même mot

De même, on trouve 3 X 2 X 1 = 3! fois le même mot du fait que 3

des 7 le ttres sont des "b "

Chaque mot est donc écrit 4! X 3! fois lorsque l'on ne distingue pas

les "a" et les "b"

Il y a donc
7 !

mots écrits avec 4 "a" et 3 "b"
4! X 3!

M (4,3)
7 !

35=

4! X 3 !

De façon générale M (x,y) (x+y)!
x!y!

On remarque que M(x,y) = c:
x

(voir Fhotos et promenades,
solution page 47)

- 32 -
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RECURRENCE
CHEJ'1INEl'�ENTS DANS NEW-YORK II

SOLUTION

1 SYSTEME B 1

- 33 -
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En groupant "8éog1'aphlquement" les carrefours po r t an t les mêmes nombres,
on obtient le schéma su ivanr où l'on l-it nettement le t r i ang Le je Pascal.

On peut donc continuer automatiqueQent le travail.

Longueur l �e: c�srnins minimaux en (x,y)

7 7 2'i ? 4 2.10

7- 2� �l( lIe ��2.
- -

·1 6' � 1 56 1.2 6

-1 5 , S � S" f.l:>

5 IS 35 10 lU,
- - -

1 4 1 0 � 3 CS

-1 3 {; 1 0 1.5
.

3 � to 15 �J

'1 -t 3 '-1 5

--1 ./{ --1 ..-1 --1

1 x oai r x impair
1

.,
---- .. - ;.------;

y=2 mod 3 i Q, '" ;::.;.y' 9. =x+y+2

y�2 mod 3 2 = x+y 1 = x+y

- 34 -
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SYSTEME C

3s 11.6

3S

15

1

55

-1 5

�J

- 35 -
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Longueur � des chemins minimaux

y r

y = 0 y pair y impair

x = 0 � = x + y �= x + y + 4 2= x + y + 2

x pair � = x + y �= x + y �= x + y + 2

x 1: 0
x impair z = x + y �= x + y 2= x + y

-

.Jo 0

- 36 -
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RECURRENCE
ARBREI
SOLUTION

Arbre � l!§ta�e 5
_.

---rl- 1
,

1 1
1 1 1 1 ! 1, 1

1 1 1 1 "".". �- 1
!

� 1

�" 1

� � .............

/ 1
V -- ..... ",_

V �" 1
L. """""- ........... 1

Il
,

l

1
,

1 1

1
1 i

1
,
,

,

1

i
1

1
,

_J
1

,

1
;--;
1 j

1
,

-

.

i J
1

J

f
1 /

1 1/
1 J/ �

�

1 IL.�-

� 1
1

1
1 r
,

1 - � 1/
1 /l

,

1 !/ .Y1
,

-� "".". ......

�"

�-

� ....-

--

1
,
,
,

1

_!...,ooo
•......,.-

..A' j 1 i •

1 1 1
,

... �� 1 1

i 1 1 , !j 1 ,

-� , i
• 1 j 11 !

1 ! 1
,
.

, 1 11

-� ,_,-- l

1 1

! 1
1 1
1

i 1

i 1 j li1 Iii

1 1 / � ........""'" 1
• 1 ! 1

Il! l ij_U�
:=:=:=:====1=::::===========::.=.0-._---1-1-.,.-1-1---.....-

....

', -;-1 ! �
; ; \,

Cet arbre construit de façon IIrégulièrell semble être enveloppé par

une courbe, faire une recherche pour infirmer ou confirmer cette conjecture.
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ENSE�ffiLE DES Pfu�TIES D'UN ENSE�ffiLE

Nous prenons l'exemple d'un ensemble à 5 éléments

E {a,b,c,d,e}

l'arbre l permet de faire l'inventaire des parties de E

une branche signifie prendre a

" " b..........

"
----------

"
c

"
-.-.-.-.-.

" d
" '\j\j\/\j\jV\f\fV "

e

bcde abcde

cde,--- acde
,/

,/
,/

,/

/ b de
,/

,/
",-.

e

:le

abde

ade

bce --- abce

ace

abe

.bcd --- abcd

acd

abd

ad

De --- abc

ab

L'arbre permet de dénombrer les parties à 1, 2, 3, 4 ou 5 éléments.

- 38 -
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DENOMBREMENT DES PARTIES D'UN ENSEHBLE

Le mode de construction de l'arbre des parties d'un ensemble permet de calculer

par récurrence le nombre de parties à k éléments dans un ensemble de n éléments.

G
Etape 1

Etape 3

________0 0
G :�

.

. \(.

2

0 8
;" -----
�

r?G �!
II i

.

...,1

3 3

Etape 2

Etape 4 4 6 4

Les séries de nombres ainsi obtenus à chaque étape forment le

"TRIA..."!GLE DE PASCAL"

- 39 -
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Reprenons l'arbre de l'étape 6

3

2

1

*

Y6

� étape 6

4

2
étape 5

étape 4

2

2

étape 3

étape 2

,

2 3 4 5 6 x

A l'étape p, les (p-I) premiers so��ets de l'enveloppe de l'arbre semblent

se placer sur une courbe. Donc à chaque étape p, on s'intéresse à l'avant

* *
dernier sommet de l'enveloppe (x , y )

p p

Par construction

*

Yp_1 X 2+1 puisque pour passer d'une

p-I

étape à la suivante on dédouble l'arbre déjà tracé en décalant de 1

- 40 -
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*

On en déduit donc par le schéma de calcul suivant la valeur de Yp
*

étape Yp
1

+1
0

1 �.
t X2 +]>

2 21 -1 I�
1 �2
rX2 ;;>3 22 -1

3��X2
1 7/4 23 -]

p
p-I -1

2 ----.....

*
Les points y se répartissent
donc sur une perabole

- 'lx
_ 1Y - ,(..

A l'étape D, étude des sommets constituant l'enveloppe de l'arbre

A l'étape v* p+ l
p 2

.

p

1 *
0-2

p
-

Y])-I 2'

Pour passer de l'�tape p-l � l'étape p, on dédouble l'arbre en d€calant de 1 =

y (1) = (2P-2 - 1) + 1 = 2P-2
p

Par construction y (2) (1) +y 1(1)
p-2 p-3= y = 2" + 2

P P p-

(3) = y (1) + y 1(1) + y (1)= p-2 p-3 p-4
Yp 2 + 2 + 2

P p- p-2

y (n)
"

p
y(1)+y 1(1)+ .... y (1)(1)p p- p- n+

p-? p-32
-

+ 2 +
.. , 2P-(n+l)

2P-1 (2-1 + _?-2 +
-n

... + 2 )

= 2P-1CI-2-n)
A chaque étape p, les (p-l) �remiers sommets se répartissent donc sur la courbe

dont les coordonnées des points satisfont la relation

y (x)
p

- 41 -
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RECURRENCE

.ARBRE II

SOLUTION

A l'étape 5 il y a

/
/

,

;'

1 X 2 X 3 X 4 X 5 branches nouvelles, soit 120 branches
nouvelles

- 42 -
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N° Nombre de

étape branches nouvelles

0 0

2 X 2 2 !

3 X 2 X 3 = 3 !

4 X 2 X 3 X 4 = 4!

5 lX2X3X4XS S!

n IX2X3X4X ... Xn n!

Nombre de branches

o

1 + 1 X 2 (1 + 2)

1 + 1 X 2 + tx 2X 3
= 1(1 + 2(1 + 3»

1 + IX2+ IX2X3+ IX2X3X4
= 1+IX2 (1+3+3X4)

1(1+2 (1+3(1+4»

1 + 1 2+ IX2X3+ rx 2X 3X4+ IX2X 3X4x 5

1(1+2 (1+3+3x4+3X4XS»
1 (1+2 (1+3(1+4+4X5»)
1(1+2 (1+3(1+4(1+5»»

1 (1+2(1+3X (l+4X (1+( ... (Lrn+!
«+n»»

....____,
n-J

parenthèses

Le calcul du nombre de branches correspond �u schéma de calcul

suivant:

1 DEBUT

�
écrire

multiplier par n

ajouter 1

�

�?I �n-o-n----�---�--�-V n:= n+ l

oui J
soustraire 1 1
L
! FIN 1
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RECURRENCE ARBRE III

SOLUTION

Il Y a 4 X 3 X 2 X branches pendantes dans l'arbre d'espèce 4

Il yan (n-l) (n-2) .... 4 X 3 X 2 X 1 branches pendantes dans

l'arbre d'espèce n.

- 44 -
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Nombre de .branches dans l'arbre d'espèce 5

N° Nb branches

étape nouvelles

0 0

5

2 5 X 4

3 5 X4 X 3

4 5X4X3X2

nombre de branches

5

5 + 5 X 4 5 (1 + 4)

5 + 5 X 4 + 5 X 4 X 3 5 (1+4+4X3)
5 (1+4(1+3»

5 + 5 X 4 + 5 X 4 X 3 + 5 X 4 X 3 X 2
5 (1 + 4 + 4 X 3 + 4 X 3 X 2)
5 (1 + 4 (1 + 3 + 3 X 2»
5 (1 + 4 (1 + 3 (1 + 2»)

5 5X4X3X2Xl 5 (1 + 4 (1 + 3 (1 + 2 ( 1 + 1»»

le nombre b5 de branches de l'arbre d'espèce 5 est donc

1 bS 5 (1 + 4 (1 + 3 (1 + 2 (1 + 1)))) 1
�ombre de branches dans l'arbre d'espèce n

b n (1 + «n-I) (1+(n-2) (1 + ". ( .. , (1 + 2 (1 + 1») .,. »)
n

---.,-

n-I parenthèses

On peut calculer b par le schéma de calcul suivant:
n

début
données al; p

� ..;

+écrire a 1
J

1 aj outer 1

..v p p + 1 1

multiplier par p +

-.II
on obtient a

non
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RECURRENCE
PHOTOS ET PROf'1fNADES

SOLUTION

Problème 1

Arbre des dispositions possibles pour les photos

etc ...

On trouve l'arbre étudié dans "arbre III;!

le nombre x de dispositions possibles est donc
donné par

+ 1 À X2, + 1 X3 + 1 X4 +1 XS
7 r _--->,,> � ) _�> � ---4) X

Nb de
1 2 3 4 5

pers.

Nb de

dispositions 5 5 X 4 SX4X3 Sx4x3x2 SX4X3X2XI

- 46 -
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Problème 2

le nombre 5X4X3X2XI 5 ! (factorielle 5)

On peut écrire le nombre de dispositions de 3 personnes parmi 5 sous la forme

suivante:

5 X 4 X 3
(5 X 4 X 3) X (2 X 1)

2 X 1

5!
2!

5!

(5-3) !

De la même façon, le nombre de dispositions de p personnes parmi n est égal à

nX (n-I)X .. " (n-p+l)
[n X (n-I) X (n-p+l) ] X [(n-p) X (n-p-I)X X 2 X 11

(n-p) X (n-p-I)X . , ... x2 X 1

n!

(n-p)!

AP désigne l'arrangement de n objets p à p
n

Problème 3

On part de la solution du problème 2.

Il Y a A; possibilités de disposer 3 personnes parm� S, or pour la situation

concernant la promenade, pour un groupe donné de 3 personnes {B, J, M } par exemple

les 3! dispositions sont considérées comme équivalentes, il y aura donc

3
AS / 3! groupes possibles de 3 personnes

soit
5 !

3! (5-3)!

c� désigne le nombre de combinaisons de 5 objets 3 à 3

Problème 4

De façon générale le nombre de combinaisons de n objets p à pest

n!

p! (n-p)!

le raisonnement est de meme type que celui du problème J

- 47 -
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R ECU R R E NeE

ASSEMBLAGES DE TRAPEZES

LOI 1

SOLUTION

CI régie 1
-.

règle l

l ,·.�I. 4

• L}l'c .J
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Décompte des trapèzes à chaque étape

étape
Nombre de différence différence

trapèzes première seconde

1 2

) + 6 J2 8 + 4

J + 10

J3 18 + 4

l + 14

J4 32 + 4

J + 18

J5 + 4

J + 22
6

n - 2 1 1 J
D

Q �n - 1 + 4

J 8
n 0

différences nremières:

la couronne que l'on
ajoute pour passer d'une
étape à la suivante:
pour passer de l'étape 5

la couronne hachurée

différences secondes:

différence entre le
nombre de trapèzes
ajoutés à une étape
et le nombre de

trapèzes ajoutés à

l'étape précédente
(les trapèzes pointés)

- 49 -
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Ecriture des différences premières en utilisant les différences secondes

(premier et deuxième cycle)

étape différence première
atteinte n (pour passer de (n-I)

à n)

2 6 2 + 4 2 + x 4

3 10 6 + 4 = (2+4)+4 = 2 + 2 x 4

4 14 10 + 4 = (2+2x4)+4 2 + 3 x 4

n 2 + (n-I) x 4

C��cul du nombre t de trapèzes à l'étape n en utilisant les différences

premières

1
. 1 j!L1 + (2 + lx4) 1

1 ! l ,--.-;.-'---,----
: ! 1

+ (2 + 2x4) + (2 + 3x4) + ••••••
+ (2 +Cn--f ) x4

2 4 n étapes

à l'étape t = 2

à l'étape 2 t (2+2) + ( Ix4) = (2x2) + (lx4)
à l'étape 3 t (2+2+2) + ( 1x4) + (2x4) = (3x2) + (1+2) x 4

à l'étape n t 2 n + [ 1 + 2 + 3 + ..... (n+l ) l x 4

ou en utilisant la somme de la suite
*"

( 1 + 2 + .••• (n-I»

(second cycle)

t 2 n +
n (n-I)

2

* Voir Somme des n premiers nombres entiers, solutions page'8
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ASSEMBLAGES DE TRAPEZES

R ECU R R E NeE Loi 2

SOLUTIœr

Pour les

hexagones grisés,
l'orientation de

trapèzes est

indifférente

- 52 -
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�:
=

2

�k 3

k = 4

k 5

k 6

Décompte des trapèzes à chaque étape

étape
nombres de

différences
trapèzes premières

k t

2

} + (1 x 6)
2 8

J + 2x (2x6)
3 32

1 + (3x6)
4 50

J + 2 x (4x6)
5 98

J + (5x6)
6 128

l + 2 x (6x6)
7 200

J + (7x6)
8 242

,
,

1

Il apparaît qu'il faut distinguer les étapes paires et impaires

- 53 -
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1 er cas
étape

nombre de différences

trapèzes premières
On part d'une étape impaire 2 p

- �
jOn ajoute une couronne �} (2p-l)x6

simple
1 li

On arrive à une étape paire 2p t2p 1
1
1

2ème étape
nombre de différence

cas

It:::ezes 1
première

On part d'une étape paire 2p

On ajoute une ) 2(2p) x 6
couronne double

'�

On arr i.v e à une étape impaire 2p + 1 t
2p+l

Décompte du nombre de trapèzes à l'étape K = 2p

t 2 + (', 1 + 3 + 5 + .. + (2p-l)1 x 6 + 2 [ 2 + 4 + ..
+ (2p-2)] x 6

t 2 + [1 + 3 + 5+ ••
+ (2p-l)] x 6 + 24[ 1+ 2 + •• + (p-I)]

*

t = 2 + 3 (2p)2/2 + 24 (p-l) p/2

2

t2p 2 (3p - 1)

ou, s� l'on veut faire intervenir k

pour k pair

*
Voir so�e des n premiers nombres entiers, solutions p. 8
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Décompte du nombre de trapèzes à l'étape k = 2p + 1

t 2 + [ 1 + 3 + 5 + •• + (2 p
- 1)] x 6 + 2 [2 + 4 + •• + 2 p] x 6

t = 2 + 6 p2 + 24 p (p + 1) /2

2
t 2 (9 p + 6 p + 1)

1 2
'

t2p+ 1
= 2 (3 p + 1) 1

ou si l'on veut fa i r e intervenir k

(3k - 1)2
tk =

2 pour k impair

Colorations

- 55 -

Tout hexagone no�r est entouré

d'hexagones gris

Tout hexagone gris est entouré

d'une séquence hexagone gris,

hexagone noir repété trois fois
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Colorations suite
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ASSEMBLAGES DE TRAPEZES

R ECU R R E NeE Loi 3

SOLUTION

1 \ pointes

Etape

Etape 2

-_

•
• 4 , ... •

•

compléments
des pointes

•
...

•

,

..

..

•
•

Il ."
.. .'
Il. . •

a f •
..

. . .
-. , .

.
. . '

trapèzes
complémentaires

•
..

..
•
,
•
, hexagones

••
-" supplémentaires

•••
If
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:pointes
: compléments
pointes

:hexagones supplémentaires

:trapèzes complémentaires
�;;\ : compléments des

trapèzes de l'étape
5-1
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Ecriture des différences premières

différences premières

étapes
s

nombre de

trapèzes
t

s

pointes complzr.1ênt
pointes

hexagones
supplémentaires

t:rapèzes
complémentaires

complément des

trapèzes de

l'étape s-I

2

2 (3x2) + (3x2) + (6x2) + Ix6 + Ox6

2 32

J (6x2) + (6x2) + 2x(6x2) + 2x6 + Ix6

3 98

J (6x2) + (6x2) + 4x(6x2) + 3x6 + 2x6

4

\Jl J (6x2) + (6x2) + 6x(6x2) + 4x6 + 3x6
<o 5

1 + 8x(6x2) + 5x6 + 4x6

6

)- + IOx(6x2) + 6x6 + 5x6

7

s-I ) (6x2) + (6x2) +[2(s-I)-21 (6x2)+ (s-l)x6 + (s-2)x6
s 1/

(6x2) [2(S-I)J + 6x(2s-3)

6 x(6 s-7)

on a donc

s - 1 [tS-1 1
� 6x(6s - 7)

s cg
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On vérifie que la formule du passage de l'étape s-I à l'étape s est

valable dès le premier passage ( de s = 1 à s = 2)

(5x6 = 6(12-7»

Nombre de trapèzes à l'étape s à l'aide des différences premières

t
s

2 + 6 [6x2 + 6x3 + + 6s ] - 6x7 (s-Ir

2 - 36 + 36 [ 1 + 2 + 3 + + s ] - 42 (s-l)

ts
- 34 + 3� s (s + 1) - 42 s + 42

t 2 (3s - 2)2
s

Colorations
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Colorations (suite)
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R ECU R R E N ç E

ASSEMBLAGES DES TRAPEZES

COMPARAISON DES LOIS DE

RECURRENCE

SOLUTION

Niveau 2.

Niveau 3

Niveau 2

En observant les dessins, on constate qu'un même hexagone peut être

obtenu par plusieurs lois d'assemblage,
On peut établir un tableau donnant les étapes correspondantes suivant les

différentes lois.

loi 2

n

3

nom de

l'étape k s

2 2

3

3 4

4 5

6

5 7

6 8

9

7 10

Niveau 3

2

3

4

On peut trouver les correspondances entre les étapes

suivant les lois par le calcul, en identifiant les formules donnant le

nombre de trapèzes obtenus à une étape donnée.

10 correspondance entre n et s

t = t
n s

2
2 = 2 (3s-2)

2n
�� n+2

� s =

--3-n = 3s - 2

pour tout s, il existe n

et un seul
il faut que (n+2) soit multiple de 3
c'est-à-dire n de la forme

3 m + 1, m ;;;.. 0
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2° correspondance entre n et k

k impair (3k - ])2
2

n = (3k-I)1 2

k étant impair, (3k-l) est

pair
Pour tout k, il existe 1 n

et un seul

k t>Ür (3k-2)
2

2

n = Jk - 2

pour tout k, il existe un n et

un seul

k (2n+ 1) IJ
Pour que k soit entier, il faut que

(2n+l) soit multiple de 3

on peut poser

2 n + = 3 t t ;;;;. 1

n 3/2t-1/2

n = 3/2(t-l) +

ou, en posant (t-I)/2 = m; m impair,
m;;;;'O

n = 3 m +

�

k = 2 m +

il existe un k si et seulement s�

n est de la forme 3Q+I; m;;;;' 0, �mpa�r

;)
k = 2/3 (n + 1)

Pour que k soit entier, il faut que

(n+l) soit multiple de 3 �

(n + ] ) 3 t t ;;.:

n 3t

n = 3 (t - 1 ) + 2

ou, en posant (t-] ) m; m ;;;. 0

n = 3 m + 2
�

k 2 m + 2

il existe un k si et seulement s� n

est de la forme 3 m + 2; m;;;' 0

Pour tout k, il existe un n et

un seul

Il existe un k si et seulement si

n :f 3 m
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tableau des correspondances entre n et k

10 k, "> n

k 2 3 4 5 6 7 2p 2p+ 1

J , 1 l l<II W .JI V' '-.!./
n 1 2 4 5 7 8 10 2(3p-l) 3p+ 1

20 ni )k

n 2 3 4 5 6 7 3m 3m+1 3m+2

t 1

J t1
1Y "'41 V \1k 1 2 3 4 5 2m+1 2m+2

30 corr espond ance entre k et s

(3k-I)2/ 2
2

= 2 (3s - 2)

s = (k+ 1 ) /2
pour que s soit entier, il faut

que (k+ 1) soit pair ce qui est

toujours vrai puisque 1 est impair =9

pour tout k impair, il existe un s

(3k-2)2/ = 2 (3s _ 2)22

k impair

k = 3s - 1

.

pour tout s, il existe un k

qui est impair

k pair

k = 2s - 2/3

quel que soit s, k � N
s = k/2 + 2/3

quel que soit k pair, s � N

pour tout s, il n'existe pas

de k pair pour tout k pair, il n'existe pas

de s

-

64 _
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R ECU R R E NeE SPIRALES A CENTRES·

SOLUTION

Spir�le � 2 centres

- 65 -
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R ECU R R E NeE
SPIRALES A CENTRES .1

SOLUTION

Spirale à quatre centres

- 66 -
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.

centres
.

ale à s�xSp�r

-:
-:

.
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SPIRALES A CENTRES 2

R ECU R R E NeE
SOLUTION

2 - Longueur è.es spirales en fonction du nombre de côtés du po Iygorie des centres

2.1 - On prend 1 comme valeur de la longueur du côté du polygone des centres.

Exemp le de la spirale à 4 centres

On désigne par n le nombre de tours

m le nombre de quarts de tour déjà effectués

Désignation des points d'arrêt: un point d'arrêc est désigné par (n, m)

point d'arrêt longueur depuis le point
d'arrêt précédent

(0,0)

(0,1)

(0,2)

(0,3)

(0,4)

( 1 , 1 )

( 1 ,2)

o

2rr/4

2rrx2/4

2rrx3/4

2TfX4/4

2-:rx(4x!+1)/4

2rrx(4xl+2)/4

(n,m) 2rrx(4xn+m)/4

Exemple de la spirale à 3 centres

point d'arrêt longueur depuis le point
d'arrêt précédent

(0,0)

(0, 1 )

(0,2)

(0,3)

( 1 , 1 )

( 1 ,2)

o

2-:r /3

2îfX2/3

2TfX3/3

2rr(3xl+l)/3

2n(3xl+2)/3

(n,m) 2n(3xn+m) /3

Spirale à k centres

point d'arrêt longueur depuis le point
d'arrêt précédent

(la longueur d'un
quart de cercle
de rayon r est

z-rrxr/4)

la longueur d'un
tiers de cercle
de rayon r est

2rrr/3

(n,m) 2n(kxn+m)/k
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longueur d'une spirale à k centres au point d'arrêt (n, rn)

Q,
2rr

( 1 + 2 + 3 + (kn+rn»... +
k

*
2TT (kn+rn) (kn+m+l)
-

k 2

TT

k
(kn+m) (kn+m+l)

longueur d'une spirale à k centres en un point M situé entre (n,rn) et (n,m+l)

en un point M quelconque de la spirale, on a tourné de a

(ri+ m/k) x 2TT + 6 o � B < TI/k

TI
Q,

H k (kn+m) (kn+rn+ 1) + B (kn+m)

m
TI(n + ) (kn+m+l +

k �)
TI

2.2. - On donne à la longueur du périrnêtre du nolygone des centres la valeur 1

k désigne le nombre de côtés du polygone
lJ.

longueur d'un côté I/k

D'aprês Spirales .2., la longueur du côté étant I/k au lieu d'être 1

en un point quelconque M

TI

k
(n+

m
) ( kn+m+l+

Bk
)k TI

m m+ 1 B
TI(n + -k) (n + --- + � )

k TI

Voir solutions page 8
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3. - Dévelopoante de cercle

On s'intéresse à des spirales construites sur des polygones de périmètre 1

ayant k côtés (voir Spirales 3)

Quand k � 00 le polygone devient un cercle, la spirale est alors appelée

déve loppante de cercle

Calcul de la longueur de la développante du cercle de périmètre 1 en un point

quelconque M

En M on a tourné de lim [(n+m/k) x 2n +\3 ]
lr=o

o .,;; 8
TT

..... -

k
B � 0

donc 2TTn

Dans la fiche "Spirales .3.", on a calculé Q,M
m

TT (n +
k

m+l
(n +

k
+ .ê.)

TT

� M désigne la longueur de la développante de cercle au point M

<:
lim Q,M 2

l
'""- =

M = TTn

k � ,; 2
co

a/2TT

=> a
',.__

M 4TT
or n =

- 70 -
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RECURRENCE
JEU DE PIONS

b dêplac�r un pion blanc

déplacer un pion nOirn

0 0 0 • • •

1 b

0 0 0 • • ·
)

Le mot des actions schématisées ci-contre est
n

o 0 • 0 • · ;: b n n b b b n n n b b b n n b

o 0 • a • • J n

que l'on notera par convention
\ b

a a • • a as b b n2 b3 3 b3 2
bn n

a • a • a •

} b
k

a • a • a •
1 n

n signifiant que l'on déplace k fois de suite

• a a • a • \ un noir
n

.t
• a • a 0 • fi'

1 n Les noirs et les blancs jouant le meme rôle, on peut
• a • a • a

aJ b également commencer en déplaçant un noir, le mot

• a • a •
b des actions alors

a �, est

• a • • a
b b2 n3 b3 n3 b2

• • a • a l n n
a

al n

• • a • a
la suite, choisit de commencer en déplaçanto} n Dans on

• • • 0 0
b un blanc.

• • • a a aJ.

2° a • b n b

a a • • b
2

,
2 2

bn 0 n

a a a • • • b
2 b3 3 b3 2

bn n n

a a a a • • • • b
2 b3 n4 b4 4 b3 2

bn n n

a a a a a • • • • • b
2 b3 4 bS 5 bS n4 b3 2

bn n n n

Si le nombre k de pions est pair

k2 k-l ,'1<'. k k-I k-2
b -n b n

k �i n b
.

n b
-------------------------)

Si k impair

b bk-2 nk-I bk � bk nk-1 bk-2 b
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xE {b, n E {b, n } x '" y

k k
les séquences précédant x et suivant x sont les mêmes pour les deux mots

si � désigne le nombre d'actions pour k pions de chaque couleur

y

Passage d'un mot au mot suivant

lx
k k

k
x

y
f k+l k+l k+l'

k Y x Y k
x x

3
) +5

8

\ + 7
f

Ir'

15
) + 9
!

24

14 1
-

19 1 '0
1

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Il 12 13 15 16 17 18 - 1

'\ 3 8 15 24 35 48 63 80 99 120 143 168 195 224 1 255 288 323 360 399 1 440 1
-..,;::.p�...._� �.....__" __, -.___:::, - �-

+25
�

+2"9 � +33
--.:.. �

+3'7 �' +4i"7
-

'\-'\-1 +5 +7 +9 +11 +13 +15 +17 +19 +21 +23 +27 +35
.._.,-, � .._;;y '-=1 � �
+ + + +

2 (k+l) + 1

ou 2k + 1

=>

k

2 x + 1

2

3

(2 x + 1)+(2 x 2+1)

(2 x + 1)+(2 x 2+1)+(2 x 3 + 1)
Il

2 x (1 + 2 + 3) + 3

4 2 x (1 + 2 + 3 + 4) + 4

k 2 x (1 + 2 + 3 +
... k) + k

2 2 2 2
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Calcul de uk

1ère méthode on part de la valeur de (�
- uk_l)

:- uk
-

uk_1 2 k + 1 1
� u

-

uk-2 2 (k-I) + _J\ +
' k

+ ,

Ir uk�2
-

uk-3 2(k-2)+ l
1 l ' 1

Lu :-
ul 2 x 2 + 1 --l

2

,

1
2(2+3+ ... +k)+(k�j) �

ul + 2 (1 + 2 + 3 + ... k) + k-3

2
k (k+l) + k

2

uk k (k + 2)

2ème méthode

On utilise le tableau numérique
k

2

3

4

3

3 + 2

3 + 2 + 2

3 + 2 + 2 + 2

3 + 2 + 2 + 2 + ... + 2

u
k

k x 3 + (k-I) x 2 + (k-2) x 2 + .
+ 2

k x 3 + 2 [ (k+L) + (k-2) +
........•. + 1 ]

uk k (k + 2)
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4 - GROUPE FRANCAIS/MATHEMATIQUES Tome 1

7 - PAVAGES ET COLORIAGES
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