4

4

VA

5

¥

(7 Sujet :

{

A

)

)

institut de Recherche sur

PEnseignement des NMathématiques

UNIVERSITE PARIS VI

‘Reproduction de textes anciens

2

lecons sur certaines
questions de

GEOMETRIE
ELEMENTAIRE

F. Rlein

F. BELEIN
.t "

LEGASS SOR CERTLNES oCESTIONS

GRONETRIE BLENENTLIRS

MAUEASTE 3k WOVETROCTIONS ALONEMOUES :
B3 POLTEOSTI MECOUIENS
TRAMBCENOANEE DAE SOUBMES 4 ET &
[

AZDACTION FRANGAISE
i er Aaorar

4. IR[ESY
et A E——_ -
. e ma P Lo
PO N

18646

Année de parution :
}%’i Edition reproduite ; Librairie VUIBERT 1921 (5° édt.)

Langue originale : allemand
Nombres / Giomitrie

Niveau intéressé : Premiére / Terminale

février 81

2

e




lecons sur certaines
questions de

GEOMETRIE
ELEMENTAIRL

F. Rlein

£ ELEIN

REDAGCTION FRANGAISE




Par l'encyclopédisme de ses conceptions, le mathématicien
allemand Félix KLEIN (1849/1923) & joué un réle dominant dans la
vie mathématique allemande, puis internationale, dans la dermiere

" partie du XIX° siecle.

Né & Diisseldorf, il suit les cours de 1'Université de Bonn
et passe son doctorat en 1868. 11 compléte alors sa culture mathé-
matique par des séjours a Gottingen, Berlin et Paris et est nom-
mé maftre de conférence a Erlangen en 1871. A partir de 1886, il
enseigne & 1'Université de GOttingen, pépiniére traditionnelle, de-

puis Gauss, de 1'école mathématique allemande.

C'est avec l'intention de se consacrer a la physique que
KLEIN, étudiant, suita Bonn les cours de Plucker qui, aprés de
longues années consacrees 3 la physique, préparait un livre sur
les nouvelles conceptions de la géométrie. A sa mort en 1886,
KLEIN continuera ces recherches et sera en contact avec 5. Lie
et C. Jordan. Il exposeré ses conceptions dans sa dissertation
inaugurale d'Erlangen (Le programme fill_iig*_lgr}ggr_l). Ce texte céle-
bre (disponible en frangais - cf. infra - ) montre que la théorie
des groupes donne un modale (projectif) unifiant pour les diverses
géométries (euclidiennes et non cuclidiennes) étudides au XIX°

siécle.

L'ceuvre mathématique majeure de KLEIN se caractérise
dans le prolongement des idées de Reimann, par une alliance inti-
me entre la théorie des fonctions, la théorie des nombres et 1'al-
gébre. En réaction contre la tendance arithmétisante et formaliste
développée par 1'Ecole de Berlin sous l'influence de Weierstrass
ot de ses éleves, il privilégie une intuition géométrique qui a joué
un grand rdle dans les bouleversements de la conception de l'espa-
ce physique avec la théorie de 1'espace courbe et de la relativité.
De nombreux concepts sont issus ici directement de la physique et
particulidrement de la dynamique des fluides. Qui d'entre nous n'a
été fasciné par la  'bouteille de Klein’, modéle & la fois trés vi-
suel, mais ... ésotérique en dimension trois ! Pour KLEIN, la
partie la plus importante de son ceuvre est la théorie des fonctions
automorphes, dont on peut suivre la naissance dans la correspon-

dance qu'il a entretenue avec H. Poincaré en 1881/82.



KLEIN était hostile & 1'abstraction croissante et a accordé
beaucoup d'importance aux applications, 4 l'enseignement et a
l'histoire des mathématiques, C'est ainsi qu'il est & l'origine de
la fondation a G&ttingen d'un Institut pour les recherches hydrody-
namiques et aéronotiques et a pris une part active & la monumenta-
Mathematischen Wissenschaften ... ), ayant personnellement en
charge les volumes de mécanique. A partir de 1905, il intervient
pour une réforme de l'enseignement des mathématiques, proposant
notamment 1'introduction du calcul différentiel en intégral et du
concept de fonction dans les écoles secondaires ; en 1908, au Con-

grés International des Mathématiciens tenu & Rome, il sera élu

Bibliographie :

Nous ne mentionnerons ici que les ouvrages de KLEIN de niveau
élémentaire, traduits en francgais ou en anglais,

- Elementarmathematik vom h8heren Standpunkt aus (3 vol.
1924/28) - réédition Spinger-Verlag 1968

Trad. anglaise : Elementary mathematics from an advan-
ced standpoint - Dover Publications, New-York -

- Lecons sur certaines questions de géométrie élémentaire

(Nouy, Paris 1896)
réédition Paris, Vuibert 1931

- Le programme d'Erlangen
Traduction francaise avec une préface de ], Dieudonné
(Collection 'Discours de la Médthode' Gauthier-Villars,
Paris 1970)
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INTRODUCTION

L.e présent opuscule doil son rxistence an désic de rafin-
cher les dludes mathématiques dé Puniversile it eellos dos
éeoles secondaires, ei d'établic entre elles un contact plus
intime que de eontume., Les le¢gons qu'on va lire ne sont
pourlant pas deslinées nux commencants, car les malieres
qui en font l'objet sonl Lraitées i un poinl de vue plus
¢levé que celui ol on se place dans Penseignement élémen-
taire. Par contre, elles ne supposent que pen de connais-
sances préliminaires. Il ne seva fait usage que des éléments
de Panalyse, par exemple du développement on série de
la fonction exponenticllo,

Nous allons lrailer des conslvuetions géométriques :
notee ohjel ne scra pas la vecherche de la solution qui
convienl it chague cas parlicalier, mais pluldt le probléme
de la possibitité ou de Vimpossibililé d'nne solution Bt |
lrigue. Trois problémes, qui onl déja frit lohjel dos
recherches des géoméiires anciens, nous indéresseront d’uue
fagon partienliére, Ce sont

1* Le probléme de la duplication du eube, appelé aussi
te probténie de Délos;

2° La triscction on dlivision on trois parties égales d'un
angle quaelconguen ;

3 La quadvature du cercle, ¢est it-dire ta constraclion
de =,

Les gdomilres anciens ont vainement essayé de résondre
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ves problimes avee fa riele el le compas, el ¢'esl pracisé-
ment pavee que lear solition semblail exiger Vinterven-
i de moyens d'un opdre plus éleve, que ces questions
sonl devenues eéichres, Nous montrerons et offet gqu'il est.
inpossible d'en brouver uue solution avec la vegle el e
cCoOmpas.

1 impossibilite dua troisicme probléme w'a ¢id démontiée
Ui e Gpaque relativement vécente. Celle du premiey b
di second résulie implicitement de la tigovie gendrale de
Galoig, telle quion la lrouve développie aujonrd’hui dans
les brailés dlalgihre supérienre. Mais il n'en existe pas de
démonshation explivile, sous forme clementaire, si je fis
abshaction des livees denseipnement de Petersen, i me
semblent d'ailleurs remarquables sous bien dasibres puinls
de vue. :

lusistons d'ahord sur la diflérence enlre construrlions
prafiques el conslructions thénrigues. $agit-il de constriive
un carele divisé pour wn instrament de mesire, celle opi-
pation ne se [il en réalitd que par Gtomembnls. La divi-
sion exacle du cerele en parlies Ggales  par In régle el e
compas) wélait autrefois possihle que pour les aombres
gn 3, 5 ob lears divers malliples. Gauss y a ajonls d'aaires
<as en montrant la possibilité de la division en p paelies,
torsque p est un nomhre premiet e la fonne '

p = 2" -1,

et Fimpossibililé de la division dans lous les unlres cas.

La praligue ne peal Lirer asein profit de ves résultsls;
les considérations de Gauss onl une signilicalion purement
téorique ; il en est de nine des développements qui font
Pobjet de ees legons.

Le premicr probléme gue nous nous propesons est le
suivant '
(uels problimes peul-on ou ne peul-oi pas constraire

géumitriquement ?

INTROBUCTION t

.' . . "
Précisons dabord 1e sens dn mol « construire », et & el
efletindiquons les instroments doat nous nous servirous le
eas échéant. Ce sont : '

1° La rigle et 1o compns ;

2° Le compas senl

3° La rigle seule

A" D’'autres appareils que nous joindrons & la rigle el an
COmMpas.

it est singalier que la géomélrie élémentaive ne sullise
pas pour répoudre & la squestion posée. Le secours de
Falgede et de Panalyse deviend nécessaive, b il fast pav
suile naus demander comment s'exprime dans lewr langue
Templod de la régle el du compas pourles consiruclions. Ge
nouvean bour qu'il fiut donner & nos idées lient & ce gue
Ia géomdtrie élémentaire ne posside pas de mélhode géne-
rale, pas d'algorithme, commao les deux sciences que nons
venons de nommer,

Bans analyse on lrouve d'abord les opéralions rafion-
welles, addition, soustvaction, wmultiplication et divisioa.
Deux lonzueurs élant donnges, on sail immdédiatement
exéculersar elies, an tnoyende gualricmes proporlionnelles,
ees diflérentes opéralions, it condition de joindre anx lon-
gueurs donndes une longucur unité, dans le cas de ja
mualiplication et de la division,

Nous trouvoens ensnile les opérations iveationuelles; elles
se divisent en algdbriqnes ol transcendantes, Les opérations
algabriques les plus simples sond Pextraction des racines
cartées, des racines d'indices supéricurs i 2, la résolulion
des équations algébriques non résolubles par radivanx,
comte celles du 8° degrdé et celles de deged Hllpél'i(!lll'.‘
Comme on sail conslrvire Vb, on sanra done conslruire,
avee la regle et le eompas, les vésultals de toutes les opéra-

Lions irrationnelles iy it wentre que des vacines carrées.

Done toule formule rationnelle, ou ne renfermant que des
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radieanx earrés, pent dftre construite avee la rigle ot de
(_'.lll"'lil."‘.

rantre part, toule tonstruction géomdélrigue isolde, qui
rovient @ Vinterseelion de denx droilek, dune droile of
Aun eercle, de deux ceveles dquivaul A une opdévidion
patiounelle ou i lextraction d'une racine eareée (")

La conslruction (par la rigle ot le compas) des ivralion-
nelles dordre supdrieur estdone impossible, b moins (u'on
ne puisse les ramener i Pextraction d'une suite de racines
earrées. 11 va de soi que dans loules les constenelions 1o
nombue des opérations doit étee limilé,

Do ce qui précdde résulle done ce théorime fondamen-
fal : N )

1.0 condition néeessaive et sufflsante pour (uune expres-
sion nnalyligne puisse &lre conshruite avee la vogle el le
compas, st qu'elle se daduise des grandeurs conmies par
des aperalions ationnelles on par des Facines carrtes o
nombye fini.

Par constiuent, pour démontrer” quiune grandenr ne
peal dlre conslruile avee la régle et le compas, il sullira de
faire voir que Péqualion qui la fournif n'est pas résolubil:
par un nombre fini de racines carrées, ‘

A plus forte raison en sora-l-il ainsi lotsque Péguation
du problime n'esl pas algébrique. Un nombre aqui ne vérilie
ancune Squation algébrigue, s'appelie un nowmbre franseen -
Jdant. Cecas se présenle pour tes nombres ¢ el =, ainsi
(e nous le monirerons.

- _,_,,__.r.——_,g.._ﬁm.__-—.-‘——-—---————‘——a- - .

(") Car au point de vne anahligoe, Vinlerseelion de dens deviles
dquivanl i Tt visolulion due svstine
- fyp -6 = 0,
@y =0
celle o dpoite et dun cerele, i celle sl systinie
at ey =ty
ax--byp o= 03 , )
ob de e eelle de deas voreles § cos systines Touwrnissent nmndfeste-
wienl des valeurs rationnelles ou des raulicany raress. 1.6

PREMIERE PARTIE

LA POSSIBILITH DE LA CONSTRUCTION
DES EXPRESSIONS ALGEBRIQUES

CUHAPITRE

Equations algébriques résoiubles
par radicanx carrés.

f.es propositious  suivantes, tivdes de la théorie des
sipuations algebrignes, sonl prohabiement connuces du lee-
four ; nous allos pourlant les démontrer hritvement, afin

“de mieny faire pereevoir lensemble les idées.

Si le grandewr @ construire @ ne dépend qu d'epressions
pationmelles ot de rvacines corrées, elle est racine e
dguation irrdductible  f(e) = 0, dont le degré est fonjonrs
nne puissance de 2.

1. Pouwr avoir une idée nelle de la strocture de la grave-
deur o, supposons qu'elie soil der Ta forme
. Ve el 1 \/{l--|~ vh LP ¥
T == AL AR S SUERN L
Vit -1 4'h Vi
dans lagquelle a, b, e, e, L v sontdegexpressions
ratinnnelles.

2. Le nombre des radicanx superposes ligurant dans un
torme de & sappelle Vordre de ee ferme; I'expression pré-
codente renferme des fermoes d'ordyes 0, 1, 2
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3. 1 octant Pordre maximmm, ancun levme ne peul pr-
senler plus de poradicaux superposds,

4. L'expression .
F= 3 a-JyJ 1.6
semble  renfermer frois  termes dillérents do premier
ordee ; mais comme
Vi == V2.V,

elle ne dépeid en réalité que ate deux lermes dislinels

Nous supposerons que celle yéduelion v 686 fuile duns tons
les fevmes de o, e telle sivte gue, parmi fes diffivents fermes
dordre p, aucun ne peut Serprimer rationnellement en
[onction des antres tevmes dlordre o on d'ordre fufévicur,

Nous Terens ke mdme hypothése sue fes Lermes dopdre
w— 1 ou dovdre inleérieur; ces lepnies pratvend $aillenrs
seproésenter explicitement: on implicitement. Cetle hypo-
thitse, évidenuent trés nalurcHe, est Fone geande Jinpoe-
tance powr les conclukions ulléricures,

5. Forme nemnale de 2.

Si I'expresgion 2 est une sowmne de Lermes de dénomi-
naleuars dilférents, on les réduira au mdime dénominatewr;
 se présenle alors sons Ia forme da guoticnt dedeax Tone-
Hons enlifres,

Soit ‘lt'j_ wi e tevies dordeer s JF ne pead figarer
dans x gqoe sous forme explicite, puisque poest Fordee
maxinuun, Wanlre parl deg puissanees de ¢ s'expriment
en fonction de /0 el de Q i estun terme Cordee infd-

viear o La vadenre de o penl dene se ramener i la forme

a 4= 1)
a, b, ¢, d ne conticnnent plas gue (v -—1) lermes d'ondee
1 b les termes dlordee infiviewr.
Mualtipliant 1es denx tepmes par ¢ —d @Y, le dénomi-

EDATIONG RESOLUBLES PAIL BADICAUN CARNIS it

nateur un conticnl plus YO ; il vient

.o 26 hrfti 2 I, ,(:’,’JQEH_@— e ,;t_u,.g},/Q" :
x ek B ne renferment plus que (2 — 4} lermes dordee g,

Si 'n,n avail considérd un antee ferme d'ordre g par
exesnple ),  on aurail de nyhme pu ramener la valeur
do x ala forme '

T o= - F'H/Q.-h ele.

On peut done transformer © de manieve que celle expres-
sion e venferme un tevme donnd dlovdve @ qu'a smr numdra-
tewy et gu'elle ne le confionne que lindairement.,

Remavquons aillenes qpee, dans celle transformation,
peavent liguver les produifs des lermes dordre @ fn eflet,
a ol B dépendent encore de n— 1 termes dordre g On
powren done fiire en sorle que

R T T == ﬁil“'ﬁl!’/mv
ol par suile

r o= (’In - 1,;\/0” -+ ([’,” -k e \/_Gi) !/6-

6. Nous procéderons d'une fugon analogne pour les dil-
fovents Lermes d'ordre p— 1, sqai se présentent explicite
meal duns (), Q,, ote.; chacuue de ces guanlilés devient
slors une fonction linéaive el entitors par rapporl an levie
dordre p — 1 considird, Nous passous ensuile anx termes
dordre infiricur, ol nous (nisaons ainst pae metle @ el sex
termes ddes divers ordres sous forme de fonelions ration-
uclfes, lindaires et enticres, par rapporh aus radicaus qoi y
figurent explicitement. Nous divons alors que x est anis

sous ln forme aornale.

7. Suit e le nomine fofal des radicans cirds indipen-
dauts (4) qui figurent dans eetle forme novmale. En atlri-
buant lo dowble signe & ces radicaux el les combinant de
toules los wanitees possibles. nous obliendrons un systeme
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de 2 valenrs,

Eyy Py oony Yoy
qui seront désigndes par le nom e valewrs conjugudes,
Nous allons cliercher une dquation admetlant ces valewrs
conjuguées comme racines.

8. Ces valeurs ne soul pas ndcessairement tonles dis-
tineles; car, si on a par exemple

@ = \/mﬁ -+ \/a — b,

eotle expression ne change pas quand on chango le signe de
Jh.

9. Formans e polynome

Fie) = (2 — i ){e = 2g). o @ — 2pn)
Gquation F{a) == 0 admet évidemment pour raciies
les différentes valenrs conjugudes; elle osh du degrd 27

mais penl admetlre des racines multiples (8).

Les u"m-/ﬁnic'nls dw polynome ¥(x), ordomd pur rapport t x,
sond ralionnels.

Changeons én eliel Te signe d'an des vadicanx ewrds, e
qui a ponr effel de permuter deax racines, ay ¢l xy par
exemple, prisque les racines de Flr) sont précisément
“oundes tes valours conjugnies. Comme ces racines n'enlrent
dans Flr) que sons da forme dopy oduit

(2= ){ar— 2,

on ue fit que changer Fordree des facteurs de 19(x); done
ce polynome ne change pas.

F() veste donc invaviable quaml on change lo signe des

Pane queleonque des racines carrées; il ne contient done
gue lours careés; il en résudle bien que ses coellicients sont
ralionnels,

19. Lovsque Lune quelconque des valenwrs conjugudes virifie
une équalion @ coefficients rativanels f(z) = 0, itenestde
minic de foules fos unlres,

EOUATIONS RESOLUBLES PAIL RADICAUX cARRES 11
fix) wlest pas néeessaivement egal i V), el peut admetire
Daudres racines en dehors des o,

Qoil. x, = «4-p/F une des grandeurs conjugnies, /)
un terme d'ordre 123 = el B odépendent encore des anlres
termes dlovdee o el des lermes Fordre inféricar. 1 existe
alors wne grandenr conjugnse

.1’". — % vf \"0 .

Expritons que @, salisfait i Péquation fla) = 0. Mel-

tons f(r,) parrapport a Ji)” sous la forme normale

() = A+ BYD;

celte expression ne peut dre nulle que sous les condilions
simultanées

A0, = 0;
s'il en étail antyement, on anrait
e A
) = — —;
=5

an pourrail done exprimer () ralionnellement en fonelion
des tlermes dordre i el des teries d'orvdre inféricur conte-
nus dans A el B, e qui est contraive & Phypothése de Vin-
dépendance de toules les racines carvées (4).
Mais on a évidemment
[y = A—RBYQ ;

si done f(x,) estnul, il enest de méme de f(xh). Dol colle
premidre proposilion :

Si la greovdewr &y satisfait a Uéqualion fx) =0, il enest
de méme de tontes les valewrs conjugudes gqui se diduisent
de v\ par le changement de signe de Uun des termes d'ordre .

La démonstration se fait d'une manicre analogue poor les
antres valeurs conjugnées. Supposons par exeniple (ce qui
ne reslreint pas la géndralité du vaisonnement) qne Uex-
pression @ ne dépende que de deax termes dovdvee g,
JO et YO fix) pourea dlee ramende i la forme nermale
suivanie :

(@) f(m) = p-+ad -+ rdt¥ - /Q . Y =

ORIESS.



14 PILMIFRRE FARTIE

8i 2 dépendait de plos de denx teemes Cordree g, 1 Lo
deail adjoindre & Nexpression peécddente un plus grand?
noihee de termes e strocharee aualogoe,

Lidgaation (a) w'est possible gue si Pon a séparément

3] Pty g, res 0, s =10,

)
sans quoi i) et JiF seraient fies par une reladion valioy
nelle, ee qui estgonteaive i Plypathise (1),

Soient nainlemant Jig el I les tennes dordre r— 8
dont depend ryy ils tigurent dans p, g, 7, 85 on pourva done:
mirlre cos gquandilés sous b forme norale pav eapport &
VIC oL I (en o sopposant quil n'y en it que deax). O
alitient. ainsi des équaiions de la forme

(r) p o by BVIE e VIV - VBRIV = 0
et dlaulres Guations analogues pour g, ¢,

L'hypollhise, déjia plasieurs Tois wlilisée, de Uindapen-
dance des pndicanx, nous donne de saile les condilions

by=0, =0, wm==A0, n ==0 ¢l

I en edsudle que les éguations {¢) eb par saile ausse
fle) == 0, sonl vérifices, lorsgue, atlicu de ay, on ciploice
Ies valenrs conjugudes ui s'va déduisent par les change--
meals de sigue de it et i, boue :

L'dguation () == 0 est anssi vérifiée par loutes les va-
lers confugudes qui se dédaisent de @y en changeant le siyne -
do P des termes d'ovdre p—1,

Le méme proecde de démonsteation s'appiigone dvidem--
ment aux termes dordrg p—2, n—3, elc., ce qui prouve:
cuticrement ln proposition ¢noneda,

i4. Nous venons de considirer denx dquations
a) =0 of fle) =0,

i coellicints rationnels, admeltand toules deux  cotnme:
racines les quantités .

EQUATIONS RESULUNLES AR RADICAUX GALRES 19

¥(e) estdu deged 27, et peut avoir des vacines mudti-
ples; fir) peal avoir damtlees racines (ue les .

soit gle) =0 Féquation de moeimlre degeé, & corlli-
cienls rtionnels, adimettant la racine 2, el par suile oules
los gquantilis a; (10).

12, Propridiés de Péquation ¢{x) = 0.

1 oolx) == 0 est une dguation irvdductible.

Cela veut dire ue son premicr membre ne peul #re mis
sons forme d'un produil de deux polynomes i cocllicients
rationnels,

5i on avail en effel

' o) = M=),
ta condilion  ofr) = 0 entrainerail
Wy =0 oy () = 0.
Mais, Gapres (10), sia@, satisfait & Péquation & coelicients
yationnels  4{e) == 0, il en esl de mime do toules les
valenrs ccna:in;.;m'-o.s a3 elx) =0 ne serail done pas
Féquation di weindre degeé ayanlles a; pour racines.

W wlx) =0 wapas de vaciaes multiples.

Gar si elie en avail, son premice membre o(x) poureail se
décomposer en lacleurs rationaels dapres les it lhoddes
connues de FAlgihre ()5 done  o{x) = 0 ne serail pas

ircmduetible.

"I qle) =0, wadmel pas dandres racines que les quon-
filés . ‘

Lil en dlait aulrement, 1(x) et ¢{z) admellraient un
plus grand commmn divisenr, qu'on sait calealer ralion-
neliement. On pourrait done décomposer () en facteurs
ratiounels, co qui est impossible, puisque ¢{x) esl irié-
¢luctible,

() Thitorie des favines fgales.
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V. Soit M e nombie des o qui oul des valenrs dis-

tinctes, ot soicl
N S
ces quantilés ; onaara
o) = Clo— o)) — ap), O (0 i)

Fre effet, Véquation  ofx) == 0 adwel powr racines les
guanbilés 2y, .0 elle n'admet pas de racines mulfiples;
e polynome ofr) est done détermind i wn Gcteur cons-
fanl pris, dont la valenr w'importe pas pour P'équalion

ela) = 0.

V. ofx) = 0 est la seyle équation rvéductible 4 coeffi-
cienls vatinnnels admetiont les xy pour racines.

Carsi f{r) = 0 était une anire équation rvativonedle
rreduetible adimetlant comme racine el par suile lontes
tes quunbilés ay, flz) deveait ére divisible par o{2) el par
suite ne sernil pas irrdduclible.

13. Comparons maintenant ¥(x) et ¢(2). — Ces deax
- polynemes onl pour seules racines les xy, ¢l en onlre
g{r) n'ndmet pas de racines mulliples. ¥z} st done divi-
sible pov ole):

F(x) = Fi(x). ¢{x).
Fix} a nécessaircinenl ses cocllicients rationncls, comme
¢lant le quotient de la division de I'(x) par ¢(z). Si ce
west pas une constanle, ce polynome admel des racines
appartenant & F(z) 5 en admeltant an moins une, il les
admellra foutes {40). Done ¥z} est aussi divisible par
o{r), ot

Fifx) = I(x).o(+).
Si FAr) w'est pas une couslanie, le méme raisonnement
esl encore applicable. Le degré des polynomes gqaitient
sabaisse & chaque opdration ; par suite an hout d'an
nembre limité de divisions on tombe sur une égalité de la

forme
Fa_i(x} = C.¢{x).

FEQUATIONS RESOGLLBEES PAR HADIGAUX CARRES "

Mullipliant tontes les égatités obtennes menbre b membre,
it visul

Ione ¢ |“(.1.‘) = {‘"[r‘?("r)]"-

Le polynome V(x) est une puissanee du polynome de
degred minimm g(r), abstraction faite {une cerfoine eons-
frnfe,

f4. Nouws pouvons mainlenanl nous rendee comple da
degrd de ela), Fir) est du degrs 275 clest e plus la
w puissines de o), lequel estdu degee Ml en résnlfe
LIRLLE

P T |

Done B est ane puissanee de 25 remargnons il en est
de mdme de w. oi ce théoréme @

Le degré de Uéguation iredductible @ coefficients rationnels,
@ lnguelle satisfait wne expression ne dépendant que de radi-
cane carrds, est wne puissance de 2,

15. Comme, d'antre part, il n'existe qu'une scule éiqua-
tion irvéductible A eocflicients ralionnels, vérifide par lous
les oy, ik en résalle la réciproque suivanle :

8i une dyquation ivrdductible n'est pas du degrd 2", elle ne
peut certainement pas dlre résolue par radicanx carrés.

[,



CHAPITRE 1

Le probléme de Délos et la trisection
d’'un angle quelconque.

L. Applignons les thcovimes chiapitee praeédent an
prohieme abe Delos o de a tuplication shu enbe. Blant
donns un cube dout Vavéle esl prise pour anilé de fon-
swenr, il sagit de teonver Partle a d'an seennd enbe dunt
le velume soit double de celai du promize, Lidguation s
probhleme est évidennent

-2 =
Gette equation est irrédactible s car si elle ne Fédail pas,
son premier membe powrrail se décomposer en Fielenrs
ralionpels, donl Fun aw moeins serail Jupremier degre
e a1 eaisterail done une valeny radionnelle ponr N
co i n'esl pas,

Daunlre parl, le degrd de eslie cquaiion w'est pas de ia
forme 2¢ 5 done ses racines ne peavent sexprimer wiidgue-
ment & Uaide de pacines carrées en nombre lini. Par snite
il esl impossible de tes constroire, o esl-i-dive de résowitre
Je probiéme proposé avee la regle el o cotngms,

2. Considérons maintenant Véguation pius geéndrale
k=4,

X désignant un paramitee, qui penl clve ane uanlité com-
plexe de laforme e -+ bi. Celle fquation traduil analy -
quenient, ainsi que nous le vorromns, anssi hienle problénm
de Ta nultiplication da eabe que eelni deda trisection dan
angle quelconyue.

11 s'agil de reconnaitre si celle équation estiredduetible,

BUPLICATION BV CURE BT PRISFETION DE 1 ANGLE 23

aest-h-dire si Pnne de ses racines se présente sons b foome
+Aune fonction rationuelie de X,
Remarquons en passanl que  Vieedduelibilité - d'une

oxpression dépend en géndral des gramdeurs guioi suppost

cconnues. Dins Péquation 2 —2:= 0, il s'agit de gean-
deurs pumériques 5 on se demande si Y2 peut avoir une
valeur numérique valionnelle. Ponr Péguation 2 — A =10,
con se demande si une racine de celledquation peat dre
srepraseniée par wne fonclion rationnelle de A Dans be pre-
anier cas, 1o domnine de valionalité connprend Fensemble
Aas nowbres rationaels 3 duns e second eas, il estlorme
spar fes foncliong rationnelies d'an paramd e,

Co parnmdtee dant suppost indépendant, on voib inuned-

()

. 1 - ©
AAiatement quimrcune expression de la forme —1-(—5 v odlans
K
Y A

dagqueile o(d) et Y1) sonl des polynomes, ne prut vervifier
wulre cquation. L'équation considérée esl done irrddactilde,
o, comme son degre west pas de la forme 20 elle n'est
s rosaluble & Faide de radicanx carres,
.
3. Restecignons maislenant Ja variabilitd de Ao Posons
fig. 1)
= r{eos o - i sin g),
A Yn = ¥rieos o[ 1 sing.
Nofre problisne se décompose en denx @ extraive la racing
cihijue d'un nowbhre reel ot celle

y d'vn nombre juaginaice de la forme
» cos o1 sin o, cesnombres élant
. daitleurs queleongques. Nous allons
i trailer sépavdment ees deax pro-
o T hifmes,
. Les racines de Véguation
e == 0
Fig. 1 sonl,

arT o A=
\"" y £ \h‘ ¥ e v Py
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en représenfant par e el et los racines cubignes imagi-
naired de Munile,
e L Nt el L

2

I'n prenant pour domaine de rationalité Uenseinble des

£ = —

[ouctions rationnetles de r, on sait, dapres un raigonne-
ment précédent (2), que Pigquation

2 —p =
esl il‘l‘f".(lll(:li]ﬂ(!.. vap soile le problime de la mulliplieation
du enbe n'est pas suseeplible, en géndral, dune solulion
promélrique avee I vigle ol 1o compas.
1. Les vacines de Péguation
2t — (ros g + i sing) = 0

sont, d'apris la formmle de Moivre,

2 O |
X, = Cus - 1 3in o

3 3
Qu-t-9 . . 2mA-9
Ty = CO§ — = - TSI
Awe -4 L ATk
Ly == COS -—Hi—f -+ 18 _Tj

Cos racines se représentent geomitripuesnent {fiy. 27 paw
fes sommels dun friangle égqui-
laléeal, inserit dans un cercle de
payon 1, ayanl Iovigine  ponr
centre, Lic figure monlre gquiicla
racine 2, correspomd Fargument

K . . . ..
-;'-': I'équalion  consildérée pst

dowie Nexpression analytigue du

problime de la risectioh

¥ig. 2

Pangie.
€j I'¢pualion
' ——(cosg rising) =0

BUPLICATION DU CURE BT TRESEETION B LANGLE 235

it riduetible, Tane an moins de ses raeines devriil pog-
voir étre représentéa par nne fonelion ralionnelle de cos o
el sin g, Par suite sivalowr ne changerail pas en cempla-
cant p opar dn - ’

Mais, si on opere e changement par une varialion con-
tinne de Pangle g on voil que Ing varines &y, .y, T3 S0 per-
sustent eirenlairement.

mr conséquent mnlle vaeine ne peal slre représenliée par
nae fonetion rtionnelle de eos e el de sing. Done gna-
tion proposée esL irréductible, e, comme sen e w'esd
pas de la forme 28, elle w'est pas résoluble i Paide de
cacines carrees en nombre fini. Le frisection de Fangle ne
pent done se faive avee la végle ot e compns.

Cotte demonstration, de méme gue leo théortme gonteal,
west vadable que st 7 esloun angehe wrhilviire; pour ecer-
fnines videnrs pardiculicres de 9 la construction peul 59
trouver possible.



CHAPITRE JI1

La division du cercle en partles égales.

{. Ladivision du cere'e en n paclies égales a il Pobjet
des recherehes des ancicus; on saib depuis longamps
resondee le probleme lorsyaie # est éeal & Pacdes nombres
A3, 5 ou i Punde lewrs mualliples communs.,

Dans ses Pisquisitivnes erdhmetice, Ganss a auginenls
le notbre aes entivrs powy besqreels s solualion est pussible,
en tonbrant que L division peul se Tre poartond nombra
premier de la forme _

(1) p=29"1,
el guielle esl impossible pour lois les anlves nombres
premiers el lewrs puissances.

Si, ddans Uégquation (1), on denne i g les vadeurs Goel
an teouve ponr g les valears el B, cas quoi Gaiernl déji
conuus des geomelres anciens, Pour =2, on lrouve

P = 2 — 17,
ce eas a e complelement railé par Gaass,
Pour p==1, onlrouve
=20 =T,
i esl nae noembre premier; on sail done eonsirnire e
polygone végulier de 257 edles.

I oenest de midme poar gz 4, car

2 4 g - s
psl un nombee jpremier.

Les valewrs 5, 6, 7 atlribudes & pone donaend pas de nom-
bres |li'lfllli‘?|'5- Personue n'n ewenre exing le cas de
w=98; il ne Gl pas s'en éloonper, I a flhe en eflet de

SHIVISION. DU CERCLE. BN 1ARTIES CGALES 27

patients elfurts el une ingéniosild singaliove pone demon-
frer que les grands nowbrees corvespondinl iv e = 5,6, 7 ne
sonl pas premiers. A esbdone possible que 0 = 4 soil le
dernier nombre pour lequel une solulion soil possible.

Richelot a pubtié un travail considarable sur e polyzone
végulior de 257 eoles, dans by Jouwrnal de Crelle, 11X, 1812,
pe 426, 1AG-161, 2002130, 337-356. Son mdmoire est inli-
{uld ¢

e vesolutione alyebraice eyuationds
' ¥ =,
sive de dinisiont eivendi per trisectionem, anguli sepfics vepe-
fitone tn partes 257 infer se opuales comprentalio coranata,

M. BDermes, professenr i Lingen, a consaerd dix ans ivdeg
pecherches sue lo polygone pégulioe de GH537 edlost il o
examing avee soin loutes les racines qui se présentent
Qapees la methode de Gauss. L'ensemlide considérble de
ces recherehes est conservd dans les eolleciions du semi-
niee mathémalipue de Gallingae, On peut se reporlera ane
communpicalion de M. le Professear Hermws daws Je ne )
des w Gaettinger Nuchreichion » (1894).

2. On peul vesleeindes de problivae de b division Jda
cerele en w parlies ¢gales an eas oiv n esl an nembire pre-
wier p ou une puissanee 37 d'un lef nombre. Eo elfef, sin
est un nombre composé, et si p et v sont des Giclenrs de n
premiers ealre eux, on pent tonjonrs trouver des culiers
a el b posilils ou négalifs, lels que

1 = am - by,

- i1 Il b
o T [
3] v P

Pour diviser I cerele en == n purlies égales, il sufiil
de savoir le diviser respectivement en ge el v parlies ¢gales.
Ainsi pour n =15, ona

oA 9 3

i3 5
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3. Démontrons d'abord o preposition suivante :
Lovsqudun nonthre prenvier est de la forme
9k oy g,

on a néeessairemend Jb== 2

Nous nons appuicrons pour cela sur le théorime de
Fevual @

Si p esiam nouthee premier, el o un enlier non divisible
pur p, oS nowhpes vévifient la congruence

art = {mod, p) &

p -1 aest pus néeassairement 1o plus pelit exposant ai,
poe une valenr donuee de a, vérilie Ja congrueme. Soill ¥
pe muaindre exposant; on démontre gque s est wis divisear
de p — 1% Bien particulier s estégal b p — 1, on il
que o estune racine privitive de p i remarquons en pas=sinl
sue pour chagque nowhee premier poily @ néeessaiTeunnl
une racine primitive, Nous ne ferons aillenrs usage de
eelte coushléralion que pius lard.

Soient done p un nombre premier tel que

3 e b {ound, pl senonee @ congrn a b (module p) et signile que ks
Jill yenen a — b estitivisible pae p. La rongraence et-dessus signllie done
e et — 1 esbalivisible par p. Cesl Venoned i théoreme de Feonal
tel qu'en fe done dans les traitts flomentaires, n peat njauler, sOUS-
traire, maeltipliere, divisee membre a membre des eongruenees dae méme
madule, Elever my earrd les denx membres d'ane congrarnee.

ty pourein eonsutler it co snjel s Legons A Arithwétique de B Tan-
nery, pe 455 o sulvinles, de ). Iumbiert, p. 162 el suivanles.

G

(**) Soiunt g et 7 e guutient et le reste de la division de p — 1 par s,

de sorte e

. p—1=xg44Fr

done at-' = a'a”.
Camme, par hypothése,

at s {mod. g},
oI aussi == 4 {mad. 1),
el par siite P I R it o {1enenf. py.

Or r esl infévieny it s ot 8 esl par hypathise le plus pelit pnlier
voriflanl. In congraeuece
LA {mnil. p).
bone r == U, el p—1==23q
3

MVISION DU CERCLE BN PARTINS EGALES €

e} p=9 1,
el s le plus petit enlier (o] gue
(2) 2= -1 (. p).

L'éealité (1) montre que 20 < pi  la congruence ()
exige que 2> p,; donc
s> h.
Liégnlité (1) monire que b esl le plus petit enfier veri-
fiant In congruence

(1) =1 {mod. p}.
De (2) et {(3) on Lire par division ‘
2 hz— (mod. p)y
done
(1) s—h = h, 35 2h.
rantre part, on eonclul de {3) liar élévalion an earrd
G == (mod, p).

Comparant & (2), et tenant comple de ce que s est le phas
petit exposanl vériftant les congruences dela forme
o =1 ' (mod. p),
il vienl

(B) 5 < 2h.

Les conditions (4) et (3) devant dtre remplies simullang-
wiend, o a ndeessairement

s = 2h.

Or on avemargué que s estun divisenrde p — 1 = 2,
il en ost done de madme de k, qui, par suile, esl une puis-
sanee de 2,
Bone les nombres premiers de la forme 2*+1 sont
ndeesaairement de 1a forme
L

4. Ce résultal peul encore s'élablir de la manidre sul-
vaule,

Supposons que k soil divisible par un nombre impair,

de telle sorle que
h o= K{2n -+ 1).
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On saib que
FELR RIS BEY LN R RTE A e e ”-

Qh' .
- h

Remplagons e par on voil que je nombre
‘2"'["'" 1-1} - f - (ih |- 1
serail divisible par - 2 4- 45 pav conségnenl il uepeut

yeprésenter un nosbre premier.

5. -Arvivons nuintemant a nolre propogition fondamen-
tale

p Aant an ponthre premier, fia division du cercle en p par-
ties dgales, ar moyen de lavégle el dw compas, est impaossiliie
si p west pas delo forme

p=2 ki g |,

Podons z = x-1- iy bacons dans 1o plan de la varinble 2
tn eercle de rayon 1. Biviser ce corcle ena parties dgales
vevient iU résoudre Péquation binvme

' — 1= 0
elle dquation admel Ia racine & = 1 suforimons-l
endivisant par s — ¥, cequi revient, gebmétriguement,
a ne pas considérer le point do déparl de la division. 11
reste alors & résoudre Péquation
P I R . T el =R L
que pous appeltevons Pégqualron de division..

Or, quand 2 est égal i un nowmbre premicr g, celle
depuation esh irrédactible (nons allous e démonirer ci-
apres) 5 elle ne prat done ére résolun it Taide de r:uii:-nflx
carees en nombre fini que forsque son degré est une puis-
sance de 2 (Chap. 1, 15). Il fant doue que

' n—1=p—1=2,
ou bien
= 9k |,

el par suile
1 P= o* 4 §.

On voit que les nombres premiers, signalés par Gauss,
jouent un rile Lout particulier. ‘

HIVISION DU CENCLE EN PARTIES EGALES 1]

6. Besle dong i Gaire voir que Pagaation de division esl
irrcduetinte,

Lemuie de fiauss.

Lorsyu' un poliprame vatiommel et entice, & coeffivients
entiers (), pewd étre décomposé en un produit de dews focteurs
rationnels, les coefficients de ces factenrs sont anssi des nan -
hres entivrs,

Snil

Fla) s g™ - As™ Vo o2 g o s - M
ce polynome 5 A, B G o M sont des notndires eoliors,

Par hypothiese eo polvinonme peal se maetiee gous L foeme

(1) P} flz)oaz) o (3 e e )5 iy e
I s"ugil de Baive voir que les eocllicienis 2 ob B sonl des
soinhires enliers,

Supposons qu'ils soicnl fenclionnaiees, alaisous dans
chayne fuclenr lous Ins coellicients an méme dénoming-
Leur s sotent wy et by cos denominateurs communs. Mal-
tiplions casuile les deux membres de notee dgalild par
ayhy ;. elle prend la forme

@by l(3) = fi(z)o4(3) == (065" -1 11,5 e YA b )
Les coellicients a sont des nombres promiers enlee eux ol
de mdme des &, puisque par Il_\'|‘mlhi:su ity ¢l Iy sonl los
plns pelits comnns démmminnleurs,

Supposans ay el by difféeents de Puniléd, ef soil g un
divisenr premior de ab. Soient Jde plus o be premie
cocllicienl de fi(z) et by, e premier coellicient de 9,(c),
non divisibles par ¢. Diaveloppons fe produit fi{sjz(z) ot
cherchons le coeflicient de g™t ™ -5 (e sera

ady -+ a by -1 - ag Iy b el
Dapriss nos hypothéses, Lons les leruses & partic du second

. ———— e _——— P S VPR U

{*) Ayant Tunlte pone cocllicleat she son {erme de plos Baal degid,
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sont divisibles par g3 le premier ne Pest pas; done ce
socflicicnl n'est pas divisible pav q. Or le cocllicient de
o tw—imk dans e premicy membre st divisible par ah,
c'ost i-dire par g. Done si Videnlité est veaie, il estimpos-
sihle que dans chigue polynome il exisle nn coeflicient
non divisible par q,

Les cocflicients de Pun an moins des polynomes sont,
done fous divisiblos par ¢, Costlivune aunlre impossibilité,
prisiqie nons avons vudue fous ces cocliicienls sont pre-
miers enlre cux.

Done on ne peot Sllppll!;.l‘l' a, et by dilloventsade 45 et
par snile 1es ecocflicients o, ¢k fi sonl enliers.

7. L'dguation de division est irrédnctible.

Comme le cooflicient de son premier lerme esl dgal A
Punité, il sullit, Caprés le lemme de Gauss, e montrer
que son premier memhre ne peal se décompuoser en deux
facteurs dont les coellicients soient enliers, Nous nous
servirons b cet effel de 1a mélhode @'Fisenstein {Jonrnal
de Crelle, 39, p. 67), qui consiste  faire la substitution

: ==x + 1.
I vient alors

N 2 —1 (e 1)r—1

&)= 7= -

— b p'r)""

- _J.(’; :éi) = e - )_L“ii%j—) r4+p-= 0.
Tous los eaoflicients du second membre, saul Ie premioer,
conl divisibles par p ; le dernier coeflicient esl toujours
égal & p qui, par hypothése, esl un nombre premier. Une
exprossion de ¢e genre esL lonjours irréduelible.

in eflet, s'il wen élail pas ainsi, on anrait

f(m -+ 1) = (mm -+ a1$m'—’ e a0 ﬂm)

(mmr 4 bp’l‘ml_' T bm'—ﬁt 4~ 5’".),

les coeflicienls a et los coeflicients & ¢lant des noinbres
enlicrs.

DIVISION DU EERCLE BN VPARTIES EGALES i
Les lermes indépendanis de i devint Mre égany, 003
”m!‘m' = ?i.o

p élant un nowbre promier, P'un des faetenrs du premier
moembre doil dtre dgal 15 supposons done que

a, = = p, b = 22 L

Fyalons ensnife les coeflicients dex termes en o) il vient

o ”m—-lhm' ~}- "mhm'— [

Le premier membre el e goeond terme dn seeond membie
sond divisibbes par pi il deil done en fre de mdtme de
by comume by 1, A, el divisibie par

Fgatur enguile los goeflicients des ternes oo a3, i vieat

in——1yp - 2
pip-- 1y 7'1.__;‘.) =ty ooy b T Tl

on en conchel que a, . esl divisible par p.

On conlinuerail ainsi de proche en proche s le encllicient
din lerme en 2™ serail

Aol - by 400y

avand dacriver i ee eocllicient, on 2 ditnonlid que iy,
1y oo ary sont divisibles par p;oon en conciul (que
doil aussi dre divisible par p, ce qui est impossible prisque
o~ 1

Lodmalile supposée est done impossible, el par sl
I'éyuation dve division est irveduetible, lovsque poeslbun
nombre premier,

8. flas on n est dqal & e paeissancs {L'un nombre pre-
HHE,

Soit no== p;  nous allms montrer ae gi p osl pls
arand que 2, Ta division dn corcle en p?oparlies épales ost
impossible. Le problime sera risolu par lio mtme ponr
x =20 ear I division en p® partics sgales comprend

evidenmment Lo division en p? parlies égales.

LIOTEL ] K
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L'¢quation de division esl ici
3
s — |
N el U

elle adinet comme racines etrangires au probléme eelles quii
conviennenl & la division en p parties dgales, ¢'esl-ii-dice
les vacines de 'éqnalion

Sl 0

e
supprimons ces racines élrangeres pae division ; Péguations
e division devient finatement

/() =

]
il
sr—1

an hien
) gD g = 0,

ba substilulion 3 = z--1 [ lransforme en

(@A G e e (e - - 1= 0,
Le nombre des ienmes ¢hant gy Je terme indépemdant de o>,
apres développement, sera égal & p, el la somme anea évi--
demment iaforme

=D (),

y(x) ¢lanl un pelynome enlier i coeflicien)s entiers donl 1o
forme indépendant vant 1, Or, nows venons de momdeer que
celde sonue est en gencral ivedductible. Par conseéquent be.
nouvelle équation de division estaassi irrdduclible,

Le degre de celle équalion est p(p— ). Daulre part:
une dquation  iredductible wesl vésoluble pae radicany
careés que lorsgque son degré est une puissance de 25 done
un cerele n'est divisible en p? porlies fgales, avee Lo regle
el le compas, gue lorsque p = 2;  bien entewla on sup-
pose que poest an nombre premiee,

I en est de mémoe, nous avons déja remargqud, pour .
division en p* parties égales quanl x> 2,

GHADPITRE 1V

La construction du polygone régulier
de 17 cotés,

f. Nous venong de veir que ladivision du cercle en pav-
ties dgales, an moyen de fa rogle ot du compas, w'esl pos-
sible que pour les nombres premiers signalvs par Ganss, 1
y a mainlenant intérdl i savoir eomment i conslenetion
prul réellenment &lre excenlée.

e chapilre anra pour abjel Uexposition élémentaire dela
méthode en g'allaghant en parlicalier aw cas du polygone
régulier de 17 colos. . '

1l n'exisle pas encore de construclion résullanl de consi-
déralions purement géométrigues ; nous sommes done
obligés de repremdee la voigindiguée par les considérations
géndrates. Dapris dela il nons fanl considérer lout dabord
les racines de Uéguation de division

et Lt = 0,

el comstruire géomaélriguement Fexpression formée de radi-
caux eurrdés gue nous en diduivons,
On suil que ces racines peuvent se mellre sous In forme

ahx . s ‘
£, == COS -ﬁ—-t-n sin o {(k=14,2,...,106);

an posand

9z i si D
Ey = OB —— |~ 1 8Tl -
17 A7
il vient
g — £F.

Geomélriquemenl ces racines sont représentées ddans e
plan de la vaviable imaginaive pav les sommets dhun poly-
gone régulier de 47 ¢olds, inscrit dans un cercle de rayon 4
ayant Porigine pour centre, on laissanl de coté le point
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origine de la division. 1 esl indiftérent de mettve on dri-
dence la racine = plutat quiune autre 3 ce weskgue pour
la constrnotion qu'il esi négesanive de préeiser L question
et d'indiguer quel £ serl de point de départ.

Une fois & déterminé, Vangle correspondant it € sl
éual b & fois celni qui correspond @ g, o0 i dateyming
enlicpement e

9. Llidde fondamentale deda golution est 1a guivanle

[on se servant dune race ;n'imifivt: par vapprort o i
dutle Vi, on peut ranger les 16 racines de Piyguration dans un
ordee diterminé de nianitre a forner w cyrle.

Comne Bous I'avons dil mll(-.rivm‘mn'i-nl, i wombie o
psl it pacine primitive par rapport & 17, Jorsque la ron-

gruenes
aom - (nunl,,ﬂ)

a pour plus pelite solulinn
5 = |7 —_i = H'l.

L nonthre 3 posside colle propri¢té, Onaen efict

g 3 e 5 it APIEIE
R LI L= L I a’

(manl, 17).

gz 1 Wwr B

A 4wz 1

=3

g8 = 40 W' i
RT3 N

Al

Rangirons Adors les 16 racines dans un ordee el que leurs

indices soient precisement Gaux ans vestes precedents
(1} g, B9y E1ny B Bry E1sy Ginr 218y B1b 15, T1. f1y G2 20 TG0 Bbe
Renuquons gait i 3 est levesle de doana
W= Vg
done

L
¥ = &Y
g, == £ = £} .

8 7' estlereste qui suit r, on ade menn

gyt == S = (E‘k)“ = ()"

poryGoae riGt e vk 43 LTS Hy
Dane dans lo suite des racines, chigue vocine est le enbe de
li pricidente., .

L methode de Gauss consisle & décomposer ce cyvie en

sonnnes contenant resprelivement B, A, 2, 1 racines cor-

s poiddant. aux divisewrs du nomhre 16 Chacune de ces
sommes sappefle une période | los periodes ainsi ollenues
penvent se calenler sucerssivemenl conune racines do cer-
Iniuns dquations du second deprd,

Le procédd que nons venons desyuisser nesl quinn eax
particolior de eclui qu'on emploic dans Je cns general de la
divisionen p parlies dgales. Les p— 1 vavines ife érpun-
tion de division sont vangtées cychiquement & Paidde dnue
racine primilive de py onenforme des périndes qui se cil-
cutent comme racines de corlaines fuyualions auxilinives (MY
Lo degrd de ces derniires depemd des factenrs premiers de
p-—ty eene sont done pas nécrssairement des equations
du 20 degré.

Le eas gendéral a dlé traité en détail par Gauss daus 504
« Disquisitiones », el aussi par Bachinam, dans son opis-
cule « Théorie de la division du cercle en parlies équles »
(Leipzig, 1872).

3 1La formation des piviodes st fait de la maniére sui-
vante. On forme deax périales de 8 pacines en prepant
dans te eyele (1) 1es pacines de vang pair, puis celles de
rang impair, Désignons ces pevindes par el e vempla-
gons ponr abréger chague racine par s indice, nous éevi-
rons symboliguement

a, = 11 e 0 A4 B 4- A 2 4+ 4,
ry = - 10 r;+u+u-;-7+i°2+li.

Uprrons sur i ol oy de la méme manitre ;. nous lormerans
& povindes & A lermes

{*1 Voir In Trigemonwiris de beint ol Bonguet, — Propriviés dea yacines
de Péaquation limsie. J. .
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o= B A6 A
2 LRI B ST S P8
ISR LURTENE ¥ I S (i,
gy = b4 Ha- i 02

Opérant endin de méme sarles y; nons ablenons 3 phrindes
a2 leres o

NERE [ g == 1+ G,
= 1A, 2o AT,
o 4D - 2, S B,
2= 018, zor 3o bR

1 s'neit naintenant de monbrer qne ces diverses perindes
penvent se calenler i Paide de racines corees,

4, Lo simple aspect de e dernier tablena mosltre que la

somune des restes eorrespondanl anx racines Toroant une
perinde = est lonjours egale @ 17 (') Ces racines sonb
done g ol g—1,

- O L. D
€, ~= COR P = TSNP -y
" 137 87

In 2a
g = £y = c08s (17 — 3)” -1 7 sin (17 — 7} 17

O o 9=
= COS  -— — L 5In Py o-—-
17 i7’
done
9
e -t 2eos oo
T §1

Toutes les parindes 2 sont done reclies, TEvienl par suile

) Ou peut e démontrer di B sandire spivante s

Si on remonte des periales 3 Aoy g, aes @, pois an eyele (1), eeln
revienb @ ins rer enbye les deps ractres qui Tortoent dne 5 sueeessi-
vement 1, 3, %, T lermes. i qdone e do oees vacines correspok an
vesle ¢ fowrnd par 3%, Taulre evrrespoden o un reslo " foured par
JE+8 Dong

g ote 7 s E O aR R fgndd, AT == R ) B e 17.3%.

Celle somame est done divisible par 17, el connne 7 el #* gont ifé-

pienrs & 47 it en résulle #4- 9" = 17, 16

POLYGONE DEGULIER DE 1T Coris KY)

.
Yn I
Ty T eos 0= 2050 sy
i7 §17
9r bAr
2om 2oans A - 2g = 208 T =
1 1 l?
< )
14 3T
Z3 0 Qoo 2 T Zy == 26085 -
% & G A T = PRI ] ]
11 ! ¥
s Oz
I, = 2ecn8 8 - Iy = 2co8 8 —.
‘ i7 ST
rim o dlailleurs, pav définition,
A
Ty = F -~ Ty - Iy b Ty, Fg == S5-FTn |- F7-4- Iny
O P TR B P TP BT LT B ST TR PR B R T

5. 11 nous sern necessaire de eonnailre e grandenr rela-
tive des differenles porviendes,

oA A
AT

A cel ellel nons ciploierons
Iartifice suivanl. Divisons T

moilio. du cevele de rayon 1
e 17 parties dgales ('ﬁy. HiR
1 désignons les distances da
wemier point de division 0
aux suivands Ay, Ay oL, Ap
jrar

Sy B0 v S

S Cctant égal an diamilbee,

e'est-fiodirn dugal a2,

Plangle OAAL a méme mesare que b mnitié ale 'ere

e
1Ay, leguel vaul Gy o done

ke 17 —- k)=
S = 2sin - .- — 2CO8 -
* 34 T
o e 2
Tour que celte formule soib idenlique & 2 cos A g il
Faul e '
Ah = 17—k,

k= 17— 4h.
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En donnant i h les valewrs 1,9, 3, 4, 5,6, 7, 8, on lrouve
powr & les valenrs
13, 9, 5, 1, —38, —17, —11, —i8.

Done ‘
z, = 8, Z; == e 8y,
Gy Su g = — Sllv
Zy == By, 3 = — 5,
2 = — By, 7y = S;,

La fignee montve qae 8 eroit avee Uindice s done Pordre
de grandeur eroissante des périodes z est
- :h L. zl’u z'l: 2a, R, 53' L
IFamtee parl Ia comle AAy g o sous-tendd podlivisions de Ta
demi-cireonference el vanl Spile trinngle 00 A, montre
alors que
Spip < S48,
ela fortiori
Sk 1-p < Sk v -+ Sp -1t

Sion calenle alovs les diflirences deux i deux des périnles
i, on lrowve gistiment

My — M2 = Sia - 8 — 8y Bys =0,

oY = S-S 8- 8 > 0,

Yoo = S A Bk Sy - 80,

Ya—- Mo = - 8 -8 4.3, 0,

Ya - iy = By B 8y -8 0,

Vo=t = — 5, — 8, —8&,; S <0
Done ' '
Y2 VY2 Tt <
Entin on voit de méme que
P

6. Nons nous propesons mainlenant do  eulentier
2= ' - .
2 = 2eos T Ce ealenl fait el celte quantité construite,

il sera aisd den dédvire In eoté du polygone régulier de
17 colgs,

POLYGONE BEGULIGK b 1T coris 41

Assoctons z; i la periode 2z qui forme avee elle I | -
riode i, 5 on ad'uhord
5 -3 = ¥y,
Cherchons maintenant a eateuler %12y,
Tisy == (16 1= 1)1} +4);5.
dans ce ealend symbolique, e produil &y représente en
realité
Eo€p T2 Epf-p 3
par conséquent il doil se représenter symboliquement par
k- p, en ayant hien entendu soin do retrancher 17 de
kv chaque fois quon le pent. H vienl ainsi
G5 == 824 B - A -5 = gy,

Dane z) ol 2, sond les racines deo Péquation da 27 degrd

14! 2=y -y =0,
oi, puisqun B> 3y, '
v - id A, Yo il Ty
By 2w e T, B o= e
Q2 9

I fant done con witre 4y, et Y. Pouwr cela associons i
yo I période wy qui forme avee ello l périvte »y ol & y,
I période ¥, qui forme avee elle la période x,,

On a dabord -y = m,

Puig

e = (130 16 - 5 1)0 - 05 4 8 4 9),

En elfectuant ce produit suivant los rigles du ealentsyin-
bolique, Te second membre devient dégal 4 la somme de
lontes les vacines, e'eal-d-dive 3 — |,

Done y el yy sontles eacines de Féquation

(n) ¥yt =0,
doit

O SR ]
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De miine o a
Ya -+ Yy ==

o verilierail comme précédenment que

Sy =0
done ¥y et gy, sonl les racines de I'équation
() P -wy — =,
d'en
qla‘“l‘\"'_q”'l ‘i‘
Yo == v
Ly — \/l_q -t~ 4
J]" o= L-'--.—._. .

pudsgue <y

Keste enfin i calewder @, ol a, Ur @y - xy est dunl &
Ia sonnne de touies les racines, c¢'est-a-died — 1. En
faisant lo produit aye, dapres les vogles du ealend symbo-
figue, un lrouve que ee produil contient 6 termes el il
est égal a4 fois la somme detoutes les racines, ¢est-i-dire

a —4; de sorle que xy ot x; sonl racines de Péquution
(& Dot e—A =0,
A'oi
— 1+ \-’l?

Paisiue g T, ]

En résolvand suceessivemenl fus cgualions E oy L,
2, s¢ calenle hien par une suife de vacines careées.

Ea [aisant ¢e calenwd, on voil que 2, dépend des quoalve
radicaux

viT, Vet 4, A, Vi =iy,

St done on veul inelre 3, sons i fovme novmale, il faul
voir si 'un de ees radicaux ne s'exprime pas rationnelle-
ment en funclion des anlips, Or

at b oy
o

POLAGONE BEGULIER BR 1T coris g
i caleulant sywbolignement, on vésifie que
(19— 3a)1ps — ) = 2(s — ),
'est--dire
VO AVl TR = 2417
Celte égalils mnuln- que sides lrois dilférences 1y —- Uy,
Yy — Uy, @& — .x,g, deux sont posilives, il en esl e méme
e la troisitme, ce qui est conforine anx résutlats oblenus
directement, ‘
Remplicons mainlenunt @y, iy, ¥ par leurs vadeus
nuneriques ; on trouve successivement
b= VIT

Wy ——————e
1 :! '

— 1417 FVJi—“VW

‘3[1 =

yll = J ii\ -
— T -|-\/.n «n

Ty TR 8 ---- S

\/iﬁ:l:!\’a u,\/-".'wu/n 0(1 \fn)\/"’s—"\fﬂ

e

La partie algéhriqque de notre probleme est done lerminde,

Nous avous déji fail o remoque qu'on ne cenid pas l|{'
construction du polygone rigulicr de 17 colés deduite de
coisidérations  puretient géomdhiyues | ily sagil done
maintenant de construite nos  espressions algebriques,
¢est-a-dire los racines de nos cqualions dusecond degeé.

7. Qu'il e soil permis dinterecaler icj une digression
historigne snr les constructions avee la regle el lecompas.
Bans la géomdétrie dps Anciens, Tusage de Ty regle el du
compas est loujours simulland ; art consiste i rapprocher
les dillérentes parties de la fgure de telle nuniere qu'on
aait i dessiner anenne ligne inntile, 1 est indillérent gae
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Jes construrtions sueerssives so fassent avee la régle onle
CON[HS.

Par conlre, on 1797, 'italion Mascheroni a [ail la tenta-
tive, conronnde de suceas, d'exdculer loutes les constre-
lions avee o compas seul | ila exposé ses procédes dans sa
« Geometrin del compusson, el prétend que les constrae:
Lions au compas sont plus exacles que celles avee lavegle.
Ainsi quit e dit expresséient, it éerit pour les awls me-
caniques; il o done foujours un but pratique devant s
yeux. Llonveage oviginal e Maschieroni est difficile ilire,
ot vous devons remereier M. it den avoir donnd un
pelit resume en allewand « Les Constructions de Maiche-
yani oo {Halle, 1880),

Bieulot apres, les geometres francuis, en particulier les
diseiples de Carnol, Tantenr de 1o Geométrie de position,
onl essayé inversement d'exéentey toutes les conshruclions
antanl gue’ possible avee la rigle (Voir anssi Lamberd,
Perspeetive tibee, 1774).

fei se pose nne question, i laquelte UAlgebre pernmel de
répondee immédialement Dana quel cas la solwtion d'un
prnbht'nw d'Algehree peut elle se constrnive avec la regle
seule 7 Les antears cités wont pas donnd de reponse hien
categorique. Nous dirons

L vegle permel de coustruire toutes les expressions algé-
hrigues dont le fornee est ratioanelle.

Dans lo méme ordre didées, Brianchon publinen 1818 un
petit ceril« Les applications de la tivorie des transversales
dans lequel il montra gue dans berueoup de cas on peul s¢
lirer dCalTaive avee Ta rogle seuje. 1 insisle de son coté sur
Ia valeur pratique de ses méthodes, qui sonl destinées a
faciliter les operalions du géometre-lopog raphe.

(“est Poneclel qui, le premier, dans son « Traité des
prapridlés ) rojeclives » (Vol. 1, 351-057) a émis celte ilée
il suflit de tracer dans l¢ plan un seul cercle fixe
pour punvoir constimire 4 Vaide de la rigle toules les

PRLYGONE REGUALR e 1T cores i)

expressions dépendant de rdicany carres. 11 fant counal’re
Waitleurs le eentre de ee eevele.

Colle Hlée 2 6t¢ développee par Steiner (1881) dans an
Gerit célohre, inlitade o Les constrctions giomdlrignes erd-

cutieg d Paide de la vigle el dun cerele five,

8. Pour effectner Ia conslruetion du polygone régnlivr de
17 eolds, nous suivrons Ta methede indiguee par voo Sturull
(Journal de Lrele, FLo2%, 1842), modilice plus bud paw
Sehrarfer (Journal de Ceelle, 1. 73, 1872). La constrielion
du polygone de 17 eotits y est Grite selon Teg vegles imli-
guées par Poneelel ¢ Sleiner; on s’y serl de Taveple ol
d'un ecerele fixe,

Montrans dabord conment, i Paide de la végle et un
cevele fixe, dont le rayon esl égal a Tunilé, on peab cons-
troive les raeines dune éruation du second degred,

dont les racines sonl ry el a2 ().
Menons (fig. 4) un diamélre A duo eorcle fixe ot Jos -
: genlog it ses denx
extrémilés pwloplons
sy ees  langentes
une direction posi-
tive, Portens sur Ia
Brrentle sipéricuee

an segment S oe-

. A :
sur par -+ osurda
Iz

tangente infériewre nu segment BCmesurd par 1, joi-
)

ecnong G el D, el matguons les poinls My el M, on In
denite G rencontre e cerele {omenens enlin bes droites
AR, oL AM, qui renconlrent I bangenle inferienre en Xy
ol Xo3 les deux segmenls BN, BXp onl pour Mesures

oL,

(") 0 ne Taid anenne igpethise suy te slpne ddes ravines,
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F1 efled, supposons gue
li_\—f T Ty iixi =% Wy
B S R LY Py =
La tangente on B peul ére gonsiddrée comme I igure
inverse du cercle Oy 1o centre dlinversion atant. A el ia
puissance d'inversion A, Done
Adi AN, - ANLAK, = A,
ce qui prouve que les qualee points B, My, Xyy N sont
sur un meme cercle, IE en résalle
6Ny 0N, == GMy L GMy == G
o hien
(BN - BOHBN, — BG) = BOL ()
o
ir‘-‘ “.\|“:\1 FyFa
POt s SRS
BN, -- BX,  Fockw P
Les tinngles semblables ADM,, XM G nous dennent (en
grapdenr el en signe, @ eondifien d'éerive les sommets

homologues aux mémes places),

AD AN, ALK,

e KM, XMLAX,
i f\_.i'lv..t\\'. e ﬁllg; L prodail
NN AN, - NNLXA = — BN
N o= Ko
il vienl dong _
- AD —2

OGNy = —= B,
Al
O anrail de mdme 7
- A
X, = = - BN,

An’

() Draprés I velation genérale
' i) == gy — Ui,
£ Ies Lrofs poinds 0, 9, ) sont en ligne Jdroife,

POLYGONE BEGULIER BE FT nopis AT
Obscrvons e
(N, == BN, — I}, (X = BXy— B,
U vient alors, en reteanchanl membre {0 membee ol divi-
sant par ﬁ. I-l_.\T_».

T
'}_ E (HX. - UXI)i
AV
d'ol
. —‘-- "‘:!
AD o “ - = _‘.,i_-:.,‘r-

BX, 1-BX, Mmoo P
La ritgle énoncde esl done justifiée (')
9. Clest dapriss ce proedédé que nous allons consleaire

les racines de nos quatre éguations du secopd deged, G
soul

(E) aider A=0, ayani pourruciuns ay el T

() ¥ -ry--1-0 — UTRGUS TS T/t
(1) y*—ay---0 — Sy el RS
(&) sty 0 — et 5y 3w,
Gelle dernitre donoe
9
o = 2cos T

&oir il esi Tacile de déduire le polygone ecgulicr de 17
edbis. Remarquons d'ailleurs que. pour coustruive z,, il
sullit de constrnive g, 23, Yy ¥,

0 fandra denc porler les segmenls suivanls @ sur Ia tan-
renle en A,

%
U S N
. v Tn Ui
sur la tangente en 13,
i
b -, Lo
i Ty i

qulivmnrquonf. que velte constrmction suppose Wen o feacé a
grealable los tangeados anx ddens extrémilés du dinmdtre Ab,
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Denx remarques praliminaires vonl nous Atre uliles
(fig. B

1¢ Joignons un point M du eercle aux points A et I oel

marquons les poinls

. ek b oodces ddroiles

renconlrent  respee-

tivement  les -

senles en B el A 1

est elair gue BGoel

AD seront de mitme

sons. De plus les

trinngles  reclangles
ARG, ABD sonl évi-
demment semblabiles el donnent
Al _ Al
Al T B

dope aussi

2
ol ADBG = ALY

Dot - AR = 4.

r h
Ihone Ay — -
1Y
o Prenons sne Al entre A el By poind T el que
A
— &
1E

Menons Ia draile DIogni rencontre la Langenle en B
en Boil est elaiv que fes seaments AD el Bl sont de sens
opposé elque lewr vapport vaunl 4.

D
Duone B
lll'.
i - AD
T 4

I est mainlenant asile de constraire Tes racines des
dynalions sureessives.

Construction des pacines de Udgualion tE (fig. 6), — On
porle sur fa fangeunle en A un segment AD = —~ 45 sur

POLYGONE REGULIER bi AT coriEs A4
1a langente en B le segment B =-+4; b droite G

renconlre lo corcle en deux poinds que Pone juinl an

)]

—_——

Xa 1] b X

point A; cos droites rencontrent In langente en B en lenx
puints X, eb Xy, tels gne
Iu!.i| == @y, ilf, = T9.
Construction des racines de Féquation n (fig. 7). — Ti Maut
porler sur la tangente co A le segment A Pour eela

) X
(i vem.) on joinl X, ("} au point 4, ke point de ren-

contrr M, avee Ie cerele wn point By et on marque de
peint ¥ o BM, rencohlre la langente ¢n A.

—_ A
AV == —
0y
. 1
T faut porler ensuite — - sur Ia tangente en B, A cel
1
elfeL {20 rem.) on mene la
I G .
N droite F1 gui rencontre Ia
tangente en B point G
I |
B o= — — Al = — —\
Ty
SN XY, U suflit maintenant de

joindre ¥ el & (ce quiesl

fait), de marquer  les

points N; et N; ol cetle droite renconlre lo cercle, de les

joindre an point A, de marquer enfin los points Y, el Yy
A

rig. 7

(") Cest 1o point prectdemment diterming.

anikss A
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oi1 ees droites renconlrenl Ia langente en B.
By, = y,, BYs = ¥,

Construction des racines de l'r'qu&!fml 7 (fig. 8). — L,
solution esl la méme que précédemment, saufl que X, jous
le role de X,.

0o mone ladroite 11D «

qui venconlre la tan-
gente supéricnrn en 11

(\” T ——

@y
On dire Hl gui ren-
conlre la langente infé-

riewre en K Lk = —
T3

Un argue les points My et M, ou gelle droite renconlro
le corele : on tes projette du poinl A sur la tangunle en &
en Yy el Yo Ona
Y, = 1, BY, == 5.
Ou a mis Y, b droile paree que 4 > ¥a.
Construction des racines de Uégnation §(fig. 9). — Pour
: i k
porter sur Ia langente supéricure —, on mine Ia droile
: "
AY, qui renconive le cercle en Ni, e B on projete N,

‘sur la langente supérieure en L3

- A
Al.l - —
ih
I sagil mainlenant de porter sur ln tangenle infé-
. 1
< risuie 'I—‘ I'our telaon

porle 'RS =-4; on
tive §Y, qui rencontre
Al en Uy on mdne of -
suite L qui rencontre
Ia tangente en D en E
Ona

POLYBONE SEGULIER B 1T corns 51

7 ]

o d

Fig. 10.

+4

B s By,

AL AT AR

honec
L.y
8P = 5'—-—‘
AN
- 1{:_1‘ — s,
I T 0

Marguous le poind Q,

le plus @ droite ol I
droite L rencontre o
cercle; projetons-ie du
_pnint A en 7 sur la
tangente en Byoonanea

——- dr

Bz, =2, == 2 cos o

Ou en dadait cos %

H

—— 1D

en menaat par 0O
paralicle 0T & Ja tun-
gente en B La perpen-
diculaive élevdée cuon
puinl b OT delermine
imnedintement le pre-
_mierel le seizicine some
mel dn polygone de 17
colrs,

La période 2y a €18
choisie prbiteairement ;
on angait pieeonstraire
de weme bmle aulre
pévinde & deux termes,
e gui l!(‘l‘l'lll'lll'ﬂlil de
trouver lous les anfres
cosinug, Ges conslrue-
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tions, failes sur des ligwes séparées, afin qu'on pat lés
suivee plus aisément, onl L6 vianies dans wne senli ligurs
ci-vontre {y. 10}, qui donne la constraelion complate du
polygone répulier de 17 coleés. ‘

CIEARITRE ¥V

Géndéralités sur les constructions
d'expressions algébriques.

1. Nous allons muaintenant laisser de eolé les conshrae-
tinns avee 1a régle et le compas. Avant de quilter ce sujet,
mentionnons une méthade nouvelle el lres simple, pour
elMectuer cerlaines  constrnetions 1 lo plivge du papicr,
M. Hermann Wiener a4 monbvé comment, en pliant conve-
uablement un papier, on peul oblenir le vésean des po-
Iyadres rt\"gulicrs (). Un fail singulier, c'est qne, vors b
médme Gpogue, un mathdmalicien hindouw, Sundara Row, e
Madras, a [ait paraiire un pelit éerit sur le méme sujel,
« On paper folding » (sur le pliage du papier). La méme
idén y est développée d'une fagon plus éendue; I'an-
teur monlee, par exeniple, comment, en pliant eonvenable-
went une papier, on peul conslruire par points des lignes
cohes telles que Tellipse, la cissoide, ete. (Londres,
Macmillan 1893).

2. Cherehons maintenant somment on peut résoudre
cromelvigquement les problimes dont la forme analylique
est une équation du 3° degrs ou de degré supérienr, el
YOYORS N pnriiculicr‘cn:mncnl. les géomilyes anciens y
sonl parvenus.

L'idée la plns natnrelle estde recourir aux eoniques ; les
anciens s'en sont heaneoup servis ; ils ont frouvd en parli-
culier que Vemplai de ees conrhes permetiait de résoudre

—_—

) Voir e ealalogoe de Pexposition mathémalique de Muonleh (8403,
&litd par Byk; Appondice p. 52,
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le probléme de Ta duplication dn cube ef e latriseelion de
I'angle.
Voici, en queliques mols, comment on peut résoumlne
weaphiguement Féquation du 3° degré
2 apd - he -k e = 0,
on I'éyuation du & degréd
a4 an® -k e -k ex - d =
Posons == y;  nos Gquations devienneul
ay oy - hr-e =1,
el y? - axy + by - cr + d = 0.
Les pacines des équalions proposées sonl done les ahs-
cisses des poinls communs i denx conirues.
L'équation = y représente une parabole dont Paxe
est dirigé suivint Oy, La seeonde dqualion
& -y - hr-4-¢= D
peprésente (fig. 11) une hyperhole doul les asymplotes
sonl paralltles aux axes de coovdanndes, 1'an des qualie
points d'inlevsection est a infini sur l'axe des ¥, les Lrois
antres sonl & distanca finie, ol leurs abscisses sond los
vacines de I'équalion du 3¢ degré, )

VFig. bt Fig. 12

Dans le 9 eas, la parabole est la méme. L'byperbole
{(fig. 12) a tanjours une asymplole paralléle & Oz, landis
que 'nutre n'est plus perpendicutaive & O.r; leg courhes anl
maintenant qualre poinis Cintersection i distance Buie.

CORSTIUCTION DES ESPHESSIONS ALGTRIUQUES, GENERALLTES Bl

On trouvera Pexposition détailloe des procédés des gto-
malres ancions dans Le geand onvenge de ML Maoriee Cantor :
distoire des Hatldmatigues (Leipzizc 1894, 2° édilion}. Comme
onvrages inféressanls sue fe midme ' sujel, on peal encore
cilev 1 Les eontpues duns Fantiquits, pur Zeathen {Go-
penhazue 1886); b Gdomdtrie analytique de Baltzer (Leip-
zig 1882),

3. Oulre les conigues, Ies anciens wlilistrent aussi des

convhes de  deges  supérienr, qui

i furent Caitlears précisdimenl inven-
téps & Pocension des problivnes qui
neng ocenpenl, Nons ne parferons

Q ici que de la cissode el dle la con-
e,

La cissoide e Dioclés (1M} ans

G . .
s av. J.-(0.) se constimil de lmanitve
/// i suivante. On donne (flg. V3 un cer-
s \ “ele, un dijunélee OA el Ia fangente

'”“\ TTTTIAE on AL Une sccanie mende par (1

\\ / renconlre o eerelo en b et Ia Lin-
gente en G on porle sur colle sé-
cante, & parlir de 0, une longueuy

M =BG Le Bea géomdvigiue
de M, gquand on [ail tonrner la
Fig. 13 sécanle aulourde O, ost la cissoide.

Formoens son déqaalion, en pre-
nant pour axes des et des y le dinmitre OA el Ta tan-
gente en O, Posons OM == r, MOz = 0, ol prenons
pour unité de longueur e diamelre du gerele. 1l vient alovs

L]
00 = — 5 OB = cos 0,
done
sin0

g = — -
cos 0 cos
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D'oi, en remariuant gue
re==7reosd, y = rsin,

an deduil Péguation

(e — =0

La courbe est done du e ordve ; elle posséde un point e
rebroussement i Vorixine, el adinel Faxe des @ comme axe
de symétrie. La langenle cn A estasymplole i in courhe,
Tagnetle passe en oulre par les points eycliques.

Ponr resondre i Paide de eetle courhe le problime de
Delos, Gerivons son équalion SOUS la forime

;,){_ y
(::: Tz

On voil alors que la cissoide peut &lre engewdrée par Fin-
forsection des denx droiles vaviables
4=, Y=

x {f—=x
La premicre passe par I'origine ctinterceple sur la tangenle
en A Lt longnenr b 5 la seconde passe par le point A(z==1,
y = 0) clintereeple suv I'axe des 7 falongneor 32,

"De Ta nne construetion simple de Y3, On prend sur Oy
ane longueur 0 = =25 on mine AD qui conpe I
visenide an seal point véel Pooon mena enfin O qui
dotermine sur la tangente en A la longueuay

5

AQ == YO = va.

&. La rouchoid: de Nicomede (environ 150 ans av. -Gy
gohtient de Liumanitre suivante.

Soit O (fig. 14) un poiul fixe, el a sa distonce i une
droite ixe . Faisons lourner autour du point 4 un rayon
muohile: & parliv da point P, oin 31 rencontre 1a droile, por-

CONSTRUCTION DES FXPRESSIONS ALGENRIQUES, GENENALITES b7

tons sur lui dans les denx sens une méme longueur b
le licu des exleémiles
de ces longuohrs est 1a
conchoide,

)

Selon que b estsupé-
ricur ow inférienr & 4,
elie admetl i Porigine
un point double ou un
pointisold; ponr b=,
c'esl un poiut de re-
broussemaent,

he cetle construclion
on dédnit s simple-
ment Uégquation de 1a
lizne en prenant pour
axes des 2 el des y I

perpendicniaire el a pa-
ralliele mendes par O &
la droite D.

Posant OQ=r, on i

ro b
Fig. 4  a—a
d'vit (a2 -y — af — b == .

La conchoide est done du qualritme ovdre, posside un
point double & Porigine, se compose de denx bhranches:
avant pour asymplole commune Ia droite x =a, Ln
ountre on voil que 1a courhe passe poar fes points cyclijues,
fait importanl pour la suile des raisonnemen!s.

Voici comment cefle courbe, supposée construite, permet
{eflectuer la trisection d'un angle gquelcongue.

Soil ¢ = MOy Tangle b diviser en lrois parlies égales.
Prenona sarle edté OM une Jongueur OM = b, nenons
par M la paralltle a0y 5 conslruisons enfin Ia conchoile
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avanl O eomme paint double, la paralldle conmvme asymp-
tote el earactérisée par la longueur b,

Gela fafl, diéerivons de M comme eentee un cerelede
payon #; la fignee montre Svidemment gu'il rencontre la
conchoide enoun point A situé 2 Pintéricur de Fangle MOy,
On démontre suns dillieulte ancune yue

Al =L T

Nos recherclies précédenles nons onl appris que le pro-
bleme de la riseclion de aogle est uo probléme du 3 de-
ored; il admel les Lrois solulions

?, p-+-2n , ry__-!— An

3 3 :
Tonte conslruction géomdétrigue qui résont ce probléme i
Faide d'une courbe de degré supérienr, doit foursiv natu-
rellement toutes les solulions, sans quoi Péquation du
probléme ne serait pas iveéduetible.

Ces solulions résullent ci eliel de nolre figure. Le crrcle
el la conchoide se coupent en 8 poinls (*). Peux d'entre enx
sonl confondus i Perigine, deux aulves avec les points
eycliques; aveun d'eax ne pent fourniv une solation du
problime, Restent done guatre points dintersection, de
sorfe (il semble y avoir une solulion de trop. Gela tieul
A ce que, pani les 4 points, se (rouve néeessaivement le
point B, lel que

oMl == 24,
poinl qu'on peul conslraire sans le secowrs de la courbe. 1
ne resle done plus que trois peints qui correspondent aux
treis racines fournies par la solulion algébrigne.

5. Dans loules ces conslractions 4 Paide do courhes

"} Deax cowrles, Pane de deges a, Uautre de degré p, onl mp poinls
commung,

CONSTHUETION DES EXPIESSIONS ALGEBIMQOER, GENERALITES B

algebriques de deged supéricur, il Tl encore ducider la
question de Pexdention pratique. Il faut ponreeela wn appa-
reil (qui trace Ia courhe d'nn trait continu; une construction
par poinls u'est aulee chose an fond qu'une wméthode fap-
proximation. On a construil heaueoup dappareils de ce
genre 3 il y en a qui élaient déja connus les géomelres
anciens. Nicomde fronva an dispositif simple pour tracer
sp conchoile 5 ¢'est le plus ancien appaveil connu, ontre ln
rigle el le compas, (Gf. Cantor, Vol |, p. 302.)

On trouvers une énumdration des appareils construity
plus récemment dans le eatalogue de byk, p. 227-200 el
3405 el p. 4243 de Uappradice.

& Pt 1
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LES NOMBRES TRANSCENDANTS ET LA QUADRATURE
DU CERCLE

CHAPITRE 1

Exlistence des nombres transcendants,
Démonstration de M. Cantor.

1. Roprasentons comme de coutume les nombhires par les
points d'nn axe des abscisses. Si nous nous-hornons wux
wombros rationnels, les poinds correspondints remplivont
Paxe dos abscisses avee nne « densité purfuite », c'est-
a-dive que dans wn inleyvatle, si petit qu'il soit, il y a
nne infinilé de fels points. Néamnoins, comme les ghon-
iros ancirns avaient déjia recont, Vensenble continu ales
points de I'axe n'est pas épuisé de celle manivre; les -
hres ivrnlionnels s'introdaisent enlee tes nowmbres rafion-
nels, el la question se pose 8i, parni leg nombres ircation-
nels, il ne faut pas encore faire cerlaines diftérencns.

Définissons dabord co gu'on ‘enfend par nombres alyé-
brigues. On appelle ainsi lonle racine dune duation algd-
hrigue

Ay A " e e e oL @y 72 (),
dontles coeficients sont des nombres enliers, premiers
enlve eux. Bien entendu il west question que de vacings
yeellos.

Les nombres rationoels en sont un eas particulicr conne

]
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racines des Gquations de la forine

g -1-a, = O,

Les nombees algehrigues réels formeut-ils un cnsenible
couling, ou bicn une suile discontinug, telle (uion puisse
inserer daulres nombres dans ses inlevvalles? Ges nou-
veanx nombres, ies nombres franscendants, seraient alors
araclévises par ecite propridté de ne pouvoir flee racines
d'une dquation algéhriqne enlitre A cocllicients enlives.

Celte question a d'abord élé rasolue par Lionville (Comples
Rendus 1844, et Journal de Liouville, V.G, 1851); il aen
effel démonlié Peistence de nowbres teanscendanis, Mais
sa démonstration, qui s’appoio sur lu théorie des frae-
lions coutinues, est assez compliquée. La gueslion deviend
heaucoup plus simple lorsquon se pHace an poinl de voe
diveloppe par M. Georges Gaitor dans un mémoire dune
importance vapitale @ Swr wae propridé de Lensemble des
nombres alyibriques réels (.hmruu'l de Crelle, t, 77, 187),

Nous allons exposer sa deémonstration, en wlilisant noe

ilée un pew plus simple, que M. Canlor, sous uvne forme
diflerente il esl veai, avail signalée i Fassemblee des o Na-
turforscher » i Halle en 1891,

2. La démonsteation repose sur celle propriéls qace bes
norahres  algéhrigques Torment un cuscmble Avrnmdérable,
tamhis quiil en est autrement dos nombres transeendants,
A Canlor veat dive par T quion penl ranger 164 prenticti
dans un corlain ordre, el que chacun @eux occupe uns
place délerminde, numerolée pour ainsi dire. Gette propo-
silion peul aussi s'énoncer de la manitee suivanta :

On peut éiablir une co.vespondaice wiivogue enive la wul-

tipticité des nombres algdbriqus riéels of la mulliplicité des

numbres entiers posilifs.
Il semble quiil y ail I une impossibililé. Les numines
entiers positifs ue forment qu'unc partic des nowbres

EXISTENGE DES NOMBIES TRANSGENBANTS Gd

algebriques réels; puisqu'n chague nombre du premier
ensemble on peut faive cortespondre un nembre ol an seul
du second, Ia partic serait done égale an toul. Celle ohjec-
Lien reposo sue une annlogie inexacle. Le Udoréime qui dit
que la partic est plus pelite gque le Ltoul, wesl plus valable
quand il s'agit de grandeurs en nombre infind. 1T est bien
dvident par exemple qu’on peut dtablir une correspondance
un‘ivnqun endre les nombres culiers positifs et les nombres
puirs posilifs, it suflit d’cerire
61 2 3 ... n ...
0 2 4 06 ...20 ...
Quanal il s'agit de quantités infinies, Jes mols grand el
pietif ne sont pas bien i lour place.
M. Cantor a proposé de les caraclériser par lear pais-

siee 2 fleux colloctions infinics onl méme puissance,

» \ ;
lorsqulon peut dtabliv entre leurs éldments une correspondence
mrivoge,

3

Le Wiéorame que nous avons i déinoentrer prend alors la
forme suivanle :

Lensemble des nombres alyébriques rdels a mdme putssance
que Uensemble des nombres entiors positifs.

On oblient Pensemble des nombres algéhriques réels en
chevelmnl les racines de foules les équalions algéhriques
de 1a forme

w0 o= g™ e -,y -, = L

Tous les @ sonl supposcs premiers enlre enx, ag est posi-
il el 'équation esl irrdduclible,

Afin de ranger les nombres ainsi oblenus dans un cer-
fain ordree, nous considérons leur dauteur N, qui est repré-
sentée par

N=a—1-+|a|+ o]+ ...+]anl;
| & ] représente la valewr absolue de a. A un nombre
dorné¢ N correspond un nombre fini d'équations algébri-
jues. En ellet, N élant donnd, le nombre s a certaincinent
une limite supérieure, puisque N ol égal & n —1, nug-
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menlé de nombres positifs;
pst une somme do nombres
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en oulre ladiforence N —{n—1)

dont le nombre est avidemmment find,

i

posilifs premiers enlre eux,

AN

Racines

n \ | ero] \ | \ Laa] ‘ s l Jadl 1 Equation
i i i 0 w=0 i 0
a 1} 0 0 -—
24 3 1] — 2 — 1
1l ‘ wh =0 41
2 | 0 1] —-
311 3 0 -— & — 2
i
2 i dprl=0 —_—
i
1 9 ¢ er2=20 oy
2 -2 n [} —_ + 2
i 1 0 —
t 0 1 —_
3 i [ 0 —
sl & o =z 12| —3
] | Il =0 — },61R03
2 2 — — 1 ALA2E
| 3 3 =0 — 0, TuThE
al 3|00 — — 0,61803
alyglo — — 0,330
»boft Pt -1 =0 -4 0,32333
i ] 0 - - 6 GEBOY
i l ] nre—1=0 40,7071
' 1 1.0 2 wt—2 =1 -+ 160421
alelofo]oa - -+ 161803
L 1 L] 0 — ~+ 3
i 0 | f —
1 0 0 f —
& { { 0 1] ] —_

Calent i oune méme valeur de Nosuivant leur

EXISTENCE DES KOMBRES TRANSCENDANTS G
Parmi ces Gyuations, il fanl écarter celles qui sont rédue-
Ailes, e qui n'offre thdoriquement micune difficults.
Le nomine des éguations eovrespondant i une valear
" dounde de N étant limité, il ne correspond i celle valewr
qpan nombre limilté de nombres algébrigues. Nous disi-
anarons ce nombre par 2(N). Le lablean ci-contre contienl
o calenl de gl), #{2), ¢3), olf) el des nothres o i
1eur correspoinlont,

Hangeons maintenanl ees nombres algebrigues suivanl
Jeur hauteny N.' o1 ordonnant les nomhees qui eorrespon-
grandear crois-
sante. Nons aurons ainsi las les nombres algebriques,
ehacun Peux i wne place ddterminde. Clest ce qui o ¢lé
Sait dans le tablean précédvnt.

Notre praposilion est done démonlrée.

3. Voici maintenant la proposilion générale que nong
JIYONS en vue

Si on considive une portion de Lage des x, anssi pelite
vyne Pon veut, il s’y trowve une infinité de poinis qred -
fiennent cortainement pas & v ensomble dinndvable domis,

En Wantres lermes :

Liensemble contisae des valewrs mumdrvigues veprésenlies
par les points de Fare des . cintlenus duns v portion de
cel are, st pelile qu'elle soil, o wne puissunce phis gramde
que celle d'un ensemble dnniralle donnd.

Cela revient visiblament i aliiomer Vexistence des nom-
bres franscendantss il sulfit de prendre cmmme ensemble
énnmcrable celui dés nombres algébripues.

Pour démontrer ee thémeme, dressons te tablean des
nombras algéhriques, comme precédemment, ot derivons-y
tous 1es nombres sons forme de nombres décimiux ; ancun
deux ne sera lepmind par une suite indeéfinie de 95 car
Tégalile

L =090 ,.,..

[N IR [$
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montre quinn (el nombee est i wanbre decimal exact,

S paninlenant nons ponvions conslruire un nombre ‘ih'!--
einab (qui ne soib pas termind par noe suie imh’-'liniu Gll.'. .
ot qui ne se lronve pas dons nofre lable, ce serail ('.m.-l:mm—
ment un nonthee ranseendant. Un proeddé (s simple,
indisgné par M. 43 CGanlor, peemel de tronver non F-i'nll.elu'nnl.
ai el nembre, neds une infinite, méme si les Limiles
entre lesquelles doil se lrouver be nombre sont nxl‘rt'-,u.m‘
went papprochées, Sapposons, par exemple, (|u'(‘: Inei cinng
premivres dicimales du uoibrs saient downges (7). Lo
procéde de M. Canlor est alors le suivaul. N

On presud pour 60 décimale an nombye différent de 9 el
de Ta G0 décimale du prentier nombre algéhrigue; pour

7e déeimale, un nombre dilicrent de O ot de tn i® dévimale
du seeontd nomire algebrique, ele. he cetle manicre, on

ohlient une fraction décimale ilclinie, qui ne sera pas
{epmninde par ung suite indelinie de el gui Cl‘l‘l:lil.wlll(!nt
nresl pas conlenue dans notee table, La prnpnsil:mn (‘\st
dong démoniree.

Ou voil aussi par i (si on veut birn nons permelire colle
axpression) qu'il ¥ a beaaesup plus de nombres lranscmfﬂ
dunis que de nowmbres algebriques. En elied, guand on d(f—
termine les décimales inconnues, on peut choisir, en ¢vi-
ot bes B, huil nombres differents; on forma ainsi des

“nomhies transeendants b nombre: de cot, méme quand
its doivent &lre compris enlre desliites aussi rapprochies
que Fon veud.

(') trest alive que los lianites enlie forpuelles doil élre comprls le

pombre different e o .

CHAPITRE 11

Coup d'eeil historigue sur les tentatives de ealcul
et de constirnction de r.

Neus allons fkirn voir que e nomdwe = appartient i la
clagse des nombres Deanseendants donl Pexislenee o ée
demonteée dans T chapilre préeddent. La preave rigou-
veuse on & 6U6 fournie par Lindentann ea 1882 01 aninsi
résolu définitivemenlt aw problime qui a précecapd les
inathimaticicns adepuis gquadee mitle ans (anssi loin que
penl vemonker Phistoive); o’est celai de o quadrature du
cerele,

Fn effel, si = n'rsl p:is un nombre aluchrigque, il esl
impassible de e constenive avee la rigle et e conpas; Ta
quadreature du eervcle est done inpossible ae sens o Fen-
tendaient les ancirns. I esk intéeessanl de suived les tenta-
tives failes en vae de Ja solulion de ce probliime ans
ditfrentes épogues de fn seionee, de voir comme on 2
lowjours essayé de nouvelles constructions avee la cogle ol
le compas, commenl rofin ces efforts ndoessaivement in-
feuctneux onb exered inffuenee la plus fécomde sur les
hranches les plus diverses des Malhémalignes,

Les ¢ltments de la petite revae historigue qoe nous
alons faire sont emiprautes & un ouvrage lees recomiman-
dalde de M. Rtudio @ o Arehimdde, Ilaygens, Lamberl, Le-
pemdre, Qualre ndmoires sur la mesuare da cercle o
(Leipzig 1892). Ce Jivee contienl la baductlion allemande
dea reeherches dles auteurs nomimds ci-dessus. Yuoigque e
mode dexposition s'éloigne heanconp des idées modernes
donl nous altens faire nsage, on y'trouvers néanmoins dis
particularités intéressantes, doul on pourrs Liver une utilité
pralique au point de vae de ensciguenent,
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4. Dans les tentalives failes pour délerminer 1e rapport
du diamétre i la circonférence, on pl:n‘l d’ahord dislinguer
I'dpoque rmpivique, dans taquelle on cherehe & arriver an
Bul par mesure ou estimalion directe.

Le doecument mathémalique je plus ancien gui existe, lo
« Papsprus Rhind » (environ 2000 ans avant §.-C., :‘:Enn_nr(,-.
deji fe probleme sons s forme hien connue @ constrre wn
earré cguivalent iaam corele donné. Lanlenr du papyrus,
Amis, donne la régle snivante 1 on retranche dun din-
maélve une quantité rgale i son penvitme ; ot construit un
carves ayant ponr e6lé la partiec restante; il est équivalent
an errcle. On obtient ainsi pour = une valeur pas {rop

H 2
- AT S
g) =

erronée,

Bien mwoins exacle est ja valeuy m =3, que Vou trouve
dans Lo Rible (107 Livre des Bois, 7, 235 2° livee de ia Chro-
nigque, 4, 2.)

2. Les Grees, Avcliminle en particulicr, gelovierent au-
dussng de ee point do vue ppirigue. Dans son livee
w vk patagmg e, e dernier geometre ealeuin la surlace du
corele an moyen de cetle des pulygones insciils el circons-
erits, comme on le fait encore aujonvd’hui dans 'enseigue-
wment elémentaire, Sa methole resla en ushge jusgna Vin-
vention dn caleal diffvrentiel y elle ful particnliérenent
developpée el vemdue privigue par Hoygens (mort en1654),
dans son ouvrage « de magnifndine circuli invenia v,

Pe wéme que la duplication dn cube et la tisection de
Vangle, los péomelres grees shevehrent A effectuer la qua-
dralure du cerele an moyen de conrhes de degré supérivur.

Considérons par exemple 1a sourhe

: o = are sin .
Elin se présente sous la forme J'une sinussoide i axe ver-
tical. Géomdlriquament, = SC présenld comme une vr-

IHSTORIQUE BER ESSATS DI CALGDL 1T DE CONSTRUEETION DI T (1]

donnée particnliérn de eelte courbe ; au point de vue de la
Urdorie des Tonctions, ¢est nae valear particulidve de notre
fonction transeendante. Appelons appareil (ranseendanl
tout appareil qui trace une courbe ranseendanle; un appa-
il transeendant qui dessine la sinusseide nous donnera
une construction gémmétrique de =

la couwrbe 1y == ar¢ sin & g'appelle dans le langage
modaerne une courbe intdyrale, pavee quion peul ln défini
par lintégrale d'une fonction algabrigue,

— !“ dr
v y Jt‘——.’u”.
Les anciens désignaient ces conrbes sons le nom de gua-
dratrices ou tetpayonfansn, La plus connae est la quadra-
trice de Dinostrate (environ 350 ans avanl J.-(0); elle avail
déja 8lé construite anléricurement par Hippias (420 av.
J.-0.), qui s'en servil pour la triseetion de Uangle.

Eile se définil géomeétriguement de la manicre suivanie
(fig- 15). ‘

Elant donné un cercle el deux rayons rectanguluires (A
ot OB, deux mohiles M oel L se
menvent d'an monvement uni-
formae, Fun sur le rayon OB,
Pautre sur Pare AL 1ls parlent
an sname instant de leurs posi-
lions inilintes O el A ebarri-
venl simuilanément en B Le
poinl d'intersection 1 de OL
avee la paralldie MNP mendée
par M & OA décrit la (uadiralrice.

De celle définition, il résulle qnn‘y esl proportionnel.

Fig. 15

I 03 conune daubre parl y =1 pour h=--y Ona
‘ H

0=y,

NDI B

De plus
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!
o=y I:_: .,'1..;
MH

done Pégualion e la uadratvice o8t
1 7
_'_I_ — [g .__‘.”4.
x

Eile rencontre Faxe des @ o un point dont Pabscisse esl

. i
& == lim -~ = pour =1

! b
g5V

done

2

g=-—:
™
Dhapres celle formule, 1e rayon du cercle ostln imoyenne

propurlionneile entre 1a longueuy du quadrant et ahscisse
du puint dinlersection de la quadrabrice avee I'axe des 2.
On penl done se serviv Je cotie eourhe @ ta [ais poar la rec-
Lification ot ia qoadrature du cercle, Remapguons d'ailleurs
gue cela revient simplement & formnler le probléme de ia
yeelilicalion sous  forme ghomelrigue, aussi  longlemps
qu'on vaura pas construil un appareil permetiant de
dégrive la conrbe 'nn Lrail conlinu. :

Fig. 10

La figare 16 donne uue idée de la furme de la courbe,
avee les hranches qw'on ohlient cn considérant les valdurs
de ¢ supérieures & = ou inféricures h — ™. Evideminent

MSTUMQULE PES KE&EALS DE CALGUL T b CONSTRUCTION BE T (!

fa quadraltice de binoslrale n'esl pas aussi conunode gue
Ia courbe

y == G S0 E
maig il no semble pas que celte derniire ait ¢lé uliliste par
les géomalres anciens.

3. La périodn de 167017170, caraclévisée par les noms o
1,cibuiz, Newlon, Euler, esl colle do la naissance de 'anu-
lyse moderne. Les grandes docouvertes se succbdent e

wds on une saite ininterrompne, el naturellement I'élroitn
| pue,

rigneur est quelque pe rejelée i Farrigre-plan. Pour notre
noint de vae, cest 1o developpeent de la Mdorie des
séries qni est parliculitrement - imporlant, Un geand
pimnbre de valewrs approchées de = cn ant &L6 déduites )
il nous suliise de citer ta sdrie de Leibniz (connue dail-
feurs avant lui) :

1:’__1 |+| i+
i T

hans cetle méme péviode se place la décounverte de la
dapendance des nombres ¢t w. Le nombre e, Jes loga-
vithmes nalurels el par suite la fonction exponenlicile
sont mentionnds d'nbord dans les ouvrages deo ¥ Anglais
Napier (Neper 1614).

Ge nombre ne semblail d'abord avoir aucun rapporl
avee les fonclions gcirculaires et lo nombre .7, jusiu’a ce
qu'luler eal le chburage de considérer des exposants imagi-
naires il arriva de celle manicre A 1a céldbre formule

elr =— cog x - § 8D 2,
«qui, pour T =T, $€ réduil &
ot = — 1.

Celte formule esl certainement une des plus remar-
quables qu'it ¥ ait en Matbémaliques. Cest & clle que 38
rallachent les démonstrations modernes de la transcen-
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dance de x; ellus commencent par montrer 1a lranscen-
dance du nombre e

4. Apres 1770 Uespril critique reprit ses droits. Gelle
méme année pacat 1o live de Lambert : Connaissaneces prd-
, liminaives ponr coir qui cherchent la quadvature du cercle.
Iy teaile entre aulres de Uirrationnalité du nombre =,

En 4791 Legendre démontra détinitivement dans ses ¢#18-
ments de Gemmdéteie e T el =* soul des nombres ireation-
nels.

5. Ce wesl que cont ans plus Laed que commencent fes

recherehes modernes,

Lo point de départ a ¢l te Memoire de M. Hermite « Sur

Lt fonction exponendictle » (Comples Rendus 4871, public

ei 1874). 11 y démontre 1a tramseendance du nombye &
e demonstration analogae pour =, s¢ raftachanl alroi-

entent & eclle de M. Hermite, a ¢té donnée par M. Linde-

mann (Mathematische Aunalen, 20, 1882 Voir aussi les

Comples Rtendus des académies de Berlin et de Paris).

La question étail done enticreinent élucidée pour Ia pro-
i fois © mais tes considévalions de MAM. Iermite ¢t Lin-
demann étaient encore trés compliquées.

La premitre simplification a 616 indiguée par M. Weier-
slrass dans les « Borliner Rervichie » de 1885, Tous les tra-
vaux cités précdqdemment ont éé réunis par Rachmann
dans son livre : Lecons sur la nalure des- nombres ivration-
nels, 1892,

Au privtemps de 1893 se produisirent de nouvelles et
tris grandes simplifications. En premitee ligne il faul eiter
les mémaires de M, Tilberl dans les « Gietlinger Nachrich-
ten». Pourtant sa démonstiation w'est pas encore absolu-
ment dlémentaire 5 il ¥ veste encore une (raco des idées dir
M. Hermile sous la forme de Pintégrale

BISTRIFQUE DES ESSALS DE CALCUL ET PE CONSTRUCTION e ® T4

N t
{ e dse=pl (')
R e -

Pen de lemps apres, MA. Hurwitz et Gordan ont montre
quion pent se  passer (e celle formule lranscenlante.
{(tGie:tinger Nachrichten ; Comptes Rendus ; Math, Annalen,
Vol. 41). :

La démonstration a pris waintenant une forme tout a fail
Aémentaire ct semble accossibie it tout le monde. Glest A
1a marche suivie par M. Gordan que nous ciltacherons
nolre exposcé.

'y pl=1123 ...p
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La transcendance du nombre ¢

§. Mous nons appuicrons sur Ie developpement en siérie
Lien conny de 7 ‘
; w 42 e
rToo { -4 T‘l—'““_ﬂ‘"l” N ‘J"‘T“‘"""
convergenl pour touies les valrues de @,
nsistons, ¢ passaunl, sur Iy difference enbre 1a conver-
ence theorique et 1a eonverzenee pratigne. Si on prend
P T Inhoricux de calenler o' Al M0yen de
eette sevie, Elle esl pourtant convergenie théoriguement
on voil facilement qu'i partic du oo Lerme a fhelorielle

w1 du dénominateny croit plus rapidement que la puissance
. "

qui figure aul nwmératenr, Gelte circonstance, (ue =g
£ .

a pour limite zéro guand » devient infini, st importante

peur nos raisounemenis ullericurs.

2. Nous allons dcmontrer la proposition suivunbe !

Lo nanthre ¢ west pas 1t nombre algéhrique ; en danires
termes, e nombre ne peut &lre pacing dlune égquation eni-
tiere i coclflciends enlicrs

W) = Co-1- DI SR C,am =03
on peul toujonrs supposer que les coeflicients Gy sont pre-
miers enlre cux. '

Voici ba marche do la démonstration. Nous supposcerens
quil exisle un nombre entier n, el des ealiers G, pre-
miers cotre cux, tels que Fon ait ’

F(e) = Go - Gy -+ Gyet - 0o Cur" = 0.

LA TIANSCENDARCE DU KOMDRE € T

En mullipiiont les deux menihres par un ceriain nont-
Qe M, il vienl

ME(e) = MCq - My -- MCae® - .. Sl MG e

Nons moulrerons uon peul choigir ce nombre M de
manigre i salisfire anx dondilions sujvantes :

10 Chacun des produils  Me, Me?, L., Ao pent élve
decomposé en une parlic enlicre M, ot une partie fraction:
naire e .

1identité prend alors la forme

MI(e) == MOy 4- My -+ MyCo il <o - BLGCy
4 Cyzg 4 CGgeg -4+ - 1 Cney = 0.
20 L partic enligre
M, MO ... - M wOin
wesl pas nulle, Cela résultera de ce Tail que, divisée parun
nowbye premier, elledonue un reste dillérenl de zéro.

3 Llexpression ' .

U‘ﬁ - (:2!! =, _"“ C"G"
pent étre rendue aussi pelite que Pon veal.

tes eondilions 6lanl siupposées remplics, IMidentile sup-
posie est évidemment impossible, puisque 1a sonne d'an

1:u||ur non nul ct d'une fraction proprement dile ne peat
¢lre égale L zéro.

- N - F -
3. Nolre démonstralion exige lemploi d'un cerinin sym-
hole & et d'un polynome ¢(x).

ke symbolo I,

I n'estnuire choseque 1,2.3 tp=rl; parPemploi
e ce syinbole, on peal éerire

] "

x T
=4 b=z Voo ‘e
.+h : h’+ +h"+

; T .
H w'a pas d'aulre significalion ; il serl uniuement h éerire
<ons une forme plus simple loule formule contenant des

puissances ct des factlorielles.
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-Supposons donndé un palyneme diveloppé

f{x) :2 22"

uous représentons par f(h) el nous écrivons sous la forme

E ehr

la somme :
¢4 213 cn.3l+---+c,.nl
Supposons (qua le polynome f(x) ne soil pas daveloppé.
Caleuler f(h), c'est développer ce polynome par ragport.
aux puissances de kel vemplacer ensuite Ir par rl. Gest
ainsi que : ' :
flk+h)= E e {h+ b)Y = E chr = E c.rl
‘ ¥ [ L4
Le polynomo {z).
Considérons 1o polynome remacquiblo

-1'—1[“ —r)2—1) ... {n— x)]?
gfr) = a7 5 .

p est un nombre premier, a le degré de I'équation algé-
hriue d laguelle satisfait par hypothise le nomhre o,
Nous suppeserons p supériear & n et b {Gol, et plus tard
nous le ferons eroltrn au-deld de toule limite.

On aura unc image géomélrique de co polynome en cons-
teuisant Ia courbe

y = ¢(z).

Aux points w®=14, 2, ..., " olle admel Vaxe des &

comme tangente d'inflexion, puisqu'elle ie rencentre tnun
nowmbre impair de points, tandis qu'a Forigine, cile le
tonche sang inflexion. Pour les valewrs e x comprises
entre O et n, clie reste dans le voisinage de I'axe des @
pour des valeurs plus grandes de x, elle s'en écarle indéli-
niment,

LA TDANSCENDANCE DY NOMBRE € 7
Propriétés du polynome 9{x).

1. ® étant supposé donnd el p croissant au-deld de toute

fimile, g(x) tend vers zéro, et de méme la somme des valeurs

ahsolues de ses lermas.
Posons u = a{l—a)...(n—x)i on pent éerive

urt on
W) =S4T T

- qui, pour p infini, tend avidemment vers 6.

Pour avoir la somme des valews absolues de g(z), il
suflit de remplacer -~ Par |zt dans Ia forme non dive-

loppée de ofx). La seconde partie de T propusilion e

démonlre alors comme 18 premiare.

5.k dtant wn nombre enlior, olh) est wn wonthre enlier,
non divisible par p, cl par suile di/]‘ércn't e zdro.

Daveloppons ¢(a) par apport ANX PUISSANCes croissanles
e x, on remarguant que les lernes de degrd le mains el
1o pius (levé soul respeclivement de deges p—1 et
ﬂp—t~p-—-—4. On aurn

rEn e P ' " p! anib et

" cx’ anetr
olx) == E P e W A P R

’ i — ~ 11 1

oo p—1it p—1 P

fone
yr=zup-|-p—1
olh)'= 2 e,
yr=p-d

Abstraction Faile du dénominatenr p—11 qui fipure
Jdans lous les lermes, les coeflicients e, sonl des nombres
entiers. Ce dénominatenr disparail sitdl (pon remplace hr
par r1, pnisque la factoriele de moindee egré est

-t = p -1 !,

Tous les lerines du dévalopprinent, A partir da second,
contiendront lo facicur p. Quant an premicr, il s'éerit
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(1.2. .ony. ;1———1!
p—ll

= (1),

ek west cerlainement” pas  divisible pav Te aomlice pre-
mier p, puisque, pav hypothise, poest un nombre plus
grand e n, ~
Done
e{h) = (nl)r {mod. p),

el par saile alhy A0 ‘
pt#) est daillenes un s grand nombre 3 ealeulons son
germe e degrd le pluﬁ dlove ; c'esl

{1 po 1)

p—_|[ =pp-+1) - {np r-p—1)

N, A dlant nn entiee, of k Dwovdes ponbies
= L2, ...
gl 4- K)ot un nombre entier divisible par p.
i a
\
plh -t k) = 3 e (k- kY == 3 ey’
r r
formmle dans Jaguelie on ne doit vemplacer &7 par 71
quiapres avoir ordonné e developpement par m]npnll any
puissances croissantos de ke,
Dapres les rigles indiquies pour le caleul symboligque,

on a 'abord
g - k)= (fe 4 k!

[0~k h)(2—l Rt} - {=h)-- (n=b—I)|r

p—1! '
L oayand Tune des alenrs I, 2, ..., n, un des faclears
dn crochel se péduil 4 — &, par suite, le terme du
moitidre degré en & dans le dévetoppement est de degre p.
On peut done écrive '
' r==up §-p—9
glh k) = 3 cir.

r=p

Les coefMicients ont encore pour namiratears des nombres

. . . t ,

LA TRANSGRNDANGE RU NOMIRE £ T

euticrs el poar dénominatene p—1tlL te dénominaleuy

disparail sithl qu'on remplace k7 par r 1 Mais, celie fvis-ci,

tous les lermes du développement. sont divizibles par p;
en elfet, le premier s'éerl :

(Aot [(kA = B ! —( =1y A p k= Un—klfr . p-
p P

olh -1- k) esl done divisible par p.

4. Damontrons mainlenant quo Pidentité
B(e) = Cod Cue - a4 ... + G = 0
esl impossible.
Muitiplions les denx membres par oth); il viend
elh}. Vi) = (,'.u'g.(h) A4 Cpalfe 1= o 4 Gogih)et = 0.
Cherchons ensuile & décomposer un Lerme queisonge
Cyolh)e® en un enlier el une fraction. On a

ek wh) = c"E . ¥

Axvant égard an tlr'wluplwmonl en serie de ¢f, un lerme
l[lu-lwnquo de eelle somnie, nbstraction faile du cortiicient

¢, W la forme
Mk R . A A W

e b= -F——i——F 21 -+ Tr-’-m
Ou doit y remplacer &7 par 1, ou, ce qui revientan meéme,
par Pune des quantiles
vty ele— 1Y, L r(ir—1)..3.0%, r(r-— ). 2.k,
si ¢n mdine Lcmins on simplific les fraclions snccessives, il

r(r—1#

PO T S N o (r—4) s 4 e
el -_-!1+l fr=t ke + 37 b2 4+

vienl

+----——‘—)hl" -2 }- hk"" 4+ &

k’ -
I LT
+ L+i gEerw I J
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forme que le développement
la seconde ligne s¢ ouve

Bl
La premidre ligne a méme
dee (-1 kv dans la parenthése de

ja strie
0 k 4 2 4
TN e+ 2)

ament inférienrs 3 couy de

1es lormes sont respecliv

Jond
ba serie
o= 1 l:)_* & e
=179 :

|4 seeonde ligne peul donc s¢ représenioy par une CXPres-

cion de ta forme
'In!.'- ':lr.L.r‘

tant une fraetion proprement dite,

)
ik ¢
néme décomposition pour ¢

Faisons la haque terme de la

comning

c"}] PR

elte prend la forme

c"E el = }J el BY e"E qearrh”.

io e cetle somme n'est aulregne w(h-1- k)3

fapremidre part
¢ enlier divisible par p.

cest done (propriélé i) un nowmbr
Praatre part (propri¢té 1)
o(k) = E e

fend vers 0 quand p devient infini; il on est done de

meme a fortiori de
CI‘E tl,.,;..f.‘,’(r == Ep.

r

Le terne consinéré Gyt
Fun cntier Ceplh -+ F
choix convenable de p, peut &
le veul,

En procédant de méme pour lous leg fermes
)

¢(h) est done bien sous la forine
) el dune qimniilé Cpusp 0, par un
(re repdue aussi petile guwon

it vient

LA TUANSCENDANCE DU NOMERYE ¢ bl |

linalemend
Fe)alh) = Coo(h) -1 Cos(h 4= 1) 4= o 4 Gl - m)
. LAY -
o Y- | oty 4~ .o ey

I} est mai { ife ol
I ' .uu:(.'n.ml facile elachever b démansteation. Tous
es notnbres de In premiére i ‘ " som
sdeIa premidre ligne, a padlire
s s Tig a parlir dn sec
divigibles par pe s Al secomd, sonl
' I! les pe ps pour be promicee e facteur Gy est en \‘ i
absolue inﬁ.‘ K s ] B biA en
Coslh) e lIu'ul s () west pas divisible par pyodow
' L s dlivisi ‘ ’ .'
,.,,;M-‘ %l Ip.lh divisible par le nmnbre premier p. Par
sequenl la somme ' iive Tis
- § des nombees do la premiire li
i $ o la premidre ligne
Les nombr
s ihres de b seeonde ligne sonl en nombre fing
thavau denx peud dre o - ‘ |
) . cux pead ébve vendie plus petit gue Lot uumlm'
anne e thnix .
: par un choix eonvenable de gy il en est done d
e de lear sonune, S
Un nombre i
o bre entier non nal et une fraction ne ponvant
or : [ Y ‘
- pour somne zévo, Uidenlilé sapposde o5
mpassible, J preste st due
La Iranse
seendance de e
. _ y ou eneore le thiévr
foréme de e
weife ost done démeoentrg, it e

Qe



CHAPITRE v

La transcendance du nombre .

i, La démonstralion de la transcendance di nombre =
est due a M. Lindemann, Cest une exlension de celle don-
ute par M. Hermile pour le nombre .

pans le chapilre précédent, on mootré que ¢ nombre ¢
ae ponvail véridier une identilé de Ja forme

Co + Cie 4= Gyt A - 4-C,e" = 0.

3. Lindemann demontre Fimpossibilité dune identité
analogue; senlement,  ia place des puissances &, e, ... il
introduit des sommes da la foriue

P L R gk
gh =gt e o,
Les nombres feyy Kag e oo ko sontles racines dune meéme

i cocllicients enlicrs du deyrd N; de

¢guation algébrique,
., by sont les racines d'une

méme les nombros [ PR
squation de degré N, ele. Ces racines peuvent ailleurs

flre imaginaires.
Le théoréme général de M. Lindcinana peul done g'énon-

cer sous la forme guivanie :
Le nombre ¢ ne peut périficr une identitd de la forme

U) Co+C|(C"‘+c"'-i- -4—8"“)+C,(c'l—|—c"+---+e’“')-|—- .y
los coefficients Gy ¢tant entiers, et les exposanis d'une mémre
parenthise dtanl les racines rielles ou imaginaires d'une
médme équation algébrique @ confficients enliers.

Soil
gt - ot e 0

LA TRANSCENDANGE DU NOMBRE, = 81
I"équation ad '
§ meltant pour raci
: nes les :
I p acines los exposants ki
frpn” LI I TR
) 4+ hx oAby =0,
“‘(\ “ H 4 i il H
" qui adinel pour racines les exposants f. Ges équa
ons ne s peessi iree 5. ol lonrs
. e sonl pag nécessaircment trréductibles, ni lenrs
preaniers coellicients égaux § "unité ‘ i
" : sienls dgaux i Uunité; les foncliong syend
rifues ‘5 raci i ot dans
msl (;: ¢ leurs racines, qui scules se présenteront dans
: développements ultéricurs, ne sont done¢ pas néces
satrement des nombres enliers ‘ "

Pour w'avoir
0 ur wavoir que des nombres eutiers, il suflira de con-
sidéror les fonclions symelrigues des nobres

aky, aky, ..., iths,
hilv bt!v R bln', ele.,

(. n "U“.. fl.u i s 5 8 rac nes S
' 'L‘.llClllf‘nl |I“(‘ ce

; 2 > A Illilllhl‘i‘,. b 0“‘. HY i .
ﬁl]llﬂ‘lOllS * (Ir |

¥y -y —+ gyt e aqatt = 0,

¥ byt by e e Lt =0, oo
l ' 3 . - ' -
éLS fU'I.!clIOIIS symélriques raliounelles des racines de ers
qznl.lnns sont svidemment des nombres enliers
chx posé, la marche de la démonstration est la midme
que pour le théorime de M. lermile.
On .sappose vraie lidentité (1) on multiplic ses tdeus

membr . ¢
mbres par un méme vowmbre M; on déeomposge chaque
somme lelle que

M (% 4 g% o4 oo - e*")
en une pariie entitre ot une fraction, lelle que
M{e 4 ebr o oo - @F0) = My 4o,
M{eh 4ol -

.

4 an') = Myl ey

s - e
P .

Notre idenlilé devient alors
Gnh'l -+ C]Mi -+ (:2Mg B IR o ‘-:lcl -+ Cgﬁg -+ = L]

(‘ - .
n lll()ll!.l er i\, p‘“ un Ch"lx cnn‘e“ahle d(! Bi‘ ‘Il",‘ I-I
stHnme deS no “h[ 3 ‘l e rasanile un
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entior non divisible par un eertain nombre premiey p, ot
par suite dilférent de zdve; que In partie fraclionniire an
contraive peul flee rendue plus petite que (oul nowhre
donné; on tombe alors sur ka méme contradiction que pré-

coédemnent,

2. Nous noug servirons encore du symbole k7, el d'nne
crvtaine fonction $(x).

Le polynome b(r).
Co pelynome est une géndratisation du polynome plrY
employé dans le chapitre précident. On pose

| - "
Ple) = ---"*"Ti [y — )by — 2) oo (b @)t @t
* P— .

> [(h-- Yl —®) ... (Iv
T L R S .
p estun nombre premier, supéricur en valewr absolue

- rJrhn

AL AL

ehacun des nowbres
e @y by ey @ny By ol
nons le ferons méme croilre indaliniment, {uant aux
fuclenwrs af?, O9F L, nous les avons introdnits afin de
(rouver duns le développrment de () des foneliong sy-
mélriques des quantilds.
akiy, aky, ..., aky,

bly, by ..y bl

cesl-i-dive des nombres vationnels el entiers.
Plus loin wous aurons i développer les quantités

3, + b, LN M)
v »
La présence des mémes factenrs sera encore nécessaire, si
on veut gue les coefieients de ces développements aient
pour muméralears des nombues enliers.

LA THANSCENDANGE DU NOUBRE = 8§35
Il. ¥ K I N .
ropriftés de la fonction ).

L. 4(h) est un nombre enticr, non divisible par p, el por
swite diffévent de zéra,
Hn orlonnant $(k) par rapporl anx puissances crois-
sanles de, f, il vient
o PR Np fae e p—d
Yh) = 2 chr.
rpe b
tans ce développement lous les coeflicients onl powr nnaed-
raleurs des nombres entiers el pour dénomionaleur  p - 1L
Le coeflicient du premier ferme  h=' g'éeril pae exemple
i -
gTET (hy. aky. L Lak)F a 'l
P LI TR TR L A R

1
e — —~——i)NI""““""*"".(n,u»‘"')l'.u""'.a‘""...(llu'h“" N fsee,,

p—H
*
Aenominatenr dispavait, Dlipres les hypothéses faites sur
e nombre premier p, suevn facteur de en produil nesl
divisible par p, el par suile il en est de mitme du produil,
Le second tevme Gl devienl de méme un nonbe en-

Sicdbans eo lerme nous remplacons At e p bl be-

tier quand on vemplace & par ply mais le factewr pose
conserve, b il en sera de mdme ponr lous les termies sui-
vanls. Done la somnue 4(R) est nn enlier non divisible
par p. .

H. x ayant wne salewr finie donnde, el p o augmentunt
indédfiniment, le polynome

) H—E .5

fend vers 0, de mime que la somme des nodules de ses (ormes.

Ona - () .—:X oz
at—t
F— —P-"_—::*'i [(l“.a“.. . .(Iw'l —_— &L')(Il', '—- .’1'.‘). . .(Il'” — ﬂ'.')
s b L (L= )y — ) . (e = z}
b <A T L
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Désignons le erochet par K5 il vieat alors

(=¥

He) = p— U

1

el celle quaniilé lend évidemment vers 0, quand p croit
indéliniment,
e raisonnement reste évidernment valable guand on
remplace chaque terme de $(x) par son module.
v—N
. L'eapression E bk, -+ h) est un nombre cuticer
=1
divisible par p.
On a

Yk, +h) =

ar(k, + —h—i),——: fmr b¥'r,

' .
< @M (fy — k=) oo A= B) Lo (e — h — R))
S<av't b"l[(!,m—lu\, - h) .......... (I,. — k, —-—h)]f’

.

Le v I"u,u'ur (lu cmuhol de la svcnmlo Itgno 5¢ I‘{"fhlll h
—h: e termie de degré le moins-dlevé en kb dans le déve-
loppement est dong 4. Par suile

TN W) e bep=d
Y4 h) = E L

=g

~

rsNpRp bt

:}: (&, -+ h) = 2 Crhr,

v=={ r=p

Les pumératenrs des cocflicienis G sonl des nombres

salionn 18 el enliers; car ce sont des fonclions symétri-

sJues enticres des quantilés
ak, ... alka,

bly ... bl

leur dénominateur est égal i (p— 1)1,

LA TRANSCENDANCE DU NOMBRE T #1

Remplagons mainlenant & par ri; le dénominateur
disparail dans tous les coeflicients ; mais le facleur p se
conserve su numéralenr; la sommce est donc bien un
nombre enticr divisible par p.

il en sera dvidemment de méme pour
wo=N"

X@(l,-’;—h)...

==
Nous avens aingi trois propriélés de ¢(x), analognes B

¢elles démontrées pour ¢(x) A l'occasion du théoréme de
M. llermite.

3. Revenons maintenanl A la démonsiealion do notre
thdoréme. 11 s'agil de montrer que Fidentitd

(1) Co+Cif ettt e+ Oyl et-ghiope )4 = 0
esl impossible.

A cot effet, mulliplions ses deux membres par §(k); eile
devicend
Col(h) + Cifemp{h) + - -+ e Y{h)]

4 Gl Y(R) 4 - e ()] 4 = 0.

Cherchons A décomposcr chacune des parenthéses en un
nombre entier et une fraction. L'opération sera un peu
plus longue que précédemment, car k peul &lre une quan-

lité complexe de la forme & ~-ik; soit | k| son
module KT K.

fina
e k) = e"z e = E c.eh",

Le produit e* A peut s'écrire, comine nous I'avons
moniré précédeminent,

k kK '
X BF e "‘ d I b
et Br == (h +k,+k[r+1+(f+i)(f+2)+ ]
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Les medules des lermes de la série

k- ke

Odr o — s
BT T

sont respectivement inféricurs & cenx des Llevnes de la série

= 4 k k2
=14 T -+ G e
Bt en rdsulle
‘ i*
mod, o o
?‘—|—1+(1'+i)(l'-{-‘2)+ <{‘ R
ou bicn “
| a ]
et l+("+1)(r+:{)+ = Lok 8,

¢.¢ Glant une guantité complexe dont le module est infdé-
yienr & Munilé,
On peal done derire »
(k) = X ek W B e (kA Ky N o kel

» » r

= §(h + B) -+ D) et elHl.

Allcctons dans cetie égalité L successivement des indices
1,2, ..., N, ¢l faisons la sothunc; il vient

«nwwwwm+w+mmm

R =N
‘2‘#‘(!’%-{""]! *l};)al"l Ep. ’v'quf
wI=zf v}

Procédons de méme pour tovles los anlres sommes; lo
premier membre de nolre identité prend alors Ia fore

‘E‘IN ve=N’ . .
Ukl ) -+ l:.}g Wk, -1 h) + {.,‘}J (4 -+ &) -k ore
‘ =) . el
@ =
= {u‘_“}.‘clk Ve, kb At (.&\ § athl g, I q”’ =,
=] r vzl

EA TRANSCEADANCE DU NOMURE T 84

Dapeds la propriété I, on peat rendre E | ek | plus petil
r
yue toul nombre donné, en choisissunl p sullismnment
grand, Comme
mod. g < 1,

il en sera e fortiori de méme de

E [ T
N

el par sitile aussi de

=N

2 Ec,kﬂ.q,,,“n”'-l .

v r
Lomne le nombre des ecoctliciends G esl Hmile, 1o sommne
qui figure dans la denkicme ligne de Videntild (2) pent ¢he
vendue aussi pelile gque Fon voudra,

Les nombres de fa premicee ligne sont, & parltic dn
second, tous divisibles pav pr(Deo TG be premier nombre
L) me Pest pas {(Pro 1), La sonune des nombres e s
premiere lgne n'est done pas divisible par g, el par soile
elle est diltérente de zéro. La somme d'un nombre entier el
Aune fraction ne pent éve nulle; Videntile {2} esl done
ampossible et pae suite anssi lidentité (1),

4, Voici wmainlenant wne proposilion plus génceale que
{a preecdente, mads dond L démonstvation esl une conse-
auence inmcdiate de la peemicre, Pour cete rison nons
Fappelicrons e

Carollutve de M. Lindemann,

g . . '
Le nombre ¢ ne peut vévifier une identitd de la forme
() ot Clebo - Ceho- o000

duns leguelle Ies coefficivnts sont des qombies enticrs, ol bes
erpusants des nonthres wlyébrigues queleongues,
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Pour le démonteer, soient
W R
Jos antres racines de I'éguation algébrique A Taqquelle satis-
fait &, ; de méme svient
ig‘ ] INf

les anlres racines de Véqualion a laguelle satishil 1, cle.

Fovmons tous les polynomes gu'on peut déduive de (D)
en remplagant &y sucerssivement par les £acings connexes
ky .., L purles racines .. ; faisons le produil de loutes
les expressions ainsi formeées, on aurg
o o=
1 tch+Cier et 44 | o

1
1
-

= Cp—+ Cy{efr - e+ - = ekn) +- Cafehrtha + ghrtis g -0)
+- C,(e"t"*'u P P O

Dans chague parenthése, les exposants sonl formés symeé-
triquement avec les quanlités ki, L .3 ce sonl done
encore les racines d'une équation algébrique i cocllicients
eniiers. Nofre produit a alors la forme supposée dans ie
théorime de M. Lindemanno 5 par cuile it ne prul devenir
aul. Aucun de ses facteurs ne peut dong V'élre, ce qui

dcmontre le corollaire.,

%. Voiei enfin une proposilion encore plug générale :
Le nombre e ne peul vérifier une identité de In forme
e+ Ce* -+ C;,c" 4. =0
dans laquelle les coefficients aussi bien que les cxposanis sonk
des nombres algébriques quelconques.

Formons cn clfet Llous les polynomes gu'on peut déduire
H 1
du précédent en remplagant chichne des racines Gl paz

Fune des racines connexes
C?' Gfp e !C‘I“';

LA THANSCENDANCGE DU NOMBRE T 1} 4

‘le produil des polynomes ainsi formés est

e=1,2 ..., Nl

L e et | I i

= Gy Cuett- Coe*+ . .. -+ Cur® 4 Cpth ™ -+
Les coeflicients de ce polynome soul des fonclions symé-
trigues des quantilés
Cos Gy ...y Com,
€L G Gy

et par suite ce sont des nombres ralionnels. Nous refom-
hons done sur le corollaire démonted précédemnient: celle
expression ne peul étre nulie; il en est done de méme de
chacun de ses facleurs.

6. Do tous les héorémes qui précident, il résulle quo
aon seulement ¢ nlest pas un nombre algébrique, mais
qite ce wesl mdme pas un nombre interscendant, si on
appelle ainsi, avee Leibuiz, les nombres de la forme a?,

X éiant une irrationnelle algéhrigue. Clest done un nembre

transcendant d'ordre supéricur,
La réciproque suivanle st mainleoant dvidente @
Si le nombre e viérific une identitd de la forme
Co+Cie* +Coet - ... =0,

il est impossible que tous les coefficients el lous les exposants
soient des nombres alydhriques.

7. Transcendance dw nombhre w. — Nons avons déja rap-
pelé que le nombre ¢ véritie Féqualion remarquable
{4-e==0.

1,08 corflicients de colte équation sonl algébriques ; done
Pesposant iw e Pest pas {6}; donc le nombre = esl Lyans-
cenlunt,
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8. Considéronsla fonclion

— pT
Y=

on sail que

1 ety

ol il semble que cette identile soit en eonfradivtion avee
notre Mhsoreme., [hw'en est pien s il suffit en effed (e vemar-
qUer (i neus avons implicitement exclu te eas de Vexpo-
cant nuls dans ce eas, 1 fonetion ) perdrail ses prin-
cipules propriéles, el nos conelnsions ne seraient plus
exacles,

Excluons dlone c@ €as partieulier (& = 0, y—=-1) e
thdovime de M. Lindemann prouve alors (ui, dans Phgua-
tion y = ¢ Yy eLx, cust-it-dire le wombre el son Linges-
vithme ne penvent pas étre algthriques sinneliansment . A une
valewr algéhrigue de @ corvespond une valenr transeen-
dante de y el réciproqnement, Gest Ja dvidenmment wue
propridté fres remavguable.

Construisons a conrhe = €7 ¢l Supposons Navues
tons los points algébriques du plan, cest-h-dire tous les
points dout les denx coordonnées sont des nombres alpe.
briques; la courbe passe pnlee CUX, SANS €N conlenie mien,
gaul 1o point x==0, 7= L Le (héorde reste dail-
fers vrai, méme quand @ ety prounent des voleurs
jnaginaives, La sourhie exponenticlle gst fdoue wne courbwe
ranscendante, el cela dans W 8eNS heancoup plus dleve
gqu'on n'a coutmne de le penser.

9. Une anlre conségquence dn corollaire de M. Limle-
’
mann esl fa transeendanee de la courbe
3 = arc sinz
ol da toutes les auires courbes analogues,
Jba fonetion  y = arc ginxz est la fonclion implicito
définie par Péguation

Qfp == ' — N

1.A TRANSCENBANCE hU NOMUMNE T HN

les coeflicients de cette dquation sonl algéhriques, sioroesl
wn nombre atgebrique. Done i w'esl pas algéhrique. Wy a
Dien entendu exeeplion ponr 2 =0, 1y = 1.

(O pend done énnncer sous forme géomatrigue ke propo-
silion suivinle

Lt conrbe y = are sht @ Re PAsse par aui paint
plen doat des denr covrdonnées sonl des nombres a tydbriques.,



GUAPITRE V

L'Intégraphe et la construction géométrique de «.

1. Le théoréme de M. Lindemann démontre la ranscen-
danee du nombre =; ainsi se Lrouve démontrée limpossi-
hilité de la quadralure du cercle, non seulemnent au sens
oi1 Fenlendaicnt les ancicens, mais d'une nanicre beaucoup
plus géndrale,

il est iimpossible de conslruire = avee la végle el le com-
pas; il n'existe méme pas de courbe d'ordre supéricur,
définie par une équation algébrique, pour laquelle = soil
Yordounde correspondunt & une valeur rationnelie de
I'abscisse.

Une véritable conslenelion géomélrigne de = ne peut
done élre effectude qu'h Iaitle d'une cowrbe transcendante.
Comme daillears il s'agit d’une vérilable constriction, il
fanl possédar un appareil transcendant permetiant de (ra-
“eer la courhe en gquestion d’un trait continu,

2. Cet appareil, ¢'esl Vintégraphe, qui a &té récemment
invenle et déerit par un ingénicur rugse, M. Abdank-Ahaka-
nowicz, el construil par M. Corali i Zurich,

Cot instrument permel de tracer la canrbe intégrale

Y = I'{z) == l [(x)dz,
quand on connail ia codrbe différentielle
y =flr).
A cel effel, on conduit intégraphe de lelle maniére que

la poinfe directrice décrive la courbe dillérentielle ; une
aulre pointe, 1 peinte tracanle décril alors la courbe inté-

LINTEGRAPNE 0
grale. Nous renvoyons an wdémoire orviginal (en allemund
chez Teahuer, 1889 en francais chez Gauthier-Villars) pour
Ia deseriplion de cet ingénicex instrament.

lndiguons senlement son prineipe, Etant doong un point
{z, y) de la courbe dillérenticlle

y = fiz),

constraisons le triangle auxilixire. qui a pour sommels les
points (x, y), (x, 0), (x — 1, 0). L'hypolénuse de ce (riangle
reclangle Mail avee Paxe des 2 un augle dont la tangente est
dyeale &y,

Cette hypoténuse est done paralltle a la tangente & la
courhe intdgrale aw point (X, Y), corvespondant an point (x, ).

Lrappareil devra doue élee conslruil de telle fagon, que la
pointe tragante se déplaee paralitleinent d la direclion va-
riable de celle hypoténuse, pendant que la peinle direc-
triee déeril la courbe dilférenticlle, On réalise ce mouve-
ment en reliant ia pointe traganie d nne roulette & arvdle
viveg, dont lo plan, lonjours vertical, esl constammment
paralldle & celle hypolénuse. Un poids presse celle vou-
letle suv le papier, el par suito son point de contact ne pent
se déplacer que dans la diveclion da plan de {a roulelle.

On ulilise Fintégraphe ou inlégralenr & caleuler prali-
quement des inlégrales déflnies. Pour nous, il esl parlicu-
licrement intéressanl au point de vue de la conslruction
goomélrique de .

3. Prenons comme courhe dilférentielle le cerclo
ml + yl — r"
La courbe inlégrale esl alors

- A2
Y= fJF’—-?m—’.d.r = 1§” are sin %——k-—E— rf =z

Celte courbe consisle en une suite de branches égales enlro
clles (fig. 17). Les points od elle rencontre I'axe OY ont

pour ordonndées
rin
0, =+ -2—' ’ PR
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s los droites X = =t r, les points d'inlerseclion ont ponr
ovdonndées
In
PR oo .

4 4
Si done on suppose r = 1, les ordonndes de ves points

~F

/ T

-y AL
o

Fig. 11

d'inferseclion feront connaitve le nombre = o ses wul-
liples.

Remarquons que le tracé de nolre courbe n'a rien dap-

prosimadit; Pappareil donve un dessin neLet précis, surtout
si on rempiace le erayon par no tive-ligne.

Voili done nne coustraction géometrique qui perimet la
quadeatnre du cercle. Ou voit de plus qulelle Ia réalise dans
Pordre didées of 8'¢laient engagés les géomidres anciens;
notre courhe -indégrale n'est gqu'une modilication des qua-
dratrices considérées par cux,

T aris, - PRI Putrcienik Vigink, 6 ope Mailel — 12270 3,
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