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CETTE RROCHURE PRFSENTE QUELQUES ACTIVITES NUMERIQUES DU
NIVEAU " DEUXIEME CYCLE DU SECONDAIRE ",

CES ACTIVITES SONT GROUPEES EN SIX FICHES :

- LES FICHES 1 ET 2 FONT APPEL A DES CALCULS DE
CONGRUENCES. '

- LES FICHES 3 ET 4 MONTRENT QUELQUES CALCULS ITERA-

TIFS ABOUTISSANT A LA REBOLUTION NUMERIQUE D'EQUA-
TIONS,

- LES FICHES 5 ET 6 DONNENT QUELQUES INFORMATIONS
SUR DES APPROXIMATIONS CLASSIQUES.

ON TROUVERA ENSUITE DE LA PAGE 41 A 74, L’'APPROFONDISSE-
MENT DF LA NOTION DE FRACTION CONTINUE,
NOUS AVONS REUNI DANS CE DOCUMENT A LA FOIS DES EXEMPLES

PRATIQUES, UN EXPOSE THEORIQUE ELEMENTAIRE ASSEZ COMPLET
ET DES APPLICATIONS PARMI LES PLUS IMPORTANTES.
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CALCUL NUMERIQUE / FICHE N° I ALGORITHMES DE DIVISIBILITE

Voici schématisés quelques algorithmes pour décider si un nombre est multiple de 3,7,11,13,17 ou 19.
Faire des essais et démontrer les validations indiquées en marge.

Divisibilité par 3

. Tout naturel A peut s'écrire sous la forme

4275 6214
& 5. + 4 A=100 + u
432 625 e L
+ 24 + SZ nombre chiffre des unités
v des dizaines
4 5
+ 5] 6.7
+ 77 . Recommencer avec 5934 et 29701
9
1

9 est un multiple de 3, donc 4275 + 3
est divisible par 3.

Validation :
10D + u =mult3 <>D + u = mult3

&

4 n'est pas un multiple de 3,
donc 6214 n'est pas divisible par 3.

Cetteméthode donne-t-elle le reste de la division par 3 d'un naturel ?

Divisibilité par 7
1976 3192
' ?@2) - 4ﬂz>

- 12
18 5 P 515 (2
- 1 0& -1 0? . Recommenez avec 4123 et 1807
: 2 L
8 n'est pas divisible par 7 ; . :
976 o e, - %é Validation

10D + u=mult.7&D - 2u = mult?

o

est multiple de 7, 3192 aussi

=G




| ?

Divisibilité par 11 Divisibilité par 13 64438, 502678 et 236370 sont-ils divisi-
bles par 11 ?
1313
8RRy I 72@ . Validation |
ST EE — 1.0 4 <£§> 10D + u = multll & (D-u) = multl)
- 8. . 3.6
5% 30 6 -
- o7 EE)) 1314, 17628 et 7401 sont-ils multiples
563 de 13 ?
=37 ’ 249
; . Validation
53 . 185
37 13 10D + u = multl3 <= D-%u = multll
2

1313 est un multiple de 13.....

56324 n'est pas divisible par 11
Quel est le reste de 563924 dans sa division

par 117
Divisibilité par 19 Divisibilité par 17 . B664 et 5931 sont-ils des multiples
de 19
32745 %@ 28951 7 . 7752 et 4388 sont-ils des multiples de
+ B8« 17 ?
— S 2895 x 3 + Lx 2 = 8687
3 257 5.3 5 868 x 3+ 7 x 2= 2618 - , 7
. 6;5<§~g> 261 x3+8x2= 79 Validation de ces deux algorithmes !
3 28 19 x3+92x2= 25
+ 2. 25 x3+35x 2= 85
S 8x3+5x2-= 34
3:% D, = 3x3+4x2-= 17
+ chtj;z)
33 28951 est divisible par 17 ...
+ 6S5&D
9

9 n'est pas un multiple de 19 ;
327454 n'est donc pas un multiple de
19



CALCUL NUMERIQUE / FICHE N¢! Corrigés et compléments
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ALGORITHMES DE DIVISIBILITE

Notions mathématiaues

* Divisibilité
* 5i x+y est multiple de n :

x multiple de n<&> Y multiple de n

* Si a divise bc et a premier avec b

alors a divise c.

Divisibilité par 3

5934 29707
_4 1

597 2977
7 1

68 298
6 8
12 37
2 7
3 \ 1,0/

0
1

Divisibilité par 7

412% 1807
- 6 - 14

406 164
- 12 - 12

28 4

. 5934 est divisible par 3

29701 n'est pas divisible par 3 (1'algorithme donne
ici un renseignement supplémentaire : le reste
de la division euclidienne de 29701 par 3 est|T]

. Validation du critére :

Elle repose sur 1'équivalence
10D + u = mft 9D + u = mult 9 |
(démonstration &vidente : 10D = 9D + D)

. D'autre part :
10D + u=D + u (mod 3) - L'algoritime fournit
donc également le reste de la division du naturel
par 3.

. 4123 est divisible par 7 puisque 28 l'est.

1807 n'est pas divisible par 7 puisque 4 ne l'est pas
(mais le reste de 1807 par 7 est 1 et non 4).

. Validation : elle repose sur

10D + u = mubt <D - 2u = muft 7
La démonstration de cette équivalence est facilité si

1l'on observe que 2(10D+u) + (D-2u) = (3D) x 7 ax
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Divisibilité par 11

502678
8

50259

9

5016

6

495

5

7 4
4

0

23

23

6370

7
56
6

229
-9

13

|
>

oui

A est un multiple

de 11

<

. 502678 est un multiple de 11;

236370 ne l'est pas puisque 13 ne 1l'est pas

. Validation : elle repose sur

10D +u = milt 11<=> D - u = mlt 11|

Pour cela remarquons que
1D +u+ D=-u) =11D

. Le procédé ne donne pas le reste de la division

par 11 ... mais presque si 1l'on remarque que
1D +u =- D -u) (mod 11)

. Les algorithmes présentés dans &esdocuments peuvent

donc &tre exposés sous la forme d'organigrammes.
Voici un organigramme possible pour le cas de la
divisibilité par 11.

<@

non

'

u est le chiffre des unités de A
D est le nombre de dizaines de A

— > —

Y oui

non

A n’est pas un multiple

de 11

v

FIN

Calculer D —u
Appeler A ce naturel

Y

/e



m Divisibilité par 13

17628 7407 . 17628 est un multiple de 13 tout comme 26.
- 72 - 9 7401 n'est pas un multiple de 13 tout comme 3.
1694 731
- 0 -9 . L'algorithme repose sur 1'équivalence :
16 64 [10D + u = mult 13 &= - ) = mlt 13 |
- 54 -36 elle méme démontrée aisément si on observe que
26 3 9 (10D +u) + O - %) = (7D) x 13
-0
3

(@ 9 Divisibilité par 17 et 19

Sur ces deux exemples, montrons que la démonstration du critére peut exiger ¢ non
1'emploi du théoréme de Gauss :

Si a divise (bc)
et a premier avec b, alors a divise c.

Divisibilité par 19:

8664 est un multiple de 19 (8664 = 19 x 456)
5931 n'est pas un multiple de 19.
Validation du critére :

(10D + u) =mft 19 <& D + 2u = mult 19

. 10D+ u=hkr19 =—> 20D+ 2u=(2k)19 = D+ 2u = (2r—D)19
et
o D+2u=n19 =—=> 10D+ 20u = (10h)19 =——=> 10D+ u = (10h—u)19

Nous n'avons pas eu besoin du théoréme de Gauss.

7752 = 17 x 456 est un multiple de 17
4388 n'est pas un multiple de 17.

Validation du critére :
|(10D + w) = mift 17 <= 3D + 2u = mubt 17
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Sa démonstration peut reposer sur 1'égalité :
2 (10D +u) - (3D + 2u) = 17D

. Si 10D + u est un multiple de 17; il en est de méme donc pour (3D + Zu)
. Si 3D + 2u est un multiple de 17, on a

2 (10D +u) = 17k + 17D
2 (10D +u) =17 (k + D)

17 divise 2 (10D + u) et 17 et 2 sont premiers entre eux, donc 17 divise 10D + u.

ANNEXE : Realisation d’autres algorithmes

1l est intéressant de voir comment on peut déterminer d’autres critéres de divisibilité.
Pour cela, il faut chercher (ou se donner ...) quatre entiers m ,n,p,q telsque :

VD Vu m(i10D + u) + n(pD + qu) = 0 (modulo §)
5 étant un naturel donné.

Voici deux exemples :
° 3 (10D + u) + (D — 3u)

. 3 (10D + u) — (D + 3u) =

0 (modulo 31)
(modulo 29)

1l
o

que le lecteur pourra exploiter ....

A lui d’en trouver d’autres !



LES CARACTERES DE DIVISIBILITE

1 . La division n'est pas une opération tout & fait comme les autres, on pourrait

dire qu'elle a 2 résultats : le aquotient et le reste.
Exemple : 17 5

2 E.K\ _—____iz,i/;§3 + 2
resg; quotient ‘/A

M~

Lorsque nous ne faisons ainsi intervenir que des entiers naturels, nous

e

parlons de la division entiére d'un naturel par un autre (ou "division

euclidienne").
Intéressons nous, pour une fois, non pas au quotient de la division

entiére, mais plutdt au reste. Nous schématiserons ainsi notre opératicn
et son résultat Te de la = 2

17 Q;{€§

en abrégé :
17 'y I‘S >2
Compléte les schémas
1000 ——T5—= 327v— ri00 —>
100 —T3— 89 — T —=
10 ¥/ 1§ > 327+ TIg =
1 —T5—a 365 —T7
17— > 365 —T5r——=

2 . Le reste de la division entiére a une propriété assez extraordinaire. Regarde

174 — T3 —
+ 1243 — Ts 3
w17 T —s 7

Il revient au meme :
d'additionner 2 nombres et de calculer ensuite le reste de la division
entiére de la somme 5

. ou de calculer d'abord les restes de leurs division entiére par 5 et de fa:

re leur somme.
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Tu ne saurais pas démontrer que cette propriété est toujours vraie, mais tu peux

la vérifier sur tous les exemples que tu Vveux.

Invente des vérifications analogues & celle que nous avons faite (wm peux

changer les nombres que tu additionnes, ou alors tu peux changer le
Bref : 25 (;4..3 )= ng (%)

Ve rd, Tyely

diviseur ; ou encore tu peux essayer avec des soustractions).
"'I

3 . Cette curleuse propriété avec l addition est aussl(presque) vraie avec la multipl:

cation !
w > —>-3
X 39 T TTTRE T —— o x 4
216
72

936 /_—p;\é-\'_—s:l

12 et 5 ne sont pas égaux, mais ils ont méme reste pour la division entiére

.

par 7. En tout cas, nous te disons que :

"Le produit de deux nombres 3 méme reste que le produit de leurs restes'
Vx&m]/ V'g €N A (ﬂg): na Y’L;(-")x"t;(h,)_-’

Compléte les schémas

365 — 1o ~
x 78 — T1o —%

. .

Invente d'autres vérifications.

4 . Tu vois maintenant que, si on fait une division entiére :
Pour connaitre le reste d'un résultat de calculs, il suffit d'effectuer les
mémes calculs sur les restes de chaque terme.

Et comme les restes sont plus petits que les dividendes, c'est beaucoup plus
simple !
Quel est le reste de la division entiére par 5 du nombre :
293 x (428 + 153u) + 29 x 32987 ?
Et de la division entiére par 10 ?

Et de 1a division entiére par 2 ?
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5 . Nous allons appliquer ces connaissances pour chercher les cas ou la division
"tombe juste.
Rappelle toi, d'abord, qu'un nombre se décompose en unités, dizaines, centaines.
Exemple : 1789 = 1000 . 1 + 100 . 7 + 10 . 8 + ¢
Et donc, pour connaltre le reste de la division entiére de 1789 par 9, il suffi-s

400, >
de connaitre les restes de 1000, l,[?, 10, 8 et 9 :

1000 . 1 + 100 . 7 + 10 . 8 + 9
rq \ rq ( rq rg
1. ﬁ + 1.7 + 1.8 + 9 = 25
T &
duys 7
Tu as vérifié que 10,100, 1000, 10000, ... avaient tous : 1 pour reste de divi-

sion entiére par 9. Donc :

Le reste de la division entiére par 9 d'un nombre est &gal au reste de la scmme

de ces chiffres.

w
.

Si ce reste est nul, le nombre est donc divisible par

z

Nous venons d'inventer un "caractére de divisibilité par ¢"

Le "caractére de divisiblité par 3" est identique car :

10 +— T3 Z1
100 +— T3 —>1
1000 — T3 =

Le caractére de divisibilité par 7 est plus rigolo.

Comprends d'abord ces schémas :

10 i y 3
100 = 10 x 10
Ll

3 x 3 =9 2

1000 = 100 x 10

|l
l!l x 3

10000 = 1000 x 10

|

<:> X 3 = 18 h———é(:j

100000 = 10000 x 10

1/

a5 - .
Mix 3 =12 F———4<§>
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1000000 = 10C000 x 10

6 .

7 .
8 .

F32
BV 4
38%F
1337
A483
1520
1661
1715
17 €9
1814
“191%

| l

v
<> x 3 = 1§ — 1 et ga recommence

Voici donc quelques caractéres de divisibilité

par 7 : multiplie le chiffre des unitépar 1
| celul des dizaines par 3
" " centaines par 2
" " milliers par 6
i " dix milliers par 4
" " cent milliers par 5

(et pour les millions tu recommences)

La somme de ces produits doit @tre divisible par 7

par 9 : La somme des chiffres doit étre divisible par 9
par 3 1" " 1A " " " " " 3

par 2 : Le chiffre des unités doit etre pair

par 5 . " 1" " " " 1" S ou O

" " " 1" " " o

0
[0
H
[
o

par 6 : Le nombre doit &€tre divisible par 2 et par 3

par 4 : Les deux derniers chiffres decivent former un nombre divisible par &

par 8 H Les tI’OiS " 1" " " " 1" " 1" 8

par 11: au premier chiffre, soustrait le second, additicnne le troisiéme, sous-

trait le quatriéme..... Le résultat de cette suite d'additions et de
soustractions doit etre divisible par 11.

par 12: = nombre doit etre divisible par 4 et par 3

Exercice : En calculant les restes des divisions entiéres de 10,100, 1000...

par 2,5,10, 4,8,11, justifie les caractéres de divisibilité marqués d'une =

Remplis le tableau suivant en mettant 1 ou O selon qu'il y a divisibilité ou pas
1 . r
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RACINES, des méthodes mentales et rapides

CALCUL NUMERIQUE /. FICHE 2

@ Un premier cas tout simple : x3 a 6 chiffres au plus | Racine cx;biqu@
250047 ?
Faire une table des applications suivantes, pour 0g{a{9 e
1 =l HIPS ;
a—> 33'_> ordre de grandeur chiffre des chiffre de i 215:0]0:4:7 I <
de a unités de@—> unités de @ . / \
2—> 8 —>10 3, > 7 le chiffre le chiffre
6 —>216 —> 200 ” des dizaines des unités
est 6 est 3
. Trouvez mentalement les racines cubiques des naturels suivants : \ /
753571 ;79507 ; 3375 ; 46656 ; 5585(5% ; 681452 ; 328509 SR
. Pour chaque ''racine" ainsi trouvée, en calculer le cube et découvrir un piége F 250% « i3
caché dans la question précédente. Conclure ! _
@ Un cas plus délicat : x3 a7, 8 ou 9 chiffres @cine cubique de 20346417 ? )

Pour trouver les c?iffres des dizaines de x, cherchons les restes de la division
par 9 de x et de x” . Ils sont rapides a obtenir :

020‘346 417

Six= o123 ]a|s|6]|7]s 1d19 , ; \
alors x3= 0 I molylo = le chiffre le chiffre
= des centaines des unités
est 2 est 3
Peut-on en déduire le chiffre @ ? /
Chercher, de méme, les restes des divisions par 11. \ -
Peut-on en déduire le chiffre ul ? Eﬁﬁgﬁe : 2 B3
. Appliquer cette méthode pour trouver mentalement les racines cubiques des j
naturels suivants : I e ¥ e
12812904 ; 17173512 ; 961504803 ; 426957777, (Coment_trouver m?)

- -




. iéme
@ Autres racines n

Remplir les tableaux; remarquer et utiliser !

5 ?
\/282475249

2824175249

Chiffres
des unités de a 718 |9
> de a3
de a4
x de a5
de a6
X de a7
a 4 5 6 7 8
ordre de :
grandeur de a
ordre de 5
grandeur de a 1000 | 3000 | 8000
ordre de ‘
grandeur de a 800000 {2000000

. Calculer les racines cinquiémes de 6436343 et 550731776.

- Calculer les racines septiémes de 35831808 et 1801088541 .

M \
2824 < 3000 u=29
l ’I
#
d =4 '
/
c'est 49

7 ?
\/ 10030613004 288
)

|
1003061(3004288

c'est 72

-91-



-17_

CALCUL NUMERIQUE / FICEE 2 Corrigés et compléments RACINES

Notions mathématiques :
. Applications x—X" et reciproque.
. Ordre de grandeur (compatibilité de 1'ordre avec la multiplication).

. Calculs "module'" 10 (chiffre des unités), 9 ou 11.

Pour plus de détails, voir la brochure I.R.E.M. N° I0 : "Calcul Mental"

. Chiffres

Le cube d'un nombre peut avoir 3 fois plus de chiffres que ce nombre. En effet :

0x <10 = 0ge < 1000
10 x <100 = 1000 € x° < 1000000

D'oll le découpage de x> en tranches de 3 chiffres.

Et le découpage de X n

Racines cubiques d'un naturel de 6 chiffres
3

L'ordre de grandeur de x
Exemple :

permet de trouver le chiffre des dizaines de la racine.

40 x <50 ~==> 64000 < x° < 125000

Mentalement, on retient les chiffres "ronds'" : 60 et 120. Cela suffit, car, autour
de 60, le chiffre des unités, connu par ailleurs, indique si on est encore dans la
trentaine (38 , 39) ou dans la quarantaine (41, 42) .

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ad 1 8 27 64 125 216 343 512 729
ordre de | 10 30 60 120 200 350 500 700
grandeur
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. Chiffre des unités

chiffre
desunitésde@lo 1 2 3 4 S 6 7 8 9

chiffres .
des unités de | ;_3—[
. Des exemples :
753 571 79 507 3 375 46.656 658 - 503
9] 73] [175] 3:6] 877!

681 452  (En fait 883’= 681472 , la technique employée ne repére
|'8—§l aucune erreur sur les chiffres intermédiaires ! )

328 :509
i6*§T

c 1 8 7 4 5 6 3 2 9

Racines cubiques (exactes) d'un naturel de 9 chiffres

[oiz:ro IR DBE A a huit chiffres donc VA  un
naturel de trois chiffres ; appelons-le
tranche tranche

nous renseignant nous renseignant

sur@ sur @

1) La derniére tranche iuili7l nous livre le chiffre@ des unités :
u = 3 (mentalement, on pense i 33 = 22)

2) La premidre tranche|0|2|0]| nous livre, & son tour, le chiffre (¢ des
centaines de 3VZ&

cC=2 car 8 20 ( 27

Malheureusement, ce n'est pas la tranche médiane de 3 chiffres qui nous donne
le chiffre des dizaines de 3VA& !!

Pour cela, il suffit de faire encore appel aux congruences!

(voir annexe)

(2
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3) Penscns d'abord aux congruences modulo 9
2 _S00Td aux congruences modulo.

- ———————

32525055 56357 5 8 (mod 9)
dlops xd =05 158305158505 15 8 (mod 9)

Dans rnotre cas A = 0 (mod 9) donc VA = 0 ; 3 ou 6 (mod 9)
a 5\./A_=2+d+3(mod9)
53 ou 6 (mod 9)

1

w

I1 s'ensuit que 2 + d + 3 = 0 ;

donc d=4oud =7 oud

Il y a donc indétermination.
" L4 . . o . .
Il nous faut trcuver un module tel qu'il y ait une bijection entre les

restes respectifs de x et x 3 .

C'est le cas de congruences modulo 11

2 3| 4|5 6 7 8 S 10 (mod 11)

alors x3 = o |1

8 5 9 4 70 2 6 3 10 } (mod 11)

Reprencns notre exemple

A=+ 4 +L4+0)-(1+6+3+2) (mod 11)
N _ o

N\
‘_4-\/—‘_/
chiffresde rang chiffres de
impair rang pair

A =3 (mod 11) donc ¥A& = 9 (mod 11). Bien entendu, il faut connaltre
par cceur la correspondance des restes du tableau précédent....

Or XA = (3+2) - d (modulo 11)

soit 5 -4 =29 (modulo 11)

d est donc égal 3 7

4) Des résultats

12812904 — > | 234|
17173512 —» [258]
961504803 —— 1987 |

426957777 — .| 753 |
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Et les autres ?

Une technique de calcul mental analogue pourra &tre appliquée chaque fois qu'il y a

bijection entre les chiffres des unités de a et de a= (*).
!
x * \ It 7]
chiffre des chiffre des chiffre des chiffre des chiffre des CQupu-,r,{u ‘407
unités de a unités de a? | unités de a3 unités de a* | unités de aS sk, dy o ;—ft"
1 @\) 1 A~ 1l ™ 1 4 1 A A A /f
2 @-\) 4 TS 8 R 6 ™ 2 ™ LI T ?
2
s O N 7 ~ 1 R 3~ 4 +H 2
4 &N 6 A~ 4 A 6 A 4 TS 6 4
5 @'\) 5 ) 5 T~ ) ,-3 S ,-—" . S- /-') 5-
5 @6_.\) 6 — 3 s 6 A 6 A 6 4 £
%8 o
9 @\) 1 N 9 —A~N 1 T 9 T 1 > 3
La comaissance de 1l'ordre de grandeur renseigne sur le chiffre de gauche:
ordre de ordre de ordre de
t
' c C3 grandeur C5 grandeur C7 grandeur
de 3 de C° de C’
1 1 1 4 1 1 1
2 8 10 32 30 128 100
| 3 27 30 243 250 2187 2000
<+ 64 60 1024 1000 16384 16000
% S 125 120 3125 3000 78125 80000
|
| 5 216 200 7776 8000 279936 300000
| 7 343 350 16807 17000 823543 800000
8 512 500 32768 32000 2087152 2000000
/Ré
9 729 700 59049 60000 4782969 5000Q00




Des résultats :

. Racines cinquiémes 64 36343 5507 31776
73] 56|

. Racines septiémes 3 5831808 180 1088541
MT2z] (2 1]
" ——

Pour étendre la technique aux nombres de 3 chiffres, il faut, comme dans le
paragraphe 2, trouver de bons modules de congruence.

Annexe

Au siécle dernier, on appelait ''congruence modulqh", une égalité entre classes
d'équivalence pour la relation de lien ''avoir méme reste dans la division par n''.
On écrivait ainsi : 14=2 (mod 6)
Evidemment cela n'é€tait pas formulé en terme de relation d'équivalence, mais on
avait remarqué que les ''congruences'' pouvaient s'ajouter, se multiplier,... on
pouvait ''calculer', presque sans précautions, sur les congruences comme sur les
égalités.
La compatibilité de 1'addition et de la multiplication avec cette relation
d'équivalence justifie les ''preuves' par 9 ou par 11. Exemples :

Z2x 1, +9x 1 +7x +3=2+9+7+3

1
T 1 Y (Teste de la division par 9D
000 + 9x 100 + 7+ 10 + 3
Cxeste de 1a division par 110
1

2973 = 2 x 1
y L

~~ ~

\
2 x +9x T +7+J+3F=-2+9-7+3

_21_
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CALCUL NUMERIQUE / FICHE N° 3 ITERATIONS

Mun_issez-vous de courage ou bien d'une petite machine a calculer
comportant les 4 opérations.

Pou_r résoudre ax2 + bx + ¢ = 0, il existe une méthode algébrique

(calcul de A ),qui ne se généralise pas aux équations de degré supérieur
du-type f(x) = 0

Nous allons expérimenter deux méthodes de résolution numérique simple
a justifier.

(ii) Exposé de la méthode

on fabrique le processus itératif
X = F(xn)

S, i

on localise si possible la racine
autour de x,
J
on examine si le processus converge
ou non

f(x) =0 on l'ecrit

x = F(x) |

—>

. Chercher ainsi a "coincer" les racines de x2 - Bx + 2 = 0 gréce aux procédés
décrits en marge. (I ¢ 1)

. Recommencer avec 1'équation x2 -x-1=0

Cette équation a pour racines le nombre d'or et 1'opposé de 1'inverse de ce nombre !
Trouver un processus convergent (de type II) vers ce nombre d'or.
. Recommencer avec 1'équation 57600x2 - 240480x + 187001 = O

Examiner la racine voisine de x, = 3

Que remarque-t-on ?

L}? - _Bx + 2

x = 0,125x% + 0,25

= 0,125x§ +0,25
~~ o n+l
——

Etudiez-la
pour x,=10

Etudiez-la
pour x, = 0

-€C-
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<:> Une idée & partir de la racine carrée

x -2=0

. Ua_est la racine positive de x2 -2=0
Si on arrive a trouver un en{ier n tel que 1'on soit sir que n<{x<n+l F(1) = -1 f(2) = -2
alors on peut poser x = n + — i o~

y
En recommengant,avec y on obtient une écriture du genre : l I1 y a une ras
. cine entre 1 etZ
X = o v w
G=1+s
- ___y_/
(Fe) L
l+=)"-2=0
y
Les approximations: 13 1 7 2 _
- . L - -5 -1y -2y-1=0
x; =1 Xy = L+5:=35 xg = 1+ ; T =95 = =25
) 5 +7 '
TS S V) f(2) = -1 £(3) = 2
Ay, = 2 4+ 1 T 12 s'appellent réduites d'ordre 1,2,3,et 4 ' " :
1 de la fraction continue (F.) donnant {f: J{Il y a une racine
2 + 5 C
2 entrel&\et 3

l S =241

Calculer les réduites jusqu'a 1'ordre 8. z

Donner leurs approximations décimales d'ordre 6 et comparer avec V2. | —
1,2 1
(2 +‘;) -2(2 + ;) -1=0

. Cette méthode "un peu lourde" se généralise pour la résolution d'équations numériques |
a coefticients entiers (Méthode de LAGRANGE). | J“E?“‘“—_““”"'
z -22-1:0‘

Appliquer cette méthode a la résolution de x2 -x-1=0, =
de x2 - 8x + 2 =0 (racine voisine de 0,25),
de %2 < 5x +3 =0 (racine voixine de 4)/

et écrire le développements en fractions continuss correspondants.
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CALCUL NUMERIQUE / FICHE N° 3 Corrigés et compléments ! ITERATION

Notions mathématiques

* équations

* transformation de 1l'écriture d'une égalité
* changement de variables

* fractions

* approximation

(:) Méthodes itératives

L'équation xz -8 + 2 =0 admet deux racines

~

4 +{14 ~ 7,741657387
4 -4~ 0,258342613

n
=]

Analysons les deux processus :

x_,1=0,125 X2+ 0,25 Xy =8 - =

x =0 x = 0,0001

x; = 0,25 x, ==19992

X, = 052578 wxs X, = 8,0001

x; = 0,25831... x; = 7,750...

x, = 0,258341... x, = 7,741%...
. xg = 7,7741666. ..

Convergence vers (3 Comvergerce vers o

x =10 , x =10

Xy = 12,75 Xy = 7,8

X, = 20,5503 X, = 7,743589...

Xz = 52,7877 Xz = 7,741721...

Cette suite diverge Convergence vers =
Prolongements :

.
. on pourra tracer les deux courbes y = 0,125 x™ + 0,25 et y=8 - % et

mettre en &vidence les convergences (ou divergences) sous forme graphique.
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. il n'est pas question de valider ces processus itératifs; il ne sera pas

-~

nécessaire de parler de la méthode de Newton appliquée 3 cette équation

2 (xn - 4)

Equation xz -x-1=0

Cette équation a deux racines

1 +{5 . 1,618033989 ... NOMBRE D'OR

1- 5 . -0,618033989...

2
=1 ;

(/;;;4' -ty
\\\\\~_ff;,—///

x =1

Xy = 2

X, = 1,5

X7 = 1,666...

Xy = 1,6

X¢ = 1,625

Xg = 1,615384...

X, = 1,619047... convergence vers le nombre d'or



_27..

Equation 57600 x° - 240480x + 187001 = 0

137001 % 1

” 240480 -
n+1 57600 57600 xn

x . = 4,175 - 187001 1

n+1
57600 Xy

3
= 3,092818
3,125291
3,136203
3,139816
3,141008
3,141400
3,141152
3,141571
3,141585

telal
—_
| 1]

3,141 592554

X0
m « 3,141 592654....

1<

167+ Y10 qui est considérée comme une bomne
80 3

Cette équation a pour racine
approximation du réel T

@Une méthode itérative pour approcher les fractions continues

Al Réduites de \/2—

- o D _7 _ _
R1 =1 R2 = oy = 0,5 R3 = s 1,4 R4 = 1,416666666
R5 = 1,413793103 R6= 1,414285714 R7 = 1,414201183 R8= 1,414215686

V2 v 1,414213562

L'intérét des factions continues obtenues tient au résultat suivant :

"Si une réduite s'écrit L , alors cette fraction est celle qui approche le plus le ncmbre
Q

cherché parmi toutes les fractions de dénominateur inférieur ou égal a Q".

A une certaine approximation prés, on est donc en possession de la fraction la plus simple
possible !

oy
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_BJ Application de la méthode de Lagrange

\xz-x—1=0_] < ] <ioncx=1+1—1
£(1) = -1 £(2) =1 1+ T
///—1\" -TT.-.
x=1+ =
%
2
(14-1_) - (1-4-.1_)-1:0
Z R = 1+1=2
\ y -y~ 1 =ﬂ/ 2 17z
Ry= T+5 =5 = 1,5
_5
.E Ry~ 3 1,666.
v 1,618033 X
2 Re= = =1,6
_ 13 -
Re= -3 = 1,625
_ 21 _
R)= 7% = 1,615384
=3 = 1,619047
Re= 7T ’
R,= 22 = 1,617647
9 T ’

X2 -8x+2=0

Voici 1'organigramme :

|2 -8x+2=0|

£(0) =2 £(1) = -6

x=0+-1—\

y

[2y2-8y+1=_oJ

f3) <0 fM&) 7 0

2 o 1

= 3 + —
y= A




szt -4z -2=0

f(1)<O0 £f(2)> 0
= . 1~

2 - 6t-5=0|

f(e) ¢<¢C £f(7)>0

G=6+7)
lsu? - 6u-1=¢]

fF(1) <0 £(2)>0

- LI

L2 - 4v - 5= 0

f(2)< 0 £(3)>0
Pl

L4§w2 - AW -2 = ok———-—

\x2-5x+3=0\

f(4)<0 £(5)>0

ly? -3y - 1=0 <

f(3)< 0 £(M4) >0

5 +y13

~

4,302775

el

-0
- % = 0, 333333...
= I =0,
= o = 0,259259...
= 3 = 0,258064...
= Z1 = 0,258426...

Ry =T%% = 0,258333...
=§%§ = 0,258343...

1
4
S 1
-3—3=.
= #.:i
= 13- 4,33335
- =43
- l%% = 4,303030...
- %%g = 4,302752...
—‘ggg = 4,302777...
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Volume unité Volume unité

Volume : 2

LA DUPLICATION DU CUBE

Pour calculer le ctHté d'un cube de volume
égal a 2, on choisit le procédé de calcul suivant :

la moyenne

x \ 72
est une évalua- a la place

tion du coté, de x est une meil-
leure évalua=
tion du coté

J

2 |
S =xaxx x= 3 ’
est une évalua=- est une 55 |
. . s autr
tion de l'aire >

évaluation du

d'une face »
cdte
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Plus précisemment :

1. Un cube a pour volume 2 2
A partir de la longueur X'd'un coté, on peut calculer l'aire d'une face:x
A partir de 1l'aire d'une face x2, on peut calculer la longueur d'un cdté : =

%2
Le procédé de calcul suivant "peut" donc converger vers
-2 -2
le c6té du cube : Vo T U et Upy 53
n
. 2
1 Ao R - £
c'est-a-dire : U1 uz
n
"A la limite", si u —> X, On pourra avoir x = 2 c'est-a-dire x3 = 2
X

2. Les diverses relations algébriques vérifiées par un nombre peuvent ainsi donner
lieu a des procédés de calcul "itératifs.

2 A 3 A
exemples X"z A = X=y X"zA = X = ;(-2
X =X X =X
X = (2 + X) 1, A
X X =% (=, + 2X)
3 XZ

Si je calcule le membre de droite (avec un X approché), j'ai une autre valeur
approchée de X.

Ces divers procédés convergent (ou non) plus ou moins vite :

X = 2 X = %( g3+ X) X = l( Z + 2X)
X2 X 3 KZ
lére valeur 2 2 2
2eme valeur 9,5 1,25 1,5
- 8 , 1,265 1,296
- 0,03 : 1,2574 ' 1,2609

. 3
en fait {E-z 1,25992 ..u

3. On peut généraliser le procédé :

. Au 'calcul des racines niéme

XM= A => X An-l Pour ceux qui le

X savent, la formule
revient a résoudre

X=X . 1'équation x"-A = 0
_1,A par la méthode de
X=3 ( + (n-1)X ) Newton

Xn-l
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Mais la formule de Newton n'est pas explicable avant la premieére,
méthodes sont tres simples :

- dés la sixiéme pour le calcul de Vfbpar exemple
- dés la troisiéme pour X"= A et X2 +bX+c=0

. Au calcul des racines d'une équation du second dégré

X2 +bX+c =0 =y X2 = -bX - ¢

s -
X = -b X

2

alors que ces

Exemple : X" = X + 1 peut se calculer par le procédé définti par X = 1 + %

Sur une calculatrice de poche, le procédé est une
espéce de '"square - danse"

15 + 1 )

d'or ( 5

dé
paft

inverse € 5‘1
: r
(——
On obtient successivement & partir de 1 :
2 1,5 1,66 1,602 1,624

La racine de X2

= X + 1 est le nombre

1,6157 oo

4. De bons problémes de convergence se posent sur lesquels on peut éviter de faire

de la théorie : 1'éxécution des calculs suffit, dans un premier temps, pour former

1'intuition numérique des enfants.

exemple : Pour le cube,

»
.avecx:l—)S:l—’xz%=2~45=a—sx=%=0,5..

le procédé diverge

Pour x5 = 10, c'est pareil si on prend x = i%
X
xz1l—» xz10 —» x=0,001 — x = 10%°

Alors on peut essayer s = %(l%' +x) og x = %-( l%

X

+ 4x) qui est mieux.
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FICHE " OUVERTE " N° 4

Equations du second degré

Pour résoudre numériquement 1'équation x2 + px + q=0,
on peut proposer au moins trois méthodes itératives fondées sur 1'un des

formules :

2
% = Vox = g =X _*t4q

= gy —
X = -p -5 b
: x> . & q
== - _9_ = = - = - ._E‘_—.l___—.
*n T P TX Xn TN PXq 7 9 *n p
n-1
Voici ce que donne chaque méthode pour 1'équation x2 -x-1=0
X0 1 1 1
xl 2— 4 ) 44 4- o O
X2 %1) 3 ‘i‘ 6~5:3 -1

5 1,666 - 4, 538 .. 0

X4 4,6002,- 4,‘4 2 T
X V5 + 1 - Vs + 1 (xn)"diverge”
2 2
(4,018 =)

Selon les cas, il y aura divergence ou convergence du processus itératif vers
1'une ou 1'autre des racines.

Comme pour chaque processus itératif défini par x = f(xn_l), la convergence dépend

e
Q= vart

-€¢-




des positions respectives du graphe de t «»f(t) et de la premitre bissectrice. Une
condition nécessaire de convergence est, en particulier, que la dérivée f’(x) soit

inférieure & 1 en valeur absolue au voisinage de la racine vérifiant x = f(x).

Les multiples cas de figures valent la peine d'étre étudiés et organisés...

- O
>
//"

- {:’ { w



FICHE " INFORMATION " N° 5

(1 + h)" et 1 + nh

Calculs

a. Si la population mondiale augmente de 2% par an, par quel facteur aura-t-elle
été multipliée en 50 ans ?

Le calcul est fait en marge.

b. Si les prix augmentent de 10 % par an, par quel facteur auront-ils été multipliés

en 10 ans ?

c. Si une plante grandit de 1% par jour, de quel facteur aura-t-elle grandit
en 100 jours ?

1 )1000
1000

d. Calculez (1 +

e. Chaque billet a une chance sur 100 de gagner un lot & la loterie.
Je prends 100 billets. Quelle propabilité ai-je de gagner au moins un lot ?
Pour cela, calculer (0,99)100

Exploitation

* (1+h)" est proche de (l+nh) uniquement si nh est petit.

La petitesse de h ne suffit pas ; sur 1l'exemple en marge, 1'erreur relative atteint

(.» 4 )
1/20 pour nh = 0,1 :

* Lorsque nh est de 1'ordre de 1, alors qie n est grand et h petit,on est dans le

__ @
(1,020 |
carré L ﬁ;a

[1,0006 |}~ 50)

carré | Lé\ ) ‘ \
|1,0824321 | \\\\\ P, 69156]
3

carré {
(1'1716592

carré /12\

E 3727852f//T\l
carré \& /

E 8845392]

-G¢g-




&
(o))
n (1+001) 1 + 0,01n '
i . — . L infin 1 1,01 1,01 ;
(1 + EJ qui tend vers e = 2,71828... lorsque n tend vers 1l'infini. 21,0201 | 1,02 :
érifier. ) ! i
fe Qe 1?8 cilculf pfggédentf)permettent de vérifier 3 1,030301 | 1,03 :
et augsi (1 -q5p) > o 4 1,040604 1,06
N 5 1,05101 1,05
: i i de (1,01 : ici e
8?@955H9 Les 4 premidres puissances de (1,01)" montrent les coefficients du 61,0615 1,06
bintme. En effet, par exemple : 71,0721 1,07
8 11,0828 1,08
4 1 2 2 33 4 4 ,ubst ;
= b b
(1 + b) 1 +Cb+Cyb" + Cb” + Cab 9 1,093 1,09
10 1,1046 1,10
A b = 0,01 "
ose ’ 20 1,2201 1,20
2 e
b“ = 0,0001 40 1,488 1,40
3
= 0,00000 - ;
b = {000 (1,000, o [1 - 20,0004
4 ’ n e |l - 2
b' = 0,00000001. . _
e.[1 -0,01]
Dans la pratique: 2,718 - 0,027
Lorsque h est petit, mais pas nh, Qn écrlt : 2,691
n nLog(1+h) - [h - (h ), canparer a la vraie valeur !
(1 + h) = e = e / —— .
2 e e c'est remarquable |
nh _ nh g (‘hZ) ‘\\V T~ .
=e . . 2 — -
;7 Log2 A 0,7
_ nh -
- = [l - (nh ) ] /// {r
) 2 | 0,7
1+ ™M 1 - ﬂ’Z‘—J a condition bien sir que nh’ soit petit. B w2
Si les prix augmentent de 10 % par an, doublent-ils en 7 ans ? doublementav[ph = 73

Si les prix augmentent de 7% par an, doublent-ils en 10 ans ?



FICHE " INFORMATION " N°6

Dérivabilité et "linéarité des peltits accroissements"

Calculs :

Dans la marge, on a calculé quelques valeurs de la fonction x — %
au voisinage de 2. Les résultats sont remarquables : Lorsque h est
est divisé par 10 1'accroissement ;%F - %— est aussi (& peu pres)
divisé par 10 ; en effet il y a décalage d'un Zéro a droite, les
autres chiffres étant (& peu pres) les mémes.

Autrement dit F(x+h) - f(x) est (& peu pres) une fonction linéaire

de h. (pour h petit). Précisément, vous savez que, si f est dériwvable

au voisinage de x : f(x+h) - f(x)whf'(x).

LLe coefficient de proportionnalité de cette application linéaire est donc
la valeur de la dérivée en x : f'(x).
Dans 1'exemple donné, le coefficient a bien 1'air d'étre égal a 0,25,

au signe preésc'est bien la valeur de la dérivée de %-au point 2:

1 1
-4 |, _,=-D
x2 X = 2 4

1
X r———a —
X
2 y——>» 0,5
1,9 ,__, 0,526315790
1,99  +——. 0,jﬁ\§512563
1,999  +— - 0,500250125
1,9999  ~—> o,j‘ooo 5001
X = h [} rd 1
x-h
k- »
—l—-— l-Se lit tres
x-h

A facilement'

f(x+h) - f(x) & h f'(x)




Calcul des coefficients de Taylor Autre exemple : X t—> X

Le calcul suivant nécessite une machine de poche calculant les Au voisinage de 4:

logarithmes (néperiens) 4 e > 2
4,1 v--— > 2,024845
Complétez le tableau en bas de pagen écrivant les résultats avec 4,01 + -— > 2,002498
4,001 > 2,000249

8 ou 10 décimales (si possible) et selon le processus suivant :
4,0001 +——— 2,000025

. i la deuxi ’
a. Remplissez la deuxiéme colonne A wodsingse d8 100,

b. Evaluez « en constatant que si h - 0 : Log(l+h) ~ ~ h.

100 - s 10
c. Remplissez les 3éme et 4&me colonnes. Leur comparaison doit 110 10 486088
[ > 5
vous permettre d'évaluer /° tel que :
Log (1+h) - % h N/;hz 101 « - , 10,049875
| 101,1 > 10,004998
d. Remplissez de méme les colonnes suivantes et donnez un 10101 . L0, 000495
" développement limité de Log(l+h) a 1'ordre 4. o1 601 - 10’000050
’ ’
2 2 3 ; 2 3
h Log(1+h) | Log(A+h) -« h | h? Log(l+h) - «h =:5h h Lag(1+h) -+h -sh?_  h
0 0 0 0 0 0 0 0
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05

-8¢-



Sinus et cosinus

Pour calculer les fonctions trigonométriques d'un angle,
les mathématiciens de toutes les épogues ont inventé
des trucs plus ou moins astucieux leur permettant d’'étre
sar de 8, 10 ou 50 décimales des nombres qu’ils cher-
chaient. L'idée de ces trucs leur était donnée soit par
certaines figures géométriques, soit par d’autres résultats
numériques ou algébriques qu’ils connaissaient.

Par exemple, aux alentours du XVl|® siécle, on commencga
3 savoir approcher les fonctions trigonométriques par des
fonctions dont le calcul ne réclamait que des additions,
des multiplications et des divisions.

Cet exercice te propose de retrouver toi méme, une partie
de ces fonctions. Pour cela prépare ta calculette et un
tableau comme celui-ci :

angle x xen

h inx| x—si - 2 3
en degré | radians sin sinx|1—cosx| x2|x

10
20
30
40
50

P AR AT R N e
@ () ()

a) Remplis les deux colonnes marquées a en lisant la
table

b) Calcule les nombres des deux colonnes marquées b.
¢) Calcuie les nombres des deux colonnes marquées c.

d) Compare les nombres des colonnes marquées b et c.
Je te dis qu'il y a des colonnes « presque » proportionneiles.
Evalue les coefficients de proportionnalité.

e) Déduis de tes calculs que, si x est exprimé en radians,
alors :

sin x est A peu prés égal a x + s - x3 (tu as évalué s)

cos x est 4 peu prés égal 4 1 + ¢ - x2 (tu as évaiué c).

f) Grace aux formules que tu as trouvées, évalue sin 10°
et cos 10°. Compare tes valeurs approchées aux valeurs
« plus » exactes données par une table.

Evalue aussi sin 30° et cos 30°. Que penses-tu de la
validité de tes formules?

- 39

Voicl un morceau de table de sinus 8 3 décimales :

angle
en° 10 1 12 13 14

sinus 0,174 0,191 0,208 0,225 0,242

15 16 17 18 19 20

0,259 | 0,276 | 0,292 | 0,309 | 0.326 | 0,342

A | Que peux-tu dire du sinus d'un angle comprnis entre
10° 4 20° lorsque I'angle augmente de 1°?

La fonction s de R dans R définie par cette table est-elle
affine ?

B | Fais une table analogue pour un angle de 50° & 60°.
De combien augmente ie sinus lorsque |I'angle augmente de
10?

La fonction s de R dans R définie par cette table est-elle
affine ?

C | Une table de sinus définit-eile une fonction affine ?
Vois-tu un rapport entre le phénomeéne apparu dans cet
exercice et la remarque suivante | « en tout point de |a terre
on a !'impression qu’elle est plate: et pourtant la terre est
ronde »?
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Numeérisé par l'atelier de numérisation de I'Université Paris Cité en 2026.



FRACTIONS
CONTINUES

Je (André DELEDICQ) me suis permmis de réunir ici sur ce sujet, quelques
écr its permettant de se faire une idée assez compléte et organisée de la
questione

Les paragraphes 1 = 3 = 5 et 6 sont de Jacqueline SAUVAGEOT (Université

Les paragraphes 2 -4 et 7 sont de Gilles MOUNIER et moi-méme’2T1S VII)

Le paragraphe 9 est d‘Andre MYX (Professeur d'Ecole Normale Lyon)

1 - Bonnes approximations de T page 43
2 - Définitions et calculs page 45
3 = Calculs élémentaires des B page 48
4 - Valeurs des P> Qrl ’ Rn s pour \r- \J—— r
[E%l_ s e ,T o page 50
5 = Quelques propriétés des fractions a et ¢ telles
que bc = aa = 1d page 53
6 - Une autre facon de calculer les P_ et Q
a tatons ! page 54
7 - Une version matricielle des fractions continues page 56
8 - Le théoréme le plus fin page 59
- Fractions et réduites : applications page 61
A, Equation du second degré P. 61
Méthode de Lagrange P. 63
Une application bissextile Pe 65
Equation diophantienne P. 68

Be Approche géométrique P. 70
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Numeérisé par l'atelier de numérisation de I'Université Paris Cité en 2026.
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1- | FRACTIONS CONTINUES

Bonnes approximations de TV

On savait depuis longtemps '"un peu supérieur 3 3" (de partie entiére 3) quand
Archiméde a &tabli qu'il était inférieur 3 22/7.

Posons L 3 et r, = 22/7, on a T, <T<L T,

Bien des années plus tard m fut comcé entre 333/106 et 355/113, que nous noterons

r, et r4; certains préférent 103993/33102 ( T, ).

3

" Que j'aime 3 faire connaitre un nombre utile aux sages "

3, 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5
garde des partisans ; en général, une calculatrice de poche domme 6 ou 7 de ces
décimales ; un ordinateur (3 qui on a dit qu'il s'agissait de la somme d'une
série) en crache des paquets ; celles que nous avons rappelées suffisent 3 éta-
blir les inégalités ci-dessous :
3 «333/106 <103993/33102 ( ™ < 355/113 < 22/7
3,14150.. 3, 1415926530... 3,1415929.. 3,1428...

Examinons les encadrements successifs obtenus :

Iy = Po/qo =3 <™ < 22/7 = pl/ﬂ1 =r (remarque : 22-3x7 = 1)

r, = pz/qz = 333/106 < ™ < 22/7 =« (remarque : 22x106 = 333x7 =1 )

1
.333/106 < m™ < 355/113 = p3/q3 =r

3 (remarque : 355x106 - 33x133 =1 )

103993/33102 <™ < 355/113 = Ty (et .... P3:d4 T Py-dy = 1)

les fines remarques entre parenthéses permettent de mesurer les encadrements :

Si r = pn/qn , l/qnqn + 1 est donc un majorant de |77 = rn\ .

Ainsi, on est assuré que 22/7 approche 7T avec une erreur inférieur 3 1/742 (en
examinant ses décimales on constate méme qu'il est "meilleur" que 3,14). Avec

355/113 l'erreur est inférieure a 3.10-7

Imaginons un concours d'horlogerie oi le pris serait pour celui qui aurait usiné
un engrenage de rapport le plus voisin possible de TT : non seulement celui qui
aurait opposé 22 dents 3 7 l'aurait emporté sur celui qui se serait &chiné 3

en fignoler 314 et 100, mais que dire de celui qui en aurait opposé 355 3 113 ?

Seuls des concurrents ayant utilisé un numérateur au moins égal 3 688 et un dé-
| nominateur au moins &gal 3 219 peuvent espérer le surclasser (l'espérer seule-

. ment : voyez le malheureux qui s'appuie sur 31416/10000 : erreur supérieure i

. 7%1078 ).

Les fractions évoquées ci-dessus sont les réduites ros d'ordre n , du développe-
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ment de = en fraction continue , et nous nous proposons de rappeler que leur

rapport qualité=-prix est hors concours ; plus précisemment : si pn/qn est la
réduite d'ordre n d'un réel A, toute fraction p/q plus proche qu'elle de A a

des termes plus grands.

Qu'est-ce que développer un réel A en fraction continue ?

Tout tient dans la notion de partie entiére (ou appelle "partie entiére' d'un
réel le plus grand entier qui lui est inférieur ou é&gal, c'est une fonction pro-

grammée sur les calculateurs usuels), et dans le fait que tout nombre non nul

. : Py 1
est l'inverse de ... son inverse : ( ST<«R) ( * = )

1/«
Dans ce qui suit, la lettre a représente un entier naturel et*un  réel positif

ou nul, inférieur a 1 . a é¢nN et x< 0, ﬂ

-

Si = est nul, on stoppe : on avait affaire 3 un entier.

1 . ) . - G
j Six n'est pas nul son inverse 1/, est suppérieur 3 l.1/x a donc une partie

entiédre a' non nulle et peut s'écrire 3 son tour a' + = '

'

Si &' est nul on stoppe : ~ &tait donc l'inverse d'un entier et A un rationmel.

Sinon, reprendre a I en remplagant x par x ' , a' par a" , etc...

On obtient donc, en supposant qu'on a rencontré& aucun x nul :

N.B. : tous les a sont des entiers positifs, sauf a, qui peut &étre nul.

etc..
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2- 'DEFINITIONS ET CALCULST_’

a) Soit Uo, U1, U2, ...Un, ... une suite de nombres entiers non nuls
(Vna Unéﬂ\{ﬁ
Voici une suite de nombres rationnels qui lui est naturellement
associée
Vo= Fay Wofl_pmi. s+ 1 ZF2 5 n....
G UL+ 1
U2
1
Uo + = Fa
Ul + 1
+ 1
Un

La suite de fractions continues (Fn) tend vers un réel X (voir démonstration

plus loin). La fraction irréductible Fn = Pn est appelée "Réduite
d'ordre n deA" qan

b) Inversement, étant donné un nombre réel o , on peut lui associer facilement
une suite d'entiers telle que la suite de fractions continues correspondante

tende vers ™ :

Soit Uo la partie entiére de &

()| X = Uo + (X - Uo)

partie partie
entiére décimale

de x de «
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Ona: 0K -Uo<1
supposons que X- Uo # O
donc 1 >1
X - Uo
posons N1 = 1 c'est-3-dire X1 = 1

A - Uo X - Int (x)

de méme qu'au (1)

~1l= Ul + (X1 - U1) et X2 = 1
- — X1 - Int (X1)
partie partie
entiére décimale
de X1 de X1
En_résumé_ : Xétant un réel :
=Rl = 1 Uo = Int (x)
- Int (X)
22 = 1l Ul = Int (oX1)

Xx1-Int (X1)

An Un-1 = Int (<Xn-1)

1]
[

xXn-1 - Int (Xn-1)

d'ou l'algorithme de calcul des Un :

A= K

n=20
Un=IntA[
n=n+1
A= 1 /\

A - Int (A)
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EXEMPLES DE QUELQUES DEVELOPPEMENTS :

a) (Un) =(3 5 7 5315 53 1 5 veuun ) pour A =T
M=3+ 1
7 + 1
15 + 1
1+
b) (Un) = (1 ;1 ;1;1; ..., ) pour A = §

(nombre d'or)

HO-
1]
[y
+
[

1+ 1
1+ 1
1+
—_ —_- — S —
e) (Un) = (132 32 352 3 eouen ) pour A=V2
V2'= 1 + 1
2 + 1
2+ 1
2 +
d)Wn)=(1;13;2;3;1;2;1;2; .) pour A =\3

e) (Un) = (2 3 4 ;4 ;14
(bn) = (2 31 ;1; 1;
(Un) = (2;1;2;1
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Z
P

CALCULS ELEMENTAIRES DES P , ET Q4

Quiconque a ,une fois, effectz? %e calcul des premiéres réduites T

associées & une suite donnée (an) s'en est vite lassé., On obtient:

r =a 3 r,=a + L. = ilig—:—l s r.=a + — =a + °2
= 9 - - : ) = = 1
o o 17" "o a, a, 2 o a, a1 o) a2a1+
2

az(a1ao+1) *a

et enfin: r., =
2 a,

Montrons que mous pouvions écrire directement cette derniére forme de T,

a.,l +1

et d'abord que nous avons obtenu r, sous forme irréductible.zn effet wun

diviseur commun de a, et de a1a°+1 diviserait 1,on a donc:

p1=a1ao+1 et q,=a, de méme D =a et q°=1 p1=a1po+1

q1=a1qo

éliminant a,entre les deux derniéres équations il vient p1qo-q1po=qo=1

po+1 c'est mettre en évidence la contri-

Lerire r,sous la forme a,

a,q
1%o
bution de a, a sa formation(a1 n'intervient évidemment pas dans le calcul

de ou or corment passe-t-on de r.a r. sinon en remplacant ,la ou
o) fo) = '

1 2
il intervient, a, par a1+-§— ?llous écrivons donc directement:
2
- a1po+1 tone . (a1+1/a2)p0+1 ) a:(a1p0+1)+po i 2,0,
17 ajqg == 2 (a1+1/a2)qo a2(a1qo) +a, a,q,+q

Fiontrons que la forme obtenue est irréductiblecc'est a dire qu'il est

légitime de poser: D,=a,P,+P en effet, éliminant a, entre ces

B deux équations il vient:
1,.532%9%9,

\p2q1-q2p1= -(p1q°-q1po) = =1| ce qui suffit a établir que P5 et ) sont

premiers entre eux.

La loi de formation apvarue 2z . Pp,173n, 1P, *P,_;

994+1720+1% "9n9

s'établit par récurrence en utilisant la démonstration faite ci-dessus

pour passer de rqé r., et permet, par élimination de a d'établir
<

n+1?

n

l'inmportante relation: - = (=1)
Prne19n7 9041 P0=
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Les a, sont des entiers positifs nan nuls, les q, une suite crois-

sante d'entiers pOultlfS deux réduites consécutives sont telles que
rn+‘l n =(=1) /qnqn+1

ce gui suffit a &tablir que (rn) est une suite alternée convergente

Te< T < ey, < Loer, = =S EaS By £ 1y

semarque: celle qui converge 'le moins vite'" est celle dont les q,
croissent le '"plus lentement", donc celle qui est associée a la suite

des plus petits a, possibles , donc (Vla)(an=1).Sa limite x est telle

1 N 1 .
que x= 1 + — d'od x = 1 + (reconnaitre, sous la
14 — s L -
1+ premiére barre de fraction,une répétiaisc

Liomdu développement de x)
x est donc la racine positive de l'équation xa-x-1-0 c'est le nombre
d'or (V—:+~1)/2 y dont le dédeloppement, infini, est:{%,1,1,--“ ﬂ,.»] £

#* 11 y a un théoréme de Lagrange, d'énoncé simple : un dévelopgegent en
fraction continue périodique i partir d'un certain réng‘c?racter%sg les
nombres quadratiques (racine d'équations du second dégré i coefficient
dans Q) positifse

La démonstration en est plus longue que difficile, on la trouve dans
Valiron (théorie des fonctions)e.
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L

VALEURS DES P _, Q_, R_, pour "!’2’,"/3’,\’—7',\’-—2-*"1'
e,TTe
N= 1.414213562 C'EST A DIRE SQR(2)
U(I):
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
I P(I) Q(I) P(I)/G(1)
6 1 1 1
1 3 2 1.5
2 7 5 1.4
3 17 12 1.416666667
4 41 29 1.413793103
5 99 70 1.414285714
6 239 169 1.41420118%
7 577 408 1.414215686
8 1393 985 1.414213198
9 3363 2378 1.414213%625
10 8119 5741 1.414213552
11 19601 13860 1.414213564
N= 1.732050808 C'EST A DIRE SQR(3)
U(I):
1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2
I P(I) Q(I) P(I)/Q(1)
Q 1 1 1
1 2 1 2
2 5 3 1.666666667
3 7 4 1.75
4 19 11 1.727272727
5 26 15 1.733333333
6 71 41 1.731707317
7 97 56 1.732142857
8 265 153 1.732026144
9 362 209 1.732057416
10 989 571 1.732049037
11 1351 780 1.732051282
12 2691 2131 1.73205068
13 5042 2911 1.732050842
14 13775 7953 1.732050798
15 18817 10864 1.73205081
16 51409 29681 1.732050807
17 70226 40545 1.732050808
18 191861 110771 1.7352050808



N= 2.645751311° |C'EST: A DIRE SQR(7)

U(I):

2 1 1 1 4 1 1 1 4 1 1 9

4 1 1 1 4 1 1 1

I P(I) Q(I) P(I)/Q(1I)

0 2 1 2

1 3 1 3

9 5 5 2.5

3 8 3 2.666666667

1 37 14 2.642857143

5 45 17 2.647058824

6 82 39 2.64516129

7 127 48 2.645833333

8 590 223 2.64573991

9 717 271 2.645756458

10 1307 494 2.645748988

11 2024 765 2.645751634

12 9403 3554 2.645751266

13 11427 4319 2.645751331

14 208720 7873 2.645751302

15 32257 12192 2.645751312

16 149858 56641 2.64575131

17 182115 6883 2.645751311

18 331973 125474 2.645751311

N= 1.618033989 C'EST A DIRE (1+3Qr(5))/2 LE NCMBRE D'OR
U(I):

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I P(I) Q(I) P(I)/Q(I)
0 1 1 1
1 2 1 2
2 3 2 1.5
3 5 3 1.666666667
4 8 5 1.6
5 13 8 1.625
6 21 13 1.615384615
7 34 21 1.619047619
8 55 34 1.617647059
9 89 55 1.618181818
10 144 89 t.617977528
14 233 144 1.618055556
12 377 233 1.618025751
13 610 377 1.618037135
14 987 610 1.618032787
15 1597 987 1.618034448
16 2584 1597 1.618033813
17 4181 2584 1.618034056
18 6765 4181 1.6180%3963
19 10946 6765 1.6180%3999

20 17711 10946 1.618033985
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U(I):

H

P(I)/Q(I)

2.666666667
2.75
2.714285714
2.71875
2.717948718
2.718309859
2.718279570
2.718283582
2.718281718
2.718281835
2.718281823
2.718281829

P(I)/Q(1)

N= 2.718281828 C'EST A DIRE EXP(1)
U(I):
2 1 1 4 1
]
I P(I) Q(I)
0 2 1
1 3 1
2 8 3
3 11 4
4 19 7
5 87 32
6 106 29
7 193 71
8 1264 465
9 1457 5386
10 2721 1001
11 23225 8544
12 25946 9545
13 49171 18089
AL 17
N= 3.141592654 C'EST A DIRE PI
7 15 292 1 1 1
2 2 3 1 1 1
1 1 1 5 5 ces
P(I) Q(I)
3 1
22 T
333 106
355 113
103993 33102
104348 33215
208341 66317
312689 99532
1459097 464445
1771786 563977

OOIOINHAEWN =20 |

3.142857143
3.1415094%4
3.14159292

3.141592653
3.141592654
3.141592653
3.141592654
3.141592654
3.141592654

a.u_‘/’

?m(fia.u_tﬁ :
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Quelques propriétés des fractions a/b et ¢/d telles que bc-ad=1

a,b,c,d sont des entiers naturels,b et d non nuls,

Je ditai gue deux telles fractions sont liées par la relation (D1)
ainsi nommée en souvenir du déterminant ]g 2\ qui vaut 1.

Théoréme : Si deux fractions a/b et ¢/d sont liédes par (D1) alors toute

fraction p/q peut s'écrire (ma+nd)/(mb+nd) avec m et n entiers(de signes

quelconques)Si, de plus, p/q appartient a l'intervalle ]a/b,c/d[ alors

m et n sont des entders positifs, non nuls.

La démonstration est immédiate, il suffit de résoudre le systéme:
ma+nc=p m(bc-ad)=qc-pd m=qc=-pd
4{mb«»nd:q é{n(bc-ad)épb-qa == {n:pb-qa

dont les solutions, m et n, sont entiéres parceque (bc-ad) vaut 1

leur signe étant 1ié a laposition de p/q par rapport aux fractions a/b et c/d

Ainsi toute fraction de l'intervalleila/b ,c/d[s'écrivant fathe
“ ) mo+nd /

(avec toutes les variables dans @ ) a des termes plus grands que les

termes correspondants des fractions''bords"(son numérateur est supérieur
a*c

b+d !
est ,a4 son tour liée par (D1) a4 chacune des deux fractions bords (a/b et

et a a et & ¢ etc..) la plus simple de l'intervalle étant laquelle

p/q ,par exemple, sont liées par (D1) si pb-ga vaut 1, c'est a dire si n
vaut 1.)elle définit donc avec les deux précédentes deux nouvewminter-
valles tels que...etc...%51i cette histoire vous amuse...'c'est un vieux pro
cédé artisanal et peu fatigant de classemmwl des fractions;0/1 et 1/1

sont ,par exemple ,liées par (D1), la plus simple des fractions de leur

intervalle est donc (0+1)/(1+1) ou 1/2, d'ou les étapes successives:

0.1._1 0_1.1._2.1 0.1_1.2
912 Q9clelce2cl 2 2dsl <2 2l
7<Z°7 753337 7 <3<5<2 <3<4<

Bod.d 221 3.28.53 1 8.3 Ead 2l %1
<3535 F<T<T4S “§<3‘7<H<5‘1

Mais plutdt que de jouer a classer toutes les fractions on peut aussi cher-

etC.oe

cher a coincer un nombre A dans un de ces intervalles: VE_par exemple
est entre 1/1 et 2/1 qui sont (D1),é chaque étape nouvelle on le situe

dans un des nouveaux intervalles obtenufs (en comparant les carrés des '"bords:

a2) d'ou: 1 2 1 2 14 > L_2
3 CV-2_< 3 7(!,}2—(%(-? ?¢3<\E<§ 34-5-<£<§

Le paragraphe suivant indique une technique de programmation :
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f- Une autre fagon de calculer les P_ et Q : a tatons !

Deux réduites consécutivesy nous l'avons vu,
sont liées par (D1) et encadrent A,toute fraction de l'intervalle

E}n’rn {la des termes sup'‘rieurs aux leurs, en particulier son numérateur

p est au moins égal a P *P. 1 et son dénominateur a q,+4d comme nous

l'avions annoncé.(en bas de la page 1).la réduite suivante a pour numé-

n-1'

rateur a,4+1Pn*Pa 1 et la méme combinaison vour les dénominateurs,ici |

des daax coefficients m et n’de la page précédente l'un vaut a1 et
l'autre 1, ce gqui va organiser nos tatonnements: les fractions

\ .
(kpn+pn_14kqn+qn_1) sont des fonctions monotones de k et dans tous les cas

on cherche pour k le plus grand entier tel que cette fraction reste su-

périeure (ou inférieure ) a A,parceque le coefficient cherché a ., est

une vartie entiére , mais le mieux est de donner un exemple:

Comment trouver r 4 connaissant les deux réduites vrécédentes( et dis-
il

posant d™in petit ordinateur:il faut quatre mémeoires et les tests "if..then'

(fatiguée des indices je raconte comment trouver T¢ connaissant r_ et r4)
’ - D
dans les quatre mémoires P,Q,R,S se trouvent 94,q#,p5,q5, avec la pro-
pricte (2‘? évidemment.Je cherche pé,soit abP+R et ags soit a6Q+S/tels
que a6301t le plus grand poszible(c'est une partie entiére), T restant
cependant inférieur au nombre A dont on cherche le développement. Je fais
essayer pour a, les entiers 1, 2, 3, stc.. jusqu'a obtenir une fraction
trop grande, il ne me reste plus qu'ad reculer d'un cran,a, était l'entier
’ . 3 s O
préccédent.Pour obtenir T, il faut ,au contraire améliorer l'autre fraction
vremifre otave P=p, , ¢=q), ,R=p5 s5=qg.

Classemesrt des fractions essay‘es

Pe B¢ P R  Peoil L B3R o A _R.Gr
1'-7' Q Q+8 o+ 8 QD 5 9qs

Chaque nouvelle fraction est obtenue par le procédé de la vage 5

a partir de la précddente et de R/S. On a P+a R
) < A

-y 84
a0
. . s « Q
mais la suivante est supfricure & A, on reculé d'un cran, on affiche-a.
o}

et on met poetq6dans P et 4§ pour aborder la deuxiéme 3dtane:
.”(-_P < A ()P+R< 2P+R (P+R <TR':-E

—_—

oS — BT e
7, < SeS_ T9rs s 8T,
~ ~ '\ t.\ ’ -

ou tout se passe de la méme maniere sauf que le test est "supérieure"

. o 3 , a " -
a A au lieu de "inférieure-
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1
on neut dire qu'elles s'obtiennent comme les autres a partir d'une r_,

I1 reste 4 amorcer le processus, c'est & dire & trouver T et r

et d'une r ., dont les termes vérifieraient D A P_1*P_5 =3,
g - -

U=25d_ 4% =1

d'ou p_1=q_2=1 et p_2=q_1=0 excellentes valeurs, en ce sens qu'elles
fourniront bien P, et q, conformes aux vJéurs prévues,mais un peu emba_—
rassantes parceque si la fractionsest o/1 , la fraction r_,, elle/perait:_{?j
ce gqui revient a dire qu'un nombre A positif est dans :lo,aaf mais pour-
rait choquer un honnéte ordinateur,heureusement il ne s'en apercevra pas
n'ayant & aucun moment a manipuler cette abusive fraction,voyems le
sur un exemple: Départ ,l'ordinateur connait¥U(ou croit le connaitre)
Premiére étape P=0 Q=1 R=1 3=0 d€ssais de (P+B)/( Q+S) etc...

4 )
E(l ¢ 2¢|3kTct £ <l “/1 est trop grand, on recule,a =5
1 Ol

— =500 -0

Deuxiéme étape P=> =1 R=1 5=0

3 _25 > 19, 16 13 10 0 7 _ & 1 25/8 est t tit

7(.8-<TT< <E_< _c< <. égTé— 2 es rop petit,on
' < =t e—Jd=fe"el recule, a,=7

I'roisiéme étape P=35 Q=1 R=22 S=7

i Ao = - py Y ;
] ‘jﬁ-c: ¢ S5+2 2«22< 3+15 %22 TT < $+16 % 22 o
i A o - | Tr15 7 [ u;ﬁ37
ici a,=15 on reconnait r = h - on trouve ensuite a-=1 et on
2 —-55 2 100 ) b
obtient %73 , connue des chinois vers %430, retrouvée en Allemagne en 1573

et qui est particulierement bonne parcegue a, vaut 292 d'ou ,pour T,

3334292 %355 _1a.st 4 dire 103995

déja citie.

106+292 % 113 53102

Programme corresoondant: 6£‘ Qacd;>

1 PwO; qal; R=1; 5=0 9 N==1

2 N==1 10 R=R+P;3=5+Q;N=N+1
3 P=P+R; Q=Q+3;N=ii+1 11IF R/S=TT THEN 16
4 IF P/Q=7TvTHENY®1§ 12 IF R/SP>TTHEN 10
5 IF P/ <IUTHEN 3 13 R=R-P; 5=5-Q

6 P=P-R 14PRINT N;R;S;R/S

7 3=2=5 15 GO TO 2

8 PRINT N3;P3;Q;P/Q 16 END

Les tests peuvent ,évidemment, &tre remplacés par :IF F(P/Q) =0 THEN etc.,.

o™

4 ‘condition que F soit croissante au passage de sa premiére racine posi-
tive, qu'elle ne s'annule pas deux ou trois fois entre a, et a +1
o

4t autres caprices toujours possibles.
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/- | UNE_VERSION MATRICIELLE DES FRACTIONS CONTINUES

) Rappels :
A une fppction homographique f : x ,ax + b
Al 7
cx + d
On associe la matrice carrée d'ordre 2 : a b)
c d

Réciproquement 3 une matrice{'a b\ on associe f : x ,ax + b

\lec a cx + d

Si l'on note Mf la matrice associde 3 f et Mg la matrice associde

d g, on vérifie facilement qu'alors | Mgof = Mg x ME| (1)

e emn - o — — w— — — — - — - ——

Appelons fn la fonction homographique de matrice :, Un l\
V1 o

fm (%) = Un.x + 1
X
fn (x) = Un + 1
X
(fo o flo f2 0 ... o fn) (x) = Uo + 1
Ul + 1

U2 + 1
Un+ 1



d'od deux résultats importants :

1) lim (fo o f1 of2 ..... o £ n) (x) = Fn car lim 1 _
1-0 x
X 3 +m
(2)
2) 1lim (fo o f1 of2 ...... 0o £ n) (x) = Fnd
X EO car lim 1
X->0 Ukl

D'aprés le résultat (1), il est possible de déterminer la matrice

associée 3 la fonction homographique fo ofl of2 o .... ofn.

En effet, posons /a b la matrice associéea :

\c d/

fo ofl of2 0 .....0fn c'est-3-dire &

»

T}

A

. . » \
On sait que la matrice associée 3 fi est Ui 1

\

\l o

\

d'oqd : a b) = -Tr— ui

et en passant au déterminant :

ad-bc=—?ﬁ— (-1)
i=o

d 'ol la relation de Bezout :

Mo

ad - bec = (-1) (3)

Ce qui signifie que a et c sont premiers entre eux, ainsi que
betd

w57 =
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I1 est également possible de calculer les deux limites (2) en

fonction de @ ; b ; ¢ 3 d en effet :

(fo ofl of2 0vevennn ofn) (x) = ax + b
cx + d
done 1) lim (fo ofl of2 ..... ofn) (x) = a
c
X +
— " )
2) lim (fo ofl of2 .... ofn) (x) = b
X —30 d

En comparant (2) ; (3) et (4) on obtient

Fn = a or a et c sont premiers entre eux

T
Fn-1 = b or b et d sont premiers entre eux
d
donc a = Pn = Pn-1 ,
c =Qn =

Qn-1 ,

Pn -Ga-1 -Pn-l‘(;'n s {=1j Bt

et la relation (3) devient :

la relation (fo ofl of2 o.... ofn) ofn + 1 = fo o... ofn+l
devient :

Pn Pn-1 Un+1 1 - Pn+l Pn

e Qu-1/ 1 0 Qn+l  On

d'ol les formules de récurrence

Pn = Pn-1 . Un + Pn-2
Qn Qn-1 . Un + Qn=-2
Yo, n > 2

1]
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8- LE THEOREME LE PLUS FIN

1. xn, Un ¢ ™* donc lUn >1
2. Montrons par récurrence que

l‘{n, Qn > n[en effet

et pour n>» 3 :

SiQn -2 3»n-2 et Qn-1 > n-1

Q=1 2> OC Alors Qn = Qn-1 . Un + Qn-2
QL =1U1 » 1 Z (n-1). 1+ (n-2)
Q2 = Q1 . U2 + Qo (formule de récurrence > n-1 + n-2
Q2 3» 1. 1+1=2 S n+ (a3) 2™
+o0 > 1
3-lm  Pn o= Po + § Bn - Pn-i| = Po +§ (-1
s+~ @ Q@ D u  Gn-1| Qo ) Qm Q-1
Cette derniére série est alternée et 1 tend vers o en décroissant
Qn . Qn-1
1 1 1
S & — & 1
Qn Qn-1 n (n-1) (n-1)
’.+ -
Fn - Fa-1 = Pn.Qn-1 = Pa-1, Qn = (-1)"*!
Qn Qn-1 Qn Qn-1

Conclusion : La suite Fn = Pn tend vers un réelx, de fagon alternée
Qn

et l'intervalle d'imprécision est au moins réduit de moitié chaque

fois que n augmente de 1.

d) Et voici maintenant le THEOREME !

Si P est une meilleure approximation de >< que Pn c'est que:

Q Qn
P > R,v ti- (% > g'"
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En francais : "L'approximation d'un réel fournie par les réduites est la

meilleure possible" !

Montrons d'abord le résultat suivant

si A X C etei |AD-BC|=1
5 <§ ¢35

Alors on a : X )\ Sup (4, C)
et Y > Sup (B, D)

(ol A, B, C, D, X, Y sont des entiers naturels)

En effet :
lx - Cf t A - C]
\Y 3] < ! B D
(XD -¢ev)] , 1aD-3BCI , 1
YD BD < BD
puisque forcément {xp - cy | > 1
c'est que lYy > B
et puisque X A c'est que !X > Al
Y B
Le méme raisonnement d partir de D < ¥ ¢ 3B conduit a :
C X A
X5 e et Y D

Ce que l'on voulait démontrer.

Conséquence :

Si X est une meilleure approximation de x gue Pn, c'est aussi une meilleure

Y Qn
approximation de x que Pn-1 , mais X est compris entre Pn et Pn-1 et
Qn-1 Y Qn n-1

Pn Qn-1 - Qn Pn-1 = 1 donc d'aprés ce qui précéde ;X S Pn
et Y > Qn
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FRACTIONS ET REDUITES ¢ APPLICATIONS

A4 -

Fraction continue ... réduites ! Termes qui peuvent effaroucher mais
qui cachent surtout des idées d'une grande richesse mathématique

et historique. Voici deux approches de ce concept. L'une, algébrique,
consiste en un traitement un peu particulier de certaines &quations

du second degrd; 1'autre, géométrique, &tant une "démonstration” de

1'irrationnalité du nombre d'or l—%—ﬁi
EQUATION DU SECOND DEGRE
Considérons 1'équation XZ -X-1=0 dont les racines

sont (nous le savons):

1+ /5 , . . 1=/
XI 3 (le nombre d'or) et X2 3
L'équation s'écrit encore XZ =X + 1 ou X=1+ %

L'inconnue X situde dans le deuxidme membre peut encore &étre
. 1 .
remplacée par 1 # X 3 cequ donne

1

X=1+ 1
1+ <
X

Nous pouvons répéter indéfiniment le procédé et dire que

X=1+ S E— ees ELC..s ou encore X=1+ ]
1 + ] 1 +
1 + = 1 + !
X
1 +
Intéressons-nous aux fractions suivantes:
1 - 1
fo = ] s fI =1 + = : f2 =1 + 7 P ouew BEC.
1+-l'

f.=1 ; f£.=2 $ £.=1,5 3 f3 = 1,666... s

£, = 1,6 H £. = 1,625 H £, = 1,615 384... :
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1 + /5

3 (= 1,618 033...)

La suite {fn} semble donc converger vers

Nous avons mis la racine positive X] (nombre d'OR) sous la forme d'une

FRACTION CONTINUE SIMPLE de la forme

I 1

aa".f:

-

Ici, tous les a; sont &gaux 3 | mais nous verrons que cela est un

cas bien particulier.

Notation ag * 7 = [ao, a5 8y eeey By ees J .

La donnée d'une suite {an} va nous permettre de définir une fraction
continue £ .

a
Les fractions : £, = Tg (numérateur Py = 3g dénominateur 95 = 1)

1 3p2) * 1
flmag e T (BpTad gt

o

-}
n
9

sont appelées REDUITES d'ordre 0, 1, ..., n de la fraction continue f.

fn =[ ags 3ys cces an)

wve

£q = Lao} ; £ o= Iao, al] 7 sus

Toutes les &quations du second degré ne peuvent (hélas!) subir un tel

traitement.
Ainsi
2 Yo 5
X*=-5X+3=0 s'écrit X=3- 3
qui nous méne 3 une impasse; alors que,
XZ -2=0 s'écrit X2 -1=1
ou encore (X=1)EX+1) =1 soit
X=1+ T+ X
1
qui peut encore s'écrire X=1+ — ... etc soit
2 +
1 + X
le développement D, 2, 2, 2, ...] a, = 1 et a; = 2 i 1

pour l'irrationnel 2 .
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Méthode de Lagrange

—>

En 1770, Lagrange utilisa une méthode semblable 3 ce qui suit pour
traiter certaires formes quadratiques.

Lagrange reprend ainsi les &tudes d'Euler et son oeuvre sera complétée
par Legendre, puis enfin par Gauss.

L'emploi du calcul matriciel viendra clore ce sujet passionnant* sur
la plan algébrique.

Choisissons donc l'équation Xz -5X+3=0

X2 - 5% +3 =0

I

1

£(4) <0 et £(5) >0 ——>» Posons X=4 + T
1 2 ]
4+? -i4+? +3=20
2 -3r-1=0
£(3) <0 et £(4) >0 —> Posons Y=3+—;:
12i 1
3 % —[3 3+ =1=0
22 -3z2-1=0
done X =4 + 1 = [4,3,3,3,..]
3+ ]
g o B

Voici les réduites successives de cette fraction continue:

fo f1 f2 f3 fA fS

4 13 43 142 469 1 549

1 3 10 33 109 360

4 4,333..1 4,3 4,303030.. | 4,302752.. 4,302777..
Rappelons que E_IEKIE = 4,302 775 ...

# Voir ITARD

"Théorie des nombres"

page 64.
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Le lecteur pourra appliquer ce.te méthode & 1'équation X2 -18=20
On trouve: /18 = [4, 4, 8, 4, 8, 4, 8, ...]

Lagrange a démontré que le développement en fraction continue d'une
"forme quadratique irrationnelle" est périodique au-deld d'une

certaine partie irréguliére.

Autre éertiture d'wn ratiommel

Choisissons par exemple 2% (appreximation d'Archiméde pour )
2
37 =3 +‘% Z% est de la forme a, +'%T
p 355 103 993 . ;
Prenons maintenant 13 et 33 102 (autres approximations de )
355 16 1 |
S v Sl A v S U R |
16 16
333 est de la forme a. + 1
11 0 1
4 v T
2
103 993 _ L 687 _ 1 - 1
330z -2 "33 020 T30z 3+ . . 293
4 687 4 687
=3+___L1-——=3+ 11
AT T 2
2593 293
= 3 + !
7+ : 1
15 + 7
1+ 392
103 993 1
————= est de la forme a, +
33 102 0 a & 1 :
g YT 1
a3 3,
4

Lambert décomposa 7 en fraction continue et trouva pour ce nombre

un grand nombre de réduites:

xo=[3; 7; 15; 13 2925 13 15 135 25 15 33 isstCasssl
y o+ ¥
25 2 B

Rappelons que Lambert démontra en 1770 que T n'était pas un rationnel.
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Remarque sur l'algorithme de la recherche de la suite {ai} :

355
Pour 13 on a ’
355]113 N 113]16 N 16;1 +?515= (3375 16]
1613 117 0! 16 L L L
+ ¥ ¥ a 5 5
a, 2, a, 0 1 2
Pour l;; , on a
355
N31335 , 355113 gone - 1053575 16
355
11310 I I I l
b0 bI b2 b3
=ao =a1 =az
D'une fagon générale, (p > q) si 2=(a, a,, «voe, a]
q 0 1 n
1.
alors 2 fo, 3y 3y s aJ

L'algorithme des divisions successives vous montre que la suite

{ai} est unique i 1l'exception prd&s du dernier terme; examinons cela

sur un exemple:

%%% =3+ - =[3 575 16
7+
16 I
aO al aZ
Ou encore
ﬁ§=3+ - (3575155 1]
T 1 [ I
15+T

UNE APPLICATION .... BISSEXTILE !

L'année civile comporte 365 jours.
En 1900, l'année tropique avait pour valeur

365 jours 5 heures 48 minutes 45,975 secondes

Convertissons cela en unités-jours:
365,242 198 785
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Cet excés de

0,242 198 785

est proche de 1

4

la présence d'une année bissextile tous les gquatre ans

, ce qui explique

Toutefois, il serait intéressant de connaltre les réduites successives

de

Donc

242 198 785

242
1 000
242
31
23

f =

Soit donc

1 000 000 000

(année julienne).

198 785 = 0 x 1 000 000 000
000 000 = 4 x 242 198 785
198 785 = 7 x 31 204 860
204 860 = 1 x 23 764 765
764 765 = 3 x 7 440 095
440 095 = 5 x | 444 480
4ht 480 = 6 x 217 695
217 695 = 1 x 138 310
o0 Ga0 500 = L0 4 T3
fg =0 £ =7 £

+ 242 198
+ 31 204
+ 23 764
+ 7 440
* 1 444
* 217
+ 138
+ 79

1 33 5% 6;

7

29

785
860
765
095
480
695
310
385

..etc.

Donnons toutes ces réduites dans le tableau suivant:

..etc.

pour domner une meilleur approximation que 1 jour 4

ai 0 = a1 = 4 az = a3 = 1 a, = 3 a3 =5 a6 =6 a7 =
£ 0 1 7 8 31 163 1009 1172
4 29 33 128 673 4166 4839

Les intercalations sont donc celles de

Dans ces réduites, on ne trouve pas l'intercalation de 97 jours tous

1 jour

tous les 4 ans

7 jours tous les 29 ans

les 400 ans du calendrier grégorien:

(calendrier julien)

.s.etc.
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97 . - .
Rangeons %00 parmi ces réduites:

f] = 0,25

f2 = 0,241 379 310

f3 = 0,242 424 242

fA = 0,242 187 500

f5 = 0,242 199 109

f6 = 0,242 198 752 et
f7 = 0,242 198 801

et Z%% = 0,242 5 donne donc une valeur par excés.

Dans son livre "Théorie des Nombres', Jean Itard" indique que Lagrange
employait la valeur 365 jours 5 heures 48 minutes 49 secondes pour
242 233 796

1'année tropique. Il lui fallait donc étudier la fraction

Nous remarquons combien un excds d'environ 3 secondes sur 1'évaluation
de 1l'année tropique peut modifier la fraction Z &tudier, donc la
nature des réduites successives.

(Le lecteur pourra montrer qu'elles sont modifiées 3 partir de fs).

9

#* Il semble qu'il y ait une erreur de calcul dans le livre de J. Itard:

1 009 1 172

On donne ainsi les valeurs de A et Z 829 Pour f6 et f7 )

242 198 785
1 000 000 000

; nos calculs divergent 3 partir de ag -

Notons enfin qu'ayant choisi la fraction et J. Itard

24 219 879

la fraction T00 000 000

1 000 000 000 °



EQUATION DIOPHANTIENNE

Préliminaire

ar = by = 1

ol a et b sont étrangers.

. ; a
Nous avons vu que si le rationnel 5 Ego, al, az, sy anl s

nous savons que les "réduites successives" valent

Po 3o P S5y * Pr+l
—_— = — —_ = 2 et par récurrence est
9 9 1 n+l
donné par les formules:
En+1 = an+1 pn * pn-l et qn+l = an+1 qn * qn-l
Cherchons 3 évaluer pn+I qn = qn+] pn
P; 99 =9 Pg = (3ga; * D) x1=-a ag=1
Plus généralement:
pn+1 qn - pn qn+l = (an+1 pn * pn-l)qn - pn( n+l qn * qn-l)
= an+l n qn * pn-l qn - an+1 pn qn pn qn-
= (=1 x (g a7 Ppog 9y)

n
done ey = D7 Py g ~ P )

pn+1 qn - pn

soit finalement

n
Pas1 90 7 Pp Gner T =D
Sur un exemple:
Toute équation ax = by =1 peut étre réduite en une forme plus
simple, si on connait une solution particuliére (xo, yo).
En effet, 1'équation devient a(x - xo) = b(y - yo) dont la

résolution s'achdve en utilisant le théor@me de Gauss.

les fractions continues nous donnent une méthode Eélégante pour

DETERMINER une solution particuliére.
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(El) 355x = 113y =1 et (EZ) 355x = 113y = -1
Montrons comment la connaissances des réduites successives de %%%
peut nous donmner cette solution particuliére:

355

ﬁ—j-[B 3 7 5 16]

5 Po 3 Py 22 Py 355
onc —_= = —= = —_ = ==
9 ! 9 7 q, 113
La propriété démontrée en préliminaire nous assure que
\ 1
Py 4, ~ P, 3, = (=)
soit
355X@-1]3X@=-1
donc (7 5 22) est une solution particuliére de (EZ)
Pour résoudre (El)’ il suffit de modifier le développement de %%%
en [3 ;7315 ; 1] , d'ot
49 1 q, 7 4, 106 d5 113 4
t= : - a5
permet 4 'écrire que p3 q2 p2 q3 1
soit 355x-113><@=1
solt que (106 ; 333) est une solution particuliére de (El)
Finalement, pour (El) 355(x = 106) = 113(y = 333) donc

x =106 + k 113
y = 333 + k 355

|

355(x = 7) = 113(y = 22)
x=7+h 113
y = 22 + h 355

et pour (EZ) qui donne
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APPROCEE GEOMETRIQUE

s Vers l'irrationnel

L'analyse géométrique d'un pentagone régulier convexe et du pentagone

nel et vaut

g 34 2 . Al ar s . .
étoilé nous enseigne que le rapport e des deux cOtés est irration-

1+ /5
—

Pour cela, il suffit de montrer

1

bue le rapport %r peut se

mettre sous la forme d'une

fraction continue, égale 3

Lls 15 1g sexl - .

L'algorithme est évident si on
observe que le pentagone PSRUQ

est également régulier.

Appelons B et B' les cGtés des

A' =
¥
MN
Comparons alors
A =
+
MS

I1 vient donc
Soit encore:

A'

_—= ]

deux pentagones associés 3 cette

seconde ''génération'.

PN = P'N' MP = QR

A et B'
B! + B
¥ - ¥

MP = QR PS

A' = A + B' et A=3B'+23B

1 A
5 et el

1
Bl
BT B

_Regroupons ces deux &galités en une seule.

qui symbolise la récurrence cherchée.
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s Ol l'on retrouve d'autres formules déjd vues ...

Suite de Fibonacci

Rappelons ce cantique bien connu de tout ouvrage ... traitant sérieu-

sement de mathématiques contemporaines !

. - M
Suite {xn} X1 =X, f X
x. et x, donnés.
0 1
Cette suite est inté@ressante notamment par le fait que le rapport
Xn+1 1 + /5 '
tend vers — d'autre part, cette convergence est
n

"rapide" et se contrdle par un simple calcul ne nécessitant pas

1'emploi de calculatrice de poche.

Examinons les réduites successives:

Xy *3 X3 %
fO = — fI == f2 = — f3 = —
%0 1 % %3
XS X6
f& = ;— fs == X—- coe
4 5
Cas particulier: xy = 1 3 x, = 1 .
1 - = =3 =2
BT By * 5 £,=3 £3 =3
8 13
f4 g f_5 = T oo

En examinant f4 et fs , On observe que:

5x 13 - 82 = |

solt encore

Ce n'est pas accidentel prisque nous retrouvons la propriété

- - = - 4'—'-
générale 4, Ps 45 P, = (-1 1

Cette &galité traduit la premiére étape de la description d'un
paradoxe géométrique reposant sur un découpage d'un carré puis de
sa reconstitution apparente en un rectangle n'ayant pas la méme

aire mais regroupant néanmoins toutes les piéces.
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A3

Aire : 82 = 64 Aire : 5 x 13 = 65

Ces deux figures (@a) ne sont qu'un cas particulier de la

configuration générale (¢2n) reposant sur l'égalité

2n
99n Poge; ~ dopey P2q = D =1

qui, traduite en termes de la suite {xn} , nous donne:

2
0 ¥one2 T Foner ) (2y5)
/

/ 5

aire du rectangle aire du carré

Fom 4 Kom
2
Tt *n X 244 X
o
. [
2® o ¢l‘“
-1
X lnes

X2

Pour rechercher le bien fondé de ce paradoxe, évaluons les

angles @, et an ainsi qu'ils sont définis sur la figure.



—_ - 2n-1
2, & %2n 2n+1
(Y255 =4
pie
Rt soit Coy = Arc tg mol
- 2n+1
tg 8 - x2n XZn-
Kom 2n x2n
Tt d X Xy _
soit B, = Arc tg an izl
. 2n Xon
"-m . 5}

Pour la figure 04 construite sur [ Xy = 3; x, =53 X

nous obtenons

@, = Arc tg % = 20,55° (degrés dé&cimalisés)

- 5-3. °
84 Arc tg = 21,80

Pour la figure ¢, construite sur [ X =8 ; x,=13; x4=
a, = Arc tg—8—=20 85°
6 21 ?

= Arc tg—=2l 03°

Bg 3

Pour ¢8 construite 3 partir de [ x7=21 H x8=34 3 x9=53
ag = Arc tg 5—,— = 20,89 soit 20° 51" 24"

= Arc tg - 20,92 soit  20° 55" 12"

Bg 34

Les deux suites {azn} et {BZn

intéressant de rechercher leurs limites communes

%2n BZn
Xon-1 Xon ~ x..n—l
X, + X x
2n 2n-1 2n
e tg (a,_ - B, ) =
2n  "2n Xon-1 Faq = ¥opy)
b Ko = %)
*2n “¥2n T *on-1
- x 2 & X, X + X 2
- 2n 2n " 2n-1 “2n-1
- 2 +2 2

2n x2n X2n—1 * x2n-1
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211]

]

} sont adjacentes et il est .,
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2
RSN T
) = 5

on-l ok f2n—1 =1

tg (a2n - B2n

L'examen du numérateur montre bien que

Iim (azn - an) =0 s

e Enfin la limite commune !

X

X X
- 2, - x2n 1 in 1 . - 2n
2n+1 2n “2n+1
oit t -—r—L en appelant w=1+/5—
soil g oy mz PP 5 .
D'od le résultat :
. . |
a = lim ay = lim an = Arc tg -
© @ w
a = 20,905 157° ou a = 20° 34' 19" .

-

La constante remarquable n'est pas 3 retenir par cceur !

Lagrange, Euler, Gauss, ... On pourrait penser que l'intérét mathématique

des fractions continues s'est progressivement &teint 3 1'aube du vingtiéme

sidcle ... Il n'en est rien et l'année 1978 a apporté un démenti 3 tous
ceux des grands universitaires qui ont depuis longtemps balayé de leur cours
cette théorie au bénéfice de dévelopyuements apparemment plus subtils ... En

effet, le mathématicien Roger Apéry a démontré que

1 1 1 . . : *
Z3) =1 + — + — + — + ... est bien irrationnelle .
3 3 3
2 3 4
Nous invitons le lecteur 3 lire l'article de Michel Mend&s France dans 'LA
RECHERCHE'" de février 1979. Il y retrace comment la communauté mathématique

a accueilli l'annonce de cette découverte !

Avec ironie : une conjecture aussi vieille que cela ne peut pas trouver de

solution avec de vieux outils !

.

Avec bétise : de grands mathématiciens s'y sont cassés les dents, alors il

est bien présomptueux de s'y atteler avec les outils d'Euler !

Vous connaissez la suite .....

* Fonction dzéta de Riemann






