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CEnE BROOlURE PR tSENTE QUELQUES ACTIVITÉS Nl..MÉRIQUES DU

NIVEAU" DEUXIËME CYCLE DU SECONDAIRE ",

CES ACTIVITÉS SONT GROUPÉES EN SIX FIOlES :

- LES FICHES 1 ET 2 FONT APPEL À DES CALCULS DE

CO�RUENCES •

- LES FICHES 3 ET 4 f'mTRENT QUELQUES CALCULS ITÉRA­

TIFS ABOUTISSANT À LA REEOLUTION NLMÉR!(�UE D'ÉQUA­
TICNS.

- LES FIOlES 5 ET 6 DONNENT QUELQUES INFO�TIONS

SUR DES APPROXIMATICNS CLASSIQUES.

CN TROUVERA ENSUITE CE LA PAGE 41 À 74, L'APPROFONDISSE­

MENT DF. LA NOTION DE I=RACTICN CONTINUE,

NOOS AVONS RruN l DANS' CE DOOJMENT A LA FOIS DES EXEMPLES

PRArIOOES, UN EXPOSE THECfUŒJE ELEMENTAIRE ASSEZ CQ\1p.LET

ET DES APPLICATIONS PARMI LES' PWS IMPORTAt't'TES.

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



 

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



-3-

SOM MAI R E

FICHE 1 - AU;ORInIMES DE DIVISIBILITE

LES CARACTERES DE DIVISIBILITE

Page 5

Page 11

FICHE 2 - PRISE DE RACINES
(méthode mentale et rapide) Page 15

FICHE 3 - ITERATIONS

I:.A DUF LICATION DU CUBE

Page 23

Page 30

FICHE "OUVERTE"
4_ EQUATIONS DU SECOND DEGRE Page 33

FICHE "INFORMATION"
5- ( 1 + h)n et ( 1 + nh ) Page 35

FICRE "INFORMATION"
6- DERIVABILITE ET LINEARITE

DES PETITS ACCROISSEMENTS Page 37

FRACTIONS CONTINUES

LES FICHES 1-2-3 SONT DE A. DELEDICQ El'

Page 41

LES FICHES 4-5-6 SONT DE A. nF.r,mTrn.

L'EXroSE SUR LES FRACTIONS CONI'INUES EST

CCMroSE D'ARl'ICLES DE J. SAIJVAGEOl', G. M:UNIER

El' A. MYX.

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



 

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



CALCUL NUMERIQUE / fICHE N° 1 ALGORIT��ES DE DIVISIBILITE

1
\JI

1

Voici schématisés quelques algorithmes pour décider si un nombre est multiple de 3,7,11,13,17 ou 19.
faire des essais et démontrer les validations indiquées en marge.

@ Divisibilité par 3

4 2 7 5
+ 57

432
+ 21

4 5
+ 57

9

9 est un multiple de 3, donc 4275
est divisible par 3.

+

621 4
.......

4.1

• Tout naturel A peut s'écrire sous la forme

625
5�

A = 10D + u

/ �
nombre chiffre des unités

des dizaines
+

6 7
+7;t'

+ �t
4

• Recommencer avec 5934 et 29701

4 n'est pas un multiple de 3,
donc 6214 n'est pas divisible par 3.

Cetteméthode donne-t-elle le reste de la division par 3 d'un naturel?

Validation

10 D + u = mult3 �D + u = mult3

� Divisibilité par 7

l 9 7 �2)
. l 2 /"-='
l B.4 ,e-')""\
10?�

3 l 9 k?)
- 4�

jl�O
l O�
2 l <LV

- ,2�
u-

o est multiple de 7, 3192 aussi

• Recommenez avec 4123 et 1807

8
8 n'est pas divisible par 7
1976 non plus.

Validation

10 D + u = mult. 7� D - 2u = mult7

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



Divisibilité par Il

@
Divisibilité par 13

1
'"

1

64438, 502678 et 236370 sont-ils divisi­
bles par 11 ?

56392!!,
4';

l 3 13)@
2 7/

lI.O 4 �
3· 6./
2 6 r:_,a'\

-54/�
--

• Validatim

10 0 + u;:; multll <=> (D-u) ;:; multll
56388

87
5 630

07 1314, 17628 et 7401 sont-ils multiples
de 13 1563

- 37
5 3

-37

5 Vv91
18�
1 3

• Validatim

100 + u ;:; mult13 <=> D-9u ;:; multl]

2 1313 est un multiple de 13 •••••

56324 n'est pas divisible par Il
Quel est le reste de 563924 dans sa division
par lI?

@ Divisibilité par 17

28951 ?
_---

2895 x 3 + J.._ x 2 ;:; 8687
-�

!!@ x 3 + l x 2 ;:; 2618
261 x 3 + J!_ x 2 ;:; 799

-�

1.2x3+2.x 2 ;:; 25.i
2_2x3+2.-x 2 ;:; �
..6.x3+2.,x 2 ;:; J�
3 x 3 + 4 x 2 ;:; 17
.- ._.;

28951 est divisible par 17 ...

• 8664 et 5931 sont-ils des multiples
de 19 ,

@ Divisibilité par 19

3 2 74 ��+

3 2a�J�+

3 2··8�+ 2.
x

7752 et 4388 sont-ils des multiples de
171

Validatim de ces deux algorithmes?

+ 3:�JŒ.P
+ �3�

9
9 n'est pas un multiple de 19 ;
327454 n'est donc pas un mu1�iple de
19
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CALCUL NUMERIQUE / FICHE Ne 1 Corrigés et compléments
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ALGORITHMES DE DIVISIBILITE

._ -

_ _" -

Notions mathématiques

*' Divisibilité

*' Si x+y est multiple de n :

x multiple de n <=> y multiple de n

--_
- -_

- ---------

---- -=- --_ --�-- _.

*' Si a divise bc et a premier avec b

alors a divise c.

� Divisibilité par 3

593� 29701

4 1

591 297r

7

6� 298

6 8

12 31
2 7

3 \ UT
a

· 5934 est divisible par 3

29701 n'est pas divisible par 3 (l'algorithme donne

ici un renseignement supplémentaire : le reste

de la division euclidienne de 29701 par 3 estlll

· Validation du critère:

Elle repose sur l'équivalence

1 10D + u = met 9 � D + U = met 9

(démonstration évidenCe: laD = 9D + D)

· D'autre part:
10D + u .= D + U (mod 3) - L'algorithme fournit

donc également le reste de la division du naturel

par 3.

oDivisibili té par 7

4121 180;7'
6 - 14

40,&' 16%
- 12 - 12

28 4

4123 est divisible par 7 puisque 28 l'est.

1807 n'est pas divisible par 7 pùisque 4 ne l'est pas

(mais le reste de 1807 par 7 est 1 et non 4).

· Validation : elle repose sur

Il aD + u = met 79D - 2u = met 7 1
La démonstration de cette équivalence
l'on observe que 2(10D+u) + (D-2u) =

est facilité si

(3D) x 7 �
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� Divisibilité par 11

50267j
l ,

2363pr
8 7

50251 235�'
9 6

sois' 2�,9
6 - 9

491 13
1

- 5

41
- 4

a

· 502678 est un nail.t ipke de 11;
236370 ne l'est pas puisque 13 ne l'est pas

· _Validation : elle repose sur

Il aD + u = ruet 11 � D - u = rrn.dt 11 1
Pour cela remarquons que

10D + u + CD - u) = l1D

· Le procédé ne donne pas le reste de la division

par 11 ... mais presque si l'on remarque que

1 GD + u � - CD - u) (mod 11)

· Les algorithmes présentés dans C€sdocuments peuvent
donc être exposés sous la forme d'organigrammes.
Voici un organigramme possible pour le cas de la

divisibilité par 11.

Choisir A 1

----1.-<&
OUl

16-,
oui

A est un multiple
de 11

__.__[
n'est pas un multiple

de 11

non

u est le chiffre des unités de A
D est le nombre de dizaines de A

non

non

oui

Calculer D - u

Appeler A ce naturel

FIN
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c8 Divisibilité par 13

1762$ 7401
72 9

16W' 731
0 - 9

--

16i 61
- S4 -36

26 3"
- 0

3

. 17628 est un multiple de 13 tout comme 26.

7401 n'est pas un multiple de 13 tout comme 3.

• L'algorithme repose sur l'équivalence:
Il OD + u = muet 13 5=> CD - 9u) = muet 1 3

elle même démontrée aisément si on observe que

9 (10D + u) + CD - 9u) = (7D) x 13

Ü Divisibilité par 17 et 19

Sur ces deux exemples, montrons que la démonstration du critère peut exiger 0 non

l'emploi du théorème de Gauss

Si a divise (bc)
et a premier avec b, alors a divise c.

Divisibilité par 19:

8664 est un multiple de 19 (8664 = 19 x 456)
5931 n'est pas un multiple de 19.

Validation du critère :

1 (1 OD + u) = muet 19 s=> D + 2u = muh 19\
• 10 D + u = k 19 > 20 D + 2u = (2k) 19 ==9 D + 2u = (2k - D) 19

et

• D + 2u = Il 19 ==q? 10 D + 20u = (lOh) 19 -==�? 10D + u = (10h - u ) 19

t'bus n'avons pas eu besoin du théorème de Gauss.

Divisibilité par 17 :

7752 = 17 x 456 est un multiple de 17

4388 n'est pas un multiple de 17.

Validation du critère :

1 (10D + u) = muet 17 'ti 3D + 2u = muh 171
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Sa démonstration peut reposer sur l'égalité
2 (10D + u) - (3D + lu) = 170

• Si 10D + u est un multiple de 17; il en est de même donc pour (3D + lu)

. Si 3D + lu est tm multiple de 17, on a

2 (10D + u) = 17k + 170

2 (10D + u) = 17 (k + D)

17 divise 2 (10D + u) et 17 et 2 sont premiers entre eux, donc 17 divise 10D + u.

ANNEXE : Réalisation d'autres algorithmes

il est intéressant de voir comment on peut déterminer d'autres critères de divisibilité.

Pour cela, il faut chercher (ou se donner ... ) quatre entiers m, n , p , q tels que :

"i 0 'YI u m (10 0 + u) + n (p 0 + q u) == 0 (modulo 5)

5 étant un naturel donné.

Vo ici deux exemples :

• 3 (10 0 + u) + (0 - 3u) - 0

• 3 (10 0 + u) - (0 + 3u) - 0

(modulo 31)

(modulo 29)

que le lecteur pourra exploiter ....

A lui d'en trouver d'autres !
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LE5_ CARACTERES DE D-l-VISIBILITE

1 • La division n'est pas une opération tout à fait comme les au�res, on pourrait
dire qu'elle a 2 résultat s : le l'l'.lotient et le reste.

1: �
�7=S 3+2

f \ 1." _____/' 7reste quotLerrt
__�'--_._---

Lorsque nous ne faisons ainsi intervenir que des entiers naturels, nous

Exemple :

parlons de la division entière d'un naturel par un autre (ou "division

euclidienne").

Intéressons nous, pour une fois, non pas au quotient de la division

entière, mais plutôt au reste. Nous schématiserons ainsi notre opération
et son résultat 17.... <f�;=_ d=_:a., � 2

<4�

en abrégé
17

��� r_s� �2

Complète les schémas :

1000 ... ! 9 �

100 ,.... rg �

10 ..... rg �

1 � !'g �

17 ,- ru �

327r-- r100 �

89 t""" r10 �

327�

36S�
36S�

2 . Le reste de la division entière a une propriété assez ex�raordinaire. Regarde

17'+ i"""

+ 12'+3 r--

1'+17 .....

Il revient au meme

d'additionner 2 nombres

entière de la somme S

rs � '+

rS 'F "'3

rS �
?
..

et de calculer ensuite le reste de la division

. ou de calculer d'abord les restes de leurs division entière par 5 e� de fa:

re leur somme.
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Tu ne saurais pas démontrer que cette propriété est toujours vraie, mais tu peux

la vérifier sur tous les exemples que tu veux.

Invente des vérificat ions analogues à celle que nous avons faite (lU peux

changer les nombres que tu additionnes, ou alors tu peux changer le ��,�nIYdé�

diviseur ; ou encore tu peux essayer avec des soustractions). Bref : �s (z.+� ): ��(...) .."ts

�--'" .,.
- -

'W' 'V

3 Cette curieuse propriété avec l'addition est aussi(presque) vraie avec la mult:ipl:

cation !

24
...

-r-:,----- >-3

x 39 t-�--_
.. -- .. - - ---

Fi-- � x 4

@]216
72

936

12 et 5 ne sont pas égaux, mais ils ont meme reste pour la division entière

par 7. En tOUt cas, nous te disons que:

"Le produit de deux nombres à meme reste que le produit de leurs rest:es".

Vx "- l1iIJ .,.. � €- lJv7 ._ -'Z., (�) � '1
J& t� (:x) JI -, li- ('1) J

Complète les schémas

365

x 78

r---· -1 -------_
.. _ ... _._ .. - ...

Invente d'autres vérifications.

4 . Tu vois maintenant que, si on fait une division entière

Pour connaître le reste d'un résultat de calculs, il suffit d'effectuer les

mêmes calculs sur les restes de chaque terme.

Et comme les restes sont plus petits que les dividendes, c'est beaucoup plus

simple !

Quel est le reste de la division entière par 5 du nombre

293 x (428 + 1534) + 29 x 32987 ?

Et: de la division entière par 10 ?

Et: de la division entière oar 2 ?
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5 • Nous allons appliquer ces connaissances pour chercher les cas où la division

"'tombe juste".

Rappelle toi, d'abord, qu'un nombre se décompose en unités, dizaines, cen't:aines.

Exemple: 1789 = 1000 • 1 + 100 • 7 + 10 • 8 + 9

E't: donc, pour connaître le reste de la division entière de 1789 par 9, il suffie
<4I)D, �

de connaître les restes de 1000, 1,[7, 10, 8 et 9 :

1000 • 1

fs l
1 . 1

+ 100 • 7 +

• l
10 • 8 + 9

[ rs] (r9
+ 1 • 7 + 1 . 8 + 9 = 25

��- �
7

��
Tu as vérifié que 10,100, 1000, 10000, ..• avaien't tous: 1 pour res'te de divi-

sion en'tière par 9. Donc:

Le res'te de la division entière oar 9 d'un nombre es� é�al au �es't:e de la so��e

de ces chiffres.

Si ce res't:e es't: nul, le nombre es't: donc divisible par 9.

Nous venons dLnverrrer- un "car-acr èr-e de divisibili't:é par 9"

Le "carac't:ère de divisiblité par 3" es't: iden't:ique car

10 r3
100 ----"""r;:;'3::-----1

1000 t-"-----,r><':3:-----..... 1

">
1

Le caractère de divisibilité par 7 est plus rigolo.

Comprends d'abord ces schémas:

10
\.1-

3

100 = 10 x 10

l l
3 x 3 = 9 1 >0

1000 = 100 x 10

1 l
[}lx 3 = 6 @

10000 = 1000 x 10

l
® x 3 = 18

r:

>---t�)
100000 = 10000 x 10

1 1
,0-

3 12 ..---+0\�)x =
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1000000 = 100000 x 10

l 1
(;> x 3 = 15 1 et ça recommence

6 Voici donc quelques
. "

de divisibilité. caraC1:eres

par 7 muldplie le chiffre des uni 1:ÉS par 1

celui des dizaines par 3

" " centaines par 2

" " milliers par 6

" " dix milliers par '+

" " cent milliers par 5

(et pour les millions tu recommences)

La somme de ces produits doit être divisible par 7

La somme des chiffres doit être divisible par 9par 9

par 3

par 2

par 5

par 10:

par 6

par 4

par 8

" " " " " " " " 3

Le chiffre des unités doi1: ê1:re pair
" " " " " " 5 ou 0

" " " " " " o

Le nombre doi1: e1:re divisible par 2 � �ar 3

Les deux derniers chiffres doiven1: former un no��re divisible par 4

Les 1:rois " " " " " " " " 8

x par 11: au premier chiffre, sous1:rai1: le second, addi1:ionne le <:roisième, sous-

1:rai1: le qua<:rième ..... Le résultat de ce1:te sui<:e d'addi<:ions e<: de

soustrac1:ions doit e<:re divisible par 11.

par 12: a nombre doit etre divisible par 4 � par 3

7 • Exercice: En calculant les restes des divisions entières de 10,100, 1000 ...

par 2,5,10, 4,8,11, justifie les caractères de divisibili<:é marqués d'une �

8 . Remplis le tableau suivant en met1:ant 1 ou 0 selon qu'il y a divisibilité ou pas

5 6 8 1<) Il 12.

?t32..

2S1f-
.::l8-r

-1�-or
....,.4-5�

-1520 0 -f 0 0 0 0

--16 G-1

-11-15

-1'1�
-1 g1 If

-1�1'f
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CALCUL NUMERIQUE /. FICHE 2 RACINES, des méthodes mentales et rapides

3
Un premier cas tout simple : x a 6 chiffres au plus

Faire une table des applications suivantes, pour 0�a�9

chiffre des chiffre de�
unités de@'-> unités de (0/

ao---) a
3
t--) ordre de grandeur

de a

2 � 8 r----) 10
6 1---'.>216 --> 200

3 o--------'� 7

Trouvez mentalement les racines cubi�es des naturels suivants
753571 ; 79507 ; 3375 ; 46656 ; 65850 ; 681452 ; 328509

. Pour chaque "racine" ainsi trouvée, en calculer le cube et découvrir lID piège
caché dans la question précédente. Conclure!

@ Un cas plus délicat : x3 a 7, 8 ou 9 chiffres

Pour trouver les c�iffres des dizaines de x, cherchons les restes de la division

par 9 de x et de x . Ils sont rapides à obtenir

1 IOOdulo 9

j
Peut-on en déduire le chiffre III ?

Chercher, de même, les restes des divisions par 11.

Peut-on en déduire le chiffre .. ?

Appliquer cette méthode pour trouver mentalement les racines cubiques des
naturels suivants :

12812904 ; 17173512 ; 961504803 ; 426957777.

------------------------------ ----- - --_- -- --- - ---

le chiffre
des unités
est 3

le chiffre
des dizaines
est 6

Racine cubique de 20346417 ?

le chiffre le chiffre
des centaines des unités
est 2 est 3

-, /
racine

2 .lIB 3cubique

J
<!O"mment trouve�--IBB D

1
-

l.Jl
1

.. _----
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@ ième
03 Autres racines nf' _

Remplir les tableaux; remarquer et utiliser

1 offCn res

des unités de a 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

* de aj
de a4

"* de a5
de a

6

*- de a
7

a 1 2 3
1

4 5 6 7 8 9

ordre de
3

grandeur de a

ordre de
5

grandeur de a 1000 3000 8000
ordre de

7
grandeur de a 800000 2000000

Calculer les racines cinquièmes de 6436343 et 550731776.

Calculer les racines septièmes de 35831808 et 1801088541 .

1

'"
1

7

'-J 10030613004288

,

00306 113 004 288

\
Id=7! IU=2

\ t'
1 c'est 72)
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-17-

RACINES

Notions mathématiques :

· Applications X----7xm et reciproque.

· Ordre de grandeur (compatibilité de l'ordre avec la multiplication).

· Calculs "module" 10 (chiffre des unités), 9 ou 11.

Pour plus de dê e.a i.Ls , voir la brochure I.R.E.M. N° 10 "Calcul Mental"

· Chiffres

Le cube d'un nombre peut avoir 3 fois plus de chiffres que ce nombre. En effet

o �X < 10 :> 0�x3 < 1000

10:(. x < 1 00 � 1 000 � x3 < 1000000

D'où le découpage de x3 en tranches de 3 chiffres.

Et le découpage de xn n
---

� Racines cubiques d'un naturel de 6 chiffres

L'ordre de grandeur de x3 permet; de trouver le chiffre des dizaines de la racine.
Exemple :

40 � x < 50 � 64000 � x3 < 125000

Mentalement, on retient les chiffres "ronds" : 60 et 120. Cela suffit, car, autour

de 60, le chiffre des unités, connu par ailleurs, indique si on est encore dans la

trentaine (3� , 3�) ou dans la quarantaine (41 ' 4l) .

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a3 1 8 27 64 125 216 343 512 729

ordre de
10 30 60 120 200 350 500 700O'randeur
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o Chiffre des unités

chiffre
des unités de rai 0 2 3 4 5 6 7 8 9

chiffres

12Jdes unités de 0 1 8 7 4 5 6 3 2 9

o Des exemples :

753 :571 79 507 3 375 46: 656 65�.88--7�Or3i9:TT 14:31 TIll 13:61
681,452 (En fait 88�= 681472 , la technique employée ne repère

l--s;al aucune erreur sur res chiffres intennédiaires ! )
328:509

16�

@ Racines cubiques (exactes) d'un naturel de 9 chiffres

r 0 > i 0 1 1 4: 614:1!3 1 7
1

1 l
tranche tranche

A a huit chiffres donc 3� un

naturel de trois chiffres ; appelons-le
cdu ,

nous renseignant nous rens�ignant
sur (!_j sur @

1) La dernière tranche 1411171 nous livre le chiffre� des unités

u = 3 (mentalement, on pense à 33 = 27)

2) La première tranche[012101 nous livre, à son tour, le chiffre � des

centaines de 1,\['A :

C = 2 car 8 < 20 < 27

Malheureusement, ce n'est pas la tranche médiane de 3 chiffres qui nous donne

le chiffre des dizaines de 1.yp::!!
Pour cela, il suffit de faire encore appel aux congruences!

( vair annexe)
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3) PeT!sons d'abord aux congruences modulo 9
---._-- ------- _-

(,
.

x = o 2 ? 'l S r, 7 R ( Ill()( 1 i).. 1

,1 l v )l':� xJ = ,I 8 o l 8 () l 8 (mad 9)

Dans notre cas A = 0 (mod 9) donc �= 0 3 ou 6 (mod 9)
a \1\- = 2 + d + 3 (mod 9)

Il s'ensuit que 2 + d + 3 = 0 3 ou 6 (mod 9)
donc d = 4 ou d = 7 ou d = 1

Il Y a donc indétermination.
\' '1

Il nous faut trouver un module tel qu'il y ait une bijection entre les
restes respectifs de x et x 3

.

C'est le cas de congruences modulo 11

! 1 1

1Si x = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ors x3 = 1) 1 8 5 9 4 7 2 fi 3 10

(mod 11)

al
(mod 11)

Reprenons nOLre exemple
A

chi ffres de rang

impair

Cl + 6 + 3 + 2)
'-.r----'
chiffres de

(mod 11)

rang pair

A = "l (mod 11) donc !,fA= 9 (mod 11). Bien entendu, il faut connaître'"

par coeur la correspondance des restes du tableau précédent ....
Or "rA = (3+2) - d (modulo 11)
soit 5 - d = 9 (modulo 11)

ct est donc égal à 7

4) Des résultats :

12�12,904--� 12341
17,173.512 ___'\258 1

961504,803 � \ 987 \
426,957,777 �1753 1
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@ Et les autres ?

Une technique de calcul mental analogue pourra être appliquée chaque fois qu'il Y a

bijection entre les chiffres des unités de a et de an C*)·

� � ct...'��chiffre des chiffre des chiffre des chiffre des chiffre des � �tJ.,d,.; t:4,
unités de a unités de a2 unités de a3 unités de a4 uz;.ités de a5 ���a' c.u....: �d"

a.�

1 1 l 1 1 -1

2 4 8 6 2 �

3 9 7 l 3 1-
4 6 4 6 4- 4
5 5 5 5 5 s

é 6 6 6 6 c

7 9 3 1 7 3

8 4 2 6 8 2-

9 1 9 l 9 Ij

La connaissance de l'ordre de grandeur renseigne sur le chiffre de gauche;
� -

ordre de ordre de ordre de
1 C C3 grandeur cS grandeur C7 grandeuri

C3 C5 C7de de de

l l 1 1 1 1 1,

,

!

2 8 la 32 30 128 100

, 3 27 30 243 250 2187 2000
;

4 64 60 1024 1000 16384- 16QQQ,

i
1

51 125 120 3125 3000 78125 800001
1

1
é 216 200 7776 8000 279936, �OOO1

1

1 7 343 350 16807 17000 823543 800000
--,

8 512 500 32768 32000 2097152 2000000

9 729 700 59049 600.QQ_ 4782969 5000QQg
_.- - -
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Des résultats

. Racines cinquièmes 64 36343

ïT;T1
5507 31776

�r
. Racines septièmes 3' 5831808

rr.-n
l�

180 1088541
fYTl
l ' ,

:..-;--

Pour étendre la technique aux nombres de 3 chiffres, il faut, comme dans le

paragraphe 2, trouver de bons modules de congruence.

Annexe

Au siècle dernier, on appelait "congruence modulc#', une égalité entre classes
d'équivalence pour la relation de lien "avoir même reste dans la division par n".
On écrivait ainsi: 14�2 (mod 6)
Evidemment cela n'était pas formulé en terme de relation d'équivalence, mais on

avait remarqué que les "congruences" pouvaient s'ajouter, se nrultiplier, ... on

pouvait "calculer", presque sans précautions, sur les congruences corrune sur les
égalités.
La compatibilité de l'addition et de la multiplication avec cette rel�tion
d'équivalence justifie les "preuves" par 9 ou par 11. Exemples:

2 x 1 + 9 x l + 7 x 1 + 3 = 2 + 9 + 7 + 3
....... '

'-'

3) (reste ëIe la division pa; 1)1- + 1
2973 = 2 x 1000 + 9 x 100 + 7 + 10 +

J- i 1 ). Creste de la division par 1 ï>...--

l' -1 +2 x -1 + 9 x + 7 + � = -2 + 9 - 7 + 3
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ITERATIONS

lL_:__�x + 2 = 0··1
l 2 \a 2

x = a(x +2) x = 8x -2

1
2

.�
+ 0,25

2
x = 0,125x x = 8 -

x

( Z .

� �
xn+l= 0,125xo +0,2

�x =8 � \�
" ns-I x

'"
- n

�
Etudiez-la Etudiez-la

pour Xo = 0 pour xo=lO

�/
(Çmclure )

.. ----_-

CALCUL NUMERIQUE / fICHE N° 3

Mun_issez-vous de courage ou bien d'une petite machine à calculer

comportant les 4 opérations.
2

Pou_r résoudre ax

(calcul de Ll »)qui
du··type f(x) = 0

+ bx + c = 0, il existe une méthode algébrique
ne se généralise pas au� équations de degré supérieur

Nous allons expérimenter deux méthodes de réaolution numérique simple
à justifier.

® Exposé de la méthode

�-;J> on l'ecrit

_ x = f(x)
on fabrique le process-��-ité;'�tiflx

l
= f(x )

n+ n
---� .

->

on localise si possibl�·ia· ���i�elautour de Xo
j,

- -- - .. _- ...

on examine si le processus converge
ou non

2
· Chercher ainsi à "coincer" les racines de x - 8x + 2 = 0 grâce aux procédés
décrits en marge. (I .. � II)

2
· Recommencer avec l'équation x - x - l = 0

Cette équation a pour racines le nombre d'or et l'opposé de l'inverse de ce nombre 1
Trouver un processus convergent (de type II) vers ce nombre d'or.

• Recommencer avec l'équation 57600x2 - 240480x + 187001 = 0
Examiner la racine voisine de xo = 3
Que remarque-t-on ?

1
N
W

1
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Q3) Une idée à partir de la racine carrée

1
N
-i"-

1

x =

l 2
- 2 = 0x

f(l) = -1 f(2 ) = -2

l Il Y a une r av

cine entre 1 etZ
""

\'2 1
. .

t i d
2

2 0
• �L est a raCIne pOSI Ive e x - =

Si on arrive à trouver un enper n tel l1Je l'on soit sûr que n < x < n+I
alors on peut poser x = n + -

y
En recommençant,avec y on obtient une écriture du genre:

1

Les approximations:
Xl = 1

._---_
-,

(F'- )

2 + ...

l
1 3

x2 = +2= 2

�
(1 + !)2 _ 2 = 0

y

1
x3 = 1 + --1

2 + 2

7
= "5 \ Y2 2y _ 1 = 0 1

t: - -;>-
....__-=:..---=:...

- 1

1 17
=rr

f(2) = -1
1

2 + --l�
2 + 2

s'appellent réduites d'ordre 1,2,3,et 4
de la fraction continue (FC) donnant {f. J- Il Y a une racine

entre 2 et 3
""-,

�)
(2 + !)2 _ 2(2 + !) - 1 = 0

z z

Calculer les réduites jusqu'à l'ordre 8.
Donner leurs approximations décimales d'ordre 6 et comparer avec {:2,

. Cette méthode "un peu lourde" se généralise pour la ré so lut ron d'équations numériques
à coeffiCIents entiers (Méthode de LAGRANGE).

à la résolution de x2 - x - 1 = 0
1Appliquer cette méthode

2
d.1! x

2
,le X

_ j__

z2 2_Z=_!---�--u 1
ex + � = 0 (racine voisine de 0,25)/
5x + 3 = 0 (racine voixine de 4)

,)

et écrire le développements en fractions continues correspondants.
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CALCUL NUMERIQUE / FICHE N° 3 Corrigés et compléments

-25-

ITERATION

Notions mathématiques

*' équations
*' transformation de l'écriture d'une égalité
*' changement de variables

*' fractions

*' approximation

@ Méthodes itératives

L'équation x2 - 8x + 2 = ° admet deux racines

'" = 4 +{Ï4 l'v 7,741657387
!� = 4 -{Ï4 '1/ 0,258342613

Analysons les deux processus

xn+1=0,125 x; + 0,25
2

x 1
= 8 - -

n+ xn

x = °

x1
= 0,25

x2
= 0,2578

x3
= 0,25831 ..•

x4
= 0,258341 •..

Convergence vers f-;

x = 0,0001

Xl =-19992

Xz
= 8,0001

x3
= 7,750 •••

x4
= 7,74193 •••

x5
= 7,7741666 •.•

Convergence vers �

x = 10

x1
= 12,75

x2
= 20,5503

x3
= 52,7877

x = 10

Xl
= 7,8

Xz
= 7,743589 •.•

x3
= 7 ,741721 •••

Cette suite diverge Convergence vers 0<..

Prolongements :

x

mettre en évidence les convergences (ou divergences) sous forme graphique.

?
on pourra tracer les deux courbes y = 0,125 x- + 0,25 et y=8

2
et
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. il n'est pas question de valider ces processus itératifs; il ne sera pas

nécessaire de parler de la méthode de Newton appliquée à cette équation
2

x = xn-2
n+l

2 (xn - 4)

E
. 2 1 0quatlon x - x - =

Cette équation a deux racines

""' 1,618033989 ••• t{lvIBRE D'OR

1 - 5 IV -0,618033989 •••

;.;1,:---

2

�,
(x .= � + 1 "

'. n.« i

"�;

x = 1

x,
= 2

x2
= 1 ,5

x3
= 1 ,666 .•.

x4
= 1 ,6

x5
= 1,625

x6
= 1 ,615384 •••

x7 = 1,619047 .•• convergence vers le nombre d'or
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Equation 57600 x2 - 240480x + 187001 = 0

240480

57600

137001

57600

= 4,175 _
187001

x__

1

57600 xh

x = 3
0

x = 3,0928181

3,125291
3,136203
3,139816

3,141008
3,141400
3,1411 52

3,141571
J, 141585

X20
= 3,141 592554

TT" � 3,141 592654 ••.•

rrz:

C
�. . 167 'd 0

ette equat ion a pour racme -- + -

. .

d
�

1
80 3

approXlffiatlon uree il

qui est considérée comme une bonne

o Une méthode itérative pour approcher les fractions continues

� Réduites de [2
R1

3
0,5

7
R4 1,416666666= R = - = R3 ="5

= 1,4 =

2 2

R5 = 1,413793103 R6= 1,414285714 � = 1,414201183 R8= 1,414215686

fi IV 1,414213562

L'intérêt des factions continues obtenues tient au résultat suivant:

"Si une réduite s'écrit .!:, alors cette fraction est celle qui approche le plus le nombre
Q

cherché parmi toutes les fractions de dénominateur inférieur ou égal à Q".
A une certaine approximation près, on est donc en possession de la fraction la plus simple
possible !
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� Application de la méthode de Lagrange

! x2 - x -1 = 0 1
\ x2 -x -1 = 0 }----.!----,
f(l) = -1 f(2) = 1

�.
�

(1 +�)2 _ (, +�)-1 = 0

= 0

1 + ';5
--'� 1,618033

2

1 x2 - 8x + 2 = 0 )
Voici l'organigramme

\ x
2

- 8x + 2 = 0 )
f(O) = 2 f(l) = -6

C3J
\ 2y2 - 8y + 1 = 0)

f(3) < 0 f(4) 7 0

ED

donc x= 1

R -
21

7- T!

R_- 34
-"8- TI

R -
S5

9- 34

1
+_

1 +_1
1 +1

1+...

= 1,666 •••

= 1,6

= 1,625

= 1,615384

= 1,619047

= 1,617647

) .. _--1.;__ _

1.

<: � _-1__
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15zZ - 4Z - 2 = 0

f(l)< 0 feZ) » 0

�1'
\Z = 1 +-

"

�I
\tZ - 6t - i = 0 \
f(6) " C f(7) '") 0

�
\ 5u

Z
- 6u - 1 ::�

f(l) -: 0 f(Z»O

�
1 :2
1 N - 4V - 5 = 0 l
f(Z)< 0 f(3» 0

�
SWZ - 4W - Z = 0 ri

\ xZ - 5x + 3 = 0 \
f(4)<.0 f(5) > 0

�
lyZ - 3y - 1 = 0 1 (

f(3) < 0 f(4) > 0

�
Z .

.

z - 3z - 1 = 0

R = 0

R, = }
RZ = {
R -

7
3

-

"'li

R -
8

4
-

'TI"

R -
Z7

5 -�

R -
31

6 --;-zrr

-29-

= 0, 333333 .••

= 0,25

= 0,259259 •..

= 0,258064 •••

= 0,Z58426 ••

-

.

= 0,258333 •••

R _Z09
7 -sog

= 0,Z58343 •••

x = 4
1

3+
1

1
r+3=- ...

R =

o

R, =

4
,=.1.

13
j

= 4,333353 ...

R 43
2

=

rn
" �

R_ -
142

-3
-

�
= 4,303030 •••

R -
469

4
-

T09
= 4,30Z75Z •••

R _1549
5 �

= 4,302777 .••

5 + [i3
Z

"v 4,302775

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



-30-

1

+
=

Volume unité Volume unité

Volume 2

LA OUF UCATION DU CUBE

Pour calculer le cOté d'un cube de volume

égal à 2, on choisit le procédé de calcul suivant

s

x x = Sx

x S = 2

x

x

est une évalua­
tion du cOté. de x

la moyenne
1 2
- (x + - )2 x s x

est une meil­
leure évalua­
tion du cOté

à la place

,

.

s = x .. x

est une évalua­
tion de l'aire

d'une face

x= 1.
s

est une autre

évaluation du
cOté
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Plus précisemment

1. Un cube a pour volume 2
A partir de la longueur �'d'un côté, on peut calculer l'aire d'une face:x2 2
A partir de l'aire d'une face x2, on peut calculer la longueur d'un côté:

x2

Le procédé de calcul suivant "peut" donc converger vers

le côté du cube: v
n

= u� et un+l = .}
n

2
c'est-à-dire: un+l =

-z
un

"A la limite", si u _ x, on pourra avoir
n

x = c'est-à-dire x3 = 2

2. Les diverses relations algébriques vérifiées par un nombre peuvent ainsi donner

lieu à des procédés de calcul·itératifs.

exemples X2: A X
A X3=A � X

A
=';> = X

=

X2
X = X X = X

X = �(! + X) 1
(

A
X X = 3' -2 + 2X)

X

Si je calcule le membre de droite (avec un X approché), j'ai une autre valeur

approchée de X.

Ces divers procédés convergent (ou non) plus ou moins vite

X
2

X �(
2

X) X �l + 2X)=

�2
= p+ =

3 X2

1ère valeur 2 1 2 2
-_.

2ème valeur 0,5 ! 1,25 1,5
i

.. - ---.

1- 8 1,265 1,296
- 0,03 1,2574 '1,2609

diverge
i

-

,

-� -- - - �
;

- _/ "--

en fait 3(2 = L, 25992 �40

3. On peut généraliser le procédé:

• Au calcul des racines nième

Xn = A
A

X =

Xn-l
X = X

X
1

(
A

=

n Xn-l
+ (n-l)X )

Pour ceux qui le
savent, la formule
revient à résoudre

l'équation Xn_A = 0

par la méthode de
Newton
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Mais la formule de Newton n'est pas explicable avant la première, alors que ces

méthodes sont très simples :

- dès la sixième pour le calcul de fi par exemple
- dès la troisième pour Xn: A et

2
ax + bX + c =

. Au calcul des racines d'une équation du second dégré
x2 + bX + c = a -=* x = -bX - c

c
X = -b -

X

Exemple :
2

X = X + l peut se calculer par le procédé définti par X
l

= l + X

Sur une calculatrice de poche, le procédé est une

espèce de "square - danse"
La racine de X2 =

d'or (JI/ l
)

X + l est le nrmb rr

départ

On obtient successivement à partir de l

2 1,5 1,66 1,602 1,62� 1,6157

4. De bons problèmes de convergence se posent sur lesquels on peut éviter de faire
de la théorie: l'éxécution des calculs suffit, dans un premier temps, pour former
l'intuition numérique des enfants.

exemple Pour le cube,
,

2
=1=2-+5=

2
4..-........x=4"=0,5 •...

le procédé diverge

avec x = l � 5 = 1---,> x

x = l ...-.. x = la - x = 0,001 --+ x

5
Pour x = la, c'est pareil si on prend

Alors on peut essayer s = �(lo + x)4
x

l la
ou x = 5 ( � + 4x) qui est mieux.

x
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FICHE" OUVERTE" N° 4

Equations du second degré

2
POJr résoudre numé riœement l'éq.Jation x + px + q = 0,

on peut proposer au moins trois méthodes itératives fondées sur l'un des

formules : �j

2
_.9 = V-px x + 9

x = -p x - q x =

x

1 xn

e

1 1 IXn
2

1- __g_ = V-pxn_l xn_l + q
x = -p

- q =

n x
n-l p

Voici ce q.Je donne chaœe méthode prur l'éq.Jatim
2

- x - l 0x =

. __ --- ....
� .. _- .

Xo l l l

xl 2 � ,1 4-1�- 00. 0

X2 -1. 5 'i, 553 o' _

-1
)

Xj 1, {[,(: --- -1, Sljg . -- 0
r .

X4 ./1, 6000 (; __ . 1- l
"-'nr - 0 _1-

,-
l /5 �+ l(5 +

(x ) "diverge
'1

x � X +-v-
n

2
n

2
n

(1,ll� .- \

Selon les cas, il y aura divergence ou convergence du processus itératif vers

l'une ou l'autre des racines.

Comme pour chaqre processus itératif défini par x = f(x 1)' la convergence dépend
n n-

,------------ �_o__ oo�

---+------- .l�
() i

Î
-

L

o

1
W
W

1
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des positions respectives du graphe de t t-?f(t) et de la première bissectrice. Une

condition nécessaire de convergence est, en particulier, que la dérivée f'(x) soit

inférieure à 1 en valeur absolue au voisinage de la racine vérifiant x = f(x).

Les multiples cas de figures valent la peine d'être étudiés et organisés .••

i
w
.� ..

1
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FICHE
Il INFORMATION Il N° 5

et l + nh

Calcul s K�(i) -

'l1�?_ 1
carré l 0

@�_.l� /50)
carré} e.: \. �a

1

�!o-ë.���i! 1� �,6�;585)
carré { (a "/ .'4.-

lï'�ijï6592 L
'- �' �

carré � (� 1(8):
� -37278521----�

:...8 . ./

é {
,

. 00321 ·'�)2,58706751°carr
'{ (a'�J o.

o.

�, 88453921- ./

a. Si la population mondiale augmente de 2�o par an, par qre l facteur aura-t-elle

été multipliée en 50 ans?

Le calcul est fait en marge.

b. Si les prix augmentent de 10 % par an, par qJel facteur auront-ils été multipliés

en 10 ans?

c. Si une plante grandit de l�o par jour, de qJel facteur aura-t-elle grandit

en 100 j ru r a ?

l )1000
1000

e. ChaqJe billet a une chance sur 100 de gagner un lot à la loterie.

Je prends 100 billets. Quelle propabilité ai-je de gagner au moins un lot?
100

Pour cela, calculer (0,99)

d. Calculez (1 +

Exploitation

n
* (l+h) est proche de (l+nh) uniquement si nh est petit.

La petitesse de h ne suffit pas; sur l'exemp�e en marge,
(l':" . ", o, 1.)

l'erreur relative atteint

1/20 pour nh = 0,1

* Lorsque nh est de li ordre de l, alors que n est grand et h petit,on est dans le

cas:
1

W
\Jl

1
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(1 + !)n (}.Ji tend vers e = 2,71828 .•. Lor-sure n tend vers 11 infini.
n

Ce que les calculs précédents permettent de vérifier.

(et aussi ( 1 __1_)100 --jt !)
l") 100 e

����E�� Les 4 premières puissances de (l,Ol)n montrent les coefficients du

binôme. En effet, par exemple

Avec b = 0,01

b2 = 0,0001

b3 = 0,000001

b4 = 0,00000001.

1
W
IJ'

.\ (l + o.un" 1 + O,Oln
1

'--_. _"'- " __ . _" --- _ ..

1 1,01 1,01

2 l ,02Q� 1,02

3 l ,030?�_� 1,03

4 1,04°9°4 1,04
5 1,05101 1,05
6 1,0615 1,06
7 1,07fl 1,07
8 1,0828 1,08
9 1,09?6 1,09
10 1,10�6 l,10
20 1,2f91 1,20
40 1�4�� 1,40

-(1,02)50", e_Lî 50. �!00041
e.(l - 0,01]

Dans la pratique: 2,718 - 0,027

2,691

canparer à la vraie valeur'

// � Cl est remarqrahl e

f r-----
LCXJ2f'JO,7

j' �
.1

Lor-sene h est petit, mais pas nh, � écrit :

(l + h)n = enLog(l+h) = e
n [h - � t i'- (h2)J

nh2 2
= e

nh
e

-

-2-
t- ,'- (.h )

nh [nh2 2 --J= e 1 -

� ,-'--(nh )

à condition bien sûr que nh2 soit petit.

Si les prix augmentent de 10 �� par an, doublent-ils en 7 ans?

Si les prix Hugmentent de 7% par an, doublent-ils en 10 ans?

0,7 2e (li

doublement N[nh = 7J
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FICHE Il INFORMATION Il N°6

Dérivabilité et "linéarité des petits accroissements"

Calculs l
x 1---....

X

2 J---t- 0,5

1,9 '._--;,. 0,526315790

1,99 ,._-.,. 0'fà5125631.999 ,---� 0, 0

�01251,9999 1--)- 0,'000 5001

\

Dans la marge, on a calculé cp..lelcp..les valeurs de la fonction x � .!_
x

au voisinage de 2. Les résultats sont remarquables : Lorsque h est

est divisé par 10 l'accroissement _!_h l
est aussi (à peu près)x- x

divisé par 10 ; en effet il y a décalage d'un iéro à droite, les

autres chiffres étant (à peu près) les mêmes.

Autrement dit f(x+h) - f(x) est (à peu près) une fonction linéaire

de h. (pour h petit). Précisément, vous savez que, si f est dériuable

au voisinage de x f(x+h) - f(x)l\Ihf'(x).
1

x - h 1 ---,
--

x-h

Le coefficient de proportionnalité de cette application linéaire est donc '

la valeur de la dérivée en x : f'(x).
Dans l'exemple donné, le coefficient a bien l'air d'être égal à 0,25;
au signe prè�c'est bien la valeur de la dérivée de .!_ au point 2:

x

(-! 1 = - !)
x2 x = 2

4

�. ;-

l l
--- - - se lit très
x-h x

facilement 1

/-----------
._- --- --

_ f_(X�h�_� �(�!_�' h f' (x) 1

1
w
...._,

1

------------------------_._-_._--- - ._- - _.- - -
---------------

---------�- - --- . ---
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Calcul des coefficients de Taylor
Autre exemple

Le calcul suivant nécessite une machine de poche calculant les

logarithmes (néperiens)

Au voisinage de 4;

4 .-----) 2

Complétez le tableau en bas de paf en écrivant les résultats avec

8 ou 10 décimales (si possible) et selon le processus suivant

4,1 t�_···· ) 2,024845

4,01 1 -- ) 2,002498

4,001' > 2,000249

4,0001 1------- 2,000025

a. Remplissez la deuxième colonne.

b. Evaluez v<. en constatant que si h...., 0 : Log(l+h) N , h.

c. Remplissez les 3ème et 4ème colonnes. Leur comparaison doit

vous permettre d'évaluer !) tel q.Je :

Log (Lsh) - A h N /ih2
d. Remplissez de même les colonnes suivantes et donnez un

'développement limité"de LOJ(l+h) à l'ordre 4,

Au voi sinage de 100:
100 t--- - ) 10

110 j � 10,488088
101 1 / 10,049875

101,1 1 � 10,004998

101,01 1 l' 10,000499

101,001 1 , 10,000050
1

. h2 h3 2 h3h Loqf l-eh) Log(A+h) -o),h h� Log(l+h) - .x h - !) Log(l+h) --,h - /3 h - )

0 0 0 0 0 0 0 0

0,01

0,02

0,03

P,04

0,05
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Sinus et cosinus

Pour calculer les fonctions trigonométriques d'un angle,
les mathématiciens de toutes les époques ont inventé

des trucs plus ou moins astucieux leur permettant d'être

sûr de 8, 10 ou 50 décimales des nombres qu'ils cher­
chaient. L'idée de ces trucs leur était donnée soit par

certaines figures géométriques, soit par d'autres résultats

numériques ou algébriques qu'ils connaissaient.

Par exemple, aux alentours du XV,,· siècle, on commença

à savoir approcher les fonctions trigonométriques par des

fonctions dont le calcul ne réclamait que des additions,
des multiplications et des divisions.

Cet exercice te propose de retrouver toi même, une partie
de ces fonctions. Pour cela prépare ta calculette et un

tableau comme celui-ci:

r:d�anns sin x x - sin x 1 - cos xangle x

en degré

(a) (c)(b)

a) Remplis les deux colonnes marquées a en lisant la

table

b) Calcule les nombres des deux colonnes marquées b.

c) Calcule les nombres des deux colonnes marquées c.

d) Compare les nombres des colonnes marquées b et c.

Je te dis qu'il y a des colonnes « presque li proportionnelles.
Ëvalue les coefficients de proportionnalité.

e) Déduis de tes calculs que, si x est exprimé en radians,
alors :

sin x est à peu près égal à x + $ . x3 (tu as évalué s)
cos x est à peu près égal 11 1 + C . x2 (tu as évalué cl.

f) Grâce aux formules que tu as trouvées, évalue sin 100
et cos 100• Compare tes valeurs approchées aux valeurs
« plus» exactes données par une table.
Ëvalue aussi sin 300 et cos 300• Que penses-tu de la

validité de tes formules 7

- 39 -

VoiCI un morceau de table de sinus à 3 décimales:

angle
en 0 10 1311 12

sinus 0.174 0.191 0.208 0.225 0.242

15 16 17 18 19 20

0.259 0.276 0.292 0.309 0.326 0.342

A 1 Que peux-tu dire du sinus d'un angle cornons entre

100 à 20° lorsque l'angle augmente de 10 J

La fonction s de IR dans IR définie par cette table est-elle
affine J

B 1 Fars une table analogue pour un angle de 50° à 60°.
De combien augmente le sinus lorsque l'angle augmente de
10 J

La fonction s de IR dans IR définie par cette table est-elle
affine J

C 1 Une table de sinus définit-elle une fonction affine J

Vois-tu un rapport entre le phénomène apparu dans cet

exercice et la remarque suivante : « en tout POint de la terre

on a l'irnpressron qu'elle est plate: et pourtant la terre est

ronde 1) J

14
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FRA C T ION S

CON TIN U E S

-41-

Je (André DELEDICQ) me suis permis de réunir ici sur ce sujet, quelques
écr its permettant de se faire une idée assez complète et organisée de la

question.
Les paragraphes 1 - 3 - 5 et 6 sont de Jacqueline SAUVAGEOT (Université
Les paragraphes 2 - 4 et 7 sont de Gilles MOUNIER et moi-même�aris VII)

- -

Le paragraphe 9 est d'André MYX (Professeur d'Ecole Normale à Lyon)

1 - Bonnes approximations de 1T

2 - Définitions et calculs

3 - Calculs élémentaires des Pn et �
4 - Valeurs des P

n ' � , Rn ' pour J2, {3,�,
&1 ,e,""Tf.

2

5 - Quelques propriétés des fractions a et c telles

que be _ a� = ;CI
6 - Une autre façon de calculer les Pn et � :

à tatons !

7 - Une version mat'ricielle des fractions eontinues

8 - Le théorème le plus fin

9 - Fractions et réduite; .

app lications.

A. Equation du second degré P. 61

Méthode de Lagrange P. 63

Une application bissextile P. 65

Equation diophantienne P. 68

B. Approche géométrique P. 70

page 43

page 45

page 48

page 50

page 53

page 54

_page 56

page 59

page 61
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1- FRACTIONS CCNfINUES

Bonnes approximations de Tr

On savait depuis longtemps "un peu supérieur à 3" (de partie entière 3) quand

Archimède a établi qu'il était inférieur à 22/7.

Posons r = 3
o

r = 22/7,1
on a r

0 < or.( r
1

et

Bien des années plus tard rr fut concé entre 333/106 et 355/113, que nous noterons

et r3 ; certains préfèrent 103993/33102 ( r4 ).

" Que j'aime à faire connaitre un nombre utile aux sages"

3, 4 2 5 535 9 6

garde des partisans en général, une calculatrice de poche donne 6 ou 7 de ces

décimales; un ordinateur (à qui on a dit qu'il s'agissait de la somme d'une

celles que nous avons rappelées suffisent à éta-série) en crache des paquets

blir les inégalités ci-dessous

3 ..( 333/106 < 103993/33102 < TT"' .( 355/113 < 22/7

3,14150.. 3, 1415926530... 3,1415929 .. 3,1428 ...

Examinons les encadrements successifs obtenus

(remarque 22-3x7 = 1)

P2/q2 = 333/106..( if" < 22/7 =

ri 22xl06 - 333x7 = )(remarque

r2 -,333/106 < � < 355/113 = P3/q3 =

r3

r4
"" 103993/33102 <.,.. < 355/113 '"

r3

(remarque 355xl06 - 33xl33 =

les fines remarques entre parenthèses permettent de mesurer les encadrements

\TT - r \
nI/qn� + 1 est donc un majorant de

Ainsi, on est assuré que 22/7 approcheTr avec une erreur inférieur à 1/742 (en

examinant ses décimales on constate même qu'il est "meilleur" que 3,14). Avec

355/113 l'erreur est inférieure à 3.10-7

Imaginons un concours d'horlogerie où le pris serait pour celui qui aurait usiné

un engrenage de rapport le plus voisin possible de TT : non seulement celui qui
aurait opposé 22 dents à 7 l'aurait emporté sur celui qui se serait échiné à

en fignoler 314 et 100, mais que dire de celui qui en aurait opposé 355 à 113 ?

Seuls des concurrents ayant utilisé un numérateur au moins égal à 688 et un dé­

nominateur au moins égal à 219 peuvent espérer le surclasser (l'espérer seule­

ment: voyez le malheureux qui s'appuie sur 31416/10000 : erreur supérieure à

7x10-6 ).

Les fractions évoquées ci-dessus sont les réduites r , d'ordre n , du développe­n
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ment de .,.... en fraction continue , et nous nous proposons de rappeler que leur

rapport qualité-prix est hors concours ; plus précisemment : si p Iq est la
n n

réduite d'ordre n d'un réel A, toute fraction plq plus proche qu'elle de A a

des termes plus grands.

Qu'est-ce que développer un réel A en fraction continue?

Tout tient dans la notion de partie entière (Oll appelle "partie entière" d'un

réel le plus grand entier qui lui est inférieur ou égal. c'est une fonction pro­

grammée sur les calculateurs usuels), et dans le fait que tout nombre non nul

est l'inverse de ... son inverse : ( ,; . .,_ 1. :f�) (;<. =
1

)
V,

Dans ce qui suit, la lettre a représente un entier naturel e�un réel positif
ou nul, inférieur à 1 •

si � est nul, on stoppe

aftN et :x...� � a ,Ii
on avait affaire à un entier.

'� Si'J( n'est pas nul son inverse 1 IrA est suppérieur à 1.1 Ix, a donc une partie
entière a' non nulle et peut s'écrire à son tour a' + '7.

'

Si ,A' est nul on stoppe : � était donc l'inverse d'un entier et A un rationnel.

Sinon, reprendre à J en remplaçant a: par eX a' par ail , etc ...

On obtient donc, en supposant qu'on a rencontré aucun �nul

A = = a +
o

1

�O
= = etc ..

-� 2

N.B. tous les an sont des entiers positifs, sauf aO qui peut être nul.
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2:... D E FIN l T ION S E T CALCULS

a) Soit Uo, Ul, U2, ... Un, ... une suite de nombres entiers non nuls

( '1 n , Un � lN",
Voici une suite de nombres rationnels qui lui est naturellement

associée :

Uo = Fa, Uo + 1
= Fi

Ul
Uo + 1 = F2

-----

Ul + 1

U2

Uo + 1
----------- = Fn

Ul + 1

+ 1

Un

La sui te de fractiàns continues (Fn) tend vers un réel eX (voir démonstration

plus loin). La fraction irréductible

d'ordre n de cf.... "

Fn = Pn est appelée "Réduite
qn

b) Inversement, étant donné un nombre réelo( on peut lui associer facilement

une suite d'entiers telle que la suite de fractions continues correspondante
tende vers �

Soit Uo la partie entière de Q(

( 1) ç( = Uo + (0( - Uo )
-,-J __..,,-----'

partie partie
entière décimale
de v4 de �
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On a: 0 � J. - Uo <: 1

supposons que »;> Uo ;. 0

donc 1 > 1

-<- Uo

posons >-,1 = 1 c'est-à-dire .:.(1 = 1

J. - Uo x- Int (.( )

de même qu'au ( 1)

À. 1 = U1 + (·;Ü - U1) et ·,;\2 = 1
...--.-----' _._.-

.7\ 1 - (;><\1)Int

partie partie
entière décimale

de :<1 de :\1

En résumé .;<._ étant un réel
----

:\1 = 1 Uo = Int ( A_)

'_"',- Int CA)

.)(2 = 1 U1 = Int «< 1)

"� 1 - Int ( .x::. 1)

./\n = 1 Un-1 = Int (;< n-1)

,:<n-1 - Int (.X: n-1)

d'où l'algorithme de calcul des Un

'<J

Un = Int A 1
L

n = h i- l

A = 1 /�

A - Int (A)

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



-47-

EXEMP LES DE QUELQUES DEVELOPPEMENTS

a) (Un) =(3 7 15 1 · ..... ) pour A = 1f
11 = 3 + 1

7 + 1

15 + 1

1 + .•••

b) (Un ) = (1 1 1 1 · .... ) pour A = �
(nombre d' or)

� = 1 + 1

1 + 1

1 + 1

1 +

c ) (Un) = (1 ; 2 ; 2 ; 2 ; ••••• ) pour A� V2

'(il= 1+ 1
------�----------

2 + 1

2 + _;;;.1 _

2 +

d) ( Un) = ( 1 1 2 1 2 1 2 .... ) pour A = \f3'

'fî= 1 + 1

1 + 1

2 + 1

1 + ...

e) (Un) = (2 '+ '+ '+ • •••j'*" pour A = VS
(Un) = (2 1 1 1 '+ .... ) pour A = V7
(Un) = (2 1 2 1 1 4 ; 1 ; 1 ; 6 ; .... ) pour A = e

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



-48-

CALCULS E LEM E N TAI RES DES P
n

E T Q n

�uiconque a ,une fois, effectu� le calcul des premières réduites r

(ti..�� .. l� n

associées a une suite donnée Ca ) s'en est vite lassé. On obtient:
n

, 1
r

o
= a

o r1=&0 +

a,
a

o
+

a')Ca,a +') +a
'- 0 0

r2 =

a2 a, +'

j\10ntrons que :!:lOUS pouvions écrire directement cette dernière forme de rZ
et d'abord que nous avons obtenu r1 sous forme irréductible.�n effet un

diviseur commun de a1 et de a1ao+1 diviserait ',on a donc:

et enfin:

de même p =a
-

0 0
etet q =1

o p,=a,PO+1
q, =a, qo

éliminant a1entre les deux dernières équations il vient �,qo-q1Po=qo=1
Ecrire r,sous la forme a1Po+' c'est mettre ei évidence la contri-

a,qo
bution de a, a sa formation(a, n'intervient évidemment pas dans le calcul

de Po ou qo) or c ornme nt passe-t-on de r
1

à r
2

sinon en remplacant , là où

il intervient, a1 par a,;' -'- ?Nous écrivons donc directement:
a2

donc
(a, +'/a.))p +'

c:.. 0
a .. (a1TI +')+P

z;
-

0 0
=

a2p,+po
a2q,+qo

I·:ontrons que la forme obtenue est irréductible:.:c' est à dire qu'il est

en effet, éliminant a2 entre ces

deux équations il vient:

\ P2q,-Q2P,= -(P1qo-q1Po) = -,! ce qui suffit à établir que P2 et q2 sont

premiers entre eux.

qn+,=an+1Qn +Qn-'
s'établit par récurrence en utilisant la démonstration faite ci-dessus

pour passer de r,à r2,
l'importante relation:

et permet, par élimination de a
l' d'établir

n+

� p q _Q P = (_,)
n }n+1 n n+1 n
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Les a sont des entiers positifs nnn nuls, les q une suite crois-n
n

sante d'entiers positifs/deux réduites consécutives sont telles que
r 1-r =(_1)n/q q 1n+ n n n+

ce qui suffit â �tablir Que Cr ) est une suite alternée convergente.

n

ro < r2< rll-< - --<,r2n « e c:::'r2n+1<, - --<:'r5< r3 <: r1

croissent

des plus
que x=

le "plus len,!=ement" , donc

petits a possibles , donc
1

n

1 +
1 d'où x =

1+

celle qui converge "le moins vite" est celle dont les q
n

celle qui est associée à la suite

('tjn)(a =1).Sa limite x est telle
1

n

1 + (reconnaitre, sous lax

première barre de fraction,une répéti ... i.(1+ •••

Ct:o-\du développement de x)
x est donc la racine positive de l'équation x2_X_1=O, c'est le nombre
d'or (1/5-+--1)/2 , dont le dénloppement, infini, est:f1,1,1, __ .. ,"lJ"] �

�Il y a un théorème de Lagrange, d'énoncé simple: un dévelop��ent en

fraction continue périodique à partir d'un certain rang caracter�se les
nombres quadratiques (racine d'équations du second dégré à coefficient
dans Q) positifs.
La démonstration en est plus longue que difficile, on la trouve dans
Valiron (théorie des fonctions).
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4- VALEURS DES P
n ' Q

n
' R ,

n
pou r "{z ) V3 V7 "VI + 1 1

, ) 2

e , if .,

N= 1.414213562 C'EST A DIRE SQR( 2)

u( I) :

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

l P(I) Q(I) P (I) /Q (I)
--------�

0 1 1 1
1 3 2 1.5
2 7 5 1.4
3 17 12 1 .416666667
4 41 29 1. 413793103
5 99 70 1 e 41 4285714
6 239 169 1 • 4 1 420 118 3
7 577 408 1 .41 421 5686
8 1393 985 1.414213198
9 3363 2378 1 .414213625
10 8119 5741 1 • 4 1 42 1 3552
11 19601 13860 1 .414213564

N= 1.732050808 C'EST A DIRE SQR( 3)

U( I) :

1
2

1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

2
2

1 2 1 2 1

r P(I) Q(I) P(I)/Q(I)
---------

0 1 1 1
1 2 1 2
2 5 3 1.666666667
3 7 4 1. 75
4 19 11 1.727272727
5 26 15 1.733333333
6 71 41 1.731707317
7 97 56 1.732142857
8 265 153 1 • 73 2026144
9 362 209 1 .732057416
10 989 571 1 • 73 2049037
11 135 1 780 1.732051282
12 3691 2131 1.73205068
13 5042 2911 1 .732050842
14 13775 7953 1.732050798
15 18817 10864 1.73205081
16 51409 29681 1.732050807
17 70226 40545 1.732050808
18 191861 110771 1 .732050808
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N= 2.645751311 ' C'EST A DIRE SQR( 7)
-51-

U( I) :

.., 1 1 1 4 1 1 1 4 1 1 1Co

4 1 1 1 4 1 1 1

l P(I) Q(I) P(I)!Q(I)
---------

0 2 1 2
1 3 1 3
2 5 2 2.5
3 8 3 2.666666667
4 37 14 2.642857143
5 45 17 2.647058824
6 82 31 2.64516129
7 127 48 2.645833333
8 590 223 2.64573991
9 717 271 2.645756458
10 1307 494 2.645748988
11 2024 765 2.645751634
12 9403 3554 2.645751266
13 11427 4319 2.645751331
14 20830 7873 2.645751302
15 32257 12192 2.645751312
16 149858 56641 2.64575131
17 182115 68833 2.64575 1311
18 331973 125474 2.645751311

N= 1.618033989 C'EST A DIRE ( 1 +SQR ( 5) ) / 2 LE NOHBRE D'OR

U(I):

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1 1

l P(I) Q(I) P(I)!Q(I)
---------

0 1 1 1
1 2 1 2
2 3 2 1.5
3 5 3 1.666666667
4 8 5 1.6
5 13 8 1.625
6 21 13 1.615384615
7 34 21 1.619047619
8 55 34 1.617647059
9 89 55 1 .618181818
10 144 89 "'.617977528
11 233 144 1.618055556
12 377 233 1 • 6 1 8 02 5 75 1
13 610 377 1 .61803713 5
14 987 610 1.618032787
15 1597 987 1 • 61 8034448
16 2584 1597 1.618033813
17 4181 2584 1.618034056
18 6765 4181 1.618033963
19 10946 6765 1.618033999
20 17711 10946 1 • 6 1 80339 85
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N= 2.718281828 C'EST A DIRE EXP ( 1)

u( 1) :

2
1

1
1

2 1 1 4 1 1 6 1 1 8

l P(I) Q(I) P(I)/Q(I)
---------

0 2 1 2
1 3 1 3
2 8 3 2.666666667
3 1 1 4 2.75
4 19 7 2" 714285714
5 87 32 2 .. 71875
6 106 39 2 .. 71 794871 8
7 193 71 2 & 718309859
8 1264 465 2.718279570
9 1457 536 2 .. 718283582
10 2721 1001 2.718281718
11 23225 8544 2. 71 828183 5
12 25946 9545 2.718281823
13 49171 18089 2 • 71 8281 829

,\_ Il

N= '.141592654 C'EST A DIRE PI

u( 1) :

3 7 15 1 292 1 1 1 4 1 2 14
1 2 2 1 3 1 1 1 4 1 1 3
1 1 1 2 1 5 5 ... ETC •••

L11
Q(I) P(I)/Q(I)

t;U..< /,.t, ,

r PCI) (r�d� .2 �(.<..L t::> .

---------

0 3 1 3
1 22 7 3.142857143
2 333 106 3 • 1 4 1509 43 4
3 355 113 3.14159292
4 103993 33102 3.141592653
5 104348 33215 3 • 1 4 159 265 4
6 208341 66317 3 • 1 4 159 265 3
7 312689 99532 3.141592654
8 1459097 464445 3.141592654
9 1771786 563977 3.141592654
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5-· Quelques propriétés des fractions a/b et cid telles gue bc-ad=1

a,b,c,d sont des entiers naturels,b et d non nuls.

Je dttai que deux telles fractions sont liées par la relation CD1)
ainsi nommée en souvenir du déterminant ,� :\ qui vaut 1.

Théorème: Si deux fractions a/b et cid sont liées par (D1) alors toute

fraction p/q peut s'p.crire (ma+nà)/(mb+nd) avec m et n entiersCde signes

quelconques}Si, de plus, p/q appartient à l'intervalle Ja/b,c/d[ alors

m et n sont des entiers positifs, non nuls.

La démonstration est immédiate, il suffit de résoudrt le système:

{ma+nc=p (m(bc-ad)=qc-pd {m=qC-Pdmb+nd=q � \.n(bc-ad)�pb-qa �
ne pb-sqa

dont les solutions, m et n, sont entières parceque (bc-ad) vaut 1

leur signe étant li� à laposition de p/q par rapport aux fractions a/b et cid

[ ma+nc

Ainsi�toute fraction de l'intervalleJa/b ,cid j'écrivant mb+nd 1

Cavec touces les variables dans Œ , a des termes plus grands que les

termes correspondants des fractions"bords"Cson numérateur est supérieur
a+c

et à a et à c etc •• ) la plus simple de l'intervalle étant
b+d' laquelle

est ,a son tour liée par (D1) à chacune des deux fractions bords Ca/b et

p/q ,par exemple, sont liées par CD1) si pb-Ela vaut 1, c'est à dire si n

vaut 1.)elle définit donc avec les deux précédentes deux nouve�inter­

valles tels que •••etc ••• 'Si cette histoire vous amuse ••• "c'est un vieux pro

cédé artisanal et peu fatigant de classem..rdes fractions :'0/1 et 1/1
sont ,par exemple ,liées par CD,), la plus simple des fractions de leur

intervalle est donc (0+1)/(1+1) ou 1/2, d'od les étapes successives:

Q<2.<l Q<2.<:2<�<.1 Q c::-2. (".1 <� <1<2<,�<i<2.
121 , 323 1 143 5 2 534 1

o 1 121
-

2 � 1 4 :-

� 2 5 j 4 1
- c:::.- <:'1':'<: - �-< 2. <-<: 4-<��L.<- c:::- c:.- �'1':'<: -<.-
, 5 � 7 3 8 5 7 2 7 5 3 7 � 5 1 etc •••

��is plutôt que de jouer à classer toutes les fractions on peut aussi cher­

cher à coincer un nombre A dans un de ces intervalles: �par exemple
est entre 1/1 et 2/1 qui sont (D1),à chaque étape nouvelle on le situe

dans un des nouveaux intervalles obten�s (en comparant les carrés des "bords'

à 2) d' cû r 2. <:. '{2 < �
1 1

Le paragraphe suivant indique une technique de programmation
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6- Une autre façon de calculer les Pn et Qn à tatons

Deux réduites cons6cutives� nous l'avons vu)
sont liées par (D1) et encadrent A,toute fraction de l'intervalle

Crn,rn_11 a des termes aup- rd.e ur-a aux leurs, en particulier son numérateur

p est au moins égal à p +p 1
et son dénominateur R q +q l' comme nous

-

n n- n n-

l'avions annoncéeCen bas de la page 1)cLa réduite suivante a pour numé-

rateur a 1P +p 1
et la même combinaison pour les dénominateurs,ici ,n+ n n-

des daax coefficients m et n,de la page précédente l'un vaut an+1 et

l'autre 1, ce qui va organiser nos tatonnements: les fractions

(kp +p 1)�q +q 1) sont des fonctions monotones de k et dans tous les cas
n n- ,�

••

n n-

on cherche pour k le plus grand entier t�l que cette fraction reste su-

périeure (ou inférieure ) à A,parceque le coefficient cherché an+1 est

une partie entière, mais le mieux est de donner un exemple:
Comment trouver r

1
connaissant les deux réduites précédentes( et dis-

n+

posant d�n petit ordinatellr:il faut quatre m�oires et les tests "if •• then'

(fatiguée des indices je raconte comment trouver r6 connaissant r5 et r4)
dans les quatre m�m�ires P,Q,R,S se trouvent P4,Q4,P5,Q5' avec la pro-
priété (l'A) évidemment.Je cherche p, ,soit a, P+R et q6 soit a,J\+S tels.. 0 u ' o� 1
que a6soit le plus grand posaible(c'est une partie entière), r6 restant

cependant inférieur au nombre A dont on cherche le développement. Je fais
essayer pour aG les entiers 1, 2, 3, etc •• jusqu'à obtenir une fraction
trop grande, il ne me reste plus qu'Q reculer d'un cran,a6 était l'entier
précédent.Pour obtenir r7 il faut ,au contraire améliorer l'autre fraction

première e.tane P=!"r ':i.=q4 ,L.l=P5 ,S=Q5.
Classem&ftt des fractions essayées

"> )Jr :>

Chaque nouvelle fraction est obtenue par le procédé de la page 5
à partir de la préc2dente et de His. On a P+a .R

v < A

:t+aGS
mais la suivante est supfricure i At on recule d'un cran, on affiche�a6
et on met P6etq6dans P et '� pour abord�r la deuxième étane..:.

'?� -
P

« A
;;- Q
où tout se passe de la meme manière sauf que le test est "supérieure"
à A au lieu de "inférieure'"
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Il reste à amorce� le processus, c'est à dire à trouver ro �1
on �eut dire qu'elles s'obtiennent co��e les autres à partir d'une r_1
et d'une r , dont les termes vérifieraient

-c..
p =a p 1+P 200- -

=a
o

qo=aoq_1+q_2 =1

d'où P_1=q_2=1 et P_2=q_1=0 excellentes valeurs, en ce sens qu'elles

fourniront bien P1 et q1 conformes aux vJeurs prévues,mais un peu em�-
t.\. l. /rassantes parceque si la fractionrest 0/1 , la fraction r_1' elle Jerait:��

ce qui revient à dire qu'un nombre A positif est dans JO,oo"[ mais pour-

rait choquer un hontiBte ordinateur,heureusement il ne s'en apercevra pas

n'ayant à aucun moment à manipuler cette abusive fraction,voY6as le

sur un exemple: Départ ,l'ordinateur connait�(ou croit le connaitre)

Première étap�P=O '�=1 R=1 3=0 ,essais de (P+R)/C Q+S) e t c s , ,

P <'.:!. « � �� 1 � <1101 11-/1 est trop grand, on recule,ao=.3
Œ--;. 1

� 1� III > 1 �
Deuxième étape P=3 1=1 R=1 S=O

rr < 25:::;�WL< 19� �6 <: .22�.:22<. Z �:::� -:II
Œ -g-

. b�.J �4 � 3 cE!-
2 �1 �Q.J

25/8 est trop petit,on

'troisième étape P=3 Q.=1 R=22 S=7

�c:::.5+2)C22< 3+15)<.22 � 3+16)(22<; f11+ 7 1 -t-2 1< 7 _.
_ _ .� 1 + '15 � 7 � <î + 1 Q )C 7

--� -
- --�

ici a4=15 on reconnait r�_3102� ). on trouve ensuite a_=1 et on
�

-55
- o. .J

obtient � 13 ' connue des chinois vers 1+30, re trouvée en Allemagne en 1573
,

)
et qui est particulièrement bonne p3.rceque lalt vaut 292 d'ou ,pour r4
333-t-292"'X 355 ,

'. 10.399)
106-t-292)c113 c est a d Lr-e

33102
Programme corres·Jondant: (e-.. �)

d
é

j
à

citée 0

1 P.O; �.1; R=1; 3=0

2 N=-1

9 ib-1

3 P=P+R; Q.=Q+S;H=H+1

4 I.F P/Q.=1tTHEl�1'

5 IF P/r� <'1\TH:'::H j

6 P=P-R

7 �=q,-S
8 PRINT N;P;Q;P/Q

10 R=R+P;S=S+Q.;N=N+1

11 IF R/S='7I 'l'HEN 16

12 IF R/S>ITTHEN 10

13 R=R-P; S=S-Q

1�PRINT N;R;S;R/S

15GOT02

16 END

Les tests peuvent ,évidemment, être remplacés par :IF F(P/Q) =0 THEN etc ••

à 'condition que F soit croissante au passage de sa première racine posi­

tive, qu'elle ne s'annule pas deux ou trois fois entre a et a +1
o 0

àt autres caprices toujours possibles.
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7- lUNE VERSION ��TRICIELLE DES FRACTIONS CONTINUES!

a) �aEJl�l� :

A une f�ction homographique f x
........--t)

ax + b

ex + d

On associe la matrice carrée d'ordre 2

(: :)
Réciproquement à une matrice (: :)

on associe f x
__�)

ax + b

cx + d

Si l'on note Mf la matrice associée à f et Mg la matrice associée
à g, on vérifie facilement qu'alors Mgof = Mg x Mf 1 (1)

Appelons fn la fonction homographique de matrice
i

Un

\ 1

fn (x) = Un. x + 1

x

fn (x) = Un + 1
x

(fo 0 fL 0 f2 0 ••• 0 fn) (x) = Uo + 1
------------------

U1 + 1

U2 + 1

Un + 1
x
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d'où deux résultats importants

1) lim (fo 0 fl of2 ..... o f n) ( x) = Fn

x +(?';:j

2) lim (fo 0 fl of2 ...... o f n) ( x) = Fn41

x 0

-57-

car lim l = 0
1._0 x

car lim
x ... 0

D'après le résultat (1), il est possible de déterminer la matrice

associée à la fonction homographique fo ofl of2 0 •••• ofn.

En effet. posons (: �
la matrice associéeà:

fo ofl of2 0 ••••• ofn c'est-à-dire à

On sait que la matrice associée à fi est Ui

d'où

i = 0

""'-
JI(: :) =

et en passant au déterminant :

a d - bc = � (-1)

i = 0

d'où la relation de Bezout
.......

ad - bc = (-1)

Ce qui signifie que a et c sont premiers entre eux, ainsi que

b et d

(3)

1
-=0

Uqf-l_
x
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Il est également possible de calculer les deux limites (2) en

fonction de a ; b ; c ; d en effet :

(fo ofl of2 o ofn) (x) = ax + b

ex T d

(t,.)

donc 1) lim (fo ofl of2 ..... ofn) (x) = a

c

2) lim (fo ofl of2 .•.. ofn) (x) = b
d

x�O

En comparant (2) ; (3) et (4) on obtient

Fn = a or a et c sont premiers entre eux
�

Fn-1 = b or b et d sont premiers entre eux

d

donc a = Pn

c = Qn

b = Pn-1

d = Qn-1

et la relation (3) devient :!Pn.Qn-1 -f'n-1.Qn = (-1)
n+1

1
la relation (fo of1 of2 o .... ofn) ofn + 1 = fo o ... ofn+1

devient

(pnQn pn-1)Qn-1 (pn+1Qn+1 :)
d'où les formules de récurrence

Pn = Pn-1

Qn = Qn-1

Un + Pn-2

Un + Qn-2
r

'on, n�2
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8- LEI H EOR E M E LE PLUS FIN

1. .� n, Un 'IZ.. iN.... donc 1 Un � 11
2. Montrons par récurrence que

l 'Ç n, Qn � ni en effet

et pour n � 3

Si Qn - 2 � n-2 et Qn-1 ) n-1

Qo = 1 } 0

Q1 = U1.>- 1
,....

Q2 = Q1 . U2 + Qo (formule de récurrence;

Q2 ) le 1 + 1 = 2

Alors Qn = Qn-l

� (n-1).

Un + Qn-2

1 + (n-2)

? n-1 + n-2

.... n + (n-3) 1'-""

.//

+oC �

3 - lim Pn = Po +
.....-

(: Pn-l� = Po +< ( _l)n+l> /

n_"+� Qn Qo � Qn-l_ Qo -, Qn Qn-1.�

Cette dernière série est alternée et 1 tend vers 0 en décroissant

Qn • Qn-1

1 � 1 � 1
Z.

Qn Qn-1 n (n-l) (n-1)

4- -

Fn - Fn-1 = Pn.Qn-1 - Pn-1 , Qn = (_l)n+1
Qn Qn-1 Qn Qn-1

Conclusion: La suite Fn = Pn tend vers un réel�, de façon alternée
Qn

et l'intervalle d'imprécision est au moins réduit de moitié chaque
fois que n augmente de 1.

d) Et voici maintenant le THEOREME

Si P est une meilleure approximation de x
Q

que Pn c'est que:
Qn

P > p.t
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En français : ilL' approximation d'un réel fournie par les réduites est la

meilleure possible" !

Montrons d'abord le résultat suivant:

Si A
S

(f
D

et Ji \ AD - SC 1 = 1

Alors on a: X). Sup (A, C)

et Y > Sup (S, D)

(où A, S, C, D, X, Y sont des entiers naturels)

En effet:

X
Y %1 A �)B

lAD - BCI / 1
BD � BD

1 XD - CYl
YD

<

puisque forcément \ XD CY 1 � 1

c'est que 1 Y > BI

et puisque �>A c'est que lx > Ai
1 ,

Y B

Le meme raisonnement à partir de D
C

< Y
X

« B
A

conduit à

X > C et y> D

Ce que l'on voulait démontrer.

Conséquence :

Si X est une meilleure approximation de x que Pn, c'est aussi une meilleure
Y �

approximation de x que Pn-l , mais X

Qn-l Y
est compris entre Pn

Qn
et Pn-l

Qn+ L

et

Pn Qn-l - Qn Pn-l = 1 donc d'après ce qui précède 11et
-----

X .) Pn

Y > Qn
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9- FRA C T ION S E T RED U l TES APPLICATIONS

Fraction continue ..• réduites! Termes qui peuvent effaroucher mais

qui cachent surtout des idées d'une grande richesse mathématique

et historique. Voici deux approches de ce concept. L'une, algébrique,

consiste en un traitement un peu particulier de certaines équations

du second degré; l'autre, géométrique, étant une "démonstration" de

l'irrationnalité du nombre d'or
+15
2

A - EQUATION DU SECOND DEGRE

Considérons l'équation

sont (nous le savons):

+15
2

2
X - X - 1 = 0 dont les racines

(le nombre d'or) et X ,.

2
-15
2

L'équation s'écrit encore ou X = 1 +
X

L'inconnue X située dans le deuxième membre peut encore être

remplacée par
1

1+­
X

ce qui donne

X"I+---
1

+­
X

Nous pouvons répéter indéfiniment le procédé et dire que

X .. 1 + ------------
• •• etc •.• ou encore X = 1 +

+--..,.. 1 +

+­
X

1 +

1 + •••

Intéressons-nous aux fractions suivantes:

f .. 1
o

1
f .. 1 +-

1 1
f ,. 1 +

2
..• etc.

+-

Nous trouverions

f .. fI .. 2 f .. 1,5 f3 = 1,666 ...

0 2

f .. l ,6 f ,.. 1,625 f6 .. 1 ,615 384 ...

4 5

f7 = 1,619 042
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La suite {f} semble donc converger vers
n

+rs
(= 1,618 033 ••• )

2

Nous avons mis la racine positive XI (nombre d'OR) sous la forme d'une

FRACTION CONTI�UE SIMPLE de la forme

a +
1

Ici, tous les a. sont égaux à
�

mais nous verrons que cela est un

cas bien particulier.

Notation ] .

La donnée d'une suite {a} va nous permettre de définir une fraction
n

continue f .

Les fractions f =

o
(numérateur Po

2

aO ; dénominateur qo
� 1)

qn
sont appelées REDUITES d'ordre 0, 1, ... , n de la fraction continue f.

f
n

Toutes les équations du second degré ne peuvent (hélas!) subir 1.nl tel

traitement.

Ainsi

X2 - 5X + 3 • 0 s'écrit X = 3 _1
X

qui nous mène à une impasse; alors que,

2 s'écrit X2 _ 1 1X - 2 � 0 ,.

ou encore (X - 1)(X + 1) • 1 soit

X=I+---
1 + X

qui peut encore s'écrire X = 1 + ------- etc soit
2 +--­

+ X

le développement [1, 2, 2, 2, ...]
pour l'irrationnel 1:2

a = 1
o

et a. ,. 2 i� 1
�
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En 1770, Lagrange utilisa une méthode semblable à ce qui suit pour

traiter certaines formes quadratiques.
Lagrange reprend ainsi les études d'Euler et son oeuvre sera complétée
par Legendre, puis enfin par Gauss.

L'emploi du calcul matriciel viendra clore ce sujet passionnant- sur

la plan algébrique.

Choisissons donc l'équation
2

X - SX + 3 = 0

X2 - SX + 3 � 0

J
f(4) < 0 et f(S) > a � Posons x - 4 +

y

�
1

2
4 + - - 5 4

y
+ 1. + 3 = a

y

2
y - 3Y - 1 z 0

f(3) < 0 et f(4) > 0 _. Posons

+1.
2

1
3 - 3 3 +- - 1 =0 0

Z

1
Z

Z2 - 3Z - 1 :a 0

y = 3
1

+­
Z

donc X = 4 + ------------- = [4, 3, 3, 3, ...]
3 + ----

1
3 +-

Voici les réduites successives de cette fraction continue:

fa fI f2 f3 f4 fS
4 13 43 142 469 1 549
1 3 ïO 33 109 360

4 4,333 •. 4,3 4,303030 .• 14,302752 .. 4,302777 ..

Rappelons que
5 + lIT

2
== 4,302 775 ...

• Voir lTARD "Théorie des nombres" page 64.

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



-64-

Le lecteur pourra appliquer ce�te méthode à l'équation

On trouve: li8 = (4, 4, 8, 4, 8, 4, 8, ..• ]

Lagrange a démontré que le développement en fraction continue d'une

2
X - 18 :or 0

"forme quadratique irrationnelle" es t périodique au-delà d'une

certaine partie irrégulière.

Autre écriture d'un rationneZ

Choisissons par exemple
22
ï

(approximation d'Archimède pour rr)

22 1

7'
= 3 + i

22
1 es t de la forme

1
a +­

o al

Prenons maintenant
355
113

et
103 993
33 102

(autres approximations de rr)

355 16
3 + _1_ = 3 +--'" 3 + -- =

113 113 113
7 +

1

16 16

3SS
est de la forme +

113 aO +_1
al a2

103 993
3 +

4 687
3 + = 3 += :::

33 102 33 102 33 i02 7 +
293

4 687 4 687

= 3 + ::: 3 +

7 + 7 +

4 687 IS +292
293 293

::: 3 +

7 + --------------

IS + -------

1
+ --

292

103 993
33 102

es t de la forme

Lambert décomposa rr- en fraction continue et trouva pour ce nombre

un grand nombre de réduites:

rr '" [ 3; 7; 15; 1; 292; 1; 1; 1; 2; 1; 3; ..• e tc •.•. J
+ + +

aO al a2

Rappelons que Lambert démontra en 1770 que rr n'était pas un rationnel.
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Remarque sur l'algorithme de la recherche de la suite {a. }
l.

Pour
355

, on a •

113

355� 1131� 16 t-:- 355
[ 3 7 16]� � �-- =

16 3 1 7 o 16
113

� � �
+ + +

aO al a2 aO al a2

Pour
113
355 ' on a

113 \ 355
_,.

355 � 113 [ 0 3 7 16]donc
3--

=

113 0
):)

1 , 11

bO bl b2 b3
=a =a =a

0 1 2

n'une façon générale, (p > q) si .E.", [ aO' al' • • .• a 1
q n

alors S. = [0 aO' al' .•. , a 1
p

,
n

L'algorithme des divisions successives vous montre que la suite

{a.} est unique à l'exception près du dernier te�e; examinons cela
l.

sur un exemple:

355
3 + '" (3 7 161--'"

113 +_17
16 1 1

aO al a2
ou encore

355
3 + [ 3 7 15 1 ]--= ..

113 7 +

+..!. 1 ,15
1

a -1 a =1aO al 2 3

UNE APPLICATION •••• BISSEi.."TILE!

L'année civile comporte 365 jours.

En 1900, l'année tropique avait pour valeur

365 jours 5 heures 48 minutes 45,975 secondes

Convertissons cela en unités-jours:

365,242 198 785
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Cet excès de 0,242 198 785

la présence d'une année bissextile tous les quatre ans ...

est proche de
1

4
, ce qui explique

Toutefois, il serait intéressant de connaître les réduites successives

de
242 198 785
000 000 000 pour donner une meilleur approximation que 1 jour 4

(année julienne).

242 198 785 2 0 x

000 000 000 = 4 x

242 198 785 � 7 x

31 204 860 2 1 x

23 764 765 "" 3 x

7 440 095 2 5 x

444 480 "" 6 x

217 695 2 1 x

Donc f =
242 198 785
000 000 000

Soit donc

000 000 000 + 242 198 785

242 198 785 + 31 204 860

31 204 860 + 23 764 765

23 764 765 +

7 440 095 +

444 480 +

217 695 +

138 310 +

7 440 095

444 lo80

217 695

138 310

79 385 ... etc.

= (0; 4; 7; 1; 3; 5; 6; 1; ... 1

... etc.

Donnons toutes ces réduites dans le tableau suivant:

a. aO
2 0 1 al

= 4 a2
= 7 a3

2 1 a = 3 a_ = 5 1 a = 6 a = 1
i, 4 :) 6 7

f 0
1 7 8 31 163 1 1009 1172

4" 29 33 128 673 1 4166 4839

Les intercalations sont donc celles de

1 Jour tous les 4 ans

7 jours tous les 29 ans

(calendrier julien)
... etc.

Dans ces réduites, on ne trouve pas l'intercalation de 97 jours tous

les 400 ans du calendrier grégorien:
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Rangeons
97

parmi ces réduites:
400

fI = 0,25

f2 =< 0,241 379 310

f3 .. 0,242 424 242

f4 ,. 0,242 187 500

f5 ,. 0,242 199 109

f6 .. 0,242 198 752 et

f7 ,. 0,242 198 801

et
97

400
:= 0,242 5 donne donc une valeur par excès.

li!

Dans son livre "Théorie des Nombres", Jean Itard indique que Lagrange

employait la valeur 365 jours 5 heures 48 minutes 49 secondes pour

l'année tropique. Il lui fallait donc é�udier la fraction
242 233 796

1 000 000 000

Nous remarquons combien un excès d'environ 3 secondes sur l'évaluation

de l'année tropique peut modifier la fraction à étudier, donc la

nature des réduites success�ves.

(Le lecteur pourra montrer qu'elles sont moq,ifiées à partir de fS)'

li! Il semble qu'il y ait une erreur de calcul dans le livre de J. Itard:

On donne ainsi les valeurs de
1 009
4 156

et
1 172
4 829

242 198 785
1 000 000 000

et J. Itard

pour

Notons enfin qu'ayant choisi la fraction

la fraction
24 219 879

100 000 000 ; nos calculs divergent à partir de a8 .
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EQUATION DIOPHANTIENNE <lX - by = l

où a et b sont étrangers.

Préliminaire

Nous avons vu que si le rationnel

nous savons que les "réduites successives" valent

et par récurrence est

donné par les formules:

et jq = a q + q 1n+1 n+1 n n-!

Cherchons à évaluer

Plus généralement:

Pn+1 qn
-

Pn qn+1
= (an+1 Pn + Pn-I)qn - Pn(an+1 qn + qn-I)

donc

= (-1) x (Pn qn-l
-

Pn-l qn)
n

Pn+l qn
-

Pn qn+l
� (-1) (Pl qo

-

PO ql)

soit finalement

P q
_ P q = (-1) nin+l n n n+l

Sur un exemple:

Toute équation ax - by = 1 peut être réduite en lli�e forme plus

simple, si on connait une solution particulière (xO' yO).
En effet, l'équation devient dont la

résolution s'achève en utilisant le théorème de Gauss.

Les fractions continues nous donnent une méthode élégante pour

DETERMINER une solution particulière.
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Considérons les deux équations:

355x - 113y "" 1 et 355x - 113y = -1

Montrons comment la connaissances des réduites successives de 7��
peut nous donner cette solution particulière:

355
Ti3

:a [3 ; 7 161

PO 3
--_

qo 1

P2 355

q2
""

IDdonc

La propriété démontrée en préliminaire nous assure que

P2 q1
-

P q2
"" (_1)1

1.

soit

355 x (2) - 113 x @ = -1

donc (7; 22) est une solution particulière de (E2) .

Pour résoudre (El)' il suffit de modifier le développement de
355
113

en [3; 7 15 ; 11 , d'où

Po 3
-",,_

P2 333
-,",--

106
et

P3 355

q;-
'"

ïï3 qua

permet d'écrire que

soit

P3 q2
-

P2 q3
"" 1

S - 113 x @ "" 1355 x

soit que (106 ; 333) est une solution particulière de (El)

Finalement, pour (El) : 355(x - 106) = 113(y - 333) donc

1 x = 106 + k 113

Iy = 333 + k 355

355(x - 7) "" 113(y - 22) qui donne

Ix= 7 +h 113

Y "" 22 + h 355
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B - APPROCHE GEQ�TRIQUE

• T'el"s Z 'il"Y'ationneZ

étoilé nous enseigne que le rapport

L'analyse géométrique d'un pentagone régulier convexe et du pentagone

des deux côtés est irration-

nel et vaut
+15
2

A' .. A + B

i- i- i-

MN PN ,. P'N' MP 2 QR

Comparons alors A et B'

A ". B' + B

+ + +

MS MF ,. QR PS

Il vient donc

Soit encore:

A'
_ .. 1 +
A A

ET

A' .. A + B'

et

.\ '

A

Pour cela, il suffit de montrer

A'
A peut seque le rapport

mettre sous la forme d'une

fraction continue, égale à

[l, l, l, ... ] .

L'algorititme est évident si on

observe que le pentagone PSRUQ

est également régulier.

Appelons B et B' les côtés des

deux pentagones associés à cette

seconde "génération".

et A :t B' + B

,Regroupons ces deux égalités en une seule.

A'
- .. 1 + --.......,....,--

A B'
+ -

B

qui symbolise la récurrence cherchée.

Numérisé par l'atelier de numérisation de l'Université Paris Cité en 2026.



-71-

• Oz, l. 'on retrouve d�autres formu.l.es déjà vues ...

Suite de Fïbonacci

Rappelons ce cantique bien connu de tout ouvrage ••• traitant sérieu­

sement de mathématiques contemporaines

\ xn+l
=

xn + xn-l

( Xo et Xl donnés.

Cette suite est intéressante notamment par le fait que le rapport

Suite {x}
n

tend vers
+15
2

d'autre part, cette convergence est

"rapide" et se contrôle par un simple calcul ne nécessitant pas

l'emploi de calculatrice de poche.

Examinons les réduites successives:

Cas particulier: Xo
� 1 XI

=

1
fI

2
f2

3
f3

5
f ,.- = ,. - =

3"o 1 2

f4
8

f-s
13

,. - =

8"5

En examinant f4 et fS , on observe que:

5 x 13 - 82 =

soit encore
= 1

Ce n'est pas accidentel. p�lisque nous retrouvons la propriété

générale q4 pS
-

qs P4
= (_1)4 = 1

Cette égalité traduit la première étape de la description d'un

paradoxe géométrique reposant sur un découpage d'un carré puis de

sa reconstitution apparente en un rectangle n'ayant pas la même

aire mais regroupant néanmoins toutes les pièces.
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Aire Aire 5 x 13 .. 65

Ces deux figures (�4) ne sont qu'un cas particulier de la

configuration générale (�2n) reposant sur l'égalité
2n

q2n P2n+l
-

q2n+l P2n
.. (-1) � 1

qui, traduite en termes de la suite {x}, nous donne:
n

aire du rectangle aire du carré

angles (l2n et

Pour rechercher le bien fondé de ce paradoxe, évaluons les

ainsi qu'ils sont définis sur la figure.
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X

��-A
tg CI. �

2n-l
2n x2n+1

�+1 soit CI.
2

'" Arc tg
x2n-1

_
n x2n+1

x - x

tg 6 ::II
2n 2n-1

2n x2n

�" x - x
2n 2n-1

soit 6 "" Arc tg2n x2n
'X."'" •

Pour la figure �4 construite sur [x � 3 x4
= 5 x '" 8 ] ,

3 5

nous obtenons

� Arc
3 20,550 (degrés décimalisés)CI.

4 tg - '"

8

84 � Arc
5-3 21,800tg--5

Pour la figure �6 construite sur [ x - 8 x =13 � ""21 ]
5 6

- Arc
8 20,850CI.

6 tg --21

66 - Arc
5 21,030tg --13

Pour �8 conscrui t.e à partir de [ � ""21 ; x - 34 ; x '" 55 ]
8 9

"" Arc
21

20,89 soit 200 5'1 ' 24"
Cl.8 tg --55

88 - Arc
13

20,92 soit 200 55 ' 12"tg - ..

34

Les deux suites {a2n} et {62n} sont adjacentes et il est

intéressant de rechercher leurs limites communes

x - x
2n 2n-1

j +
x2n-l (x2n - x2n-1)

x2n (x2n - x2n-j)
2

+ i.
2

- x + x2n x2n-12n 2n-j
=

2
+ 2

2

x2n x2n x2n-1 + x2n-j
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- f
2

f+ +

(C12n - 132n)
2n-1 2n-1

tg =

f
2

+ 2 f ..;.

2n-1 2n-1

L'examen du numérateur montre bien que

lim (C12n - 13Zn) = 0
cc

• Enfin la limite commune !

x2n-1 xZn-1 x2n
tg C12n

= = x

x2n+1 x2n xZn+1

soit
1

�-
2

w

en appelant w =
+/5
Z

D'où le résultat

lim C1Zn
= lim 13Zn

00 co

1
= Arc tg 2

w

C1 = ZO,905 1570 ou C1 = 20054' 19"

La constante remarquable n'est pas à retenir par cœur

Lagrange, Euler, Gauss, On pourrait penser que l'intérêt mathématique

des fractions continues s'est progressivement éteint à l'aube du vingtième

siècle .•. Il n'en est rien et l'année 1978 a apporté un démenti à tous

ceux des grands universitaires qui ont depuis longtemps balayé de leur cours

cette théorie au bénéfice de dévelop�ements apparemment plus subtils ..• En

effet, le mathématicien Roger Apéry a dém?ntré que

1 1 1
1;(3) = 1 +-+-+-+

23 33 43
est bien irrationnelle· .

Nous invitons le lecteur à lire l'article de Michel Mendès France dans "LA

RECHERCHE" de février 1979. Il y retrace C01IlI!lent la communauté mathématique

a accueilli l'annonce de cette découverte!

Avec ironie: une conjecture aussi vieille que cela ne peut pas trouver de

solution avec de vieux outils !

Avec bêtise: de grands mathématiciens s'y sont cassés les dents, alors il

est bien présomptueux de s'y atteler avec les outils d'Euler!

Vous connaissez la suite ....•

• Fonction dzéta de Riemann
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