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LA DEMONSTRATION A TRAVERS LES AGES

Exemple de démonstration formelle:

[

1. wo— (¥ — 1% axiome |

2, 10 > (U0 — u%) {uo/v9) 1

3. (w® = (12 —> V) —> (1° — v0) axiome 2

4, {u® = (u° = u®)) — (u° — u®) {uc/ve) 3

5. 4o — y® modus ponens (2, 4}
6. (U <> vo) —» (Y@ —» 1) axiome 5

7. (W0 > v2) — (¥ — y?) (wo/u°) 6

8. (w0 > 59) — (52— wo) (59/v2) 7 s0 = wo

g. (1°V 1° > 5°) — (5° — y° V 10} (u°V1o/uwo) 8

—

(LOV 0 > (71 4P = VO)) = ({1 10 = ¥O) =3 OV 10)
(—1 u®—>°/5%) 9

1. V¥ (7 40— 1) axiome §

2. (= " =tV e modus porens {10, 11}
13 (mwe = = u) sV e {7 utw) 12

4. 7 uw0—= e (1 wd/u™y S

15, woV = uo

modus ponens {13, 14}
o "Edy sbfeia mxmn e el loa ..
_SMQ mnp.&'mv ‘re:-rpa'{emc Sr.mm oy ol 'rz:&m‘} ‘rqg
dmd i perald Ty vopdy Terpaydvew (Si.uné: droite
parties. égales st en parties. mégales,__, . somime de
‘segments’ xnégaux de -Ja" droite entlére et égtﬂe : A
somme du carré de la_moitié de cette drmte et du can‘é du segment‘ ke
compns entre les sect:ons) -‘

' ceupéamrA _et D de t.elle sorte que AC BC' e
glt. de prouver que - F
" AD3 + BD?=2
. Flevens sur AB, du point G,
~la_perpendiculaire CE, égale & -
" AC; joignons AE et BE; élevons
du pomt D une autre perpendl— ‘
cilaire & AB jusqu’a sa rencon-
tre avec BE, en F. Tracons le
" droite AF; menons enfin FG
paraliéle a AB (fig. B).- -
Le triangle ACE est rectangIe '
et isocéle > par conatn.ctmn, done
BAC = AET = 1 demi-droit. Le
) h triangls EOB est égal au tangle 4o
. ACE Les tmung’r- EGF ot BIVF, s»mbhb] 25 au tnan"!e ,ELB )
- sont, comme lui, rectanvles et isocéles. : ol
EG=FG et
* AQY=CE?
- AG*+CE*=2 AC? '
AE’=AC?+4-CE2= 2 AC? {théoreme de Pytha-
gore, Buct., I, 47). _ _
D’autre part, en vertu du méme théoréme, EF? = 2 FG? = - 2D
Done AE* -+ EF*=2 AC*+-2CD%
Mais AF étant 4 Ja fois Phypoténuse du triangle AEF rectangle
en E, et du triangle ADF, rectangle en D, on 2
_ : AF*=AE: + EF?=2 AC?4+2CD?
et AF*=AD* 4 DF* '
Mais nous savons que - DF = BD
Donc AF2=AD?4-BD?
et AD? 4 BD?=2 AC® +2CD? ¢ gq. {. d.
Telle est, en. substance, la_démonstration d’Euclide.

(AC? + cnz)

_ Done

DF=BD .
Or '
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On a assisté& ces derniéres années 3 un développement du formalisme dans
1l'enseignement des mathématiques que 1l'on peut rapprocher d'un pareil développement
au sein des mathématiques elles—mémes — D&velcoppement qui se fait i partir du 198me

sigcle.

POURQUOI CETTE (R-)EVOLUTION ?

Un peu d'histoire

Au 198me sidcle on assiste 3 une remise en cause de la présentation de la
gBométrie classique (sous la forme donnée par Euclide) qui &tait considé@rée jusque
13 comme un mod&le insurpassable de théorie d&ductive. Les termes propres de la théo-
rie n'y sont pas introduits sans &tre définis, les propositions n'y sont pas avancées
sans étre démontrées sauf un petit nombre d'entre elles, les postulats qui sont &non-
cés 3 titre de principe mais qu'on a pris soin de choisir de fagon & satisfaire n'im-
porte quel "esprit sain".

Ce qui a d'abord géné c'est le fameux "postulat d'Euclide'” = par un point
extérieur 3 une droite il passe une seule paralléle 3 cette droite — beaucoup essayé~-
rent de le démontrer mais 1'analyse de ces démonstations montrait qu'elles s'ap-
puyaient sur d'autres propositions non explicitées et non démontrées; on n'avait fait

que changer de postulat.

Toutes ces vaines tentatives fini ¢+ ent par donner 1'idée que le "postulat
d'Euclide"” devait €tre indépendant des autres. Om vit alors la création de systémes
différents oll gardant les "autres” on postule selon les cas que par un point extérieur
i une droite il passe une infinité de parzlléles (LOBATCHESKY) ou bien — qu'il n'en
passe aucune (RIEMANN). Or ces systZmes de propositions que l'exp&rience sensible

ne permettalt pas de confirmer se sont révélés cohérents au niveau logique.

L'apparition de ces nouvelles géométries a eu un double effet
- d'une part, ce qui & &té fait pour "le postulat d'Euclide" devrait natuellement

g'étendre 3 l'ensemble des postulats.



- d'autre part et plus important encore, la notion de vérité en mathématiques

s'est trouvée fortement déplacde : c'est 14 que l'on peut parler de révolution.

Jusqu'alors un théoréme de géométrie &tait & la fois une loi physique et
un él8ment d'un systéme logique. L'expdrience &tait 13 pour corroborer la démons-
tration. Avec ces nouvelles géométries seule prévaut la cohérence logique d'un
systéme de propositions, le but d'une démonstration n'est plus d'affirmer qu'un
Enoncd est vrai dans 1'absolu mais de montrer qu'il découle logiquement d'un cer-
tain nombre de principes arbitraires, on ne peut plus parler que de "vérité-dans-

une~théorie™.

Examinons alors comment se développe une théorie dé&ductive.

. De méme que, ne pouvant pas remonter indéfiniment dans 1'enchalnement des propo-
gsitions, on est bien obligé d'un fixer quelques-unes non démontrées, de méme un
terme Btant défini par d'autres, ceux-ci 3 leur tour par d'autres il faut bien

14 encore s'arr8ter 3 quelques termes non dé&finis. Donc il apparalt que lorsqu'on
“axiomatise'" une thiorie, on deoit faire figurer au départ un certain nombre de pro-
positions non démontrées (— appelées axiomes ou postulats ~) et des termes non d&fi-
nis (souvent appelés termes premiers); la théorie se tlEveloppe alors en construi-
sant des termes nouveaux fix8s par les définitions et des propositions nouvelles

justifides par des démonstrations.

. Mais il faut alors savoir ce que seront les bonnes définitioms, les bonnes

démonstrations

Sans vouloir faire un long discours sur tous les problémes lids 3 1'axio-
matisation des théories mathématiques, nous allons regarder dans quelle voie engage

la volonté de domnmer un sens au mot "bonne.

Lorsqu'on met une théorie sous forme axiomatique on cherche 3 la dégager
des significations concrétes et intuitives sur lesquelles elle s'est d'abord cons-
truite, afin d'en faire apparaftre le schéma logique. Ainsi s'est fait seatir le
besoin de substituer aux mots qui désignaient les termes premiers, trop lourds de
leur signification intuitive, des symboles dénués de sens préalable. La logique
classique ayant &té elle-m@me engagée dans la voix du symbolisme les propositions
premidres d'une thorie énongant des relations entre les termes premiers pouvant
donc &tre écrits en langage symbolique, il en va de méme pour toutes les défini-
tions et démonstrations gqui suivent. Pour autant, tout n'était pas gagné. La dis-

cussion pouvait encore se faire sur les principes mémes de la déduction logique,



I

telle démonstration jugée bonne par certains est sans force pour d'autres. Pour
retrouver un terrain d'entente il reste un moyen : faire maintenant pour les régles
de logique selon lesquelles on raisonne, ce qu'on avait fait précédemment pour les
postulats. Et, en effet, on assiste au début de ce siBcle 3 1'apparition de théories

logiques axiomatisées.

Ce qui fait que depuis lors une théorie axiomatique formalisée se pré-
sente comme un ensemble de signes, assorti de régles, les unes des régles de struc-
ture concernant la formation des expressions (en particulier régles de définition)
les autres des régles de déduction (utilisdes pour les démonstrations),

On ne s'occupera plus que de la structure formelle des expressions, une démonstra-
tion ne s'occupera plus que de transformer une ou plusieurs formules par &tapes
successives en mentionnant pour chacune de ces transformations &lémentaires le nu-
méro de la régle utilis@e sans faire appel 3 notre sentiment spontané de 1'évi-

dence de certains enchalnements logigues.

Faisons la part des choses

Pourtant il ne faudrait pas croire que m8me 3 notre époque, dans les ma-
thématiques qui se font, démonstrations et définitiouns répondent i ces canons idé-
als. Méme les ouvrages de N. BOURBAKI qui tentent d'exposer d'une manidre axioma-
tique 1'ensemble des théories mathématiques ne sont pas des pages couvertes de

symboles.

En fait, la démonstration hésite entre une fonction psychologique -
convaincre 1'auditoire « et une fonction logique ~ organiser les propositions en
systéme -; la définition vise de méme, d'une part & délimiter la compréhension

d'une idée, d'autre part, 3 &tablir (un lien) logique entre un terme nouveau et un

ensemble de termes antérieurs.

L'histoire des math@matiques, comme 1'histoire de 1'enseignement des ma-
thématiques,nous apporte de nombreux exemples de ce flottement entre deux pdles:
convaincre d'une idée ¢ varifier un déroulement formel. En voici d'ailleurs deux
illustrations :

- On raconte l'anecdote de ce précepteur princier finissant pap faire admettre
un théoréme 3 son &léve en s'écriant ”M;usaayeur, je vous en donne ma parole d'hon-
neur” ou bien de ce professtur affirmant devant tel Bnoncé "on en est moralement

sir "
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- Plus récemment on connalt, 3 l'inverse, le rdle néfaste qu'ont pu avoir
certaines démonstrations du début du programme de géométrie apré&s la réforme de
1970. Quel sens peut bien avoir, pour un éléve de 4éme, la démonstration de ce

qu'un plan a au moins trois points?

Mieux méme, si 1'on s'intdresse 3 l'histoire des mathématiques on dé&cou—
vre que beaucoup de démonstrations qui se sont révélées insuffisantes voire méme
fausses, ont &td longtemps convainca ntes. On a méme souvent accepté comme vraies

des propositions n'ayant jamais fait 1'objet d'une démonstratiom.

Finalement, la tradition, les modes qui la font Evoluer peuvent permettre
3 chacun de se débrouiller pour fixer un intervalle de tolérance i un moment donné,

dans son milieu de travail.
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DIS, PQURQUOI C'EST DIFFICILE

Décidément riem n'est simple .....
Ne sachant pas ce que c'est de démontrer ..... on peut toujours se demander
pourquol c'est difficile!
. 11 n'est pas facile de démontrer ..... il n'est pas non plus facile

d'apprendre aux enfants & démontrer

Si, avoir une conscience claire d'un probléme est un premier &lé&ment
permettant d'avancer vers sa solution, il n'est peut 2tre pas inutile de rappeler
quelques—unes des raisons de ces difficultés (la liste reste ouverte, le lecteur

est invité 3 la compliter en fonction de ses expériences personnelles ....)

- dans le plus classique des exercices de démonstratiom il s'agit,

3 partir d'un certain nombre d'informations d'en déduire d'autres.

\C:)
\:‘:\ \\ \ s \ -40 AN
A
\ \ \ Yooy \

\ ) \ y o\ ma}\\zmakque.s \\ \\ v \\ \ \\
PLUS \ xR P\ QIJ&")
val P\eol’ k o Doue JoNols ame Ec;:n. weutlen \,

I1 ne semble pas que le fait de pouvoir utiliser 1'information soit
une idée naturelle chez tous les enfants. Un message peut parfaitement &tre
ressenti comme sans consdquences : chez le tré&s jeune enfant, une information
du type "nous partons dams 1/2 heure' ne saurait avoir comme suite que i1'enfant
de lui-méme soit prét a 1'heure dite, car il est incapable d'imaginer ce qui
implique la condition donnée. En outre 1'enfant regoit au cours de son &ducation
bon nombre d'informations qu'én ne lui demande pas d'utiliser mais de retenir

en vue peut 8tre d'ume utilisation ultérieuremais ceci n'est pas toujours saisi
P 3

voire m8me explicité)

Plovamuokion
dc \‘.\L‘rQ&\’: ou

¢ o0 0




On ne peut, bien siir, pas dire quand 1'idée d'utiliser 1l'information
se fera jour, ni quand elle sera suffisamment ancrée pour pouveir tre réinvestie

dans des activités mathématiques.

- Pourquei ne veux~tu pas aller au lit?
- Parge que
- Parce que quoi ?

-~ Parce que je veux pas

peu 3 peu l'argumentation s'affinera..

- on peut de plus noter que les rdgles logiques de la déduction que 1'on
utilise en mathématique ne sont pas le propre de cette science - elles sont
en fait transmises, au moins en partie, avec le langage. Quand un enfant tente
de comnvaincre en argumentant, sa démarche est tout # fait similaire 3 celle d'un

raisonnement mathématique

exemple de premidre argumentatien
explicitéechez un enfant de 2 ans
Je veux emporter ce livre.....
... tu en as un 3 la maison qui est
beaucoup plus beau .....
(longue, longue réflexion de 1'enfant)

oui mais j'en ai pas deux

Réciproquement, (bien entendu) la capacité de construire des rai-
sonnements mathématiques, l'aidera peut &tre 3 mieux structurer sa pensée et son
langage qui en est l'expression. It en résulte, par exemple, qu'un blocage 3 ce
niveau (&l3ve incapable de construire un raisonnement) peut ne pas relever simple -
ment d'une difficulté en mathé&matiques, et qu'une coordination, Maths-Frangais

entre autres, donnerait peut-&tre de meilleurs chances de réussite.

jw P@..l-'-SL

Dou.c.

?




- par ailleurs la transmission de l'information elle-méme pose des problémes -
Le message recu est souvent déformé par rapport au message &mis et ce pour des

causes trés diverses parmi lesquelles :

- incompréhension du vecabulaire (mots inconnus, probléme de "traduction”

— incompréhension de la signification du message

Vois—tu, i1 n'y a jamais que la trans-
cendance subconstentielle qui soit
susceptible de ré&concilier la problé-
matique Kantienne avec l'instinct de

mort de Nietzsche®

A ce sujet de nombreux exercices de lecture et d'interprétation de
textes, mathématiques ou non, (13 encore la cocrdination entre matidres peut
gs'avérer utile) la description de figures, d'objets, de situations, la recherche

de définitions sont autant d'activités utiles.

T

Dans une expérience '"maths-francais’” 1l'exercice consistait 3 dém@ler

la cause et la conséquence dans des phrases comme :

-

"Sans travail supplémentaire, Y vous permet d'avoir i la fols des sols propres
et brillants. Tout simplement parce que Y contient des détergents pour laver et

des cires pour faire briller"
"Le produit de 2 nombres est nul si 1'un des deux est nul”
" E£lle lave mieux gque vous, rince mieux que vous, s3che mieux que vous :

elle mérite votre confiance"”

Beaucoup d'é&léves font des confusions.
P

"Outre les problZmes dus au vocabulaire lui-méme une constatation générale
est que les enfants ont tendance & "gommer' 3 la lecture certains mots; et les
mots ainsi &liminés sont trds souvent les 'petits mots' (c'est—d-dire les mots
grammaticaux) qui donnent leur sens aux divers constituants de la phrase.
Cependant, pour que le texte, lui, ait un sens les mots ainsi "gommés" sont, en
géndral, remplacés par d'autres. C'est ainsi que "des &léments de A" pourront Etre

1y "les &léments de A ".




Démontrer,

Clest difficile aussi parce que 1'on ne dit pas tout et que l'om ne peut tout dire%
1

En particulier, en géométrie, cela apparait bien

- Dansg le rdle fréquent du non-dit

~ Dans la place de dessin

Trouvez le non~dit

Concourrance des médianes d'un triangle d'aprés IREM de Strasbourg &4éme
(1879).

présupposds : le quadrilatére formé avec les milieux des c8tés d'un quadrilatére

— -

quelconque est un parallélogramme.

On &tudie la position du point d'intersection
de deux des médiapes :
ABC est un triangle

Ses mé&dianes (BB') et (CC') se coupent en un

point G
BD
I'astuce consiste 3 introduire J et X milieux c
de [GB] et [GC ].
Le quadrilatére B'C'JK , formé avec les milieux T8
c5tés du quadrilatdre ABGC est un parallélogramme
de centre G

D'on les &galités : . GC' = GK = RC et donc GC = 2 GC'
GB' = GJ = BJ GB = 2GB'

Conclusion : Le point ou la médiane BB' est coup&e par la mé&diane CC' est le

point G du segment BB' tel que GB = 2 GB'

Une fois G positionné sur (BB') il reste A regarder le point de concours

de (BB') et (AA') et i démontrer de méme qu'il est situé au méme endroit.

Question 1 0L est(sont) le{les) cas sous—entendu(s)? Qe FanCu3¥-H

!. P 4 - - .
gire pour 1'expliciter ? Pourquoi est~ce que personne ne le fait jamais?



éigg : 51 les droites (BB') et (CC') sont parallidles, alors B est le milieu
de AC'? ou bien c'est le milieu de AB'. ¢ R
Ce qui est contradictoire avec C' -3 %

milieu de AB ou avec B' milieu de AC

Mais tout n'est pas encore dit!

Er les dessins..--

A guoi servent les dessins en mathZmatigues? Peut—on s'en passer ?
Les amoureux de la théorie axiomatique mous répondront que oul :
Une démonstration formelle n'a besoin d'aucun support visuel

Mais pour les &laéves, les professeurs, les dessins ne sont-ils pas utiles,
voim indispensables? 1I1 est hors de question de faire un exercice de géométrie
sans faire une figure : elle servira de guide au ralsonnement - Il faut insister

auprés des éléves sur la différence qu'il y a entre voir et démontrer; mails

il faut aussi 8tre comscient que "voir" c’est trouver ce qu'il faut démontrer

et peut &tre comment le démontrer.

Un dessin peut convaincre

Exemple La transitivité& du paraliélisme est &vidente sur un dessin

g s s mais n'est pas &vidente & démontrer

{voir procé&dés de démonstration)

Voir aussi le chapitre "Nous vous la démonstration” 1l'exemple du paragraphe
P P grap

"qui est-ce qui comvainc le mieux?'"  ( Ix, = Eﬁﬁ)



¢ Un dessin peut aider 3 comjecturer

Ex 1 : Calculer 1 + 3 + 5 + ... +\2n - 1) la somme des n, premiers nombres
impairs
L +3+5=9=3
2
1+3+5+7=16 =24
i
On devine que la somme
2
143+ 5+ opl@a-4) =0
Ex 2 Calculer 1 + 2 + ... +n
' " 1 +2+ ... +n= 22D
NI 2
) [l me2
> l n-3
\ -
Ce dessin suggére méme une fagon de démontrer que le calcul
1+2+ ... +tn
+n+n-1+ 0.1
(n+1)+ (o) +...+(n+]1) = n(n*+l)
P Un dessin peut &tre un _contre exemple

Ex : 51 on affirme que 1'orthocentre d'un triangle est situé & l'intérieur du
triangle, exhiber un triangle ayant un angle obtus, donc ayant son ortho-
centre hors du triangle convainc que cette affirmation est fausse. Il reste
3 le démontrer, mais le plus important n'est—il pas fait lorsque le dessin

est réalisé.



<

s Mais il faut parfois se méfier des dessins

Si on d&coupe ce carré 8 x 8

Ex 1
- g selon les segments indiqués
4 on peut reconstituer un rectangle:
B
23 3
g 3
¢ D
7 :
pa— A
3 ™ c
N
D
B
<
On aurait donc 8 x 8 =5 x 13 soit 64 = 65

Ceci vient du fait que P, M, N, Q ne sont pas vraiment alignés.

Ex2 O tous les triangles sont isocéles

Soit un triangle (A, B, C)
Tragons la bissectrice de 1'angle

A et la médiatrice de [ B, C ]

Plusieurs cas se présentent

Figure 1}



~ la bissectrice et la médiatrice sont paralléles (au sens large) alors dans le
triangle ABC la bissectrice est aussi hauteur (et mé&diatrice donc elles sont

confondues et le triangle est isocéle,

~ la bissectrice et la médiatrice sont sécantes en M
- 81 M est & 1'intérieur du triangle (fig. 1)
MB = MC
ML = MJ

Donc les triangles rectangles IMB et JMC sont superposables

d'oll 1'égalitd des angles Bl et Cl

32 et C2

donc B et C par addition

S M oest A | exterieur ('\'C\ <

A - .
A Meme ralscnnement mals par
~ soustraction.
_~
3
C
ul ™

!

- 81 M est sur BC, la bissectrice passant par le milieu de BC

le triangle est isocéle



® Un dessin peut aider 3 voir ce qui se passe, mfme dans des situaticns inattendues

A

"
.

La suite AA

=y - 1
A, =1 -3

T L
AA3-—i 2+4

T T . |
My=l=-5*+7-3

LREN cend vers AP

N LR T R | (1"
d'od | 5 + 3 + 3 + T + ... + zn
- o pour limi ke % quand L —900

On voit aussi que la suite AAZ’ AA&’ AA6, AA8 tend vers AP
l+ —]—+——1+...+ tendvers-z—quandn++w
2 8 32 2n+1 3
AC = 2

1 1
1 2 Ad, =3
1
21:1

+

! NS | - .
A AA3 =5 + A + g e limite AB = |

+ ...+ tend vers | quand n tend vers + «
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Refléchir 3 une progression

La méthode d'apprentissage de la démonstration & peu

prés universellement en vigueur avjourd'hui, consiste
3 montrer 3 1'éléve une ou plusieurs démonstratioms et
i lui demander de faire "pareil" (&ducation par imita-

tion; voir "psittacisme" dans le Petit Larousse).

Quoiqu'on puisse penser d'une telle méthode, 1"honnéteté
oblige 3 dire que personne ne voit trés bien pour

1'instant ce qu'on pourrait proposer d'autre.

Ceci &tant, ce n'est pas prendre un grand risque que
d'affirmer : les choses me peuvent qu'aller mieux si

on refléchit aux premidres démonstrations que 1'on
présente, si on prend soi-méme conscience des difficultés
propres qu'elles renferment (diiles par exemple i tel ou
tel type de raisomnement), et si 1'on choisit les
démonstrations 2 montrer" en fonction de cela et non

de leur place dans un exposé lingaire.

Clest avec de telles arriéres pensées que nous avons
relevé dans quelques manuels de 4&me (1979) les
premiéres démonstrations présentées, tant en algEbre
qu'en géométrie (mous avons regardé 1'esprit plutdt

que la lettre de chaque démonstration : la formulatiom
ici reproduite n'est donc pas nécessairement exactement
celle du manuel. Les ouvrages utilisés sont, par ordre
alphabétique : Galion — IREM de Strasbourg = Mauguin -

Monge — Thirioux : Rendez i César ...)
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lére démonstration en algébre

[ ]
‘N

lére démonstration en géométrie

Connaissant : les propriét&s de 1'addi-

tion dans D, démonstration-de :

Dans D si x+y=z+y alors x = 2

méthode : on ajoute (-y) aux

2 membres aprés avoir formulé
pour la circonstance le théoréme
préalable :

dans D si x = y alors x + z = ytz

Connaissant : positions relatives de 2 droites
et dnoncé d'Euclide, démonstration de :

i deux droites sont parall&les, toute droite
qui coupe l'une coupe l'autre.

méthode : Disjonction en deux cas dont 1l'un est
impossible (A ou B et non A —% B)

Démar che compliquée par le fait que 'mon A"

est lui-méme démontré par 1l'absurde

Connaissant les propri&tés de 1l'addition
dans D et la définitiom a~b = a+oppb,

démonstration de:

Pour tout x de D “(x+y) = (-x)+(=y)

Pour tout y de D

méthode : Calcul de (x+y) + [(—X)+(‘Y)1

Connaissant : positionms relatives de 2 droites et

Znoncé d'Euclide, démonstration de :
transitivité du parallélisme

méthode : disjonction en 2 cas, l'un et 1l'autre

conduisant 3 la conclusion dé&sirée.

Sans présupposé&s explicites (implicitement

les programmes de 5& d'arithmétique)

démonstration de
1a somme de 3 naturels consécutifs est

multiple de 3.

méthode : le calcul auquel on s'attend

-

mais précédé : 1°) d'exemples

2°}Y d'un énoncé analogue
(6n+]:est premier) qui peut sembler vrai
gsur certains exemples, mais dont on montre

par un contre—exemple qu'il est faux.

Connaissant 1 les propriétés liant orthogonalité
et parallélisme, démonstration de :
Si dans un quadrilatére 3 angles sont droites,

alors le 48me et droite aussi

méthode : 2 implications successives,Chacune
dtant une utilisation directe d'un Enoncé des

cours

schéma du type

. Jin . ~
Connaissant ;E = % et 2 fractions de meme
dénominateur représentent le méme ration-
nel si et seulement si elkes ont le méme

numérateur, démonstration de :

a . .
e %- si et seulement si ad = bc
méthode : le calcul auguel om s'attend

Comnaissant : définition du parallé&logramme par
deux parallélismes + les cBt&s opposés ont méme
longueur + s8i 2 segments paralléles ont méme ion-
gueur, leurs extrdmités sont les sommets d'um
parallélogramme, démonstration de :

Si par le milieu d'un c6té d'un triangle on méne

la paralléle i 1'un des autres cités, alors cette

paralléle coupe le 3& c8té du triangle en son mi-

lieu.
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Méthode : on rajoute I, point d'intersection de
BC avec la paralléle i AB passant par 0'. OBIO'
est un parallilogramme donc OAQ'I est um paral-
1&logramme aussi (considérations métriques),
00'CI aussi (idem) done Q' est bien le milieu de

AC.

Connaissant : "soustraire, c'est ajouter
1'opposé" et le fait que

opp(a+b) = oppa + oppb
démonstration de

opp{a-b) = b - a

méthode : (in extenso)

1]

opp(a—b) = opp{a+oppb) = oppa + opp opp b

opp(a~b)

oppa + b = b + oppa = b-a

(on utilise en passant un &noncé non

explicité ailleurs : opp(oppb) = b).

Connaissant : position relative de 2 droites, et
la d&finition : on dit que deux droites et

sont paralldles si et seulement si elles sont cor
fondues ou strictement paralléles.

Démonstration de

Deux droites sont paralléles si et seulement si

elles ne sont pas &€&cantes.

’
méthode : quel que soit A et & on a
Aad'zd  ou Anb.’:{h} ou AnA'z A
M AN e baK:g oo Ann'z A

d'oli la conclusion.
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" 'atonie des &ldves est peut—8tre ce qu'il y a de plus frappant dans ce périple & travers

les colléges'. (Mich&le Saltiel in Le Monde de 1'Education)

"Résoudre un probldme nécessite un &lan de curiosité, une mobilisation effective de

1'intelligence" (Glaeser).
MLa résolution d'un probl3me est une aventure d'une telle intensité qu'elle fait date dans
la mémoire de tous ceux qui 1'ont vécue. Heureux le professeur qui la révéle 3 ses

&léves" (livre dupb T I).

Qu:Que fait-on en classe de maths ?

On peut distinguer deux sortes de problémes:

——3 Les problemes" i démontrer" : le but d'un tel probléme est de montrer l'exactitude ou
la faussetd d'une affirmation clairement é&noncée.
A noter que les cours de mathématiques de 28me cycle sont truffés de problémes a démontrer
correspondant & des affirmations exactes. La réfutation d'affirmations fausses, qui aurait
pourtant sur le plan du raisonnement une importance aussi grande, est plus rarement

rencontrée.

—>» Les problémes "4 résoudre' dans lesquels on cherche & découvrir " finconnue" du probléme
Comme exemple on peut citer :
- tous les probldmes de construction ainsi : On donne trois points A,B,C ; tracer une

droite passant par A &quidistante de B et C.

- le probléme des ricochets:

Quelles sont les places de ces deux types d'activités dans les mathématiéles ?

En face d'une nouvelle situation on commence par &mettre une hypoth@se, qui peut s'avérer
mal adaptée, mais on l'essaie et on la modifiera plus ou moins suivant le résultat obtenu.
L'aboutissement du travail créateur sera souvent um raisonnement dé&monstratif, une

preuve. Mais cette preuve est découverte par un raisonmement par "intuition" en essayant
de deviner.

Les mathématiques achevées, présent@es sans forme définitive, paraissent purement dé-

ductives., Mais les mathématiques en gestation sont toutes différentes.



Gy
L,

Le travail créateur doit-il faire partie intégrante de 1l'enseignement des maths... ou bien
doit-on tenir les &ldves & 1'écart de ce type d'activités... Peut—on leur cacher que
les théotémes démontrés aujourthui furent un jour devinés... et n'est-il pas &galement

intéressant de savoir par quelles méthodes, avec quelles analogies...?
N'y aurait-il en mathématiques qu'une activité mnoble : celle du raisomnement dé&ductif

rigoureux .... ?
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ET , A PROPOS, LES DEFINITIONS.....

« Lorsque moi jemploie un mot, répliqua
Heumpty Deumpty d’un ton de voix quelque peu
dédaignenx, il signifie exactement ce qu’il me plait
qu’il signifie... ni plus, ni moins. »

«La question, dit Alice, est de savoir si vous
avez le pouvoir de faire que les mots signifient
autre chose que ce qu’ils veulent dire. »

« La question, riposta Heumpty Deumpty, est de
savoir qui sera le maftre... un point, c’est tout. »

( Lewns Caroll: de Yaue cave du wiviotn)

On n'a guére parlé jusqud présent des définitions et pourtant en regardant
les documents on ne peut que se dire : "il y a des choses & dire".

Quelqies exemples :

La droite

1. La droite est la ligne dont les extrémités sont onbragées par les points

intermédiaires
(Platon IVes. av. J.C.

2. La droite est la ligne telle que si l'on immobilise deux de ses points , tous

les autres sont immobilisés par cela seul
(Leibniz 1679)

3. Une droite affine est un ensemble E muni d'une famille d) de bijections de
E SUR R telle que a) pour tout élément f de Cb et pour tout élément (a,b) de
R*x R, 1l'application définie par g(M) = af(M) + b appartient aussi 2 ¢ .
b) Réciproquement si fi et f, sont deux éléments quelconques
de , il existe (o(,(S) appartenant & R¥x R tel aque FZ(M) = o f‘l(M) +/3
(instructions relatives au programme pour
les classes de 42me, 3d@me, 1971)

Une définition formelle

" Pour définir la collection des ordinaux
On (&) {=> ¥x Yy [xéof etyee(-.-_axiycuy¢x]
et'dxvfy HZ(Xéd ety Eox et zE€ etxéyetyE.Z_z_)sz)
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et Yz [zt etz 40 =5 Ix (x €z et Vy(y€z =5 x €y o x =y))]
et’v’xVyL;&o( et y € x %ye,c(]

(Théorie axiomaticue des ensembles, J.L. Krivine)

Le cercle
1. Un cercle est une figure plane, comprise par une seule ligne telle que tautes
les droites tombant sur elle, & partir d'un point parmi ceux intérieurs & la fi-
gure sont égales entre elles

(Euclide, éléments)

2. C'est 1'ensemble des points éaquidistants d'un paint donné

Droites perpendiculaires

1. Lorsqu'une droite élevée sur une droite fait deux angles adjacents égaux entre
eux, chacun des angles égaux est droit ; et la droite placée au dessus est dite
perpendiculaire & celle sur laguelle elle est placée

(Euclide, éléments)

2. L'équerre est 1'instrument qui permet d'obtenir une droite perpendiculaire

4 une droite donnée.

3. Axiomes de 1 'orthogonalité
I1 existe une application « del'ensemble E des directions du plan dans lui-méme
qui possigde les deux propriétés :
1°) Cette application est involutive
29) Aucune des directions du plan n'est sa popre image par cette application
On dit alors gi'une directien § du plan est orthogonale & une autre direction 5)
du plan pour traduire que S est 1'image de § parw ; et on écrit £Ls

(manuel de 3&me, 1974)

Un entier relatif

1. C'est un nombre naturel précédé d'un signe

2. C'est une classe d'équivalence de couples de naturels modulo une certaine

relation.
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La symétrie orthogonale dans le plan

1. Etant donné une droitedy la symétrie orthogonale par rapport 3 () est
1'application du plan dans lui-méme qui & un point M fait correspendre le point
M' tel que b soit la médiatrice de [MM']

2. Une symétrie arthogonale est une isométrie ayant une droite de points invariants.

Quelques remargues (mais c¢'est loin d'Btre exhaustif)

1. I1 semble qu'il ne soit pas facile de donner une définition d'un objet aussi

"simple" que la droite.

2. On peut comme pour la démonstration envisager deux pbdles :

. Un premier ol le discours vise a mieux appréhender un objet mathématicque ;
si dans certains cas il semble que ce soit vrai (déf (1) (2) de la perpendiculaire)
on peut constater que le discours ne répond pas toujours & cet objectif (déf.(l) et
(2) pour la droite ; déf (1) pour le cercle) et m&me se demander si le seul but n'es
pas de définir & tout prix.

. Un deuxidme QZhl'on établit une équivalence logique entre un terme nouveau
et un ensemble de termes antérieurs (en langage formel ou non ). Parmi ces défini-
tions certaines semblent opérationnelles (au moins & un niveau donné) et d'autres
restent et resteront parfaitement obscures (déf. (3) de la droite, déf. de la

collection des ordinaux).

3. La encore, afin d'dviter de "graves problémes de conscience" on ne cherchera
pas 2 définir ce que c'est que définir, mais on peut dire que, au minimum, une

définition d'un objet doit pemmettre de mieux le faire fonctionner. (La déf.(1)
de la symétrie orthogonale semble & cet égard meilleure que la déf.(2) ).

QUELQUES REFLEXIONS SUR LA PLACE DES DEFINITIONS DANS L'ENSEIGNEMENT

* I1 n'est pas nécessaire pour faire des mathématiques de définir toutes les notions
mises en jeu : on peut se contenter pour certaines d'entre elles d'un consensus &

un moment donné entre gens travaillant ensemble.

ex : ayoir déterminé si un triangle est un triplet de points, un ensemble de trois
points, une réunion de segments, l'intersection d'un demi-plan et d'un secteur
angulaire saillant

N'EST PAS

un préalable nécessaire & toute activité sur le triangle.
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Cela ne veut pas dire qu'il ne faut pas entrainer l'enfant & traduire ce aqu'il cherche
4 dire avec un vocabulaire précis, mais ceci . est une autre affaire. C'est un exerc
ce - utile - de formulation que de se demander "si pour moi un triangle, c'est "les
bords", comment le formuler correctement ? ou "si pour moi un triangle c'est
"1'intérieur”, comment le dire bien, ete... C'est parfaitement inutile de commencer
par 13, et & fortiori de s'interdire de parler de triangle tant qu'on ne s'est

pas mis d'accord la-dessus.

Par contre l'histoire de l'enseignement des maths est pleine de pseudo-définitions
qui font croire que 1'on a dit quelque chose alors qu'on n'a rien dit.

Pourqioi ne pas admettre simplement qu'il y a des termes premiers qu'on ne définit
pas mais cue tout le monde camprend (il y en a beaucoup au départ - leur nambre
diminue au fur et & mesure que s'affinent les connaissances et les formulations

de 1'éldve - leur minimalisation est un objectif lointain).

Mais alors évitons

. définition : 2 figures sont égales lorsqu'elles sont superposables (manuel de 42
anndes 1960)
. Ou alors
a et b étant 2 points d'une droite D
(a £b) signifie (a est & gauche de b ou a = b) (manuels de 42
année 1979)
(défense de faire pivoter . pardon "rotationner“jle livre de 90°, d'utiliser

un miroir, de regarder par transparence).

et ceci pour démontrer trés scientifiguement gue la dite relation __-é est réflexive,
antisymétrique et transitive.

. Ou slors :

définition : lorsqu'une droite distincte de S est conservée globalement par

retournement autour de 9, on dit qu'elle est orthogonale 2 $.

pour un esprit curieux qui s'interroge sur le retournement, un renvoi lul permet

d'aller se renseigner :

e L€ retournement

. c
Soit C un cercle de centre O de rayon R, et soit (AB) R
un diameétre. Décalquons la figure, retournons le calgue
et plagons ™. sur 4 et B sur B. O coincide avec O {fig. D-12). ! B
Les deux droites ("{B) et. {4B) coincident. Y ¥
Nous constatons que le cercle coincide avec son calque
retourné.
Si on « retourne » un cercle autour d’une droite contenant Fig. D-12 M

.4le centre, le cercle coincide avec son « retourné ».
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Ainsi parés, nous démontrons allégrement le théoréme :
’
Si & est orthogonale & S’, alors & est orthogonale & <

Le "prenons le calque..." n'est pas loin.

* Pour préciser un peu la question on peut remarcquer que :

. Certaines notions nécessitent une définition simplement parce qu'elles recouvrent
un objet entitgrement nouveau : c'est par exemple le cas de "la valeur absolue

des nombres relatifs" qui n'évoque rien pour un élédve de 5& tant q'on ne lui a pas

dit de quoi il s'agissait,

. Dans d'autres cas, l'acquis culturel des enfants fait cque les définitions d'un
objet mathématique peuvent apparaitre comme plus difficiles & appréhender aque 1'ob-

jet lui-méme.

Tout est alors affaire d'ébjectif‘s :

. 81 le professeur souhaite montrer & ses él&ves comment l'on peut construire une

d éfinition mathématique pour un dbjet ou une classe d'objets préexistants au ni-
veau de l'intuition, alors donner ou faire chercher la définition permettra peut-8tr:
d'atteindre 1'cbjectif. |

. Si le but est de manipuler une notion parce qu'elle est intéressante enusoi et/au
parce qu'elle offre des <ttwations intéressantes pour 1'activité et le raisonnement
mathématique,alors donner une définition - si elle n'est pas évidente & comprendre

- ne risque-t-il pas de détourner les éleves de l'objectif fixé 7?7

Exemple : Voici plusieurs définitions proposées pour un qudrilatére :
B

L

D

* Un quadrilatére est une ensemble de cuatre poinis {A,B,C,D} dont trois quelconques
ne sont pas alignés.

* Un quadrilatére est un quadruplet de points (A,B,C,D) dont trois quelconques

ne sont pas alignés.
* Un quadrilatére est une ligne polygonale fermée & quatre cdtés.

* Un quadrilatére est l'intersection de quatre demi-plans.
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Aucune de ces définitions n'est vraiment satisfaisante {question : pourquoi ?)
Mais, pour rendre compte du fait, pourtant simple, que sur 4 points on peut cons-
truire 3 quadrilatére différents

R A A

il faut se donner un arsenal du type :
un quadrilatére c'est . un ensemble de 4 points«{A,B,C,D} {on peut rajouter : dont
3 quelconques ne sont pas alignés)

. et un ensemble de 4 paires de points pris parmi ceux-ci

('{ {»,8Y ; &8,c} ;{C,A};{A,D‘I } dans le premier dessin).

Le jeu en vaut-il la chandelle 7

# |a fabrication, l'utilisation, la compréhension des définitions posent aux

élaves des problémes spécifiques :

. M&fions-nous d'abord de ce que le sens de l'activité de définition n'est généra-
lement pas pergu par les éldves:

Demandez :"Qu'est-ce que c'est gqu'une définition ?" & un auditoire de bambins. La
réponse généralement regue : "C'est quelque chose qu'il faut apprendre par coeur"
(preuve -d'ailleurs - que l'enfant donne lui-méme spontanément ses défintiions en
termes fonctionnels !).

La réponse attendue était quelque chose du genre : "“c'est une phrase destinée a
préciser la signification d'un mot nouveau". Une telle réponse n'est jamais venue.

Et & la réflexion ce n'est pas d'ailleurs trés étonnant :

L'éleve a-t-il attendu d'avoir écrit sur son cahier :

définition : le milieu du segment CAQL clest...on

pour savoir marquer un milieu sur son dessin 7

Comment le mot "milieu" peut-il lui apparaitre alors comme un mot nouveau 7
Nouveau le mot i'est bien pour quelqu'un,.le prof (!) qui, lui, sait qu'il se
proméne a l'intérieur d'une théorie mathématique dans laelle il vient d'intro-
duire un mot nouveau. Mais il est généralement le seul & le savoir. A quel jeu

étrange jouons-nous 7

. Un autre type de difficultés peut se présenter quand une définition utilise des
mots ayant un sens indépendamment de toute théorie mathématique ; le langage



mathématique et le langage usuel ont des recoupements i dans un certain nambre

de cas doivent &tre particulizrement "troublants" (au sens propre) pour les enfants.

Ainsi par exemple camparaison du sens du mot "direction" dans
- direction d'une droite

- prendre le métro direction "St Lazare".
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LE COIN DES COLLECTICNNEURS

Soyons sérieux. Quelques procédés de démonstration.

Il y a quelques grands 'procédés" de démomstration : les chalnes d'implication,
la récurrence, le raisonmement par l'azbsurde, le contre—exemple.... Ils peuvent
se mélanger et &tre accompagnés de "trues" si nombreux qu'il serait impossible de
tous les énumérer. Voici quelques exemples utilis@s ou utilisables dans 1'ensei-

gnement secondaire.

I. Les démonstrations par "exhibition". (contre-exemple et th&oréme d'existence).

Ce type de raisonnement est tré&s courant : il faut habituer les plus jeunes éléves
i 1'utiliser. '
exemple 1 : La soustraction n'est pas commutative (4 1'aide d'un contre—exemple)

exemple 2 : "Tous les nombres impairs sont premiers'est une phrase fausse.

exemple 3 : Montrer que l'&quation, dans R, x2— 20x + 100 = ¢ 2 au moins une solutien

On exhibe la solution 10.

Pour montrer qu'une implicatio P Q est fausse (non (P Q) c'est P et non Q),

on donne un exemple ol P et (non Q) sont vraies simultanément.

exemple 4 : ac = bc=> a=b est fausse car pour a =2, b =13, ¢ =0
.______'__,-__-.._/

E

P et (non Q) sont vraies.

exemple 5 : La relation "est perpendiculaire 3" dans 1'ensemble des droites du plan,

n'est pas transitive car

A Q"
o 'Lﬂi et A // N (ce qui interdit A _LL\")
11 1 , Q‘l.ﬂ.f
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II La chaine d'implications

a) Schéma général : Hypothése, conclusion.

Le schéma le plus courant dans le premier cycle est celui-ci : si "hypotheses",
alors "conclusion",

Dans une telle démarche il faut remarquer que :

- on ne travaille ¢que "sur du vrai'.

- Le schéma implicitement en vidueur la plupart du temps :

P vral alors Q vrai lgénéralement présenté ainsi : "Si P alors Q".
et{P:g Q)urai

exemple : Prdbléme : Etudier les médiatrices d'un triangle (A,B,C)
Conjecture : elles sont concourantes
Présupposés :epropriété caractéristique de la médiatrice
(M € médiatrice de AB <% MA = MB)
a si deux droites sont sécantes taute perpen-
diculaire & l'une est sécante avec toute perpendiculaire
a4 1'autre.

etTansitivité de 1'égalité.

19) démonstration de 1l'existence du point d'intersection

de deux médiatrices.

2°) Démonstration par chaine d'implication :

Hypoth&se : M est le point commun & la médiatrice de AB et & celle de BC
Conclusion : M appartient & la médiatrice de AC

MEméd. de A,B donc MA
Mé& méd. de B8,C donc MB

MB |

done MA = MC danc M € méd. de A,C.
Me J

b} Une variante:: la contraposée

L'implication (P =] Q)est équivalente & sa contraposée(nun d = non P)
On peut remplacer la démonstration de l'une par celle de l'autre.

exl : L'application f : R —R
X (—3 2X-3 est~elle injective 7

Présupposés : - définition d'une application injective

¥ (x,x') € R x £ x' = F(x) £ F(x") (1)

- calculs dansR

Au lieu de démontrer l'implication (1) x # x' = 2x-3 # 2x'-3
on~démontre la contraposée f(x) = f{x')=y x = x'
puisque les propriétés de
1'égalité sont bien définies



ex.2 ol 1'implication a démontTer est valable dans "un certain cadre".

Cadre:D] et D2 sont 2 droites paralldles.

Pour montrer que , si D3//Dialors D3//D2 on peut montrer que si D3.4f~ D2, alors
D3 D1, c'est-a-dire : pour montrer que si deux droites sont parallgles toute
pasalléle & l'une est parall#le & l'autre, on peut montrer que si deux droites sent
parallales, toute droite qui coupe 1'une coupe 1'autre.

¢) Les différents "habillages" de 1'implication :

1) Reisonnement par conditions suffisantes

exemples : Pour montrer qi'une fonction est imjective, il suffit de montrer qu'elle

est strictement monotone.

Paur qu'une fonction soit continue il suffit qu'elle soit dérivable.

2} Conditions nécessaires et suffisantes

exemples : Equivalence des équations.

pProblémes: Quel est 1'ensemble des centres des cercles de rayon donné R,

""""""""""" tangents & une droite donnée 7
' r (un cercle de centre D et de rayon R est tangent a A )
S

AN est équivalente &

(la distance de 0 & A est R).
- T T - - D'oll 1'ensemble cherché formé de deux droites paralleles a A

3) Conditions nécessaires

exemple ' : Résolution d'équation ou de systéme.
Si, ayant calculé le déterminant d'un systeme linéaire on sait qu'il admet une so-
lution unique, on peut se contenter d'écrire une suite d'implications pour trouver
1'ensemble des solutions. Pour que (x,y) seit solution, il faut que ....
dfoll x =

Y =
Je tiens mon unique solution.

d) Disjonction des cas

A/ Pour démontrer qu'une proposition C est vraie on peut considérer deux propositions
A et B telles que (A ou B) soit vraie. I1 suffit alors de démont rer successivement

que(A =y C) et (B =% C).

ex 1 a€ N montre cpeaz,-fz

2 cas sont possibles a < 1 (proposition A)

°“ a > 2 (proposition B) (A @ B) est vraie
S5iagl alors azﬁl donc aZ# 2
Siay2 alors azj 4 donc aZ £ 2
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ex.? Montrer la transitivité du parallelisme.
Hypothese : O /70 et A'//0" Conclusion : AN
Deux cas sont possibles : A : & NA" - @ on a bien 4 // &
B: ONL" 4@ Soit A ELNS" | Come & st A7
sont paralléles a A d'aprés 1'axiame d'Euclide A= &, On a bien encore & // A7

ex.3 Probléme : existe-t-il deux nombres irrationnels x et y tels que x’ soit
rationnel 7
Réponse : oui
Démonstration : Soit a = (\[—2)@—
Deux cas sont possibles : A : a est rationnel alors x =y ={2 oDépondent 2 la
question
B : a n'est pas ralionnel alors x = a = (\/—Z)E et y =\ 2

répondent & la question :
NZ
F V) = Wt = 2

.?,/ Un autTe type de disjonction des cas qui intervient fréquemment est basé sur le
schém ¢ A ou B

et —_— A

1) Reprenons la transitivité du parallélisme :
Deux cas sont passibles & // AN
ou Aﬂlh’ , mais & et A’ seraient alors sécantes et toutes
deux paralléles 3 A , ce qui est impossible d'aprés 1'axiome d'Euclide.
2) Ccannai_ss)ant le théordme concernant l'intersection d'une droite et d'un cercle
< o

d< R => D edeante

‘o . d=R = 2 tangente
J d> R — A extérieure
Montrer la réciproque :

Hypothese : Une droite /A est sécante au cercle.
3 cas possibles ¢ d =R
d 7R
d £R
Les deux premiers sont impossibles, d'aprés le théoréme direct.
Conelusion d < R.
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IT Le raiscnnement par l'absurde

Le principe est le suivant : Pour établir cue dans voe théorie T une proposition
R est vraie, on construit la théorie T' dbtenue en adjoignant & T 1l'axiome (non R).

I1 suffit alors de prouver que T' est une théorie contradictoire.

Autrement dit on démontre qudune affirmation est fausse en en tirant une contradic-

tion.

Exemple 1 : Démontrer que V2 n'est pas rationnel.

Supposons que V2 soit rationnel, alors = (p,q) € Nz, p et ¢ premiers entre eux ave

Qﬁ_ = -% donc p2 =2 q2 donc 2 divise p.

222 q%, 2p'%q” denc 2 divise g

en contradiction avec le fait
p=2p" 4p' -
que p et g sont premiers entre

eux.

Exemple 2 : Ecrire des nombres dont la somme est 100 en ne se servant qu'une seule
fois de chacun des 10 chiffres.
On peut faire des essais, conjecturer l'impossibilité. Pour la démontrer : suppo-

sons que c'est possible

O+142434+4+....+49 = 45
donc pour faire 100 il faut des nombres de 2 chiffres.
Appelons t la somme des chiffres des dizaines employés ,
45-t est la somme-des chiffres des unités
On doit avoir 10t + (45-t) = 100
d'all t = gé , qJi n'est pas un nombre entie;}ce qui est contradictoire

avec la définition de t.

Exemple 3 : Montrer qu'il y a une infinité de nombres premiers.
Supposons qu'il y ait un nombre fini de nombres premiers, appelons P le plus grand
et considérons 0 = (2x3x...xP) +1

QP

G n'est divisible ni par 2 ni par 3... ni par P , donc

Q est premier. Contradiction avec la définition de P.

Remarque : Dans ce dernier exemple ont peut formuler le probleéme différemment et
éviter le raisonnement par l'absurde:

Connaissant les nombres premiers, 2,3,5,...P, trouver un nouveau nombre premier
plus grand :

Réponse : @ = (Z X 3 X vuues x P} + 1
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Inconvénients du raisonnement par 1'ebsurde

Commencer un raisonnement en supposant vraie une proposition dont on sait qu'elle
est fausse parait & priori artificiel et n'est pas du tout naturel aux éléves qui

ontplutdt tendance & utiliser le résultat qu'ils veulent démontrer.

Exemple : Plusieurs livres de 42 {programme 71) présentaient dans leur ler chapitre

de géométrie la démonstration par l'absurde de la.transitivité du parallélisme.

A A d.“
Hypothese & § & et &1 & / /
Conclusion & / A"

Comment vouloir cque les él2ves supposent que Oet &%se coupent ?



II1 - Non employé dans le premier cycle, souvent mal compris dans le deuxiéme

cyle, le Raisonnement par récurrence

V’n}nn

¢k P(ng) vrai

P(n) => P(n+l)

donce ¥ n > ng , P(n) vrai

est trds utilisé pour montrer des identités s

1+2+ nlnrl)
..... - 2

12+ 22+ ...... . 2 _ n(n+lg(2n+l)

1 -+ 3 + cees + LN 1

2! 3! (n+1)1 (rl )t
Exemple 1
Démontrons la troisizme gue 1'on peut conjecturer par des essais
.J; = i .J'- + .g-. - .?- = 1 - .g'- l. .%. + -'-i = 2 - l _l_
2! 2 2t 3! 6 3 2! 3! 41 24 24
Supposons que Lo e n =1 - L (P{n))

21 (n+1)! {(n+1) !
¥ n LN n Ll I L Dl =l_n+2—n—l
2! (nel)! (me2) 1 (n+1)! (m+2)! {(n+2)1

Si le tésultat est vrai pour n il l'est pour n+l

Comme il est vrai pour n = l...... il

: Montrer que si A > 1, lim AT -

N ros

est vrai pour tout n.

+ o0

=i-
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1
(n+2)

Une méthode consiste & poser A = l+x avec x> 0 , et a montrer par récurrence oue

(l+x)n> 1+ nx

H

vrai pour n = 2 L (1)
supposé vral pour n

(34x) el (1+x)" x (1+x),

1+ 2x - x

dane k‘l%!\z. >4_+--2/X

done (1+x)™1 > (Lenx)(Lex) > 1 + (mel)x

Ici on a choisit une hypothése de récurrence (Hl) : (l+x)n) A+ nx

On aurait pu en choisir unme autre :
L'hypothése H2 est moins forte que H1
a démontrer que HZ.

(H2) (l+><)n> nx.

(H1 => H2) et pourtant Hl est plus facile
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IV - Des petits truc rigolos”

l1+2+..... + n
+n +n=l+.00.. + 1
{n+1) + (n+l) +..... + {m1) = n{p+l)
doncl +2+ ...+ N = Eﬂ%ill

exemple 2 : Calcule du PGDC & 2 nombres entiers a et b par les divisions successives

{azbql’frl \bzrqu’rz 17 2%t T etc...

ry<b T, &r
1 2 1 rg <_r2

2%-2 * Tha1% * Ty

r =0
n

T divise T denc r .s+ss donc b donec a
n-1 n-2 n-~3

Exemple 3 : 5i un pelygone P convexe est intérieur & un polygone Q le périmdtre
a de P est inférieur au périmdetre de Q.

Prolongeons un ctté de P. P est situé entiirement
2 Q’ d'un cbté de cette droite.

Seit Q' le nouveau polygone ainsi cbtenu en enlevan

de @ la partie hachurée.

Le périmétre de Q' est inférieur 2 celui de Q.

On recommence de méme pour chacque cdbté de P.

Per(Q) > Per(Q') > Per(Q")....... > Per(P).

Les pointillés sont utilisés pour remplacer un nombre fini d'étapes {ou d'éléments)

impossibles & écrire pour n quelconque mais explicitables dés que n est fixé.

Le-raisonnement 'des tiroirs (En anglais "Pigeon-hole principle" )

Utilisé surtout en analyse combinatoire, et chaque fois que le procbliéme se raméne &
n objets & répartir dans p cases avec p<Ln



Exemple :

$i

On donne 5 points distincts dans Z x Z. Montrer qu'il existe un segment

dont les extrémités sont deux de ces points et dont le milieu appartient 2 Z x €.
(olympiades polonaises).

¥

Si I est le milieu de [M,N} x, = ZMZ2N
2
< A
Yt Yy
Yy = T
A 2
: . ' s
5 = g 1e Zx & si Xy +t Xy et Ym *t YN sont pairs c'est-a-dire
six ont la méme parité ainsi que YM et Y-
X I1 faut placer 5 points dans ces 4 cases.
y palre. ;| lmpaire I1 y a donc au moins deux points dans une méme
5 case, _
paire D Leur wmilieu m§P0na. a la ques#won
impaire £ A E
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