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Résumé

Le Centre de Ressources de Didactique des Mathématiques — Guy Brousseau (CRDM — Guy
Brousseau) est un fonds documentaire archivant une grande variété de ressources liées aux
ingénieries de recherche développées dans les années 80-90 au sein du Centre d’Observation et
de Recherches sur I’Enseignement des Mathématiques (COREM). Nous rendons compte de
deux trajectoires d’utilisation de ce fonds, I’une ayant comme point d’entrée la diffusion d’une
ingénierie sur la division dans la formation des enseignants, 1’autre, proposant une revisite de
la thematique des rationnels et de 1’aspect commensuration des fractions. Nous montrons
comment I’étude de ressources du CRDM — Guy Brousseau ont permis de renouveler un
questionnement autour a la fois de la cohérence globale des décisions didactiques prises dans
les différentes ingénieries mais également des conditions de reproductibilité de situations
didactiques « proches » des situations originelles.

Mots clés

CRDM Guy Brousseau, ingénierie, division, multiplication, décisions didactiques, rationnels,
commensuration, reproductibilite.
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|I. INTRODUCTION

Le Centre d’Observation et de Recherches sur I’Enseignement des Mathématiques™® (COREM)
s’est voulu, et ceci dés sa création, un lieu de partage, regroupant une pluralité d’acteurs,
enseignants, étudiants, formateurs et autres chercheurs, tous partageant une ambition commune,
celle de mieux comprendre les phénomeénes liés a 1’enseignement et 1’apprentissage des
mathématiques a I’école. Sans nul doute, chacun et chacune des acteurs auront ainsi
accompagné, nourri et enrichi les développements théoriques de la théorie des situations
didactiques. A écouter les propos méme de Guy Brousseau, les situations d'institutionnalisation,
arrivées plus tardivement que d’autres types de situations, sont nées du besoin exprimé par les
enseignants de 1'école Jules Michelet de « revoir ce qu'ils ont fait », d’aménager un espace entre
une legon et la suivante ... Dans cette communauté, Nadine Brousseau aura tenu une place de
premier choix. Ses ambitions et engagements sans faille en faveur de 1’enseignement, sa
connaissance fine des situations, son talent dans I’orchestration de la classe, sa générosité dans
le partage de ses connaissances n’auront échappé a personne de ceux qui auront eu plaisir a
croiser sa route. Ainsi, au-dela des ressources produites par le COREM archivées aujourd’hui
précieusement dans le fonds documentaire Guy Brousseau et dont nous tentons dans cette
contribution de montrer en quoi elles auront permis de ressourcer notre activité de chercheur(s),
nous souhaitons tout autant, a travers ce texte, rendre hommage a Nadine Brousseau, qui aura,
encore plus que d’autres, accompagné la construction de cette ceuvre majeure que constitue
encore et toujours la théorie des situations en didactique des mathématiques.

Nous rendons compte dans cette contribution de deux trajectoires d’utilisation du Centre de
Ressources en Didactique des Mathématiques (CRDM) Guy Brousseau, en illustrant comment
les ressources de ce fonds documentaire nourrissent de nouvelles recherches. Dans une
premiere trajectoire, nous montrons comment une problématique liée a la diffusion d’une
ingénierie sur la division dans la formation d’enseignants (Brousseau et al., 2012) permet de
re-questionner un ensemble de situations liées a la multiplication (Fregona et al., soumis) et
conduit a I’étude de la cohérence globale des décisions didactiques prises dans ces différentes
ingénieries comme objet d’étude en soi. Nous montrons dans une seconde trajectoire comment
le revisite de la thématique sur les décimaux et les rationnels (Brousseau et Brousseau, 1987) a
I’aune de travaux plus récents sur les unités (Chambris et al., 2021a ; Chambris et al., 2021b)
permet de réinterroger un ensemble de situations liées a I’aspect commensuration des fractions,
d’étoffer un questionnement sur la reproductibilité de situations didactiques « proches » et
d’envisager de possibles prolongements de ces situations.

13 Le COREM était un dispositif créé par I’Institut de Recherche sur I’Enseignement des Mathématiques (IREM)
de I’Université de Bordeaux en 1972, pour élaborer et expérimenter des ingénieries didactiques de recherche dans

le milieu scolaire. Il a fait I’objet d’une présentation lors d’un précédent séminaire national (Brousseau et al.,
2015).
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Il. UNE PREMIERE TRAJECTOIRE D’ETUDE SUR (LA DIVISION ET)
LA MULTIPLICATION DE NOMBRES ENTIERS (PILAR ORUS ET
DILMA FREGONA)

1. Une premiere étude a propos de la division

Nous avons conduit une premiére étude en prise d’appui sur une ancienne ressource produite
par I’'IREM de Bordeaux : “La division a [’école élémentaire - compte rendu des situations
d’enseignement réalisées avec des enfants de CE2, CM1 et CM2” (Brousseau et al., 1985), peu
apres la création du CRDM Guy Brousseau. Le choix de cette thématique était initialement lié
a une problématique attachée a 1’enseignement de I’algorithme de la division et rencontrée de
maniére récurrente en formation initiale et continue d’enseignants.

L’identification d’un probléme (pour la profession) : I’algorithme de la division

Nous avions fait I’hypothése a 1’époque que ’enseignement de cet algorithme pouvait
constituer un « probleme » pour la profession au sein de I’institution de formation qui vise a
former les enseignants du primaire en Argentine. Nous avons en effet constaté des attentes
potentiellement fluctuantes au sein de cette institution en ce qui concerne 1’enseignement de
I’algorithme de 1a division posée : il existe notamment une distance entre des attentes exprimées
dans les programmes et les manuels au sein de I’institution scolaire (qui tendent a laisser une
place importante a 1’algorithme «en soi » et son enseignement) et des propositions plus
« didactisées » en prise d’appui sur la recherche (qui tendent parfois & en amoindrir
I’importance et aménager au sein de cet enseignement des occasions de consolider des
connaissances sur la numération, le sens des nombres et des opérations). De telles fluctuations
ont conduit des (futurs) enseignants du primaire a exprimer de maniére récurrente des besoins
«forts » de formation en la matiere: en termes d’identification des connaissances
mathématiques visées ou en jeu convoquées par cet algorithme.

En 2011-2012, nous avons proposé a des enseignants du primaire de /’Universidad Nacional
de Cordoba, I’étude d’un ensemble de documents du CRDM avec pour visée 1’appropriation
de la séquence congue sur un algorithme de la division posée, qualifié d’ergonomique* par
Brousseau (2010) et qui differe de celui traditionnellement enseigné en Argentine (et en France
aI’époque). Cette séquence a été élaborée dans le cadre de la théorie des situations didactiques
(Brousseau et al., 1985) et expérimentée au COREM. Si I’étude de ces archives a permis aux
enseignants d’identifier les connaissances et les savoirs mathématiques en jeu dans 1’algorithme
de division et dans sa construction au fil des séances étudiées, la question d’un retour possible
a Dalgorithme traditionnellement enseigné dans I’institution scolaire (argentine) s’est
rapidement posée. La suite de notre trajectoire découle de la recherche d’¢léments de réponse
a cette question formulée par les enseignants.

14 Brousseau (2010) montre en quoi I’algorithme traditionnellement enseigné dans plusieurs institutions scolaires
(I’ Argentine mais aussi le Chili et la France a 1’époque) conjugue ce qu’il appelle des « facteurs de complexité
didactique ». Il propose d’enseigner un autre algorithme qu’il appelle la « division ergonomique » pour pallier les
difficultés potentielles d’éléves en lien avec ces facteurs de complexité. Les différences entre ces deux algorithmes
sont développées dans Brousseau (2010).
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Il nous a tout d’abord semblé essentiel d’identifier ce qui pouvait justifier la proposition
élaborée et expérimentée par les acteurs du COREM, en dehors de ce seul contexte de
I’algorithme « posé » de la division. En particulier, notre attention s’est portée sur les
connaissances mathématiques enseignées en amont et permettant de mieux cerner les décisions
didactiques prises par les acteurs enseignants et chercheurs du COREM liées au processus
d’enseignement et d’apprentissage de la division. Le processus d’enseignement de la division
(Brousseau et al., 1985) débute en classe de CE2 avec I’étude du probléme suivant relevant de
la division quotition (Vergnaud, 1990) : « déterminer le nombre de groupes de 18 éléments dans
un ensemble de 245 éléments ». En particulier, aucune technique spécifique de calcul ne semble
attendue comme visée a priori dans la résolution. Un tel probléme apparait également
« résistant » au regard a la fois du choix des nombres en jeu (18 et 245) et de 1’absence chez les
éleves de technique de calcul spécifique a mobiliser. Ce premier constat nous a conduites a
vouloir mieux cerner ce que pouvaient étre les conditions de mise en ceuvre attachées a 1’étude
de ce probléme, en identifiant dans I’inventaire fourni par le CRDM (figure 1), le bilan
correspondant a ce début d’étude de la « division » (figure 2).

INVENTARIO CRDM
Ciiaslilcinse Extraccién de actividades mat. | Signatura de las CAJAS
escolar |(Nivel) del "BILAN" relacionada con | (n°® Caja-curso escolar- Contenido de la caja
los materiales de cada CAJA nivel)
1982/83 |CP nttp://hdihancle.net/10234/91512  |148-1982/83-CP Pavés; Estadisticas; CAS
1982/83 |CP nttp://hdl.hancle.net/10234/91512  |149-1982/83-CP Pavés; Trabajos alumnos
1982/83 |CP nttp://hdl.hancle.net/10234/91512  1150-1982/83-CP Trabajos alumnos
1682/83 |CP http://hdl.hancle.net/10234/91512 151-1982/83-CP Trabajos alumnos
1982/83 |CP nttp://hdl.hancle.net/10234/91512  |152-1982/83-CP Numération; Trabajos alumnos;
1982/83 |cp http://hdl.hancle.net/10234/91512  [153-1982/83-CP ;(‘)‘;‘r:f"”' Jrabajos alumnos:
1982/83 |CE1A http://hdl.hancle.net/10234/91495  |154-1982/83-CE1A Carpetas de alumnos; Trabajos
1982/83 |CE1A nttp!//hdl.hancle.net/10234/91495 155-1982/83-CE1A Blan; Pavés
1982/83 |CE1B nttp://hdl.hancle.net/10234/91495  |156-1982/83-CE18B Carpetas de alumnos; Trabajos
] Estadisticas de resultacos;
1982/83 [CE1B  [nhttpi//hdlLhancle.net/10234/91495 |[157-1982/83-CE1B progresion anual: TAS: CAS: Pavés
Estadisticas resultados escolares;
1982/83 |CE2 nttp://hdl.hancle.net/10234/91551 158-1982/83-CE2 Progresidn anual con fichas; TAS;
CAS; Pavés
Estadisticas resultados escolares;
1982/83 |CE2 http://hdl.hancle.net/10234/91551 |159-1982/83-CE2 Progresidn anual con fichas; TAS y
CAS; Pavés
1982/83 |CE2 nttp://hdl.hancle.net/10234/91551  |160-1982/83-CE2 Carpetas alumnos con trabajos
1982/83 |CE2 nttpi//hdi.hancle.net/10234/91551  |161-1982/83-CE2 Carpetas alumnos con trabajos
1982/83 |CE2B nttp://hdl.hancle.net/10234/91551 162-1982/83-CE28 Carpetas alumnos con trabajas
Estadisticas resultados escolares;
1982/83 |CE2B nttp://hdl.hancle.net/10234/91551 163-1982/83-CE28 TAS y CAS; Carpetas a'lumnos con
resultados
1982/83 |CM1 http://hdl.hancle.net/10234/91496 164-1982/83-CM1 Libretas alumnos
1982/83 |cM1  [httpi//hdlhancle.net/10234/91496  |165-1982/83-CM2 B SO Se ety
1982/83 |CM2 nttp://hdi.handle.net/10234/91552  |166-1982/83-CM2 Libretas alumnas
Estadisticas resultacos escolares;
1982/83 |CM2 nttp:/fhdl.hancle.net/10234/91552 |167-1982/83-CM2 progresion anual; Pavés; Bilan; TAS
y CAS; trabajos alumnos

Figure 1. Extrait d’inventaire — identification de la boite 159 — CE2 - 1982/83

DATES ACTIVITES OBJECTIFS INSTRUCTIONS COMMENTAIRES
13.5. Division : 1'approche par Amener les €ldves & résoudre Dans les situations relevant | Ref : Etudes en did
. 13 situation 1 un problaéme de division, avec | de 1a division que 1'on &tu- | mathématiques. setique s
3.5, Division = situation ¢ Tes outils qu'fls possddent : | diera, on ne se )imitera pas, | P.TEULE-SENSACQ et G.VINRICY
7.5, vis uations J ¢ addition, muitiplication, et tﬂ‘l dés le dédut aux cas
soustraction, de diviseurs ou quotients in= | Travafl par groupes de 2.
férieurs 3 10,

19.5 Division : Affiner les calculs. Recher- On se bornera & des méthodes

Situation 5. cher des moyens plus &conomi- | empiriques de caleul du quo~

Construire une collection ques de calculer e quotfent. | tient et du reste & 1'&1abo-

dont le nombre maximum de ratfon desquelles les enfants

carreaux est donné ainsi que participeront.

le nombre de carreaux sur la

largeur de 1a collection.

Figure 2. Extrait de bilan— CE2 - 1982/83, accessible a [’adresse
http://repositori.uji.es/xmlui/handle/10234/91551
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En plus d’un bref descriptif des premiéres « activités » proposées aux eléves, on trouve dans le
bilan les « objectifs » poursuivis, les « instructions » correspondantes ainsi que les dates de
réalisation (du 13 au 19 mai, soit en fin d’année scolaire de CE2). Une fiche de préparation
d’un-e enseignant-t-e (figure 3) documente précisément les différents modeéles de résolution de
ce probléme par les éléves : en lien avec 1’addition ou la soustraction réitérée ou en lien avec la
multiplication « a trou » avec encadrements ou ajustements.
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Figure 3. Extrait de fiche de préparation d 'un-e enseignant-e trouvée dans la boite 159 —
CE2 - 1982/83

Cette nouvelle exploration des archives du fonds Brousseau a dés lors permis 1’émergence de
nouvelles questions : quelle situation didactique a été investie par les éléves ? Quelles stratégies
«de base » (potentiellement afférentes aux modeles décrits dans la fiche) pouvaient-ils
convoquer pour répondre au probleme posé ? Quels discours (enseignant-e-s) sur ces
stratégies ? Y-avait-il la possibilité de valider « empiriqguement » de telles stratégies (ce qui
renvoie & la question du réle du milieu) ? Quels sont les observables des stratégies investies par
les éleves (traces ou productions) ? Quelle(s) gestion(s) enseignant(es) de telles stratégies, en
termes de formulation de connaissances, de dévolution et d’institutionnalisation ?

Plusieurs contributions conduites entre 2012 et 2017 (Brousseau et al., 2012 ; Fregona, D. &
Orus, P., 2012a, 2012b, 2017b ; Fregona et al., 2013 ; Fregona et al., 2017a) en prise d’appui
sur les archives du fonds Brousseau apportent différents éclairages sur cet ensemble de
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questions. Dans cette contribution, nous nous attardons sur la « situation 5 » (figure 4) dans
laquelle I'utilisation du quadrillage est signalée. Brousseau et al. (1985) mettent en avant le role
joué par ce quadrillage dans la mise en ceuvre « facilitée » de procédures relevant du modéle
multiplicatif et dans la justification des résultats obtenus :

Intentions pédagogiques : les deux séances suivantes ont aussi pour objet de résoudre des
situations de division qui, cependant, différent des précédentes. En effet, elles s'appuient
sur un matériel particulierement familier aux enfants : le quadrillage... ce qui favorisera
la mise en ceuvre de procédures multiplicatives et facilitera la justification des résultats
(phase de validation). (op. cité, p. 9)

La présence d’un quadrillage dans ces situations nous semble une variable didactique
essentielle liée au milieu de cette situation, notamment du point de vue du rdle joué par la
mémoire didactique. L’utilisation du quadrillage permet a priori d’activer un répertoire de
connaissances construites antérieurement par les éléves sur des techniques de calcul renvoyant
a la multiplication, notamment pour répondre a la question présentée ci-dessous (figure 4) :
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Figure 4. Extrait de fiche de préparation d 'un-e enseignant-e trouvée dans la boite 159 —
CE2 - 1982/83

Le quadrillage est un élément important du milieu de la situation évoqué dans le bilan (voir
figure 2). En particulier, la largeur fixée (permettant de matérialiser le diviseur, ici : 16) est
conservée d’une situation a I’autre, puisque a la suite de cette premicre question, les éleves sont
invites a réfléchir a « approcher (un rectangle de) 3300 carreaux ». Le choix de laisser la largeur
du rectangle fixe, tout en jouant sur la modification du nombre de carreaux a approcher
(correspondant au dividende) oblige un saut informationnel (Brousseau, 1997) important au
regard des connaissances visées sur la division. Dans nos travaux antérieurs sur la division cités
plus haut, nous avons en particulier montre, a partir des résultats des éleves aux évaluations
archivées au CRDM, que les éleves (de CE2) faisaient preuve d’une habileté forte dans la
résolution des problémes. La question de savoir quelles connaissances avaient été construites
sur la multiplication, en amont de celles examinées sur la division, en « remontant le fil » de la
construction de ces savoirs mathématiques au sein du COREM s’est deés lors naturellement
imposeée.

2. Une deuxieme étude sur la multiplication

Tout comme nous 1’avions fait antérieurement pour la division, nous avons consulté une
ancienne ressource produite par I’IREM de Bordeaux sur I’enseignement et I’apprentissage de
la multiplication (Berthelot et Grésilier, 1985) : La multiplication au CE1. Quelques apports
des recherches en didactique aux lecons de tous les jours. Document pour les enseignants.
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La multiplication pour désigner le cardinal d’une collection organisée de fagcon
rectangulaire

La multiplication est envisagée, dans cette brochure, d’emblée comme « désignant le cardinal
d’une collection, organisée de fagon rectangulaire » (Berthelot et Grésilier, 1985).

Notons que ce point de vue de « désignation » d’un nombre (et non d’un calcul a effectuer pour
trouver un nombre) revét une forme d’importance que nous investiguons plus avant dans une
publication en cours de soumission (Fregona et al., soumis). En examinant le travail conduit en
amont du CEZ2, on constate, en classe de CP, que la production de différentes désignations de
nombres était une tache quasi-routinisée, avec une précaution prise de distinguer ce qui pouvait
relever d’une désignation de type « nombre habituel » (le nombre dans son écriture chiffrée)
d’autres désignations possibles de ces mémes nombres. Un des premiers problémes proposes
aux éléves de CE1 (1er mars 1982) concernant la multiplication était notamment formulé ainsi :
« donner le « nombre habituel » correspondant & 14 x 18 a partir d’un quadrillage.

S’agissant des stratégies mises en ceuvre par les éléves pour résoudre un tel probleme, les
productions consultées dans les archives du CRDM (figure 6) montrent que d’emblée, les éléves
convoquent des techniques relevant de découpages de la collection rectangulaire quadrillée en
«morceaux » exprimés comme des produits. Ils laissent de coté des techniques plus
élémentaires telles que le dénombrement « un a un » ou des additions réitérées, le « jeu » n’étant
pas tant de compter ou de calculer le nombre de carreaux « total », mais de produire de
nouvelles désignations a méme d’avancer vers la production de la désignation attendue de type
« nombre habituel ».

o e (R [ 1 ‘ 3

Figure 6. Productions d’éléves correspondant a la recherche du « nombre habituel de 14 x
18 » issues de la boite 130 — CE1 - 1981/82

Plus dans le détail, la production du groupe d’éleves a gauche (figure 6) montre que pour
répondre a la question posée, les éléves ont envisagé des découpages sans toutefois arriver a
recouvrir totalement le rectangle. Nous pouvons faire I’hypotheése qu’ils ont recherché des
produits intermédiaires pour lesquels ils disposent déja de désignations sous la forme de
« nombres habituels ». Ils trouvent ainsi les nombres habituels a associer aux produits « 7 x 8 »
et a des produits par 10 (« 10 x 3 » et « 10 X 4 »). On note par ailleurs des expressions de la
propriété de commutativité dans chacun des rectangles correspondants (correspondant peut-étre
pour eux a d’autres désignations égales a ces mémes « nombres habituels »). Toutefois, des
difficultés subsistent pour produire le « nombre habituel » associé au produit initial « 14 x 18 ».

La production du groupe d’¢éléves a droite (figure 6) fait apparaitre une régularité dans le
découpage qui a permis a ces éleves de produire des surfaces rectangulaires disjointes
recouvrant 1’intégralité du rectangle correspondant au produit « 14 x 18 », renvoyant chacune
a un méme « nombre habituel » renseigné : 36 (comme « 4 X 9 » mais aussi « 18 X 2 »). Le
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«nombre habituel » associé¢ au produit initial n’est toutefois pas encore renseigné quant a lui
sur cette deuxieme production.

A la recherche du « nombre habituel »

Concernant le projet d’enseignement de la multiplication, on note des avancées progressives
dans les travaux d’éléves, liées a la recherche de ce « nombre habituel » comme somme des
nombres correspondant aux « nombres habituels » de produits intermédiaires (figure 7).
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Figure 7. Productions d’éléves et compte rendu d’observateur trouvés dans les boites 130 et
132 — CE1 - 1981/82

Ainsi le 4 mars 1982 (soit 3 jours apres la séance consacrée au probléme évoqué ci-dessus)
apparaissent des premieres additions partielles arrangées verticalement et horizontalement,
correspondant & des sommes de « nombres habituels », presque tous associés a des produits par
10. L’observateur de cette s€éance remarque que certains groupes d’¢éleéves ont semblé avancer
dans ce sens, mais que d’autres n’accédent pas aussi aisément a ce type d’organisation dans
leurs découpages et éprouvent des lors des difficultés a déterminer le « nombre habituel ».

Un jeu sur les variables didactiques (notamment en proposant un produit de 26 par 20, le 5 mars
1982), semble permettre au plus grand nombre de progresser en ce sens : I’extension de cette
technique (de découpage avec des produits avec un facteur 10) a de nouveaux produits (comme
celui de 12 par 28, proposé le 6 mars 1982) permet le succés de quasiment tous les groupes
d’¢leves, d’aprés le compte rendu d’un observateur (daté du 11 mars 1982), soit sur une durée
d’environ une semaine (voir figure 8).
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Figure 8 : Productions d’éléves sur un probleme de multiplication trouvées dans la boite 130
—CE1-1981/82

On note par la suite une disparition progressive du quadrillage en tant que tel. S’y substituent
des « plans de découpages » produits sur feuilles blanches (semaine du 11 au 18 mars 1982)
comme I’illustre la figure ci-dessous (figure 9) :

40 A '-
’ 10542 X1
10 AoX | y
| 40X ] oK1 a0
400 | 100

10% ¢ | 10xe] A0x3[8 x2
=80 | —g4 — =08
50

Figure 9. Production d’éléves sur un probleme de multiplication trouvée dans la boite 130 —
CE1-1981/82
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Vers un algorithme de multiplication

Dans une derniére période consacrée a la recherche d’une économie de calculs, le choix est fait
d’un jeu sur les variables didactiques invitant les éléves a se detacher des produits par 10 pour
considérer par exemple, des découpages correspondant a des produits par des nombres
correspondant a des nombres entiers de dizaines (20 ; 40... voir figure 9)

' , | LA xN0=112£
0 X 9 {‘, A Y -
)_ D X ) | 40O 1/ | %X F
A \(0
\ ’ W
| - | )
ox )
? > -
= P e | "4 s \
10 o
" NQ=
- Y
g = 4 ’v"f'{’«
. i ,“” ,
p - s8¢ Ty
) 1 llo Y
+ "Ti'
x 1

Figure 9. Productions d’éléves trouvees dans la boite 130— CE1 - 1981/82

La derniére production d’éléves a droite (datée du 1° avril 1982) montre une proximité avec
I’algorithme de calcul visé en fin de séquence d’enseignement, mettant en jeu la double
distributivité rendue apparente par le découpage en 4 sections.

Un processus d’obsolescence des situations didactiques...

Notre trajectoire d’étude en prise d’appui sur les ressources du CRDM a donné a voir différents
aspects structurants des situations didactiques congues sur la multiplication et expérimentées
au sein du COREM. D’une part, nous avons montré en quoi et comment certaines procédures
¢lémentaires, de dénombrement ou liées a I’addition réitérée, étaient d’emblée disqualifiées au
profit de procédures s’inscrivant davantage en continuité de I’étude des nombres. D’autre part,
les choix de variables didactiques relatives aux situations permettent aux éléves d’éprouver de
nouveaux «besoins» en termes de connaissances mathématiques a construire sur la
multiplication, et ce, tout au long du processus expérimental. Ainsi les « défis » rencontrés par
les éleves au fil des situations leur permettent de construire progressivement ces connaissances,
les matériaux du CRDM donnant a voir la cohérence forte d’une telle construction jusqu’a
permettre de faire produire aux éléves des techniques de résolution, proches de 1’algorithme
de multiplication visé (celui de la per gelosia).

En cela notons que si I’on peut « en surface » identifier des proximités de la voie empruntée
dans cette ingénierie de recherche sur la multiplication expérimentée au COREM avec des
ressources pédagogiques de la collection ERMEL (notamment dans le ERMEL, 1978 qui en
reprend de nombreux aspects), il semble que dans certaines éditions plus récentes de cet
ouvrage pédagogique (ERMEL, 1993 ; ERMEL, 2005), les choix de variables didactiques
effectués par les auteurs entament potentiellement fortement les effets des situations
didactiques originelles en termes d’apprentissages. Par exemple a la question : « Combien y a-
t-il de cases sur un échiquier ? Quelle est I’aire d’un rectangle de 8 cm sur 15 cm ? » (ERMEL,
1993), les dispositions rectangulaires attendues a priori sont celles développées ci-dessous :
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“[...] Par exemple, pour évaluer 8 x 15 on peut décomposer selon

s &5 & 15 5 5 5

(Boét et al., 1993, p. 239).

Si le principe de découpe en surface est identique, les techniques attendues pour « organiser »
le découpage sont d’un autre ordre, visant a réactiver des techniques de calcul mental, éloignées
d’une recherche de désignation d’un nombre d’une part, et ne visant pas des connaissances liées
a la construction progressive d’un algorithme en prise d’appui sur les propriétés des nombres,
d’autre part. Sur ce deuxieme point, les auteurs de I’ouvrage signalent d’ailleurs :

« Il nous semble que la démarche de construction d'une technique opératoire, a l'aide des
découpages de rectangles est lourde et colteuse en temps au CEL si I'on respecte toutes
les étapes prévues et la démarche des €éléves ». (Boét et al., 1993, p. 243)

Ces transformations de 1’ingénierie de départ renvoient potentiellement au phénomeéne
d’obsolescence® rencontré dans les pratiques enseignantes par Brousseau (1981) observé au
COREM, mais a I’ceuvre ici, dans une tentative de diffusion de situations didactiques dans une
ressource a destination d’enseignants. Un tel phénoméne nous parait précisément pointer la
nécessité de poursuivre le développement de connaissances et de savoirs didactiques sur les
ingénieries originellement développées dans le cadre de la théorie des situations didactiques,
en prise d’appui sur le fonds documentaire CRDM — Guy Brousseau : il s’agit bien de veiller a
« ressourcer » I’activité du chercheur en didactique des mathématiques ou celle du didacticien-
formateur d’enseignants.

En guise de conclusion intermédiaire

A partir de 1972 et pendant 25 années, 1’école Jules Michelet a Talence en France a été un
espace de travail et de formation en didactique des mathématiques ou il était rendu possible
d’observer finement les phénomenes d’enseignement et d’apprentissage a 1’ceuvre dans les
classes au sein d’expérimentations conduites dans le cadre la théorie des situations. De telles
expérimentations recouvraient parfois des marges de manceuvre inédites par rapport a un
curriculum institutionnel prescrit, invitant par la-méme a des prises de décisions (enseignantes)
qui peuvent rester inhabituelles dans de nombreuses institutions scolaires, encore aujourd’hui.
Cela nous semble justifier d’investir plus finement les prises de décisions (enseignantes) a
I’ceuvre a I’époque qui auront participé a préserver le sens de la perspective théorique adoptée
dans ce groupe scolaire. In fine, ce sont la reconstruction et la recherche de ce sens qui nous
semblent s’afficher comme un objet d’étude en soi et une porte d’entrée fructueuse pour
I’analyse des prises de décisions enseignantes et la construction progressive des moyens pour
permettre la résolution de problémes similaires dans d’autres contextes.

15 « Nous entendons par obsolescence le phénomeéne suivant : les maitres, d'une année a l'autre, ont de plus en plus
de mal a reproduire les conditions susceptibles d'engendrer chez leurs éléves, a travers peut-étre des réactions
différentes, une méme compréhension de la notion enseignée. » (Brousseau 1981, p. 85).
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I11. UNE DEUXIEME TRAJECTOIRE D’ETUDE SUR DECIMAUX ... ET
RATIONNELS (LALINA COULANGE ET GREGORY TRAIN)

A T’instar de nos collégues, nous, revenons dans cette section sur ce qui a constitué le point de
départ de notre trajectoire d’étude des ressources du CRDM - Guy Brousseau.

Le premier point d’ancrage a résidé, dans la continuité des recherches conduites par Chambris
(2008) puis par Tempier (2013) sur les unités de numération dans I’enseignement des nombres
entiers, & interroger une possible extension de ces travaux aux nombres décimaux (Coulange &
Train, 2015 ; Coulange & Train, 2019) et les conséquences potentielles d’une telle entreprise.

Le second point d’ancrage, non sans lien avec cette premiére perspective d’étude, a reposé sur
une collaboration avec une enseignante exergant dans un lieu d’éducation associé (le LéA Carle
Vernet). Cette enseignante collaboratrice cherchait a prendre appui sur les écritures décimales
convoquées spontanément (et de maniére imprévue) par les éléves (car faisant partie par ailleurs
de leur univers quotidien hors de 1’école) dans des situations de mesure de longueurs pour tenter
d’aménager avec ces mémes éleves la (re)construction collective des significations de ces
écritures (Coulange & Train, 2015 ; Coulange & Train, 2019 ; Chambris et al., 2021a;
Chambris et al., 2021b)

1. Les décimaux et I’écriture décimale

A I’époque, si I'initiative de I’enseignante collaboratrice avait pu apparaitre a plusieurs égards
intéressante, une telle proposition semblait, dans le méme temps, quelque peu contradictoire
avec ce que nous imaginions (trop naivement) étre la trajectoire, documentée dans Rationnels
et décimaux (Brousseau et Brousseau, 1987) relative a 1’étude des nombres rationnels puis
décimaux (en particulier 1’écriture fractionnaire précédant 1’écriture décimale des nombres
rationnels), trajectoire par ailleurs en conformité avec les attentes institutionnelles actuelles.
Une premiére investigation du fonds Brousseau aura permis de rectifier une telle naiveté, avec
la présence de premieres €critures décimales rencontrées dans les cahiers d’éleves de CM1
(Figure 11), bien en amont de la mise en ceuvre de 1’ingénierie « Rationnels et décimaux »
programmée en classe de CM2.

Plus encore, I’étude conjointe d’une ressource de I’TREM de Bordeaux'® (Brousseau, 1987) et
d’une premicre fiche didactique extraite du CRDM (datée de 1994, voir figure 10), fiche en
partie reprise dans la brochure IREM, a fait apparaitre des proximités fortes avec nos propres
observations conduites dans la classe de I’enseignante collaboratrice (Coulange & Train, 2015 ;
Coulange & Train, 2019).

Ainsi, adossée a la tache initiale proposée aux éleves en 1994 : « une mesure de longueur étant
donnée en mm (ici 250), exprimer cette mesure avec une seule unité (ici le décimétre) », on
trouve trace dans la fiche didactique d’un discours explicite sur I’apparition (probable) de la
virgule : si I’enseignant « ne dit rien sur la virgule mais n’interdit pas de 1’utiliser », il est invité
a rapprocher de telles écritures d’autres données en exemple afin de revenir sur la signification
des chiffres positionnés apres I'unité (ici le dm).

16 Accessible a I’adresse : http://guy-brousseau.com/wp-content/uploads/2012/09/Mesure87-annexe.pdf
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UNIVERSITE DE BORDEAUX 1 LREM. DE BORDEAUX

ZhCorrection : 205 mm, et 250 mm, ce qui est différent; le maitre rappelle que 10
mm, c'est 1 @m, ...il s'agit d'un travail de conversion en I'unité plus petite connue.

"Et maintenant, vous allez essayer d'écrire ces mesures avec une seule unité : le
décimétre (dm)."

Certains éléves vont pmbabl&mcnl étre perplexes, le maitre attend d'avoir

Nadine BROUSSEAU

LAMESURE

suffisamment d'écritures proposées et fait les ardoises.
EN COURS MOYEN 1lére ANNEE E ples de production: d :
2dmS5 2dm50 2dm 05 2,5dm 2,05 dm, 2,50 dm

COMPTE RENDU D'ACTIVITES

Le maitre ne dit rien sur la virgule, mais n'interdit pas de I'utiliser. Dans tous les
cas, l'obligation de produire simultané les écritures de deux segments visiblement de
longueur différente permet de pointer le fait qu'on ne peut pas avoir deux fois la méme
€criture. Les débats entre éléves doivent porter sur la justesse des écritures. et la signification
des chiffres placés aprés les unités, par comparaison par exemple avec les écritures en mm.

Document pour les enseignants
et pour les formateurs
1987
Tirage 1992 Edition augmentée

Figure 10. Brochure de I’'IREM de Bordeaux « La mesure en cours moyen 1 année »
(Brousseau, 1987) et extrait de fiche didactique - boite 434 — CM1 — 1994/95

Les cahiers d’éléves de CM1 donnent trace de 1’usage de telles écritures, écritures en place a la
fois dans des tiches de conversion liées a d’autres écritures possibles (« complexes ») et dans
des taches de calculs additifs ou soustractifs mettant en jeu des grandeurs mesurees (longueur,
monnaie, masse, etc.).

R®2)2% dm+%,3am 12, %% dm: LY ;%48 dm

Lo R ure ;
eneur di calew ‘R,Eﬂ:m = Qu. Sar\%x)bug A ot exl

deh )y, F8 dm .
s

N am % emn 4D L, Sdsn ( ,
X°3)500. 435,35 = 2l ,5"
A M@mm %W‘lh,‘f.

::53\'%8%:30’8“'“0

Figure 11. Extraits de cahiers déleves - boite 434 — CM1 — 1994/95

Ces premieres découvertes ont des lors permis de poser un regard nouveau et d’accéder a une
meilleure compréhension des phénomenes a I’ceuvre dans d’autres matériaux d’enquéte,
récupérés plus tardivement au sein d’un autre systéeme de ressources complémentaire aux
ressources du CRDM : la banque de données Vidéos de Situations d’enseignement et
d’Apprentissage » (VISAY). L’étude de premiéres données filmiques des situations didactiques
dites de « I’épaisseur des feuilles de papier » laisse entrevoir des éléves de CM2 réintroduisant
1’écriture décimale dans la formulation de premiéres réponses (copie d’écran du tableau — figure
11) et une négociation conduite par 1’enseignante pour « exclure » de telles écritures du codage
attendu d’un rationnel sous la forme d’un couple de nombres entiers (correspondant a un
nombre de feuilles et a I’épaisseur du tas de feuilles mesurée en millimeétres).

7 http://visa.ens-lyon.fr
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Figure 11. Capture d’écran d’'une vidéo extraite du fonds VISA — codage de |’épaisseur d une
feuille de papier

Un tel fait de classe permet d’ailleurs de faire le constat suivant: la grandeur associee a
I’épaisseur d’une feuille mesurée en millimetres et retenue par Brousseau et Brousseau (1987)
comme a priori non éligible au fractionnement (pour ne pas détourner les éléves de I’enjeu lié
a la commensuration), ne résiste pas tout a fait a ’entrée en scéne de telles écritures décimales,
fréquentées en amont par les éléves, en classe de CM18, Nous soulignons et retenons ici une
mise en regard et une complémentarité, particuliérement fructueuses® des deux systémes
documentaires que sont le CRDM — Guy Brousseau et la banque de données VISA offrant
I’acces a une pluralité de données filmiques liées aux ingénieries expérimentées au COREM.

En particulier, la perspective est offerte par le CRDM de (ré)inscrire les faits didactiques
observables a I’échelle d’une séance ou de plusieurs séances filmées, dans une temporalité plus
longue d’enseignement et d’apprentissage. Une telle perspective permet de (re)positionner une
partie des phénoménes didactiques identifiés par rapport a I’histoire scolaire des éléves de
I’école Jules Michelet. Dans la suite de ce texte, nous examinons plus avant I’acces a différentes
dimensions du temps didactique, d’enseignement ou d’apprentissage a partir de 1’étude de
I’ingénierie de « I’épaisseur des feuilles de papier » en prise d’appui sur les ressources du
CRDM associées.

2. Dimensions temporelles de I’ingénierie « épaisseur d’une feuille de papier »

Dans un deuxieéme temps de notre trajectoire, tourné vers I’examen de 1’enseignement des
rationnels et I’aspect commensuration de la fraction, 1’étude des ressources du CRDM nous a
permis de circonscrire plus précisément les dimensions temporelles liées a 1’ingénierie
didactique « I’épaisseur d’une feuille de papier » (figure 12).

18 Et ce, méme si restreintes a priori dans leurs usages antérieurs a des unités de mesures de longueur plus grandes
comme le métre, le décimétre ou le centimétre. ..

19 L intérét d’une telle mise en regard avait déja été mise en avant par Fregona, Orus et Gregori (2018) s’agissant
de situations liées a des figures géométriques « téléphonées ».
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MODULE 1. Activité 1 Séance 1 2

1.1 - EPAISSEUR D'UNE FEUILLE DE PAPIER

1.1.1 - Préparation du matériel et des lieux

L'enseignant a diswosé :

- sur une table devant les enfants : 5 tas d'environ 200
feuilles de méme format, de méme couleur, mais d'épais-
seurs différentes (par exemple, des feuilles de polycopie.
de bristol etc...) placés dans un ordre guelcongue.
Certaines différences d'é&paisseur ne doivent pas pouvoir

UNIVERSITE DE BORDEAUX | LR.E.M. DE BORDEAUX gtre appréciées au simple toucher.L 'enseignant ne cherche
’ pas 3 "savoir” ces épaisseurs i l'avance : il n'y a pas
de "bonne mesure” 3 découvrir.
sl - sur une autre table au fond de la classe 5 autres tas de
200 feuilles des mémes types de papier placés dans un
ordre différent qui servira pendant la phase 2.
10 pieds & coulisse en plastigue {2 par groupe de 5 en-

fants)
Nadine ot Guy BROUSSEAU - Un rideau ou up paravent permet de partager la classe en 2.
1.1,2 = lére Phase : Recherche d'un code (durée 20 & 25 mn).
RATIONNELS et DECIMAUX
dans la scolarité obligatoire L'enseignant place les enfants par &guipes de guatre
- ouw cing.
;ﬂ&;ﬁ"&:ﬁﬂ”ﬁ'&&?’m a) Présentation de la situation - Consigne.
Micheltde TALENCE s "Voyez ces feuilles gue j'ai préparées dans ces

boites A, B, C, D, E. Dans un méme tas, toutes les feuilles
ont la mBme Epaisseur mais d'un tas 3 1'autre, les épaisseurs
ne sont peut-gtre pas les mémes. Pouvez-vous sentir ces
différences ?°

Document pour les enseignants gQuelgues feuilles de chague tas circulent dans la
‘m':‘:;‘ classe - les enfants les touchent, les comparent.

*Comment fait-on dans le commerce pour distinguer les Siffé-
rentes gualités de papiers ? (d'aprés le poids)

e Objectif didactigue

“yous allez essayer d'inventer un autre moyen pour
désigner et reconnaltre ces difffrents types de papier, et
é-our-les distinguer seulement d'aprds leur &paisseur.

Vous &tes groupés par &guipes concurrentes.
Chaque équipe va réfléchir pour trouver un moyen de désigner
les épaisseurs des feuilles. D&s gue vous en avrez trouvé un,

yous 1'essaierez dans un jeu de communication.

Figure 12. Brochure® de I'IREM de Bordeaux « Rationnels et décimaux dans la scolarité
obligatoire » (Brousseau & Brousseau, 1987)

Ainsi, le temps dédié au processus d’enseignement et d’apprentissage du « rationnel-
commensuration », débutant de la caractérisation de 1’épaisseur d’une feuille de papier
(incluant I’équivalence de désignations de cette épaisseur ou la comparaison de deux
épaisseurs) et s’achevant par la construction de techniques d’addition de rationnels mais aussi
de techniques liées a la multiplication et a la division d’un rationnel par un entier, peut
apparaitre somme toute, assez restreint au regard des enjeux de savoirs sur les fractions?. La
figure ci-dessous synthétisant le parcours d’étude a partir d’extraits de cahiers d’éléves de
I’année 1995/96, rend compte de cette temporalité « resserrée » : de mi-novembre a début
décembre de la méme année scolaire.

2Acces ressource : https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00610769/file/Rationnels_et_dA_cimaux_1987.pdf
2L A titre de comparaison, le curriculum actuel envisage ce processus d’enseignement et d’apprentissage des
rationnels (équivalence, comparaison, addition et multiplication ou division par un entier) sur plusieurs années.
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Figure 12. Extraits de cahiers d’éléves - boite 464 — CM2 — 1995/96

Dans le méme temps, c’est aussi un autre fait temporel lié a la robustesse des situations
didactiques que permettent de pointer les ressources du CRDM. Ainsi, un méme sujet
d’évaluation (celui pour lequel nous donnons a voir un extrait de cahier d’éléve ci-dessus) a été
proposé pendant une période longue d’enseignement (d’au moins 10 ans), puisque nous 1’avons
retrouveé proposé€ a I’identique dans des boites allant de 1985/86 a 1995/96. L’extrait de ce sujet,
cité ci-dessous, a d’ailleurs particuliérement attiré notre attention, pour d’autres raisons, sur

lesquelles nous reviendrons ci-apres.
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Figure 13. Extrait d 'un sujet d’évaluation — CM2 — trouvé dans les boites 236 de 1985/86 et
464 de 1995/96

3. Reprise de « I’épaisseur d’une feuille de papier », version « robots » ...

Forts de ces constats, nous nous sommes inspirés des matériaux issus du CRDM pour concevoir
une ressource destinée a des enseignants de collége, contextualisant la commensuration par le
biais de «robots » ou « d’automates », en reprenant 1’idée émise par Neyret (1995) d’un
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rapprochement possible entre les deux contextes du point de vue de la commensuration??. Nous
avons ainsi proposé des adaptations de situations préexistantes, liées aux « automates » pour
les rapprocher davantage des situations didactiques associées a « 1’épaisseur d’une feuille de
papier » (Coulange et Train, 2017). Ces adaptations visaient, entre autres, 1’extension a
certaines opérations sur les rationnels (addition et soustraction de rationnels, multiplication et
division d’un rationnel par un entier). De premiéres expérimentations ont été conduites en
classe de sixiéme et en classe de cinquiéme a partir d’une ressource détaillant une scénarisation
de situations dans ce nouveau contexte des « robots ».

Le contexte des “feuilles de papier »

Le contexte des “Robots”

Nombre de feuilles identiques de papier : g feuilles

Nombre de sauts identiques d’un robot : q sauts

Epaisseur d’un tas de feuilles (q feuilles) mesurée en
mm : p mm

Distance atteinte (sur une droite graduée) : p unités

Epaisseur d’une feuille de papier :
£ mm mais aussi 2= mm, etc.
q gxa

Longueur du saut d’un robot :
P s . . pxa iz
= unites mais aussi — unités, etc.
q gxa

o TN
. AVAYA YaVavay

e
To 11 12 13 14 15 16

Figure 14. Deux contextes attaches a la commensuration

La mise en regard des résultats de ces premieres expérimentations liées aux « robots » avec les
ressources du CRDM et de VISA documentant I’ingénierie de I’épaisseur d’une feuille de
papier a permis de révéler une forme de reproductibilité forte des phénomenes didactiques a
I’ceuvre, transcendant le changement de contexte. Cette reproductibilité concerne tout autant
des leviers mais aussi des récurrences sur des points de difficulté rencontrés dans la trajectoire
globale de I’étude de rationnels, en prise d’appui sur la commensuration.

Ainsi, entre autres phénomeénes didactiques liés a des faits observés, a-t-on pu constater
I’émergence de techniques de comparaison similaires et pourtant, relativement inédites dans le
curriculum scolaire francais actuel. Par exemple, dans une classe de sixieme observée en mai

. 7 9 17 , . . . L1
2018, pour comparer les fractions 35 (donnees sous leur écriture fractionnaire), une éleve
envisage la technique suivante :

« Pour comparer 7 sur 3 et 17 sur 4 j’ai d’abord multiplié par deux, ¢a fait 7 fois 2, 14 et
3 fois 2, 6 et on sait qu’avec un plus grand nombre de sauts, on atteint une plus petite
longueur / ¢a veut dire que ce nombre est plus grand »

Le raisonnement produit par cette éleve consiste dans un premier temps en la recherche d’une
nouvelle désignation de la longueur du saut codée %: le robot qui atteint 7 unités en 3 sauts
atteint 14 unités en 6 sauts. Cette nouvelle désignation rend alors possible la comparaison :
comme le robot dont la longueur de saut est codée % parcourt une plus grande distance, 17

oy z - 17
unités, en un nombre plus petit de sauts, 4 sauts, alors la longueur de son saut (T) est plus

7 . . . et
grande (que E)' Un méme raisonnement est mis en ceuvre a I’identique dans le contexte de la

situation des feuilles de papier une trentaine d’année plus tot par des ¢éleves du COREM et est
documenté dans Brousseau & Brousseau (1987). La technique sous-jacente a un tel

raisonnement peut étre formalisée de la maniére suivante : % < g si a<c et b>d (Coulange &

22 e contexte des « automates » a d’ailleurs pu étre exploité par ailleurs a d’autres fins, y compris dans la version
qui a inspiré I’auteur cité ici (Neyret, 1995), documentées de maniére exhaustive dans Coulange et Train (2017).
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Train, 2021) et la commensuration semble favoriser 1’émergence d’une telle technique de
comparaison de rationnels.

En nous intéressant plus spécifiquement & la somme de deux rationnels (la contextualisation
liée a la situation des « robots » est donnée figure 14) nous avons montré qu’elle semble
recouvrir quant a elle un saut de complexité important du point de vue des connaissances des
éleves dans les deux types de contextes.

43 B/6 Robot A : 4/3
I.'f’ 1 \‘f. 1 \"I'/-I "l 1 1 ! 1 1 1 1 L 1
0 1 2 2 4 5 [ 7 -] ) 10 11 1z
SF6 Robot B : 5/'6

43 + 56 = 13/6
ﬁ

Figure 14. Somme de deux rationnels, contextualisée dans la situation « robots »

Ce saut de complexité est lié a la contrainte d’appariement (de deux feuilles d’épaisseurs
différentes ou de deux sauts de longueurs différentes, voir figure 14) a identifier comme
nécessitant la recherche d’un nombre (multiple) commun (de sauts ou de feuilles) au
dénominateur pour calculer la somme des deux longueurs (des deux sauts ou de 1’épaisseur de
deux feuilles). Dans une classe de sixiéme observée, si un éleve accede directement et
spontanément au raisonnement en question et formule les calculs associés (8 sur 6 plus 5 sur 6
égal 13 sur 6), ce raisonnement est apparu comme difficile d’acces pour les autres éléves et sa
diffusion dans la classe a été assez délicate a négocier par I’enseignant. L’étude de données
filmiques provenant de la banque de données VISA (classe de CM2 observée en 1989) donne
a voir que ce point a sembleé tout aussi délicat a négocier pour I’enseignant de CM2 : méme une
fois la contrainte d’appariement dévoilée par I’enseignant (par un geste d’accolement de deux
feuilles d’épaisseurs différentes, voir figure 15), la nécessité de disposer d’'un méme nombre de
feuilles a du mal a émerger de la part des éleves.

1S 4
Figure 15. Geste d appariement de deux feuzlles de papzer - dans la recherche de I’ épaisseur
de deux feuilles de papier différentes

Par ailleurs, sans disposer de données filmées, les retours d’autres enseignants experimentateurs
de la ressource « Robots » apparaissent converger vers une aisance acquise des éléves dans des
taches de multiplication et de division d’un rationnel par un entier telles que scénarisées dans
la ressource « robots ». Méme s’il s’agit de déclarations d’enseignants expérimentateurs, cette
aisance résonne tout a fait avec celle constatée dans les cahiers d’¢éléves de CM2 consultés au
CRDM (figure 16), en réponse au sujet d’évaluation donn¢ figure 13.
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Figure 16. Productions®* d’éleves de CM2 de I’Ecole Michelet relatives au sujet d’évaluation
donné en figure 13, trouvees dans les boites 236 de 1985/86 et 464 de 1995/96

Ce constat nous a poussés a approfondir la question du potentiel de la commensuration dans le
champ multiplicatif, champ que nous avions commencé a investiguer par ailleurs dans des
travaux conduits en collaboration avec C. Chambris (Chambris et al. 2021a, Chambris et al.,
2021b).

4. Lacommensuration, un levier pour construire des relations de comparaison
multiplicatives entre grandeurs ?

En s’intéressant a la maniére dont sont négociées la multiplication et la division d’un rationnel
par un entier dans la situation de « I’épaisseur d’une feuille de papier », nous avons mis a 1’étude
la tdche correspondante présente dans le sujet d’évaluation cité plus haut (voir figure 13) : cette
derniere nécessitait d’évaluer la mesure de I’épaisseur d une feuille de carton qui serait obtenue

en collant 5 feuilles d’épaisseur identique, désignée par % mm (ie tel que 25 de ces feuilles

formeraient un tas d’épaisseur 3 mm). Un raisonnement possible a tenir prend appui sur les
éléments suivants : le carton étant 5 fois plus épais que la feuille de papier alors un méme
nombre de feuilles de carton empilées (25 feuilles de carton) formeraient un tas d’épaisseur 5
fois plus grande (5 fois 3 mm, soit 15 mm). Un autre raisonnement peut étre tenu en considérant
que pour former un tas de feuilles de carton de méme épaisseur (3 mm) que celui formé par 25
feuilles, il faudrait 5 fois moins de feuilles de carton (soit 5 feuilles de carton). Les techniques
sous-jacentes a ces raisonnements peuvent étre généralisées et formalisées par les égalités

- X N . . .
suivantes : s Xn = % ou s Xn = q"%n (a la condition que g soit un multiple de n).

Des raisonnements similaires peuvent étre tenus pour la division d’un rationnel par un entier.
La tache correspondante (voir figure 13) nécessite d’évaluer la mesure de 1’épaisseur d’une
feuille de papier, la désignation de 1’épaisseur d’une feuille de carton constituée de 8 de ces
feuilles etant désignée par % mm, ce qui sous-entend que 25 feuilles de carton forment un tas

d’épaisseur mesurant 3 mm. Un raisonnement possible pourrait étre le suivant : sachant qu’une
feuille de papier est 8 fois moins épaisse qu’une feuille de carton, alors le tas qui serait composé

. s , . . .7 s . A 56
24 Notons dans cette production d’éléve, le passage d’une écriture fractionnaire 7z & une ecriture équivalente 200
codé par une fléche unique codée « x8 ». Nous y revenons un peu plus loin.

Trgalov - Actes du séminaire de didactique des mathématiques de 'ARDM — année 2021



84

d’un méme nombre de feuilles de papier que celui constitué¢ de 200 feuilles de carton aurait une
épaisseur 8 fois moins grande (soit 56 mm divisé par 8, 7 mm). Notons qu’un tel raisonnement
sous-entend la production intermédiaire d’une désignation équivalente de I’épaisseur d’une

. . .56 - L7 . . i
feuille de papier (ﬁ mm comme équivalente a Py mm) précisément envisagee dans les extraits
de cahiers d’éléves de la figure 16. Un autre raisonnement possible (mais non apparu dans les
cahiers d’¢léves consultés a ce jour) serait que sachant qu’il faudrait 8 fois plus de feuilles de

papier que les 25 feuilles de carton (soit 200 feuilles de papier) pour former un tas de méme
épaisseur que le tas de feuilles de carton (56 mm). La encore, les techniques sous-jacentes a de

tels raisonnements peuvent étre généralisées et formalisées par les égalités : g: = % (@la
condition que p soit un multiple de n) ou s:n = q%n .

Une telle analyse des taches liées a la multiplication et a la division d’un rationnel par un entier,
qu’elles soient contextualisées dans 1’une ou 1’autre des situations (les « feuilles de papier », ou
les « robots ») souligne le potentiel de la commensuration pour conceptualiser des relations
multiplicatives de comparaison entre grandeurs, telles que définies dans Chambris et al.
(2021a). Un tel constat nous a notamment conduits a faire un rapprochement entre 1’épaisseur
d’une feuille de carton (qui serait n fois plus épaisse qu’une feuille) ou la longueur d’un saut
de robot (qui serait n fois plus grand qu’un autre saut) et ce que Chambris (2021) qualifie
d’unités relatives (comme n fois plus grande qu’une autre).

Adopter un tel point de vue permet d’envisager ce qui se joue dans les raisonnements décrits
ci-avant comme mettant en fonctionnement ce que nous avions conjointement qualifié de
théoréeme de compensation : «n fois plus que p unités, c¢’est p unités chacune n fois plus
grande » ou plus exactement son corollaire que nous avons formulé comme suit : « n fois plus
que p unités, chacune n fois plus petite égalent p unités » (Chambris & al., 2021a). Ce qui, en
revenant aux feuilles de carton avec le formalisme adopté ci-dessus pour la multiplication,
donne par exemple : q feuilles de carton, chacune n fois plus épaisse qu’une feuille de papier,
constitueront un tas n fois plus épais que celui constitué par q feuilles de papier de mesure p
mm, soit n fois p mm.

Dans ces mémes travaux conduits en collaboration avec C. Chambris, nous avons eu I’occasion
d’apprécier la difficulté d’accés a un tel raisonnement contextualisé en prise d’appui seul de la
fraction sous son acception partage de I’unité, point de vue adopté dans I’enseignement des
fractions en CM2 (Chambris et al., 2021a). A 1’occasion d’observations menées en classe de
CM2, une éléve aura produit le raisonnement suivant relativement a une tache de comparaison

. .. 3 9 . . -y . -
de deux fractions : ainsi, pour comparer Set—, elle a déclaré que les 21iémes étant 3 fois plus

petits que les 7iémes, il en fallait 3 fois plus, soit 9 pour conclure a I’égalité des deux fractions
données. L’enseignante avait tenté de diffuser ce raisonnement aux autres éléves, sans succes,
contrainte de négocier «a la baisse » en lui substituant progressivement un autre type de
raisonnement (lié a des « groupes égaux » de trois 21iémes dans un 7ieme) visiblement plus
accessible et partagé dans la classe observee.

Nous faisons aujourd’hui I’hypothése que la commensuration facilite I’accés a un tel théoréme
de compensation et a son corollaire, potentiellement convoqué dans les types de raisonnements
décrits plus haut. Nous pensons, en effet, que les relations de comparaison multiplicative entre
des grandeurs mesurées sont d’emblée au ccoeur des situations didactiques liées a la
commensuration. Ainsi si I’on considére les nombres-grandeurs mesurées en jeu (nombre de
feuilles, épaisseurs de tas) comme des unités relatives, des relations de comparaison
multiplicative sont convoquées des le départ sur des couples de telles « unités » (n fois plus de
feuilles qui forment des tas d’épaisseur n fois plus grandes) dans la production de codages
correspondant a des écritures fractionnaires équivalentes.
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Cette relation de comparaison multiplicative entre des couples de grandeurs mesurées a
d’ailleurs attiré notre attention sur des usages des ostensifs « fleches » dans les extraits de cahier
d’¢éleves trouvés dans les ressources du CRDM. Ces ostensifs « fleches » présentent de fait des
aspects mouvants. Ces relations sont désignées tantdt par une unique fleche opérant sur un
couple de nombres (comme le montre 1’extrait de cahier en haut & gauche de la figure 17), tantot
plus classiquement par deux fléches opérant sur chaque membre d’un couple de nombres
(comme le montre I’extrait de cahier de droite de la figure 17), selon différentes périodes
d’expérimentation, mais aussi parfois sur un méme cahier, selon les exigences professorales
exprimées (comme le montre le deuxieme extrait de cahier de gauche sur la figure 17). Si la
fleche unique peut surprendre et poser question (car créant potentiellement la confusion avec
une autre fléche qui coderait la multiplication d’un rationnel par un entier), elle peut paraitre
cohérente avec le fait que c’est bien la méme relation de comparaison multiplicative qui opére
sur un couple de nombres qui est considérée®.

5 + ;_ —
— 2 4 e i rof)- -
W/ 2 3 — A S T-OUG B -
it X) : i - B3 ©0
- pelel q = = & 4 | £ '
L 3 S = 4
.
H V. \, s
69 -4
D4 \_/ I
O 3

C b)

Figure 17. Productions d’éleves de CM2 de I’Ecole Michelet trouvées dans les boites 464 de
1995/96 et 320 de 1989/90

En résumé, nous requestionnons ce qui se joue du point de vue de la construction de relations
multiplicatives entre grandeurs mesurées au regard de ces différents phénomenes dont la
reproductibilité semble avérée et ce, dés les premiéres situations didactiques, qu’elles soient
contextualisées par les « robots » ou les « feuilles de papier ». Notons au passage que du point
de vue des unités relatives, on pourrait requalifier le geste inhérent a la commensuration comme
la recherche d’une « sur » - unité (relative) commune par opposition au fractionnement qui
consisterait a rechercher une « sous » - unité (relative) commune. Les constats ainsi faits sur les
relations multiplicatives entre grandeurs mesurées, considérées comme unités relatives, nous
ont conduit a explorer d’autres ressources, €galement rendues accessibles au CRDM, des
enregistrements audios des interventions de Guy Brousseau aupres des différents acteurs
enseignants de 1’école, impliqués au sein du COREM. Des extraits de propos tenus sur le
produit de nombres entiers ont particulierement attiré notre attention :

« Saisir le rapport entre 3 et 12, par exemple combien de fois 3m dans 12m ? Combien de
paquets de 3 gateaux je fais avec 12 gateaux ? Je fais sur 3 pour aller & 12 ce que je fais a
1 pour aller a 4 /...] Si je veux transformer ce 4 qui est un rapport en une mesure, ¢a veut

% Drailleurs dans une des expérimentations conduites avec les «robots», un enseignant aura lui aussi
temporairement fait usage de cette unique fléche opérant doublement sur le couple de nombres — grandeurs
mesurées en jeu avant que de se questionner sur la pertinence d’un tel ostensif au regard de confusions possibles
avec le produit d’un rationnel par un entier.
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dire que je dois regarder ce 4 avec une unité, comme ayant une unité.... Pour passer de 3
a 12, il faut faire 4 quelque chose comme pour passer de 1 a 4 » (Brousseau, entretien avec
les acteurs du COREM — enregistrement audio archivé au CRDM)

Ce discours nous a paru résonner fortement avec ce que, depuis, Chambris (2021) a théorisé en
lien avec la multiplication, en prise d’appui sur le traité de Reynaud (1821) méme si tout comme
dans ce traité, le r6le des unités reste assez implicite. De notre point de vue, ces propos tenus
au COREM sont en particulier des indices du produit appréhendé d’emblée comme opérant sur
des couples de nombres (de 1 a 4, de 3 a 12). Un tel fait est d’ailleurs particuliérement visible
dans la production d’écritures fractionnaires équivalentes en place dans la situation des feuilles
de papier ou I’on opére d’emblée avec un « multiplicateur commun » sur des couples de
grandeurs mesurées (21 mm — 210 mm et 10 feuilles — 100 feuilles, le multiplicateur commun
étant « x 10 », pour reprendre un des exemples figurant dans la figure 17). Ceci nous parait
aujourd’hui possiblement une des clés de la conceptualisation de relations multiplicatives entre
nombres - grandeurs mesurées (Coulange & Train, 2021).

De tels rapprochements entre unités (relatives), relations de comparaison multiplicative et
commensuration nous semblent ouvrir aujourd’hui encore d’autres perspectives. Si dans
I’ingénierie des feuilles de papier, le produit et le quotient de deux rationnels n’ont jamais été
envisagés en prise d’appui sur la commensuration®, il nous apparait aujourd’hui, en
rapprochant les unités (relatives) de la commensuration, que 1’étude de la question « combien
de fois la longueur du saut du robot B dans la longueur du saut du robot A ? » (ou, de fagon
transposée a la situation de I’épaisseur des feuilles de papier, combien de fois I’épaisseur de la
feuille de papier A dans I’épaisseur de la feuille de papier B ?) serait susceptible de conduire a
une utilisation étendue de la commensuration (figure 18).

Combien de fois la longueur du saut du robot B (Zu) dans la longueur du saut du robot A (gu) ?

2} 5 10 1 15

5 fois la longueur du saut du robot A = 6 fois la longueur du saut du robot B

Figure 18. Une piste pour la division d'un rationnel par un rationnel en prise d’appui sur la
commensuration

Il s’agirait ainsi de donner a voir qu’en 5 sauts du robot A, la distance parcourue est identique
a celle parcoure en 6 sauts du robot B. A la condition de considérer comme « nouvelle » unité

(relative) la longueur du saut du robot B (z u), ceci peut permettre de conclure que la longueur

du saut du robot A égale g fois la longueur du saut du robot B, soit g fois (Z u).

Ainsi I’obtention du résultat d’une division d’un rationnel par un rationnel nous parait
aujourd’hui envisageable dans une forme de continuité du geste de commensuration
(appréhendé¢ comme la recherche d’une (sur)unit¢ commune) a la condition toutefois de
négocier le changement d’unité (relative) sous-jacent?’. Si le produit pourrait dés lors étre
construit de maniére indirecte comme une opération réciproque de la division, la question d’un
chemin plus direct vers la multiplication de deux rationnels en prise d’appui sur la
commensuration reste toutefois ouverte...

%6 Une telle trajectoire nous est d’ailleurs apparue délicate voire impossible dans nos premiéres investigations.

27 Une telle piste est actuellement mise a I’étude dans la thése en cours de A. Ovide — des premiers résultats de
cette thése semblent confirmer le potentiel de la commensuration en termes de relations de comparaison
multiplicative entre grandeurs mesurées et méme de composition de telles relations (Coulange & al., accepté), ce
qui nous fait penser que nous nous rapprochons peut-étre du produit...
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5. En guise de conclusion intermeédiaire

Notre trajectoire d’étude nous aura ainsi ramenés a considérer un empan majeur de I’ceuvre de
Brousseau, a savoir Rationnels et décimaux (Brousseau & Brousseau, 1987). Parce que par
ailleurs, plusieurs aspects de cette ingénierie avaient été largement documentés (Brousseau et
al. 2014, Brousseau, 1998), investir une telle trajectoire, a la recherche d’inédit et de
nouveautés, pouvait paraitre quelque peu risqué. Il nous semble aujourd’hui que cette trajectoire
aura été fructueuse, jusqu’a largement participer a « ressourcer » notre propre recherche de
chercheurs en didactique des mathématiques. De nouvelles voies de recherche nous
apparaissent aujourd’hui ouvertes dans les rapprochements faits entre commensuration, unités
(relatives) (Chambris, 2021) et relations de comparaison multiplicatives entre nombres -
grandeurs mesurées (Coulange & Train, 2021). Certaines d’entre elles pourraient notamment
mieux éclairer encore le potentiel de la commensuration en matiére de champ conceptuel
multiplicatif.

Si les ressources archivées au CRDM auront permis de nourrir fortement notre trajectoire, elles
auront ét¢ également tout a fait précieuses pour (re)problématiser des questions d’ordre
curriculaire, y compris attachées a des curricula contemporains. La contribution de D. Fregona
et P. Orus aura permis de souligner un tel fait, davantage que notre propre contribution dans le
cadre de ce séminaire. Pour autant, les expérimentations que nous avons conduites auront
permis a des enseignants et des éléves de sixieme de rencontrer le point de vue commensuration
apreés que ces derniers avaient, conformément au curriculum actuel, fréquenté en amont le point
de vue fractionnement des rationnels. Ceci n’est pas sans soulever son lot de questions
nouvelles — que nous n’avons ici pas 1’occasion d’approfondir — mais qui démontre clairement
les potentiels apports d’une ceuvre comme Rationnels et décimaux comme levier d’une
réflexion didactique, y compris sur I’organisation du curriculum scolaire actuel.

V. PERSPECTIVES LIEES AU CRDM - Guy BROUSSEAU

Nous espérons qu’avoir rendu compte de nos deux trajectoires d’étude respectives, celle de D.
Fregona et P. Orus sur la division/multiplication, puis celle de L. Coulange et de G. Train sur
les décimaux/rationnels puisse permettre a tout-e chercheur-se-s didacticien-ne-s d’envisager
en quoi et comment le fonds documentaire CRDM-Guy Brousseau peut s’ériger en outil
précieux pour ressourcer son activité de recherche, et ce a bien des égards. Le CRDM offre la
possibilité unique d’un « retour aux sources » ancré dans la théorie des situations didactiques,
en donnant acces a une grande variété de matériaux liés aux ingénieries de recherche congues
dans le cadre de cette théorie. Rappelons d’ailleurs que ces ingénieries ont largement contribué
au developpement méme de cette théorie, fondatrice du champ de la didactique des
mathématiques que Brousseau appréhendait comme une « science phénoménotechnique ».

Au potentiel avéré de telles ressources pour 1’activité de recherche méme contemporaine en
didactique des mathématiques, s’ajoutent des conditions particuliérement propices au travail
scientifique car le CRDM-Guy Brousseau, ¢’est aussi une équipe constituée de chercheurs, Pilar
Orus, Pablo Gregori et d’une documentaliste, Paris Lidon, qui s’occupent avec passion de ce
fonds documentaire et accueillent chaleureusement tout-e-s chercheur-se-s interesse-e-s.

C’est pourquoi si vous étes vous-mémes intéressé-e-s, nous vous invitons a ne pas hésiter a
contacter cette équipe, si vous souhaitez vous-méme accéder a ces ressources quasi-
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inépuisables en matiére de recherches qui restent toujours a conduire en didactique des
mathématiques, en consultant les annexes de ce texte qui apportent quelques précisions sur
I’organisation d’une telle venue.
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ANNEXES
Annexe 1 (responsables du CRDM-GB a contacter pour organiser la consultation du fonds.)

Pilar Orus (orus@uji.es)
Pablo Gregori (gregori@uji.es)

Annexe 2 (page d’accueil du site de 'IMAC)
https://www.uji.es/institucional/estructura/instituts/imac/

Future students UJI students PDI-PAS AlumniSAUJI Companies and institutions Library Coronavirus

Admission ¥ Studies ~ International ¥ Research ¥ Culture and sports ¥ Virtual Office Transparency

UJI > Structure and organization > IMAC _
Home -
IMAC Main Page IMAC

IMAC -

I UNIVERSITAT Instituto Universitario )
JAUME I de Matematicas y Aplicaciones MG
de Castellon - IMAC Activities
Contact: Seminars
Instituto Universitario de Matematicas y Aplicaciones
Escola Superior de Tecnologia i Ciéncies Experimentals - Universitat Jaume | CRDM-Guy Brousseau

Annexe 3 (page d’accueil du CRDM-GB)
https://www.uji.es/institucional/estructura/instituts/imac/base/crdm/presentacio/

vy O mof Q Profile + English Tools

___l ' ?E\BY«ES'TAT iyauvs Studies = Research and innovation v International « uJl = University life =

UJI > Structure and organization > IMAC > CRDM-Guy Brousseau

CRDM-Guy Brousseau

18/06/2021 | imac Compartir § W in © = &

The aim of this site is to spread the existence of the Resource Center for the Didactics of the Mathematics Guy Brousseau (CRDM-Guy Brousseau) and the
documentation it stores, as well as publicize the different possibilities of access to them by researchers in Didactics of Mathematics.

Annexe 4 (page d’acces aux bilans et autres ressources du fonds)
https://www.uji.es/institucional/estructura/instituts/imac/base/crdm/inventari/

10/02/2020 | imac Compartir f W jn © B &

The Inventory allows to consult (on-line) the resources of the CRDM-Guy Brousseau, by courses and school levels, by contents curriculares mathematicians or by
investigations in DM

The Gentre puts these resources to disposal of the researchers interested:

« Ina room of surgery in the Library of the UJI: to access to the originals, respecting the uniqueness and classification of the Resources and locating the productions
by the levels and school courses.

On-line: through the digital resources of the repositori of the Library of the Universitat Jaume | of Castellén (UJI), in the measure that go digitalizando. In the
actuality there is three subcolecciones:

* Didactic material School J. Michelet: Didactic materials elaborated by students and masters of the School J. Michelet (Talence, Bordeaux).

* Productions CDRM_GB: Articles, reports and communications elaborated from the material of the CRDM-GB.

* Productions of the GOREM: scientific Publications of the Gentre pour |'Observation et the Recherche of I'Enseignement give Mathématiques (COREM).

The near of 450 videos that have been able to be saved (the anterior to 1985 can be read at present with special devices and some have lost ) conserve in the
frame of the Project VISA of I'Université of Lyan and will be able to be consulted progressively in IFE-ENS-Lyon, or presencialmente in the UJI, when it need
complete the documentation "paper" of some observation and do not have of the digitalisation in the database of VISA.

Procedure: To be able to consult the resources of the CRDM-Guy Brousseau, the Library of the Universitat Jaume |, and the Institut of Matematiques i Aplicacions of
Castellé (IMAC) have established of common agreement the criteria and the procedure of said surgery, to make through the form, transacting it through the people of
contact of the CRDM.
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Annexe 5 (bibliothéque de consultation du fonds CRDM-GB)
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